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MATENATIBA

PARALELOGRAMSKO PRAVILO

Na&rtajmo paralelogram ABCD z diagonalama AC, BD in iz oglis¢ C, D
spustimo vi&ini CM, DN na nosilko stranice AB. Pravokotna trikotnika
AND in BMD sta skladna, iz slike tedaj preberemo enakosti

= |AN| = |BM|, D a &
=|DN|=|CM|.
a=|AB|=|CD|, b N
b=|BC|=|AD|. &
Zaznamujmo 3e A N B M

e = |AC|, f = |BD|.
Pitagorov izrek za trikotnika AMC in BN D nam da enakosti
= |AM[2 + K2, 2 = |BN|? + h2.

Setejmo ju, upo¥tevajmo, da je ena od daljic AM in BN dolga a+ g, druga
pa |a— g/, in dobimo

e+ f2=(a+gl+(a— gl +2h = 22"+ g + 1),
Od tod zaradi enakosti g%+ h? = b? za pravokotni trikotnik AN D takoj sledi

paralelogramsko pravilo

e + 12 = 2(a + b?).

Kratko in elegantno lahko to pravilo dokaZemo s pomo&jo vektorjev, kar
pa prepustimo tistim, ki te vsaj nekoliko poznajo.

Oglejmo si zdaj splo¥nejdi primer. Vzemimo 3tiri totke A, B, C in
D v prostoru. DolZine stranic AB, BC, CD in DA stirikotnika ABCD

zaznamujmo zaporedoma z a, b, ¢, d, dolZini diagonal AC, BD paz ein f.
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DokaZimo, da velja neenakost
a+b2+c2+d?>e? 412, (1)

in razmislimo, za katere Stirikotnike ABCD se (1) prelevi v enakost.
Nad stranicama AB in BC zgradimo paralelogram ABCDj, nad strani-
cama CD in DA pa paralelogram AB,CD. Iz zvez

ABy||CD, |ABy| = |CD|=c,

AD4||BC, |[AD;|=|BC|=0b
in

AD||B;C, BC||AD;

sledi

B1D4||BD, BB;||DD, g

(Oglej si vzporedni premik BBj.), zato je tudi BDD;B; paralelogram.
Oznatimo

x = |BBy| = |DD,,
zapi§imo paralelogramsko pravilo za na%tete paralelograme
e? +|B1D? =2(c* + d?)
e? 4 |BD|? =2(a% + b?)
|B1D|? + |BD;|? =2(x* + ?)

in od vsote prvih dveh enakosti od¥tejmo tretjo. Po preureditvi dobimo zvezo
x? = a% 4+ b? + % 4+ d? — (e + f?),

ki dokazuje neenakost (1).

Enaaj nastopi v (1) seveda le tedaj, ko je x = 0, torej ko B sovpada
z By in D z D;. To se zgodi natanko takrat, kadar ABCD sovpada z
AB1CD in je potemtakem paralelogram z diagonalama AC in BD. Od tod
sledi naslednji rezultat.
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IZREK 1. V Stirikotniku ABCD velja neenakost

2+ +E+d2> e + 12,

Enataj je doseZen tedaj in le tedaj, kadar je ABCD paralelogram z
diagonalama AC in BD.

Prostorska posplofitev paralelograma je paralelepiped. To telo omeju-
jejo trije pari skladnih vzporednih paralelogramov, ki se stikajo v dvanajstih
robovih in osmih ogli%gih. Paralelepiped ima &tiri telesne diagonale. Je morda
vsota kvadratov njihovih dolZin enaka vsoti kvadratov dolZin vseh njegovih
robov?

Odgovorimo na to vpraganje v splognej§em okviru. Vzemimo osem totk
v prostoru, razvrstimo jih v zaporedje in ozna&imo z

A1, Az, A3, A4, By, By, B3, By.

Nekatere daljice, ki veZejo pare teh totk, imenujmo “robovi’, nekatere pa
“telesne diagonale”. DolZine "robov" zaznamujmo z

|[A1Az| = a1, [A2A3| = a2, |A3A4| = a3, |A4A;1]| = ag,
|B1Ba| = by, |B2B3| = by, |B3Ba| = b, |BaB1| = ba,
|A1B1| = c1, |A2B2| = c2, |A3B3| = c3, |A4Ba| = ca,
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“telesne diagonale” pa naj merijo

|A1B3| = d1, |A2B4| = da, |A3B1| = d3, |AsBy| = ds.

DokaZimo, da velja

IZREK 2. Totke A;, Az, A3z, Ag, By, By, B3, By v prostoru izpolnju-
jejo neenakost

altast+ad+ai+ b3+ b3+ b3+ b3+l + 3+ +cf > di+d+d3+d2.

Enataj je doseZen natanko takrat, kadar je A1A>A3A4B,B,B3B, pa-
ralelepiped s telesnimi diagonalami Ay B3, A2By4, A3B; in AyBs.

Dokaz. Sestejmo neenakosti, ki jim po izreku 1 ustrezajo Etirikotniki
A1A2A3A4, B1ByB3By, A1A3B3B1, A4A2B,B,. (2)

Brz ko dobljeno neenakost poenostavimo, najdemo oceno iz izreka 2. Ce je
A1A2A3A4 By By B3 By paralelepiped s telesnimi diagonalami A; B3, Az By,
A3z B in AgBj, so vsi Etirje obravnavani Etirikotniki paralelogrami, zato tedaj
v neenakosti izreka 2 velja enataj.

Predpostavimo zdaj, da je v tej neenakosti doseZen enataj. S pomogjo
izreka 1 vidimo, da so potem Stirikotniki (2) paralelogrami. Ker imata tudi_
osmerici to€k

A1A2B2B1A4A3B3B,, AyA3B3B2A1A48B4B,
iste "robove” in "telesne diagonale” kot prvotna osmerica, so tudi
A1A2B, By, A2A3B3B), A3A4B4B3, A3A1B1Bs

paralelogrami. Od tod sledi, da je A;jApA3A4B1B3B3By paralelepiped s
telesnimi diagonalami A; B3, A2Ba, A3B; in AgBj, dokaz izreka pa je s
tem kon&an.

Sklenimo &lanek z nalogami.

wra ®

1. S pomo&jo paralelogramskega pravila izrazi dolZine teZis¢nic trikotnika z
dolZinami njegovih stranic.
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2. Vértaj v dani paralelepiped P
tetraeder 7 kot kaZe slika. Do-
kaZi, da je vsota kvadratov dol-
#in robov paralelepipeda P
enaka vsoti kvadratov dolZin
robov tetraedra 7.

3. lzrazi razdaljo med sredi¥€ema nasproti leZe&ih robov tetraedra z dolZi-
nami njegovih robov. Podobno izrazi ¥e dolZine teZi€nic tetraedra.
TeZisZnica tetraedra veZe njegovo oglis€e s teZi¥€em nasproti leZege stra-
nice.

Boris Lavri¢






