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0. UVOL

Laplaccova in Fouricrova transforiacija sta Ze
dolge predmet Studija mne ih matenatikeve Klasiéno Fourie-
rcve tnonsferiacijec, definiranc na Hilbertiven prestoru
nerljivikh in s kvadraton inte rabilnih funkeij na realni
premici sc posrtlolili v rmcgih sumerch. Studij transferna-
cij je podZgala tudi njih upcraba v fiziki. Operatorskerm
racunu sc dali meteinatiki zadoveljive osncve Sele s ponot-
jo tecrije Laplacecve transforiiacije. Uporaba transferiaci]
v opcratorsker racunu slcni na nekaterih lastncesih Fouric—
rove transfernacije in analognih lastnosih Laplacecve trans-

fcrmaecije.

Naj be F(f) Fouricreva transfermiranks funkeije

2 . = . .
fe¢lL” in F(f) inverzna Fouricrova transforriranka:

F(f) = g1 o
T(f) = o 1IE gp

: g T : 2
Konvergenca integralov joe rmisljena v smislu norne v L.

Za nckaterc funkeijc iz L2 veljajoe pravila

P(E2(t)) = -1 2= (7(2)) (1)

P(£' (t)) = (-ix)F(£) (2)

Pty = P(£) (x+k) (3)
k realen

FECEK)) = o NE(£) (4)

Pororbna je tudi lastnest F(fxg) = F(E).F(s), tj. fransfor-

nacija prircli kenvolueiji dveh funkei] prolukt transfornirank



posaneznih funkecij. Z £ sno oznadili konvclueijo funkeij

o
fing:f*g:zg f(t)o(xt) at.

Za upcrabo v praksi so nezaZelene cncjitve, pri
katerih formule (1) do (4) veljaje. Npr. v formwmli (2) nora
N . 2 . . . .
biti funkeija f v L7, nmora biti cdvedljiva in njen odvced

tudi elenent iz L2° Forrula (3) pa velja samo za realne k.

Cilj nekaterih posplceditev je v tem, da bi bil
prcster, na kateren je posploScna transfeoriiacija definire-
na, ¢im 8irsSi in da bi veljale fermule (1) do (4) s &im
manj onejitvani. 2 drugini posploSitvani Fourierove in
Laplaceove transformacije pa sc da definirati cperatorski
radun za razlidne razredc funkcij in operatcrjove S to sner-

jc se ne bore ukvarjali.

Nadaljnji razvoj posplofSitvan jo omogedila toori-
ja lckalno-konvcksnih linearnih prestorov, ki se je razvila
v zadn_ h 40 letih. L. Schwartz je dcefiniral listribueije
ali pospledcence funkeije in rozfiril transforiiacijc na neko-
tere razrede Aistribucij. ([4]) 2 upcrabe tecrije projek-
tivnih in irduktivnih linit je pesple¥il J.8. o 3ilva ([3])
Laplaccove transformacijo na prestere analiticénih funkeij
ki so rcsularne na polravnini Re zx» k in tan ne naradda-

ilk g
jo hitrejo kot pclinon stopnje k. Induktivno liriito Banacho-
vih presteroev Akg A= li% ind Ak? je Silva imcnoval prestor
ultradistribucij. Na njsr je definiral Iaplaccove transfor-
nacijo, ki preslika prostor 4 na nek poaprostor distribucij
"z nosileon, crniejencn na levi®; ta preostor je oznacil z B
in na njen definiral "cbratne" Laplzececve transfcrnaeijo,
ki preslika prostor 1L nazaj na prostor A. Feroule (1) do
(4) veljajo za vse elenonte iz A ozirona L.

Nadaljnje razSirjave s¢ oncgceCilc ideju G.Kttheja

in HeG.Tillmanna ([17, [Da, [2], [2)a, [2]v). Studirala sta

—



w &K

prostore P(0) "lokalnc—analiticénih®™ funkeij na cdprti mnoZici
0 v kenpleksni ravnini. Studirala sta tudi prostor A(Z), kjer
je Z komplenent odprte rnoZice 0. V ta prostora sta uvedla
prinerni likalno-konveksni topcelogiji, pri demer je bil glav-
ni pripozodcek tecrija presterov tipa (F) in tcorija induktiv-
nih linit. Izkazalo sc je, da sta si prestcra A(Z) in P(O)

drug drugerm prostcra zveznih lincarnih funkeionalcv, pri

(@14

ener je npr. izonorfizen ned prostorcua A(Z)7, opremljenin

s krepko topologijo in prestoren P(0) tudi topoloSki.

S ponicéjo tch ugoetevitev sta pckazala, kako se da
reprezentirati vsaka Schwartzova distribucija kot "posploSe-
na rcobna vrednost" na realni osi para analiticénih funkecij,
od katcrih je ena regularna za In z>0, druga pa za In z <0,
Za razlicéne tipe prostorov distribucij sta pckazala izonorfizen
med igbranin prostoron distribueci] in prinernin prcestorcn pa-
rov analitidnih funkeij, ki zadodéajc nekaterin onejitvan
glede nerasCanja proti neakencnosti in proti realni osi. Naj
vo T (z) in f (z) par takih analitidnih funkeij! Punkeiji
f+(x+iﬁ) in £ (x-1it) sta zvezni funkeiji x-a. Za linito raz-
like, tj. lin £ (x+ig) - £ (x=1i€) , ko gre € -0, velja, da
konvergira npr. v suislu teopclogije prestorz distribuei]j pro-
ti distribueiji izbrancga tipa. Velja tudi cbratnc: vsako

distribucijo takega tipa noreno dobiti na ta nadéin.

Na osnovi idej J.S. & Silve in pravkar opisanih
idej je G. Pantelidis v svoji doktorski discrtaciji ([6])
posplosil ideje J.S. ¢ Silve v vel siweri: Studiral je nanesto
Laplaceove Fourierove transformacijo, definiral podobno kot
Silva prostor ultralistribucij in prostor "dlistribueij ckspo-
nentnega tipa". Na njih je definiral Fouricrove transformaci-
jo. Ker sc da vsak prostor distribucij reprezentirati po zgor-
njer: 8 prinernin prostorcii parcv analiti€nih funkeij, je tako

Pantelidis dobil Fouriercvo transforiacijc noed dvena prosto-



roma parov analitiénih funkecij. Transforiacija je enolilna
in obratno cenoliéna, v obe sneri zvezna preslikava prosto-
rov. Fornule (1) de (4) veljajec z cdince onejitvijo, da je

k realno Stevilo. Poleg tega je Pantelidis izpeljal teori-

Jo za princr dveh konpleksnih sprenenljivk.

Cilj tega dela jo naslednji: prostor ultradistri-

bucij A in prestor g]exﬁ distribuci]j eksponentnega tipa
XL

boric raz8irili s privzetjen novih elenentov, ki jih ne nore-
o tolmacditi kot distribucije. V nastalcem prostoru ot
borio definirali posplofenc Fourier-Laplaceovo transforna-
cijo in v prcstor vpeljali tako lckalno-konveksno topolco—
gijo, do bode v njej definiranc posploSenc transformacije
zvezne preslikave prostora H =40/G nase. (H je faktorski
prostor prostora ¥ 1o podprosteru G vsech celih funkeij
eksponentnesn naraddonja.) Fourier-Laplaccova transformaci-
ja ima vse lastnosti cd (1) do (4), ki wveljajo brez sleher—
ne onejitve. Ze transforncacijc P in njenc inverzno F velja
tudi sedaj fornula FFf = FFf = 27 f. Nato dokafemo, da je
tako definirana transfcrnacija res prava razSirjave klasic-
ne Fouricrove transformacijc v L2° To napraviice v dveh kora-
kihs najprej pokazZeno, da nad prostor vsebuje izonorfno L
kot svo] podprostor. Topoloosija, ki jo v L2 kot podprostoru
prostora H incducira topologija iz H, je SibkejSa cd topolo-
£ije po norni v L2= Nato pokaZenc, da na funkeijah v H, ki
so zastcpniki elenentov iz L29 nova in stara transforiacija
sovpadata. Torej moremo novo Fourier-Laplaccecve transforiio-

cijo smatrati za razSirjavo klasicéne transfornacije.

Prav lahko pokaZeno, da lastnost F(f¥g) =
= P(f).P(2), ki velja za klasidno Fouricrove transformacijo,
secdaj ne velja ved. V prostoru H je nanred produkt dveh
elementov, definiran na © ajen nafin, lahko enak nié, ne

¢
da bi bil eden ali drug faktor nic!



1. DEFINICIJA FOURIER-LAPLACEOVL TRANSFORMACIJEL

. . . - Qi - it
Definicija prostorov b4 in +
c,

B TSR s

Za vsak k,1l, par nenegativnih celih Stevil bodi
M, , prostor parov funkeij f(z):(f+(z)9f—(z)) z lastnostmi
1. f (z) je regularna za Im z>k, na premici Im z=k Se
zZvezna;
f (z) je regularna za T z-=—X, na premici Im z=Xk Se zvezna;
2. za vsak par (f+(z)9fr(z)) eksistira konstanta M, odvisna
od para taka, da velja ocena

lizi 1z |

za Im z=<-Kk.

: & G o B 5 - 1zl
Zadnji neenadbi piSemo kraj¥c simbolilno [f(z)|<M.e g

£ (z)l= e za Im z>k, If (z)l=li.e"

za |Im zlxk.

W . s - - s i
Prostor 40 bodi unija prostorov Mk,l" % L)hkgl,

Elementi f(z)€ gfaso torej funkecije, analitiéne v zunanjosti

s

nekega pasu vzdolZ realne osi, ki ne narasajo bolj kot

1lzi : 5 :
e pri nekem naravnem Stevilu 1.

Ce sta funkeiji £7(z) in ¥ (2) zvezni ¥e na realni
osi, je razlika f+(x+io) - f (x-10) funkecija realne spremen—
ljivke. To razliko imenujemc "robno vrednost" elementa (para)
f(z)€ W in jo oznadimo zopet s 8rko f: f(x)=f+(x+10) -

- f (x1i0). Da je ta oznadba smiselna,. bomo spoznali pozneje.
Izkazalo se bo, da tudi funkcija realne spremenljivke f(x)

v nekem smislu doloda izhodni par f(z)!
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Definicija Fourier-Laplacove transformaciie

Za f(z)EMk 1 definiramo FLT takols :
7

R 1 (6) = (259,57 (5) = £(5), Kier e
£+(‘5) = fjf+(z)eizg dz — fb} f_(z)eizg dz
3 4
(5)
f_(s) = —f :E+(z)elz(5 dz + jj fw(z)elz“" dz

s 2
Il do I4 so poltraki v razdalji k od realne osi:

(~oo+ik,ik) 12: (~oco-ik, ik)

: (ik,00+ik) 14: (—ik,00—-1k)

Ils
kg

Po vseh poltrakih integriramo od leve na desno.

1.1.  Funkeiji £ (%) ozircma £ (%) sta analitidni za Imé>
klgl
i

>1 oziroma za Im§<-1 ter zado¥lata oceni if(g)!:& M e

IImSI > 1.f(%) je torej element prostora I, . za vsak g1+,

= it

FLT preslika prostore Mk 1V prostor x°.
¥l g

Ugotovimo npr., da zado3Ca trditvam izreka del
funkeije £(%), ki ga v (5) definira integral po poltraku
I3! Bodi z=x+iy, ‘53§+i7, iz'5=i(x§-—y'p)—(§y+x'7)!

o
J £ ()15 a5 = ¢ FIET [ £F(4ii10) e 5XT gy
3 o

+
Ker zadoség £ oceni |f+(z)| < M. ellZI, Im z>k, imamo

* V nadaljnjem bomo »nisali zanjo kratico FLT.



i . i 3 1~ ’
| fj i [ tl=rintoxg 4
-3

o

Za velike x-e sc obnaSa integrand kot exp(-(9-1)x), zato

integral konvergira za vsak E in 9>1 ter predstavlja za

kit
Im4> 1 analiti¥no funkcijo, majorizirano z eﬂ|". Za in-
: ree ; o i :
tegral | exp(li x+ikt)e dx dobimo oceno
o
oo =
£ exp(llx+ik|)d_xﬁ de{elk, za, y;al+1o Podobno ocenimo

ostale integrale v (5). Za Ii' smemo torej vzeti kar 2m,elk.
Podprostor G. Z G oznafimo podprostor v ple) , ki ga tvorijo
vse cele fun'cije, ki ne narasScajo bolj kot eksponentne.

Bodi f(z) cela funkcija eksponentnega narafdanja, |f(z)|f§

1
izl . ; . .. .
. Ta ima za “"robno vrednost” funkcijo 0: f(x)=f(x+i0)-

—-f(x-10)=0; zato bomo smatrali elementa g(z) in h(z) iz o
za enaka,; ¢e se raglikujeta le za kakiZno celo funkcijo eks-
ponentnega naraffanja. studirali bomo namesto prostora 136
kvocientni prostor H=a/G prostora ot po podprostoru celih

Tunkeij cksponentnega naraicanja.

Na podprostorih M, . Jje FLT I, . encliéno definira-

na kot preslikava iz By 4 v ¥, . FLT pa ne moremo definirati
7

enclic¢no kot preslikavo prostora.?ﬂ vase. Res! Vzemimo polju-

ben element f(z)e 30 i Ta je vsebovan v nekem podprostoru

Mk?lg potem pa avtomatic¢no v vseh podprostorih Mégh’ e je
le g>k in h> 1. V vsakem od teh podprostorov je definirana
FLT F. W funkeije f(z). Punkeiji f(z)é€ i pripada tako
hnskozgno transformirank ¥ H(f)g ki so vse v sploSnem med

&

seboj razlicéne. Vendar moremc definirati cnolicéno TFLT kot
preslikavo T prostoraﬁ%ﬁv kvocientni prcstor takole: bodi

flz)e 2L, fz)en r(f) = [F, ()], kjer sta h in g
k gsh

o BNV
9 -~
91

poljubni ¥tevili s h>1 in gx>k. Oznadba [ P

oY

3h(f)] pomeni

G



W e g T i
elkvivalendni razred clemeniov iz ;, Ki se razlikujejo

od elcementa T hf le za kakdno celo funkcijo iz G.
i}

(it

1.2. TLT F je enoli¥na preslikava prostora & v prostor H.

Treba je pokazati, da se za poljuben fe M

k1l
transformiranki Fk ifln Fg th &>k, h=>1, razlikujeta
9
le za celo funkcijo eksponentnega narascanja. Fk 1 je ‘dg~
7

finirana s formulo (5). Integrirajmo tu namesto po premici
Im z=k po premici Im z=g! Spremenita se le integrala po pol-
(g+co

trakih Il in T Integral f po novem poltraku se

3"

i . i()(-foc.-
razlikaje od integrala .kjr = fj po starem poltraku

le za funkeijo Q%) =-1kj ‘4 +(5)9123 dz. Integral po pra-—
L=

vokotniku z oglisdi ki, gi, gi+N, ki+N je po Cauchyjevem

izreku snak 0, ker je f+(z) v notranjosti pravokotnika re-

gularna in na robu S2 zvezna. Ko gre W= e, gre del integra-
clar iy

; | + iz ;
a po pravokotniku, ika: f (z)e s dz, enakomerno proti O,

o

(814

e je Im%> 1+1, kot pokaZe preprosta ocena. Prav tako ugo-
r‘c:} al(

tovimo, da sz integrala = TPIRTC R 1 VY ) = —Ej razlikujeta
le za isto celo funkeijo Q(%). Punkecija Q(4) je cela funkeci-
je cksponentnega narafanja, kot pokaZe ocena |Q(%) |

e ls o . . : .
<M(g-k)e Lel%fb; 2(%) je torej element iz G. Komponenti

-+ . — b .. ~ - & .8 . .
£(%) in £ (%), &e jih radunawo z integracijo po premici
Im z=k ali po premici Im z=g, se razlikujeta le za celo

funkeijo iz G-

Arialogen rezultat dobimo, ¢e integriramo w formu-

lah (5) namesto po premici Im z=-k po premici Im z=—g. To

pomeni, da je F nf v istem razrcdu kot F 1fi ali, B Je
E._:.) 9

res enolicna preslikava iz ¥ v H.
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1.3, I'€H ni odvisna od razdelidcéa A med poltrakoma Il

in 13 oziroma od razdelisfa B mad poltrakoma I2 in I4.
Namesto poltrgka (-s=o+ik, U+ik) vzemimo za integra-
cijsko pot poltrak (-we+ik, a+ik), kjor je a poljubno real-

no ftevilo, namesto poltraka (O+ik,o0 +ilk) poltrak (a+ik,
co+ik). Integrala po novih poltrakih se v obeh primerih raz-
likujeta od integralov po starih poltrakih za P(%) =
ek :
= ' f+(z)elz3 dz, ¥i je cela funkcija eksponentnega na-
aki

raddanja: |P(@)|ffM.ektha‘Ngl . S tem je izrek dokazan.

1.4. Preslikava T preslika podprostor G v element (0] ¢ H.

Bodi res f(z) cela funkeija, If(z)\fzﬁ,elizl,

£(z) je tedaj element podprostgrov mk,l za vsak k>0. Po
Cauchyjeven izreku je W,l‘f(z)elzfS dz = 0, kjer je W pravo-
kotnik z oglifdi (-ik, —-ik+Y, ik+N, ik). Ko reate N—>oo ,
gre del integrala po desni vertikalni stranici proti O ena-
komerno, e je le ?Etla> 1. Intezrala po zgornji in spodnji

horizontalni stranici pravekotnika W gresta proti integraln~

ma, SI “ 51 , 0d koder sledi
4 3 ik
£ (%) = II = ,(I was | f(z)elzg dz, Im%>1.
3 4 -ik
Podobne dobimo tudi
k |
fr(%) = - gt s SI = - ‘j f(z)elzs dz, Im%<-1.
=i 2 -ck

Lk -
Ker je funkcija’EkS f(z)eiz% dz cela funkcija e%SPOnentnega
narafdanja, torej element iz G, smemo smatrati f+(3) in
%*(3) kot dela iste cele funkecije: Fk,lf je cela funkeija
eksponentnege narasdfanja, tj. element v G, ali, zastopnik



razreda (0] g H.

Refinicija Fourier-Taplaceove transformacijs T na H.

S preglikavo F prostora W v prostor H moremo de-
finirati tudi preslikavo ?#Imﬂstora H vase takoles naj
bo fj]& H poljuben razred v I, f nek zastopnik iz razreda
[£). S1iko razrodalf] definirvamo takole: T [f] = [re] =
= Pf + G. Treba je videti, da je rreslikava 1 enoliBna, tj.
neodvisna od tega, katerega zastopnikg f vzamemo iz razre-
da [f]. Vzemimo kak drug element fl iz razreda [f]! Po de-
finieiji razredov je i—fl*gu kjer jc ge G. Transformiranki
Ff in Pfl se razlikujeta le za celo funkcijo Fg iz G:
Ff¥Ffl:F(fol): F&« T in Ffl definirata torej isti razred
(pf] en.

Lo B Preslikéya q‘ ima naslednje lastnosti:

a. @V(znf(z)) = (*i)ﬁﬁi l:gj(f(z))]

d o
5 n=1>1,2;,.s
b FeB@) = 19 Fee)
. (*E(2) = F (£(2) (-1a)
a&C

a.  F(2(z-a)) = 2% T (2(2))

Lastnosti a. in c¢. preverimo direlitno tako, da izraclunamc
obe strani in ju primerjamo. Tezav zaradi odvajanj nimamo,

ker so vse nastopajofo funkeije analitidéne.

Dokaz lastnosti b. Integrirajmo npr. integral

po 13 "per partes"!

2 . ; ilk+ eo L )
L REACE R B B
IB ! I,

ik -



i1~ in I od koder sle-

Podobno dobimo za integrale po Il? " 47

di
(%3+(‘9) = (-if5)%+("5) + (f"(mil_c)ekf; = 1"‘+(i}‘:}e+k3)9 In% >1
(t ) (%) = (—1‘515”{‘5) E (f_{—ik)ekg-I“+(ils:)e“k§)9 Im& <-1.

V oklepaju stoji abakrat ista cela funkcija iz G, torej

je P(f’) v istem razredu prostora H kot (-i§)F(f).

Pri dokazu lastnosti d. vzamemo namesto poltra-

kov I, do 14 polirake I1 do I,, definirane takole:
IT = (oo+i(k +q), p+i(X'+ q))

(-o0-i(k-q), p-i(k'- q))

2|
1

(p+i(kK*+q),00 + i(Ic+ q))

=
»
1]

I, = (pri(k'-q),00 - i(k'- q))

Tu pomeni a= p+iq, kK pa vzamemo ftako velik, da je isto-
éasnc -k +g&~k ter K +q: .k, tj. ¥ >k+|qa}. I izreku 1.2
in 1.3 s¢ transformirania ‘?'f ne spremeni, ¢ integrirae-
mo namesto po starih poltrakih Ij po novih poltrakih IE,

%a integral po I funkecije f(z—-a) velja

3
. . ik’-."w .
g . f+(zra)elzg dz = elag‘f f+(z)elzs dz
13 Lk’

in podobno za ostale tri integralce; od kodcer sledi last-

nost d.
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2. TOPOLOGIJA V PROSTORIH ¥ IN H.

V prostoru Mk 1 barov analitiénih funkeij defini-
g

rano norno eleionta £(z) takole:

ey k.1 = Sup (If(z)]eml‘m)°
? 1In zlxk

Prav lahko s¢ prepricanic, da ta norrna izpclnjuje vsen zahte-

van; prostor Il 1 je normiran prostor. Prostor M vsebu-

gsh
¢e je 32k, h>1. Injekeija I prostora

k,

Mk,l v prcestor M

ocena

je prostoer K

" je v normi zvezna preslikava, saj velja
a9

HIf = sup |f(Z)|e“hIZ| < sup if(z)lc—h‘Zl o

<litlly, s DB ey iz e |

iI i}"k 1{91“

MnoZica ncriiranih prostorov Mk 1 je delno urejena
bl
z relacijc vkljucitve € . Je tudi us.erjena nnozica, saj
najderioc k pcljubnina prestorona MM, in II rrostor M .
ky,1 Pl ﬁsq

da velja M (‘M in M _.M , ¢e le vzameno panax(k,g)
2 4 ¢sh s 4

k,1

in g>nax(h,1). Xer so 1n3uk01au iz prostcrov Mk 1 ¥ prosto-
?

. £k, h>1, zvezne, cksistira induktivna linita
L)]

prosterov M, ..
k,1

W = 1in ina . g = W, My 4

re M

Okolice ni¥a v ol so definirane takole: U = l—ﬁUk 1’ kjer

pomeni[ﬁ 8] absolutno konveksno lupinoe mnoZic U

I, 1 k,1°
f(z) € U natanko tedaj, ko se da pisati v obliki f(z)
= g fl\z) ¥ azfg(z) +ooee + anfn(z), pri derier je

q—

ff la, | =1, fK(Z)Q'U

U Jé 50 poljubno okclice nica
k,1° "k,1 P PEd
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v prostcerih M iz wvsakcy o po ena. Ker definira vsaka

[

k,1°
konfinalna = podmnoZica usimcerjence mmozice isto induktivno
limito (glej [1] in [3] b!), se smeno onejiti 1le na zapo-

redje "diagonalnih" prostorov Mk = M.

W = 1in ina M, = UMK,

Prostori M, tvorijo konfinalno podmnoZico, saj je vsak

k
k.1 vsebovan v prostoru MF, de je le g>mnax(k,l).
¥ o

Topologija v je najfinejSa lokalno-konveksna topologija

prostor M

- topologijo, ki

je Sibkejsa od nornske topoclogije v Mk‘ Tedaj so preslika-

Vv d» y, ki inducira v vseh podprostorih M

ve Ik prostorov M. v prostor ?&i zvezne. Znano je, da se

k
prostorfae ne da netrizirati, v poscebnen, ne da se vanj
vpeljati taka norma, ki bi ustvarila isto topologijo, kot

je zgoraj definirana.

¥ %
»oglikava I: Mk-4 M . gxk; je kompaktn:. preslikava.

t -

2e Lo

H

!

Zadosda, da pokaZeno, da je slika enotne krogle v Mk relativ-

no kompaktna mnoZica v M .

(35)

Videli smo %e, da velja £ .= |If Hk za f €M,
5

torej slika enotne krogle iz Mk je omejena mnozica v Mg' Iz

definicije norme razbereno, da zaporedje funkeij fn(z)é

€ M, konvergira proti f(z)€ M, natandno tedaj, ko konvergira
k k

sy . o ~k|z
enakonernc na rmo%ieci |Im zl > k zaporedje funkeij fn(z)e ' ‘.

*

5

Konfinalrne podrmoZica B usncrjene mnozicz a4 je taka pod-

mnozica v A, da za poljubna elenenta iz A najdemo nekega

naslednika obeh elementov Ze v podmnozici B.

x* Konpaktna preslikava je preslikasve, ki preslika omejene
mnozice v relativno kompaktne mmozice. Relativno kompaktna

e e

je mno¥ica, katerc zaprtjc je konpaktna mmozZica.
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ObmoCje 1Im zl=k moremo kompaktificirati, &e privzamemo
4or e G s G e e w e Yy - —-elzi
k njemu Se tolku neskondno:Punkeiije h(z) = f(z)e §

so v todki co enake 0: (h(z)| = ”f “ke"(é* k) | =l

rjer je femk?
gre proti 0, ko gre z—on; to pomeni, da so h(z) na kompaktai
mnoZici zvezne fuhkeije. DruZina funlci] {h(z):h(z)

= fleje 'ZI, f(z) € enotne krogle v M};S je na obmoéju

[Im z|2 ¢ omejena s konstanto 1; de uvidimo e, da je ta
dru¥ina v vsaki toki mno¥ice |In zld>k enakozveznaf je
drvZina po izreku Ascoli-“rzela kompaktna in izrek 2.1. je

s tem dolkoman.

Naj bo sedaj w fiksna tofka v obmodju {Im zldg,
a> k. _-”“tf“’“l velja h(w)-h(z)=f(w)(e—g!m—c"gw‘) + (£f(w) -
—f(z)).,' 7}

ocenimo takole

. Vzemimo scdaj |w-zl<l/2. Prvi &len vsote

kiwig e-—g 121}

L£(e 18 IW _gm 812 = y1p iz 1= il

kjer 1,41 jz7y med |z in |wl, torcj |z1|>I1wI-1/2,

Ilr-;l —-|W1| < \z—wl 4in ehﬁ[zlj <-C—¢;iw1+g/cu 0d tod dobimo

|f‘.fw\|«:'o"—g!m_;g”@i?‘il.{&- £ “1{_\3{;/2 —(g=k)Iwli

fz—w |
Drugi élen ocenime s pomocjo integralske reprezentacije za

analitidne funkeije:

ln) - 2w =g [ (55 - 5 ) f0) ab
. |

Pedaj velja jw-t | =1, |t-2 I>1/2. Preprosta ocena integrala
nam d4a

l£(w) - £(z)] 82 <o)t Hl{_IZM,vleh(g_k)' W+ 2g

s o s

Drugzina Ffunkei] Zf_t , &€ A, je v toCki z enakozvezna,

8e po praednisu peoljubnega £ 0 najdemo tak -S‘PO da je
e
|fn(z}--fﬂ_{w)fii &, e jc le (w2zld &, pri Semer je § dober

o

za vse funkeije fliz drvzine istoéasno.
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Obe oceni zdruZimo in dcobimo

£(w) - £(2) 12N £ [l 1z-wie (ERNWI L 0/ | o2
Pri fiksnih g, k in w moreme najti tak S , da je desna

stran za vsc f iz enotne krogle v M, manjSa od naprej pred-

~
pisanega £> 0, ¢ je le (z—wI L Sin & <12,

Iz tcorije induktivne limite vemo, ([3]b), da
je prostori}ﬁtipa (LN*)= Prostor tipa (LN*) je poln. Presli-
kava A iz prostoraiﬁrna lckalno-konveksni prostor L je zvez-
na natanénou tedaj, ko so preslikave, ki jih inducira presli-

kava A v prostorih M zvezne preslikave prostorov M

K’ kv

prestor E za vsak k.

Videli smo, da smo mogli definirati FLT na kvo-
cientnenm prostoru H=¥/G, kjer je G prostor celih funkeij
eksponentnega naraifanja. Iz teorije topoloskih prostorov
veno, da je kvocientni prostor lckalno-konveksnega prosto-
ra po zaprtem podprostoru zopet lokalno-konveksni prostor.

L

2.2. Podprostor G celih funkeci] cksponentnega naraséanja

je zaprt podprostor v gﬁ;

vV [3] je dokazan izrek: G je zaprta mnoZica v 3&

natanénec tedaj, ko sc G G(\Mk zaprte mnozice v Mk za

k:

veak k. (Gk zaprta v M, Vv smislu normske topologije v Mk!)

k
Pokazati moramo tedaj le Se: e konvergira zaporcdje funkei]

ﬁnE Gk v smislu nerme Vv Mk k neki funkeiji iz ng je limita
tudi cela funkceija cksponentnega naradfanja, torej element
iz G .
k
Pozneje bomo dckazali izrek

2.3. (o cela funkcija eksponentnega naradanja, tj. funkeija,

za katero najdemoc konstenti B in p taki, dao welja ocena

pr .. . O =
£(z)}-=B.e" , r=|2}, zadclifa oceni if(z)i= .. 3 za |In zi>k,
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1 «<p, eksistira taks konstanta C, odvisna 1lc od k in 1, ne

pa od funkecije f(z), da valja If(z)i< C.E-L..,elr za vsak z.

Seveda smemo vzeti, da Jje konstanta C=1.

Norma Vv Ml«: je definirana takole:

Hfllk = sup |f(z)] &Kl
|Im z|=k
Befinirajme v Mk Se drugo normo s predpisom
(Hfl!ly = sup [f(z)! L
; z €& C

Vzemimo, da smo izrek 2.3. Ze dokazali. Tclmadimo ga takole:
normi || f Hk in }Hf!t}k sta za funkcije iz G ckvivalnetni, saj
velja I ||, £ Hf Il =C Tkl .+ Konvergentno zaporedje v eni
normi konvergira tudi v drugi. Konvergenca v normil||f HIK

pa pomeni enakomerno konverg:nco zaporedja celih funkecij na
vsaki o 2jeni mnoZici v korilcksni ravnini, se velja npr. za

krog s polmerom R okoli tocke O ocena

| . kR .
su}_::R |(fn(z) - fm(z))i..‘f_' e, n,mDN(E).

1Z1&

Znano je, da jo limita takega zaporedja celih funkecij zopet
. . i . k :

cela funkcija, ki nc naraSca bolj kot ¢ *Zlg torej clement

iz Gko MnoZica Gk je res zaprta v Mk in G zato zaprt podpros-

torv’}ﬁ.}

DokaZimo sedaj izrek 2.3.! V ta namen tvorimo
najprej nove funkecijo F(z) = “_F‘(z)c"*Z s Naj bo ~k=sy=k; Vv
tem pasu vzdolZ rcalnce osi velja po predpostavki izreka ocena
|F(x+iy)| < B Cxp(p\/}{2+k2) cx_a(—-x2+1{2), Ko gre x— eo; &re
F(z) za -k =y=Xk cnakomerno proti 0. Zato moremo najti dovolj
veliko &tevileo N, da je |P@ENHiy)|l < i, |y1<k. To pomeni,
da dosczz pri dovolj majhnem & analiticéna funkeija E(z) v

pravokotniku z ogljisc¢i N+ik, N-ik, -N-ik, -N+ik maksimum
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na eni od horizontalnih stranic; bodi to npr. zgornja stra-
nica. Zato velja |F(z)l £ [F(xy+ik)|, -N=x,<N, |y|<k. Na
robu Im z = k pa Ze velja po predpostavki ocena |f(z)l < A.

exp(l x2+};§). To nam da v primeru, ko je todka z na imagi-

narni osi na daljici -k £y €k, oceno
P(iy)l = I£(iy)l - exp(y®) £ A exp(1k+k?)
0d tod sledi ocena za funkecijo f(z):
I£(iy)| £ A. exp(1k+k?), |71 €k
Oznacimo z D konstanto exp(1k+k2)! Ker je D=1, velja torej
za vsak y ocena If(iy)| £AD.exp(1liy!).

Doslej je funkcija f(z) zadoZ&ala oceni |[f(z)l <
£Aelr za |Im zl>k. Vzemimo sedaj, da funkeija zadolda taki
oceni za Im 2<0 in Im z>%k. (To dcseZemo %e z linearno
transformacijo spremenljivke z.) Za nove funkecijo f(z) velja

analognn ocena z novo konst-nto D.
ek
| £(iy)! =< ADe 1Y za vsak y.
Po predpostavki imamo na robu y = 0 oceno

lix|
e

If(x)l = A za vsak x

: ; G i -1z
Sedaj tvorimo novo pomoizno funkeijo g(z) = £(z)ec !

Njeno rast na imagirarni in realni osi moremo oceniti takole:s
' ~ of 3 < ly 5
le(x)l =4, x20, lg(iy)l<ape™, y>o0.
Funkeija zadosSCa pogojema izreka 6.2.3. v LB} , zato velja
lo(x+iy)| < aDe™, x>0, y>o0,
ali za funkecijo f(z) samo
If(x+iy)l < AD.exp(l(x+y)), x>0, y=0.

Vzemimo poltrak z = r.exp(ix), 0« X < T /2 in opa-

: : : P g
zujmo rast funkeije [f(r.exp(ix))le , ko sre r od O proti
OO ! Dokler smwo 2 na delu poltrakz v pasu ncd realno osjo

in premico Im 2z = k, tj. O<r <k/sin«, velja cccna
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|f(r.ex (it ))| e'*lrféﬂDuaxFr:?(x+y~r))s za del poltraka od
r=k/sino naprej pa c velja po prvotni predpostavki ocena
If(ruexp(ioa))lohlrféaa Izraz oxp(Xix+y-r)) ocenimo v pasu
0=y=k takolec: cexp(l(x+y-r))=<exp(lk), saj je vedno x-r <0.
Dobljena ocena nam pove
{f(r.exp(in )l exp(-1r) €4D. 2xp(lk) = AC

kjer snmo s C zaznanovali konstanto Dcclhn Na podoben nadin
bi ugotovili, da velja ista occna tudi za vee z v drugem
kvadrantu, 1l¢ namcsto pomozne keije g(z) bi morali vzeti
pomo¥%no funkecijo h(z) = f(z)elz in opazovati njeno rast.

Izrek je s tem dokazan, saj konstanta C zavisi le od k in 1.

Videli smo, da je G zaprt podprostor v EHZQ zato
je faktcrski prostor H = /G zopet Hausdorffov lokalno-kon-

veksni prostor.

2.4. Preslikava _preostora H vase je v kvoecientni topolo-

giji zvezna.

Najprej pckaZimo, da jo F zvezna preslikava prosto-
ra 0 v prostor H! Ker je H tipa (LN*); zado¥da, da pokaZe-

mo, da so Fkk zvezne proslilkave prostorov I, v prostor H.
1] ix

~

Izberimo si fiksen prostor M, in okolico U v

e

H, za katero smeno privzeti, da je kanoiéna slika okolice
U iz 9% ;s kjer je U definirana kot absolutno-konveksna lupina

U_ okolic U_ iz prostorov M : U = { f:fei, |If ll =< .
- L iz pr L Uy e, If H =< ¢,
Iz tega zaporedja okolic U11 si izbereno neko, npr. Uwg pri

1§
¢emer naj bo m >k. Preslikava Fkk prostora I v 1:1‘051;(:\:('{*&1,_L
Je zvezna, kot kaZe lahka occna:
~
+ - (wl

F.f I =sup |F  Tle =Max “u‘?lf w)le .

I kk 'm Jl-kkl max(sur (w)le ?

—miwli
2 ) s

sup |f (W)I e kjer jc vzet supremun po veech w 2 Inm wan



= 18 =

pri prvcs: in po vseh w z In w£€-m pri drugem ¢l.onu v okle-
paju. S pomodjo izreka l.l. ocenimo npr. prvi Clens

- (k) |wl! 2

(6]
(o]

- 2
sup(c™ ™ [ [ £7(2)e™™ azl)22 e erk up
In w=

=
=
ey

2
<25 ig “k" Podobno ocenimo drugi &len, kar nam da

12

0 . D ] Fa Tl i 1
HI‘kkf Hm"‘ 2e” ||f “k’ e vzamemo v I - okolico U,

g
= {f:fGMk, £ Hk .___’I"B___._} , se okolica U, pri preslikavi

Fkk res preslika v okolico Um° kar.pomenig da je Fkk zvezna

preslikava prostora P-.‘Ik v prostor N_.

il
S (P oznadimo naravni honomorfizem, ki preslika
prostor . v kvocientni prostor H! (p preslika vsak element
f€ WX ravno v razred, ki ga £ doloca: [f] =@f = f+G. Pre-
slikava F preslika po pravkar pokazanem okolico Uk vV mno-
Zico razredov CP (UF)Q MnoZica tch razredov pa je vsebovana
v mno¥Zici CP(UJg sszj je Um(—TU = r':Un, linoZica rnzredov (P(U)
Qe slika okolice U€E ¥ ;, tj. ravwno provotno izbrana okolica

UcH.

Torej je preslikava P prostora H v prostor H zvezna.
Treba je le Se videti, da je zvezna preslikava T prostora H
vase! Po predpisu okolice UAcH moreno najti tako ckolico VC ?f,
da je FVCﬁCHi ker je F zvezna preslikava. MnoZica ‘}: LF(V)
Je po definiciji kvocientne topologije v H okolica v H. Zanjo
trdimo, da jo preslikava T preslika v izbrano okclico ﬁ
Naj bo res [£]€V, torej [fl=f+e¢, feV. Tedaj velja ¥ [£] =
= [Ff], saj je PGCG. Ker pa je po prejénjem Ffeﬂ'? e je
f€v, je tudi ?[f'i éIL tj. preslikava Y prostora H vase

je zvezna.
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3. FOURIER-LAPLACEOVA TRAVSFORMACIJA J& RAZSIRJAVA

KLASICNL FOURIEROVE TRANSFCRMACIJE, DUFINIRANL NA L2

_ Naga TFourier-IZaplaccova transformacija je res
razdirjava klasiéne, ¢e velja: L2 je vsebovan izomorfno
kot podprestor v H in, ¢e nova FLT priredi funkecijam, ki
so zastopniki v H funkeij iz L2 iste transformiranke,

kot klasiéna Fcurierova transformacija.

3.1. Prostor L2 s kvadratom integrabilnih merljivih funk—

cij na realni osi je izomorfen podprosteru prostora He To-

pologija, ki jo v L2 inducira topologija prostora H, je

8ibkejsSa od topologije Hilbertovega prostora Lz.

Izrek 3.1. bomo dokazali v vel korakih.

5 (00 [ 9 L2 jo izomorfen podprostoru v H.

s . 2 . . .
Punkeciji f(x) iz L~ prircdimc kot nj.ncga zastop-
nika v H razred, ki ga definira take imenovana indikatrika

f(z), definirana takolc:

Formula definira par analitiénih funkeij, od katerih je
ena analiticna vsaj za Im z>0, druga pa vsaj za Im z<O0,

Zza |Im z|>0 velja ocena
Fone 3§ e g oien | 5 ey 8]
2 " (x—t) +y

tore |f(z | == (1% g[y[ /2¢ Kc narasSée |y|-—sc, &TE
f(z) proti 0; f(z) LJe res element iz 3f. Znano je tu-
di, ([2]a) da konvergirajo razlike f(x+ig) — f(x-1ig)
pri £ -0+ po normi v L2 prav proti izhodnim elementom

f(x). 0d tod sledi, da razliBnima funkecijama iz L2 pripa-
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data razlidéni indikatriki.

3.1.2. Topologija, ki jo v L2 kot svojen podprostoru in-

ducira topologija iz H, je Sibkejsa od cbifajne topologi-

: 2
je v L.

PokaZimo, da iz konvergence zaporedja fn(x) iz
L2 proti funkeiji f(x) v smislu norme v L‘2 sledi konver-
genca zaporedja v smislu topologije v H. ZadosCa Ze, da
pokaZemo, da konvergira zaporedje fn(x) po normi prosto-

ra M. za k>1.

k - ,
Iz lfn(t) - £(+)1© dx =0, no e, sledi
-
o
ey () = 201y = g oour (o | ] e h=
R k 27&111 %= R G w
2
___-é%“_— sup ¢ ku'\!f - 5 Hl/(tg-kyg) i e Nt - £j| 5
(Im zixk L L L
A . . 2 2
Gornji izraz gre z n-— e proti 0, saj je sup l{1/(t7+ )H 5
L

=Tf/k =N za x>1,

3.2. Transformacija P(f), fe &, scvpada na elementih, ki

T35 Sk 2 < :
so zastopniki funkecij iz I (w0 ,90) s klasidno Fourierovo

transformacijo.

Podprostor funkeij, ki so istolasno v L1 in L2,
je gost podprostor v L2. Ker je topologija, ki jo v L2 in-
ducira tepologija iz H Sibkejsa od topolojije v L2, je
120 Ll gost v 12 hadi v smidiv topeclogije v H. Ce pokaZemo,
da da sovpada FLT s klasiéno na L2ﬂ ng scvpada zaradi zvez-
nosti FLT na vsem prostoru L2. Dokazimo torej izrek 3.2

za funkcije iz L2ﬂ le

Indikatrika take funkcije je regularna za |Im zl>

20 in za !Im zl>1 enakomerno omejena:

s e f'm
Fal=| [ as | ———-2pmy as] /2
- - (‘t_){) y ad
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1 9 [f(z)ifgjﬁf“fug |IIm zl>- 1. Zato je %Yz) element vsake-

ga prostora Mk 1 s k>, PoiS€imo szdaj Pourier-Laplaceovo
H Ea 4 et
transformiranko F _f(2z) elementa f(z) &€ M ! (a je ecelo
%,l a,l
Stevilo > 1) r lf(z) je par analitinih funkecij, ki ga
~ , A-. ~
oznadimo z (f+(z), (z) )3 £ je definiran takole:
a4 e izw [ izw
f (w) = T (z)e dz — J. £ (z)e dz
I3 14

kjer je poltrak I. definiran z (O+ia,ec+ia), 14 ra

3
(0-ia,cc-ia). Podobno je definiran f .

Ge v tej formuli upodtevamo definicijo funk-

Lav)
cije f(z), dobimo

(o =)
o
'f+(w) - _%}r J o1XW —aw dxﬂg EIEQ__
ewil g t-ai-x
' -0
&7 Q©
1 ixw aw J f(t)
il e e e ax L i
ei i t+ai-x
o -0

Vrstni red integracije smuso zamenjati, ker o dvojni in-

tegrali absclutno konvergentni pri |In zi} .

p— ; ¥ ; - QoY
Tvorili homo razliko f (u+ic) — £ (u-1€) in
poiskali limito, ko gre ¢ — O+. Pri tzm se bo izkazalo,
da je limita zsornjega izraza enaka klasicni Fourierovi

transformiranki funkcije f(x).

- = . .
0d razlike f (u+if) - £ (w-1if) vzemimo le en

del, integrala po poltrakih I, in I,.. Ta del razlike ozna-

4 2
cimo s 0235.
o ;22 dxm ~£X
1 a(u+ic) (T f e e
= = —m——— | (== ... NS— d‘t —_—
Co.e 5ud C Lo ) (_J iy %)
i}
<o o ixu £x
1 _a(u-ig) Y e e” J
TR J T ey 0% ) at
g & - oo

Razliko nioreno pisati tudi v obliki



; <0 o ixu —£& x|
1 a(u+it) c al - O
(& PR o= e St oo “=
2,8 or _mJ( (%) “(1 il
e o ixu &x
1 au, —i¢ it (¢ c )
BRLS | )4 20 () g ax )

Prvi notranji integral oznalimo z A(t,u ), drugega z

B(t,u,&). Drugega ocenimo takoles

2 T 1/2 1/2
% :
|B(t,u,t)]< [je % dxr ——————— --—] £ (5_:%_5‘)
~eo _o'j (t-x)"+a” -
-~ -~ ~ g PO & _ie iE
Ce upostevamo Sc¢, da stoji pred &lenom B faktor ¢ ~ -e™ ,

dobimo za ves drugi ¢len izraza C ; kKO gre & — 0+,

256
naslcdnjo ocenoc

o2U o0 ie i€ - - 2
== | ) (e )B(8,u,€) atlze™ [-E o  |e(t)] at—o,
2 R ! 2a4; >
P -
ko gre ¢ proti 0+. Pri tem je biloc u fiksno realno Stevilo.
Prvi del izraza 02 e S° da direktno izradunati,
¥

npr. po metodi ocdvajanja nn paramcter doloen: a integra-

la. Kratek ratun nan da

u .
» dixu —-£|xl . (a—it)z
A(t,u,€) = -1 J 2 e on el e o (a-it)u j E__é_____ Ao
- a—it+i _— 22rE

V integralu _m_swf(t)ﬂ(t,ugs) dt smewo vzeti limito £ — O+
pod znak integrala, kot nam pove Lebesguesov izrek. Ta
zahteva, da je f(t) €L1, kar smo predpostavili, in da je
druZina funkcij A(t,u,&) omejena, ko gre € — O+. To je

res, kot nam pokaZc ocena

2 e(a’"lt)W i au (T aw _ au
‘5 f — o W=k 3 - ¢ 0
~co woHE —oo W OHE

Za vsak realen u je tcecrej

(] [+

lin jf(t)ﬂ(t,u,s) dt = J( £(t)(1in A(t,u,8)) dt
£ — O+ o -0 £ — O+
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Izradunati moramc Se limito A(%,u,&), ko gre & — O+:

( (a=it)w (a—it)ew
lim ) S dw = lim e o dw
£ 0+ -~ W +E E Q0+ - w o+ 1

Integral piSemc v obliki J —-éugge (w) aw, kjer je

- W +1
e(a—lt)EW ——
ge(w) =
0 wSu/k

Pri racdunanju limitc se sklifemo ponovno na Lebesguesov
izrek, ker je 1/(w°+l) funkcija iz I0, dru¥ina funkeij
g&(w) pa je pri i — O+ omejena s funkecijo e™v. Limito
smemec torej vzeti pod integralski znak in dobimo

e 0 u <0

0+ = §° -
& * WL J L _aw= uso0

w +1
-

To upodtevamo pri izrazu A(t,u,&) in dobino

0 u <0
lim A(t,u,&) =
S04 _opi o (BIVR L ung
Sedaj pa Ze moremo dologiti limito izraza 02 g
0, u<0
lin C : =
I 9 [ =] 3
el (Te()e*™ a5, u=0

-

. oy g S ; P ; :
Podobno izradunamo v ragliki f (u+ig) - £ (u—it) inte-

ko gre £ -90+:

grale po poltrakih Il in 13,
o :
(Pe(t)e™™ at, uw<o
1im Cl z = -
0+ ~°F
O u>0

To pa pomeni, da Fourier-Laplaccecova transformacija res



L

sovpadn na funkecijah, ki so v Llr)LE, s klasic¢no Fourier—
ovo transformacijo, definirano na L2
i} t
A+ A“ 2
lim [f (utig) - f (u—it’:)‘] = S £(t)er "™ at

€ — O+ < =5
za vsako fiksno recalno Stevilo u. Vidimo torej, da velja

konvergenca po tofkah. Dokazati pa moremo Se veld: razlika

. . . 2
konvergira tudi v smislu norme v L

w -
vim ) (£ (urig) - £ (wie)) = § 2(6)e™ at|® au = 0
£ =0+ ~-% - &o
Za dokaz tega dejstva sc posluZimo znanega Titchmarshovega

izreka ([7], Theorem 93):

Bodi f(x+iy) analiti®na funkcija za y>0; pri

vsakem fiksnem y>0 bodi f(x+iy) funkcija iz L2, e
oo
inlf(x+iy)l2 dx = M(y)< w. Cc ostancjo Stevila M(y) o-

mejena, ko gre y—0+, cksistira taka funkeija T(X)EILE,
da velja f(x+iy)f¢.?(x), ko gre y—-0+, v smislu norme v L2.

e dokaZemo, da razlika %+(u+i£) - ET(UFiE)
konvergira v L2, ke gre © — 0+, potem konvergira skoraj
povsod proti funkeiji gﬂjf(x)eixu dx, proti kateri kon-
vergira pc tolkah. Na osnovi pravkar 01t1ranﬂga Tltchmarsh—
ovega izreka zadoffa, da so funkcije f (u+ie) - f (u—~1i€)

v L2 in da so njihove norme pri & — O+ navzgor omejene.
To pokazimo le za en del razlike, npr. za integral po

poltraku I Ta integral oznaldimc z G(u+iék):

4.
Glurie) =~ zho § ot TR I s ) ax -
<o " ew
_ 1 a(u+if) S ix(u+ic ) 5 £(%)
Y e () sy 98 ) &

Najprej zamenjamo vrstni red integracij in izradunamo

dobljeni integral podobno kot na strani 2:%



G(u+ié) = —w;elgé j f(t)elhu 5 - N dw

Videli smo Ze,; da gre notranji integral proti vrednosti

a"a}/E, ko gre £ — 0+. Za dovol]j majhne £ je notranji in-
tegral gotovo manjSi po absolutni vrednosti od U 5 isto

velja za njegov recalni in imaginarni del, npr.

& owe
e ¢ ~cos wtE . o L
— "'"'"é"""""""‘““"'_"" aw é it 04 o t‘ﬂ (30 1. )
e W okl

Funkcijo G(u+if€) razbijemo na vsoto 4 &lenov tako, da

i itu | —-itwe . R ]
pisemo e in e po Iulerjevih formulah. 0d te vso-

te glejmo spet le en sam sumand, npr.

eiaé < meawacos tweé
G, (u+it) = —=——— g f(t)cos tu ( 3 S dw ) dt
1 28" _ $ z W2 + 1

Predpostavimo, da so vrednosti funkcije f(t) rcalne, kar

ni nobena oncjitev. Tedaj morcno Gl oceniti z upostevanjen

neenadbe (3.1.) takoles

o

(u+it) = % § £(t)cos ut at

- T

Sanviie m
- " £(t)cos ut at=2%¢
? 4 1

ali, ‘Gl(u+i&)1f;l/2i Ixf(t)ccs ut dt‘. Zadnji integral
-
pa je Fourierova kosinusna transformiranka. Ker je po
predpostavki funkecija f(x) v ng velja zanjo Parsevalova
enadba, tj.
| §2(t)cos ut atfl , = %/2 |le(6)]l

L L

Torej velja occna

o0 [ =4

<o) 2 e { 2 Al o ¥

( o (ueie))© qu ="/ Y |£(8)]1° at, O< &< éo
-0 1 -0
Podobno se prepricamo, da so ostali trije deli funkeije
G(u+if) po normi v L2 omcjeni. Pogoji Titchmarshovega izre-.
ka so torej izpolnjeni in G(u+it) res konvergira v L2 pri
y=0+ proti ncki funkeiji iz L2a Isto velja za drugi del
funkeije £% in za dele funkcije f . Tako je izrek 3.2. do-

kazan.
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4. TINVERZNA FOURIER-LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Klasiéna Fouricrova transformacijo je podana s
formulo Ff = _ém}(x)eixy dx. Njej cbratna transformacija
je Tf = *f”f(x)e*ixy dx. Znano je, da sta si transformaciji
druga drdgi obratni: za vsaK:EEIF vielja TFf = FPf = 2%f.

Doslej smo pospleSili le transformacije, v kateri nasto-

ixy

pa pod integralom faktor e . Podobnc¢ moremo pesploSiti

transformacijo, pri kateri nastopa fakter e~1xy.

7a funkeijo f(z) = (£ (2),f (z)), f(z)e Mo o

definiramo pesplcdenc FLT F takclos

— —
F f =(f(z),f (2
- (£ (z),f (z))
?+(%) = S f+(z)e-123 dz - S f_(z)e-lz3 dz, Im4> q
I I
1 2
§?($) = 5 i"+(z)\.’,‘_12'[s dz + S fh(z)-arlzqr iz, Img<-q
I, I,
!
Ij s0 poltraki v razdalji p cd realne cs=ic
I, (-+pi,pi) Iy (pi,co+pi)
I,: (-00-pi,-pi) I,: (-pi,~pi+w)

Ne podcben nacin kot v prvem poglaviju za transformacijc
Fh 1 pokazemo, kako pcsplcSime zgernjo definieije naj-
pre¢j na prostor %E in natc Sc na pre 311FWVu<3- prostera

H vasc. Natc pokaZemce ncomejence veljavnoeast pravil
e, N n dn -~
a. %(z f(z)) =1 agn T (£(z)) (1)
=, (n) n =125
b. F(£77(z)) = (‘5 £(z)) (%)
o. T (£(z)e™) = '?(fm)(gmi) (3)

&
m
Q

a. T (f(z2a)) = ¢ N F(z(2)) (4*)



Nadzalje veljajc izreki:

2.4." Preslikava r; prestera H vase je v kveecientni to—

pclcgiji azvezna.

3+.2." Transfcrmaecija IT scvpada na clementih iz H, ki

. C 2 Ly .
sc zastcpniki funkeij iz LT (-eo,0), s kKlasidno invorz-

nc¢ Feuricrovo transformacijo.

Nafa tronsformacija §  jo posploditev klasidne
inverzne transfcrmacije. Tudi nasc transfcermacijc F swmeno
imencovati inverznce Fcurier-Loplacecve transformacijo,

ket nam pckazZe naslednji izrek:

4:1. Transformaciji ‘T in ¥ sto si druga drugi v _bis-

tvu invoerzni: ?‘?f = C?Tf = 290 f z2 vsak fé€H.

Dclzazali bome lc prve polcovico izrcekas l;': Fr=
= 2ML . Vsak clemont f(z) = (f+,f_) nmorenc pisati ket
vecte clementov, ki imata pc enc kompconentce cnake O
£l = (f+(z)90) + (0,f (2)). Zatc se smenc pri dekazo-
vanju cmejiti na prinmer, da jo npr. druga kompconenta
cnaka 0: f(z) = (f(z),0). Funkcija f(z) jc vsebovana v
nekem M. . Cc pe potrebi k pevedanc za 1, smeno vzeti,

k
da velja celo

2. f(z) analitidna za In z> k&

(k€ ) |z| s

b. velje ccena |f(z)l < A.c I z2k-§&,

kjer je & ncke pogitivns Stovile.
Najprej poiS@cno Fouricr-Laplncecvo transforni-

ranko funkeije f£(z): Ff = (£ ,£):

"~ - A— "tz
£T(z) = §_ £(8)er"% at, £(z) =- §_ £(£)*"? at
I L
3 1
Intcgrals pe pclirakih 12 in 14 stn scveda O, ker jo
spcdrnja kcnpenonta olomenta f£(z) enaka 0. Peltraka I
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in T, smemo vzeti v razdalji k od realnc osi. Kralck ra-

3

¢un nam da

- k2 ite

~ oo
(2] =m0} £(tar)et™® gy

1l

co . (4.1)
W OJ Fl-t4K)8 9% g4

£ (z)

~ A~ —
o

+ —
Par (f ,f ) preslikamo sedaj z inverzno FLT, 3§ . Treba
je videti, da je tako dobljeni par F (F f) = (§+,Er)
kot element iz H cenak elementu 2N (£f,0), to je, da se pa-

ra razlikujeta le za kaksno funkcijo iz G.

=¥ - ST g
Ker sta £ in f analitiéni za |Im z|> k, smemo
pri raunanju inverzne FLT vzeti integracijske poti zopet

v razdalji k od rcalne osi.
f £ (ctrik)el ™ at - ¢ | £ (-t-1x)e’® a
o0 L ;
_el‘z 05 P kT { F (t-1x)e 12

o

~
N

e
Il

H:|I>
N
L —

1l

- ~

V ti formuli vstavimo za f+ in f izraze iz formule (41
V vseh nastopajoféih dvojnih integralih smemo zamenjati
vrstni red integracije, ker sta prva dva integrala absco-
lutno konvergentna za Im z>k, druga dva za Im z<k. No-
tranji integrali se dajo elementarnc izradunati, od ko-

der dobimo

t

dt

).

w . -k
?+(z) B kz~1k ;ljjgégfof at — e-kz+k2 S f(-t+ik)e tdt
- o it-kiz §  it+k+iz
= k2 §5c 5 f(t+1k)e Ko sk {m ( ’t:-&ik)&kt
- _ " - - 3
£z S TivwEiz v o@ 5 Ttkiz Cv
Prva formula velja za Im z> k, druga za Im z< k. V prvi
integral prve in druge formulcé vpeljemo kompleksno spre-
menljivko w=ik+t, v druga dva pa w=ik-t.
T (z) = -1 = f A B aw = de K2 S pe dw, Im z>k
L W - Z & W -
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f (2) = =dg" ), —Arter—— dw - e dw, In z<k

Poltraka I1 in 13 inata isti ponen kot doslcje.

Oglejnc si scdaj npr. funkeijo ?+(z)! Ta je regu—
iarna vsaj v polravnini In z>k. Rcgularna pa jc §c na csi
In z = ke O ton se prepricenc takole: naj sc tcdka z od
zroraj pribliZuje tolki x+ik, x>0! Ker je funkcija f(w)
pc predpostavki regularna Sc de premice Imw = k-g, smeno
intcgracijsko pot defornirati. Namestc pcltraka 13 vzaric—
rio pot, sestavljeno iz daljico (ik,x—g+ik), spednje po-
lovice krcga s polnercn S, o< S<E, S{x, s srcdiscéen v toé-
ki x+ik tor poltraka (x+8+ik,e+ik). Sedaj je ofitno, da
je ?+(z) v todki x+ik regularna in nadaljcvati jo noreno
analitiénc preke osi Inm z = k na pas ncd prenicana In 2 = k
in In z = k-&. Tako vidimo, da je ?+(z) rogularna na pol-
ravnini In z>»k-&, lc v tcéki ik bi utegnila ineti izo-
liranc singularnost. PckaZinc, da je §+(z) rcgularna tudi
v tolki ik!

Pcltraka Il in 13 defornirajno v ckolici todke

ik take, kot kaZc slika. Pri tcu je Stovilo a vedje od

Alk-g)

k=& in nanjsSc od k. V definiciji funkeije ?+(z) SO0

nadcmestiti peltraka Il in 13 z lorljenine értana Al, Ag,
A3 in Bl, B2 in B.. Integrali, ki sc nanaSajo na decle

poti »no Al, Az, B, in B, so v tcéki ik rcegularni. Doka-

&
zati jo treba le Se, da jc funkeija

LSl AV VS



--‘u_l{w = qk’W
g(z) = _iekz S _f_(..‘f'f_):__._ dw - ie kz S f_(.F.].).\_".Z_ aw
B g i
3 3
analitiéna v todki z=ik. Funkeijo g(z) transfcrnmirasio
na cblikc
& O—k(z—it) ~ G};(z—it)
gla) = § pli] Sy Bt at
a

it - z

~k(z-it) _ _k(z-i%t)

Funkei ja —= je analitidéno tudi za

z - it

vsc z=it, a®t<Lk, zato je g(z) analitidna v ckeclici
n ; : o

tcéke z=ik. To pcncni, da norcne funkeijc £ (z) nada-

ljevati analitidéno tudi prcke toéke z=ik.

caa BE . ;
Funkciji £ in £ sta obe rogularni v pasu
k€ <«In z <k, zatc norenc za z iz tega pasu tveriti

razliko
§+(z) - T (z), z=x+y, ke <y<k.

Vzeniiic npr., da je x>0! Tedaj je razlika integrealov

~
2, &

v £ ozircna f pc pcltralku Il enaka Os. V integralu pc
I, v T (2) deferriranc pot tako, kot kaZe slika. V roz—
liki sc cdStcjeta integrala po tistih delih poltraka I3,
ki sc¢ skupni tudi novi N
‘. Ostanc le Sc ]

3 - e

integral pc zakljudcni k| — 3
poti okecli todke z, ki L

peti I

. ‘
ga norano prctec¢i v po- " $ 7]

-
el

zitivnen snislu:

= —iekz EIE)EE—— dw « Kcr je Stecvee intcgranda v

notranjecsti intcgracijske krivulje analiticéna funkeija,
; " . . . -kz
jo po izreku o residuunu integral ocnak 2vi.f(z)c ;

kar nan da za razliko



*(z) - T (2) = 2xf(z) (4.2)

o cnadbe zapiSciio malo drugadc s ?_(z) = ?+(z) - 2%f(z)
Desna stran jo analiticéna funkeija v pelravnini Im 2z k- ,
v pasu ned pronieana In z = k ¢z.e Inn 2 = k—E sc desna
stran ujcna z leve. To poaeni, da vilja zadnja enacba za
vsc pelravnine In z>k-£, funkeija T (z) pa sc da onalitid
nc nadaljevati na vsc pclravnino Ir z>k-&. Tudi cnadba
(4.2) wvelja ne sanc v pasu, tenved v c2li polravnini

In z>k-¢. Ker sto funkeiji f(z) in ¥+(z) na polravnini

1

In z>k-¢& cksponentncga noraidcamja, je taka tudi funkeija

f (z), ki jc torej cela funkeija cksponentnega naraéanja.

Desedanje ugctovitve penenijc roavne te, da sta’
para (28f(z),0) in (?+(z),§r(z)) ket clx.enta prostora
H cnaka, saj sc¢ njuni kcupcnenti zaradi enadbe (4.2)
razlikujeta lec za ?h(z), ki pa jc ccla funkeija ckspo-

nentnega naraséanja. S to. je izrck 4.1. dokazan.

V presteoru H neronc terej definirati FLT in
njej inverznce transfcrracijo take,; da veljaje lastncesti
(1), (2), (1) in (2") za wvsc clc.onte iz H in za vsako
naravnc Stevile n, lastnesti (3),(4), (3%) ia (4‘) pa za
vsc fE€H in za vsako konplceksne Stovilc a. Obe transforma-~—

ciji sta zvezni preslikavi prestora H nasc.

Kenéno si 8¢ zastavino vpraSanjc, dc prester

H ni pr:obSirna razSirjava prcstora LE. H vscbuje izcnors
frioc proster L2, tj+ precstcr razrcdov, ki jih dclceéajo in-
dikntrikc funkeij iz L2. Poleg tega vsebujc Se vse ele-
mente, ki jih dcbimoe iz indikatrik s konénin Stcevilonm

naslcednjih operacij: 2 wdvajanjon, tnezenjen s fokterji

i Z
c

c¢blike z° in (n jeo narnvno Stovile, a pcljubnce kon-

plecksnce Stevile) in paralelnini prenmiki za poljubne ko

.
Ll

pleksnc 8tovilc. Prostor H bi bil precbiirna raz8irjava,

o

e bi H vesebeval pceleg opisanih clononteov §¢ kaksnce druge.
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PokaZinc, da tau ni tako! Vzerinc peljuben elenent f(z) =
= (f+(z)9ff(2))€ H! Tega pilero v cbliki £(z) = (f+,O) +

+ (0,f ). Punkeija £ (z) je analiti¥nn za I z>k in na
prenici In z = k Se zvezna ter zadcedda cceni lf+(zﬂ =

< 1a za In z k. Punkeija g (z) = £ (z+ik) jo anali-
tiéna do rcalne osi, na rzalni csi 8¢ zvezna in zadcsda
ceaeni ]gﬂh\'(z)l:“ECOMZl za In 220. Iz [6] vence, da par
(g+,0) dclcéa noko distribucijc "ckspcnontnoga tipa:

u(x) = DFOP’Xih(x), kjer je p celc &tovile, vedje cd 4,
sirbcl DY poricni p-ti odved v srilslu tecrije distribucij,
h(x) pa jec cmejena funkecija iz Lz. Nadaljec vemo, da se
indikatriks (X (2),Y (z)) distribucijec u(x), kjer je
indikatrika dcfinirans s fermulo

o
%kZ) g 1 [?POPZ‘S Eifﬂ ax + plo P? S Pi}j dx]
2% i 3 *z . |

-+

rozliluje od (g ;,0) le za aeko celc funkeijo cksponentne-
&2 naraifanja. Ker sta integrala v zgernji formuli indi-
katriki funkcij iz L29 je U(z) lincarna kozbinacijo cd-
vedew indikatrik, permzZenih s faktorji cblike JPZ o
zircona o P2, Flomenta (o ,0) in (37,%) sta v prestoru

H enaka, saj sc razlikujeta 1le za cclc funkeijeo ckspo-

ontnoga naraddanja, kot spe Ze omenili., Poten pa zo o-
lenment (f+,0) velja, da je v H enak clenentu Cﬁ+(z~ik),
%r(zﬂik))g K je lincarna kosmbinacija odvedev indikat-
rik funkecij iz ng pcrmceZzenih z ckspcenencialnini fak-
torji, prencknjcena za k v sneri pozitivnego dela inagi-
narne c¢si. Pcdcbne velja scveda za (ng_)° Precstcr H

tirej rcecs ni prevelik.

Zokljuéne cpcibos

Prav lahkc pckaZenc, da je naSa Irurier-Laplo-
cecva transfornecija tudi raz8irjava Fouricer-Laplacco-

vih tronsferngeij, ki jih je definiral Pantelidis w [6]
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na prcstorih "ultradistribuceij™ in distribucij "ockspo-
nantnega tipa". V obeh proistorih jo nanrcd L2 vscbovan -
izcnerfnc ket poedproster, ki je v -edgevarjajodi tcpo-
leogiji eclc gest v vsenm prestoru. No clenentih, ki so
zastcpniki funkeij iz L2, scvpadajc Pontolidigcve pos—
pleScne FLT s klasitnivs. Pantelidiscva prostora nmore-
nce smatrati za poedprcstora v nadon prosteru He Tepolo-
gija, %Xi jo v Pantelidiscvih presterih inducirz topo-
logija naSega prostora H, jeo SibkejSa c¢d tepolegij, ki
jih je definiral Pantelidis. 04 ted skleparicy da scov-
radajc Pantelidiscve in nadc transfcrracije no elenentih
iz H, ki sc¢ zastcpniki Pantclidiscvih prcstircve

. ; : 2
241 se verjetno, da je I~ kot pcdrrester v H

gost v H v snislu tepcleogije v e Co jo te res, 8Licmo
snatrati nasoc FLT ket razsirjave pec zveznesti klasicdéne
Fouriocrove transfcornacij. v sidslu topclogije v H iz

nedprostora L2 na ves prostor He Telaj H goetcve ni "pre-
velik", saj je le zaprta lupina rrestoras LE. Iz gosto—
tec L2 v H slcdi tudi nepcsrednce dejstve, de sta si tran-
sfornaciji (? in T inverzni dc kenstantnega fakterja 27
Drugc neredcnc vpradanje je v zvezi s podpro-
gtoren G(:?E Tega snc definirali ket prostir cclih funk-
cij cksponentnega naradanja. Vzonimo, do za celc funk-
cijo f(z) venc, da za |In z|xk ne narad&a bclj ket oks-
ponentno, nidcsar pa nc veno glode narasanja, ko gre
Z—y ooV pasu [In zl<k. Zaniuive bi bilc ugctoviti, e
iz dejstva, da f(z) za |In zl>k nc narad3da boelj kot
skspcnentne sledi, da naraBda f(z) ne bolj kot ckspo-
nentne tudi v pasu |In zl <k Ce to ni rcs, poten cksis-
tirajc v ¢ colc funkeije, ki zunaj pasu |Iz zl<k na-
raséajo no bclj kot ckspenentne, znotraj nasu pa belj
kot veaka funkecijoe ™. Takn cola funkeija f(z) dcfini-
ro pur (f+,f_)E'}8, ki ni celoment iz G! - Clgovor na zas-
avljsne vprasanjc bi narm cucgedil natanSne poznavanje

neoetors qﬁ ¢
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