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o baorvanjem
hizk do formul
za vsobo pobtenc

V zgodovini matematike so bile formule
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sprva namenjene izracunu ploscin ter prostornin,
kasneje pa so jih uporabljali za razvoj pravil za
integracijo polinomov.

Dokazovanje formul zavsote oblike 194-29+---4 n¢,
kjer je d naravno Stevilo, ponavadi temelji na in-
dukciji, vendar si s to metodo ne moramo pomaga-
ti pri iskanju pravila, ki ga dejansko potrebujemo.
Ena izmed metod za iskanje teh formul izhaja iz
Kitajske ter Indije. Poznali so jo Ze arabski mate-
matiki v Bagdadu in Kairu med leti 1200 in 1400.
Temeljila je na lastnostih binomskih koeficientov v
Pascalovem trikotniku.
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1 8 28 56 70 56 28 8 1

Ce zapisemo Pascalov trikotnik, opazimo, da ve-
lja 1+5+15+35=56. To daje slutiti na
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Ker binomski simbol (Z) pomeni tudi Stevilo pod-
mnozic z d elementi v mnozici z n elementi, lahko

definiramo 1Z)=O za d>n. Tako lahko
vsoto (1) zapiSemo tudi kot

e D (3)-(523), @

kar lahko zlahka dokazemo z indukci-
jo po n. Vsak binomski koeficient (¥ je
polinom spremenljivke x stopnje d, re-
cimo
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Izrazimo potence spremenljivke x s po-
mocjo binomskih koeficientov. Tako je
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Ce zgornje enakosti povezemo z (2),
dobimo
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Obstoj formule za
n
[} ] x?

sledi iz dejstva, da so 3], [3),..., (3] po-
linomi razlicne stopnje, zato tvorijo
bazo prostora polinomov stopnje <d.
Kaze, da se splosni rezultat izraZza z
binomskimi simboli v obliki

n
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Poskusimo dokazati splosni rezultat.
Povezavo med koeficienti a,;, kjer sta
d,je N, pois€¢imo s pomocjo kombina-
tori¢nega razmisleka v navidez popol-
noma drugaénih nalogah.

1 Posamezna hiska se pobarva
le z eno barvo

Stevila H(d,j) so bolj znana
kot Stevila barvanja hiske,
angl. »house-painting
numbers«
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= Prvi problem barvanja hisk.
Na koliko nacinov lahko pobarvamo
d hisk z natanko j barvamit ?

Oznactimo s H(d,j), kjer sta d in j na-
ravni Stevili, Stevilo barvanj d hisk z na-
tanko j barvami.? Ocitno je H(d,j)=0,
¢e je j>d. V primeru, da imamo d hisk
in eno barvo, pobarvamo vse hiSke z
enako barvo; torej je H(d,1)=1 za vsak
de N. Ce imamo enako $tevilo hisk in
in barv, gre dejansko za Stevilo vseh
bijektivnih preslikav med dvema mno-
Zicama. Vseh bijektivnih preslikav med
kon¢nima mnoZicama z mocjo d je d!,
velja H(d,d)=d!. V sploSnem imamo
na voljo d hisk. Izberemo eno in jo po-
barvamo z eno od j barv. Ostane nam
d-1 hisk. Izbrano barvo lahko uporabi-
mo naprej ali pa ne, kar lahko zapisemo
z rekurzivno zvezo

=n H(dj)=j(H(-1/)+H(d-1,j-1)).

Ce nekaj vrednosti H(d,j) zapisemo
v tabeli, hitro ugotovimo, da so se ze
pojavile v razvoju vsote potenc x? za
de{1,2,3,4}.

Z drugacnim razmislekom pokazimo
pomen Stevil barvanja hisk H(d,j) in
veljavnost v (6).

= Drugi problem barvanja hisk.
Na koliko nacinov lahko pobarvamo
d hisk, Ce Zelimo uporabiti najvec j
barv?

Ce imamo na voljo ve€ barv, kot je hisk,
lahko uporabimo najvec d barv. Ce po-
barvamo d hisk z natanko eno barvo,

izberemo eno barvo izmed j barv, nakar
pobarvamo d hisk z natanko eno barvo.
Stevilo natinov je ({)-H(d,1). Na podoben
nacin ugotovimo Stevilo vse moznih barvanj
z dvema barvama, ki ju izberemo izmed
j barv. Teh je 5] H(d,2). Tako pridemo do
vseh moznosti, ki jih strnemo v

. . . (7)
s ((Jj)H(d,d)+(di1)H(d,d—1)+(/1)H(d,1).

Na vsoto (7) pa lahko pogledamo tudi
drugace. Oznacimo mnozZico barv B=
{by,b,,...,b;}. Na koliko natinov lahko iz
znakov iz mnozice B sestavimo niz dolZi-
ne d, kjer je ponavljanje znakov dovoljeno?
Gre za Stevilo variacij s ponavljanjem j ele-
mentov reda d, vseh je torej j9. Zato je

wu = () Hd (o A a1+
+({)HeaD.

Ko uporabimo zgornjo enakost za izracun
vsote in upoStevamo Se (2), dobimo Zeljeno
Zvezo
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1. Na koliko nacinov lahko pobarvamo
Sest hisk z natanko Stirimi barvami?

2. Na koliko natinov lahko pobarvamo
Sest hiSk z najvec Stirimi barvami?

3. Zapisi formulo za 1°+2°+---4+n° s po-
mocjo binomskih koeficientov.

= http://www.macalester.edu/ bressoud/
talks/APNC2004/FTC.pdf
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