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POVZIETEK: V preglednem tlanku predstavimo verjetnostni model ratunanja in podamo definicijo

pekaterih razredov tasovne rahtevnosti verjetnoatnih algoritmov. V zazetnih razdelkih vpeljemo kiasitnf

{deterministi¢ni) model ratunanja in ponovimo tnane definicije ir. teorije Easovne rahievnosti alyoritmor.

ABSTRACT: A Probabilistic Model of Computation

In article a survey of a probabilistic model of computation is given. Some classes of probabilistic algo-

rithms are defined. Preliminary sections give definition of classical (deterministic) model of computation

and introduction to the theory of time complexity of computation.

1. UVOD

V &lanku bomo vpeljali nekatere pojme in definicije iz teorije Zasovne
zahtevnosti algoritmov. V sloverstini s tega podro¢ja pornamo dve deli [Pisa83,
PePiB2] in prevod [AhUIBG), tuja literatura pa je precej bolj bogats. Samo
problemu trgovskega potnika na prlAmer je posvetena cela knjiga [LLRS85]. 2e
klasi¢na je knjiga Gareya in Johnsona [CaJo?Q], mi pa bomo zaradi novejtih

definicij nekaterih razredov sluzajnih algoritmov sledili knjigi [Melh84], oprii

pa se bomo 3¢ na [HoU179] in [GillT7].

V zadnjem desetletju in pol so razred NP-polnih odloitvenih problemov
veliko raziskovali. Vprafanje, ali je razred P enak razredu NP je verjetno eden
najpomembnejfih odprtih problemov teoretinegs raZunalniftva. Teoretitno
ratunalnistvo tu imenujemo vedo, ki jo nekateri imenujejo tudl informatika
(Informatique), kibernetika uporsbna matematika (Prikladnaja matematika)
ali "algoritmika’ {algorithmics) [Knut81]. Ce bi za katerikoli NP-poln problem

_uspeli pokazati, da je v P, bi stedilo P=NP.
Ker Je veliko prakti¢nih problemov. NP—polnih, si v praksi pomagamo do

deinih refitev na razliéne nafine. Aproksimativni algoritmi na primer so taki -

algoritmi, ki v polinomskem Zasu najdejo refitev, ki je 'dovolj blizu’ optimalne
refitve. Deterministitni hevristizni * algoritml imajo pogosto lepo lastnost,
ds najdejo dobre refitve na neki podmnofici problemske domene. Obléajno
imajo taki algoritml 'Ahllove pete’s obstajajo primeri, na katerih se algoritem
obnada relo slabo. Avtorji algoritmov obi¢ajno £e sami navajajo primere, ki so
neugodni £a algoritem [WePo87,DuBr81}. Pri slutajnih hevristienih algoritmih

* Splodno priviete definicije hevristitnega algoritma ni {Tros83]. Po
VerbinZevem Slovarju tujk je hevristika: ’nauk o metodah raziskovanja (r
Za nafo rabo naj
hevristi¢ni algoritem pomeni postopek, ki ga uporabljamo, teprav nimamo

uporabljanjem 3¢ nedokaranih metod, hipoter, itd.)".

dokaza, da 8o njegove refitve vedno toene (optimalne). Vemo pa, da na primer
velja, da je toden na neki podmnotici problemske domene ali da toéno refuje
nek ‘podoben’ préblem ali kakfen podoben deini rezultat.

nekatere korake naredimo slutajno. S tem se véasih izognemo 'Ahilovim petam'
na rafun nekaj vetje &asovne zahtevnosti,

Eden od intuitivno najlatje razumljivih NP-polnih problemov je problem
barvanjs to¢k grafa. Ker je sestavek nekoliko predelano poglavje avtorjeve
magisterske naloge 'Verjetnostni algoritem za barvanje tofk grafa’, je tudi tu
najpogosteje obravnavani primer ravno problem barvanja toek grafs. Graf je
kombinatori¢ni objekt, ki ga sestavlja ta mnofica to2k V in mnotica E, v kateri
8o pari to¢k. Elementom mnotice E pravimo povessve. Tocki, ki sta poveranis
povezavo, sta sosednji. Barvanje (Lolk grafa) je prireditev barv totkam grafa.
Za barve obi¢ajno veamemo kar naravna #tevila. Barvanje je dobro, Le je vsak
par sosednjih toek pobarvan r razliénima barvama. Formalno to zapifemo na
primer takole: b:V —+ N je dobro barvanje <= (w,v) € E = b{(x) # b(v).
Odlotitveni problem barvanja grafa lahko rdaj sastavimo takole: Ali £a dani
graf G in mnotico barv {1,...,k} obstaja dobro barvanje? Ce tako barvanje
obstaja, retemo, da je G k-pobarofjiv. Pogosto je zanimiva optimitacijska
varianta problema: Pois&i minimalni k, da je G 3e k-pobarvijivi Ta minimalni t
imenujemo krometicne Hewlo grata G. V nadaljevanju bomo predpostavijali,
da bralec porna osnovne pojme teorije grafov, kot so vpeljani na primer v
[BaPigs) ali [CvMiT7].

Problem barvanja grafa je zanimiv tudi ix sgodovinskih razlogov. Problem
#tirh barv je bil akoraj sto let velika uganka, ob kateri se je ragvijala teorija
grafov. Problem si je prvi zastavil lets 1852 londonski student Francis Guthrie,
ko je barval remijevid angledkih grofij. Domneval je, da je mogofe vaak
remljevid pobarvati a tirimi barvami, seveda tako, da ozemlja, ki mejijo, niso
pobarvana ¢ isto barvo. Pri tem ozemlja, ki se dotikajo samo v konéno mnogo
totkah ne dtejemo za sosednja. Problem obiZajno rastavimov nekoliko drugani
obliki. Namesto ozemelj barvamo totke (Iahko si mistimo, da so to glavna
mesta), povezrani pa sta tofki, ki sta v sosednjih driavah. Problem se potem
glasl: ali je mogode todke vsakegs planarnegs grafa pobarvati s stirimi barvami
(tako da pobarvamo poljubni povezani tocki ¢ raslitnima barvama)? Francisov




brat Frederic je problem predstavil profesorju Augustu de _Morga.nu. Sirse
tnan je problem postal leta 1878, ko je Arthur Cayley na sre¢anju Londonske
matematiene drutbe (London Math. Society) vpradal, ali je problem e reden.

Prvi se je redevanja problema resno lotil A.B.Kempe, ki jo leta 1879 objavil
dokaz, da #tiri barve zadodtajo. Deset let kasneje je P.J.Heawood odkril napako
v Kempejevem dokazu, ki pa 80 jo mnogi imell bolj za tehnizno pomanjkijivost
kot pa 2a resno napako. Ko pa so leta minevala in nikomur niAuapelo popraviti
dokaza, je postalo jasno, da problem ni od muh. Leta 1876 sta Kenneth
Appel in Wolfgang Haken objavila, da sta dokasala izrek o 8tirih barvah. Ideja
dokaza je v bistvy enaka Kempejevl, le Stevilo posebnih primerov, ki jih Je bilo
potrebno pregledati, je precej vecje (okoli 1500 namesto 51). Obsegnost je tudi
glavna hiba dokaza, saj je 2a pregled (okoli 600 strani) dolgega dokaza potrebno
ogromno £asa, tudi fe za nekatera rutinska opravila uporabimo ratunalnik, kot
sta to storila avtorja dokaza [WoWi78,ApHa86).

2. Primer NP-polnega problema

Za motivacijo si v tem razdelku Be pred formalnimi definicijami ogiejmo
problem klike (skupka). Zastavimo ga takole: Dan je (neusmerjen) graf
G = (V,E) in naravno #tevilo k. Ali v G obstaja podgraf, ki je izomorfen
polnemu grafu K7 Obstaja enostaven, toda neutinkovit algoritem za redevanje
tega problema. Pregledamo vae podgrafe v G, ki 80 inducirani £ mnoticami tok
" kardinalnosti k. Za vsak tak podgraf pa preverimo, e je poln. Med n totkami
{ahko itberemo k tofk na (:) natinov. V primeru & = n/2 torej nad algoritem
preveri (.'/,) 2 2*{(n+1) podmnol‘.ic; Preverjanje, ali je graf poln, je enostavno
in hitro: ra veako od n(n—1}/2 poveravpogledamo, ali je v induciranem gratu.
Naid naivni algoritem torej zahteva 2as, ki je eksponentna funkcija 8tevila todk
danega grafa. Preden trdimo, da je to neudinkovito, povejmo, kaj mislimo ¢
velikostjo problema. Predpostavljali bomo, da so kombinatori¢ni objekti (grafl,
mnotice, cela 8tevila,...} podani v 'normain} obliki’ s kon¢no abecedo. Tako bo
na primer graf & n totkami zakodiran v obliki zaporedja n? bitov, v katerem so
lofene vratice matrike sosednosti. Cela #tevila zapidemo v binarnem zapisu in
mnofice ¢ zaporedjem elementov v nekakdnem redu. Primer problema klike na
grafu £ n to¢kami je potem zaporedje bitov dolfine m := n? + log{n/2) + 1, te
spet raradi enostavnosti veamemo primer k = n/2. Na# naivni algoritem torej
razpoznava jerik CLIQUE = {wv;w,v € {0,1}* in |w| = n? za neki n in graf
G t matriko sosednosti w ima kliko velikosti k, kjer je v binarni zapis stevila
k} v easu O(2v™), Kjer je m velikost problema {dolfina vhoda). Algoritma,
ki bi bil bistveno bolj#i od opisanega, ne poznamo. Ker je problem klike NP-
poln, je zelo malo verjetno, da tak algoritem sploh obataja. To bi namre?
pomenilo, da obatajajo utinkoviti (polinomski, kot bomo kasneje definirali)
_algoritmi za vse NP-polne probleme, na primer za problem trgovskega potnika
in problem izpolnjivosti. Splodno je privieta hipoteza 'P#£NP’, da takih
algoritmov ni. Dokaz ali protidokae te hipoteze je verjetno najbolj znan odprt
problem teoretitnega ratunalnistva.

Se malo se radrimo pri problemu klike. Podmnofic kardinalnosti k med
n tockami je (1), torej obstaja relo veliko kandidatov ra kliko. Po drugi strani
je zelo lahko preveriti, ali je dani kandidat klika ali ne. Edina znana pot pa je
pregledati vse kandidate.

Ce bi imeli na razpolago nedeterministizni ukaz CHOICE, bi lahko problem
refili uéinkoviteje. Ukaz bi bil na primer oblike

CHOICE Nasiov, Naslow

Z nedeterminizmom je misljeno, da izbira nadaljevanjs nima nobene
vnaprej dolozene verjetnosti. Ukazr CHOICE pal pomeni, da se algoritem
lahko nadaljuje na naslovu Naslov; all pa na naslovu Nasiove. Algoritme
¢t ukazom CHOICE imenujemo nedeterministitne. Tak algoritem razpozna
vhodno zaporedje, te obstaja vaaj ena izvedba algoritma, ki razpozna vhod.

)
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Casovna rahtevnost nedeterministinega algoritma je tas najkrajde irvedbe, ki
je razpotnala vhod.

Za primer pogiejmo, kako bi problem Kklike refili £ nedeterministitnim
algoritmom. Nedeterminizem bomo uporabili pri generiranju kandidatov za

kliko. Algoritem je sestavijen iz treh faz. Najprej pregiedamo vhodno zaporedje

‘bitov in preverimo, ali je vpradanje dobro postavijeno. Ce vhod ni oblike wv in

fuw| ni kvadrat naravnega Stevila, ga zavmemo, sicer pa izratunamo n = /Tul
in k. Z |w| smo oznatili doltino raporedja znakov (v tem primeru znakov ix
abecede {0,1}) w. Casovno rahtevnost prve fase lahko ocenimo ¢ O(n'). V
drugi fazi nedeterministiZno izberemo podmnotico V kardinalnosti k, tako da

rgeneriramo zaporedje n bitov £ natanko k enicami. To naredimo takole:

fori:=1ton
do CHOICE my,ms
my: A= 0;
my: Afl=1 ki=k -1
od
if k # 0 then ssvrni;

Uspetna izvedba gornjega dela algoritma generira eno od (}) podmnotic
V. Potrebni tas je ocitno reda O(n). V tretji fazi preverimo, ali je izbrana
podmnofica klika. Tudi to lahko storimo hitro, vaaj O(n*). Opisani algoritem
potrebuje tas O(n*) = O(m?), kjer je m doltina vhodnega zaporedja. Podani
algoritem res razpoznava jezik CLIQUE: Ce G ne vsebuje klike velikosti k,
potem v drugi fazi zgenerirana podmnotica gotovo ni klika, torej izvedbe, ki bi
sprejela vhod, ni. Ce pa graf G ima kliko velikosti £, potem v eni od mogocih
izvedb algoritem rgenerira prav to kliko. Ta izvedba seveda sprejme vhod.

Videli smo, da lahko problem klike refimo v polinomskem ¢asu
Rarred problemov, ki so refljivi v

polinomskem &asu 2 nedeterministinim dsoﬁtmom oznafimo ¢ NP. S P pa

v nedeterministinim algoritmom.

ornafimo razred problemov, redljivih v polinomskem Zasu 1 deterministi¢nim
algoritmom. Med NP problemi posebe] obstajajo problemi, na katere je
mogote prevesti (v polinomskem £asu) vsak drug NP problem. To so NP-polni
problemi. Cook je v &lanku [Cook71] je pokazal, da je problem izpolnjivosti

{SAT) NP-poin. § polinomskim prevajanjem pa je bilo od tedaj za veliko

problemov dokazano, da so tudi NP—polni, med drugimi tudi problem klike in
problem barvanja tofk grafa [Karp72|. Obsetni seznami NP-polnih problemov
so v knjigah, na primer v [GaJo79).

Za strogo obravnave opiaa.nflh problemov potrebujeme formalno definiran

model ratunanja, ki ga pod\]um:o v naslednjem rardelku.

i

3. Turingov stroj

V tem razdelku bomo definirali model ratunanja s pomocjo katerega bomo
lahko strogo definirall tasovno rahtevnost algoritmov in razdelili probleme glede
na tefavnost. Model rafunanja, ki ga obitajno izberemo, je Turingov stroj
(TS}, saj kljub enostavnosti ni ni¢ £ibkejfi od katerega koli doalej rgrajenega
‘superratunalnika’. Vsi znani modeli so namref polinomsko prevedljivi na
model TS, kar pomeni, da so v smislu teorije, ki nas tu ranima, ekvivalentni.
Ce dr#i Churcheva-teza, pa to velja za vae mogoce modele ratunanjal Nada
definicija se rahlo raslikuje od tistih v [Pisa83] in [PePi82}, vendar nas to ne
moti zaradi znane ekvivalentnosti modelov rafunanja [PePi82, Galo79, Meth84,
ARHU76, HoUl88). '

" Turingov stroj ima dve enoti: kontrolno in spominsko. Spomin je v
desno stran neomejen trak, ki je razdeijen na kvadratke, v kateregs je mogoce
rapisati en znak konéne abecede, ki jo uporablja konkretni Turingov stroj.
Kontrolna enota ima konéno mnogo stanj in lahko naenkrat dosega en znak

(kvadratek) na traku. Turingov stroj programiramo s tabelo, v kateri za



vsako stanje in vsak znak abecede (v trenutno vidnem kvadratku) doloimo
mnotico monih operaclj. Ce je mnofica prazna, se TS ustavi. Ce je Turingov
stroj deterministi¢en ima mnofica mofnih operacij v vsakem primeru najvee en
element, obnadanje deterministiénega Turingovegastroja je s tabeio in vhodnim
podatkom torej natanko doloZeno. TS v enl operacijl lahko naredi troje: lahko
rapide £nak na trenutne vidni kvadratek traky, lahko premakne ‘oko’ v levo ali
desno in lahko preide v novo stanje.

TS potenemo tako, da zapiSemo vhodno zaporedje znakov na prvih
n kvadratkov, postavimo 'oko' na prvi (skrajnje levi) kvadratek traku in
postavimo TS v {vedno Isto) zatetno stanje. Vai drugi kvadratki na traku so v
rafetku prazni, vsebujejo torej posebni znak abecede B. TS izvaja operacije,
dokler ne naleti na par (znak, stanje) za katerega v tabeli nima nobene operacije
in se ustavi. Rezultat rafunanja je nepraznl del traku. Na ta nafin lahko TS
uporabimo £a rafunanje funkeij. Pogosteje pa rabimo TS za razpoznavanje
jezikov. TS ragpornava jesik, te izrafuna njegovo karakieristitno funkcijo. Da
se izognemo (nepotrebnemu) brisanju traku pa se dogovorimo, da odlikujemo
nekaj stanj in redemo: &e se Turingov stroj ustavi v katerem od teh stanj, je
razpoznal vhod za element jezsika. Obe definiciji sta ekvivalentni, druga pa je
primernejda za obravnavo nedeterminizma.

1.DEFINICLJA: Turingov
M =(Q,L,I,6,q0, B, F), kjer je

@ konéna mnotica stanj

T tratna abeceda

B €T prazen simbol

E,L CT'\ {B} mnofica vhodnth simbolovy

§ prehodna funkeija @ x T — Q x T x {L, R}, ki ni nujno definirana na

veej mnotici @ x T

stroj (TS) je sedmerks

g0 € Q zafetno stanje
F € Q mnofica konénih stanj

Zaradi nedvoumnosti privecamemo, da sta ' in @ disjunktni mnotici
simbolov. Trenutno stanje Turingovega stroja oplsuje konfiguracijs, to je nls
oblike ayga; € I'* x @ x I'*, kjer je ¢ trenutno stanje TS, ajaz je rapis na
traku, TS pa vidi prvi znak niza a;. Ce je az = ¢ pragen niz, potem TS po
dogovoru vidi prazen znak B.

Definirajmo korak TS. Bodl X1X;...Xi—1¢Xi... Xa konfiguracija. Naj
bo 5(¢, X¢) = (p, Y, L), kjer v primeru i ~ 1 = n veamemo X; = B. Cejei = |,
potem naslednja konfiguracija ni definirana, saj stroj ne ame *pasti’ Zez levi rob
traku. Ce je { > 1 potem sapifemo

XiXz2... Xi—19X¢... Xa F X1 X3 o XieapXiaa Y Xigr .. X

Ce se nam na koncu zapisa konfiguracije pojavijo prazni simboli, jih po
dogovoru thrisemo. :

Podobno definiramo korak, 2e je 8¢, Xi) = (p, ¥, R).
X|X2 . .Xg'_qu.' o .X. [ X1Xz . .X(-1pri+| .. .X.

V primeru § - 1 = n je nig X) ... X, Je zapis konfiguracije po koraku daljsi od
rapisa prejdnje konfiguracije.

Konfiguracija C = X1 X2...Xi—1¢Xi...Xa je wsteviivens, ¢ velja
6(¢, Xi} = 9. Konfiguracija Je sprejemajole, te je ¢ € F. Konfiguracia je
seéetne pri podatku = X3, X, .., Xa, tejeg=go,Ini =1

Isradun pri podatku z € I'* je zaporedje konfiguracij Co, Ci,...,Cs, 22
katere velja C; F Ciy1 1a 0 < § < k. lzradun se ustemi, te je konéna
konfiguracija Cx ustavitvena. lzratun je sprejemajol, te je njegova konéna
konfiguracija Cr sprejemajoa. Brez #kode za splodnost lahko privzamemo, da
se vaak sprejemajoé raZun ustavi.
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2.DEFINICIIA: Nedeterministiéni Turingov stroj (NTS) definiramo enako
kot TS, le prehodna funkcija 5 ima ved mogocih vrednosti. Totneje 5:Qx T —
QXTR,LY,

V posebnem primeru, ko $tevilo elementov v sliki § ni nikoli vecje od 1.
dobimo prej definirani (deterministizni) TS.

3.DEFINICIJA: Bodi M = (2,T,5,F) TS:

8) L{M) = {z € I'*; obstaja sprejemajo¢ izrstun TS M ¢ vhodom 1} je
jeelk, ki ga razpoznava M

b) Bodi M deterministiZen in lotalen, torej naj se M ustavi pri potjubnem
vhodnem nizu £ € T*. Potem M raluna funkcijo far : T* — I°, Le je 1a veak

2 € T'* vaebina traku ob ustavitvi enaka fis(z).
¢)(Casovna zahtevnost T TS M)
Tae(n) = maXegrs jsj=n { ki k je doltina izraluna, ki se ustavi pri vhadu
z}
4.DEFINICHJA: (Razreda P in NP)
P = {L;L CT*ea neko koncno abecedoT in obstaja deterministicni TS M
in polinom p, da je L= L{M) in Tn(n) < p(n) za vsak n}

NP = {L;L C I'"*za neko konéno abecedo I in obstaja nedeterministi¢ni TS

M in polinom p, daje L=L{M)in Tn(n) < pin) ra vse n}

V nekaterih virih {GaJo79,AhHU76 Melh84] je Easovna rahtevnost NTS
definirana nekoliko drugale:

8.DEFINICIJA:

T (n) = maXegL(M),Jsf=n Min{k; k je dolfina sprejemajolegs izracuna
prl vhodu z}

te je M nedeterministiten, in

Tan(n) = madegrs jaj=n (ki k je dolfina izratuna, ki se ustavi pri vhodu
2)

te je M deterministiten.

Tan(n) = 00, e obstaja z € I'*, [z] = n tak, da se M ne ustavi pri vhodu

Ker Je stara definicija Tae{N) v primeru NTS strotja od nove, bi se Iahko
rgodilo, da bi se razred NP rdaj rajemal manj jerikov. Z NP, ra hip oznatimo
razred jezikov, ki je definiran tako, da v definiciji 4. uporabimo nove definicijo
Tn(N). Oditno je

NP, 2 NP

Na sreto pa velja tudi obratno, tore}:

6.IZREK: NP, = NP

DOKAZ: Dokazati moramo NP; C NP.
Naj bo L € NP;. Torej obstaja NTS M s polinomsko tasovno tahtevnostjo
v smislu definicije 6, ki razpoznava L. Konstruirali bomo NTS N, ki bo
ragpornaval Istl Jezik in bo imel polinomsko tasovno gahtevnost v smislu
definicije 3. Bodi p(n} = Taw(n) Easovna gahtevnost NTS M, kjer Je p neki
polinom.
TS N naj deluje takole:
- simulira delovanje NTS M in #teje korake
- ko dosete Btevilo korakov p(n}), se N ustavi
- e je v tem Rasu M razpounal vhod, ga razporna tudi N, v vseh drugih
primerih pa N odgovori NE.
N otitno razpornavanatanko L, saj po predpostavki za vsak element ix L
obstaja sprejemajoé izratun £ ne ve¢ kot p(n) koraki.
Ker simulacija gre v polinomskem tasu, je tasovna rahtevnost NTS N



olitno polinomska v smislu definicije 5.
Q.E.D.
Ker je vsak deterministitni TS hkrati nedeterministitni TS je ofitno

P CNP

Prisli smo do znanega odpﬂegn problema: ali morda velja P=NP? Previaduje
splodno prepritanje (ki seveda ne dokazuje nizesar), da P=NP ne velja. Tukaj
navajamo dva 'tdravorazumska’' argumenta:

a) Obstajajo problemi {takoimenovani NP-polni, definicija pride kasneje),

na primer problem izpolnjivosti (SAT), za katerega velja
P=NP ¢ SAT€P

Problemov s to lastnostjo je 3e veliko, prihajajo pa £ razlitnih podrotij.
1z teorije grafov omenimo problem klike in préblem barvanja totk grafa
Razvpiti problem trgovskega potnika je samo eden izmed tetkih (beri NP-
poinih) transportnih problemov v operacijakih raziskavah. Mnogo dela mnogih
raziskovalcev je bilo brez uspeha, ko so iskali utinkovite (polinomske) algoritme
ta te probleme. 3e vet,

b} £a mnoge algoritme, ki so jih predlagali, se je izkazalo, da imajo ve¢ kot
polinomsko &asovno zahtevnost.

Za konec razdelka navedimo 8e izrek, ki primerja deterministi¢no
in nedeterministitno &asovno rahtevnost. Enostavna simulacija da za
eksponentni red vedjo tasovno gahtevnost pri simulaciji nedeterministi¢nega
TS ¢ deterministiénim. Boljde simulacije ne poznamo. Ce velja P # NP potem
je to tudi najboljde, kar lahko dosetemo.

7.DEFINICIJA: Funkcija T : N — N je fasovna funkcija, te obstaja
deterministi¢ni TS, ki se ustavi po natanko T(n) korakih pri vsakem vhodu
doltine n.

Nekatere obitajne funkeije so tudi ¢asovne funkeije, na primer T(n) = n,
T(N) = nflog n}, T(n) = n2, T(n) = 2.

8.1ZREK: (Simulacijs nedeterministitnega TS ¢ deterministinim) Bodi
T(n) tasovna funkeija, L C T'* jezik in N nedeterministitni TS, ki sprejema L
v tasu Tn(n) = O(T(n)). Potem obstaja deterministitni TS M ¢ L(M) =L
in T (n) = O(c7(*)} za neko konstanto c.

DOKAZ: Za vsak z € L obstaja izratun dolfine < Ty (l2]), ki sprejme
z. Bodi k = max{card(é(s,a)); £ stanje TS Nina € T}). Potem
ima TS N na vsakem koraku najved k raclienih mogocih operacij. Torej je
najved k™ (=D rasli¢nih izraZunov, ki se ustavijo, doltine < Ty (jz]) pri vhodu
£. Spomnimo se, da je £ € L natanko tedaj, ko je vsa} eden od izratunov,
ki se ustavijo, sprejemajod. Uporabimo to pri simulaciji! Izberimo tak m,
da bo Tn(n) € mT(n) za vsak n. Poglejmo cela ¥tevila od 0 do kmT(#)
pri osnovi k. Vsaka od mogodih izvedb TS N je zakodirana kot eno od teh
#tevil na naslednji naZin: i-ta cifra v k-adiZnem rapisu stevila doloda operacijo
na s-tem koraku izvedbe. (Nekatera stevila ne predstavljajo motne fzvedbe,
vendar nas to ne moti.) Enostavno je videti, da je vsako konkretno izvedbo
TS N potrebno najved p(mT(|z|)) korakov, za neki polinom p. (Res, dodatno
moramo na vsakem koraku poiskati naslednjo cifro rakodirane izvedbe, za to
. se moramo najved dvakrat apeljati ter trak.) Tore] celotna simulacija zahteva
¢as p(mT{|=]))kmT(D = O(cT(sD)) 2a neko konstanto ¢.

Q.E.D.

4. Problemi, jesiki in optimisacijski problemi

Rarreda P in NP smo definirali za jezike. Praktini problemi pa obi¢ajno niso
formulirani v obliki problema razpoznavanja nekeg-a jezika. V tem rardelku
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bomo pokazali zvezo med optimluc'ﬁskimi problemi in njihovimi odloéitvenimi
inadicami.

Za primer si poglejmo odloitveni problem barvanja to¢k grafa in ustrezni
optimizacijski problem.

Problem: Optimizacijski problem barvanja totk grafa

Vhod: Graf G '

Ishod: Dobro barvanje grafa G 1« x(G) barvami

Optimizacijski problem barvanja totk grafa ofitno ni jesik, paZ pa rahteva
irratun neke transformacije it matrike n X n bitov v zaporedje n Stevil
€ {1,2,..,x(G)} (ki oznatujejo barve). Pripadajoti odlofitveni problem je

Problem: Odlotitveni problem pobarvljivosti grafa {k-COL)

Vhod: Graf G in celo Btevilo k

Vprakanje: Ali obstaja dobro barvanje grafa G ¢ najved k barvami?

Odlotitvenemu problemu je mogote na naraven nalin prirediti jesik. To je
mnotica vaeh primerov problema (G, k) all tolneje zapisano wv, Kjer je w koda
grafa G in v koda #tevila &, ra katere je odgovor na dano vpradanje pozitiven.

Le—cor = {{G,k);G je k-pobarvijiv }

Otiroma

Ly-coL = { wv; w je matrika poverav nekekn grafa G in v je binarni
rapis nekega celega Stevila k In graf G je k-pobarvijlv }

Mimogrede smo privzell, da je kodiranje nasih problemov 'naravno’.
Kot smo omenili 2e v uvodu poglavja, se dogovorimo, kako bomo kodirali
kombinatoriéne objekte: naravna Stevila bomo gapisali binarno, splodne grafe
pa £ matriko sosednostl. Blstvena je zahteva, da kodirna shema ne sme
umetno znifati zahtevnosti problema. Ce bl na primer naravna #evila rapisali
unamo {n = 111...1), bl namesto vhoda doltine O(logn) imell vhod doltine

O{n). Tako bi el:nponentni algoritem navidez postal polinomski! Podrobneje
s0 rahteve ‘narsvnegs’ kodiranje oplsane na primer v [PePi82).

Odlotitvenemu problemu smo priredili jerik, torej se lahko vprasamo, ali je
problem v P. V nadaljevanju bomo pokazali, da bi v tem primeru optimizacijski
problem lahko refili v polinomskem Zasu. ‘Torej lahko tudi za optimiracijski
problem re¢emo, da je polinomski, 2e je njegov pripadajoti odlo¢itven! problem
v razredu P.

Za raketek pogiejmo kurakteristi'no lastnost razreda NP.

9.IZREK:

NP = {L;L C I* £a neko kon¢no abecedo L in obstaja polinom p in
polinomsko izradunfjiv predikat Q(z,y) C L* x L* , da za ysak z € L* velja:

s€L <> 3yel |yl <plle]) in Qz,5)}

Niz y imenujemo certifikal. .

DOKAZ: a) Bodi p polinom in Q polinomsko izratunijiv predikat. Torej
obstaja deterministini TS M, ki izratuna Q(z,y) v tasu g(z, y) 2 neki polinom
¢. Naslednji nedeterministitni algoritem sprejme L.

(1) Ob vhodu z nedeterministitno zgeneriraj taporedje y € L*, |y] < p(|z])

(2) Razpoznaj z, te je res Q(z, y) (izratunano ¢ M)

Nedeterministi¢ni algoritem v delu (1) je podoben algoritmu, s katerim
smo v prvem razdelku redevali problem klike. Kot smo se prepritali te tam, je
algoritem polinomski na nedeterministitnem TS, #tevilo korakov pa je omejeno
8 p{|z]). Casovna zahtevnost drugem defu algoritma je omejena s polinomom
¢, ki je odvisen od dolfine vhods |z} in dolfine {y|, ki pa je spet omejena s
polinomom p{|z|). Tore} je L € NP.

b) Bodi L € NP L C I*. N naj bo nedeterministitni TS, ki
razpornava L v 2asu, omejenem s polinomom p. Kot v dokaru prevedljivosti
nedeterministitnega TS na deterministitni TS (Izrek 8) naj bo k najvedje Mevilo
razli¢nih operacij, ki jih na enem koraku lahko igbere N. V dokasu omenjenega



izreka smo ugotovili, da lahko ¢ zaporedjem cifer v k-adi¢nem 8tevilskem zapisu
natanko dolodimo (zakodiramo) veako od motnih izvedb NTS pri vhodu =. Bres
#kode za splodnost viemimo, da je {£] 2 k. Definirajmo )

Q(2,3) ="'y je koda sprejemajolega izratuna NTS N pri vhodu 2’

Q je (po definiciji razreda NP) izratunljiv v polinomskem ¢asu in L =
{=: 35 < p(l2]) in Q(z,5)}

Q.E.D.

Izrek daje mofnost alternativne definicije razreda NP, ki ima vsaj eno
prednost. S tako definicijo se izognemo razlaganju fenomena nedeterminizma,
tu vse delo opravi en eksistenéni kvantifikator!

10.DEFINICIJA: Minimizacijshi problem je podan s polinomsko
izratunljivim predikatom @ C E* x E* in polinomsko izrafunljivo namensko
funkeijo ¢ : £* x L* — N. Ce velja Q(z,y), potem je y dopustna refitev
problema pri vhodu z 8 'strofkom’ (2, y). Ce velja Q(z,p) in ¢{z,3) < o(=,¥)
2a vesk 3 1a katerega velja Q(z,¥), potem je y optimaina refitey 1a z.
Minimizacijski problem je polinomsko omejen, te obstaja polinom p, tako da is
Q(z,y) sledi |y} < p{l2]).

V tem delu bomo obravmavali samo polinomsko omejene probleme.
Podobno kot minimizacijske bl lahko definirali maksimizacijske optimiracijske
probleme. V primeru optimiracijskegs problema barvanja tolk grafa je Q(z, y)

izpolnjen, Ze je £ kods grafs, y pa koda dobrega barvanja. ¢(z,y) je Stevilo
barv, uporabljenc v barvanju, ki ga kodira y.

11.DEFINICIJA: Bodi (Q,c) polinomsko omejen minimizacijski problem,
Definirajmo #tirl verzije problema:
a) Problem: (Q,c)-odlogitveni problem
Vhod: z € I, celo Btevilo C
Vprafanje: Ali obstaja y, da velja Q(z,y) in {z,5) < C?
b) Problem: (Q,c}-optimizacijski problem
Vhod: z€L*
Ishod: Optimaina refitev optsol(z) € L* ra z
¢) Problem: {Q,c)-problem optimalne vrednosti
Vhod: z€L* '
Ishod: optval(z) = ¢z, optacl(z))
d) Problem: (Q,c)-problem C-resitve

Vhod: z€ L', celo dtevilo C
Ishod: y = witness(C), da velja Q(z,3) in ¢(z,y) < C, Le tak y
obstaja.

Za primer barvanja totk grafa smo prvi dve verziji problema fe videli.
Problem iskanja optimalne vrednosti v pri.mcru barvanja totk grafa pomenl
izratun kromatinega Stevila x(G), problem C-refitve pa formuliramo takole:
pri danem C poiséi dobro C-barvanje, Ee (seveda) obstaja.

Primerjajmo tasovno zahtevnost tirih verij problema. Otitno problem
razpoznavanja ni tetji od problema C-resitve in problema optimalne vrednosti,
ta dva pa nista tefja od optimizacijskega problema. Ali bolj nazorno:

problem
problem o C-reditve ©c  optimizacijski
razpoznavanjd problem cptimalne o< problem

vrednosti
Natantneje formuliramo pravkar povedano ¢ naslednjimi trditvami:

12.LEMA: Bodi (Q,c) polinomsko omejen optimizacijski problem. Potem

velja:
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a) Ce je funkclja optsol : L* — L* izralunljiva v polinomskem tasu,
potem Isto velja za funkciji optval : £* — L* in witneas : L* — L° |

b) Ce je vsaj ena od funkeij witness in optval izragunijiva v polinomskem
&asu, potem je

Liqc):={(z.C);z€L*,C € Ninoptval <C} € P

DOKAZ: Otitno iz prej povedanega.

Manj ofitno je, da velja tudi obrat zadnje leme.
dokazati nekoliko Sibkejdo obratno trditev. Primer, ki ga v splodnem ne znamo
dokazati, pa bomo dokazali za poseben primer barvanja todk grafa.

Y splodnem znamo

13.LEMA: Bodi (Q,c) polinomsko omejen optimizacijski problem.

a) Ce sta funkeifi witness in optval izratunljivi v polinormskem 2asy, potem
isto velja za optsol.

b} Ce je problem razpornavanja v razredu P in ra neki polinom ¢
velja optvai(z) < 2¢I2D ra vee z, potem je funkeija optval irralunljiva v

polinomskem tasu.

DOKAZ:
a) Trivialno, saj za veak z velja optaol(z) = witness(z, optval(z}),

b) Za izratun optimalne refitve optval bomo uporabili binarno iskanje med
vrednostmi {1, ..., 2¢(lsD}. Poglejmo naslednji algoritem:

low:=0;
high:=1;
while z nima refitve < high do high := 2« high;
while high - low > 1
do middle := trunc({high + low)/2)
if 5 ima refitev < middle
then Aigh := middle
else low := middle;
od
optval(z) := low;

Ker je problem po predpostavki polinomsko omejen, vemo, da je refitev
omejena ¢ 200#D Kjer je ¢ neki polinom. Prva while zanka torej v polinomskem
ftevilu korakov dolodi zgornjo mejo reditve.

Hitro vidimo, da je low < optval(z) < Aigh invariants do zanke. Torej
gornji algoritem pravilno lzratuna vrednost optval(z) v lopgy(29(1*D) = g(jzl)
ponovitvah zanke. Ce v drugi while zanki uporabimo polinomski algoritem
ra razpornavanje, ki po predpostavki obstaja, smo torej res nadli polinomski
algoritem za izratun optimalne vrednosti optval(z).

Q.ED.

Primerjavo med problemom C-vrednosti in problemom razpoznavanjs
naredimo za konkretni primer barvanja. V knjigi [Melh84| najdemo dokara
ta problem trgovskega potnika in za izpolnjivost, pa tudi trditev, da podobni
dokasi, v katerih uporabimo tehniko redukcije problema na manj#i problem iste
vrate, obstajajo tudi £a mnoge druge NP-polne probleme.

14.LEMA: Ce je odlofitveni problem C-barvanja v P potem obstaja
algoritem, ki v polinomskem Zasu poiste C-barvanje.




DOKAZ: Idejo iz [PePi82] zapifimo v obliki algoritma:

#f not C — COL(G) then {*barvanja ni*)
else
for ¢ := C downto 2 do begin
izberi poljubno totko u € V(G');
pobarvaj v ¢ barve ¢;
for all totke v € V{G), ki niso sosede u-ja do
if not ¢ - COL(V(G"), E(G') U (1, v)) then begin
(*to¢ki sta neodvisnil*)
pobarvaj v ¢ barvo ¢;
identificiraj u in v v G
end;
G =G \{u}
end

preostale totke v G* pobarvaj ¢ barvo 1

Identifikacljo dveh totk grafa otitno lahko naredimo v linearnem tasu
{potrebno je namesto dveh vrstic (atoipcev) enega pobrisati, v drugega pa
vpisati konjunkeljo vestic (stolpcev)), zato je gornji algoritem polinomski,
seveda pri predpostavki, da je algoritem, ki odlo&i, ali je graf c-pobarvljiv,
polinomski.

Q.E.D

5. Polinomsko prevajanje in NP-polni problemi

Prevajanje problemov je uporabna tehnika za ugotavijanje 'tetavnosti’
problemov. (Primer smo videli v prejinjem razdelku.)

15.DEFINICIJA: a) Naj bosta E in T konéni abecedi. Preslikava f : L* —
I'* je pohinomska transformacija, &e lahko [ izrafunamo v polinomskem &asu
na deterministitnem TS.

b) Bodita Ly C E* in Ly C I'* jezika. Ly je polinomeko prevedijiv na Lg,
oznaka L, o Lq, te obstaja polinomska transformacija f, tako da je

z€L) & f(z) €Ly

zavee z € L.
¢) Jezik L je NP-poln, te velja
1) L NP
2) L' « Ly za vse L' € NP

Pomembnost definicije pojasni naslednji

16.1ZREK: Bodi Lg NP-poln. Potem
a) Lo €EP & P=NP
b) te je Lo & Ly In L, € NP, potem Je L, NP-poln

DOKAZ: a) Ce je P=NP potem Je gotovo Ly € P. Dokazati moramo .

e drugo smer ekvivalence. Bodi Lo € P in L € NP poljuben. Ker je
Lo € P, obstaja deterministitni TS M, ki sprejme Lo v tasu omejenem z
nekim polinomom p. Ker je Ly NP—poln in L € P, velja L « Lo. Torej
obstaja polinomsko tzrakunljiva preslikava f, tako da je L = f=!(Lo). Bodi N
deterministitni TS, ki izralunava f v ¢asu, omejenem s polinomom ¢. It TS M
in N konstruirajmo nov TS A, ki bo razpoznaval L takole:

(1) leratunaj f(z) v tasu ¢(jz]) s TS N.

(2) Premakni glavo (*oko’) na prvi simbol f(z) v tasu |f(z)]

(3) Razpornaj f(z) uporabliajot M v tasu p({f(z)]). Ce je f(z) € Lo,
potem sprejmi z, sicer ga ravrni.
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Gornji algoritem oéitno razpoznava L. Potreben £as je g(|z|) + |/(z)] +
p(J/{2)l) < r(|z]) 28 neki polinom r. Zadnja neenakost je posiedica dejatva.
da je |f(z)] < )z| + ¢(j=!), saj lahko TS v enem koraku porabi najve¢ en nov
kvadratek traku.

b) Pokazati moramo, da je L o L) za vsak L € NP. Vzemimo poljuben
I € NP. Ker'je Lo NP-poin, obstaja polinomska transformacija f, da je
L = [~*(Le). Ker je Lo « L; obstaja tudi polinomska transformacija g,
tako da je Lo = g~'(L1). Oznatimo h = go f. Potemje L = [~ {Lo) =
J7He (1)) = (g0 J)~Y(L1)} = b=} (Ly). S podobnimi argumenti kot v tolki
a) pokafemo, da je A polinomska transformacija. ‘

Q.E.D.

NP-polni problemi so torej najtefji med probleml razreda NP. Ce bi
bil eden izmed njih redljiv v polinomskem ¢asu, potem bi bili i refljivi v
polinomskem tasu in veljalo bi P=NP. Po drugi strani pa velja: iz N#NP sledi,
da noBen NP-poln problem ni redljiv v polinomskem Zasu. )

Totka b) nam da enostavno tehniko za dokaz NP-polnosti danega
problém& Ce telimo pokazati, da je L NP—poln, moramo dokazati L € NP,
in Lo « L 2a nek problem Lo, 1a katerega Le vemo, da je NP-poln.

Prvi dokar NP-polnosti nekega problema je naredil Cook v svojem
klasitnem ¢lanku [Cook71). Dokazal je, da je problem izpolnjivosti NP-poln.
Dokat tu opustamo, bralec ga lahko najde v knjigah, na primer v |GaJo79} ali
[Melh84], v slovendZini pa v [PePi82). Ko tak-dokas imamo, ishko relativno
enostavno pokafemo NP-polnost drugih problemov, kot je prvi storil Karp
{Karp72). Seznam NP-polnih problemov se od tedaj £iri, zajetne sezname lahko
bralec najde v omenjenih knjigah. B

Za problem k-COL {odlotitveni problem barvanja to¢k grafa) je dokazal
NP-polnost te Karp [Karp72]. Dokac je posreden, vmes pokate NP-polnost
problema 3-izpolnjivosti (3-SAT). Dokar tu opustamo, bralec ga lahko v
slovendZini najde v [Gode83}. Pravkar povedano rapifimo v obliki izrekov:

17.1ZREK: Problem izpolnjivosti je 'NP-poln.
18.1ZREK: SAT « 3-SAT « k-COL

8. Verjetnostni model ra¢unanja

V tem razdelku bomo definirali ¢ nekaj novih razredov tasovne zahtevnosti
algoritmov. Namesto naérta si poglejmo naslednji diagram:

RP < NP
< < <
PSLW _ <  BPPc’ PP c PSPACE
c0-RP € co-NP =~

Slika 1. Nekateri razredi jetikov
kjer je co-C:={I'* = L; L € C in T kon¢na abeceda} 1a vsak razred jezikov

Nove razrede problemov bomo definirali s pomotjo verjetnostnega
Turingovega stroja. Verjetnostni Turingov stroj je TS & mofnostjo sluéajnih
odlotitev. Tukaj samo omenimo, da s tem ratunska mot stroja ni ni¢ vedja.
Mogote pa je, da se lahko kak problem refi hitreje ali na man@em prostoru,
kot ¢ deterministitnim Turingovim strojem.

19.DEFINICUA: Verjetnostni Turingov stroj (VTS) je DTS s posebnimi
stanji, v katerih sta mogoti dve nadaljevanji, ki sta enako verjetni.



Taka deﬁ;uicijn VTS je ugodna zaradi enostavnosti. Ker so vse veje énake
verjetne, dobimo enostavno porazdelitev mofnih rezultatov. Model, v katerem
bi dovolili neuravnotefene verjetnosti nadaljevanj, ni ni¢ moénejdi od tukaj
definiranega [Sche86).

V splognem VTS rafuna slutajno funkcijo: za vsak vhod z izratuna VTS
rerultat y ¢ verjetnostjo Pr{M(z) = y}.

20.DEFINICLJA: Delna funkeija, ki jo izratunava VTS M je definirana »

e PriM(z) =y} > §

=y
#r() {nedcfim'rano ,te takega y ni

21.DEFINICHA: Verjetnost napake VTS M je

' eu(z) = { szd{:fll(:l%‘rnzu(z)} ::ieci‘e- ‘M (3) definirano

22.DEFINICIJA: VTS M izratunava ¢/ £ omejeno verjetnostjo napake,
te obstaja konstanta e < }, tako da Je eas(z) < £ £a vaak z iz domene ¢u.

23.DEFINICLJA: (Blumovas) Easovna zahlevnost VTS M je

najmandi n, da je

Pr{M(z) = $u(2)} > }

v manj kot n korakih ,te je ¢as(z) definirano
00 Jsicer

Trnelz) =

Tn(n) = mgx- Ta(n)

Zadnja definicija je analogna definiciji £asovne zahtevnosti NTS kot dol¥ine
najkrajiega sprejemajodegs izratuna (definicija 5.).

24.DEFINICIJA: VTS je polinomako omejen, te obstaja polinom p, tako

da se vsak moten izratun vhodov doltine n ustavi po najvet p(n) korakih.

25.DEFINICIJA: VTS raspornava jenik, {e
karakteristi¢no funkcijo.

izrauna  njegovo

Ali, drugate rapisano: z € L & Pr{M{z) =1} > finz gL &
Pr{M(z)=0}> }

26.DEFINICLIA:
PP = 'razred jetikov, ki jih ragpoznavajo polinomsko omejeni VTS’
BPP = 'ravred jezikov, ki jih razpornavajo polinomsko omejeni VTS

omejeno verjetnostjo napake’
ZPP (ali LVP) = 'razred jezikov, ki jih razpornavajo VTS » polinomsko

povpreéno tasovno rahtevnostjo in z verjetnostjo napake 0’
27.1ZREK: LVP C BPP C PP C PSPACE

S PSPACE smo ounatili raered jerikov, ki jih razpomnavajo TS s
polinomsko omejeno doltino uporabljenega traku. Izkate se, di Jje vaeeno, te
veamemo v definiciji deterministi¢ni ali nedeterministitni TS [Savi74}.

DOKAZ: Relacija BPP C PP je ofitna iz definicije. PP C PSPACE je
posiedica izreka o deterministiZni simulaciji verjetnostnega TS, ki ga tu nismo
navedli. Dokar bi sel podobno kot dokas izreka 8.

Pokafimo #e LVP CBPP. Naj bo L jesik, ki g» razpornava VIS M ¢
verjetnostjo napake 0 in povpreénim &asom omejenim s polinomom p(n). Bodi
¢ > 2 poljubna konstanta. Z M’ oznafimo VTS, ki simulira delovanje VIS M
do najvet cp(n) korakov. Ce se M do tedaj ne bi ustavil, M’ odgovori karkoli.
Ker M naredi vet kot cp(n) korakov ¢ verjetnostjo manj kot 1/c, je verjetnost
napake polinomsko omejenega stroja M’ najvet 1/c < 1/2.

Q.E.D.

28.IZREK: P C LVP C NP C PP

DOKAZ: Ker vsak polinomsko omejeni TS raluna t verjetnostjo napaks
0, je ofitno PC LVP.

Bodi L €LVP in M VTS, ki razpornava L 1 verjetnostjo napake {
in polinomsko omejenim povpretnim tasom. Ce na M gledamo kot o
nedeterministi¢ni TS vidimo, da M razpozna L v polinomskem tasu, saj mora
biti za vsak vhod vsa] en izraZun 8 polinomsko omejenim stevilom korakov.

Torej L € NP in LVP C NP.

Pokafimo 8¢ NP C PP, Brer skode ra splodnost lahko priveamemo, da L
razpoznava polinomsko omejen NTS, ki ima v vsakemstanju najved dva mogola
koraka. Ce na M gledamo kot na verjetnoatni stroj, potem je L mnofica nizov,
13 katere obstaja sprejemajo izratun. Torej z € L ¢ Pr{M(z) sprejme} > 0.
Za dokas, da je L v razredu PP konstrulramo stroj M” takole: M" najprej vrie
kovanec; &e je rezultat grb, potem sprejme vhod, sicer pa simulira delovanje
stroja M, tako da vsaki¢, ko ima na voljo dve nadaljevanii, izbere eno ali drugo
2 enako verjetnostjo ().

Vendar verjetnostni stroj M de ni povsem dober. Ce z ¢ L je mogole,
da velja Pr{M(z) sprejme} = 1/2. Torej je mogole, da M’ ne izratuna
karakteristiéne funkcije L. Defininajmo VTS M", 1a katerega bo veljale
Pr{M"(z) sprejme} < 1/2 £a vse z-e, ki niso v L.

Bodi p(n) polinom, ki omejuje #tevilo korakov izvajanja stroja M. Vsak
z € L dolfine n Je sprejet r verjetnostjo vsaj 2-7(8), sa} gotovo obstaja veaj en
sprejemajot izraZun in je verjetnost vsakega od izratunov dolfine n vsaj 277(*).
Verjetnostni TS M" deluje tak;)Ie: Najprej M" vrie p{n)+1 kovanecin sprejme
vhod brez nadaljevanja ¢ verjetnostjo k —27?(*). Potem M" simulira delovanje
M in sprejme vhod, te ga sprejme M. M" torej ravrnevsak £ @ L v verjetnostjo
vaaj §+277(*1~1 in sprejme vaak 2 € L & verjetnostjo vsa] j+ 27?01, Torej
VTS M" razpoznava L v polinomskem tasu, zato NPCPP.

Q.E.D.

29.DEFINICIJA: VPP (ali RP) je rarzred jerikov, ki jih razpoznajo
polinomsko omejeni VTS, ki imajo za vhode, ki niso v jeriku, verjetnost napake
0.

Ali, drugate rapisano:

L € RP &L rarpoznava polinomsko omejeni VTS M in

‘ Pr{M(z) sprejme} =0 raVz ¢ L.

Tu bi dobili isti razred, 2e bi 2a z € L rahtevali
Pr{M(z)sprejme} > q ta katerokoli konstanto 0 < ¢ < 1. Po n ponovitvah
algoritma je namre¢ verjetnost napake enaka 1 ~ (8)(1 =g~

Opomba:

30.12REK:
1.} RP C NP n BPP
2) LVP = RP n co-RP

DOKAZ: 1.} Inkluzijl RP C BPP in RP C NP sta otitni.

2.) Pokazali bomo LVP C RP, LVP C co- RP in RPnco ~ RP C LVP.

Najprej pokafimo LVP C RP. Ce je L € LVP, lahko L razpoznamo TS
M, katerega pritakovanilas izvajanja je omejen £ nekim polinomom, imenujmo
g8 ¢, rezultati pa so popolnoma ranesljivi. Konstruirajmo TS M’ takole: - pri
vhodu z simulira delovanje TS M najvet ¢([z]) korakov. Ce bi se M ustavil,
preden se ustavi M (to se zgodi £ verjetnostjo vsaj 1/2), potem M’ odgovon
Isto kot M. Sicer M! odgovori NE. Vidimo, da so pritedilni odgovori M’ povsem

ranesljivi, negativni odgovoeri pa so pravilni ¢ verjetnostjo 1/2. Torej je L € RP
in LVP C RP.
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Podoben argument pokafe LVP C co — RP.

Ostala nam je Se inkluzija RP N co — RP € LVP. Bodi L € RP nco— RP.
Potem obstajata VTS M) in Mz, za katers velja:

- tas izvajanja obeh VTS je omejen s polinomom .
- pogitivni odgovori My in negativni odgovori Mz so povaem ranesljivi
- negativni odgovori M) in potitivnl odgovori Mz so pravilni  verjetnostjo,

Xi je vecja od neke konstante, na primer 1/2.

Pokafimo, kako lahko konstruiramo TS 2 verjetnostjo napake 0 in s
polinomskim povpre¢nim fasom izvajanja. Bodi = poljuben, Simulirajmo
delovanje M) in delovanje My, kar lahko naredimo v polinomskem tasu. Ce je
vsaj en odxovc;r zanesljiv, konéamo. Zanimiv je primer, ko oba algoritma dasta
odgovor, ki ni povsem zanesljiv. (verjetnost tega dogodka je manjda od 1/4).
V tem primeru poskus ponovimo, dokler se ne tgodi prvi primer. Priakovane
ftevilo ponovitev poskusa je omejeno (7772, (1/4¢)), zato je povpretni potrebni
tas omejen s polinomom.

Q.E.D.

Za konec navedimo d¢ nekaj primerov. Zalnimo s problemom dolotitve,
ali je neko #tevilo prasdtevilo.

Problem: Prastevila (PRIMES)
Vhod: Naravno stevilo n v binarnem zapisu.
Odgovor: Da, te je n prastevilo in ne, &e ni.

31.IZREK:
a) PRIMES € co- NP
b) PRIMES € co~ RP

DOKAZ: a) trivialno

b) . Naslednji algoritem (Solovay-Strassen) dokazuje, da je problem
PRIMES v ratredu co-RP.

‘itberia € {1,2,...,n -1}

te (a,n) # 1 potem n ni prastevilo

te {a/n) # a®F (mod n) potem n ni prastevilo

sicer n je (2 verjetnostjo > 1/2) prastevilo
kjer je (3/n) Legendrov simbol {prim. {Graa75}).
(o= {1, 3 o oimeen

Legendrov simbol znamo utinkovito (v polinomskem asu) izrafunati
algoritmom, ki je nekoliko podoben Evklidovemu. Temelji na reciprotnem
zakonu, ki pravi, da je {¢/p) = ~(p/q), te je p = ¢ = 3 in (¢/p) = (p/q)
sicer. Poleg tega ta ¢ > p, torej ¢ = mp + r, velja (¢/p) = (r/p).

Ce je p prastevilo, je kongruenca
(o/p) = a5 (mod p)

izpolnjena za vsa dtevila 6,1 < o < p—1. Ce pa p ni prastevilo, pa kongruenca
velja za najve¢ polovico a-jev [SoSt77).

QE.D.

Neodvisno je podoben dokax nasel Rabin [Rabi78).

Kot drugi primer si poglejmo naslednja problema:

Problem: MAJ

Vhod: (KNO) formula stavénega ratuna F(z1,...,2a)

Vprasanje: Ali F velja za vetino (za vet kot 2*~!) naborov vrednosti za
F TP 1§

Problem: #SAT
Vhod: (KNO) formula stavénega ratuna F(zi,..., %) in naravno Stevilo

Vpradanje: Ali obstaja vsaj 1 racliénih naborov vrednosti ra
spremenljivke z1,..., 24, ki zado#tajo F.

KNO je kratica za konjuktivno normalno obliko.

Bres dokaza navedimo (glej npr. [Gil77])

32.1ZREK: MAJ in #SAT sta PP-polna problema.

7. Redevanje NP-polnih problemov

Doslej najboljia ocens ra £as, potreben ra redevanje NP- polnega problema je
eksponentna funkeija dolfine vhoda. Pri velikih n je stvar videti brezupna.
Po drugi strani so mnogi prakti¢ni problemi dokazano NP-polni. Kaj storiti?
Poglejmo nekaj splognih pﬁstopov:

8} Posebni primeri: Pogosto se tgodi, da v praksi ne potrebujemo rediti
NP-polnega problema v vsej splo#nosti. Podproblemi imajo zaradi dodatnih
omejitev veasih polinomske refitve.

" b) Dinamitno programiranje in razveji-omeji sta tehniki, ki ju je mogoce
uporabiti pri refevanju nekaterih NP-polnih problemov, V obeh primerih
s pametno igbiro nadaljevanja precej rmanjfamo potrebno ratunanje na
neperspektivnih refitvah. Cas obeh metod pa je 8¢ vedno eksponenten. Ve o
omenjenih metodah najdemo na primer v knjigi {Koza86).

c) Z verjetnostno analizo lahko veasih pokafemo, da so resnitno 'teski’
primeri NP-polnega problema dokaj redki. V takem primeru lahko najdemo
algoritem £ dobrim pritakovanim tasom ratunanja, teprav rgornje meje ne
moremo omejiti s polinomom. Seve&uje potrebno paziti pri igbiri porardelitve
primerov NP-polnega problema. Dokas, da je izbrana porasdelitev prava, pa
utegne biti resen problem [Karp76].

Za primer omenimo metodo simpleksov za refevanje problems linearnega
programiranja, ki ima eksponentno tasovno gahtevnost. Metoda simpleksov
se v praksi dobro obnese, verjetno raradi izredne redkosti 'tetkih’ primerkov
problema. Dokazano je namret, da je metoda v povpredju polinomska [Smal83].
Kljub temu, da je problem linearnega programiranja v razredu P |Khac79].
pa ne pornamo polinomskega algoritma, ki bi bil v praksi bolj& od metode
simpleksov. '

d} Aproksimacijski algoritmi lahko veasih dajo zadovoljive refitve v
kratkem Zasu. Seveda nl vseeno, kaj nam pomeni v konkretnem primeru
tadovoljiva refitev. V primeru barvanja tofk grafa na primer velja, da bi
bil tudi algoritem, ki bi poiskal skoraj optimalno refitev NP-poln. Garey
in Johnzon sta namred pokazala |Gado76), da velja: Ze za kakini konstanti
r & 21in d velja, da slgoritem A poidte barvanje ¢ A(G) < rx(G) + d
barvami v polinomskem fasu, potem obstaja algoritem, ki poiste x(G’)-ba.rvaqje
v polinomskem &asu. '

e) Hevristitni algoritmi dajejo dobre rezultate na kakini podmnotici ’
problemske domene. Pri deterministiZnih hevristitnih algoritmih se obitajno
rgodl, da imajo Ahilove pete: na nekaterih primerih se obnafajo relo slabo.
Ce nekatere korake naredimo sluajno, se obifajno irognemo Ahilovim petam
na rafun nekaj velje (pritakovane) fasovne zahtevnosti. Omenimo nekaj
hevristi¢nih algoritmov za problem barvanja totk grafa:

- Corneil-Grahamov hevristitni algoritem temelji na algoritmu Zykova
[CoGr73,Godes3].

- Veliko hevristitnih algoritmov spada v skupino, imenovano postopki
gaporednega barvanja |Bata80]. Opisemo jih £ naslednjo algoritemsko shemo:

pobarvaj tocke grafs s 'prazno’ barvo

dokler 3 to¢ks, pobarvana s prazno barvo ponavljaj

izberi barvo za totko v
Ce dolotimo vrstni red barvanja totk in strategijo izbire barve, dobimo

algoritem. Ce na primer to¢ke izbiramo po padajotih stopnjah in izbrano



totko vsaki¢ pobarvamo & najnitjo barvo, ki je #e prosta (noben sosed #e ni
pobarvan s to barvo), dobimo Welsh-Powellov postopek. Za ta postopek je
mogofe pokazati, da porabi najved d + 1 barv, kjer je d najveéja stopnja totke
v grafu. Vendar (kar ps ni presenetljivo) obstaja drutina grafov, na kateri je
razmerje med $tevilom barv, ki jih porabi Welsh- Powellov postopek in med
dejansko potrebnim stevilom barv x(G) poljubno veliko [WeP 067]. V {2ero88a)
je podana konstrukcija take drutine grafov.

(Welsh-Petford), ki
ga obravnavamo v [2ero87,2ero88,2eroB8a), temelji na protivolilnem modelu

algoritem

delcev 1 Interakcijo iz statistitne mehanike (percolation theory). Je primer
verjetnostnega hevristitnega algoritma. Gre ra iterativno (slutajno) lokalno
'popravljanje’ danega barvanja, ki ¢ verjetnostjo 1 v konéno mnogo korakih
dosete neko dobro barvanje, ¢e smo na zaletku izbrali vsaj x(G) barv. Ce
algoritem po vnaprej dolodenem itevilu korakov nasilno prekinemo, se nam
lahko zgodi, da ne dobimo dobrega barvanja, teprav to obstaja. Vemo, da
je protakovani Eas absorbeije na regularnih grafih reda O(n?). Poleg tega se
algoritem na testiranth grafih obnasa zelo dobro. Zate algoritem & vgrajeno
nasilno prekinitvijo (s polinomsko mejo dovoljenega tevila korakov)apliciramo
na 'vse' grafe in upamo, da bodo resultati 4e vedno dobri.
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