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»Konstruiraj trikotnik z dano dolzino osnovnice in viSine nanjo ter znano razliko
notranjih kotov ob tej osnovnici« — to je vaja iz ucbenika, po katerem je ucil geometrijo v
srednji Soli Plemljev profesor Borstner. K tej vaji se je profesor Plemelj zelo rad vracal,
posebno na boziénih pocitnicah, in je sestavil kar zajetno zbirko razli¢nih resitev [1].

PLEMELJ’S TRIANGLE AND FIXED POINTS OF
TRANSFORMATIONS

»Construct a triangle if one side, its altitude and a difference of two angles along
it are given« — this is an exercise in the geometry textbook that was used by professor
Borstner who taught Josip Plemelj in the high school. This problem attracted professor
Plemelj later in his life (especially during Christmas holidays), and so he found several
different solutions [1].

V tem zapisu predstavimo nacin, kako resiti nalogo, ki ga je nam, Studen-
tom matematike, v letih 1952/53 (v svojem predavanju » Osnove geometrije,
projektivna geometrija«) omenil profesor Ivan Vidav.

Oznac¢imo osnovnico trikotnika ABC' in visino nanjo (to¢neje njuni dol-
zini) ¢ = AB in v ter razliko kotov ob osnovnici o — 3 = 4.

NariSimo vzporednici v medsebojni razdalji v in daljico AB na spodnji
vzporednici. Iz oglis¢a A potegnimo pod poljubnim kotom « # 0 poltrak in

T v/

Kaksna je zveza med T in 7”7 Koti v tej »igri« so usmerjeni.
Postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema xy v tocko A, abscisno polos
x > 0 skozi tocko B in vzemimo, da je ¢ = v = 1! Potem je enacba druge
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vzporednice kar y = 1, medtem ko sta (enacbi premic) AT in BT’ dani z
enacbama:

y=(tana)x in y=—tan(a—9)- (x—1).

Naj bosta z in 2’ zaporedoma abscisi tock T in T”. Ce na kratko oznacimo
a =tana in d = tan ¢ ter uporabimo adicijski izrek za tangens (ki velja za
poljubna kotal!), izpeljemo zvezi:

r=—in 2'=1- 1
a (1)
¢e jele a =0 in a = d. Torej imamo zvezo:

, (d+1z+(d-1)

- 2
x pr— , (2)

éejea::é.

Konstruirati Zeleni trikotnik pomeni resiti enacbo z’ = z, torej kvadra-
tno enacho:
di’ — (d+2)z—(d—1)=0.
Diskriminanta (d + 2)? + 4d(d — 1) = 5d* + 4 je vedno pozitivna in korena
enacbe sta: )
T12 = ?d((d—FQ):l: 5d2—|—4), ce je d = 0. (3)

Ce pa je d = 0, torej 6 = 0, dobimo iz (1) 2/ = 1 — z in enacha 2’ = =
ima resitev x = % Trikotnik ABC je enakokrak.

Konstrukcijo negibnih tock transformacije (2), torej konstrukcijo »Ple-
mljevega trikotnika«, opremo na tale znani izrek elementarne geometrije (ki
je sicer zelo uporaben):

MnoZica vseh takih tock v ravnini, iz katerih se »vidi« dana daljica pod
predpisanim kotom ¢ (0 < ¥ < +m), sestoji iz dveh kroznih lokov brez
krajisé (dane daljice).

1z zveze (3) v prvem delu sklepamo, da je mogoc¢a za konstrukcijo negibne
tocke klasi¢na konstrukcija s Sestilom (in ravnilom). Oglejmo si jo (eno
izmed $tevilnih):

Podatki: osnovnica AB z dolzino ¢, visina v in kot z velikostjo ¢ € (0, 7),
ki je razlika kotov ob osnovnici, recimo 8 — a = 4.

Potek konstrukcije: omejimo se na primer 0 < § < 5; dani premici po,
nosilki osnovnice AB, postavimo v razdalji v vzporednico p; bodi s simetrala
daljice AB; ozna¢imo polravnini II_ in II; premice p, tako da sta A in B
na Il ; simetrala s sece premico p v tocki S; na premici p izberimo poljubni
razliéni tocki D in D; simetri¢no glede na S; tocki D1 in A naj bosta na
skupni polravnini premice s; dani kot § prenesemo na polravnino II_ tako,
da je D1 vrh kota in je poltrak D1S en krak, drugi krak pa zaznamujmo s
h; v D1 postavimo pravokotnico na h; pravokotnica seka simetralo s v tocki
S1; oznacimo s k kroznico s sredi§¢em S7 in s polmerom S7D1; naj bo tocka
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By presek premice SB s kroznico k na polravnini Il ; skozi B postavimo
vzporednici premicama By D in ByDq; ti dve vzporednici seceta premico p
—_—

npr. v tockah C' in Cy. Obodni kot DB Dy je enak 6.
Trdimo: trikotnik ABC ustreza podatkom, ima osnovnico ¢, visino v in
razliko kotov ob osnovnici enako 9.

Dokaz. Zaradi podobnosti trikotnikov Dy By D in C1BC' je kot @ enak
0. Ker sta trikotnika ABC in BAC, simetri¢na glede na premico s, je kot

m enak kotu «, torej imamo S = « + 4. "

Dodatek: Na podlagi podobnosti pokazemo, da je konsturirani (Ple-
mljev) trikotnik neodvisen od izbire temeljnih tock D in D; (elipti¢nega
kroznega Sopa). Bralcu predlagamo pregled ¢lanka [3].
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