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MATEMATIKA

NEKAJ O GRAFIH IN NJIHOVI UPORABI

V ugankarskih kotiékih Casopisov in revij najdemo nekatere ti-
picne vrste nalog in problemov. V tem sestavku si bomo ogleda-
1i dokaj pogost tip takih naiog in pokazali, kako jih resujemo
z grafi, ki jih obravnava posebna veja matematike - feorija
grafov.

ZaCetki teorije grafov segajo v 18. stoletje. Staro mesto
Kénigsberg (znano tudi po tem, da tam poZivajo posmrtni ostan-
ki velikega filozofa Kanta) je krasilo sedem mostov, ki so po-

vezovali bregove reke Pregel z otockom sredi nje (S1. 1).

Si.1

Me3cane Kénigsberga je lep Cas vznemirjalo naslednje vprasanje:
Ali se je mogoie sprehoditi preko mostov tako, da gred ez vsa-
kega samo enkrat? Poskusi!

Za problem je zvedel tudi najvecji matematik tistega Easa -
Leonhard Euler (1707 - 1783). Problem si je poenostavil tako,
da je bregove in otocek ozna&il s kroZci in jih povezal s &rta-
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Leonhard Euler je bil rojen 15. aprila 1707 v Bazlu v Svici.
Bil je uenec in prijatelj Bernoullijev. Velik del svojega Ziy
ljenja (1727-1741, 1766-1783) je preZivel v Rusiji na Petro-
grajski (danes Leningrad) akademiji, ki jo je takrat ustanovi-
la carica Katarina I . Tam je tudi umrl 18. septembra 1783.
Obdobje 1741-1766 pa je na povabilo Friedricha II prebil na
berlinski akademiji znanosti. Euler je eden najvecjih matemati
kov vseh casov. Posegel je na vsa podroija matematike in jo o-
bogatil s pomembnimi spoznanji. Stejemo ga med oéete variacij-
skega racuna, teorije diferencialnih enacéb, teorije Stevil in
topologije. Pri dokazovanju je zacel dajati prednost algebri
pred geometrijo. Ukvarjal se je tudi s fiziko, mehaniko, bali-
stiko in astronomijo. Leta 1735 je zaradi preve vnetega opazo
vanja Sonca pri sestavljanju sistema za doloCanje Casa oslepel
na desno oko. Popolnoma slep je postal leta 1766, kar pa ni
bistveno vplivalo na njegovo ustvarjalnost. Imel je izreden
spomin. CloveStvu je zapustil nekaj knjig, vec kot B00 Elankov
(nekateri so precej dolgi) in kup neobjavlijenih del. Uvedel je
oznake e za osnovo naravnih logaritmov, ¢ za kvadtatni koren
iz minus ena in f£f( ) za funkcije.
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mi, ki predstavljajo mostove (S1. 2). Taki shemi pravimo graf.
5e nekaj grafov je prikazanih na slikah (S1. 3) in (S1. 5).

Kakor vidimo, je graf sestavljen iz mnoZice kroZcev ali todk
grafa, ki so med seboj paroma povezani z mnoZico &rt ali pove-
zav. Namesto besed toika (grafa) in povezava pogosto uporablja
mo tudi besedi veoszel in weja. TocCki, ki ju povezava veZe, ime-
nujemo krajid&i povezave. Da ima povezava p krajisci « in »,
bomo capisali p(u;v).

SL.3

Primer: Graf na sliki 3 je dolo€en z mnoZiico toik 7 = {z, y,

z, w} in mnoZico povezav P = {a(xsx), blzsy), elysz), d(z3w),
e(wsy), flwsy)l. NajbrZ je med povezavami pritegnila va3o po-
zornost povezava a(xir), ki ima za obe krajis¢i isto tofko =.
Takim povezavam pravimo zanke.

Stevilo povezav, ki imajo za krajisce tocko ¢, imenujemo krat-
nost tocke £ in jo oznaCimo k(¢). Zanke uposStevamo pri doloca-
nju kratnosti dvakrat. Takc velja za graf na sliki 3:

=

klz) = k(w) =3 , &(y) =4 in k(z) = 2

Postavimo se v neko tocko grafa. S tem, da se po povezavi, ki
ima tocko, v kateri se trenutno nahajamo, za krajisce, pomak-
nemo v drugo krajisce, lahko "potujemo" po grafu od tocke do
tofke. Zaporedje povezav, ki jih pri tem prehodimo, imenujemo
pet po grafu.

Za graf na sliki 3 sta zaporedji povezav:
Py =a, by, e, d, e, e, f

26



Pzzc

poti; zaporedje

P3=b,a,2
pa ni (zakaj?).

Vsaka pot ima svo] =zadetek in svo]j konee. Pot Py ima zacetek

v tocki = in konmec v tocki y, kar zapisemo Pi(z,y). Za zacetek
poti P, pa lahko izberemo katerokoli od kraji3¢ povezave c¢. Za
to, da bo pot po grafu natanéno dolocena, moramo v sploSnem
poleg zaporedja prehojenih povezav podati 3e njen zacetek.

Ce obstaja pot iz tocke u (zacetek) v tofko » (konec), pravimo,
da je tocka v dosegljiva iz tofke u. Kadar so vse tocke grafa
med seboj dosegljive, bomo rekli, da je graf povezan.

Graf na sliki 3 je povezan; e pa "zbrisemo" povezavo b, dobi-
mo nepovezan graf, saj tocka = ni vel dosegljiva iz drugih
tock grafa.

Sedaj vemo o grafih Ze toliko, da lahko sledimo resitvi naloge
o konigsberskih mostovih, ki jo posploSimo na grafe takole:

Ali obstaja po danem grafu pot, ki vsebuje vsako povezavo na-
tanko enkrat?

Taki poti pravimo Eulerjeva pot. Re§itev zastavljene naloge
daje naslednji izrek:

V grafu obstaja Eulerjeva pot natanko takrat, ko je povezan
in ima najvec dve tocki lihe kratnosti.

te obstajata dve 1ihi tocki (vedno obstaja sodo Stevilo 1li-
hih tock), je ena zacetek, druga pa konec Eulerjeve poti.
Ce pa so vse tocke sode, je Eulerjeva pot sklenjena ali
eitkel - njen zaCetek in konec sovpadata; za zaCetek poti Ta
hko izberemo poljubno tocko.

Utemeljimo najprej trditev: Ce v danem grafu obstaja Eulerjeva
pot, potem sta v grafu najveé dve 1ihi toéki. Mislimo si, da
je graf narisan s kredo. Vzemimo v roke gobo in sledimo Euler-
jevi poti po grafu. Prehojeno pot za seboj brisimo. Ko preho-
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dimo celotno pot, bodo vse povezave grafa zbrisane - vse toke
bodo imele kratnost 0, torej bodo sode. 0&itno pri vsakem
prehodu skozi tocko zbrisSemo dve povezavi - tisto, po kateri
smo v tocko prisli, in tisto, po kateri smo tofko zapustili.
Potemtakem pri prehodu skozi njo ostane soda tocka soda, liha
pa liha. Le na zacetku in koncu poti lahko spremenimo parnost
tocke, kajti le v teh dveh primerih zbrisSemo v dani tolki eno
samo povezavo. Ker morajo biti na koncu vse tocke sode, imamo
zato lahko spocietka kvecjemu dve 1ihi tocki.

Naj sedaj graf zadosCa pugojem izreka. Kako dobimo Eulerjevo
pot? Ce v grafu obstajata 1ihi tocki, zaénemo v eni izmed nji-
ju in potujemo po grafu. Ker lahko v vsaki sodi tocki pot na-
daljujemo, se bomo prej ali slej ustavili v drugi 1ihi tocki.
V Se ne prehojenem delu grafa so sedaj vse tocke sode. To ve-
1ja tudi v primeru, ko Ze spoCetka ni v grafu nobene 1ihe toc-
ke. V obeh primerih izberemo poljubno toiko, ki je krajisce 3e
neprehojene povezave in zacnemo potovanje. Ker so vse tocke
sode, bomo potovanje koncali v zacetni toéki - dobljena pot

je cikel. To ponavljamo, dokler ne pokrijemo s cikli ves graf.
Zaradi povezanosti grafa lahko cikle (in pot) zdruZzimo v en
sam cikel (pot). Osnovna zamisel zdruZevanja je prikazana na
sliki 4:

2. cikel
1. cikel
———

ZDRUZIMO

pot pot

Sl.4
S podobnim razmisljanjem je Euler naredil konec brezglavemu
iskanju. Svoja dognanja je objavil v razpravi: Solutio proble-
matis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii Academiae
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Petropolitanae VIII, 1736 (1741), p. 128-140. Naloga o kdnigs-
berskih mostovih ni resljiva, saj ima prirejeni graf Stiri 1i-
he tocke.

Tovrstne naloge srecamo v ugankarskih kotiékih pogosto pod na-
slovom "narisi z eno potezo". Take naloge nam ne bodo veé de-
lale tezav. Kaj pa, ¢e sta v grafu veé kot dve 1ihi tocki? V
najmanj koliko potezah lahko naridemo tak graf? Odgovor daje
izrek:

Povezani graf z 2m 1ihimi tokami lahko pokrijemo (= vsaka
povezava vstopa v neko pot) z m loenimi (= vsaka povezava
vstopa v najvec eno pot) potmi.

Sedaj nam ne bo vec teZzko re3iti naslednjih nekaj nalog:

Naloge:

1. Nari3i graf, doloen z mnoZico tof€k T = {x.y.z.u.v} in mno-
Zico povezav P = {a(zsy), blysv), elviz). duiz), eluiv),
Flusy)s glviv) .

2. Nari3i povezan graf na petih tockah, ki imajo vse krat-
nost 2.

3. Kratnosti petih tofk so zaporedoma 1, 2, 3, 4 in 5. Narisi
graf!

4. V vsakem grafu je sodo mnogo 1ihih toék. DokaZi!

5. Vsakega izmed grafov na sliki 5 nari%i s ¢im manj potezami
(poteza = neprekinjena érta), pri Eemer narises vsako érto
le enkrat:

==l

Sl.5a S1.5b Si. 5¢ v Sl5d
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Med nalogami je tudi Plemljeva uganka (S1. 5b). Anekdoto o
njej si lahko poiscete v enem od preteklih letnikov Preseka.
Pravilni n-kotnik z vsemi diagonalami je pravzaprav graf
nad n tockami (oglis¢i). Ce je n liho Stevilo, ga lahko po
Eulerjevem izreku narisemo v eni potezi. To zna tudi prog-
ram, ki je "narisal" primer tega mnogokotnika za n = 31

(Glej sliko na naslovni strani). Poskusi sam narisati v eni po-
tezi pravilni sedemkotnik z vsemi diagonalami!

RESITVE

{
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Kako nariSemo graf? Naj-
prej nariSemo za vsako toé-
ko po en krogec in ga ozna-
¢imo z njeno oznako. Nato
tocéke poveZemo s povezava-
mi in graf je narisan. V

HO

naSem primeru dobimo

Seveda je slika grafa od-
visna od zacetne razpore-
ditve tofk. Posebnost na-
Sega grafa je tocka =, ki

ni krajisc¢e nobene poveza- 3. ‘Tak graf ne obstaja, ker

ve. je 3tevilo 1ihih to&k v
grafu vedno sodo (glej na-
logo 4).

4. Vsaka povezava ima dve kra-
jisci. Torej je Stevilo
vseh krajisc povezav sodo.
Stevilo vseh krajisc pa
dobimo tudi, e se3tejemo
kratnosti vseh tock. Ker
je vsota soda, mora biti
tudi Stevilo 1ihih &lenov
v tej vsoti sodo.








