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MARTENATIRA

GEOMETRIJSKO SESTEVANJE NEKATERIH
STEVILSKIH VRST

(A) Aristotel v enem od svojih del pi¥e, kako so Pitagorejci znali poiskati
vsoto prvih n lihih $tevil z uporabo geometrije.

Vzemimo kvadrat ABCD sstranico dolfine | AB | = nin ga dopolnimo
do ve&jega kvadrata AB'C’D’ s stranico dolZine | AB’ | = n + 1 (slika 1).
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Slika 1. Plo&ina lika BB'C'D'DC je
enaka razliki plo&in obeh kvadratov.
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Slika 2. Gnomon Ga 5.

Osenceni lik BB'C'D'DC na sliki 1 so Pitagorejci imenovali gnomon.
Bolj splogno je gnomon "8irine” k in dolZine m sestavljen iz dveh pravokot-
nikov z osnovnico k in vi§ino m — k ter kvadrata s stranico k. Oznatili ga
bomo s simbolom Gy _p,.

G, p

Njegova plo¥&ina meri
P(Gk,m) =2mk — k* (1)

In sedaj k nalogi. Vzemimo
kvadrat s stranico dol¥ine 1 (lahko
ga imenujemo tudi gnomon Gj 1)
in mu dodajmo gnomon Gy 3, temu
dodajmo gnomon Gj 3 in tako na-
prej do gnomona Gy . Na ta nacin
smo sestavili kvadrat z osnovnico
dolZine n.

Ker velja zapored: p(Gi11) =
= 1,p(G12) = 3,....p(G1,n) =
= 2n—1, je naloga ¥e refena: 1+
3+..+(@n—-1)=n?
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(B) Z uporabo formule

n(n;- 1) @)

ki je geometri&éno utemeljena na 28. strani P1, lahko izra&unamo tudi vsoto
bolj neobiZajne 3tevilske vrste:

1+4243+...4n=

Sh=1-242-343-44 ... +n-(n+1)

Delimo zgornjo enakost z 2

Sy 1R, BE 3k n-(n+1)

2~ vtttz tet—7—

in za vsak sumand na desni uporabimo formulo (2). Dobimo
52—”=1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+...+n)

Narigimo zdaj pravokotnik ABCD zosnovnico dolZine | AB |= (1+2+...+n)
in vigino (n + 2) in ga razdelimo na pravokotnike, kot kaZe slika 4.
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Slika 4.
Plo&ina pravokotnika ABCD

n(n+1)(n+2)
2

je vsota plo&ine osen&enega lika pod stopnitasto krivuljo

p=1+4+2+..+n)(n+2)=
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pr=1-24+2-343-44 ...+ n(n+1)

in plo&ine lika nad njo

p2=1+(1+2)+(1+2+43)+...+(1+2+...4n)

Zato velja p(ABCD) = S, + %Sn = %Sn. Od tod pa ¥e dobimo iskano
formulo:

n(n+1)(n+2)
3

Z njeno pomotjo lahko najdemo vsoto kvadratov prvih n naravnih &tevil.
Zapi¥emo

$h=1-242-343-44+ .. +n(n+1)=

124234344 ...+n-(n+1)=
=1(1+1)+2(2+1)+3(3+1)+...+n(n+1)=
=(12+22+324+ . +0)+(1+24+34...4n)

in ¥e dobimo

Ll B R "(”"'lg(”"'z)_ ”("; V.

_ n(n+1)2n+1)
6

(C) Za konec izpeljimo %e for-
mulo za vsoto kubov prvih n narav-
nih tevil na na&in, ki ga je v svo-
jem pomembnem delu Fakhri opisal
arabski matematik Alkarkhi na pre-
hodu iz 10. v 11. stoletje.

Naj ima kvadrat ABCD osno-
vnico | AB |= (1+2+ ...+ n).
Razdelimo ga na n gnomonov

T 2 3 TR n Slika 5.



205

G11.G2142.G3142+43. ... Gn1424...4n

Plo&¢ina k-tega gnomona tega zaporedja je po (1) in (2) enaka

k(k + 1)
b

2k k2 = k3

Torej je vsota plo¥in vseh gnomonov ravno vsota kubov prvih n naravnih
stevil.

1
13+23+...+n3:(1+2+...+n)?=["_(%2]7
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