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MATEMATIBA

O STEVILU 13

Vsi dobro vemo, da je 13 nesre¢no Stevilo. (Morda pa prinasa nesreco le
Stevilka 13?) Pa poglejmo na to Stevilo z matemati¢nimi odali. Poskusajmo z
matemati¢no analizo ugotoviti, kaj je tako zlove$&ega in neprijaznega na njem.

Takoj vidimo, da je 13 prastevilo: deljivo je samo z 1 in samim seboj. Sodi
med tista prastevila, ki jih lahko zapiSemo kot vsoto dveh kvadratov

13=22+32

Manjsa prastevila so 2, 3,5, 7 in 11, Med njimi sta 2 in 5 vsoti dveh kvadra-
tov

2= 1 #1%, 5=1%+2

Nikakor pa ne moremo zapisati prastevil 3,7 in 11 v tej obliki. 11 je vsota treh
kvadratov: 11 = 12 + 12 + 32, Pratevilo 7 pa se ne da izraziti niti s tremi
kvadrati temveé le s §tirimi: 7= 1> + 12 + 12 + 22,

Vsako naravno Stevilo, naj bo prastevilo ali sestavljeno, se da zapisati kot
vsota §tirih ali manj kvadratov. Nekatera $tevila so Ze sama kvadrati, npr.
4,9, 16. Med njimi seveda ni prastevil. Nekatera se dajo izraziti kot vsota dveh,
zopet druga kot vsota treh kvadratov. V najslabSem primeru potrebujemo
Stiri kvadrate.

Katera prastevila so vsote dveh kvadratov? PraStevilo p delimo s 4.
Ker so razen $tevila 2 vsa prastevila liha, je ostanek pri delitvi lahko le 1 ali 3.
Ce dobimo ostanek 1, je p vsota dveh kvadratov, &e dobimo ostanek 3, p
ni vsota dveh kvadratov. Ker je 13 = 3.4 + 1, je ostanek pri delitvi s 4 enak 1
in 13 je vsota dveh kvadratov, Prav tako je prastevilo 17 = 4.4 + 1 vsota dveh
kvadratov: 17 = 12 + 42,

Katera praStevila p pa se dajo izraziti z vsoto treh kvadratov? Takole
ugotovimo: Delimo p z 8. Ostanek pri delitvi je zdaj lahko 1, 3, 5 ali 7. Ce
je ostanek 3, se p izraza z vsoto treh kvadratov. Zgled: 19 = 2.8 + 3 in zato
je 19 vsota treh kvadratov 12 + 32 + 32. Ce pa je ostanek pri delitvi 7, se da
p izraziti le z vsoto 4 kvadratov. Ker je 71 = 8.8 + 7, lahko zapisemo 71 kot
vsoto §tirih kvadratov 12 + 3% + 5% + 62, nikakor pa ne kot vsoto treh ali
dveh kvadratov. Kaj pa ostanka 1 in 57 Bralec naj se sam preprita, da dobimo
pri delitvi z 8 ostanek 1 ali 5 natanko tedaj, ko dobimo pri delitvi s 4 ostanek 1.
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Torej pri ostankih 1 in 5 je prastevilo p vsota dveh kvadratov.
Naj bo D naravno §tevilo, ki ni kvadrat. Oglejmo si ena&bo

X2 Pyt = (1)

Zanimajo nas reSitve, kjer sta x in y celi §tevili. Pri D = 2 ima enacba
x%* = 2y® = —1 reditev x = 1, y = 1.Zaman pa bi se trudili, &e bi iskali resitev
enatbe x? — 3y? = —1 v celih Stevilih, Take resitve ni, lzraz x* — 3y? + 1
pri celih $tevilih x in y namreé nikoli ni enak 0. O tem se prepri¢amo, Ce
delimo $tevilo x s 3. Naj bo kvocient pri tej delitvi g. Ostanek pa je lahko 0
(delitev se izide), 1 ali 2. V prvem primeru je x = 3g, vdrugem x=3g+ 1 in
v tretjem x = 3g + 2. V prvem primeru dobimo x% — 3y? +1=9¢% — 3y? +1.
To Stevilo da pri delitvi s 3 ostanek 1 in zato ni enako 0. Podobno obravnava-
mo primera x = 3g+ 1 in x=3g + 2. To naj opravi bralec sam in se tako pre-
pri¢a, da tudi v teh dveh primerih izraz x> — 3y? + 1 ni enak 0.
Pri D= 13 jeenacha

X2 =13yt =— (2)

redljiva. Zado3¢ata ji Stevili x = 18, y = 5. Ta reditev ni edina. Velja namreé
tole: Ce ima enacba (1) reditev x = a, y = b, je njena nadaljnja resitev

x=a® +3ab?D, y=3a’b+b°D 3

Bralec naj se sam prepria o tem s preskusom! Torej ima (2) tudi reSitev
x =123382, y = 6485

Ce izhajamo iz te resitve, dobimo po formuli (3) spet novo reditev. Zato je

reSitev neskonéno.

Resljivost enacbe (2) je posledica dejstva, da je 13 vsota dveh kvadratov.
Ce je namre¢ D pradtevilo p, ima enacba (1) reditev v celih &tevilih X,y
natanko tedaj, ko je p vsota dveh kvadratov.

Naj omenim, da je podobna enacba

x* —Dy* =1 (4)
vselej resljiva v gelih Stevilih. Ima dve ogitni (trivialni) resitvi x =1, y = 0 in
x=-=1,y=0.Ce D nikvadrat, paima (4) poleg teh dveh $e neiteto drugih

reSitev. Bralec naj s preskusom dokaze tole: Ce je x =a,y=b resitev enacbe
(1), potem je

x=a*+bD, y=2ab (5)
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reSitev enacbe (4).

Popolno §tevilo imenujemo naravno Stevilo m, ki je enako vsoti svojih
pravih deliteljev. Pravi delitelji so vsi delitelji Stevila m, ki so manjsi od m.
Najmanjse popolno 3tevilo je 6. Njegovi pravi delitelji so 1, 2 in 3 z vsoto
1 + 2 + 3 =6. Seveda ni nobeno prasitevilo p popolno, saj ima p en sam pravi
delitelj, namre¢ 1. Zato tudi 13 ni popolno 3tevilo. Naslednje popolno stevilo
je 28. Njegovi deliteljiso 1,2,4,7,14zvsoto 1+2+4+7 + 14 = 28,

Pradtevilo p je Fermatovo, e razlika p — 1 nideljiva z nobenim drugim
prafaktorjem kakor z 2. Torej je p — 1 potencaod 2,npr.p — 1=2" in od tod
p = 2" + 1, lzkaze se, da je 27 + 1 praStevilo kve¢jemu tedaj, ko je tudi ekspo-
nent n potenca od 2, 13 ni Fermatovo prastevilo, saj je razlika 13 — 1 =12
deljiva s prafaktorjema 2 in 3. Paé paso 3=2' +1,6=2%2 + 1,17 =2% +1
Fermatova prastevila.

Fermatova prastevila so slavna zaradi povezave s konstrukcijo pravilnih
mnogokotnikov. Gauss je namre¢ dokazal, da se da pravilni mnogokotnik s p
stranicami, kjer je p prastevilo, narisati z ravnilom in Sestilom natanko takrat,
ko je p Fermatovo prastevilo. Zato lahko nariSemo pravilni petkotnik in
sedemnajstkotnik. Pravilnega trinajstkotnika pa prav tako kakor pravilnega
sedemkotnika in enajstkotnika ne moremo narisati samo z ravnilom in Sestilom,

Naravna Stevila a, b, ¢ sestavljajo pitagorejsko trojico, ¢e je med njimi
zveza a® +bh? = ¢, Tedaj sta a in b Kkateti, ¢ pa hipotenuza pravokotnega
trikotnika. Od davnega je npr. znana trojica 3, 4, 5. Ploi¢ina pravokotnega
trikotnika s katetama a in b je enaka p = -%ab.v vsaki pitagorejski trojici
a, b, c¢ je vsaj ena od katet a, b sodo Stevilo. Zato je plo$¢ina takega trikotnika
zmerom celo Stevilo, npr. p = 6 za trikotnik s stranicami 3, 4, 5. Lahko pa se
zgodi, da ima pravokotni trikotnik za ploi¢ino celo Stevilo, ¢eprav njegove
stranice niso cela, temve¢ le racionalna Stevila. Zgled za to je trikotnik s
stranicami

20 41

_-§— = — D o—
a=— b=—3 ¢=—p

Njegova plos¢ina p = 5.

Naravno §tevilo, ki je plo3¢ina kakSnega pravokotnega trikotnika z racional-
nimi stranicami, se imenuje kongruentno Stevilo. Pravkar smo videli, da sta b
in 6 kongruentni Stevili. Dokazali so, da je 5 najmanj$e kongruentno Stevilo;
1, 2, 3 in 4 namre¢ niso kongruentna Stevila. Torej ni pravokotnega trikotnika
z racionalnimi stranicami, ki bi imel plo3¢ino 1.

Ce je n kongruentno §tevilo, ne obstaja samo en pravokotni trikotnik z
racionalnimi stranicami in ploi¢ino n, temvec je takih trikotnikov nesteto.
Tako ima npr. tudi trikotnik

120 1201

=——7— T — =
a 10 b 7 c
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ploi¢ino p = 6.
Poleg 5 in 6 je tudi 7 kongruentno 3tevilo. Pravokotni trikotnik s stranicami

_ 24 _ 35 _ 337

=%+ "2+ w0
ima namre¢ ploséino p =7,

Kaj pa nase $tevilo 13? Je prvo kongruentno $tevilo, ki je veédje od 7, lzmed
Stevil 8,9, 10, 11 in 12 namre¢ nobeno ni kongruentno. Ker je 13 kongruentno
Stevilo, obstaja pravokotni trikotnik z racionalnimi stranicami in s ploééino 13.
Kako bi ga nasli? Poiskati je treba tako pitagorejsko trojico a, b, c, da je plo-
$Cina pripadajocega trikotnika enaka produktu 3tevila 13 in kvadrata nekega
Stevila, tedaj oblike p = 13 s?. Trikotnik z racionalnimi stranicami a/s, b/s,
c¢/s je podoben trikotniku s stranicami a, b, ¢, njegova plo$éina pa je 13.
Vendar je potrebno precej truda, preden najdemo pitagorejsko trojico z nave-
deno lastnostjo. S poskusanjem pridemo tako do trojice

_ 323 p =180 _ 106921

30 ' 323 ° 9690

Bralec naj se sam preprica, da so navedena $tevila stranice pravokotnega trikot-
nika s plo$¢ino 13. Ce ima pri roki Zepni raéunalnik, to ne bo huda naloga.

Lahko bi navedli §e nadaljnje lastnosti $tevila 13. Vendar bi se morali spusti-
ti globlje v teorijo Stevil. Ta teorija namre¢ raziskuje lastnosti naravnih §tevil,
Ze ti zgledi pa povedo, da ima 13 veliko lepih lastnosti in je zato prijazno in
zanimivo Stevilo.

lvan Vidav
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