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FORDOVI KROGI

Na ravnini le¥ita dva enako velika kroga in se dotikata. To naj bosta prva
dva iz drufine Fordovih krogov, ki jo bomo zdaj zgradili. Skupno tangento t
obeh krogov opremimo s koordinatnim sestavom tako, da se je eden od krogov
dotika v to¥ki 0, drugi pa v 1 (toZke na t istovetimo z realnimi Stevili). Tretji
€lan druZine je krog, ki se dotika prvih dveh in tangente t, seveda v to&ki %
Nadaljujmo podobno. Vsakemu paru pridelanih Fordovih krogov Xy in Ko,
ki se dotikata, dodajmo nov krog K, ki se dotika obeh in %e premice t. Tako
dobimo dru¥ino vseh Fordovih krogov.

Slika 1. Najveijih pet Fordovih krogov

Naloga 1. Kako na&rtamo krog K, & imamo dana kroga K1, K2 in
tangento t?

Na opisani nalin postopoma pridemo do vsakega Fordovega kroga, ven-
dar moramo pri tem poznati njegove predhodnike. Seveda je to precej¥nja
ovira, zato bi se ji radi ognili in neposredno spoznali vse kroge. Pa se lotimo
te naloge:

Dva podatka bosta dovolj za Fordov krog: njegov polmer in dotikaliZZe
s premico t. Dolotili ju bomo v nekaj korakih.

Najprej si oglejmo naslednji sploinej3i poloXaj in ga v obliki naloge
postavimo bralcu.
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Naloga 2. Kroga K1 in K2 s polmeroma ry oziroma ry se dotikata
skupne tangente t zaporedoma v tokah Ty in To. Obeh se dotika tretji krog
K s polmerom r, ki ima dotikali¥¢e T s tangento t med totkama Ty in To.
Izrazi z ry in ry polmer r in razdalje d = |[T1T3|, dy = |T1T| in dy = |ToT|.

ReZitev naloge najdete v naslednji 3tevilki, rezultate pa (skoraj v celoti)
razgrnimo kar tu, saj jih bomo takoj potrebovali. Dobimo

d=2/nr, d =2/nr, dy =2/rar (1)

in od tod Ze

nr

= WA+ VAP @

Uporabimo zdaj te formule za izraZun polmerov in dotikalid& (s tangento
t) nekaterih najve¥jih Fordovih krogov. Prva dva imata polmera 1 7 dotikali¥¥i
pa v toZkah 0in 1. Tretji se dotika t v totki 5. njegov polmer pa je po formuli
(2) enak 1. Nasledrua dva sta o&itno enako vellka Z uporabo (2) dobimo
njuna polmera 1g: S pomotjo (1) pa dotikalisgi zin 3 ZabeleZimo §e podatke
nadaljnjih Zestih Fordowh krogov Dva lmata polmer %5, Stirje pa SU Njihova
dotikali¥¥a so v toZkah } T ;{ ter 5 5- 5 in 5 Kaj opazimo 7

Slika 2.
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Polmeri vseh nadtetih krogov so oblike -}—,5 n € IN, ustrezna dotikalii&a
s t pa so okrajfani ulomki oblike 2% z intervala [0,1]. Navedeni primeri to
potrjujejo za najvetje Fordove kroge, zato br? zaslutimo, da je podobno z

vsemi Fordovimi krogi. To obetavno slutnjo oblikujmo v

lzrek 1. Za vsak Fordov krog obstaja tak n € IN, da je polmer kroga
enak 5%5 njegovo dotikalisée s t pa je okraj$ani ulomek oblike =7 z intervala

[0.1].

Bralca vabimo, da se preprita o pravilnosti naslednjega kriterija, ki ga
bomo uporabili pri dokazu izreka 1.

Naloga 3. Naj se Fordova kroga K1 in K2 s polmeroma

1 . 1
= w— ] = —02 (A1, M &
L QnE &y 21'1% ( w1 m

dotikata premice t zaporedoma v tockah-ulomkih
my . my my my
—in —,(— < —/).
m np' " m ny

DokaZi, da se K1 in Ky dotikata med sabo natanko takrat, kadar velja

mony — mynp = 1. (3)

ReZitev naloge preberite v naslednji Stevilki, mi pa zaZnimo z dokazom
izreka:

Krogoma K7 in K3 iz gornje naloge pridruZimo krog K tako kot v drugi
nalogi in izratunajmo njegov polmer r ter dotikali¥Ze x s premico t.

Formula (2) nam da polmer

2 |
riro 2n? 2n2 1
= (v + 1) - (751 +—1-)2 - 2(ny + n2)?’
m na 2

Od tod s pomogjo formule (1) po kratkem raiunu dobimo dotikalis€e

X= %+2‘/qr:
1

Zveza (3) nam x %e poenostavi:

miny+ myny 41
m(n1 + ny)
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_ myny+ myny+ (many —myny)  mp+ my
- ni(m + nz) T om4np

Postavimo
m=my+ m3, n=ny -+ ny

in se prepritajmo, da so dotikalisa &, 22 in I yseh treh krogov okrajani

ulomki. Res, za prva dva to sledi iz zveze (3) (Zakaj?). Ta nam da 3e enakost
mny — mn=mony — min =1,

ki pove, da je tudi tretji ulomek okrajian. Krog K ima potemtakem polmer
2—:',- in se dotika premice t v okrajSanem ulomku 2.

Spomnimo se le ¥e na postopek, s katerim pridobivamo Fordove kroge,
in dokaz izreka je sklenjen.

Ponovno si oglejmo najve&je Fordove kroge in razvrstimo po vrsti dotika-
1

[i¥%a s premico t za vse tiste, katerih polmeri ne presegajo g5:
31 1 12 13 2 34
1'6"4"3'572'5"3"4"5'

Dobili smo nara¥fajofe zaporedje vseh okraj¥anih ulomkov z intervala [0,1],

katerih imenovalci ne presegajo 5. Ker sta sosednja ulomka % in ’—::22 v tem

zaporedju dotikali¥& takih Fordovih krogov, ki se dotikata tudi med sabo,
velja zveza (3). Spet se ne moremo upreti sku¥njavi posplofevanja.

Najprej se ozrimo na splo3na zaporedja ulomkov zgornjega tipa. Imenu-
jemo jih Fareyeval zaporedja. NatanZneje:

2
-

Fareyevo zaporedje F; reda k je naraitajofe zaporedje vseh okraj¥anih
ulomkov z intervala [0,1], katerih imenovalci niso ve&ji od k.

Ulomek 2 je torej v F) natanko takrat, kadar velja 0 < m < n < k in
sta Stevili m, n tuji (pri tem pa je Stevilo 0 tuje le 3tevilu 1). Prej smo torej
zapisali Fareyevo zaporedje Fs, ki nas je pripeljalo k naslednji domnevi. Ker

! Ime ni upraviteno: Farey je namreZ leta 1816 le omenil ta zaporedja in brez dokaza
zapisal njihovo lastnost iz naloge 4, Haros pa je zaporedja obravnaval Ze leta 1802 in tudi
dokazal lastnosti iz izreka 2 in naloge 4.
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bomo videli, da je pravilna, jo strnimo v

lzrek 2. Zaporedna ¢lena T+ in T2, (T4 < T2 ) Fareyevega zaporedja

Fy ustrezata pogoju many — myny = L

Dokaz bomo oprli na dobro znani rezultat, ki pa ga kljub temu kot nalogo
postavimo bralcu.

Naloga 4. DokaZi, da za vsak par tujih celih $tevil m, n obstajata celi
Stevili x, y, ki resita enacbo nx — my = 1.

Zdaj pa k dokazu izreka 2. Ulomek %11- Jje okraj¥an, zato sta Stevili my
in n tuji. lzberimo celi 3tevili x; in y; tako, da velja

mxy—miy1 = 1.
Postavimo

X=X1+pmy, y=y1+pn1,

kjer smo p € Z izbrali tako, da velja ocena

k—n <y<k. (4)
(Zakaj je to moZno?) Potem je

mx—my =1,

Stevili x in y sta tuji, zaradi n; < k in ocene (4) pavella0 < k—n; <y < k.
Od tod sledi, da je

X
—E€Frin-——=——>0. 5
y . Yy ()

PokaZimo, da velja

Ce to ni res, je

in zato
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y m T my' nm T mnp
SeStejmo obe neenakosti in upo3tevajmo oceno (4), pa dobimo

x_ mg 1 1 _

y m T my mm

_Mm +y e k

nimy nmny
PriZli smo v protislovje s (5), torej res velja x = m2 in y = ny. Dokaz izreka
je s tem sklenjen, saj je

.
my

many—minp = mx—my=1.

Posledica. Sosednja &lena Fareyevega zaporedja F z indeksom k > 1
imata razli&na imenovalca.

Dokaz. Enakost, ki ji zado¥Zata sosednja &lena Fareyevega zaporedja
Fi. pove, da sta njuna imenovalca tuja in zato pri k > 1 razlitna.

Eno od zanimivih lastnosti Fareyevih zaporedij razkriva naslednja naloga,
ki jo bo s pomo&jo izreka 1 lahko ugnati:

Naloga 5. Naj b»_odo L, T2 in T3 zaporedni Eleni nekega Fareyevega
zaporedja. Potem velja

my _ m + m3
ny  m+n3
Vrnimo se zdaj k Fordovim krogom. Vemo, da se vsak dotakne premice
t v racionalni to¥ki (ulomku) z intervala [0,1]. Ali velja tudi obratno: Vsaka
racionalna totka z intervala [0,1] na premici t je dotikaliZ€e Fordovega kroga?

Odgovor je pritrdilen in ga vkljugimo v

lzrek 3. DNotikalis€a Fordovih krogov so natanko vse racionalne totke
intervala [0,1] na premici t.

Zaradi izreka 1 zado3ta dokazati, da je vsak okrajsani ulomek &t z
intervala [0,1] dotikalii¥e enega od Fordovih krogov. Dokazovali bomo s
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pomo&jo matematiéne indukcije po n:

Ulomkov % in % se dotikata najveZja Fordova kroga, torej pni n = 1
trditev drZi.

Naj bo zdaj k poljubno naravno 3tevilo, vedje od 1. Predpostavimo, da
trditev velja za n = k — 1, in dokaZimo, da potem velja tudi za n = k.

Naj bo £ poljuben okrajsani ulomek z intervala [0,1]. Seveda je £ &len
Fareyevega zaporedja Fy, razli¢en od 0 in 1. Njegova soseda

)

v Fi imata po posledici izreka 2 imenovalca manj3a od k, zato sta sosednja
Elena Fareyevega zaporedja Fy_1. Po izreku 2 je tedaj many — miny =
= 1, zaradi na¥e predpostavke pa obstajata Fordova kroga Kj in Ko, ki se
zaporedoma dotikata t v totkah %Il in En-zz Naloga 3 pove, da se Ky in K2
dotikata med sabo. lz dokaza izreka 1 zvemo, da se potem Fordov krog K,
ki se dotika K in K2, dotakne premice t v toZki 2tM2 7 yporabo naloge

ny+-nz
§ vidimo, da je :

my my m _ m
m' nm ‘m o om

Shika 3.
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J _ mi+m

k n1+n2'

zato je i— dotikali$Ze Fordovega kroga K s t.
Indukcijski korak je s tem sklenjen, dokaz izreka pa konéan.

DruZino Fordovih krogov smo zgradili iz dveh enako velikih dotikajotih
se krogov, ki sta hkrati njena najve¥ja €lana. Zdaj pa predpostavimo, da
‘zaketna’ kroga Kj in K2, ki se dotikata med sabo, nista enako velika. Prav
tako kot Fordove kroge zgradimo iz Ky in K7 druZino krogov, ki jih imenujmo
posplogeni Fordovi krogi.

V druZini vseh posplofenih Fordovih krogov ni nujno najvefjega kroga.
Seveda nas zanima, kdaj pa tak krog vendarle obstaja. Torej ne bo odve?

Naloga 6. PoisZi potreben in zadosten pogoj za polmera za&etnih krogov

K1 in Ko druZine vseh posploSenih Fordovih krogov, da bo v tej druZini vsaj
en najvedji krog.

Clanek s tem sklenimo, bralca pa vabimo, da razkrije e kak¥no lastnost
posploZenih Fordovih krogov.

Boris Lavri¢





