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FORD OV I KROGI

Na ravnini ležit a dva enako velika kroga in se dotikata. To naj bosta prva
dva iz družine Fordovih krogov. ki jo bomo zdaj zgradili. Skupno tangento t
obeh krogov op remimo s koordi na tn im sestavo m tako, da seje eden od krog ov
dot ika v točki O, drug i pa v 1 (točke na tistovet imo z realnimi števili). Tretji
č l a n druži ne j e krog , ki se do tik a prvih dveh in tangente t , seveda v točki i.
Nadalj uj mo po dobno. Vsakemu pa ru pridela nih Fordovih krogov K I in K 2,
ki se dot ikata, dodaj mo nov krog K, ki se dotika obeh in še premice t . Tako
dobimo družino vseh Fordovih krogov .

Slika 1. Največjih pet Fordovih krogov

Naloga 1. Kako načrtamo krog K , če imamo dana kroga KI. K2 ln

tangento t?

Na opisan i na či n postopom a pridemo do vsakega Fordovega kroga , ven­
dar mo ra mo pri t em po znati njegov e predhodnike . Seveda je to precejšnja
ovira, zato bi se j i radi og nili in neposredno spoznali vse kroge . Pa se loti mo
te naloge:

Dva podatka bosta dovolj za Fordov krog : njegov polmer in dotikališče

s premi co t. Določi li ju bomo v nekaj korakih .
Najp rej si oglej mo nasled nj i splošnej š i položaj in ga v o bliki na loge

postavimo bralc u.
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Naloga 2. Kroga KI in K2 s po/meroma rl oziroma r2 se dotikata

skupne tangente t zaporedoma v točkah TI in T2. Obeh se dotika tretji krog

IC s po/merom '. ki ima dotika/išče T s tangento t med točkama TI in T2.

Izrazi z '1 in r2 po/mer r in razdalje d = ITI T21, dl = ITI TI in d2 = IT2TI.

. Rešitev naloge najdete v naslednji številki, rezultate pa (skoraj v celoti)
razgrnimo kar tu , saj jih bomo takoj potrebovali . Dobimo

(1)

in od tod še

(2)

Uporabimo zdaj te formule za izračun polrnerov in dotikališč (s tangento

t) nekaterih največjih Fordovih krogov. Prva dva imata polmera ~, dotikališči

pa v točkah O in 1. Tretji se dotika t v točki ~, njegov polmer pa je po formuli
(2) enak g. Naslednja dva sta očitno enako velika . Z uporabo (2) dobimo

njuna polmera fs, s pomočjo (1) pa dotikališči ~ in ~ . Zabeležimo še podatke

nadaljnjih šestih Fordovih krogov. Dva imata polmer b .štirje pa to . Njihova

d 'k lišč čk h 1 3 1 2 3 ' 4 K ' . ?oti ala so v to a 4' 4 ter 5" ' 5"' 5" ln 5"' aj opazimo .

o
Slika 2.
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Polme ri vseh naštet ih krogov so oblike 2k, n E IN . ustr ezna dotika l iš č a

s t pa so okraj šani ulom ki oblike ';: z intervala [0,1] . Navedeni primeri to
potrjujejo za največj e Fordove kroge , zato brž zaslutimo, da je podobno z
vsemi Fordovimi krog i. To obetavno slu tnjo oblikujmo v

Izrek 1. Za vsak Fordov krog obs taj a tak n E IN, da je polmer kroga
enak 2k, njego vo dotikališče s t pa j e okrajšani ulomek oblike ';: z intervala
~,~ . .

Bralca vabimo, da se prep riča o pravilnosti naslednjega kriterija , ki ga
bomo uporab ili pri doka zu izreka 1.

Naloga 3. Naj se Fordova kroga KI in K 2 s po/meroma

1. 1 ( 'rtl\
rl = - -2 I n r: = --2' oi . n2 E !l.)

2nl 2n2

dotika ta premice t zaporedom a v točkah-u/omkih

ml . m 2 (ml m2 )
- In- , -< - o
nI · n2 nI n2

Dokaži, da se ICI in K 2 dotikat a m ed sabo natanko takrat. kadar velja

(3)

Rešitev naloge preberite v naslednji šte vilki. mi pa za čnimo z dokazom
izreka:

Krogoma KI in K2 iz gornje naloge pridružimo krog K tako kot v drugi
nalogi in izračunajmo njegov polmer r ter dotikališče x spremico t .

Formula (2) nam da polmer

1

Od tod s pomočjo formule (1) po kratkem ra čunu dobimo dotikališče

ml mInI + mln2 + 1
x = - + 2.jfif = ---"'--=-;-----..::........:::..,--

nI nI (nI + n2)

Zveza (3) nam x še poenostavi :
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Postavimo

m = ml + m2, n = nI + n2

in se prepričajmo , da so dotikališča ~, ~ in IR- vseh treh krogov okrajšani
ulomki . Res, za prva dva to sledi iz zveze (3) (Zakaj?) . Ta nam da še enakost

ki pove, da je tudi tretji ulomek okrajšan . Krog JC ima potemtakem polmer
~ in se dotika premi ce tvokrajšanem ulomku IR .

Spomnimo se le še na postopek, s katerim pridobivamo Fordove krog e,
in dokaz izreka je sklenjen.

Ponovno si oglejmo največje Fordove kroge in razvrstimo po vrsti dotika­
lišča spremico t za vse tiste, katerih polmeri ne presegajo -lri:

o 1 1 1 2 132 341
l ' s' 4' 3' s' 2'S ' 3' 4' s' l '

Dobili smo naraščajoče zaporedje vseh okraj šanih ulomkov z intervala [0,1],
kat erih imenovalci ne presegajo 5. Ker sta sosed nja ulomka ~ in ~ v te m
zaporedju dotikališči takih Fordovih krogov, ki se dotikata tudi med sabo,
velja zveza (3). Sp et se ne moremo upreti skušnjavi posploševanj a.

Najprej se ozrimo na splošna zaporedja ulomkov zgornjega tipa. Imenu­
jemo jih Fareyeva1 zaporedja . Natančneje :

Fareyevo zaporedje:Fk reda k je naraščajoče zaporedje vseh okrajšanih
ulom kov z intervala [0,1], katerih imenovalci niso večji od k .

Ulomek ';: je torej v :Fk natanko takrat , kadar velja O::; m ::; n ::; k in
sta števili m, n tuji (pri tem pa je število O tuje le številu 1) . Prej smo torej
zapi sali Fareyevo zaporedje :Fs, ki nas je pripeljalo k naslednji domnevi . Ker

1 Ime ni upravičeno : Farer je namreč let a 1816 le omenil ta zapor edja in brez dokaza
zapisal njihovo lastnost iz naloge 4, He ros pa je zaporedja obravnaval že leta 1802 in tudi
dok aza l lastnosti iz izre ka 2 in naloge 4. .
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bomo videli, da je pravilna, jo st rnimo v

Izre k 2. Zaporedna člen a ~ in !fi;, (~ < !fi;) Fareyevega zaporedja
Fk ustre ze ta pogoju m2 n I - ml n 2 = 1.

Dokaz bomo oprli na dobro znani rezultat , ki pa ga kljub temu kot nalogo
postavimo bralcu .

Naloga 4. Dokeži, da za vsak par tujih celih števil m, n obstajata celi
šte vili x, y , ki rešita enačbo nx - my =1.

Zdaj pa k dokazu izreka 2. Ulomek ~ j e okrajšan, zato sta štev ili ml

in n I tuji. Izberima celi števili Xl in YI tako , da velja

Postavimo

X = Xl + p m l , Y = YI + pnI ,

kjer sm o p E Z izbrali ta ko, da velja ocena

k - n I < Y ~ k .

(Zakaj je to možno?) Potem je

(4)

šte vili X in y sta tuj i, zaradi nI ~ k in ocene (4) pa velja O~ k -nI < y ~ k .
Od tod sledi, da je

Pokažimo, da velja

Le to ni res, j e

in zato

x . x ml 1
- E:Fk ln - - - = - > O.
y Y nI nl Y

ml m2 x-< - < ­
nI n: Y

(5)
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~ _ m2 > 1 m2 _ ml > 1
Y n2 n2Y n2 nI nln2

Seštejmo obe neenakosti in upoštevajmo oceno (4), pa dobimo

nI + Y . k 1
=-->-->-.

nln2Y nln2Y - nlY

Prišli smo v protislovje s (5). torej res velja x = m2 in Y = ni - Dokaz izreka
je s tem sklenjen, saj je

Posledica. Sosednja člena Fareyevega zaporedja :Fk z indeksom k > 1
imata različna imenovalca.

Dokaz. Enakost. ki ji zadoščata sosednja člena Fareyevega zaporedja
:Fk. pove, da sta njuna imenovalca tuja in zato pri k > 1 različna.

Eno od zanimivih lastnosti Fareyevih zaporedij razkriva naslednja naloga,
ki jo bo s pomočjo izreka 1 lahko ugnati : .

Naloga 5. Naj bodo ~, qg. in ~ zaporedni členi nekega Fareyevega
zaporedja . Potem velja.

m2 ml + m3= ---''----"-
n: nI + n3

Vrnimo se zdaj k Fordovim krogom . Vemo, da se vsak dotakne premice
t v racionalni točki (ulomku) z intervala [0.1]. Ali velja tudi obratno : Vsaka
racionaina točka z intervala [0,1] na premici t je docikališče Fordovega kroga?
Odgovor je pritrdilen in ga vključim..J v

Izrek 3. Dotlkelišče Fordovih krogov so natanko vse racionalne točke

intervala [0,1] na premici t.

Zaradi izreka 1 zadošča doka zati, da je vsak ok rajšani ulomek ':: z
inte rvala [0 ,1] dotikališče ene ga od Fordovih krogov. Dokazovali bomo s
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pomočj o matematičn e indukcije po n :

Ulom kov ~ in t se do t ikata najve čja Fordova krog a , torej pri n = 1
trditev d rži .

Naj bo zd aj k polj ubn o na rav no število , večj e od 1. Predpostavimo , da

tr ditev velja ~a n = k - 1, in dokažimo, da potem velja tudi za n = k ..
Naj bo t po ljuben o kraj ša ni ulo m ek z intervala [0,1]. Seveda je iz člen

Fa reyevega zaporedja :Fk , ra z li čen od O in 1. Njegova soseda

ml . m2 (ml < m 2 )
nI n2 nI n2

v :Fk im at a po posl ed ici izreka 2 imenovalca ma njša od k, za to sta sosednj a
č l en a Fareyevega zaporedj a :Fk- I . Po izreku 2 je tedaj m2nI - m ln2 =
= 1, zarad i naš e predp ostavke pa o bst ajata Fordo va kroga KI in K2, ki se
zap oredoma dotikata t v točkah ~ in !Ji:. Naloga 3 pove , da se KI in K2
doti kata m ed sabo . Iz dokaza izreka 1 zvem o, da se potem Fordov krog K,
ki se dotika KI in K2, do t a kne prem ice t v točki r;:~t~2 . Z uporabo naloge
5 vidimo, da je

Slik a J .






