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ISSN 0351-6652
Letnik 24 (1996/1997)
Številka 1
Strani 48–52

Aleksander Turnšek:

VSOTA POTENC NARAVNIH ŠTEVIL
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111atematika I

VSOTA POTENC NARAVNIH ŠTEVIL

Bralcem je verjetno znana forrnula za vsoto prvih n naravnih števil :

1
1+2 + ... + n= 2"n(n+l) .

Dostikrat srečamo tudi formuli za vsoto kvadratov in kubov:

1
12 + 22+ .. .+ 112 = 6n(n + 1)(2n + 1)

111

13 + 23 + . . . + n 3 = ~n2(n + 1)2.
4

Opazimo, da se vsota prvih n naravnih števil izraža kot polinom druge
stopnje, vsota kvadratov kot po linom tretje stopnje in vsota kubov kot
polinom četrte stopnje. Vsakokrat je vsota polinom spremenljivke n, ka­
terega stopnja je za 1 večja od eksponentov seštevanih potenc prvih n
naravnih števil. V tem prispevku bi radi pokazali, da to ni slučajno,

pokazali pa tudi , kako take formule izpeljemo.

Odvod polinoma

O odvodu polinoma je Presek že pisal v 6. številki letnika 1993-94.
Ponovimo na kratko osnovna pravila.

Polinom ene spremenljivke je izraz oblike

P(x) = (I"X" + (I,, _lXn -I + .. .+ (l IX + (lo.

Če privzamemo, da je prvi koeficient (1" različen od nič, potem število n
imenujemo stopnja polinoma P .

Odvod polinoma P je polinom P', ki ima za ena nižjo stopnjo kot
polinom P. Pravila za odvajanje so naslednja:

(1) Odvod konstantnega polinoma je enak nič.

(2) Odvod potence xk je enak kx k - I .

(3) Odvod vsote polinomov je vsota odvodov. Torej (PI +P2 ) ' = P{+P~.
(4) Odvod s konstanto e pomnoženega polinoma je s to isto konstanto

pomnožen odvod prvotnega polinoma. Torej (eP)' = eP' .
Naj bo d realno število in k naravno število . Potem je izraz (x + d)k

polinom stopnje k . Postavimo še peto pravilo.

(5) Odvod polinoma (x + d)k je enak k(x + d)k-I.
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Poglej m o si zgled račun anj a odvoda: Naj bo P( ;r ) = x2 + 2;r - :3. Z
uporabo zgornj ih pravil izračunajmo odvod po linoma

P (x + d) = (x + d) 2 + 2(x + d) - 3.

Dobimo:

P '(x + d) = ((x + d)2)' + (2(x + d)l) ' - (:3)' =
= 2(x + d) + 2( (;1; + d)1)' - O=

= 2(;1; + d) + 2(x + d)o = 2(;1; + d) + 2.

Sed aj si postavimo to le vprašanj e: Kaj lahko po vem o o po lino rnih
P(x) = (lnXn + ... + (lIX + (lo in Q( x) = bmx m + ... + b1x + bo, če sta
nj una od voda enaka? Po pravilih za odvaj anj e dobimo

n(lnXn -l + ...+ (l I = mbm;1;TTl -l + ...+ bl .

Iz primerj ave stopenj in koeficientov dobimo m = n in (lj = bj za vsak
. j me d 1 in n . Edino za koeficienta (lo in bo ne moremo trditi, da sta
enaka. Torej , če st a orlvoda dv eh polinornov enaka , se ta dva pol inoma
raz likujeta kvečj emu pri konstant.nem členu. Po kaž irn o sedaj izrek :

Izrek. Na j bo d realno št evilo različno od ni č in k naravno število .
Potem obstaja po linom P stopnj e k + 1, tako da velja

P(x + d) - P(x) = (x + d)k .

Dokaz. Dokazovali bomo z indukcijo. Najprej naj bo k = 1. Vze-

. I' () 1 2 1 k" - '1 li I Prnuno po mcm p x = - x + - x + (lo, 'Jer Je št evilo (lo po JU ono. ot cm
2d 2

izračunamo

1 0) 1 1 2 1
p(x + d) - p(;1;) = - (x + d)- + - (x + d) - -,---- x - - ;1; = ;1; + d .

2d 2 2d 2

Torej smo za k = 1 tak polinom že našl i. Denimo , da smo naš li polinom
p(x) = (lkXk + ... + (l 1;1; + (lo stopnje k, tako da velja

p(x + d) - p(x) = (x + d)k-l .
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Po temje aa spet po ljuben, saj se v izrazu p(x +d) -p(x) odšteje. Vzemimo
p olinom

. _ 1 k +1 1 k 1 2
P (x) - --akx + - ak- Ix + .. .+ - al x + aox .

k + 1 k 2

Polinom P je izbran tako, da je njegov odvod enak polinornu p . Potem
je P (x + d) - P (x) po lino m, ka terega odvod je enak p(x + cl) - p(J;) =
= (x + d)k-I . Toda tudi odvod polinoma ~(J: + d)k je enak (x + d)k-I .

Torej se polinoma P (J; + d) - P(;r ) in ~(J; + d)k raz likujeta kvečjemu za

konstantni člen . Tedaj la hko zapišemo

P(x + d) - P(x) = ~ ( x + d)k + c.
k

V dobljeni izraz vstavimo x = - d in dobimo P(O) - P( - d) = c. Nadalje
j e B(O) = Oin

Toda aa imamo še na razpolago, zato ga določimo tako, da bo P (-d) = O.
Potem pa je c = O. Po linom k P je stopnje k + 1 in zanj velja

kP(x + d) - kP (J:) = (J: + d)k .

Indukcijski korak je narejen in dokaz je končan.

V enačbo P(x + d) - P(x) = (x + d)k vstavimo po vrsti J; = a ­
- d, a, a + d, . . . , a + (n - 2)d. Dobimo

P(a) - P(a - d) = ak

P(a + d) - P(a ) = (a + (1)k

P(a + 2d) - P(a + d) = (a + 2d)k

P(a + (n - l )d) - P (a + (n - 2)d) = (a + (n - l)d)k .

Zgornje enačbe seštejemo in dobimo

P(a + (n - 1)d) - P( a - cl) = ak + (a + d)k + ...+ (a + (n - 1)d)k,
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kjer j e po linom P stopnje k + 1. Povejmo še drugače . Formula za vsoto

ak + (a + d)k + ...+ (a + (n - l )d)k

k-tih potenc aritmet ičn ega zapo redj a j e oblike P( a + (71 - 1)d) - P( a - d),
kjer j e P polin om st opnj e k + l . Kak o formulo res izpeljemo, si pog lejmo
na nekaj primerih .

Izp eljimo formulo za vso to 12 + 32+ ...+ (271 - 1)2. Tukaj j e a = 1
in tl = 2. Vzem imo polin om P(x ) = a3:1;3 + a2:1:2 + al x + aa st opnj e :3 in
zapišim o

12 + 32 + ...+ (2n - 1)2 = P (2n - 1) - P(-I ) =
= a3(2n - 1)3 + (I 2(2n - 1)2 + ad2 n - 1) + (lo + «a - a2 + a l - aa.

V zgornj o enač bo vstavimo n = 1,2 , 3 in dobimo sist em enačb

2a3 + 2al = 1

28a3 + 8a2 + 1(1 1 = 10

126a3 + 24a2+ 6a l = 35 .

Iz pr ve en ač be izrazim o al = ~ (1 - 2(3) in ga vstav imo v preostali dve

enačb i . Dobi mo enačb i

24a3 + 8a2 = 8

120a3 + 24a2 = 32 .

Postoparno enako kot pr ej. Iz prve en ačbe izr azimo (12 = 1 - :3 a3 in

vs tavirno v drugo . Dob im o enačbo 48a3 = 8. Torej j e a3 = ~ . Nad alj e j e

1 . 1 Tk ' li l' ca2 = "2 111 al = 3" ' il '0 srno izpe Ja I formulo

2 2 . 2 l . 3 I . 2 1 , 1111 + 3 + . . .+(2n - 1) = - (2 n - 1) + - (2n- 1) + -(211 - 1) + - - - + - =
6 2 :3 6 2 3

4 3 1 l . .= - n - -n = - n (2n - 1)(271 + 1).
:3 :3 :3

Tudi formulo za vsot o potenc nar avnih št evil izp eljemo enako. Po
zgornjih ugotovitvah j e

l k + 2k + ...+ nk = P(n) - P(O) ,



Ix pnre en&be dobiio ax = I - as. Vstsvimo v drqp mailbo in dobiio 
1 

2cc~ = 1.Torej je at = a1 = - in 
2 




