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48 Matematika

VSOTA POTENC NARAVNIH STEVIL

Bralcem je verjetno znana formula za vsoto prvih n naravnih Stevil:

1424...4+n= én(n-ﬁ- T
Dostikrat sre¢amo tudi formuli za vsoto kvadratov in kubov:
1F 0% obnt = %n(n +1)(2n+1)
in
Bl e ontn® = inZ(n + 153

Opazimo, da se vsota prvih n naravnih stevil izraza kot polinom druge
stopnje, vsota kvadratov kot polinom tretje stopnje in vsota kubov kot
polinom éetrte stopnje. Vsakokrat je vsota polinom spremenljivke n, ka-
terega stopnja je za 1 vecja od eksponentov seitevanih potenc prvih n
naravnih Stevil. V tem prispevku bi radi pokazali, da to ni sluéajno,
pokazali pa tudi, kako take formule izpeljemo.

Odvod polinoma

O odvodu polinoma je Presek Ze pisal v 6. stevilki letnika 1993-94.
Ponovimo na kratko osnovna pravila.
Polinom ene spremenljivke je izraz oblike

P(z) = apz" + 12 4. . +aje+ ag.

Ce privzamemo, da je prvi koeficient a, razlicen od ni¢, potem Stevilo n
imenujemo stopnja polinoma P.

Odvod polinoma P je polinom P/, ki ima za ena nizZjo stopnjo kot
polinom P. Pravila za odvajanje so naslednja:
(1) Odvod konstantnega polinoma je enak nié.
2) Odvod potence z* je enak kz*~1.
3) Odvod vsote polinomov je vsota odvodov. Torej (Py+P2)' = P{+ Ps.
4) Odvod s konstanto ¢ pomnoZenega polinoma je s to isto konstanto

pomnoZzen odvod prvotnega polinoma. Torej (eP) = eP’.

— p—

Naj bo d realno stevilo in k naravno stevilo. Potem je izraz (x + d)*
polinom stopnje k. Postavimo Se peto pravilo.

(5) Odvod polinoma (z + d)* je enak k(z + d)*~1.



Matematika 49

Poglejmo si zgled raéunanja odvoda: Naj bo P(z) = 2?42z —3. Z
uporabo zgornjih pravil izracunajmo odvod polinoma

Plz +d)= (2 + d)? +2(x+d) — 3.
Dobimo:

Pla+d) = ((@+d)?) + @ +d)!) - (3) =
=2z +d)+2((z+d)") -0=
=2z+d)+2(x+d)° =2(x+d) +2
Sedaj si postavimo tole vprasanje: Kaj lahko povemo o polinomih

P(z) = apz"™ + ...+ a1z + ap in Q(z) = bypz™ + ...+ bz + by, ce sta
njuna odvoda enaka? Po pravilih za odvajanje dobimo

nanz® "t 4o ar =mbme™ L ..+ B4

Iz primerjave stopenj in koeficientov dobimo m = n in aj = b; za vsak
J med 1 in n. Edino za koeficienta ag in by ne moremo trditi, da sta
enaka. Torej, ce sta odvoda dveh polinomov enaka, se ta dva polinoma
razlikujeta kvedjemn pri konstantnem élenu. Pokazimo sedaj izrek:

Izrek. Naj bo d realno stevilo razliéno od nié in k naravno stevilo.
Potem obstaja polinom P stopnje k + 1, tako da velja

P(z+d) — P(z) = (= + d)*.

Dokaz. Dokazovali bomo z indukeijo. Najprej naj bo k = 1. Vze-

! 7 1 o : ;
mimo polinom p(x) = —a° + —z + ao, kjer je stevilo ag poljubno. Potem
2d° T3 !

izracunamo

I 5 1 1 I
ple+d) — p(z) = %(L +d)* + E(T +d) — ﬂ.‘cz —3¢=2 + d.

Torej smo za k = | tak polinom Ze nasli. Denimo, da smo nasli polinom
p(z) = axz® + ...+ aya + ag stopnje k, tako da velja

p(z+d) — p(z) = (2 + d)*~L.
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Potem je ag spet poljuben, saj se v izrazu p(a+d)—p(z) odéteje. Vzemimo
polinom

1 : |
P(z) = aka:k"'] + —ak_l;-:‘t‘ + ...+ §u1z2 + apz.

k+1 k

Polinom P je izbran tako, da je njegov odvod enak polinommu p. Potem
je P(z + d) — P(z) polinom, katerega odvod je enak p(z + d) — p(z) =

= (¢ + d)¥~1. Toda tudi odvod polinoma %(.{ + d)* je enak (z + d)*1.

Torej se polinoma P(z + d) — P(x) in E(a: + d)* razlikujeta kvecjemu za

konstantni ¢len. Tedaj lahko zapiSemo

P(z+d)— P(z) = %(x Ak e

V dobljeni izraz vstavimo # = —d in dobimo P(0) — P(—d) = ¢. Nadalje
je B(0)=0in
P(—d) = k-i- lu;,(—d’)“‘1 + ia;‘._l(—d)""} +.ot .lrnd? — apd.

k 2

Toda ap imamo Se na razpolago, zato ga dolo¢imo tako, da bo P(—d) = 0.
Potem pa je ¢ = 0. Polinom kP je stopnje k + 1 in zanj velja

kP(z+d) — kP(z) = (z + d)*.
Indukeijski korak je narejen in dokaz je koncan.

V enacho P(z + d) — P(z) = (x 4 d)* vstavimo po vrsti 2 = a —
—d,a,a+d,...,a+ (n— 2)d. Dobimo

P(a) — P(a —d) = d*
P(a+ d) — P(a) = (a + &)F
P(a+2d) — P(a+d) = (a + 2d)*

Pla+ (n—1)d) — P(a+ (n —2)d) = (a4 (n = 1)d)*.
Zgornje enacbe seitejemo in dobimo

Pla+(n—1)d)—Pla—d)=a* 4+ (a+d)* + ...+ (a + (n = 1)d)*,
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kjer je polinom P stopnje k + 1. Povejmo Se drugace. Formula za vsoto
a4+ (a+d)f+...4 (a+ (n—1)d)*

k-tih potenc aritmeticnega zaporedja je oblike P(a+ (n—1)d) — P(a —d),
kjer je P polinom stopnje k 4+ 1. Kako formulo res izpeljemo, si poglejimo
na nekaj primerih.

Izpeljimo formulo za vsoto 1 +3% + ...+ (2n — 1), Tukaj je a =1
in d = 2. Vzemimo polinom P(z) = agz® + asz® + a & + ap stopnje 3 in
zapisimo

124324...+(2n-1)2=P@2n-1)- P(-1) =
= az(2n —1)® +a2(2n — 1)2 + a1 (2n — 1) + ap + a3 — az + a1 — ao.

V zgornjo enacbo vstavimo n = 1,2, 3 in dobimo sistem enach
2a3 + 2a; = 1
28as + 8ag 4+ 4a; = 10
126as 4 24ag + 6a; = 35.

B 1 . . x
Iz prve enacbe izrazimo a; = §[1 — 2a3) in ga vstavimo v preostali dve
enacbi. Dobimo enachi
24as + Bay = 8
120a3 + 24ay; = 32.

Postopamo enako kot prej. Iz prve enacbe izrazimo as = | — 3agz in

: . 2% 1 Y
vstavimo v drugo. Dobimo enaébo 48a3 = 8. Torej je az = 5 Nadalje je

3

[ 1 PR
a=gzina = 3. Tako smo izpeljali formulo
BT, i A4 (2n— 1)2 — —]~(2n— 1}3+-I-—(‘2n— 1)3+ l(‘271— l)+l— 1+l =

6 2 3 6 2 3
4 1 E..z
= §n3 —gh= q”(??l —1)(2n + 1).

Tudi formulo za vsoto potenc naravnih stevil izpeljemo enako. Po
zgornjih ugotovitvah je

1¥ + 28 4 ... 4 n* = P(n) — P(0),
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saj je a = d = 1, stopnja polinoma P pa je enaka k 4+ 1. Ce zapisemo
P(z) = agp12* T + ...+ ayz + ag, je

2k 4af= ak+1nk+1 + ...+ an.

V enacbo vstavimo po vrsti n = 1,2,...,k+ 1 in dobimo k 4 1 enach za
k + 1 neznank.

Za primer k = 1 dobimo enacbi
as+a; =1 in das + 2a; = 3,

1z prve enacbe dobimo a; = 1 — as. Vstavimo v drugo enacbo in dobimo
- 1,
2as = 1.Torej je ag = a; = 3 in
1 1 1
2
—n‘4+-n=-n(n+1
2 2 2 ( )
dobro znana formula za vsoto prvilh n naravnih stevil.
Enako izrac¢unamo formule za vsote vigjih potenc naravnih Stevil.
Formuli za vsoto kvadratov in kubov smo navedli ze na zacetku prispevka.
Formuli za vsoto ¢etrtih in petih potenc pa se glasita

#4284+t = %n(n +1)(2n4+ )30 +3n—1)
in
54284...4a%= %na(n +1)3(2n% 4+ 2n - 1).
Aleksej Turnsek





