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Einleitung.

Korper, Flachen, Linien und Punkte.
§ 1. Korper. Anschauungsmittel: e in Ziegel.
Der Ziegel nimmt einen Kaiim ein. Dieser Raum ist nach allen

Seiten liin begrenzt. Ein allseitig begrenzter Raum heibt ein
Korper. Jeden Korper kann man sich aus Teilen, die wieder Korper
sein miissen, bestehend denken; er ist also eine Grobe u. zw. eine
RaumgroBe, weil er sich im Raume ausdehnt.

Ein Korper, wie er in der VVirklichkeit vorkommt, z. B. dieser Ziegel, dieser
Tisch, dieser Hut . .. besitzt aufšer der Eigenschaft, einen Raum einzunehmen, noeh
versehiedene andere Merkmale, als: Stoff, Farbe, Hiirte, Gervicht u. dergl. Ein
solcher Korper heifit ein physiseher Korper. Denkt man sich von einem pliy-
sisehen Korper alle anderen Eigensehaften hinweg und betrachtet an ihm nur den
Raum, den er einnimmt, so hat man die Vorstellung eines geometrischen
Korper s. Der Ziegel ist nach drei Riehtungen ausgedelmt: von links naeh
r e c h t s (L ii n g e), von v o r n nach h i n t e n (B r e i t e), von unten nach o b e n (H ii h e).

Im allgemeinen pflegt man an Kdrpern die grbfite Ausdehnung als Lange
zu bezeichnen.

Ein Korper hat drei Ausdehnungen oder Dimensionen:
Lange, Breite und Ho h e (Dicke oder Tiefe).

Zeiget an verschiedenen Korpern des Sehulzimmers die drei Ausdehnungen!
Welcher Ausdehnung entspricht die Bezeichnung tief, kurz, schmal? Wann nennt
man einen Korper d i c k, d ii n n?

§ 2. Flachen. Die Gestalt eines Korpers hangt von seiner Be-
grenzung ab. Die Gr en z en des Korpers heiben Flachen.

Der Ziegel hat eine obere und untere, eine rechte und linke, eine
vordere und hintere Flache.

Die untere Flache heibt Gr und-, die obere Deckflaehe, die
anderen vier Flachen heiBen Seitenflachen.

Jede Flache des Ziegels ist nach zwei Riehtungen ausgedehnt, z. B.
die vordere von links nach rechts und von unten nach oben usw.

Eine Flache hat nur zwei Ausdehnungen: Lange und
Breite. Sie ist je nach ihrer Lage lan g und breit, oder lang und
hoch, oder breit und hoch.

Zeiget und benennet diese z vvei Ausdehnungen an Gegenštiinden im Schulzimmer!
§ 3. Linien. Jede Flache des Ziegels wird von Linien (Kanten)

eingeschlossen. Die Linien sind also die Grenzen der Flachen.
VVieviel Linien gibt es an dem Ziegel? Gebet die Lange der Ziegelkanten

in dni an!
Die Linien dehnen sich nur nach e i n e r Richtung aus, z. B. die vordere

obere von links nach rechts, die linke hintere von oben nach unten usw.
1*
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Eine Linie hat nur eine Ausdehnung, die Lange.
§ 4. Punkte. Jede Kante des Ziegels wird von zwei Eckpunkten

begrenzt. Die Grenzen der Linien heiBen Punkte.
Zahlet die Eekpunkte am Ziegel! Beurteilet, ob der Punkt eine Grdfie hat?

Ist ein Punkt olme Linie, eine Linie ohne Flache, eine Flache ohne Korper denkbar?
Da Korper, Flachen und Linien eine Ausdehnung besitzen, tverden

sie auch Raumgrolien genannt. Der Punkt hat keine Ausdehnung
und ist daher auch keine RaumgroBe.

Punkte, Linien, Flachen und Korper nennt man Raumgebilde.

Entstehung und Einteilung der Linien, Flachen und Korper.
§ 5. Die geometrischen Gebilde kann man sicli durch Bewegung

erzeugt denken. Wenn sich ein Punkt fortbewegt, so beschreibt er
eine Linie.

Die Linien teilt man in gerade und krumme ein. Je nachdem
der Punkt eine gerade oder krumme Linie beschreibt, sagt man, er be-
halte wahrend der Bewegung seine Eichtung bei oder er andere sie
fortwahrend. Jede Gerade gibt zwei entgegengesetzte Richtungen an.

Eine aus Geraden zusammengesetzte Linie wird eine gebrochene
Linie oder ein Linienzug genannt; eine gemisehte Linie ist aus
geraden und krummen Linien zusammengesetzt.

Veranschaulichung an Gegenstanden und dureh Zeichnen an der Schultafel!

§ 6. Wenn sich eine Linie im Raume in einer anderen Richtung
als in der ihrer Verlangerung fortbewegt, so beschreibt sie eine Flache.

Versinnlichung dieser Bewegung mittelst eines Stiibehens oder Drahtes!
Die Flachen teilt man in ebene und krumme ein. In einer

Ebene lassen sich nach allen beliebigen Richtungen gerade Linien ziehen.
(Flache des Wiirfels, der Tafel, des Tisches.)
Eine Flache, von der kein Teil eben ist, wird eine krumme Flache

genannt (z. B. Flache einer Walze, eines Kegels, einer Kugel, eines
Eies). In krummen Flachen kann man gerade Linien nicht nach allen
Richtungen hin ziehen.

Die Untersuchung, ob eine Flache eben ist oder nicht, kann auf mechanisehem
Wege durch das Anlegen der Kante eines Lineals erfolgen.

§ 7. Wenn sich eine Flache in einer anderen Richtung als in
der ihrer Erweiterung fortbewegt, so entsteht ein Korper.

Versinnlichung dieser Bewegung mittelst eines Papierblattes!
Die Korper teilt man in eckige und runde ein. Ein Korper,

der von lauter ebenen Flachen begrenzt wird, heiBt ein eckiger oder
ebenflachiger Korper (z. B. das Prisma, der Wurfel, die Pyramide).
Ein Korper, der bloB von krummen oder teils von ebenen, teils von
krummen Flachen begrenzt wird, heiBt ein runder oder krumm-
flachiger Korper (z. B. der Zylinder, der Ivegel, die Kugel).
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Em bevvegter Korper erzeugt in jedem Fali e wieder einen Korper.
Betrachte die Modelle der geometrischen Grundkorper und gib bei jedem der-

selben an, \vieviele Punkte, wieviele und was ftlr Linien, vvieviele und was fiir
Fliichen daran vorkommen; bestimme, ob der Korper ein eckiger oder ein runderist!

GroBe und Gestalt der RaumgroBen.
§ 8. Bei jeder Raumgrofle nimmt man insbesondere auf zwei Eigen-

schaften Riieksicht, auf die GroBe und auf die Gestalt oder Form.
Zwei RaumgroBen konnen verschiedene Gestalt, aber gleiche GroBe

haben. So kann eine krumme Linie dieselbe Lange haben wie eine
gerade; eine rund begrenzte Wiese kann ebensoviel Flacheninhalt besitzen
wie eine viereckige; in diesem Falle ist also die Gestalt verschieden, die
GroBe gleich. RaumgroBen, welche dieselbe GroBe haben, heiflen
gleich. Das Zeiehen der Gleichheit ist =.

Umgekehrt konnen zwei RaumgroBen dieselbe Gestalt haben, wahrend
sie sich in der GroBe unterscheiden; z. B. zwei Kreise oder zwei Wiirfel,
die verschiedene GroBen haben. RaumgroBen, welche dieselbe Gestalt
haben, heiBen ahnlich. Das Zeiehen der Ahnlichkeit ist CV).

Dieses Zeiehen stellt eigentlieh ein liegendes S vor, den Anfangsbuchstaben
des lateinischen Wortes: similitudo, d. h. Ahnlichkeit.

RaumgroBen, welche dieselbe GroBe und dieselbe Gestalt
haben, heiBen kongruent. Z\vischen zwei kongruenten GroBen wird, da
sie gleich »und ahnlich sind, das Zeiehen gesetzt. Zwei kongruente
RaumgroBen unterscheiden sich nur durch den Ort, an dem sie sich
befinden; sie miissen daher, wenn die eine durch Verschieben oder Um-
wenden an die Stelle der andern gelegt wird, einander vollstandig decken.

Geometrie und ihre Einteilung.
§ 9. Die Lehre von den RaumgroBen wird Geometrie genannt.
Das Wort Geometrie stammt aus dem Griechischen und heiBt

wortlich Erd- oder Landmessung. Die ersten Anfange der Landmessung
flnden wir im alten Agypten, wo nach den alljahrlich wiederkehrenden
tjberschwemmungen des Nils die durch das Wasser und den Schlamm
verwischten Grenzen der einzelnen Grundstiicke durch Messung seitens
der Priester wieder sichergestellt wurden. Au^ diesen Messungen hat sich
nach und nach die Geometrie als Wissenschaft entwiekelt, die namentlich
bei den alten Griechen in hohen Ehren stand.

Sie zerfallt in zwei Hauptteilein die Planimetrie und in die
Stereometrie. Die Planimetrie handelt von jenen Raumgebilden, die
in einer und derselben Ebene liegen; die Stereometrie aber besehaftigt
sich mit jenen Raumgebilden, die sich nicht in einer und derselben
Ebene, sondern im dreifaeh ausgedehnten Raume befinden.
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Planimetrie.
A.

|. Punkt, gerade Linie, Winkel und Kreislinie.
1. Punkte.

Darstellung der Punkte und ihre gegenseitige Lage.
§ 10. Bin Punkt kann, da er weder Lange, noch Breite, noch

Dicke besitzt, nicht gesehen, sondern nur gedacht werden. Um die
Stelle, wo man sich
einen Punkt denkt, dem ^
Auge siehtbar zu m%;
chen, bringt man dort
mit dem Bleistifte, mit
der Feder oder Kreide H
einen Tupfen, ein Rin- j
gelclien, ein Sternchen
u. a, an. Diese sind jedoch nicht \virkliche Punkte, sie sind nur Zeichen
der Punkte.

Ein Punkt wird dadurch benannt, daB man zu dem ihn versinn-
lichenden Zeichen einen Buchstaben oder eine Ziffer setzt; man sagt:
der Punkt a, der Punkt 1, der Punkt A usw.

Die den Punkt benennenden Ziffern oder Buchstaben sollen nicht in, sondern
neben das Zeichen (Ringelchen) gesetzt werden (Fig. 1).

Zwei Punkte konnen entweder nebeneinander, oder gerade
iibereinander, oder schrag oberlialb- oder unterhalbein-
ander liegen.

Ubung im Zeiehnen von Punkten in diesen Lagen!

2. Gerade Linien.
Bestimmung und Darstellung der Geraden.

§ 11. Durch einen Punkt lassen sich unziihlig viele gerade Linien
in allen moglichen Riehtungen ziehen. Wie viele Gerade lassen sich
durch zwei Punkte ziehen? Welche ist die kiirzeste Verbindungs-
linie zweier Punkte?

Grundsatze von der Geraden: 1. Durch zwei Punkte ist
nur eine Gerade moglich, oder die Lage einer Geraden im Raume
ist durch z\vei Punkte bestimmt. 2. Die Gerade ist die kiirzeste
Linie zwischen zwei Punkten.

Zwei Gerade, die zwei Punkte gemeinschaftlich haben, fallen zu-
sammen und bilden eine einzige Gerade.

2
©

Fig. 1.
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Wie priift man die Richtigkeit eines Lineals?
Zwei voneinander verschiedene Gerade konnen nur einen Punkt

gemeinsam haben. Man sagt: sie schneiden (trefEen) einander in diesem
Punkte; der gemeinsame Punkt heiBt ihr Schnittpunkt (Durch-
schnittspunkt).

§ 12, Die unbegrenzte Gerade xi) (in Fig. 2) wird durch j eden
in ihr liegenden Punkt (o) in zwei halbbegrenzte Gerade oder
Strahlen zerlegt (ox und oy in Fig. 2), die von diesem Punkte aus

Fig. 2.
A B

naeh entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt sind (Sonnenstrahlen). Eine
durch zwei Punkte ganz begrenzte Gerade heiBt Strecke (AB in
Fig. 2); die beiden Grenzpunkte nennt man ihre Endpunkte.

Die Strecke zwischen zwei Punkten ist die kiirzeste Linie, die
zwischen den zwei Punkten gezogen werden kann; sie bestimmt daher
die Entfernung oder den Abstand derselben.

Ein Strahi wird durch den Grenzpunkt und einen zvreiten in ihm
liegenden Punkt, eine Strecke durch ihre Endpunkte bezeichnet.

§ 13, Darstellung der Linie. Die gezeichneten Linien sind keine
wirklichen Linien, sondern nur ihre Zeichen und heiBen v o 11 e, punk-
tierte, gestrichelte oder gestrichelt punktierte, je nachdeni
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sie oline Unterbrcchung, oder durch Punkte, oder durch Striche und
Punkte dergestellt sind. (Fig. 3.)

Zum geometrischen Zeichnen der Linien bedient man sich des
Lineals, der ReiBschiene, des Dreieckes nnd des Zirkels. Auf dem Papiere
werden iiblich (konventionell) bezeichnet: a) Gegebene Linien durch
feine volle Linien; b) Hilfs- oder Erklarungslinien durch sehr
feine volle, oder gestrichelte, oder punktierte Linien; c) gefundene
Linien (Resultatslinien) durch starke volle oder strich-punktierte Linien;
d) MaB- oder Kotenlinien mit roter Tinte durch feine volle Linien.
Es ist wirksam, die Hilfs- oder Erklarungslinien mit blassem Tusche
auszufiihren.

Parallele und nichtparallele Gerade.
§ 14 . Erklarungen. Die zwei Geraden AB und CJ) (Fig. 4)

treffen, hinreichend verlangert, in einem Punkte S zusammen; man sagt,
sie konvergieren (laufen zusammen) gegen ihren Schnittpunkt und
divergieren (laufen auseinander) nach der anderen Seite hin.

Um ihre gegenseitige Lage
zu beurteilen, schneiden wir
beide Gerade durch die Gerade A .
G. Drehen wir die Gerade AB
um M (Modeli!), so \vandert der
Schnittpunkt S iiber Sx und S2
nach rechts, und die Gerade AB

Fig. 4.

^ A AmuB endlich in eine Lage A‘B‘ /
kommen, in der sie, wenn aueh
noch so weit verlangert, die Gerade CD nicht mehr schneidet. Solche Gerade
heiBen dann gleichlaufend oder parallel; man schreibt A‘B‘\\CD.

Aus der Vorstellung der Parallelen ergibt sich die Eichtigkeit des
folgenden Satzes:

Grundsatz von den Parallelen: Durch einen Punkt auBer-
halb einer Geraden kann man zu d.ieser nur eine Parallele
ziehen.

AB und CD sind konvergierend, BA und D C divergierend.
Konvergierende Gerade haben immer einen gemeinschaftlichen Dureh-
schnittspunkt, aber auch nur einen einzigen.

Lotrechte, vvagrechte und schrage Gerade.
§ 15 . L Eine Gerade (Fig. 5), welche die Richtung eines Bleilotes

oder Senkbleies, d. i. eines freihangenden, durch eine Bleikugel ge-
spannten Fadens hat, heiBt lotrecht oder vertikal. Ein freifallender
Korper fallt in lotrechter Richtung.
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Wird durch eine vertikale Gerade eine Ebene gelegt, so heifit diese
eine Vertikal-Ebene.

2. Eine Gerade, wel-
clie die Richtung eines anf
beiden Seiten gleichbe-
lasteten Wagebalkens oder
eines auf dem ruhigen
Wasserspiegel schvvimmen-
den Stabchens hat, heifit
wagrecht, wasserrecht
oder horizontal.

Eine Ebene, in der
sich nach allen Richtungen
horizontale Gerade ziehen
lassen, heifit eine Horizontal-Ebene; z. B. die Oberflache des Wassers,
die Bodenflache eines Zimmers.

3. Eine gerade Linie, die weder lotrecht noch wagrecht ist, heifit sch rag.

Pig. 5.

h <_(cr
o h
E \-
(Of

G\-

Fig. 6.
-\ BHD)
H D
J F

Vergleichung der Strecken.
§ 16. Um zwei Strecken AB and CD (Eig. 6) nach ihrer Lange

zu vergleichen, lege man die eine, GB, so auf die andere, AB, dafi ihr
Anfangspunkt G auf A zu liegen kommt.
Fallen dann die Endpunkte D und B eben-
falls zusammen, so sind die beiden Strecken
gleich; AB — CB. Fallen aber die anderen
Endpunkte der beiden Strecken nicht zu¬
sammen, so sind die Strecken ungleich, wie
EF und GH; von diesen ist GH die kleinere,
denn ihr zvveiter Endpunkt H fallt zwischen die Endpunkte der anderen
Strecke EF. Man schreibt entweder GH<C.EF oder EFy> GH.

Wenn zwei Strecken gleich sind, mufi man sich dieselben auch so
vorstellen konnen, dafi sie, aufeinander gelegt, sich decken.

Aufgabe:
Eine gegebene Strecke a = 65 mm zu iibertragen, d. h. eine Strecke zu

konstruieren, die der gegebenen gleich ist.
Zur Vergleichung und zum fjbertragen von Strecken dient der Zirkel.

(H)
-I H

Rechnen mit Strecken.
§ 17. So wie mit Zahlen lassen sich auch mit Strecken (Raum-

grofien) die Grundrechnungsarten ausfuhren.
1. Die Strecken a und b werden mittelst Zeichnung (graphisch)

addiert, indem man dieselben auf einer Geraden A C nebeneinander
(wie in Fig. 7) auftragt; a -j- b — A C.
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Die Streeke A C heifit die Summe der beiden Strecken a und b.
2. Von einer Streeke a (Fig. 7) wird eine zweite b subtrahiert,

F b 3. Wird eine Streeke b mehr-
G\--—H—■-j--—H—- \ L mals z. B. 4-mal auf einer Geraden

naeheinander aufgetragen, so erhalt
man eine Streeke GL, die ein Vielfaches (in Fig. 7 das 4-fache) der
Streeke b genannt wird.

4 . b= GL oder b . 4 = GL.
GJ ist das Zweifache von b ; GJ—2.b.
GK ist das Dreifacbe von b; GK—d . b.

4. Umgekehrt ist b die Halfte von GJ, ein Drittel von GK,
und ein Viertel von GL; in Zeichen:

b — GH=\. GJ=\. GK=\. GL.
Die Streeke b ist ein ali qu o ter Teil einer der Strecken GJ,

Gifund GL.
Das Teil e n einer Streeke kann versuchsweise mit dem Zirkel oder

auch mittels Konstruktion geschehen. — Eine Streeke halbieren heifit,
sie in zwei gleiche Strecken teilen; der Teilungspunkt wird die Mitte
oder der Halbierungspunkt der Streeke genannt.

5. Eine Streeke GL messen heifit untersuchen, wievielmal eine
als Langeneinheit angenommene Streeke b in der gegebenen enthalten
ist. Die Zahl 4, die dies angibt, ist die Mafizahl der gemessenen
Streeke: die Streeke b ist in der Streeke GL 4-mal enthalten.

Die Einheit des LangenmaBes ist das Meter (m), das in 10 Dezi-
meter (dni) a 10 Zentimeter (eni) a 10 Millimeter (mm) eingeteilt
wird. 1000 Meter = 1 Kilometer (km), 10 K i 1 o m e t e r = J M y r i a-
meter (jum). 1 m ist der 10 millionste Teil eines Erdmeridianquadranten.

Zum Messen der L ang e n dienen Štabe von Holz oder Metali,
worauf eine oder mehrere Langeneinheiten nebst den TJnterteilungen

Fig. 8.

aufgetragen sind; sie heifien MaBstabe. Fig. 8 stellt die Lange eines
Dezimeters mit dessen Einteilung in Zentimeter und Millimeter vor.
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Die durch Messen gefundene Lange der Strecke wird als MaBzahl
(Kote) beigesetzt (Fig. 9). K g

Anfangern ist anzuraten, dafi sie
zur Ubung des Augenmafles ver-
schiedene Langen zuerst annaherungs-
weise mit dem Auge abschiitzen
und dann mit dem Mafistabe genau
messen. Wegstrecken milit man
annahernd aueh durch Schritte, rvobei
13 Schritte = 10 m, also 1 km = 1300
Schritte angenoinmen werden.

Ubung im Kotieren gegebener
Strecken. 1

Ist keine andere Mafibenennung
beigesetzt, so bedeutet die Kote stets mm.

Zeichnen von Strecken von be-
stimmter Lange und Kotieren derselben.

Aufgaben:
Die folgenden Aufgaben sind sowohl mittels des Zirkels, als auch mittels

des Mafist-abes auszufuhren.
1. Auf der Geraden Ox ist von dem Punkte O aus die gegebene Strecke

a — 65 mm aufzutragen!
2. Zeichne eine Strecke von a) 3 cm, b) 5'6 cm, c) 59 mm, d) 0106 m Liinge!

3. Konstruiere die Summe der Strecken a) 3 cm und 7'5 cm, b) 22 mm, 4'4 cm
und 0'54 dm\

4. Subtrahiere von der Strecke 8 = 9*6 mm die Strecke b — 58 mm !
5. Konstruiere das 2-, 3-, 4- und 5-fache der gegebenen Strecke a = 21 mm\
6. Eine gegebene Strecke aus freier Hand in 2 gleiche Teile zu

teilen oder zu h albi er en. — Man bestimme in der Strecke einen Punkt so, dafi
er von den beiden Endpunkten derselben gleich weit entfernt ist.

7. Zeichne eine Strecke, teile sie in 2 gleiche Teile und dann jede Halfte wieder
in 2 gleiche Teile! Wieviel gleiche Teile erhaltst du? — Wie wird also eine Strecke in
4 gleiche Teile geteilt?

8. Wie wird eine Strecke in 8, 16 gleiche Teile geteilt?
9. Eine Strecke AB (Fig. 10) in 3 gleiche Teile zu teilen.
Man teile die gegebene Strecke in 2 ungleiche Teile, halbiere den grofieren

Teil und priife, ob alle drei Teile untereinander gleich sind. Sind diese Teile ungleich,
so mufi der erste Teilungspunkt rveiter vom Anfangspunkte geriickt werden, rvenn
die dui-ch Halbierung gewonnenen Teile zu grofi, jedoch naher zum Anfangspunkte
versehoben werden, rvenn die durch Halbierung gervonnenen Teile zu klein ausgefallen
sind. Die in der Strecke gesetzten Teilungspunkte (Teilungsstriche) miissen
voneinander und von den Endpunkten derselben gleichen Abstand haben.

10. Teile die gezeichnete Strecke c = 96 mm in zwei
gleiche Teile und dann jeden Teil wieder in 3 gleiche Teile!
— Wie wird als eine Strecke in 6 gleiche Teile geteilt?

11. Wie wird eine Strecke in 12, 24, — in 9, 18 gleiche 4 f~
Teile geteilt?

12. Teile die Strecke n = 70 mm in 6, 7 gleiche Teile!
iihnlich wie bei der Teilung einer Strecke in 3 gleiche Teile.)

Fig. 10.

B

(Der Vorgang ist
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13. Wie wird eine Streeke in 10, 15, 20, — in 14 gleiclie Teile geteilt?
tjber das konstrukti ve Teilen gegebener Strecken siehe § 69, bez\v. § 109.
Mit Hilfe des Mafistabes ist eine gegebene Streeke zu messen!
14. A will einen VVeg nach Seliritten ausmessen. Er legt in 4 Minuten 360

Schritte zuriick und braucht zum ganzen Weg 10 Min. 30 Sekunden. Wieviel Meter
betriigt die Lange des Weges, \venn 3 seiner Seliritte 2 m betragen? In vvelcher Zeit
legt er 1 km zuriick?

3. Winkel und Kreislinie.

Fig. 11.

Entstehung und Bezeichnung der VVinkel.
§ 18. Gehen in einer Ebene von einem Punkte aus (O in Fig. 11)

zwei Strahlen, so heibt die Grobe der I) r e h u n g, die der eine Strahi
in dieser Ebene um den gemeinschaftliehen Punkt machen mub, um in
die Lage des zweiten Strahles zu gelangen, der VVinkel (<£) der beiden
Strahlen. Die zwei Strahlen (O A und OB), die den Winkel bilden, heiBen
seine Schenkel; den gemeinsehaftlichen Punkt (O), von dem sie aus-
gehen, nennt man den Scheitel des Winkels. Die zwisclien den

Schenkeln liegende ebene Flache, in der die Drehung als
vollbracht betraehtet wird, heibt die W i n k e 1 f 1 a c h e.

Einen Winkel (Fig. 11) bezeiehnet man ent-
weder 1.) mit einem einzigen Buchstaben (n), den man
zvvischen die Schenkel setzt, oder 2.) mit dem Bueh-
staben am Scheitel (O), oder 3.) mit drei Buchstaben

AOB oder BOA), von denen der am Scheitel
stehende immer in die Mitte gesetzt wird; der Winkel heibt daher: Winkel
n oder Winkel O oder Winkel AOB oder Winkel BOA.

Ein Winkel ist desto grober, je grober die Drehung ist, die der
eine Schenkel machen mufi, bis er in die Lage des zrveiten kommt;
die Lange der Schenkel hat daher keinen EinfluB auf seine Grobe.

Vergleichung zvveier VVinkel nach ihrer Grobe.
§ 19. Zwei Winkel sind gleich, wenn sie sich so aufeinander legen

lassen, dab ihre Scheitel und ihre Schenkel sich paarweise decken. Decken
Fig. 12.

zwischen den Schenkeln des anderen
grd bor e (>).

sich jedoch beim Aufeinander-
fallen der Scheitel und des einen
Sehenkelpaares die beiden an¬
deren Schenkel nicht, so sind
die zwei Winkel ungleich. Der
jenige Winkel ist der k 1 e i n e r e
(<), dessen zweiter Schenkel
Winkels liegt; dieser ist der
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In Figur 12 ist A OB= <£ GSD; dagegen

<^AOBc<^ GSE,
<£ gse>^lAOB.

Umgekehrt: Sind zwei Winkel gleich, so konnen sie mit den \Vinkel-
flachen so aufeinander gelegt werden, dali, wenn der Scheitel und ein Paar
Schenkel zusammenfallen, auch das andere Paar Schenkel zusammenfallt.

Arten der VVinkel.
§ 20. 1. Dreht sich in einer Ebene der Strahi OA (Fig. 13) so

lange um seinen Grenzpunkt O, bis er den vierten Teil einer vollen
Umdrehung gemacht, so heiBt der dadurch erzeugte Winkel A OB in
Fig. 13 ein rechter VVinkel. Der rechte Winkel wird gewohnlich mit
dem Buchstaben R bezeichnet. Ali e
rechte n Winkel sind einander
gleich.

Ein Winkel (<£; A O C in Fig. 13),
zu dessen Entstehung weniger als eine
Vierteldrehung erforderlich ist, heiBt
ein spitzer VVinkel; ein solcher \Vinkel
(<%.AOD), zu dessen Entstehung mehr
als eine Vierteldrehung, aber weniger
als eine halbe Drehung erforderlich ist, heiBt ein stumpfer VVinkel. Im
Gegensatze zu den rechten Winkeln nennt man die stumpfen und die
spitzen Winkel auch s c h i e f e Winkel.

Um einen rechten Winkel zu erhalten, braucht man nur ein Stiiek Papier
zweimal so zuzammenzulegen, dafi die Buglinien genau aufeinander fallen.

2. Dreht sich ein Strahi (SQ in Fig. 14) um seinen Grenzpunkt
so lange bis er in eine Richtung (SP) kommt, die seiner urspriinglichen
Richtung gerade entgegengesetzt ist, so sagt man, der Strahi habe eine

halbe Umdrehung gemacht, und nennt den dadurch entstandenen Winkel
einen gestreckten. Die beiden Schenkel eines gestreckten Winkels bilden
eine Gerade und haben eine entgegengesetzte Richtung. Eingestreckter
Winkel ist gleich zwei Rechten. Alle gestreckten Winkel
sind unt ereinander gleich.



14
3. Dreht sich der Strahi OA (Fig. 14) um O solange, bis er in

seine urspriingliche Lage zuriickgekehrt ist, so sagt man, der Strahi hat
eine ganze Umdrehung gemacht. Den entstandenen Winkel (<£AOA)
liennt man einen vollen VVinkel. Dessen zwei Schenkel fallen zusammen
und bilden eine gerade Linie. Ein voller Winkel ist gleich zwei
gestreekten Winkeln oder vier Rechten. Alle vollen
Winkel sind einander gleich.

4. Betragt die Drehung des Strahles OA (Fig. 14) vveniger als eine
halbe TJmdrehung, so heiBt der entstandene Winkel (<£ AOH=v) ein

hohler; betragt dieselbe mehr als eine halbe
und weniger als eine ganze Umdrehung, so
heiBt der entstandene Winkel (<£ HOA = w)
ein erhabener. Jeder hohle Winkel ist kleiner
als ein gestreekter; der rechte, der spitze und
der stumpfe Winkel sind hohle Winkel.

Jeder erhabene Winkel ist groBer als ein
gestreekter und kleiner als ein voller Winkel.

Eine Vergleichung der besprochenen
Winkel mit dem rechten Winkel ergibt fol-
gende Beziehungen (Fig. 15):

Spitzer Winkel <C R i
Rechter Winkel = R J <2 R (hohle Winkel).
Stumpfer Winkel > R J
Gestreekter Winkel = 2 R
Erhabener Winkel >2 R
Voller Winkel =4 R.

Aufgaben.

1. Nenne Gegenstiinde im Zimmer, an denen rechte, spitze, stumpfe Winkel
vorkommen!

2. Was fiir einen VVinkel besclireibt der Minutenzeiger einer Uhr in 10, 15,
25, 30, 40 Minuten, in 1 Stunde?

3. Was fiir einen VVinkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr a) um 6, 3,
9 Uhr, b) um 2, 5, 10 Uhr?

4. Zeichne hohle, erhabene, gestreekte und volle VVinkel!

Rechnen mit VVinkeln.

§ 21 . 1. Dreht man in dem Winkel A OB (Fig. 16) den Schenkel
OB von O A weg, bis er in die Lage O C kommt, so entsteht der
Winkel A O O, der so groB ist als die beiden "VVinkel A OB und BOC
zusammengenommen; der Winkel A O C' ist also die Summe der VVinkel
AOB und BOC, oder <£; == Q ~t~ ^ P-

Veranschauliche dureh eine Zeiehnung folgende zwei Satze:

Fig. 15.

C
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a) Die Summe aller Winkel, die auf einer Seite einer
g e r a d e n Lini. e liegen und einen gemeinschaftlichen in
ihr liegenden Scheitel haben, ist gleich einem
gestreckten W i n k e 1 oder zwei Rechten.

b) Die Summe aller W i n k e 1, die um einen
Punkt h e rum nebeneinander liegen, ist gleich
einem vollen Winkel oder vier Rechten.

2. Wird in dem Winkel AOC (Fig. 16) der Schenkel
O C um den Winkel COB gegen OA zuriickgedreht, so
dah er in die Lage OB kommt, so entsteht der Winkel A OB, der die
Differenz zwischen den Winkeln AOC und BOC ist, also
= ni — p.

3. Sind (Fig. 17) die Winkel A OB, BOC, COB, BOE, . . .
einander gleich, so ist der Winkel AOC das Doppelte des Winkels A OB,
AOD das Dreifache, AOE das Vierfache von AOB usw.
Die Winkel AOC, AOB, AOB, . . . sind also Vielfache
des Winkels AOB.

4. Umgekehrt ist der Winkel AOB die Halfte von
AOC, der dritte Teil von AOB, der vierte Teii
von AOE usw.

Aufgaben.
1. Wie mufi man zwei Winkel aneinander legen, um den Winkel zu erhalten,

der ihre Summe ist?
2. Wie mufi man zwei Winkel aufeinander legen, um den Winkel zu erhalten,

der ihre Differenz ist?
3. Was fiir ein Winkel ist die Summe a ) eines rechten und eines spitzen,

b) eines rechten und eines stumpfen, c) eines gestreckten und eines hohlen VVinkels,
(/) zweier rechten Winkel!

4. Wieviele rechte Winkel kommen an einem Ziegel, an
einem Quadersteine vor?

5. Zeichne nach dem Augenmafie drei Winkel, von denen
der zrveite 2mal, der dritte 3mal so grofi ist als der erste!

6. Was fiir ein Winkel ist das Doppelte a) eines rechten,
b) eines stumpfen, c) eines gestreckten Winkels?

7. VVas fiir ein Winkel ist die Halfte a) eines rechten,
b) eines stumpfen, e) eines gestreckten, d) eines erhabenen, e) eines vollen Winkels?

8. Einen Winkel AOB (Fig. 18} in zvvei gleiche Teile zu teilen
oder zu halbieren. — Man mache OM=ON und be- Fig. 19 .
stimme einen Punkt C so, dafi er von M und N gleieh weit fr
entfernt ist; zieht man dann 00, so ist Winkel AOG =
BOO= ‘/s AOB.

9. VVie wird ein Winkel in 4, 8 gleiche Teile geteilt? L
10. Zeichne einen rechten Winkel und halbiere ihn!

(Fig. 19.)
11. Versuehe einen Winkel nacli dem Augenmafie in 3, q

5, 6 gleiche Teile zu teilen!

Fig. 17.
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Das VVinkelmaB.
§ 22. Messung eines VVinkels. Um einen Winkel zu messen,

nimmt man irgend einen bekannten Winkel als Einheit an nnd unter-
sucht, wievielmal derselbe in dem gegebenen Winkel enthalten ist.

Die Einheit des WinkelmaBes ist der Grad (°), d. i. der
360ste Teil eines vollen Winkels. Ein Grad wird in 60 Minuten ('),
eine Minute in 60 Sekunden (") eingeteilt.

Die GroBe eines Winkels ist vollkommen bestimmt, wenn man an-
gibt, wieviele Grade und Gradteile er enthalt. Die Grade, Minuten und
Sekunden eines Winkels bezeichnet man durcli °, ', z. B. 57 Grade
48 Minuten 15 Sekunden = 57° 48' 15".

Aus den Erklarungen in § 20 folgt:
Ein hohler Winkel enthalt weniger als 180° und zwar insbesondere

ein spitzer weniger als 90°, ein stumpfer mehr als 90°. Ein rechter
Winkel hat 90°, ein gestreekter Winkel 180°, ein erhabener Winkel mehr
als 180°, ein voller Winkel hat 360°. Das einfachste Mittel der Winkel-
messung bietet die Kreislinie.

Die Kreislinie,
§ 23. Dreht sicli eine Strecke OA (Fig. 20) um den Punkt O in

derselben Ebene so lange herum, bis sie \vieder in ihre urspriingliche Lage
kommt, so beschreibt wahrend dieser Drehung
der Punkt A eine krumme Linie AB CDEA,
die Kreislinie heifit, und die Strecke selbst be¬
schreibt die von der Kreislinie begrenzte Flache,
die Kreisflache oder Kreis genannt wird. Die
Kreislinie ist eine krumme geschlossene,
in ein er Ebene liegende Linie, deren
Punkte von einem testen (innerhalb
liegenden) Punkte gleich weit entfernt
sin d.

Der Punkt O, von dem alle Punkte der Kreislinie gleich weit ab-
stehen, heiBt der Mittelpunkt oder das Zentrum; die Lange der
ganzen Kreislinie selbst wird der Umfang oder die Peripherie des
Kreises genannt.

Eine Strecke, die vom Mittelpunkte zu irgend einem Punkte
des Umfanges gezogen wird, heiBt ein Halbmesser (Radius) des
Kreises, z. B. OA, OB, O C. Da alle Punkte der Peripherie vom
Mittelpunkte gleich weit abstehen, so sind alle Halbmesser eines
Kreises einander gleich.

Eine Strecke A D, die von einem Punkte des Umfanges durch
den Mittelpunkt bis an die entgegengesetzte Seite des Umfanges ge-

Fig. 20.

E
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zogen wird, heifit ein Durchmesser (Diameter). Jeder Durchmesser
eines Kreines ist doppelt so lang als ein Halbmesser desselben, daher
sind auch alle Durchmesser eines Kreises einander gleich.

Jeder Teil des Umfanges, wie AB, wird ein Kreisbogen ge-
nannt; die Halfte des Umfanges heifit ein Halbkreis, der vierte Teil
ein Quadrant. (Erdmeridian — Quadrant.)

Zum geometrischen Zeichnen des Kreises bedient man sich des
Zirkels.

§ 24 . Der Umfang eines jeden Kreises wird in 360 gleiche Bogen,
die man Boge n grade oder blofi Grade nennt, eingeteilt. Es
kommen daher auf den Halbkreis 180, auf den Quadranten 90 Grade.
Die Einteilung des Halbkreises
in Grade sieht man an dem
Transporteur oder Winkel-
messer (Fig. 21), bei dem die
Kante AB den Durchmesser, der
Punkt G des Einschnittes den
Mittelpunkt vorstellt. Jeder Grad
wird in 60 gleiche Teile, Bogen-
minuten, und jede Minute in
60 Bogensekunden eingeteilt.

Man bezeichnet die Grade, Minuten und Sekunden bei den Bogen
auf gleiche Weise wie bei den Winkeln.

Messen der Winkel durch Kreisbogen.
§ 25 . Teilt man die Peripherie eines Kreises in 360 Bogengrade

und zieht von dem Mittelpunkte zu jedem Teilungspunkte einen Halb¬
messer, so entstehen um den Mittelpunkt 360 Winkel, die alle unter-
einander gleich sind, weil bei je zweien, wenn sie gehorig aufeinander gelegt
werden, die Schenkel zusammenfallen. Die Summe aller dieser Winkel
ist gleich 360 Winkelgraden; folglich ist einer derselben gleich ein e m
Winkelgrade. Da hiernach ein Winkel am Mittelpunkte soviele Winkel-
grade enthalt, als der zugehorige Bogen Bogengrade hat, so kanu jeder
Winkel durch den Kreisbogen, den man aus dem Scheitel
zwischen den Schenkeln beschreibt, gemessen werden.

Darauf beruht der Gebrauch des Transporteurs zum Messen ge-
zeichneter Winkel und zum Zeichnen in Graden angegebener Winkel.

Aufgaben.
1. Zeichne beliebige VVinkel, scbiltze zuerst ihre Grčifie nach dem AugenmaSe

ab und mifi sie dann mit dem Transporteur!
2. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs einen VVinkel von 90°, 45°, 60°, 30°,

58°, 87°, 3°, 100°, 118°, 176°!
3. VVieviel Grade haben 1} Ii, f f It, f R, f R, lf R1

Močnik-Halbgebauer, Geometrie.

Fig. 21.

2
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4. VVieviel Grade umspannt ein Quadrant?
5. Wieviel Meter hat der Erdmeridian-Quadrant und wieviel Grade umspannt

dieser? (Die Lange des Erdmeridians l = 40.007'76 hm.)

D

Fig. 22.
B

VVinkel mit einem gemeinsamen Scheitel.
§ 26. Nebenvvinkel. "Verlangert man. einen Schenkel O G (Fig. 22)

eines gegebenen Winkels COD liber den Scheitel hinaus, so entsteht
ein neuer Winkel A OD, der ein N e b e n vv i n k e 1
des gegebenen Winkels GOD genannt vvird. Es ist
umgekehrt C OD ein Nebenvvinkel zn A OD)
ebenso sind GOB und BOA Nebenwinkel.

(i Nebenvvinkel sind zw,ei Winkel, die denselben
Scheitel und einen gemeinschaftlichen Schenkel

haben, und deren beide anderen Schenkel auf entgegengesetzten Seiten
des Scheitels in einer geraden Linie liegen.

Da je zwei Nebenvvinkel zusammen genommen einen gestreckten
Winkel geben, so folgt: Die Summe zvveier Nebenvvinkel ist
gleich zvvei R ec h te n.

A

Aufgaben.
1. Was fiir VVinkel sind Nebenvvinkel, vvenn sie gleicli sind, und vvas fiir

VVinkel sind sie, vvenn sie ungleich sind!
2. VVie grofi ist der Nebenvvinkel von 20°, 35J°, 100|°, 55° 40", 115° 16' 45"?
3. VVas fiir Nebenvvinkel gehbren zu gleichen VVinkeln?

Senkrechte (normale) und schiefe Gerade.
§ 27. Bildet eine Gerade mit einer arideren rechte Winkel, so

stehen die beiden Geraden senkrecht oder normal, sonst schief auf-
einander. So ist (in Fig. 22) BO senkrecht auf AC, (B O X A G),
vvenn der Winkel AOB=BOC=R ist; D O ist schief auf A G, vveil
die Winkel GOD und DOA keine rechten, sondern schiefe Winkel sind.
Zvvei aufeinander normale Gerade bilden gleiche, zvvei aufeinander schiefe
Gerade bilden ungleiche Nebenvvinkel.

Zur Ubung.
1. Ziehe eine Gerade, nimm darin fiinf Punkte an und errichte in jedem der-

selben auf die Gerade eine Normale! Welche Lage gegeneinander haben diese
Normalen?

2. Zeichne zvvei parallele Gerade, nimm in der einen fiinf Punkte an und
falle aus jedem auf die andere Gerade eine Normale! Wie verhalten sieli diese
Normalen beziiglich ihrer Lange?

3. Nennet Gerade im Zimmer, die normal, und solehe, die schief auf¬
einander stehen!

3. Welcher Unterschied ist zvvisehen senkrecht und lotrecht, zvvischen senk¬
recht und normal, zvvischen schrag und schief?

§ 28. Es sei (Fig. 23) CD X AB. Wenn die CD langs der
yl B mit sich selbst parallel fortschreitet, bis sie in die Lage EF kommt,
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so wird wahrend dieser Beivegung die Lage der CD gegen die A 11 nicht
geandert; es wird daher GD aueh in der Lage KF auf A I! normal stehen.

Fig. 23.
C E

Daraus folgt:
1. Steht eine Gerade auf einer an-

deren Geraden normal, so ist aueh jede
mit der ersteren Paralleleauf der z w e i. t e n
Geraden normal. 1

2. Stelien zwei Gerade auf derselben dritten normal,
so sind sie zueinander parallel.

D -B

Konstruktionsaufgaben.
1. Es sind Parallele zu zeiehnen, a) mit der Reifisehiene, b) mit Sehiene und

Dreieek, c) mit Hilfe der Dreiecke o line Sehiene.
2. Zeiehne zu einer gegekenen Lotrechten (Wagrechten, Sehragen) drei

Parallele im Abstande von je 30 mm,'.
3. Mifi den Abstand gezeichneter Parallelen!

Eig. 24.

Scheitelvvinkel.
§ 29. Verlangert man (in Fig. 24) beide Sehenkel eines Winkels

(a) iiber den Seheitel hinaus, so bilden die Verlangerungen (O C und
OD) den Seheitelwinkel. Winkel a und b
sind Seheitelwinkel; aber aueh m ist ein Scheitel-
winkel zu <f. n und umgekehrt. Scheitelwinkel
sind zwei Winkel, bei denen die Sehenkel des
einen Winkels die Verlangerungen der Sehenkel
des anderen iiber den Seheitel hinaus bilden. Dreht
man die Gerade A C um den Punkt O nach links, so entstehen durch
ein und dieselbe Drehung die Scheitelwinkel a und b. Daher: Seheitel-
winkel sind einander gleich.

Die Gleiehheit der Seheitelwinkel a und b kann aueh
nach § 26 erschlossen werden, denn sie haben denselben Neben-
winkel m.

Dieser Satz flndet praktische Anwendung, wenn
(Fig. 25) ein Innenwinkel x eines Gebiiudes, eines ^
Gartens oder eines eckigen GefaBes gemessen werden
soli und man nicht in das Innere gelangen kann;
man darf nur den aufieren Scheitelwinkel m messen und x = m setzen.

Man kann in diesem Falle aucli den iiul3eren Nebenivinkel n messen; dann ist
x = 180°— n.

VVinkel mit verschiedenen Scheiteln.
§ 30. Gegenvvinkel, Wechselwinkel und Anwinkel. Werden

zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so entstehen um die beiden
Durchsehnittspunkte acht Winkel. Die vier Winkel, welche ztvisehen den
beiden geschnittenen Geraden liegen, heiBen innere, die anderen vier

2*
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aBere Winkel. In Fig. 26 sincl A B nnd GB die beiden geschnittenen
Geraden, EF ist die schneidende Gerade (Transversale); e, d, m nnd

n sind innere, a, b, o nnd p sind auBere Winkel.
Es liegen die Winkel a, c, m, o auf derselben Seite
der Transversalen.

Ein auBerer und ein innerer Winkel auf der¬
selben Seite der Schneidenden und an verschiedenen
Scbeiteln heifien Gegenwinkel: a und m, b und n,
c und o, d und p.

Zwei auBere oder aueh zwei innere Winkel
auf den entgegengesetzten Seiten der Schneidenden

und an verschiedenen Scheiteln werden VVechselvvinkel genannt: a und p,
b und o, c und n, d und m.

Zwei auBere oder zwei innere Winkel auf derselben Seite der
Schneidenden und an verschiedenen Scheiteln heiBen Anvvinkel : a und o,
b und p , c und m, d und n. In Ubersicht:

Weehselwinkel Anwinkel
a und p, a und o,
b ,, o, b „ p,

Gegenwinkel
a und m,
b „ n,
C O, n, m ,
d „ p, d „ m, d „ n.

Diese Winkel haben namentlicli praktische Bedeutung, wenn die
zwei geschnittenen Geraden gleichlaufend sind.

§ 31 . Schreitet (Fig. 26) die Gerade AB langs. der EF mit sich
selbst parallel fort, bis sie in die Lage CD kommt, so wird sie, da sich
dabei ihre Lage gegen die EF nicht andert, mit dieser stets dieselben
vier Winkel bilden; es werden also, wenn AB nach CD gelangt, 1.)
je zwei Gegenwinkel aufeinander fallen, also einander gleich sein: a = m,
b — n, c ~ o, d = p-, 2.) je zwei Wechselwinkel werden in zwei Scheitel-
winkel iibergehen, also auch einander gleich sein: a = p, b — o, c = n,
d—m', 3.) je zwei Anvvinkel endlich werden zu Nebenwinkeln, also
zusammen 180° betragen: a-f-o= 180°, b -j-p= 180°, c -j- m, ■
d-\- n— 180°. In Ubersicht:

180°

V) a — m, 2) a = p, 3) a-\-o — 180°,
b = n, b & o, b-\-p - ISO0,
e — o, c — n, c-\-m~ 180°,
d— p, d==m, d-\-n= 180°; d. h.

von einer dritten Ge-
d == m,

Werden zwei parallele Gerade
raden geschnitten, so sind

1. je zwei Gegenwinkel einander gleich,
2. je zwei Wechselwi nkel einander gleich,
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3. je zwei Anwinkel ztisammen gleich 180°.
Umgckelrrt folgt: Werden zwei Gerade von einer dritten

so geschnitten, daB entweder zvvei Gegenwinkel oder zvvei
Weehselwinkel gleich sind oder zvvei Anvvinkel zusammen
180° betragen, so miissen die geschnittenenGeraden parallel
sein.

1. Zeichne zvvei parallele Gerade AB und GD und durehsehneide sie durch
eine dritte Gerade EF, vvelche die anderen in G und H trifft! Gib alle Paare von
Neben-, Scheitel-, Gegen-, Weehsel- und Anwinkeln an!

2. Es sei (Fig. 26) der Winkel a = 112°; wie grofi ist b, c, d, m, n, o, pl
3. Welehe Rielitungen haben die Schenkel a) zvveier gleielier Gegenwinkel,

b) zweier gleieher Wechselwinkel?
4. Zeiget an Turen und Fenstern Gegen-, Weehsel- und Anwinkel!
§ 32 . 1. Es sei (Fig. 27) AB\\DE und AC\\ I)F.
In I sind die parallelen Schenkel der Winkel a und m gleichgerichtet

und es ist, da Winkel a = x und m— x als Gegenvvinkel, auch a = m.
In II sind die parallelen Schenkel der Winkel a und m entgegen-

gesetzt gerichtet; da a dem Winkel x als Gegenwinkel und m dem
Winkel x als Wechselwinkel gleich ist. so ist auch in diesem Falle a= m.

In III haben die Winkel a und n auch paarvveise parallele Schenkel,
es ist jedoch nur ein Paar paralleler Schenkel nach derselben Seite, das
andere Paar aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet. Da a -j- y= 2R
als Anwinkel und n = y als Wechselwinkel ist, so ist auch a n — 2JR.

Daraus folgt:
a) Zwei Winkel, deren Schenkel paarvveise parallel

la u fen, sind ein and. er gleich, wenn beide Paare der pa¬
rallelen Schenkel nach derselben Seite oder nach entgegen¬
gesetzten Seiten gerichtet sind.

b) Zwei Winkel, deren Schenkel paarvveise parallel
laufen, betragen zusammen 1.80°, vvenn nur ein Paar der
parallelen Schenkel nach derselben Seite, das andere aber
nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

2. Es sei (Fig. 28) OR J_ AB und OP J_ A O. Man drehe die
Schenkel OR und OP des Winkels y als eine feste Verbindung um den
Scheitel 0 um 90°, so daB sie in die Lage OR‘ und 0P‘ komraen.

Aufgaben.



In I haben nun die Winkel y' und x paarweise parallele und nacli
denselben Seiten gerichtete Schenkel; also ist Winkel y‘ — x, folglich aueh

Winkel y= x. In II
Fig. 28.

/P ‘ ■ sind auch die Schenkel
derWinkel y‘ und x paar-
\veise parallel, jedoch ein
Paar nacli derselben, das
andere Paar nach ent-
gegengesetzten Seiten
gerichtet; also ist
<£ y‘ -f- x = 180°,

folglich auch Winkel
y -f- x = 180°.

Z w e i W i n k e 1, d e r e n Schenkel paarweise aufeinander
normal stehen, sind entweder einander gleich, oder ihre
S umme ist gleich 180°.

Wann findet die erste und wann die zvveite Beziehung statt?

II. Geradlinige Figuren.
1. Dreiecke.

Bestimmungsstucke der Dreiecke.
§ 33. Erklarungen. Jede begrenzte Flache wird eine F i g u r ge-

nannt. Eine ebene Figur ist entweder geradlinig oder k r u mm 1 i n i g,
je nachdem sie von geraden oder krnmmen Linien begrenzt wird. Die Grenz-
linien heihen Seiten der Figur; ihre Gesamtheit bildet den Um f a n g.

Eine von drei Strecken begrenzte ebene Figur
(Fig. 29) heifit ein Dreieck (A,). Die drei Strecken
heiben Seiten des Dreieckes; die Summe der drei
Seiten beiBt der Um f ang des Dreieckes.

Jedes Dreieck hat drei Seiten und drei W i n k e 1.
Jede Seite hat zwei anliegende und einen gegen-
iiberliegenden Winkel. Jeder Winkel wird von

zwei Seiten eingeschlossen und die dritte liegt ihm gegeniiber.

Seiten des Dreieckes.

Fig. 29.

§ 34. In jedem Dreiecke ist die Summe je zweier
Seiten grober als die dritte; denn der Umvveg, den man iiber
A C und GB macht, um von A nach B zu gelangen, ist liinger als der
gerade Weg iiber AB.



Diejenige Seite, liber der man sicb das Dreieck errichtet denkt,
heiBt die Grnndlinie. Da man sich iiber jeder
Seite das Dreieck errichtet denken kann, so kann 'Flg ' 30'
im allgemeinen anch jede Seite Grundlinie sein. C
Der Scheitel des Winkels, welcher der Grundlinie /i 'v
gegeniiberliegt, wird die Spitze oder der Scheitel, / \ N.
und die Normale, die von der Spitze auf die /
Ričhtung der Grundlinie gefallt wird, die Ho h e des A j) B
Drcieckes genannt.

Nimmt man im Dreiecke ABC (Fig. 30) AB als Grundlinie an,
so ist C der Scheitel und CD die Hohe.

VVinkel des Dreieckes.
§ 35. Verlangert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die Ver-

langerung mit der anstoBenden Seite einen Winkel, der ein AuBen-
w i n k e 1 des Dreieckes heiBt, vvahrend die drei
Winkel im Dreiecke innere \Vinkel sind.

CBD (Fig. 31) ist ein Au6enwinkel des
Dreieckes ABC.

§ 36. Wird in dem Dreiecke ABC
(Fig 31) die Seite AB verlangert und durch
zwei B die BE || A C gezogen, so entstehen die
Winkel m und n, von denen m dem Winkel a als Gegenwinkel, n dem "VVinkel
c als Weehselwinkel gleich ist. Die Summe der drei "VVinkel a, c, b ist daher so
groB wie die Summe der "VVinkel m, n, b. Die letztere Summe aber betragt
einen gestreckten Winkel oder zwei Rechte; also mufi auch die Summe
von a, c und b zwei Rechte betragen: <£ a<$Cbc= 2 R— 180°.

Schneide aus Papier ein Dreieck, sehneide zwei Winkelflachen ab und setze
sie an den dritten VVinkel an!

Die Summe der drei "VVinkel eines Dreieckes ist gleich
zwei Rechte n oder 180°.

Aus diesem Satze folgt:
1. Zwei Dreieckswinkel betragen zusammen weniger als 180°.
Konnen in einem Dreiecke zwei rechte Winkel oder zwei stumpfe VVinkel

oder ein reehter und ein stumpfer VVinkel vorkommen? Jedes Dreieck hat daher
wenigstens zwei spitze VVinkel.

2. Wenn in einem Dreiecke zwei Winkel bekannt sind, so findet
man den dritten, indem man die beiden gegebenen "VVinkel addiert und
ibre Summe von 180° subtrahiert.

Zwei VVinkel eines Dreieckes sind a) 65° und 87°; b) 430 10' und 102° 27'; o) 25°
46' 21" und 74° 48' 49"; d) 57° 38' 34" und 61° 10' 16"; wie grofi ist der dritte VVinkel?

3. Sind zvvei "VVinkel eines Dreieckes gleich zvvei Winkeln eines anderen
Dreieckes, so miissen auch die dritten "VVinkel in beiden Dreiecken gleich sein.
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4. Jeder Aufienwinkel eines Dreieckes ist gleicli d e r
Summe der beiden inneren ih m nicht anliegendenWinkel.

Denn der Auflenwinkel CBB (Fig. 31) ist die Summe der Winkel
m und n\ diese sind aher den Winkeln a und c gleich.

Jeder AuBenwinkel eines Dreieckes ist groBer als ein innerer ihm
nicht anliegender Winkel.

Ubungsbeispiele.
1. Zeiehne drei verscliiedene Dreiecke, zeichne zu jedem Winkel jedes Dreieckes

den Aufienwinkel, mifi mit dem Winkelmesser die drei Aufienwinkel jedes Dreieckes
und bilde deren Summe! Wie grofi ist die Summe aller drei Aufienwinkel
eines Dreieckes?

2. Zwei innere Winkel eines Dreieckes sind a) 53° und 67°; b) 51° 24' 46"
und 112° 48"; wie grofi ist der gegeniiberliegende Aufiemvinkel?

3. Zwei Aufienwinkel eines Dreieckes betragen: 67° 24' und 145° 15"; be-
stimme die Dreieckswinkel!

Fig. 32.
F

Einteilung der Dreiecke nach den Seiten.
§ 37. Nach der Lange der Seiten unterscheidet man un-

gleichseitige, gleichschenkelige und gleichseitige Dreiecke.
Ein Dreieck ABC (Fig. 32),

in dem alle drei Seiten einander
ungleich sind, heiBt ungleich-
seitig; ein Dreieck D EF, in dem
zwei Seiten einander gleich sind,
heiBt gleichschenkelig; ein
Dreieck G HJ, in dem alle dreiG n

Seiten gleich sind, tvird gleichseitig genannt.
Im gleichschenkeligen Dreiecke heiBen die gleichen Seiten

S c h e n k e 1, die dritte Seite heiBt die Grundlinie und
der ihr gegeniiberliegende Eckpunkt der Scheitel.

Konstruktionsaufgaben.
1. Ein gleich seitiges Dreieck z uzeie Ime n. (Fig. 33.)
2. Ein gleichschenkeliges Dreieck zu zeichne n.
Errichte in der Mitte der Grundlinie eine Normale und nimm

einen beliebigen Punlct derselben als dritten Dreieckspunkt an!

Einteilung der Dreiecke nach den VVinkeln.
§ 38. Mit Rucksicht auf die Winkel

Fig. 34.
gibt es spitzwinkelige

Dreiecke, in denen alle drei
Winkel spitz sind; rechtwin-
k e 1 i g e, in denen ein rechter
Winkel, und stumplwinkelige,
in denen ein stumpfer Winkel

tf vorkommt.
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In Fig. 34 ist ABC ein spitzwinkeliges, DEF ein rechtwinkeliges
unči J GH ein stumpfivinkeliges Dreieck.

Im rechtwinkeligen Dreieeke heifit die dem reehten Winkel
gegeniiberliegende Seite EF die H y p o t e n u s e; die beiden Seiten DE und
DF, die den reehten Winkel einschlieBen, werden Katheten genannt. ,

Aufgabe.
In einem rechtwinkligen Dreieeke mifit der eine spitze VVinkel a) 45°, b) 60°,

e) 30°, d) 68° 14' 29"; wie grofi ist der andere spitze VVinkel?
Konstruktionsaufgaben.
1. Bin rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen.
Zeichne einen reehten Winkel und verbinde zwei Punkte der Schenkel durch

eine Strecke!
2. Zeichne a) einen spitzen, b) einen reehten, e) einen stumpfen VVinkel,

sehneide von den Schenkeln gleiche Strecken ab und verbinde die Endpunkte durch
eine Strecke! VVas fiir ein Dreiek erhaltst du?

3. Zeichnet ein gleichseitiges Dreiek, dessen Umfang 18'3 cm betriigt!
4. Zeichnet ein gleichschenkeliges Dreieck, das eine 3 cm lange Grundlinie

und einen 12 cm grofien Umfang hat!

2. Kongruenz der Dreieeke.
Konstruktion und Kongruenz der Dreieeke.

§ 39. Wann heiBen Raumgebilde kongruent? Kongruente Raum-
gebilde konnen so aufeinander gelegt werden, daB sie sich deeken, d. h.
daB alle Punkte des einen Raumgebildes mit den entspreehenden Punkten
des anderen zusammenfallen. TJmgekehrt: Konnen zwei Raumgebilde
zur Deckung gebracht werden, so sind sie kongruent (C^).

Damit sich zwei Dreieeke, wenn sie aufeinander gelegt werden,
deeken konnen, miissen in denselben alle seehs Bestimmungsstiicke,
namlich alle drei Seiten und alle drei VVinkel paarweise gleich sein.
Daraus folgt: In kongruenten Dreieeken sind die Seiten, die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegen, einander gleich und ebenso sind die VVinkel,
die den gleichen Seiten gegeniiberliegen, einander gleich.

Zwei Dreieeke sind kongruent (ebenbildlich), d. h. sie haben
dieselbe GroBe und dieselbe Gestalt, wenn in ihnen alle seehs Bestimmungs-
stiicke, die drei Seiten und die drei VVinkel, paarweise gleich sind.

Da durch die GroBe gewisser Seiten und VVinkel eines Dreieckes
auch die GroBe der anderen, z. B. durch die GroBe zweier VVinkel die
GroBe des dritten VVinkels, bestimmt ist, so kann man aus der Gleichheit
von weniger als seehs Bestimmungsstiicken in zwei Dreieeken auf ihre
Kongruenz schlieBen. Die Falle, in denen dies stattfindet, sind in den
folgenden vier Lehrsatzen iiber die Kongruenz der Dreieeke enthalten.

Um zu sehen, wieviele und welehe Bestimmungsstiicke in zwei
Dreieeken paarweise gleich sein miissen, damit die Dreieeke kongruent
seien, braucht man nur zu untersuchen, \vieviele und welche Stiicke er-
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forderlich sind, um mit ihnen ein Dreieck von bestimmter GroBe und
Gestalt zu konstruieren, weil dann alle Dreiecke, die in diesen Stiicken
iibereinstimmen, kongruent sein miissen.

Ist nur ein Bestiimnungsstiick oder sind z w e i Bestiinmungsstiieke
gegeben, so lassen sich mit ihnen unzahlig viele verschiedene Dreiecke
konstruieren.

Damit ein Dreieck der Grobe und der Gestalt nach vollkommen
bestimmt werde, sind drei Bestimmungsstiicke erforderlich, unter denen
\venigstens eine Seite sein muB; es konnen gegeben sein:

1. eine Seite und zwei Winkel (WS W, Winkel—Seiten—Winkelsatz),
2. zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel (S WS,

Seiten—Winkel—Seitensatz),
3. zwei Seiten und ein gegeniiberliegender Winkel (S S W, Seiten—

Seiten—Winkelsatz) und
4. alle drei Seiten (S S S, Seiten—Seiten—-Seitensatz).
§ 40. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn eine Seite

und z w e i Winkel gegeben sind.
Die zweiWinkel sindentweder die der gegebenen Seite anliegenden, oder

es ist der eine ein anliegender, der andere der gegeniiberliegende Winkel.
a) Es seien (Fig. 35) a die

gegebene Seite, m und n die ihr
anliegenden Winkel,

Man ziehe A B = a ; da-
durch sind zwei Eckpunkte des
Dreieckes, A und B, bestimmt.
Tragt man in A den Winkel m

und in B den Winkel n auf, so muB der dritte Eekpunkt C in dem
Durchschnittspunkte der beiden Geraden A C und B C, die mit der Seite
A B die gegebenen Winkel bilden, liegen. Man erhalt also das Dreieck
ABC, das eine vollig bestimmte GroBe und Gestalt hat. Durch eine
Seite und die beiden ihr anliegenden W i n k e 1 ist also die
GroBe und Gestalt eines Dreieckes vollkommen bestimmt.

Geschieht die Auflosung einer Aufgabe, wie hier, mittelst des Lineals und
des Zirkels, und griindet sie sich auf die Lehren der Geometrie, so heifit die Zeich-
nung eine geo metrische Konstruktion.

Werden mit denselben drei Stiicken a, m und n noch weitere Drei¬
ecke gezeichnet, so niiissen alle mit ABC gleiche GroBe und gleiche
Gestalt haben, also mit ihm kongruent sein. Daraus folgt als

I. Kongruenzsatz:
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben eine Seite

und die beiden anliegenden Winkel paarvveise gleich sind.

/
(m

Fig. 35.
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b) Sind von einem Dreiecke eine Seite, ein anliegender und der
gegeniiberliegende Winkel gegeben, so ist dadurch auch der dritte Winkel
bestimmt; dann sind aber eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
bekannt, und man kann allgemein sagen: Durch eine Seite und
zwei W in k el ist ein Dreieck vollkommen bestimmt.

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent, wenn in ih n en eine
Kathete und ein spitzerWinkel, oder dieHypotenuseundeinspitzer
W i n k e 1 p a a r w e i s e g 1 e i c h sind.

Konstruktionsaufgaben.
1. Zeichne folgende Dreiecke:

a) eine Seite 7 cm, anliegende Winkel 60“ und 45";
b) „ „ 92 mm, „ „ 30° „ 72";
cj „ „ 4'9 cm, „ „ 120“ „ 36"!

2. Versuche mit der Seite 4 dm und den Winkeln 120° und 72° ein Dreieck
zu zeichnen! Wie miissen die anliegenden Winkel beschaffen sein, damit die Kon-
struktion des Dreieekes moglich sei?

3. Konstruiere mit Hilfe des Transporteurs ein Dreieck, in dem eine Seite
81 mm, ein anliegender Winkel 59° und der gegeniiberliegende VVinkel 72° betrdgt!

4. Zeichne ein rechtwinkeliges Dreieck, wenn gegeben sind:
a) eine Kathete = 2 cm 8 mm und der anliegende spitze VVinkel = 72° ;
b) eine Kathete = 78 mm und der gegeniiberliegende VVinkel = 60";
c) die Hypotenuse = 6 cm und ein anliegender VVinkel = 45°!

§ 41. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten
und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind.

Es seien (Fig. 36) a und b die zwei j-ig. 3g,
gegebenen Seiten und m der von ihnen
eingeschlossene Winkel. Konstruiert man
in A den gegebenen Winkel m und tragt
auf dessen Schenkeln AB = a und
A C= b auf, so ist dadurch die Lage der
Eckpunkte B und C, daher auch die dritte
Seite B C bestimmt. Durch zwei Seiten und den von ihnen
eingeschlossenen Winkel ist also die Grofie und Gestalt
eines Dreieekes vollkommen bestimmt.

Konstruiert man mit denselben drei Stiicken noch weitere Dreiecke,
so miissen sie mit dem friiheren in der GroBe und Gestalt iibereinstimmen,
d. h. mit ihm kongruent sein. Daraus folgt der

II. Kongruenzsatz:
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben zwei Seiten

mit dem eingeschlossenen Winkel paarvveise gleich sind.
Konstruktionsaufgaben.
1. Konstruiere folgende Dreiecke:

a) zwei Seiten 7'2 cm und 8'6 cm, eingesehlossener W. 60°;
b) „ „ 89 mm „ 90 mm, „ „ 45°;
c) „ „ 7 cm 4 mm „ 6 cm 6 mm, „ ,. 120°!
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2. Zeichne ein recht\vinkeliges Dreieck mit den Katheten 41 mm und 69 mm\
6. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs ein gleichschenkeliges Dreieck, dessen

Schenkel 7 em 8 mm und dessen Winkel am Scheitel 76° ist!
4. Wann sind zwei gleichschenkelige Dreiecke nach dem zweiten

Satze kongruent? Wann zwei rechtwinklige Dreiecke?
§ 42. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten

und der ein er dieser Seiten gegeniiberliegende Winkel
gegeben sind.

Der gegebene Winkel kann der groBeren oder der kleineren der
beiden Seiten gegeniiberliegen.

a) Es seien (Fig. 37) a und b die
beiden gegebenen Seiten und zwar a
groBer als b; der der groBeren Seite «
gegeniiberliegende Winkel sei m.

Man trage den Winkel m auf
und mache den einen Schenkel A C

gleich der Seite b, welcher er anliegen muB, wenn er der Seite a
gegeniiber liegen soli; dadurch sind zwei Eckpunkte des Dreieckes,
A und C, bestimmt. Der dritte Eckpunkt B mufi in dem zweiten
Schenkel AB des Winkels liegen und zugleich von dem Eckpunkte C
um die Strecke a entlemt sein. Beschreibt man daher aus C mit dem
Halbmesser a eine Kreislinie, so muB B in dem Durchsehnitte dieser
Kreislinie mit dem Schenkel AB liegen. Die Kreislinie schneidet den
Schenkel A B in zwei Punkten B ' und B und man erhalt daher zwei Drei¬
ecke AB 0 und AB‘C. Von diesen enthalt jedoch nur das erste Dreieck
ABC die gegebenen drei Stueke; das zweite AB‘C hat zwar auch die
z\vei gegebenen Seiten, aber nicht den gegebenen Winkel, sondern dessen
Nebemrinkel, geniigt somit der Aufgabe nicht. Durch zwei Seiten
und den der groBeren dieser Seiten gegeniiberliegenden
W i n k e 1 ist also die G-roBe und Gestalt eines Dreieekes
vollkommen bestimmt.

Zeichnet man mit denselben drei Stiicken noch rveitere Dreiecke,
so miissen diese mit dem friiheren gleiehe GroBe und dieselbe Gestalt
haben. Daraus folgt der

III. Kongruenzsatz:
Zwoi Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben zwei

Seiten mit dem der groBeren
dieser Seiten gegeniiber-
liegenden Winkel paarweise
gleich sind.

b) Es seien (Fig. 38) a und
b die zwei gegebenen Seiten und

Fig. 38.

Fig. 37.



29

zwar a kleiner als b, und der Winkel, weleher der kleineren Seite a
gegeniiberliegt, sei m. Dureh das gleiche Verfahren, wie oben,
erhiilt man zwei Dreiecke ABC und AB‘ C, welche beide die gegebenen
drei Stiicke enthalten, aber in der Grobe und Gestalt verschieden sind.
Dureh zweiSeiten und den der kleineren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel ist als o die GroJBe und Gestalt eines
Dreieekes nieht bestimmt.

Zeiehne ein Dreieek, in dem zwei Seiten a) 8 cm und 5 cm, b) 7 cm 2 mm
und 5 cm 4 mm, c) 58 mm und 49 mm sind und der der grofieren Seite gegen-
iiberliegende Winkel a) 60°, b) 72°, c) 150° betragt!

§ 43. Ein Dreieek zu k onstr ui er en, wenn die drei
Seiten gegeben sind.

Es seien (Fig. 39), a, b, c die Langen der drei Seiten. Tragt man
die Strecke AB = n auf, so sind dadurch zwei Eckpunkte des Drei-
eckes, A und B, bestimmt. Beschreibt Fig. 39.
man dann aus A mit dem Halbmesser ,_,
b und aus B mit dem Halbmesser e
Kreisbogen, die einander im Punkte 6
C schneiden, so ist C der dritte Eck- i-m-

cpunkt des Dreieekes. Man ziehe daher
die Strecken A C und B C; dann ist
ABC das verlangto Dreieek. Dureh drei Seiten ist also die
Grobe und Gestalt eines Dreieekes vollkommen bestimmt.

Zeichnet man mit denselben drei Seiten a, b, c Dreiecke in be-
liebiger Zalil, so miissen alle mit ABC gleiche Grobe und dieselbe
Gestalt haben, also mit ihm kongruent sein. Daraus folgt der

IV. Kongruenzsatz:
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in ihnen alle drei

Seiten paarweise gleich sind.
Aufgaben.
1. Zeiehne Dreiecke init den Seiten a) 6 cm, 5 cm, 7 cm; bj 5\ cm, 4i cm,

6‘3 cm; c) 47 mm, 74 mm, 48 mm; d) 5 cm 6 mm, 5 cm 2 mm, 6 cm 1 mm !
2. Versuche mit den Strecken 2 cm, 3 cm, 5 cm ein Dreieek zu konstruieren!

Wie miissen die drei gegebenen Strecken beschaffen sein, damit man mit ihnen ein
Dreieek zeichnen konne?

3. Zeiehne ein gleichschenkliges Dreieek, dessen Grundlinie 55 mm und dessen
Schenkel 71 mm ist!

4. Zeiehne ein gleichseitiges Dreieek, dessen Seite a) G cm, b) 7 cm 2 mm
betragt!

5. Wann sind zwei gleiehseitige, wann 2 gleichschenkelige Drei¬
ecke kongruent?

6. Ein Dreieek AMN (Eig. 40) zu iibertragen, d. i. ein Dreieek D EF
zn zeichnen, das mit dem Dreiecke .d.l/iVkongruent ist.
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Mache DE = A M, besehreibe aus D mit dem Halbmesser A A' und aus E

mit dem Halbmesser MN Kreisbogen, die einander in F sehneiden! Ziehe danil DF
und EF, so entsteht das Dreieek DEP,
rvelches mit A MN kongruent ist!

7. Einen W i n k e 1 BA G (Fig. 40)
zu iibertragen, d. i. einen Winkel
zu zeichnen, d er dem VVinkel BAG
gleich ist.

Ziehe DE; dann besehreibe aus A
mit einem beliebigen Halbmesser einen

Bogen, der die Schenkel des gegebenen Winkels in M und N schneidet; mit dem-
selben Halbmesser besehreibe aucb aus D einen Bogen, der DE in E durchschneidet;
endlich fasse mit dem Zirkel den Abstand MN und durchschneide damit aus
E den von D aus beschriebenen Bogen in F\ VVird nun DF gezogen, so ist der
VVinkel EOF — BA O, da A DEF&AMN ist.

44. Nlmmt man in den Winkeln ABC und ABI) (Fig. 41)
B C = BD an und zieht A C und A D, so stimmen die
dadurch entstehenden Dreiecke ABC und ABD in zwei
Seiten iiberein; dagegen ist die dritte Seite AC im A
ABC grofier als die dritte Seite AD im ABD; zu-
gleich ist der der Seite A C gegeniiberliegende Winkel
ABC im ABC groBer als der der Seite AI) gegen-
iiberliegende Winkel in ABD im ABD.

Daraus folgt:
1. Sind in zwei Dreieeken zwei Seiten paarureise gleich,

die dritten Seiten aber ungleich, so liegt der groBeren
dieser Seiten auch ein groBerer Winkel gegeniiber.

2. Sind in zwei Dreieeken zwei Seiten paarweise gleich,
die von ihnen eingeschlossenen Winkel aber ungleich, so
liegt dem groBeren dieser Winkel auch eine groBere Seite
gegeniiber.

3. Symmetrische Gebilde.
Anwendung der Kongruenzsatze.

§ 45. Symmetrische Lage der Gebilde. Erklarungen. Zwei
Punkte (A und B in Fig. 42) liegen symmetrisch in Beziehung
auf eine Gerade (_X Y), wenn die Strecke (A B), die sie verbindet, zu
dieser Geraden normal ist und durch sie halbiert wird, wenn also

A TiAB ± XY und A C= CB = — ist. Die Gerade (X 7) heifit die

Symmetrieachse oder Symmetrale. So liegen in Fig. 42 die
Punkte D und D', E und E' .. . symmetrisch in Bezug auf die Sym-
metrale X Y.
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Zwei ebene Gebilbe licgen symmetriseh in Bezieliung auf
eine Gerade, wenn jedem Punkte des einen Gebildes ein symmetrisch
liegender Punkt des andern Gebildes entspricht.

Die schraffierten Figuren in Fig. 42 liegen symmetrisch in Be-
ziehung auf Al Y.

Zwei sy mmet rise h liegende ebene Gebilde konnen
dure h Umklappen um die Symmetrale zur Deckung ge-
braeht werden.

Symmetrie ebener Gebilde.
§46. Erklarung. Ein ebenes Gebilde (J)EE‘D‘ in Fig. 42)

heilit symmetrisch, wenn es sich durch eine Gerade (die Symmetrale)

B

in zwei symmetriseh lie¬
gende Teile teilen laBt.

Die beiden
H alf ten einersym-
metrischen Figur
konnen dur eh Um¬
ki a p p e n um die a *
Symmetrieaehse
zur Deckung ge-
bracht werden.

1. Streckensym-
metraie. Jede Streeke
ist ein symmetrisches Gebilde; ihre Symme-
trale ist die in ihrem Halbierungspunkte er-
riehtete Normale.

Fig. 43.

i

4

T7T

X
l

\r

Fig. 42.

AB
2

O X

und

die

Ist in Fig. 43 A O = O B =

OXj_AB vorausgesetzt, so ist
Symmetrale der Streeke AB. Verbindet man
die Endpunkte A und B mit irgend einem Punkte (z. B. G) der Symme-
trale, so entstehen zwei kongruente Dreieeke ACO^^BCO; daher ist
A C — B C; d. h.: Fig. 44.

Jeder Punkt der Strecken-
symmetrale hat von den beiden
Endpunkten der Streeke
gleiche Abstande.

Es liegen alle Punkte, die von
den Endpunkten einer Streeke den
gleiehen Abstand haben, auf der
Symmetrale der Streeke.

B



2. Winkelsymmetrale. Jeder Winkel ist ein symmetrisehes Ge-
bilde; seine Symmetrale ist die Halbierungslinie desselben.

Es sei vorausgesetzt (Fig. 44): COA — <£) C OB, D E _L OB,
DF _L OA; dann ist O D F CS2 A ODF, woraus folgt, DF =
= DF; d. h.:

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat ven den beiden
Sehenkeln des Winkels gleiche Abstande.

Umkehrung: Alle Punkte, die von den Schenkeln eines VVinkels gleichweit
entfernt sind, liegen auf der Symmetrale des VVinkels.

4. Lehrsatze von den Dreiecken iiberhaupt.
47. Beziehungen zwischen den Gegenstiicken eines Dreieckes.

Es seien in dem Dreieeke ABC (Fig. 45) die Seiten
A C nnd BO einander gleich. Man ziehe CD als
Symmetrale des Winkels C und klappe das
Dreieck AD G um diese Symmetrale um; es fallt A
auf B, A C auf B C und DA auf DB ; daher ist
< A = < B Wenn also im Dreieeke ABC die
Seite AC= B C ist, so mufi auch der Winkel B =
= A sein; d. h.:

Sind in einem Dreieeke zwei Seiten gleich, so sind
auch die ihnen gegeniiberliegenden Winkel gleich; oder:

Gleichen Seiten eines Dreieckes liegen gleiche VVinkel gegenuber,
§ 48. Es sei umgekehrt in dem Dreieeke ABC (Fig. 45) der

Winkel A = B; so laBt sich zeigen, daB auch die Seite BC — A C sein
miisse. Man ziehe CD als Symmetrale der Seite AB und klappe
den Winkel DA C um diese Symmetrale um; es fallt der Scheitel A auf
den Scheitel B und weil C in C verbleibt, ist A C — B C. Wenn also
im Dreieeke A B C <J1 A = <j_ 7» ist, so muB auch die Seite BC—
= A C sein; d. h.:

Sind in einem Dreieeke zwei Winkel gleich, so sind
Fig. 46.

\

B

a u e h die i h n e n g e g e n ii b e r 1 i e g e n d e n
Seiten gleich; oder:

Gleichen VVinkeln eines Dreieckes
liegen gleiche Seiten gegenuber.

Schneidet aus Zeichenpapier das gleichsehen-
kelige Dreieck ABC (Fig. 45) aus und biegt es um
die Mittellinie CD um, so rverdet ihr sehen, dafi der
VVinkel B genau auf A fallt, und dafi sich die Seite
GB mit CA genau deckt.

§ 49. Es sei im Dreieeke AB C (Fig. 46)
die Seite B C^> AC; so muB auch A >

B sein. Man ziehe CD als S v m m e t r a 1 e
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des W i n k e 1 s G und klappe dann das Dreieck AD C um diese Symme-
trale CD um; so fallt A auf CB zwischen C und B nach A'; dann ist
der Winkel A in seiner neuen Lage bei A ' als AuBenwinkel n des Drei-
eckes DBA ' groBer als der Winkel B.

In jedem Dreiecke liegt der groBeren Seite auch der groBere
Winkel gegenuber.

Umkehrung: Dem grofierenWinkel eines Dreieekes liegt
die groBere Seite gegenuber.

AB
GE,

In einem rechtwinkeligen Dreiecke ist die Hypotenuse, in einera stumpf-
winkeligen die dem stumpfen Winkel gegeniiberliegende Seite die grofite Seite.

Aus dem III. Kongruenzsatze (§ 42) folgt dann auch:
Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent, wenn in ihnen

die Hypotenuse und eine Kathete paarweise gleich sind.
§ 50. Zieht man vom Punkte C (Fig. 47) zu der G-eraden

die Normale CD und liberdies irgend eine andere Gerade, z. B.
so entsteht ein rechtvvinkeliges Dreieck CDE und
es muB darin die Hypotenuse CE groBer sein als die
Kathete CD.

Die Normale ist daher die kiirzeste
Gerade, die von einem Punkte zu einer ge-
raden Linie gezogen werden kan n.

Die Normale von einem Punkte auf eine Gerade A J) E B

dient dazu, dieEntfernung jenes Punktes von der Geraden zu messen.

Lehrsatze von den gleichschenkeligen Dreiecken.
§ 51, 1. In einem gleichschenkeligen Dreiecke sind die VVinkel

an der Grundlinie gleich. (Folgt aus § 47.)
In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei Winkel gleich.
Rechen- und Konstruktionsaufgaben.
1. Wie grofi ist jeder VVinkel eines gleichseitigen Dreieekes?
2. Wie grofi ist der VVinkel am Scheitel eines gleichschenkeligen Dreieekes,

wenn ein VVinkel an der Grundlinie a) 52°, b) 37° 12' 50" ist?
3. Wie grofi ist ein VVinkel an der Grundlinie eines gleichschenkeligen Drei¬

eekes, wenn der VVinkel am Scheitel a) 71°, b) 25° 46', c) 59° 19' 42" betriigt?
4. VVie grofi ist jeder spitze VVinkel in einem gleichschenkeligen recht-

winkeligen Dreiecke?
5. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs folgende gleichschenkelige Dreiecke:

a) Grundlinie = 4 cm, ein VVinkel an der Grundlinie = 73°;
b) Grundlinie = 54 mm, VVinkel am Scheitel = 68°;
c) ein Schenkel = 78 mm, ein VVinkel an der Grundlinie = 62°;
d/ ein Schenkel = 5 cm 6 mm, VVinkel am Scheitel 84°!

6. Zeichne ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse
82 mm ist!

7. Der Aufienwinkel am Scheitel eines gleichschenkeligen Dreieekes betragt
145° 45' 45"; wie grofi sind die inneren VVinkel, wie grofi die beiden anderen Aufien-
winkel des Dreieekes?
Močnik-Halbgebaner, Geometrie. 3



§ 52 . 2. Es sei das Dreieck ABC (Fig. 48) gleichschenkelig,
namlich AG= B G. Halbiert man die Grundlinie 45 im Punkte D

und verbindet die Mitte der Grundlinie mit dem
Scheitel dureh eine Gerade (CD), so liegen die beiden
Dreiecke ABC und DBG symmetrisch in Be-
ziehung auf die Gerade GB. Warum ist GB die Symme-
trale der Grundlinie AB? Man klappe /\,AD C um
CD. Wohin fallt es ? Daher ist m = n= 90 °,

B also GB _|_ AB und = <£ q; daraus folgt:
In einem gleichschenkeligen Dreiecke steht die Ver-

bindungsstrecke des Scheitels mit der Mitte der Grundlinie
auf dieser normal und halbiert den VVinkel am Scheitel.

Der Beweis fiir diesen Lehrsatz kann auch mit Airvvendung der Kongruenz-
satze gefiihrt werden.

§ 53 . 3. Es sei in dem gleichschenkeligen Dreiecke ABC (Fig. 48)
GB _L AB. Was ist daher GB m Beziehung auf die Grundlinie AB ?
Wie sind die Dreiecke ADC und BB G in Beziehung auf die Strecke
GD? Dureh Umklappen um GB konnen die beiden rechtwinkeligen
Dreiecke zur Deckung gebracht werden und es ist A D = B Z> und

'P = < d ; daraus folgt:
Die Normale von der Spitze eines gleichschenkeligen

Dreieckes auf die Grundlinie halbiert diese Grundlinie und den
VVinkel am Scheitel.

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses Lehrsatzes kann aueh mit Anwendung
der Kongruenz der Dreiecke gefiihrt werden.

Der Beweis fiir diesen Lehrsatz ist auch noch giltig, wenn AB — A G = B G,
d. i. wenn das Dreieck ABG gleichseitig ist.

Im gleichschenkeligen und auch im gleichseitigen Dreiecke wird
die Grundlinie von der Hohe halbiert.

Da nach dem obigen Satze die Strecke zwischen dem Scheitel und
der Mitte der Grundlinie auf dieser normal steht, dureh die Mitte der
Grundlinie aber auf dieselbe nur eine einzige Normale gezogen werden
kann, so ist auch der folgende Satz richtig:

4. Die Normale aus der Mitte der Grundlinie eines
gleichschenkeligen Dreieckes geht dureh den Scheitel.

5. Die Gerade, die denIVinkel am Scheitel eines gleich¬
schenkeligen Dreieckes halbiert, halbiert auch die Grundlinie
und steht auf dieser normal. (Begriindung mittelst der Symmetralen
des Winkels am Scheitel.)

In jedem gleichschenkeligen Dreiecke gibt es eine dureh
die Spitze gehende Gerade, die drei voneinander untrennbare Eigen-
schaften besitzt:



L sie halbiert den Winkel an der Spitze (sie ist die Symmetrale
des Winkels am Seheitel),

2. sie halbiert die Grundlinie,
3. sie steht auf der Grundlinie senkrecht (sie ist die Svmmetrale

der Grundlinie). Diese Gerade ist auch dieSymmetrale des gleich-
schenkeligen Dreieekes.

E in gleichschenkeliges Dreieck ist symmetrisch in
Beziehung auf seine Hohe als Symmetrale.

Ein gleichseitiges Dreieck ist symmetrisch in Be¬
ziehung auf jede seiner drei Hohen als Symmetrieachse.

In einem gleichseitigen Dreiecke ist jede Hohe zugleich eine Seiten-
und eine Winkelsymmetrale.

§ 54 . Zeichnet man iiber der Grundlinie AB (Fig. 49) zwei
gleiehschenkelige Dreiecke ABC und AB D und zieht durch die Seheitel
C und D die Strecke CD, so sind die Dreiecke
A D G und DBG in symmetrischer Lage in Beziehung
auf die CD. Warum ist CD die Symmetrale von
AB? Durch Umklappen um CD konnen die Dreiecke
ADG und DBG zur Deckung gebracht werden und
es ist daher a = <X.b und <$?.c — <£d.

Da durch Umklappen um CD sowohl die Drei¬
ecke AEC und EBC als auch die Dreiecke ADE
und DBE zur Deckung gebracht werden konnen, so
ist auch A E= BE und CD X AB; daher:

Zeichnet man liber derselben Grundlinie zwei gleich-
schenkelige Dreiecke und zieht durch die Seheitel eine
Gerade, so halbiert diese 1. die Winkel an den Seheitel n,
sie halbiert 2. die ge m e insehaftliche Grundlinie und steht
3. auf der Grundlinie normal.

Fig. 49.
C

55 .

Konstruktionsaufgaben.
Eine gegebene Strecke AB (Fig. 50) zu halbieren.

Die Symmetrale CD
der Strecke AB trifft die
letztere im Halbierungs-
punkte E; dann istA JS=
— JE JB. Es geniigt, zwei
Punkte der Symmetrale zu
finden; tvurum ? (Fig. 51.)

Die Konstruktion ist also:
Um eine Strecke zu hal¬

bieren, beschreibe man aus

A<r

Fig. 50.

M/
'fr-

B

Fig. 51.

iB

3 *



Fig. 52.
C

D'

ihren Endpunkten mit demselben Halbmesser naeli oben und unt.en Kreisbogen, die
einanderin zvvei Punkten schneiden, und ziehe durch die beiden Punkte eineGerade;
diese Gerade halbiert die gegebene Streeke.

Aufgaben.
1. Zeiebne verschiedene Streeken und halbiere jede derselben!
2. Zeichne eine Stveeke und teile sie in 4, 8 gleiche Teile!

§ 56. Auf eine gegebene Gerade
AB (Fig. 52) v o n e i n em a u B e r ihr befind-
lichen Punkte C eine Normale zu fal-
len.

Ist G der gegebene Punkt, so suche man
-B zunachst in der gegebenen Geraden zwei Punkte
M und N, die von C gleich weit entfernt sind,
und konstruiere nun mittels des Punktes D die
Svmmetrale CD der Streeke MN; dann ist
CD ± Ali.

§ 57. In einem Punkte einer Geraden auf diese eine
Normale zu erriehten.

a) Man trage von dem gegebenen Punkte C (Fig. 53) aus nach
beiden Seiten zwei gleiche Streeken GM und
GN auf und konstruiere die Symmetrale D C
der Streeke MN; dann ist D C D AID.

b) Ist der gegebene Punkt A ein End-
punkt der gegebenen Streeke A B, so ver-
langere man die Gerade iiber diesen Endpunkt

/) hinaus und verfahre sodann tvie vorhin. Lafit
sich aber die Linie nicht iiber den Endpunkt

hinaus verlangern, so kann man die verlangte Normale auf eine der
folgenden Arten erhalten:

1. Auflosung. Man beschreibe (Fig. 54) aus A mit einem beliebigen
Halbmesser einen Bogen, welcher die AB in D sehneidet; mit demselben

Fig. 54. Halbmesser durchschneide man aus D den friiheren Kreis-
A'' bogen in E und beschreibe aus E einen neuen Bogen,

welcher von der durch D und E gezogenen Geraden
in C geschnitten wird. Zieht man nun die A G, so ist
CA _L AB.

Begriindung: Vermoge der Konstruktion ist das
Dreieek ADE gleichseitig und das Dreieck A CE gleich-
schenkelig. Im ADE ist daher jeder der drei Winkel

D. 3 a = 60°; im ^ ACE ist jeder der zwei gleichen Winkel
b an der Grundlinie die Ilalfte des AuBenwinkels a, also b = 30°. Mithin
ist Winkel BA C = a + b = G0° + 30° = 90° und daher AC ± AB.

Fig. 58.

-A

c

;d\ '■

b/
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C
/K

2. AuflBsung. Man nehme (Fig. 55) iiber der Geraden AB einen Punkt O ati,
beschreibe aus demselben mit dem Halbmesser O A einen Kreisbogen GAD und ziehe
dureh D und 0 eine Gerade, welche jenen Bogen in C
durehsehneidet; verbindet man diesen Punkt G mit dem
gegebenen Punkte A dureh eine Gerade A G, so ist diese
die verlangte Normale; denn

im gleiehsehenkeligen A ADO ist Winkel m = p,
„ A M OO ist Winkel n = q,

daher m -f- n = p -j- q.
Die Winkel m, n, p, q bilden nun die Winkel eines

Dreieckes, also ist m -\- n -\- p -(-<? = 2 R; folglich ist die
halbe Summe m -\~ n = R, mithin A C J_ AH.

§ 58, Einen gegebenen Winkel A GB (Fig. 56) zn hal

Fig. 55.

,0

71//m P'
D B

bi er en.
Die Halbierungsgerade oder Symmetrale des

Winkels A CB geht dureh G. Um einen zweiten
Punkt derselben zu erhalten, mache man GM=
— CN; dann sind M und N symmetriseh gelegen
zur gesuchten Symmetrale. Nun bestimmt man noch
einen Punkt I) der Streckensymmetrale von MN.
Warum ist GD die Symmetiale des Winkels A CB?

Aufgaben.
1. Zeiehne verschiedene Winkel und halbiere sie!
2. Zeiehne einen Winkel und teile ihn in 4 gleiche Teile!

Fig. 56.

Geometrische Konstruktion einzelner VVinkel.
§ 59. 1. Einen Winkel von a) 60°, h) 30°, c) 120°, d) 150° geo-

metriseh zu konstruieren:
a) Dureh Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes;
b) dureh Halbierung des Winkels von 60°;
e) und d) dureh Konstruktion des Nebenwinkels von 60°, beziiglich von 30°.
2. Einen Winkel von a) 90°, b) 45°, c) 135° geometrisch zu kon¬

struieren :
a) Naeh § 56 oder § 57;
b) dureh Halbierung des VVinkels von 90° und c) dureh Konstruktion des

Nebenwinkels von 45°.

§ 60, Die vier merkvvurdigen Punkte eines
1. Halbiere jede Seite eines Dreieckes und er-

richte auf sie in der Mitte eine Normale — eine
Streckensymmetrale! (Fig. 57.)

Die drei Seitensymmetralen eines Drei¬
eckes sehneiden sich in einem Punkte, der von den drei
Eckpunkten des Dreieckes gleichen Abstand hat. (Mittel-
punkt des dem Dreiecke umgeschriebenen Kreises.)

Dreieckes.
Fig. 57.



Lage dieses merkwurdigen Punktes im stumpf- und rechtwinkeligen Dreiecke
Fig. 58. 2. Ziehe yon jedem Eekpunkte eines Drei-

eckes eine Gerade, welche den betreffenden Winkel
halbiert — eine Winkelhalbierungslinie
oder eine W inkelsymmetrale! (Fig. 58.)

Die drei Winkelsymmetralen eines
Dreieckes scbneiden sich in einem Punkte,

Abstand hat. (Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises.)
3. Fiille von jedem Eekpunkte eines Dreieckes eine Normale auf

die gegeniiberliegende
Seite — eine Hohe!
(Kg. 59.)

Die drei Hohen
eines Dreieckes

g schneiden sich in
einem und dem-
selben Punkte.

Lage dieses merkwiir-
digen Punktes im stumpf-
und rechtwinkeligen Drei¬
ecke !

4. Halbiere jede Seite eines Dreieckes und ziehe von jeder Mitte
eine Strecke zu dem gegenuberliegenden Eekpunkte — eine Mittel-

linie! (Fig. 60.)
Die drei Mittellinien eines Dreieckes

schneiden sich in einem und de m selben
Punkte, -vvelcher jede Mittellinie so teilt, daB der an
einer Ecke liegende Abschnitt doppelt so grofi ist als
der andere. Der Schnittpunkt der Mittellinien eines
Dreieckes heiBt Schwerpunkt des Dreieckes.

MiB die Strecken O G und OF, OB und O E, OA und OD und

Fig. 60.

vergleiche sie nach der Lange! O C = 2 OF — | CF, OB —
= 2 OE= \BE, OA = 2 OD= \AD-, OF=?, OD = ‘?, OE= ?

Machet ein Dreieck aus Pappendeckel und erprobet die Richtigkeit
dieses Satzes! Bestimmet den Schwerpunkt dieses Dreieckes!

Bestimme die vier merkvrardigen Punkte im gleichseitigen Dreiecke!

5. Vierecke.
Bestimmungsstiicke der Vierecke.

S 61. Eine von vier Strecken begrenzte ebene Figur wird ein
Viereck genannt (Fig. 61).
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Ein Viereck hat vier Seiten und vier W in k el. Die Summe der
vier Seiten heiBt der Umfang des Viereckes.

Die Strecke, die zwei gegeniiberstehende
Eekpunkte verbindet, heiBt Diagonale (BD in
Eig. 61).

Wieviele Diagonalen konnen in einem Vierecke ge-
zogen werden?

§ 62. Zielit man in einem Viereck (Fig. 61)
eine Diagonale, so betragen alle Winkel des Vier- ^
eckes ebensoviel als die Winkel der beiden Dreiecke, in welche das Viereck
zerlegt wird; die Winkel in jedem der zwei Dreiecke betragen nun zwei
Rechte, daher die Winkel des Viereckes vier Rechte.

Die Summe aller Winkel eines Viereckes ist gleich vier Rechten
oder 360°.

Wenn in einem Vierecke alle VVinkel gleich sind, wie grofi ist jeder!

Einteilung der Vierecke nach den Richtungen der gegeniiberliegenden
Seiten.

§ 63. Ein Viereck, in dem keine Seite mit einer anderen parallel
ist, heiBt ein Trapezoid (Fig. 62, I). Ein Viereck, in dem nur zwei
gegeniiberliegende Seiten parallel, die andern zwei Seiten aber nicht
parallel sind, heiBt ein Trapez (Fig. 62, II). Ein Viereck, in dem je
zwei gegeniiberliegende Seiten gg.
parallel sind, heiBt ein Paral- _
lelogramm (Fig. 62, III). Das 1^ i \ / n
Zeichen fiir ein Parallelogramm L---A /—

m

ist #. Ein Trapezoid, in dem zwei Paare gleicher anstoBender Seiten
vorkommen, heiBt ein D el to id (Fig. 63).

Ein Trapez, in dem die nichtparallelen Seiten einander gleich sind,
heiBt gleichschenkelig. (Fig. 62, II.) Pig- 63-

In einem Parallelogramme kann man \vas immer
fiir eine Seite als Grundlinie annehmen; die Nor¬
male, die darauf von der gegeniiberliegenden Seite
gefallt wird, ist dann die Hohe. In einem Trapeze ^

versteht man unter der Hohe eine Normale, die
von einem Punkte der einen parallelen Seite auf die
andere parallele Seite gefallt wird.

Aufgaben.
1. Zeichne ein gleichschenkeliges Trapez!
2 . Zeichne zwei Parallele, dann ebenso zwei andere

Parallele, \velche die friiheren durchschneiden! Was fiir ein Viereck entsteht dadurch?
3. Zeichne mehrere beliebige Vierecke, ziehe die vier Aufiemvinkel und mifi

diese mit dem VVinkelmesser!
4. Wie grofi ist die Summe der Aufien vvinkel eines Viereckes!
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Fig. 64.

Einteilung der Parallelogramme nach der GroBe der Seiten und
VVinkel.

§ 64 . Die beiden Parallelogramme I und II in der Fig. 64 haben
spitze und stumpfe, also s c h i e f e Winkel; es sind also schiefwin-
kelige 44; die beiden 44 III und IV dagegen sind re chtwinkelige 44.
Die 44 I und III haben als gemeinsames Kennzeichen die ungleich langen

Seiten; es sind also un-
gleichseitige 44. Die
44 II und IV dagegen
sind gleichseitige44.

Die Figur I ist also
ein ungleichseitig-schief-
winkeliges 44 und heifit
Ehomboid. Die Figur
II ist ein gleichseitig-
sehiefwinkeliges 44 und

heiBt Ehombus oder Eaute. Die Figur III ist ein ungleichseitig-
reehtwinkeliges 44 und fiihrt den Namen Eechteek. Die Figur IV,
das gleichseitig-reehtwinkelige 44, nennt man Quadrat oder G e vi e rt.

Die Arten der Parallelogramme sind also: 1. das Ehomboid,
2. der Ehombus, 3. das Eechteek und 4. das Quadrat.

Zeichne einen spitzen oder stumpfen VVinkel a) mit ungleichen Schenkeln,
b) mit gleichen Schenkeln und ziehe dureh die Endpunkte Gerade, die mit den
Schenkeln parallel sind! VVas fiir ein Viereck entsteht in jedem Falle!

Zeichne einen reehten VVinkel a) mit ungleichen, b) mit gleichen Schenkeln
und ziehe dureh die Endpunkte Gerade, die mit den Schenkeln parallel sind! VVas
fiir ein Viereck entsteht in jedem Falle?

Rauten, Deltoide und gleiehschenkelige Trapeze finden Anwendung bei Ein-
legearbeiten in Tischplatten u. dgl., Quadrate in Schachbrettern, Rechtecke als
Fiillungen in Turen und Toren.

Nenne Gegenstande im Schulzimmer, an denen Rechtecke, Quadrate, Trapeze
vorkommen!

AB

Lehrsatze von den Parallelogrammen.
§ 65 . Es sei (Fig. 65) Viereck AB CB ein 44, also AB || GB und
B C. Zieht man die Diagonale BB, so sind die Wechselvvinkel
Fig. 65.

zwei kongruente Dreiecke geteilt.

a und d, und ebenso die Weehselwinkel c und b
einander gleich; daher ist /\ A Tt T) QO A CBB.
Dann ist Winkel A — C und Seite AB=CD,
AB— B C. Weil c = b und <£; d = a
ist, so ist auch -^1 c d — b -(- a oder
<44 B = <ji B. Daraus folgt:

Diagonale in1. Jedes Parallelogramm wird dureh die
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2. In jedem Parallelogramme sind die gegenuberlie-

genden VVinkel gleich.
3. In jedem Parallelogramme sind die gegeniiberlie-

genden Seiten gleieli; oder:
Parallele zwischen Parallelen sind einander gleieli.
Aus dem letzten Satze folgt auch:
jSTormale zwischen Parallelen sind einander gleieli.
Schneidet aus einem gleiehbreiten Streifen Zeichenpapier die vier z)): aus, zer-

schneidet ferner jedes derselben in der Richtung einer Diagonale in zwei Dreiecke
und bringt diese dureh Ubereinanderlegen zur Deekung!

Aus der Fig. 65 laBt sich aueh beweisen, daB ein Ti ere ek ein
# sein muli, wenn in ihm je zweigegeniiberliegende Seiten
gleieli sind. (Liefert den Beweis!)

§ 66. Es sei AB GD (Fig. 66) ein Parallelogramm, also AB \\ CD,
AD j B G. Zieht man die beiden Diagonalen A G und BD, so ist
wegen AB= GD, a = c und b = d das Drei-
eek A B 0 GD O, folglich 40 = GO, B0 =
= D O; d. i. die Diagonalen eines j eden Pa-
rallelogrammes halbieren einander.

Ton den Diagonalen der Parallelogramme
gelten noch folgende Satze:

1. Die Diagonalen eines Reehteckes sind einander
gleich.

Kunn unter Anwendung des II. Kongruenzsatzes (§ 41) bewiesen werden.
2. Die Diagonalen eines Rhombus stehen normal auf-

einander.
Die Wahrheit dieses Satzes beruht auf § 54.
3. DieDiagonalen eines Quad ra tes si n d einander gleich

und stehen normal aufeinan der.
Zusatze: a) Ein Rechteck ist symmetriseh in Beziehung

auf jede Gerade, welche zwei Gegenseiten halbiert. (Zweiaehsig =
symmetrisch.)

b) Ein Rhombus ist symmetrisch in Beziehung auf jede
Diagonale. (Zweiaehsig = symmetrisch.)

c) Ein Quadrat ist symmetrisch sovrohl in Beziehung auf
jede Gerade, welche zwei Gegenseiten halbiert, als auch in Beziehung
auf jede Diagonale; es hat vier Symmetrieaehsen.

Konstruktionsaufgaben.
§ 67 . 1. Zu einer Geraden AB (Fig. 67) dureh einen

Punkt C aufierhalb derselben eine Parallele zu ziehen.
1. Losung. Ziehe (Fig. 67, I) dureh G eine Gerade, welche die AB in D

schneidet, und trage in G den VVinkel D GF = A D G so auf, dafi er zu AD C

Fig. 66.
D C

Ji
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Wechselwinkel wird; der zweite Schenkel GF des konstruierten VVinkels ist die
gesuchte Parallele (§ 31).

Fig. 67.

i ir m

2. und 3. Losung siehe in Fig. 67, II und III.
2. Losung. In praktischer Weise im geometrischen Zeiehnen mit Hilfe

von zwei Dreiecken durch entsprechende Parallelverschiebung des einen Dreieckes
langs des zweiten fixen (Fig. 68).
Begriindung!

2. Ein Parallelogramm
z u konstruieren, wenn
zwei Seiten« = 23 mm (7
cm), b — 14 mm (4 cm) und
der von ihnen einge-
schlosseneWinkel m=
R n • u= gegeben sind.

Man zeichne in A (Fig. 69)
einen Winkel A = m, schneide von

den Sehenkeln A B = a und A D = b
ab; hierauf besebreibe man aus B mit
dem Halbmesser A D einen Bogen und
durchschneide ihn aus D mit dem Halb¬
messer AB; dann ist ABGD das ver-
langte Parallelogramm.

Fig. 69.

Fig. 70.

3. a) Ein Quadrat zu konstruieren, wenn seine Seite
A B = 19 mm (6 cm) gegeben ist.

Man erriehte im Endpunkte A (Fig. 70) der gegebenen Seite AB
auf diese eine Normale, mache A D = A J! und besebreibe aus B und

D mit dem Halbmesser AB zwei Kreisbogen, die
einander in C schneiden; ABCD ist das verlangte
Quadrat.

Oder: Man erriehte in beiden Endpunkten A
und i? der Hi? Normale, trage auf diesen AB bis D
und C auf und ziehe DC.

b) Ein Quadrat zu konstruieren, tvenn
seine Diagonale A C — 23 mm (74 mm) gegeben ist. (Fig, 71.)

4. Ein Rechteek zu konstruieren, wenn gegeben sind:
a) ztvei Seiten (78 mm und 39 mm);
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Fig. 71.b) eine Seite und die Diagonale (85 mm, 95 mm).
5. Einen Rhombuszu konstruieren, wenngegehen sind:
a) eine Seite und ein VVinkel (48 mm, 45°);
b) die Grundlinie und die Hiihe (52 mm, 44 mm);
e) eine Seite und eine Diagonale (44 mm, 54 mm);
d) die beiden Diagonalen (94 mm, 50 mm). -4
6. Konstruiere ein Parallelogramm aus den beiden

Diagonalen und dem von ihnen eingeschlossenen VVinkel, b) aus
der Grundlinie und den beiden Diagonalen, e) aus der Grund¬
linie und den VVinkeln, \velche diese mit den beiden Diago¬
nalen einsehliel.it ; d) aus zwei Seiten und der zu einer derselben zugehorigen Hohe!

7. Zeichnet ein Quadrat von 12'8 cm Umfang!
8. Zeichnet ein 8‘/a cm langes Rechteck, dessen Umfang eine Liinge von

23 cm hat!
Rechenaufgaben.
1. Wie grofi ist der Umfang eines Quadrates von a) 5 dm, b) Th dm, c) 123'4 m

SeitenlUnge ?
2. VVelchen Umfang hat eine Raute, deren Seite a) 13 cm, b) 7'8 dm, c) 37 1/« m

lang ist?
3. VVieviel m mifit der Umfang eines reehteckigen Tisches, welcher 23/« m

lang und P/2 m breit ist?
4. In einem Deltoide betragt eine Seite 58/4 dm, die andere 7'8 dm; welchen

Umfang hat es?
5. Ein Feld hat 4 Seiten von 18'5 m, 20'4 rn, 28‘8 m und 34'3 m; wieviel

Schritte mufi man beim Umgehen dieses Feldes machen, wenn auf je 3 m 4 Sehritte
zu reehnen sind?

6. Ein Tapezierer soli die trapezformigeu Sitzflachen von P/2 Dutzend Sesseln
mit Borten umziehen; wieviel m braueht er, wenn die parallelen Seiten der Sitze
55 cm und 43 cm, die andern Seiten je 47 cm lang sind?

Fig. 72.

Lehrsatze von den Trapezen und den Parallelen im Dreiecke.
§ 68. Zieht man in dem Trapeze AB CD (Fig. 72) die GE || DA,

so zerfallt es in ein Parallelogramm AECD und in ein Dreieck EBC,
vvelches letztere die zwei nichtparallelen Seiten
und die DifEerenz der Parallelseiten des Trapezes
zu Seiten hat.

Ist das Trapez ABCD gleiehsehenkelig, so
ist es auch das Dreieck EBC, daher ist Winkel
B = CEB = A. Warum ist auch <£ B CD
- AD CA Daraus folgt:

1. In einem gleiclischenkeligen Trapeze sind
Winkel an jeder der Parallelseiten einander gleich.

2. Umgekehrt: Sind in einem Trapeze die Winkel an
einer der beiden Parallelseiten einander gleich, so ist das
Trapez gleiehsehenkelig.

die
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Zusatz: Ein gleiehschenkeliges Trapez ist symme-

trisch; seine Symmetrale geht durch die Mitten der parallelen Seiten.
(Einaehsig = symmetrisch.)

Konstruktionsaufgaben.
1. Ein Trapez zu konstruieren, wenn gegeben sind:
a) eine Parallelseite mit den ihr anliegenden VVinkeln und eine der nicht-

parallelen Seiten (68 mm, 60°, 45° und 34 mm);
•b) die zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden VVinkel (66 mm,

20 mm, 60°, 46°);
e) die Parallelseiten, eine der nichtparallelen Seiten und die Hohe (62 mm,

32 mm, 50 mm, 48 mm).
2. Ein gleiehschenkeliges Trapez zu zeichnen, wenn gegehen sind:
a) die Parallelseiten (66 mm, 36 mm) und die Hohe (60 mm);
b) die Parallelseiten und der VVinkel an der ersten Seite (70 mm, 29 mm, 60°);
c) die niehtparallele Seite, die Diagonale und die Hohe (48 mm, 68 mm, 45 mm).
3. Zeichnet ein Deltoid, in rvelchem ein Seitenpaar 37 mm, das andere

78 mm lang ist und in welchem zwei rechte VVinkel vorkommen!

Von den Parallelen im Dreiecke.
§ 69. Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 73) die Seite A C in

mehrere, z. B. 4 gleiche Teile geteilt, also CD— DE— KF— FA,
und man ziehe B G, EH und FJ samtlich paraliel
mit der Seite AB; dann laBt sich beweisen, daB
dadurch auch CB in 4 gleiche Teile geteilt wird. —
Man ziehe die Linien G K, HL und JM parallel mit
A C. Dadurch sind lauter kleine Dreiecke entstanden,
die mit dem oberen CD G sind. Warum?

In diesen kongruenten Dreiecken sind die Seiten
C G = GH= HJ — JB, weil sie den gleichen
Winkeln e = /' = g — h gegeniiberliegen. Die dritte
Seite CB ist somit wirklich in 4 gleiche Teile geteilt
worden.

Wird in einem Dreiecke eine Seite in mehrere gleiche
Teile geteilt und durch j eden Teilungspunkt eine Paral-
lele zu einer z \v e i t e n Seite g e z o g e n, so w i r d dadurch auch
die dritte Seite in ebensoviele gleiche Teile geteilt.

Konstruktionsaufgaben.
1. Eine gegeben e Strecke in beliebig viele gleiche Teile zu teilen

Fig. 74. Es sei die Strecke A B (Fig. 74) z. B. in 5 gleiche
^ Teile zu teilen. Man ziehe durch A eine andere Gerade
AG von beliehiger Richtung und Lange und trage darauf
von A aus 5 beliebige gleiche Teile auf. Verbindet
man den Endpunkt II des fiinften Teiles mit B durch

^ , , , , p BB und zieht durch D, E, F, G Parallele mit HB,
F L M N ao teilen diese auch die AB in 5 gleiche Teile AK,

KL, LM, MN, NB (§ 69).
2. Eine Strecke s = 75 mm ist in a) 3, b) 5, ej 7, d) 9 gleiche Teile zu teilen.

M

Fig. 73.
C
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Kongruenz der Vierecke.
§ 70. Zwei Vierecke sind kongriient, wenn in ilmen alle vier

Seiton niid alle vier Winkel nach der Ordnung paarwei.se gleich sind.
Wann sind also a) zwei Parallelogramme, b) zwei Recht-

ecke und c) zwei Quadrate kongruent?
Ein Parallelogramm ist durch zwei Seiten und den von ihnen

eingeschlossenen Winhel, ein Reehteck durch zwei anstoBende Seiten,
ein Quadrat durch eine Seite unzweideutig bestimmt.

6. Vielecke.
Bestimmungsstikke der Vielecke.

§ 71. Eine von mehreren Strecken begrenzte ebene Figur heiBt
ein Vieleck oder Polygon (Fig. 75).

Jedes Vieleck hat soviele Seiten als Winkel; zwischen je zwei Seiten
liegt ein Winkel, zwischen je zwei Winkeln eine Seite; ferner liegen an
jeder Seite zwei Winkel und zwei Seiten.

Die Winkel eines Vieleckes konnen spitze, redite, sturapfe und
selbst auch erhabene sein; die letzten nennt man aueh einspringende
Vieleckswinkel.

Eine Streeke A G (Fig. 75), die zwei nicht unmittelbar aufeinander
folgende Eckpunkte des Vieleckes verbindet, heiBt Diagonale.

Die Summe aller Seiten eines Vieleckes heiBt der TJ m f ang und
die GroBe der von den Seiten eingeschlossenen Flache der F1 a c h e n-
inhalt desselben. Fig. 76 .

§ 72. Die Summe aller Winkel eines
Vieleckes betragt sovielmal zwei Rechte,
als das Vieleck Seiten hat, weniger vier
Rechte. (Im n-Ecke : 2nB — 4B.)

Nimmt man innerhalb des Vieleckes ABGDEF
(Fig. 76) einen beliebigen Punkt O an und zieht von
diesem zu allen Eckpunkten gerade Linien, so erhalt man soviele Drei-
ecke, als das Vieleck Seiten hat; die Winkel eines solchen Dreieckes be-
tragen zwei Rechte, daher die Winkel aller Dreiecke sovielmal 2 Rechte,
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als das Vieleek Seiten hat. Unter den Winkeln der Dreiecke kommen
nun alle Vieleekswinkel vor, aber iiberdies auch noch die Winkel ura den
Punkt O herum, die nicht Vieleckswinkel sind und zusammen 4 Rechte
betragen. Um daher blofi- die Summe der Vielecksvvinkel zu erhalten,
muB man von der Winkelsumme aller Dreiecke noch 4 Rechte subtrahieren.

Einteilung der Vielecke nach der Anzahl der Seiten.
§ 73 . Die Vielecke werden nach der Anzahl ihrer Seiten in drei-

seitige oder Dreiecke, vierseitige oder Vierecke, fiinfseitige
oder Fiinfeeke usw. eingeteilt.

Im engeren Sinne versteht man untev Vieleek eine Figur, welche mehr als
vier Seiten hat.

Aufgaben.
1. Wie grofi ist die Summe aller VVinkel eines Fiinfeckes? — eines Sechs-,

Sieben-, Aeht-, Neun-, Zehneckes?
2. Wieviele Diagonalen konnen von einem Eekpunkte in einem Vier-, Fiinf-,

Sechs-, Siehen-, Aeht-, Neun-, Zehnecke gezogen werden? In wieviele Dreiecke \vird
dadurch jedes der genannten Vielecke zerlegt?

Einteilung der Vielecke nach der GroBe der Seiten und VVinkel.
§ 74 . Ein Vieleek heifit gleichseitig, wenn alle Seiten einander

gleich sind; sonst ungleichseitig. Ein Vieleek heiBt gleich-
winkelig, wenn alle Winkel einander gleich sind; sonst ungleich-
winkelig. Ein Vieleek heifit regelmafiig, wenn alle Seiten gleich
und alle Winkel gleich sind; sonst unregelmafiig. So ist z. B. der
Rhombus ein gleichseitiges, das Rechteck ein gleichwinkeliges, das Quadrat
ein regelmafiiges Viereck.

Da in einem regelmafiigen Vielecke alle Winkel gleich sind, so
findet man die GroBe eines derselben, wenn man zuerst die Summe aller
Winkel bestimmt und dann dieselbe durch die Anzahl der Winkel dividiert.
So betragt
ein Winkel des regelmafiigen Dreieckes . . = 60°,

3

» »» „ Viereckes 90°,

» » „ „ Fiinfeckes . . ~ — 108°,
5
79qo

„ „ >■> Sechseckes . . = 120°, usw.

Konstruktionsaufgaben.
§ 75 . 1 . Ein regelmafiiges Vieleek zu zeichnen. Be-

stimme die GroBe eines Vieleckswinkels, zeichne eine Strecke, die der
Seite des Vieleckes gleich ist, und trage in den Endpunkten derselben
den Vieleckswinkel auf; von den neuen Schenkeln schneide Stiicke ab,
vvelche der angenommenen Vielecksseite gleich sind, trage in den End-
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punkten wieder den Vielecksvvinkel auf und setze dieses Verfahren fort,
bis das Vieleck geschlossen ist!

2. Zeichne ein regelmaBiges Fiinfeck! (Die Priifung gesehieht, indem
man alle Diagonalen zieht und nachsieht, ob je eine mit einer Seite parallel ist.)

3. Zeichne ein regelmaBiges Sechseck! (Es miissen je zwei gegeniiber-
liegende Seiten und eine Diagonale parallel sein.)

4. Zeichne ein regelmaBiges n) Achteck, b) Zehneck!
Vom Mittelpunkte a us laBt sich ein regelmaBiges Vieleck

konstruieren, wenn man den beziiglichen Mittelpunktswinkel be¬
re c h n e t und um den gegebenen Punkt auftragt.

Soli man z. B. ein regelmiifiiges Neuneck zeiehnen, so tršlgt man den Mittel-
punktswinkel von 360° : 9 = 40° neunmal um den gegebenen Punkt auf und
schneidet auf diesen Schenkeln gleiche Streeken ab. Die Verbindung dieser erhaltenen
Punkte ergibt das regelmiifiige Neuneck.

Zeichne nach dieser Art ein regelmaBiges Fiinfeck und ein regel¬
maBiges Zwolfeck.

Einfacher geschieht die Konstruktion regelmafiiger Vielecke mit Hilfe des
Kreises, wovon spiiter bei der Kreislehre die Rede sein wird.

Lehrsatze von den regelmaBigen Vielecken.
§ 76. Es sei das Vieleck ABCDEF (Fig. 77) regelmaBig, also

A B = B G = CD = D E= EF= FA, und A = < B=< G=

einer
Zieht

Seite liegen,
man von dem

Halbiert man zwei Winkel A und B, die an
entsteht ein gleichschenkeligcs Dreieck AB O.
Scheitel 0 desselben zu den ubrigen Eckpunkten
die Streeken O G, OD, O E, so wird dadurch
das Vieleck in lauter kongruente gleichsehenkelige
Dreiecke geteilt; denn AB = B C, <£ c = <£ d
und OB= OB, daher ist nach dem II. Kon-
gruenzsatze /\ J. B O /\BG0 und A O = GO.
Legt man also das erste Dreieck AB O um die
Seite OB, so deckt es das Dreieck BOO; dieses
kann ebenso mit dem nachsten zur Deckung
gebracht vverden u. s. f. Die Streeken O A, OB,
einander gleich. Da kongruente gleichsehenkelige Dreiecke audi gleiche
Hohen haben, so sind auch die von 0 auf die Seiten gefallten Normalen
O G, OH, OJ, .... einander gleich.

Daraus folgt:
1. Halbiert man in einem regelmaBigen Vielecke zwei

aufeinander folgende Umfangswinkel und verbindet den
Durchschnittspu nkt der Halbier ungsl inien mit den
ubrigen Eckpunkten des Vieleckes durch Streeken, so
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wird dadurch das Vieleck in lauter kongruente gleich-
schenkelige Dreieeke geteilt.

2. In jedem regelmafiigen Vieleeke gibt es einen
Punkt. der von allen Eckpunkten und auch von allenSeiten
gleich weit entfernt ist.

Dieser Punkt heiBt der Mittelpunkt des regelmaBigen Vieleekes.
Man findet ihn, indem man zwei auleinander folgende Vieleckswinkel
halbiert.

Zusatz: Ein regelmaBiges Vieleck ist symmetrisch in Be-
ziehung anf jede Gerade, welche dureh den Mittelpunkt und entweder
durch die Mitte einer Seite oder dureh einen Eckpnnkt geht: Sowohl
jede Seitensvmmetral e als jede Winkelsymmetrale eines
regelmaBigen Vieleekes ist eineSymmetrieachsedesselben.

Ein regelmaBiges Vieleck hat ebensoviele Symmetralen, als es
Seiten hat.

Kongruenz der Vieleeke.
§ 77. Zwei Vieleeke sind kongruent, wenn sie alle Seiten und

alle Winkel in derselben Ordnung paarweise gleich haben.
Zwei Vieleeke ABGDEF und GHJKLM (Fig. 78) sind

kongruent, wenn sie auf iibereinstimmende Weise aus gleich
vielen kongruenten Drei-
ecken z u s a m m e n g e s e t z t
sind.

Denn legt man beide Viel-
ecke so aufeinander, daB ztvei
gleichliegende Dreieeke auf ein-
ander fallen, z. B. ABC auf GHJ,
so mufi aueh das zweite Paar

Dreieeke sich deeken, folglich aueh das dritte Paar, ....; daher decken
sieh auch die ganzen Vieleeke.

§ 78. Ein Vieleck ABGDEF (Fig. 78) zu iibertragen,
d. i. ein Vieleck zu zeichnen, das mit dem Vieleeke
ABGDEF kongruent ist.

Man zerlege daa gegebene Vieleck von A aus durch Diagonalen in Dreieeke,
beschreibe mittels der Durchachnitte von Kreisbogen ebensoviele in derselben Ordnung
liegende Dreieeke, \velche mit denen des gegebenen Vieleekes kongruent sind. Die
dadurch entstehende Figur GHJKLM ist mit der gegebenen kongruent. Es ist hier
nicht notig, die Diagonalen wirk Iich zu ziehen; sie kiinnen in dem gegebenen wie
in dem neu entstehenden Vieleeke blolž gedaeht vverden.

§ 79. Auf dem Zeichnen kongruenter Vieleeke beruht das geo-
metrisehe Kopieren der Gebilde in gleieher GroBe.
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Fig. 79.

M

Dabei konuen die Hauptpunkte des Gebildes, ude bei der Losung
der Aufgabe in § 78, mittels der Durchschnitte von Kreisbogen
bcstimmt werden.

Ein anderes geometrisches Verfahren beim Kopieren besteht in der
Bestimmung des Hanptpunktes durch Koordinaten.

Zieht man in einer Ebene von einem bestimmten Punkt A (Fig. 79)
einen Strahi AX und fallt von irgend einem Punkte M
auf diesen Strahi eine Normale ALP, so heiBt das dadurch
abgeschnittene Stiick AP des Strahles die Abszisse,
die Normale AlP selbst aber die Ordinate, und beide
zusammen die Koordinaten jenes Punktes AL. Der
Strahi AX heiBt die Abszissenlinie, der Punkt A
der Anfangspunkt.

Wenn der Anfangspunkt A und die Richtung der Abszissenlinie A 2C
gegeben sind, so ist die Lage eines jeden Punktes M vollkommen bestimmt,
wenn dessen Koordinaten AP und MP bekannt sind; denn man braucht
nur von A aus an der Abszissenlinie ein Stiiek abzuschneiden, welches
der Abszisse AP gleich ist, dann im Punkte P eine Normale zu erriehten
und darauf die Ordinate PAL aufzutragen; der Endpunkt ist der gesuchte
Punkt AL.

Um inittelst der Koordinaten ein Gebilde ABCI)E -(Fig. 80) zu kopieren,
nehme man im Originale irgend eine Gerade AE als Abszissenlinie und A als Anfangs¬
punkt derselben an und falle von allen Hauptpunkten Normale auf die Abszissenlinie.
Sodann ziehe man auf
dem Kopierblatte die
Abszissenlinie a e in
schicklicher Lage, trage
darauf in der Ordnung
alle Abszissen von a bis
k, l,m,n, .... auf, er-
richte in diesen Punkten
Normale und trage auf
ihnen die entspreehenden Ordinaten von k bis b, von l bis i, von m bis e, .... auf
so ist dadurch die Lage aller Punkte in der Kopie bestimmt; man braucht sie dann
nur gehdrig durch Linien zu verbinden.

Meehanische Methoden des Kopierens: das Kopieren mittels der
Ouadratnetze, das Pikieren (Durchstechen des Originals), das
Durchzeichnen, besonders auf durehseheinendem Papier.

Aufgaben.
Zeichne ein beliebiges Sechseck, Achteck, Zehneck und kopiere es in gleieher

Grofie a) mittelst des Durchschnittes von Kreisbogen, b ) mit Hilfe von Abszissen
und Ordinaten.

Mocnik-Halbgebauer, Geometrie. 4
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Fig. 81.

III. Der Kreis.
1. Der Punkt und der Kreis.

§ 80. Ein Punkt liegt innerhalb des Kreises oder in dem
Um f ang e desselben oder aufierhalb des Kreises, je nachdem die
Eutfernung des Punktes vom Kreismittelpunkte kleiner, ebenso grofi oder
groBer ist als der Halbmesser des Kreises. (§ 23.)

2. Die Gerade und der Kreis.
§ 81. Eine Gerade hat mit der Kreislinie zwei Punkte oder nur

einen Punkt oder gar k e in e n Punkt gemeinschaftlich, je nachdem
ihre Entfernung vom Kreismittelpunkte kleiner, ebenso grofi oder groBer
ist als der Halbmesser des Kreises.

Eine Strecke AB (Fig. 81), die zwei Punkte des Umfanges ver-
bindet, heiBt eine S e h n e. Eine Sehne ist umso
groBer, je naher sie dem Mittelpunkte liegt;
die liingste Sehne ist daher diejenige, welche
durch den Mittelpunkt selbst geht, namlich der
D u r c h m e s s e r, wie A G.

Eine Gerade GB, die durch die Ver-
langerung einer Sehne AB iiber ihre Endpunkte
hinausgeht, heiBt eine Sekan te. Eine Gerade
EF, die mit der Kreislinie nur in ein e m

Punkte A zusammentrifft, wahrend alle anderen Punkte derselben aufierhalb
des Kreises liegen, heiBt eine Bertihrungslinie oder Tangente.

Durch den Schnitt des Kreises mit der Geraden entstehen folgende
Figuren: 1. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment, d. i. ein
Teil der Kreisfhiche, der von einer Sehne AB und dem dazu gehorigen
Bogen AB begrenzt wird; und 2. der Kreisausschnitt oderKreis-
s ek tor, d. i. ein Teil der Kreisflache, der von zwei Halbmessern und
dem dazwischenliegenden Bogen begrenzt wird, wie BO GB.

Lehrsatze von den Geraden im Kreise.
§ 82. ZugleichenSehnengehoren in demselben Kreise
Fig. 82. auch gleiche Bogen; und umgekehrt: zu

gleichen Bogen gehoren auch gleiche
Sehnen. (Fig. 82.)

Von der Bichtigkeit dieser zwei Satze lcann man
sich iiberzeugen, indem man die betrefEenden Kreis-
abschnitte iibereinander legt; man findet, daB unter
jeder der obigen z\vei Voraussetzungen die beidep
Kreisabschnitte vollkommen iibereinander fallen, folg-
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lich im ersten Falle auch die Bogen, im zweiten auch die Sehnen
einander decken.

§ 83. Jede Sehne AB (Fig. 83) eines Kreises kann als die Grund-
linie eines gleichschenkeligen Dreieekes, dessen Scheitel im
Mittelpunkte liegt und dessen Schenkel Halbmesser Fig.
des Kreises sind, angesehen werden. Welches ist die s
Symmetrale des Dreieekes AB O? Die in den §§ 53 und
54 von den gleichschenkeligen Dreiecken abgeleiteten
Satze lassen sich daher fiir den Kreis so ausdriicken:

1. Zieht man in einem Kreise vom
Mittelpunkte eine Normale auf eine Sehne,
so wird diese dadurch halbiert.

2. Die S y mmet ral e jeder Sehne eines
Kreises geht dureh den Mittelpunkt d e s -
selben und halbiert den zugehorigen Bogen und W i n k e 1,
dessen Scheitel im Mittelpunkte dieses Kreises liegt.

3. Die Streeke, welche den Mittelpunkt eines Kreises
mit der Mitte einer Sehne verbindet, steht auf der Sehne
normal.

§ 84. Errichtet man in dem Endpun
messers auf denselben eine Normale, so
Tangente des Kreises.

Es sei (Fig. 84) AB _L OD. Jede schiefe
Streeke wie O E, O F,. . .. ist langer als die Normale
OD; also liegen die Punkte E, F,. ... auBerhalb der
Kreislinie. Die Gerade AB hat daher mit der Kreis-
linie nur den Punkt D gemeinschaftlich, alle anderen
Punkte liegen aufierhalb des Kreises: M Z? ist also
eine Tangente des Kreises.

kte eines Halb-
ist diese eine

Fig. 84.

3. Der Winkel und der Kreis.
§ 85. Ein Winkel, dessen Scheitel im Mittelpunkte eines Kreises liegt,

dessen Schenkel daher Halbmesser des Kreises sind, heifit ein Zentriwinkel.
Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie Fig. 85.

eines Kreises liegt und dessen Schenkel Sehnen
des Kreises sind, heifit ein Peripheriewinkel.

A OB (Fig. 85) ist ein Zentmvinkel, der auf
dem Bogen AB aufsteht; ACB ist ein Peripherie- A
winkel, der auf demselben Bogen AB aufsteht.

Gehen die Schenkel eines Peripheriewinkels
dureh die Endpunkte eines Durchmessers wie bei
dem Winkel BBC, so heifit derselbe ein Winkel im Halbkreise.

4*



52

Lehrsatze von den VVinkeln im Kreise.
§ 86. Zu gleichen Zentrivvinkeln gehoren in demselben

Kreise auch gleiche S e h n e n und Bogen; umgekehrt: z u
gleichen Sehnen gehoren gleiche Zentriwinkel, und: zu gleichen
Bogen gehoren auch gleiche Zentrivvinkel. (Fig. 82.)

Von der Richtigkeit dieser drei Satze iiberzeugt man sieh, vvenn man entvveder
zwei gleiche Zentriwinkel oder zvvei gleiche Sehnen oder nach dem dritten Satze
zwei gleiche Bogen annimmt und dann die betreffenden Kreisausschnitte iibereinander
legt; man findet, dafi sich unter jeder dieser Voraussetzungen die beiden Kreis¬
ausschnitte vollkommen decken, dafi also fiir jede Voraussetzung auch die angeftihrten
Behauptungen riehtig sind.

87. Stehen ein Zentri- und ein Peripheriewinkel auf demselben
Bogen eines Kreises, so
sind beziiglich der Lage
der Schenkel des Peri-
pherievvinkels drei Falle
moglich: entvveder liegt
der Mittelpunkt

B desKreisesin einem
Schenkel des Winkels

(Fig. 86, I) oder zvvischen den Schenkeln des Winkels (Fig. 86, II) oder
auBerhalb der Winkelilache (Fig. 86, III).

a) In Fig. 86, I ist m als ein Aufiemvinkel des Dreieckes BOC gleich der
Summe der inneren entgegengesetzten Winkel, also m = a -)- b; nun ist b — a als
VVinkel an der Grundlinie eines gleichschenkeligen Dreieckes, daher m = a -j- a = 2 o.

b) Zieht man in Fig. 86, II den Durchmesser GD, so ist nach a) der Winkel
m = 2 a, n = 2 b, daher auch m -(- n = 2 [a + b), d. i. der Winkel A OB = 2A CB.

e) Wird in Fig. 86,111 der Durchmesser CD gezogen, so ist nach a) der
VVinkel BOD = 2 BCD, ferner AOD = 2ACD; daher aueh BOD — AOD =
= 2 (BGD — A CD), d. i. der VVinkel AOB = 2ACB.

Es gilt somit allgemein der Satz:
Wenn ein Zentri- und ein Peripheriewinkel auf dem¬

selben Bogen aufstehen, so ist der Zentrivvinkel doppelt so
grofi als der Peripherievvinkel.

Daraus folgt:
Peripherievvinkel, vvelehe in demselben Kreise auf

Fig. 87. gleichen Bogen aufstehen, sind einander
gleich.

§ 88. Ein Peripherievvinkel ACB (Fig. 87)
als ein Winkel im Halbkreise mufi 90° be-

g tragen, vveil der ihm zugehorige Zentrivvinkel als
gestreckter 180° enthalt.

DerWinkel im Halbkreise ist also
ein Rechter,



§ 89 , Es sei (Fig. 88) O der Mittelpunkt
AB — A O. Das Dreieck AB O ist gleiehseitig, daher
jeder Winkel desselben gleich 60°.

Schneidet man also in einem Kreise
mit dem Halbmesser alsSehne einen Bogen
ab, so betragt der dazn gehorige Zentri-
winkel 60° und der Bogen selbst ist der 6.
Teil der Peripherie.

eines Kreises und
Fig. 88.

Fig. 89.

Konstruktionsaufgaben.

§ 90 . 1. Durch drei Punkte A, B, G (Fig. 89), die nicht
in einer geraden Linie liegen, einen Ivreis zu beschreiben.

Man ziehe die Streeken AB und BG und errichte in den
Mitten derselben die Normalen DE und FG; dann ist naeh
§ 83, 2 der Durclischnitt O dieser Normalen der Mittelpunkt und
OA der Halbmesser des gesuchten Kreises.

2. Den Mittelpunkt eines Kreises oder
eines Kreisbogens zu finden.

Man ziehe zwei Sehnen und errichte auf diese in ihren
Halbierungspunkten Normale; derDurchschnittspunkt der beiden
Normalen ist der gesuchte Mittelpunkt.

3. Durch einen Punkt in dem Umfange des Kreises an
diesen eine Tangente zu ziehe n.

Man ziehe zu dem gegebenen Punkte einen Halbmesser und errichte
Fig. 90.darauf eine Normale: diese ist die verlangte

Tangente (§ 84).
4. Durch einen Punkt A (Fig. 90)

aufierhalb des Kreises an diesen eine
Tangente zu ziehe n.

Man verbinde den gegebenen Punkt A mit dem
Mittelpunkte O des gegebenen Kreises durch die Strecke
A O, halbiere diese in G und beschreibe aus G mit dem
Halbmesser CA einen Kreis, der den gegebenen in den
Punkten D und E durchschneidet. Zieht man nun A D und A E, so sind diese beiden
Geraden Tangenten des Kreises (§ 88).

5. Einen Kreisbogen AB (Fig. 91) zu halbieren.
Man beschreibe aus den Endpunkten A und B mit

demselben Halbmesser Bogen, die einander in G durchschneiden,
und ziehe die Gerade G O; diese halbiert den gegebenen Kreis-
bogen in D. /

6. Die Kreislinie in mehrere gleiche 0^--
Teile zu teilen.

Man bestimme die G-roBe eines Zentriwinkels,
indem man 360° durch die Zalil der verlangten gleichen Teile dividiert,
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konstruiere den gefundenen Winkel am Mittelpunkte und trage die dureh
seine Schenkel abgeschnittene Seline in der Peripherie auf.

Mechaniseh wird die Konstruktion der Winkel und daher die
Kreisteilung mit Hilfe des Transporteurs ausgefiihrt.

Greometriseh lassen sich nur diejenigen Teilungen der Kreislinie
ausfiihren, bei denen der entsprechende Zentriwinkel geometrisch konstruiert
werden kann. Hierher gehoren zunachst folgende Aufgaben:

a) Die Kreislinie in 2 gleiche Teile zu teilen.
Man ziehe einen Durchmesser. Dureh Halbierung der Bogen erhlilt man dann

4, 8, Id,.gleiche Teile.
b) Die Kreislinie in 6 gleiche Teile zu teilen.
Man trage den Halbmesser als Sehne im Kreise auf (§ 89).
Kimmt man zwei solche Teile fiir einen einzigen, so ist die Kreis¬

linie in 3 gleiche Teile geteilt.
Wie wird man die Peripherie in 12, 24 gleiche Teile teilen?
7. Aus einem gegebenen Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, der eine

gegebene Gerade beriihrt.
8. An einen gegebenen Kreis mit dem Halbmesser r = 25 mm eine Tangente

zu ziehen, die zu einer gegebenen Geraden parallel ist. (Die vom Mittelpunkte des
Kreises auf die gegebene Gerade errichtete Normale bestimmt die Richtung des
Beriihrungshalbmessers.)

9. Einen Kreis mit gegebenem Halbmesser (» = 22 mm) zu zeichnen, welcher
zwei gegebene Gerade (Neigungswinkel n = 00°) beriihrt.

10. Konstruiere einen Kreis, wenn gegeben sind z\vei Tangenten A B und GD
(Neigungsvrinkel n = 45°) und ein Beriihrungspunkt a\

4. Das Vieleck und der Kreis.
§ 91. Ein Vieleck, dessen Eckpunkte in dem Umfange eines Kreises

liegen, dessen Seiten also Sehnen des Kreises sind, heiBt dem Kreise e i n-
geschrieben und der Kreis heiBt dem Vielecke umgeschrieben.

EinVieleck, dessen Seiten Tangenten des Kreises sind, heiBt dem Kreise
umgeschrieben und der Kreis heiBt dem Vielecke eingeschrieben.

Ein dem Kreise eingeschriebenes Vieleck heiBt auch ein Sehnen-
vieleck, ein dem Kreise umgeschriebenes Vieleck ein Tangentenvieleck.

Jedem Dreiecke laBt sich a) ein Kreis einschreiben,
h) ein Kreis umschreiben.

Lehrsatze von den regelmaBigen Sehnen- und Tangentenvielecken.
§92. Jedem regelmaBigen Vielecke laBt sich ein Kreis

einschreiben und umschreiben.
Es sei ABCID EF (Fig. 92) ein regelmaBiges Vieleck. Halbiert

man zwei Winkel, z. B. A und B, so besitzt der Durchschnittspunkt O
der beiden Halbierungslinien die Eigenschaft, daB er der Mittelpunkt des
dem Vielecke eingeschriebenen und umgeschriebenen Kreises ist. (S. § 76!)
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§ 93. 1.1 ei 11 man denUmfang einesKreises in mehrere

gleicheTeile und zieht durch je zwei aufeinander folgende
Teilungspunkte eine Sehne, so ist
das von diesen S eh n en gebildete
Vieleek regelmaBig.

Ist (Fig. 92) die aus O mit dem Halb-
messer OA besehriebene Kreislinie in mehrere
gleiche Teile geteilt und zieht man die Sehnen
AB, BG, GB, DE, EF, FA, so sind in
dem Vielecke ABGDEF die Seiten als
Sehnen des Kreises, die zn gleichen Bogen
gehoren, und die Vieleckswinkel als Peripherie-
winkel, die auf gleichen Bogen aufstehen, einander gleich. Das Vieleek
ist daher gleichseitig und gleichwinkelig, also regelmaBig.

Zusatz. DieSeite des eine m Kreise eingeschriebenen
regelmaBigen Sechseckes ist gleich dem Halbmesser des
Kreises (§ 89).

2. Teilt man einenKreis in mehrere gleiche Teile und
zieht durch jeden Teilungspunkt eine Tangente, so wird von
diesen Tangenten ein regelmaBiges Vieleek eingeschlossen.

Ist (Fig. 92) die aus O mit dem Halbmesser O G besehriebene
Kreislinie in mehrere gleiche Teile geteilt und errichtet man in den
Punkten G, II, J, K, L, Al auf die zu ihnen gezogenen Halbmesser Normale,
so erhalt man das dem Kreise .umgesehriebene Vieleek ABGDEF, und
es laBt sieh zeigen, daB dieses gleichseitig und gleichwinkelig ist. Da die
Zentriwinkel des Kreises nach der Annahme gleich sind, so ist leicht ein-
zusehen, daB die Vierecke G OAlA, GOHB, HOJC, .iibereinander
gelegt einander vollkommen decken, also kongruent sind. Aus dieser
Kongruenz folgt aber erstlich, daB der Winkel A = B = C .ist,
ferner, daB sowohl G B = IIG = JD — .als auch A G = Bil =
= JC— .ist, somit auch die Summen dieser gleichen Strecken,
namlich die Vieleckseiten AB, BG, GD.. gleich sind.

§ 94. Werden einem Kreise verschiedene regelmaBige Vielecke
eingeschrieben und umgeschrieben, so ist jedes emgeschriebenc
Vieleek kleiner und jedes umgesehriebene Vieleek groBer als der Kreis;
der Unterschied zwischen dem Kreise und dem Vielecke wird jedoch umso
kleiner, je mehr Seiten das Vieleek hat, und kann durch fortgesetzte
Verdopplung der Seitenanzahl kleiner gemacht rverden, als jede noch so
kleine gegebene GroBe.

In diesem Sinne sagt man:
Der Kreis ist ein regelmaBiges Vieleek von u n en d lic h

vielen Seiten.

Kg. 92.
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Konstruktionsaufgaben.

§ 95. 1. EinemKreise ein regelmafiiges Vieleek a) ein-
zuschreiben, b) umzuschreiben. (Fig. 93.)

Man teile die Kreislinie in soviele gleiche Teile, als
das Vieleek Seiten haben soli, und ziehe durch die Teilungs-
punkte a) Sehnen, b) Tangenten des Kreises.

2. Einem gegebenen Kreise a) ein gleiehseitiges
Dreieek, b) ein regelmafiiges Sechseek ein- und umzu¬
schreiben, (§ 90, 6 b.)

3. Einem gegebenen Kreise a) ein Quadrat, b) ein
regelmafiiges Achteek ein- und umzuschreiben. (§ 90, 6 a.)

4. Einem gegebenen Kreise ein regelmafiiges a) Fiinf-
eck, b) Zehneck ein- und umzuschreiben. (§ 90, 6.)

5. In einem Kreise ist ein regelmafiiges Viereck
eingeschrieben; man schreibe in denselben ein solches von doppelt soviel Seiten ein.

6. Zeichne ein Dreieek, in dem die Seiten 28 mm und 20 mm den Winkel von
60° einschliefien, und konstruiere den diesem Dreiecke umgesehriebenen Kreis! (§ 60, 1.)

7. Zeichne ein Dreieek, in welchem der Seite 25 mm die Winkel 60° und 45°
anliegen und konstruiere dann den diesem Dreiecke eingeschriebenen Kreis! (§ 60, 2.)

8. Um ein regelmafiiges Vieleek einen Kreis zu b.e-
schreiben.

Man halbiere (Fig. 92) zwei Vieleckswinkel A und B, die einen Schenkel
gemein haben; aus dem Durchsehnittspunkte O der beiden Halbierungslinien be-
schreibe man dann mit dem Halbmesser 0 A einen Kreis, der dureh alle Eckpunkte
des Vieleckes geht und somit dem Vieleeke umgeschrieben ist.

9. In ein regelmafiiges Vieleek einen Kreis einzu-
sebreiben.

Man halbiere (Fig. 92) zvvei aufeinander folgende Seiten A B und B G und
erriehte in den Halbierungspunkten O und H Normale, die einander in O dureh-
schneiden. Der aus O mit dem Halbmesser 0 B beschriebene Kreis vvird alle Seiten
des gegebenen Vieleckes beriihren und daher dem Vieleeke eingeschrieben sein.

10. Konstruiere a) ein gieichseitiges Dreieek, b) ein Quadrat, e) ein regelmafiiges
Sechseek und besehreibe um jede dieser Figuren und in jede derselben einen Kreis!

5. Lage der Kreise gegeneinander.
§ 96. Zwei Kreise, die einen gemeinschaftlicben Mittelpnnkt haben,

heifien konzentrische Kreise, wie Fig. 94.
Fig. 94. Die zwischen ihren Peripherien liegende Flache

heifit ein Kreisring.
Zwei Kreise, die keinen gemeinsebaftlichen Mittel-

punkt haben, heifien exzentrisehe Kreise (Fig. 95).
Die Streeke, welche die Mittelpunkte zweier exzentriseher
Kreise verbindet, heifit dieZentrale der beiden Kreise
(Fig 95 und 96).

Zvvei exzentrische Kreise konnen einander entvreder beriihren
oder schneiden, oder es ist keines von beiden der Fali.

Fig. 93.
K
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Zwei Kreise beriihren einander, wenn ihre TJmfange nur
Die Beriihrung gesehieht v o ne in e n Punkt gemeinschaftlich haben,

innen (Fig. 95, I) oder
von auBen (Fig. 95, II),
je naehdem der eine Kreis
innerhalb oder auBerhalb
des andern liegt. Bei der
i n n e r n Beriihrung zweier
Kreise ist dieZentrale 00'
gleieh der Differenz der Halbmesser AO — AO'; bei der auBern
Beriihrung ist die Zentrale 0 0' gleieh der Summe der Halbmesser
A O -j- A 0‘. In beiden Fallen liegt der Beriihrungspunkt auf der Zentrale.

Zwei Kreise schneiden e i n and er,
wenn ihre Peripherien (Fig. 96) zwei Punkte
gemeinschaftlich haben. Das gemeinsehaftliche
Stiiek der beiden Kreisflaehen heifit eine Lin s e,
jedes der nicht gemeinschaftliehen Stiieke ein
M o n d.

Beim Durchschnitte zweier Kreise ist
die Zentrale O O' groBer als die Differenz der
Halbmesser A O — B O ', aber kleiner als deren Summe A O B O'.

Konnen zwei exzentrische Kreise aueh noch andere Lagen ein-
nehmen ? Zeichnet sie!

Fig. 96.

Welehe Falle sind in Beziehung auf die gegenseitige Lage bei drei
Kreisen moglieh? Wieviele Punkte haben drei einander schneidende
Kreise miteinander gemeinschaftlich?

Konstruktionsaufgaben.

§ 97, 1. Konstruiere mit den Halbmessern 24 mm und 15 mm
zwei Kreise, die einander a) von innen, b) von auhen beriihren!

2. Beschreibe in einen gegebenen Kreis
zwei gleiche Kreise so, daB sie ihn von innen
und sich selbst von auBen beriihren!

3. Mit den Halbmessern a, b, c drei
Kreise zu beschreiben, welehe sich gegenseitig
von auBen beriihren. (Siehe Fig. 97.)

Wie wird die Auflosung geschehen, wenn alle
drei Kreise gleiche Halbmesser haben?

4. In einen Kreisausschnitt einen Kreis
so einzuschreiben, daB er die beiden Schenkel und den Bogen des
Winkels beriihrt.

Fig. 97.
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Es sei A O B (Fig. 98) der gegebene Kreisausschnitt. Man halbiere den VVinkel

jfjg_ 9g_ AOB durch die O G, errichte in G auf O C die Normale
G D, die den verlangerten Halbmesser O A in D schneidet,
und halbiere auch den VVinkel GD O. Der Punkt M, in
welchem die Halbierungslinie DM den Halbmesser O G
trifft, ist dann der Mittelpunkt und MG = ME — MF
der Halbmesser des verlangten Kreises.

5. In einen Kreis drei Kreise so einzu-
schreiben, daB jeder die beiden andern und den
gegebenen Kreis beriihrt.

Es sei ABDF (Fig. 99) der gegebene
Kreis. Man teile ihn in sechs gleiche
Teile und ziehe zu den Teilungspunkten
die Halbmesser O A, O B, O C ... . In M
errielite man auf OA die Normale AN,
die den verlangerten Halbmesser OB in N
trifft, und halbiere den VVinkel ANO dureff
die Gerade NP; dann ist P der Mittelpunkt
und PA der Halbmesser des einen der drei
verlangten Kreise. Macht man nun OB =
O S = O P, so sind B und S die Mittel-
punkte der beiden andern Kreise.

6. In einen gegebenen Kreis
eine beliebige Anzahl gleicher Kreise
(oder Kreisbogen) so einzuscbreiben, dafi
sie einander und den gegebenen Kreis
beriihren. (Siehe Fig. 100.)

(Auf der Losung dieser Aufgabe
beruht die Konstruktion der sogenannten
Fischblasen, welche zu den Grund-
formen des go tis c h en MaBwerkes
gerechnet werden.)

§ 98. An z w e i gegebene
Kreise eine gemeinschaftliche
Tangente zu ziehe n.

Es seien O und o die
Mittelpunkte, OA und o a die
Halbmesser der zwei Kreise.

a) Man beschreibe (Fig.
101) aus 0 mit einem Halb¬
messer O B, der gleich ist der
Differenz O A — o a der gege¬
benen Halbmesser, einen Kreis
und ziehe an denselben von o
aus die Tangenten oB und OB‘.

Verliingert man dann die Halbmesser OB und OB‘ bis zum Durchschnitte des ge¬
gebenen Kreises in G und C‘ und zieht o e j| O C und o e' || O G1, so sind die Geraden

Fig. 101.
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Cc und C'c' zwei gemeinschaftliche, und zwar die iiufiern Tangenten der beiden
gegebenen Kreise.

Denn das Viereck BGco ist, da die Seiten BG und o e gleieh und parallel
sind, ein Parallelogramm (§ 67, 2); da in diesem ein VVinkel OBo ein rechter ist, so
sind es auch die andern; also ist B Ge = R und o c C = R, d. i. Ge ist eine gemein¬
schaftliche Tangente der zwei Kreise. Ebenso folgt, dafi auch G'e' eine Tangente
der beiden Kreise ist.

Die aufieren Tangenten zweier Kreise schneiden einander in einem
Pnnkte der verlangerten Zentrale. (AuBerer Ahnliehkeitspunkt.)

b) Man beschreibe (Fig. 102) aus 0
mit dem Halbmesser OD, der gleieh ist
der Summe O A T o a, einen Kreis und
ziehe an denselben von o aus die Tangenten
o D und o D‘. Zieht man dann die Halb¬
messer OD und OD‘, die den gegebenen
Kreis in E und E' schneiden, ferner o e || O E
und o e' || OE‘, so sind die Geraden Ee und
E' n' ebenfalls zwei gemeinschaftliche und
zvvar die innern Tangenten der beiden
gegebenen Kreise.

DieRichtigkeit dieser Losung liifit sich
ebensou ie die der friiheren unter a) ervveisen.

Die inneren Tangenten zweier Kreise schneiden einander in einem
Punkt der Zentrale. (Innerer Ahnliehkeitspunkt.)

Wenn die zwei gegebenen Kreise aufierhalb einander liegen, so haben sie
immer vier gemeinschaftliche Tangenten, zwei aufiere und zwei innere. In welcher
Lage haben zwei Kreise nur drei, nur zwei gemeinschaftliche Tangenten, in weleher
Lage haben sie nur eine, in welcher keine gemeinschaftliche Tangente?

Anwendung finden auBere Tangenten als Eiementransmissionen
behufs Erzeugung gleicher, innere Tangenten hingegen behufs Erzeugung
entgegengesetzter Bewegungsrichtung.

Kongruenz der Kreisflachen. Kreisflachen sind kon-
gruent, wenn sie die Eadien wechselweise gleieh haben.
Konstruiere mit dem Halbmesser r = 26 vim drei kongruente Kreise!

Fig. 102.
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B.

IV. Die Lehre von der Ahnlichkeit der Figuren.
1. Verhaltnisse und Proportionen der Strecken.

§ 99. Verhaltnis der Strecken. Werden zwei Strecken miteinander
ihrer Lange naeh verglichen, so sind sie entweder gleich (a — b, Fig. 103)
oder sie sind ungleich (c > d, d <C c, Fig. 103).

Die Vergleiehung der beiden Strecken a und b sowie c nnd d in
Fig. 103 erfolgte durch M e ss en mit Hilfe eines ihnen gemeinschaft-
lichen Mafies n= 1 cm. Als MaBeinheit fiir alle Strecken dient bei

a
H—

Fig. 103.

n.r1om
i-1

d

a — 4 cm
b — 4 cm

a=b

c = o cm
d — 3 cm

c > d
d<.c

uns das metrische LangenmaB. In der Strecke c ist die MaBeinheit (1 cm)
5mal und in der Strecke d. 3mal enthalten; daher ist c = 5 cm und
d=3 cm. Die Zahlen 5 und 3 sind ihre MaBzahlen. Wird 1 mm
als Mafieinheit gewah.lt, so sind 50 und 30 die MaBzahlen dieser Strecken.
Die Strecken c und d., a und b sind Vielfache ihres gemeinschaftlichen
MaBes n.

Die Vergleiehung zweier Strecken beziiglich ihrer Lange, indem
man untersueht, wie oft die MaBzahl der einen Strecke in der MaBzahl
der anderen Strecke enthalten ist, ergibt ihr Verhaltnis. Das Ver¬
haltnis zwischen den Strecken c und d, d. i. c zu d, geschrieben c : d)
kann man durch das Verhaltnis ihrer Langen 5 cm : 3 cm oder auch
durch das Verhaltnis ihrer MaBzahlen 5 : 3 ausdriicken, weil in beiden

Fallen ihr Quotient derselbe bleibt.
o

Unter dem Verhaltnisse z\veier Strecken versteht man
daher den Quotienten ihrer MaBzahlen in Bezug auf eine
und dieselbe Einheit. Das Verhaltnis der Strecken c und d (Fig. 103)
ist = 5 : 3. In diesem Verhaltnisse heiBt 5 (c) das Vorderglied 3, (d,

das Hinterglied und ^ derExponent.
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Das Verhaltnis der Strecken d und c (Fig. 103) ist ==3:5; das
Verhaltnis der Strecken a und b (Fig. 103) ist = 1 : 1, das der Strecken
n und d ist 1 : 3.

§ 100. Das Verhaltnis zweier Strecken laBt sich nur dann voll-
standig genau angeben, wenn sie ein gemeinsames MaB haben.

Um das groBte gemeinsehaftliehe MaB zweier Strecken
zu finden, trage man die kleinere Strecke auf der groBeren so oft auf,
als es angeht.

a) Ist die kleinere Strecke n (Fig. 103) in der groBeren Strecke c
mehrmals, z. B. 5mal, enthalten, so daB kein Best iibrig bleibt, so ist n
selbst das groBte gemeinsehaftliehe MaB zwisehen c und n; das Verhaltnis
dieser Strecken ist in diesem
Falle gleich 5:1.

b) Ist die kleinere Strecke
in der groBeren nieht ohne Best
enthalten, ist z. B. die Strecke
CD (Fig. 104) in der AB 3mal
enthalten und es bleibt noch ein Best EB iibrig, so trage man den Best
EB auf CD so oft auf, als es angeht; es sci EB in CD 2mal ent¬
halten und es bleibe noch die Strecke ED iibrig. Diesen Best wird
man wieder auf den nachst vorhergehenden Best EB auftragen und es
sei ED in EB genau 6mal enthalten. FD ist dann das groBte gemein-
scliaftliehe MaB von AB und CD; denn man hat

EB = 6 FD,
CD = 2 EB + FD = 13 FD,
AB — ?> CD -j- EB = 45 FD.

Aus dieser Darstellung ersielit man, daB die Strecke AB das MaB
FD 45mal und die Strecke CD dasselbe MaB FD nur 13mal enthalt;
die Langen dieser beiden Strecken verhalten sich also wie die Zahlen 45
und 13 oder: das Verhaltnis von AB zu CD ist 45 : 13.

Ebenso verfahrt man, um das groBte gemeinschaftliche MaB zweier
Bogen desselben Kreises zu finden.

Aufgaben. Konstruktionsaufgaben.
1. Bestimme das Verhaltnis a) zwischen der Lange und der Hohe der Schul-

tafel, b) zvvischen der Breite und der Hohe des Fensters, e) zvvischen der Lange und
Breite dieses Lehrbuches, deines Zeichenheftes!

2. Zeicline mehrere Strecken und bestimme das Verhaltnis zvvischen je zvveien
zuerst naeli dem Augenmai3e und dann mittels des Messens mit eineni gemeinschaft-
lichen Mafie! (dm, cm, mm.)

3. Zeichne zwei Strecken im Verhaitnisse a) von 2 : 3, b) von 4:5, c) von
7:3, d) von 10 : 1!

4. Es ist ein Rechteck zu zeichnen, wenn die Lange l = 100 mm und der
. 15 ...Verhaltnisexponent von Lange und Breite -— gegeben sind.

Fig. 104.

Al_l_i_'Mm i \B

C\-^-CD



5. Zeichne ein rechtwinkligcs Dreieck, wenn eine Kathete /c, = 3 cm 9 mm
und deren Verhaltnis zur anderen : k2 = 3:7 gegeben sind!

§ 101. Proportionen der Strecken. Haben (Fig. 105) sotvohl die
Strecken AB und GD als auch die Strecken EF und GH das Ver¬

haltnis 3:2, so sind die
Fig- 105. beiden Verhaltnisse AB :

i , _._ j> £_j_._ CD und EF : GH gleich
und konnen durch das

Ci-1-! j) G 1-'-H Gleichheitszeichen (=) mit-
einander verbundentverden.

Die Gleich steli u n gzweiergleicher Verhaltnisse heifit

eine Proportion. Man erhalt demnach —AB
CD

EF
GH’ d. h.: So oft GD

in AB enthalten ist, so oft mufi GH in EF enthalten sein.
Zwei oder mehrere Paare von Strecken, die gleiche Verhaltnisse

haben, heifien proportional (proportioniert). Die Streeken AB
und GD sind den Strecken EF und G H proportional.

In der Proportion AB : GD — EF : G H ist AB das erste, CD
das zweite, EF das dritte, GH das vierte Glied (GH wird auch die
vierte geometrische Proportionale genannt); auch heifien AB
und GH die aufier en, GD und EF die inneren Glieder der Proportion.

Eine Proportion, in der die inneren Glieder gleich sind, z. B.
KL : MN= MN: PQ oder in Zahlen: 4 : 6 = 6 : 9, heifit eine stetige
Proportion. Das mittlere Glied MN (6) heifit die mittlere geo¬
metrische Proportionale (das geometrische Mittel) zwischen
den beiden aufieren Gliedern KL (4) und PQ (9); das vierte Glied
PQ (9) wird die dritte stetige Proportionale zu dem ersten
Gliede KL (4) und dem mittleren MN (6) genannt.

Das Kennzeiehen fiir die Riehtigkeit ein er Za h le n-
proportionist: 1. Die Gleichheit der Exponenten beider Verhaltnisse
oder 2. die Gleichheit der Produkte aus den beidert aufieren und aus den
beiden inneren Gliedern.

Anmerkung. Proportionen, die aus mehr als zwei gleiclien einfachen Ver-
hliltnissen bestehen, werden zusammengesetzte Proportionen genannt; z. B.

aus a : b — 5 : 3
e : d = 5 : 3
_e : f = 5 : 3 wird

die zusammengesetzte Proportion a : b = c : d = e : f. Aus dieser entsteht
die ervveiterte Proportion a : e : e = b : d : f, indein man dem Verhaltnisse

der Vorderglieder jenes der Hinterglieder gleiclistellt.
Aufgaben.
1. Bereelme die Lange der Streeken x, y, die mit der Streeke a = 7 cm 5 mm

die Verhaltnisse a : X — 5 : 4, a : y = 3 : 4, z : a = 1 : 5 bilden und zeichne diese
vier Strecken!
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2. Es ist zu drei gegebenen Strecken (a = 60 mm, b = 50 mm, c = 40 nm)

die Liinge der vierten geometrisehen Proportionale zu berechnen: a : b = e : X,
b.c

* =-jj-; d. h. die vierte geometrische Proportionale ist gleich dem
Produkte der Mafizahlen der beiden inneren Glieder, dividiert durch die MaSzahl
des bekannten iiufieren Gliedes. Zeichne diese vier Strecken!

3. Berechne zu zwei gegebenen Strecken (a = 9 cm, 6 = 4 cm) die Lange
der mittleren geometrisehen Proportionale und zeichne diese drei Strecken! a : x =
= X : b, x = \a.b; d. h. die mittlere geometrische Proportionale zu zwei
Strecken ist gleich der Quadratwurzel aus dem Produkte ihrer Mafizahlen.

4. Zu zwei gegebenen Strecken a — iem und b — 5 cm ist die dritte stetige
b *

Proportionale zu suchen! a:b — b:x\ x — - . Rechne und zeichne!
5. Bestimme das Verhaltnis des Durchmessers der Erde (12.750 km) zu dem

der Sonne (1,390.000 km) und dem des Mondes (3500 km) durch Zahlenverhaltnisse
der einfachsten Form!

2. Anvvendung der Streckenproportionen auf die Ahnhlichkeit
der Figuren.

Ahnlichkeit der Dreiecke.
Ahnlichkeitssatze.
§ 102. Zwei Dreiecke, welehe dieselbe Gestalt haben und sich nur

durch die Grobe unterscheiden, heiBen ahnlich (cv>).
Um die Merkmale zweier ahnlicher Drei¬

ecke anschaulich darzustellen, lasse man eine
Gerade AM (Fig. 106) auf einem Schenkel AR
des Winkels RAS parallel zu ihrer ersten Lage
so fortschreiten, daB sie auf jenem Schenkel
gleiche Stiicke AB, BI), DF, FH, HK ab-
schneidet; dann \verden auch die Abschnitte des
ztveiten Schenkels A C, GE, EG, GJ, JL unter-
einander gleich und es entstehen die Dreiecke
ABC, ADE, AFG, AHJ, AKL, die zwar
verschiedene GroBe haben, in der Gestalt jedoch iibereinstimmen, somit
ahnlich sind.

Werden nun irgend zwei dieser Dreiecke, z. B. ADE und AKL
verglichen, so findet man, daB sie erstlich paarweise gleiche Winkel
haben; denn der Winkel am Scheitel A ist beiden Dreiecken gemein-
schaftlieh, die anderen zwei Winkel aber sind als Gegenwinkel paartveise
gleich. Werden ferner die Seiten der beiden Dreiecke verglichen, so sieht
man, daB AD 2 solehe Teile enthiilt, wie deren auf AK 5 kommen; die
Seiten AD und A K haben also das Verhaltnis 2:5. Ebenso enthalt
AE 2 solehe Teile, von denen AL b enthalt; es haben also auch die
Seiten A E und A L das Verhaltnis 2: 5. Dasselbe Verhaltnis haben
auch die Seiten DE und KL; denn zieht man durch jeden Teilungs-

Fig. 106.
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punkt der Seite A K eine Parallele mit A L, so wird dadurch DE in 2
nnd KL in 5 Teile geteilt, die alle untereinander gleich sind, so daB sich
auch die Seiten DE und KL so verhalten wie 2 : 5. Es ist also
AD : AK= AE: A L — DE: KL — 2 : 5, d. i. in den beiden Dreiecken
sind je z w e i Seiten, die den gleich en Winkeln gegeniiber-
liegen (d. h. die gleichliegenden oder homologen Seiten), einander
proportional. Daraus folgt:

In ahnlichen Dreiecken sind alle drei Winkel paarweise
gleich und die gleichliegenden (homologen) Seiten pro¬
portional; jedem Paare gleicher Winkel liegt ein Seitenpaar gegeniiber,
das eines der gleiehen Verhaltnisse bildet. Es ist

/\ADEc^> /\AKL.
Aus der vorstehenden Darstellung folgt auch:
1. Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite eine

Parallele, so werden durch diese die beiden and ere n
Seiten proportional gesehnitten.

2. Zieht man in eine m Dreiecke z u einer Seite eine
Parallele, so ist das gegebene Dreieck dem durch die
Parallele abgeschnittenen Dreiecke ahnlich.

Solleu Dreiecke auf
ihre Ahnlichkeit unter-
sucht werden, so ist es
nicht notwendig, daB man
die Gleichheit dreier Paare
von Winkeln und die
Gleichheit der drei Ver¬
haltnisse gleichliegender
Seiten nachweist; schon
aus dem Vorhandensein
von drei Merkmalen der

Ahnlichkeit kann auf die Ahnlichkeit von Dreiecken gesehlossen werden
§ 103. In den Dreiecken ABC und A' B' G' (Fig 107) sei <J_; A =

= <£ Al, <3c C*= <£ C' : wir behaupten, daB A A B G CV> ,/\ A' B' G'
Man mache CD = G'A' und ziehe DE || A B, so ist der Winkel CDE—
== A = <)C A' und daher nach dem I. Kongruenzsatze /\D EC
A A'B'C\ Weil die DE || zur AB gezogen wurde, ist /\D EC CV>
/\ABG; und weil statt des Dreieckes DEC das Dreieck AB'G' gesetzt
werden kann, so ist auch A A'B'C' c\JAAZ1G oder AABGc^iAA'B C'>
in diesen ahnlichen Dreiecken sind nicht allein die drei Winkel paarweise
gleich, sondern auch die gleichliegenden Seiten sind proportioniert
{AC-.A'G'^AB-A'B'=BG-.BGr=2-A)-, d. h.:
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i. Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn in den-
selben zwei Winkel paarweise gleich sind.

Folgesatz. Weil Winkel mit wechselseitig parallelen and normalen
Schenkeln einander gleich sind, so kann man aas dem I. Ahnlichkeits-
satze folgern:

1. Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn alle Seiten des
einen zn den Seiten des andern parallel sind. (Fig. 108.)

2. Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn alle Seiten des
einen aaf den Seiten des andern normal stehen. (Fig. 109.)

Fig. 108. Kg. 109.

Ein Dreieck, das zu einem von zwei ahnlichen Dreiecken kongrnent
ist, mnB za dem anderen ahnlich sein, denn es kann an die Stelle des
erst.eren gesetzt and mit ihm zur Deckang gebracht werden. Aas den
Bedingangen far die Kongraenz zweier Dreiecke lassen sich somit die
Bedingangen ftir die Ahnlichkeit derselben ableiten.

Entspreehend dem II. Kongraenzsatze reicht far die Ahnlichkeit
zweier Dreiecke die Gleichheit der Verhaltnisse zweier gleichliegenden
Seiten and die Gleichheit der von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel
hin. Der II. Ahnlichkeitssatz laatet: Zwei Dreiecke sind ahnlich,
w e n n in denselben zwei Seiten des einen z w e i e n Seiten
des anderen proportioniert and die von diesen Seiten
eingeschlossenen Winkel gleich sind.

In iibereinstimmender Weise ergeben sich unter Beziehung der
entsprechenden .Kongraenzsatze:

lil. Ahnlichkeitssatz : Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn in den¬
selben z w e i Seiten des einen zveien Seiten des anderen pro¬
portioniert und die den grofieren dieser Seiten gegen iibe rliegenden
W i n k e 1 gleich sind.
Močnik-Halbgebauer, Geometfie. 5
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IV. AhnlicHkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn die
drei Seiten des einen den drei Seiten des anderen pro-
portioniert sin d.

Es gibt also 4 Ahnliehkeitssatze, die den 4 Kongruenzsatzen ent-
sprechen. Yon diesen 4 Ahnlichkeitssatzen hat aber der 1. Ahnlichkeits-
satz die groBte praktische Bedentung.

Wann sind a) ungleichseitig-rechtwinkelige Dreieeke, b) gleiehsehenkelige
Dreiecke ahnlich?

Konstruktionsaufgaben. Es sind auf Grund der Ahnliehkeitssatze je zwei
Shnliche Dreieeke (mit den Seiten a, b, c und a, b', e' und den diesen Seiten gegen-
iiberliegenden Winkeln A, B, G und A', B', C') zu konstruieren, wenn gegebensind:

1. a = 60 mm, a' — 48 mm, B — 60°, <j G — 45°.
2. a = 48 mm, a' = 36 mm, a-.b — 3:2, <£_B = 48°.
3. a — 36 mm, a' = 28 mm, a : e — 4:1, = 80°.
4. a — 54 mm, a' = 42 mm, a : b : e — 6 : 5 : 4.
Zeichne šihnliche gleiehsehenkelige Dreieeke, wenn gegeben sind: a) je eine

Seite und die Hohe, b) ein Winkel und je eine Seite!

Fig. 110.

3. Anvvendung der Ahnliehkeitssatze.
§ 104. Gleichliegede Strecken in ahnlichen Dreiecken. Es sei

(Fig. 110) das Dreieck AB GCO DEF; AB und DE seien die gleich-
liegenden (homologen) Grundlinien, C G und FH die Hohen.

Weil nach der Voraussetzung der
Winkel A — D und m = n ist, so ist
A A G GOJ A DFH, und daher C G :
FH=AG: DF. Wegen der Ahnlichkeit
der Dreieeke ABC und DEF ist aber
auch AB: DE= A G: DF.

In diesen beiden Proportionen ist
das Verhaltnis AG:BF dasselbe; man

kann daher den Grundsatz anwenden: Zwei GroBen, einer dritten gleieh,
sind auch untereinander gleieh, und erhalt die Proportion: GG : FH=
=AB: DE; d. h.:

In ahnlichen Dreiecken verhalten sich die Hohen wie
die Grundlinien (wie die zu-

' gehorigen homologen Seiten).
§ 105. Lehrsatze uber das

rechtvvinklige Dreieck. Es sei
ABC (Fig. lil) ein reehtwinkliges
Dreieck; <^AGB= R.

Fallt man von G eine Nor¬
male CD auf die Hypotenuse, so

haben nach § 103, Folgesatz 2 die dadurch entstehenden kleineren Dreiecke
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AGB und BCD mit dem gegebenen Dreieeke ABC und untereinander
gleiehe Winkel; es ist daher

/SABCc^) /SAGD,also AB:AC=AC:AD;\
/\ABGc^>A BCD, also AB: BG=BG: BD;i ' ' ‘
/\ACB CV> ABGD, also AB : D C= D G: BB . . . . 2).
Zieht man in einem r e chtwinkligen Dreieeke vom

Seheitel des rechten Winkels eine Normale auf die Hypo-
tenuse, so ist

1. jede Kathete die mittlere geometrisehe Propor-
tionale zwischen der ganzen Hypotennse und dem jener
Kathete anliegenden Ahschnitte der Hypotenuse;

2. die Normale ist die mittlere geometrisehe Propor-
tionale zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse.

Konstruktionsaufgaben.
§ 106. 1. Zu drei gegebenen Strecken a, b und e (Fig. 112) die vierte

geometrisehe Proportionale x zu suchen, so dah a:b = c:x (oder

; e= b : x) oder x =—- ist.

1. Losung: Zeiehne einen beliegen Winkel A, schneide auf dessen Schenkeln
AB = a, B G =b, A D = c abund ziehe E G || D B; dann ist DE= x. (Begriindung!)

2. Losung: Siehe Fig. 113; begriinde die Riehtigkeit der Konstruktion!

Fig. 112. Fig. 113.

Welche Losung ist noch moglieh?
2. Zu zwei gegebenen Strecken n und m (Fig. 114) ist die mittlere geo¬

metrisehe Proportionale x zu konstruieren. (n:x = x:m, x‘ = n.m, x =
— yn .m)

I. Art. Trage auf einer Geraden AB = n und BG = m auf, besehreibe liber
A G einen Halbkreis und ziehe BD J_ AC\ Dann ist BD die verlangte mittlere
geometrisehe Proportionale x. Warum?

5*
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II. Art. Die konstruktive Losung derselben Aufgabe erfolgte mit Beziehung

auf i 105 (1).
i. Zu zwei gegebenen Strecken a und b die dritte stetige Proportionale

b 2zu suchen, so dati a : b = b : y, y = — ist.a
1. Losung nach Fig. 115. (Begriindung!)

Fig. 115. Fig. 116.

2. Losung nach Fig. 116. (Begriindung!)
§ 107. Mehrere Strecken nach einem gegebenen Ter-

haltnisse zn vergroBern oder zu verkleinern.
a) Mittels des Proportional- oder Eeduktionswinkels.
Es seien z. B. die Strecken AB, CD, EF (Fig. 117) in dem Ver¬

haltnisse 3:4 zu vergroBern. Man ziehe eine Gerade 02l von un-
bestimmter Lange und beschreibe von O aus mit dem Halbmesser,

Fi(r n7 B '/^der einer Strecke von drei beliebig
angenommenen aber gleichen Teilen
gleichkommt, einen Bogen, der die
02l in M sehneidet; aus M be-
schreibt man mit einem Halb¬
messer, der vier solchen Teilen
entspricht, einen Bogen, der den
friiheren in Ndurehschneidet; zieht
man nun durch O undN die Gerade
OY von unbestimmter Lange, so

\r ist X O Y der Proportional-
winkel fiir die verlangte VergroBerung. Tragt man auf beide Schenkel
AB auf, indem man OA' — OB‘ = AB macht, so ist A‘B‘ die fiir AB
gesuchte vergroBerte Strecke. Macht man ebonso O C' — OD' — CD,
OE'= OF‘= EF, so sind C'D' und E'E' die zu den Linien CD, EF
gehorigen vergroBerten Strecken.

Der Proportionahvinkel ist fiir jede Verkleiuerung anwendbar, fiir Ver-
grofierungen aber nur dann, wenn die Strecken nicht auf oder iiber das zvveifache
vergrofiert werden sollen. (VVarum?)

Eine besonders wichtige Anwendung findet der Proportionalwinkel
bei der Konstruktion ahnlicher Figuren (§ 111 und § 112).

Ubungsbeispiele.
1. Zeichne vier Strecken und'verkleinere sie in dem Verhaltnisse 5:2!
2. Zeichne drei Strecken und vergrofiere sie in dem Verhaltnisse 2:3!
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P a.

b) Man kann auch folgendes Terfahren anwenden:
Um die gegebenen Strecken 0 A, OB, 0 0 (Fig. 118) z. B. in dem

Verhaltnisse 4:3 zu verkleinern. ziehe man eine G-erade PQ, trage
von P aus 3 nnd ebenso von P aus Fig. us.
4 gleiehe Teile auf; in den End- y
punkten P nnd S errichte man die
Normalen P T und S V, trage auf
die entferntere Normale S V die ge¬
gebenen Strecken von S bis A‘, B', C'
auf nnd ziehe dureh den Punkt P
und die Punkte A‘, B‘, O' gerade
Linien, welche die nahere Normale in
den Punkten A“, B“, 0“ treffen;
die Geraden PA", RB“, RG“ sind dann die gesuchten verhaltnismafiig
verkleinerten Strecken.

Waren die gegebenen Streeken in dem Verhaltnisse 3:4 zu vergrbfiern, so
wttrde man sie auf die n&here Normale RT auftragen; auf der Normalen SV er-
hielte man dann die verhaltnismafiig vergrofierten Streeken.

Miissen R T und S V gerade auf P Q stehen ?
Ubungsbeispiele.
1. Zeichne drei Streeken und verkleinere sie in dem Verhaltnisse a) 2 :1, b) 3 : 2!
2. Zeichne drei Streeken und vergrofiere sie in dem Verhaltnisse a) 1 : 2, b) 3:5!
§ 108 . Eine gegebene Strecke in mehrere gleiehe

Teile zu teilen. jjg
a) Es sei die Strecke MN (Fig. 119) z. B. in 5 q

gleiehe Teile zu teilen. Man ziehe eine beliebige Gerade
AB, trage darauf von A aus 5 gleiehe Teile bis B auf
und beschreibe liber AB ein gleiehseitiges A ABC. Tragt
man nun die gegebene Strecke von C aus bis M und N
auf, zieht MN und von O aus die Geraden CD, CE, CF,
GG, so wird durch diese die MN in die verlangte Anzahl
gleicher Teile geteilt. Diese Methode ist besonders geeignet, M
wenn man mehrere Strecken von versehiedener
Lange gleichzeitig in dieselbe Anzahl gleicher Teile zu teilen hat.

b) Um eine Strecke MN (Fig. 120) im V erhaltnisse 1:2:5
zu teilen, zieht man zur gegebenen Strecke MN unter einem beliebigen
Winkel die Gerade MN und tragt ” Fig. 120.
auf derselben 1 -J- 2 -j— 5 = 8 be- .<■ -£-,N

/P jo ''S ^
nir i? a BD E F G

liebig grobe, aber gleiehe Teile
auf. Dann verbindet man den Punkt
8 mit N, zieht durch die Teil-
punkte 3 und 1 Parallele zu 8 N;
dann verhalt sich Mn : op : pN=
= 1:2:5.
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c) Wenn sehr kleine Tei le, z. B. 10 gleiche Teile der Strecke
A B (Fig. 121) zu bestimmen sind, die bei der vorhergehenden Kon-

A

Fig. 121.

IZA
j)

f

B

struktion undeutlich erscheinen viirden, so wende man
folgendes Verfahren an: Man errichte auf AB in
den Endpnnkten die Normalen A G und BD, trage
auf jeder 10 gleich grobe Teile bis C und D auf und
ziehe durch je zwei zusammengehorige Teilungspunkte
eine G-erade. Zieht man nun die A D, die man eine
Transversale nennt, so ist ab der lOte Teil von
AB, c d ist Aj, ef^ usw. von der Strecke A B; warum ?

Ubungsbeispiele.
1. Konstruiere einen zehnteiligen Transversalmafistab! Teilung eines

Dezimeters (eines Zentimeters) in 10 gleiehe Teile (cm, mm) mit Hilfe des Parallelen-
systems im Rechteeke. (Fig. 121.) Ubung im Auftragen von cm (mm).

2. Konstruiere einen hundertteiligenTransversalmafistab! (Fig. 122.)
Teilung eines Dezimeters in Zentimeter und Millimeter. Begriindung der Richtig-
keit der Konstruktion! Ubung im Abnelimen (Abgreifen) von cm und mm; z. B.
1 cm 1 mm, 64 mm, 7 dm, 9 mm, 92 mm.

Fig. 122.
5

1012 3 ^ 5 6 7 8 9 \0mn

§ 109, Naturliche und verjiingte MaBstabe. Wird die Langen-
einheit {m) mit ihren TJnterabteilungen (dm, cm, mm) ein- oder mebrere-
mal auf einem Štabe von Holz, Metali u. a. in wahrer Grobe auf-
getragen, so erhalt man einen natiirlichen Mabstab.

Will man eine in der Natur gemessene Strecke auf dem Papiere
darstellen, so geschieht dies gewohnlich nicbt in der wahren Grobe,
sondern in einem kleineren, dem sogenannten verjiingten Mabe.
Es wird namlich angenommen, dab eine bestimmte Lange, z. B. ein
Zentimeter auf dem Papiere, eine bestimmte Lange, z. B. ein Meter oder
20 Meter, in der Wirklichkeit vorstellen soli. Ein Mabstab, auf dem die
in der Wirklichkeit'iiblichen Langenmabe verkleinert aufgetragen sind,
lieibt ein verjiingter Mabstab.

Die Konstruktion verjiingter Transversal-Mabstabe beruht auf dem
in § 108 unter c) angegebenen Verfahren, eine Strecke in mehrere
gleiche Teile zu teilen.

Einen tausendteiligen Mabstab, d. i. einen Trans-
versalmabstab fiir das Dezimalmab zu konstruiere n.

Man trage auf eine Gerade AEX (Fig. 123) 10 gleiche Teile auf,
deren jeder 100 Einheiten vorstellen soli, so dab auf die ganze Strecke
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Fig. 123.

1000 Einheiten (mm) kommen. In den Endpunkten errichte man
Normale, trage darauf wieder 10 beliebig groBe, jedoch gleiche Teile auf
und ziehe durch die letzten Teilungspnnkte eine Strecke, die mit der zu-
erst gezogenen
Geraden pa-
rallel nnd ihr 0 so 60 m 20 100 200

gleich sein muB
und die eben-
falls in 10
gleiche . Teile
geteilt wird. -. 'rV . _
Sodami ziehe I I li I I I I I 11L —3 .. g\[4

A

rv

IS

GE Xman durch die
gegeniiberstehenden Teilungspunkte gerade Linien, die alle entweder auf
AX normal stehen oder mit AX parallel sind. TJm nun einen Teil
AE wieder in 10 Teile zu teilen, braucht man nur in irgend einer
Abteilung eine Diagonale b 200 zu ziehen. Es ist dann ab der 10te
Teil von der Strecke zwischen 200 und 300, folglich auch von AE
und der ganzen Strecke AX; ebenso enthalt c d 2 solehe Teile,
e f 3 Teile usw. Diese Teile tragt man nun sowohl auf AE als C0 auf,
zieht dann durch 0 und G sowie durch je zwei folgende Teilungspunkte
Trans ver šale und schreibt an die Teilungspunkte die entspreehenden
Zahlen hin.

Die ganze Strecke AEX enthalt 1000 Teile; AE ist der lOte
Teil davon und enthalt somit 100 Teile; E G ist der 10 te Teil von
AE, enthalt demnach 10 solehe Teile; m 1 endlich ist der 10 te Teil
von E G, enthalt also einen solehen Teil, wie deren auf die ganze
Strecke 1000 kommen, m 1 ist also der 1000 ste Teil derselben; n 2
enthalt zwei solehe Teile, ist also (0'002) AX usw.

Stellt z. B. AE ein Dezimeter vor, so ist GE ein Zentimeter,
m 1 ein Millimeter und AX ein Meter des verjiingten DezimalmaBes.

Ware nun nach diesem MaBstabe z. B. die Strecke ts= 2 dm
4 cm 3 mm zu zeichnen, so setzt man (Fig. 123) mit dem Zirkel in t
ein und offnet ihn bis s; die Zirkeloffnung ts stellt dann die verlangte
Strecke vor. Greife mit dem Zirkel ab: 1 dm 1 mm', 1 dm 2 cm. 3 mm ;
3 d,m 7 cm', 8 dm 4 cm 6 mm', 9'05 dm', 713 mm !

Soli mit diesem MaBstabe eine gegebene Strecke uv ge¬
na e s sen werden, so legt man diese so an, daB der eine Endpunkt (u)
auf einen Hunderterteilpunkt (300) fallt, wiihrend der andere zwisehen zwei
Teilpunkten von AE (70 und 80) zu liegen kommt; verschiebt man nun
die Strecke uv langs der Normalen u 300, bis der Endpunkt eine der



72

schragen Linien durchschneidet, so gibt die durch diesen Sehnittpunkt
v' gehende Parallele (6) die Einheiten des MaBstabes an. Es stellt dem-
nach uv = ut' = (300 —(— 70 —(— 6) mm = 376 mm auf diesem verjiingten
MaBstabe vor.

tfbung im Messen gegebener Strecken auf dem verjiingten
vollstandigen tausendteiligen MaBstabe!

Ubungsbeispiele.
X. Konstruiere einen Transversalmafistab in natiirlicher GroBe! Ubung im

Abgreifen von dm, cm und mm; z. B. 56 mm, 194 mm.
2. Nimm 2 dm (2 cm) als verjttngte Lange einea Meters an, konstruiere einen

tausendteiligen TransversalmaBstab und zeichne folgende verjttngte Langen: a) 478 mm;
b) 1 m 9 cm; c) 1'258 m; d) 4076 mm\ Bestimme das Verhiiltnis der Verkleinerung!

3. Zeicbne einen TransversalmaBstab fiir die Verjfingung 1:10, 1:200! Ubung
im Abgreifen!

4. Zeichne einen Transversalmafistab fiir die Vergrofierungen 10: 1, 2:1!
Ubung im Abgreifen!

5. Man entwerfe eine Zeichnnng des Fufibodens des Lehrzimmers (Wohn-
zimmers) im MaBstabe von 1:50, 1 : 75, 1 : 100.

Ubung im Bestimmen von Langen mit Hilfe eines TransversalmaBstabes:
6. Zeicbne ein Dreieck, ein Viereck und mifi die Seiten desselben!
7. Zeichne eine Strecke von 666 mm mit Hilfe des TransversalmaBstabes!
8. Zeichne ein Quadrat, wenn s = 209 mm !
9. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 5'76 m und 8'52 m

betragen!
10. Bestimme die wirkliche Breite und Hohe eines Fensters (einer Tiir, des

rechteekigen Sehulgartens) und zeichne dann dasselbe (dieselben) im entspreehend
verjiingten MaBstabe!

FeldmeGaufgaben.
Die Entfernung zweier Punkte auf dem Pelde kann manehmai

nicht unmittelbar gemessen werden; sie wird dann mittelbar be-
stimmt, indem man andere Strecken miBt, von deren Lange die zu
bestimmende Strecke abhangt.

1. Die Lange einer Strecke zu bestimmen, wenn sich
dieselbe wegen eines ztvischen ihren Endpunkten be-

Fig. 124. findliehen Hindernisses nicht un¬
mittelbar messen laBt.

Man messe (Fig. 124) die Strecken GA und
GB, trage einen bestimmten, z. B. den 4 ten Teil
der erhaltenen Lange GA von G bis a und ebenso
den 4ten Teil der GB von G bis b auf; in a und b
schlage man Pflocke ein. Mifit man nun die Ent¬
fernung ab, so ist diese -wegen der Ahnlichkeit der
Dreiecke Ga b und GAB der 4 te Teil der gesuehten
Entfernung AB; man braucht daher von der ge-

fundenen Liinge ab nur das Vierfache zu nehmen, um 4S zu erhalten. (Welcher
Ahnlichkeitssatz kommt bei der Liisung dieser Aufgabe in Anwendung?)
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2. Die Hohe eines zuganglichen Gegenstandes zn be-
s timm e n.

a) Es sei z. B. die Hohe eines Baumes AB (Fig. 125) zu finden. Man
wahlt einen Punkt (7, von dem man in gerader Linie zu A hin messen kann,
steekt in O einen Štab CD lotrecht ein und legt sich
hinter demselben in einer solchen Lage auf den Riicken,
daG man die Spitze D des Stabes mit der Spitze B
des Baumes in gerader Richtung erblickt; den Ort E,
wo sich das Auge befunden hat und wo die Verlangerung
der Geraden BD hinfiillt, bezeiehnet man mit einem
Pflocke und milit die Entfernungen EC und EA sowie
die Lange des Stabes GD. Nun hat man zwei iihnliche
Dreiecke A BE und GD E, daher ist AB; G D =
= A E : GE, woraus man das unbekannte Glied A B
finden kann.

Ware z. B. CD = 2 m, GE =3 m, AE=9m,
so hatte man die Proportion AB: 2 = 9:3, woraus

b) Aucb aus dem Schatten eines Gegenstandes kann dessen Hohe gefunden
werden. Man milit namlich die Lange des Schattens, welchen der Gegenstand wirft,
und aueh die Lfinge des Schattens, den zu derselben Zeit ein lotrecht stehender
Štab wirft; hierauf milit man noch die Hohe des Stabes und schliefit: die Hohe des
Gegenstandes verhhlt sich zur HOhe des Stabes, wie sich die Lange des Schattens
des Gegenstandes zur Lange des Schattens des Stabes verhalt. Aus dieser Proportion
wird dann die verlangte Hohe gefunden.

4. Ahnlichkeit der Vielecke.

Fig. 125.

AB = 6 m folgt.

§ 110, Die Ahnlichkeit der Viel¬
ecke laht sich auf die Ahnlichkeit
der Dreiecke zuriickfiihren.

Soli zu einem gegebenen Viel¬
ecke ein ahnliehes gezeichnet werden,
so nimmt man in einer Ecke (Fig. 126),
in einer Seite (Fig. 126), auBerhalb
der Flache oder innerhalb derselben

Fig. 126.

(Fig. 127) einen Punkt an und

Fig. 127.

verbindet denselben mit den Eckpunkten des Vieleckes. Teilt man
dann eine dieser Dimen nach einem gegebenen Verhaltnisse und zieht
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Parallele zn deu Vieleekseiten, so erhalt man ahnliche Dreiecke, wahrend
die entstandenen Vielecke den gegebenen Vieleeken ahnlich sind.

Vielecke also, die aus gleieh vielen, der Ordnung nach einander
ahnlichen Dreiecken be-
stehen, sind einander
ahnlich.

Warum sind die
Winkel der ahnlichen Viel¬
ecke wechsebveise gleieh?

& Warum sind die pa-
rallelen Seiten je zweier
dieser Vielecke propor-
tional ?

Wie sind in ahnlichen
Vieleeken die gleichlie-
genden (homologen) Seiten
und Diagonalen?

„Zwei Vielecke heihen ahnlich, wenn indenselben die
gleichliegenden Seiten proportioniert nnd die von ihnen
gebildeten Winkel paarweise gleieh sind.“

Zur tlbung:
1. Welelie Ubereinstimmung zeigen ahnliche Vielecke beziiglich der Seiten und

VVinkel, wodurch unterscheiden sie sieh von kongruenten Vieleeken?
2. VVelche Vielecke sind stets ahnlich?
3. Unter rvelcher Bedingung sind zwei Rechtecke, zwei Rhomben einander

ahnlich ?
4. Wann sind zwei Viereeke ahnlich?
5. VVelche Lage kann der Ahnlichkeitspunkt zweier ahnlicher Vielecke haben?
Konstruktionsaufgaben.
§ 111. 1. Zeichne ein beliebiges Sechseek und dann ein zweites ihm ahnliehes,

so dafi sieh die Seiten des ersten Sechseekes zu jenen des zweiten wie 10 : 3 verhalten!
2. Zeichne zwei ahnliche Achtecke, deren gleichliegende Seiten sieh wie 4:5

verhalten!
3. Ein Fiinfeck ist mittels eines Ahnlichkeitspunktes a) im Verhaltnisse 4: 3

zu verkleinern, b) im Verhaltnisse 3:5 zu vergrofiern!
4. Uber einer Strecke FO (Fig. 126) ein Vieleck zu konstruieren,

das einem Vielecke ABGDE ahnlich ist.
Man ziehe die Diagonalen A G, A D, maehe AB' — F G und ziehe B‘C' || B G,

G‘D‘ I| GD, D'E' II DE, dann ist das Vieleck A‘ B‘ G‘ D‘ E1 cv ABGDE. Konstruiert
man nun iiber FG ein Vieleck FGEJK, das mit AB' G' D' E' kongruent ist, so ist
dasselbe das verlangte Vieleck.

§ 112. Auf der Konstruktion ahnlicher Vielecke beruht das
Kopieren der Figuren nach einem vergroBerten oder ver-
kleinerten MaBstabe.

Fig. 128.
J?
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Dabei mufi man zunachst die Langenausdehnungen des Originals
nach dem gegebenen Verhaltnisse vergroBern oder verkleinern, vas meistens
mittels des Proportionalwinkels geschieht; dann erst ist mit diesen
verhaltnismaBig geanderten Streeken die Kopie auszufiihren.

1. a) Verkleinere den Grabstein (Fig. 129) nach dem Liingenverhaltnisse 5:3!
b) Vergroilere den Sockel (Fig. 131) nach dem Liingenverhaltnisse 1:3!

2. VergroSere das Haus (Fig. 130) nach dem Langenverhaltnisse 5:9!

Fig. 130. Fig. 131.

JBeim Kopieren nach einem vergroBerten oder verkleinerten MaBstabe
kanu man auch die Abszissen and Ordinaten wie auch die Q u a d r a t-
n e t z e anwenden; mir miissen die Abszissen und Ordinaten und im zveiten
Falle die Quadratseiten des Ketzes in der Kopie verhaltnismaBig groBer
oder kleiner angenommen tverden als im Original. (Die Erklarung der
BegrifEe ,.Abszisse und Ordinate" vurde im § 79 gegeben.)

3. Zeichnet ein beliebiges unregelmafiiges Vieleck und vergrofiert dasselbe
durch Abszissen und Ordinaten im Verhaltnisse von 3:4!
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Wie man das Kopieren in einem gegebenen Verhaltnisse mittels des Quadrat-

netzes ausfiihrt, ist aus der nebenstehenden Fig. 132 A und B zu ersehen, in der
das Verhaltnis 7 : 4 eingehalten ist.

Vergrofiert oder verkleinert diese Fig. 132 A oder die Karte eines sonstigen
osterreichischen Kronlandes in einem anderen selbstgewahlten Verhaltnisse!

A.

4. Eestimme von zwei
ungleiehen und aufierhalb
einander liegenden Kreisen
den aufieren und inneren Ahn-
lichkeitspunkt!

5. Ziehe an zwei ge -
gebene ungleiehe Kreise die

gemeinsamen Tangenten, vvenn die Kreise a) aufierhalb einander liegen, b) sich von
aufien beriihren, e) sich schneiden, d) sieh von innen beriihren!

6. Konstruiere an zwei gegebene gleiche Kreise die gemeinsamen Tangenten
und gib den inneren Ahnlichkeitspunkt an!

V. Konstruktion regelmaBiger Vielecke.
Konstruktion regelmaBiger, einem Kreise eingeschriebener Vielecke.

§ 113 . Zur Losung dieser Anfgabe wird die Peripherie des Kreises
in so viele gleiche Teile geteilt, als das Vieleck Seiten haben soli, und
durch je zwei benachbarte Teilungspunkte eine Sehne gezogen.

1. Einem Kreise ein Quadrat einzuschreiben. (Fig. 133.)
Man ziehe zwei aufeinander normale Durchmesser; ihre Endpunkte sind die

Eckpunkte des verlangten Quadrates.
2. Einem Kreise ein regelmaBiges Achteck einzu¬

schreiben. (Fig. 134.)
Man ziehe zwei aufeinander normale Durchmesser AB und GD und halbiere

die vier Quadranten; die Endpunkte der vier Durchmesser sind die Eckpunkte des
Achteckes.

A. Fig. 132.



3. Einem Kreise ein regelmiiBiges Sechseck einzu-
schreiben. (Fig. 135.)

Fig. 133.
D

Fig. 134. Fig. 135.

Man trage den Halbmesser als Sehne im Kreise auf.
Vorteilhafter ist es, einen Durehmesser AB zu ziehen und aus den Endpunkten

mit dem Halbmesser des Kreises zwei Bogen zu beschreiben, wodureh man die
Eckpunkte des Seehseekes erhalt.

4. Einem Kreise ein gleichseitiges Dreieck einzu'
schreiben. (Fig. 136.)

Man ziehe einen beliebigen Durehmesser A B, beschreibe aus A mit
dem Halbmesser des Kreises einen Bogen, der die Peripherie in G und D
schneidet, und ziehe die Sehnen CD, GB und BD.

5. Einem Kreise ein regelmaBiges Fiinfeck (ein regel¬
maBiges Zehneck) einzuschreiben. (Fig- 137 und Fig. 138.)

Fig. 136. Fig. 137. Fig. 138.
G

Man ziehe (Fig. 137) zwei aufeinander normale Durehmesser AB
und GB, halbiere den Halbmesser O B m E und beschreibe aus E mit
dem Halbmesser K’(7 einen Bogen, der den Halbmesser O A in F schneidet;
die Strecke GF laBt sich dann genau fiinfmal als Sehne im Kreise herum
auftragen, die Strecke OF ist die Zehnecksseite.

Konstruktion eines regelmaBigen Fiinfeckes im Kreise mit Hilfe der
Mittelpunktswinkel!
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6. Allgemeines Verfahren, einem Kreise ein beliebiges
regelmafiiges Vieleck einzuschreiben. (Naherungsweise.)

Fig. 139. a) Man ziehe (Fig. 139) einen Durchmesser
AB und teile ihn in doppelt soviele Teile, als
das Vieleck Seiten haben soli, z. B. in 14 fiir das
regelmafiige Siebeneek, besehreibe dann mit
A B als Halbmesser von A und B aus zwei Bogen,
die sieh in G sehneiden, und ziehe von G dureh
die z w e i t e n Teilungspuukte zu beiden
Seiten des Mittelpunktes die Geraden (72D und
G2E; die Sehne DE ist die Seite des verlangten
Vieleckes.

b) Dureh das folgende allgemeine
Verfahren, das nach seinem Erfmder Eenaldi’s Konstruktion heifit, kanu
man unmittelbar alle Eckpunkte des regelmafiigen Vieleckes bestimmen:

Fig. 140.

Punkte A, E, F, G, H, J, K sind dann

Man ziehe (Fig. 140) den Durchmesser
A B, besehreibe aus A und B mit A B als
Halbmesser Kreisbogen, die sich in G und
D sehneiden, teile den Durchmesser in so¬
viele gleiche Teile, als das Vieleck Seiten
haben soli, z. B. in 7 gleiche Teile, und
ziehe dureh G und D und dureh die
geraden Teilungspunkte 2, 4, 6 des
Durchmessers die Strecken GE, GF, GG,
D H, DJ, DK, bis sie die Peripherie des
Kreises auf der hohlen Seite treffen; die
die Eckpunkte des regelmdfiigen Vieleckes.

Konstruktion regelmaBiger, einem Kreise umgeschriebener Vielecke.
§ 114. a) Um einem Kreise ein regelmafiiges Vieleck umzuschreiben,

teile man (Fig. 141) die Peripherie in soviele gleiche Teile, als das Vieleck
Seiten haben soli, ziehe zu den Teilungspunkten Halbmesser und erriehte

in ihren End-Fig. 141. Fig. 142.
punkten Tan-
genten des

Kreises; die
Durchschnitts-

yp punkte dieser
Tangenten ge-
ben die Eck¬
punkte des
regelmafiigen
Vieleckes.

b) Ist einem Kreise bereits ein regelmafiiges Vieleck abede
(lig. 142) eingeschrieben, so erhalt man das umgeschriebene regelmafiige
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Vieleck ABCJ) E voii ebensovielen Seiten, indem man durch die Mitten
der Seiten des eingesehriebenen Vieleckes Halbmesser zieht und durch
ihre Endpunkte Parallele zu jenen Seiten konstruiert.

Konstruktion regelmaBiger Vielecke uber einer gegebenen Seite.

§ 115, 1. Uber einer gegebenen Seite (ss = 60 mm) ein
gleichseitiges Dreieck zu konstruieren.

2. Uber einer gegebenen Seite (si = 5bmm) ein Quadrat
zu konstruieren.

Die Losung dieser Aufgaben wird als bekannt vorausgesetzt.
3. Uber einer gegebenen Seite (s6 = 52 mm) ein regel¬

maBiges Sechseck zu konstruieren.
Man beschreibe aus den Endpunkten der Seite mit dieser Seite als

Halbmesser zwei Bogen: ihr Durchschnittspunkt ist der Mittelpunkt des
Kreises, in welchem sieh die gegebene Seite sechsmal auftragen laBt.

5. Allgemeines Verfahren, iiber einer gegebenen Seite
ein beliebiges regelmaBiges Vieleck zu konstruieren.

Bei der Losung dieser Aufgabe ist die
GroBe des Kreises zu finden, dem das verlangte
Vieleck eingeschrieben erscheint. Dies kann
auf mehrere Arten geschehen, von denen hier
nur eine ervvahnt sei.

Mit Hilfe des Transporteurs. Es
sei iiber der Strecke A B (Fig. 143) z. B. ein
regelmaBiges Neuneck zu konstruieren. Man
berechne die GroBe eines Vieleckstvinkels (hier
140°) und trage auf der Strecke iB in 4
und B den halben Vieleckswinkel (70°) auf.
Beschreibt man nun aus dem Durchschnittspunkte O der beiden neuen
Schenkel mit dem Halbmesser OA — OB einen Kreis, so lafit sich in
diesem die Seite AB neunmal als Sehne auftragen.

Aufgaben.
1. Zeichne eine Strecke von 5 cm Lange und beachreibe iiber derselben a) ein

gleichseitigea Dreieck, b) ein Quadrat, c) ein regelmiifiiges Fiinfeck, d) ein regel¬
maBiges Sechseck!

2. Konstruiere iiber der Seite 3 cm ein regelmaBiges a) Aehteck, b) Neuneck,
e) Zehneck, d) Zwolfeck!

Fig. 143.
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VI. Von der GroBe der Figuren.
Umfang und Flacheninhalt der geradlinigen Figuren.

§ 116. Umfang. Die Summe aller Begrenzungslinien einer Figur
wird Umfang derselben genannt.

Um den Umfang einer geradlinigen Figur zu bestimmen,
messe man die Seiten derselben und addiere die gefundenen Mafizahlen.

TJ = a b c n.
Der Umfang einer gleichseitigen Figur ist gleich der MaBzahl der

Lange einer Seite multipliziert mit der Anzahl der Seiten.
TJ = s X n = n.s.

Der Umfang besteht aus Linien und kann daher nur durch das
LangenmaB gemessen werden.

Ubungsbeispiele.
1. Die Seiten eines Dreieckes messen 4'6 cm, 7 cm und 53 mm; wie grofi ist

der Umfang?
2. Berechne den Umfang a) eines gleichseitigen Dreieckes, b) eines Quadrates,

c) eines regelmafiigen Sechseckes, wenn die Mafizahl einer Seite s = 57'8 mm
(s — 0'049 m, s = 0‘86 dm) gegeben ist!

3. Die Lange (l) und die Breite (b) eines Rechteckes (l = J m, b — 4'7 dm)
sind bekannt; wie grofi ist sein Umfang? U = 2 (l -j- b); d. h.: Der Umfang eines
Rechteckes ist gleich der doppelten Summe von Lange und Breite.

4. In einem Parallelogramme sind die beiden anstofienden Seiten (a — 7'6 em,
b = 3 .a) gegeben. Berechne den Umfang dieses Parallelogrammes! U = 2 (ab).

5. Der Umfang eines Rhombus betragt 3^ dm; rvie lang ist jede Seite? (U = 4s;

6. Ein rechteckiger Bauplatz von 22‘8 m Lange und dessen Lange zur Breite
im Verhiiltnisse 7'6 : 6'3 steht, soli eingeplankt \verden. a) Wieviel Pfahle sind er-
forderlich, vrenn einer von dem anderen 3'4 m entfernt ist? b) Wieviel Bretter
braucht der Zimmermann, wenn jedes durchschnittlich 24J cm breit ist?

§ 117. Unter dem Flacheninhalte einer Figur versteht man die
Grobe der von ilirem Umfange begrenzten Flache.

Zwei Figuren, die gleichen Flacheninhalt kaben, heiBen flachen-
gleich.

So wie eine Linie nur durch eine Linie, so kann eine Flache nur
durch eine Flache gemessen werden. Um daher den Flacheninhalt einer
Figur zu bestimmen, muB man irgend eine bestimmte Flache als Einheit
annehmen und untersuchen, wie oft dieselbe in der gegebenen Flache ent-
halten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt, heiBt die MaBzalil der Flache.

Als Einheit des FlaehenmaBes nimmt man ein Q,uadrat an,
dessen Seite der Einheit des LangenmaBes gleich ist, von welcher dann
das Quadrat den Namen erhalt. Ein solches Quadrat heiBt ein Quadrat-



81

meter (m2), ein Quadratdezimeter (dm2),. . . ., je nachdem die
Seite ein Meter, Dezimeter .... lang ist.

Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betragt, hat 10 dm 2 X 10 = 100 dm2
Inhalt, also ist

1 m2 = 100 dm2.
Ebenso folgt:

1 dm 2 — 100 cm 2 1 hn2 — 1000000 m2
1 cm2 = 100 mm2 1 fxm2 = 100 km 2.

Beim BodenflachenmaBe heiBt eine Mache von 100 m 2 ein
Ar (a), eine Flache von 100 Ar ein Hektar {ha).

Eine Flache messen heiBt demnaeh untersuchen, wieviel Quadrat-
meter, Quadratdezimeter,.... die Flache enthalt. (MaBzahl einer Flache.)

Die Ausmessung einer Flache kann mittels des wirklichen Anftragens
der Flacheneinheiten nur in wenigen Fallen ausgefiihrt werden; es ist
aber moglich, ans den MaBzahlen der Strecken, von denen die GroBe der
Figur abhangt, durch Reehnung den Flacheninhalt zu finden. Dazu
dienen bestimmte Lehrsatze, die kurz durch Formeln ansgedriiekt
werden konnen.

1. Das Quadrat.

Fig. 144.

J) C

§ 118. Es sei eine Seite des Quadrates ABCD (Fig. 144) 4 cm.
Teilt man jede Seite in 4 gleiche Teile, deren jeder 1 cm lang ist,
und verbindet dann die gegeniiberstehenden Teilungspunkte durch
gerade Linien, so zerfallt das gegebene
Quadrat in lauter kleinere Qnadrate,
deren jedes 1 cm 2 vorstellt; und zwar
enthalt der Streifen langs der Seite AB
4 cm 2, der dariiber befindliche Streifen
ebenfalls 4 cm 2 und der dritte und
vierte Streifen aueh je 4 cm2. Man
Hat also im ganzen 4mal 4 cm2 —
= 4 cm 2 X d = 16 cm 2 = 42 cm 2.

Zeiehne ein Quadrat, dessen Seite 5 cm
ist, und bestimme auf gleiche Weise, wieviel
cm2 dasselbe enthalt! ^4

Der Flacheninhalt eines Quadrates wird gefunden, indem
man dieMaBzahl einer Seite mit sich selbst multipliziert.
d. i. zur zveiten Potenz erhebt oder quadriert.

Daher kommt es, daB man auch im Reclmen die zweite Potenz
einer Zahl das Quadrat derselben nennt.

Bezeichnet man die MaBzahl der Seite eines Quadrates mit s und
den Flacheninhalt desselben mit f, so ist f= s2.

Močnik-Halbgebauer, Geometrie. 6
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HeiBen S und F die Seite und der Flacheninhalt eines zweiten
Quadrates, so ist ebenso F— S2 ', daher

F: f= S2 : s 2, d. h.
die Flacheninhalte zweier Quadrate verhalten sich wie
die zweiten Potenzen ihrer Seiten.

Die Benennung fiir die MaBzahl des Flacheninhaltes hangt von
der Benennung der MaBzahl einer Seite ab; ist z. B. die Seite in Metem
gegeben, so wird .der Flacheninhalt in Quadratmetern ausgedriiekt; ist
die Seite des Quadrates in Dezimetern angegeben, so erhalt man auch
den Flacheninhalt in Quadratdezimetem.

Wenn der Flacheninhalt eines Quadrates bekannt ist und die Lange
einer Seite gefunden werden soli, so hat man eine Zahl zu suchen,
die mit sich selbst multipliziert den gegebenen Flacheninhalt gibt, d. h.
man hat aus der MaBzahl des Flacheninhaltes dieQuadrat-
w u r z e 1 a u s z u z i e h e n. Es ist also s = V/ z. B. f= 144 cm2,
s = Vl44 = 12, also s = 12 cm.

§ 119. Konstruktionsaufgaben.
1. Konstrniere ein Quadrat, dessen Seite s — 5 cm ist, und beurteile

dasselbe nach Umfang und Flacheninhalt!
2. Zeichne ein Quadrat, das die Halfte eines gegebenen Quadrates ist!
3. Teile ein gegebenes Quadrat in 2, in 4 flachengleiche Teile!
Rechenaufgaben.
1. Machet eueh aus Pappendeekel 1 dm2 mit einer Handhabe und messet damit

verschiedene auf die Schultafel gezeichnete Quadrate!
2. Die Seite eines Quadrates ist a) 21 m, b) 5 m 4 cim, e) 3 m 5 din 9 cm,

d) 0‘715 m; wie groli ist der Flacheninhalt, wie grofi der Umfang?
3. Der Umfang eines Quadrates ist 23 m 2 dm; wie grofi ist d) die Seite

b) der Fliieheninhalt?
4. Der Fliieheninhalt eines Quadrates ist 14 m2 6 dm~ 25 cm2 ; \vie grofi ist

die Seite, wie grofi der Umfang?
5. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, dessen Fliieheninhalt a) 376'36 dm2,

b) 2 m2 16 dm2 9 cm2, c) 12'3201 m2, d) 72 a 8 m2 1 dm2 ist?
6. Wieviel kostet ein quadratischer Bauplatz von 36 m 5 dm Seitenlange,

wenn man das m2 mit 11 K 90 h bezahlt?
7. Fiir einen Bauplatz in der Form eines Quadrates, dessen Seite 28 m. ist,

zahlte man 5508 K; wie teuer wurde 1 m2 gerechnet?
8. Ein quadratischer Acker kostete 2500 K; wieviel m mifit eine Seite des-

selben, wenn 1 a zu 16 K gerechnet wurde?
9. Die Seite eines Quadrates ist 3 dm, die eines zweiten Quadrates 12 dm;

\vie verhalten sieh a) die Umfiinge, b) die Fliicheninhalte der beiden Quadrate?
10. Ein quadratischer Hof von 12 m Seitenlange soli mit quadratischen Stein-

platten von 20 dm Umfang gepflastert werden; wieviel soleher Steinplatten sind
erforderlich ?

11. VVelche Seitenlange hat ein Quadrat, welches so grofi ist als zwei Quadrate
zusammengenommen, deren Seiten 483 mm und 460 mm lang sind?
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12. Wieviel a hat ein quadratisches Peld, dessen Seite s = 96 m 8 dml
13. In einem quadratischen Garten soli ringsherum ein 1 m 5 dm breiter Weg

angelegt werden; welche Flache wird dieser haben, wenn die Seite des Quadrates
s = 76 Til ist?

14. Bereehne die Seitenlange eines Quadrates, dessen Fliicheninhalt 9mal so
klein (der neunte Teil) ist als jener eines gegebenen mit 8‘49 m Seitenlange!

15. Welchen Druck kann eine quadratische Pufiplatte aus Gufieisen von 1 m
4 dni 6 cm Umfang aufnehmen, wenn eine Belastung von 7 q 65 kg auf 1 eni2
zuliissig ist?

2. Das Rechteck.
§ 120. Es sei in dem Rechtecke ABCD (Fig. 145) die Grundlinie

AB= 6 cm nnd die Hohe AT) = 4 cm. Teilt man die AB in 6,
die J. D in 4 gleiche Teile nnd zieht zu denselben dureh die Teilnngs-
punkte parallele Linien,
so ist jedes der da-
dnreh entstehenden Qua-
drate 1 cm? und man hat
4 Streifen solcher Qna-
drate von je 6 cm 2 ; der
Flaeheninhalt des Recht-
eckes ABGD betragt
daher 4mal 6 cm2 =
= 6 cm 3 X 4 = (6 X 4)
cm 2 == 24 cm 2.

Dureh ahnliche Zeich-
nungen und Schliisse findet
man, dah ein Rechteck, das 7 m lang und 3 m breit ist, 7 m 2 X 3 =
= 21 m 2 enthalt; dafi die Flache eines Rechteckes, dessen Grundlinie
und Hohe 8 dm und 5 dm sind, (8 X 5) dvi 2 = 40 dm 2 betragt.

Der Flaeheninhalt eines Rechteckes wird gefunden, indem
man die MaBzahl der G-rundlinie mit der MaBzahl der Hohe
(oder die Lange mit der Breite) multipliziert.

Man pflegt diesen Satz kiirzer so auszudriicken:
Der Flaeheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem

Produkte aus der Grundlinie und der Hohe.
Hieraus folgt auch:
Z wei Rechtecke mit gleich en Grundlinie n und gleich en

Hohen sind flachengleich.
Ist der Flaeheninhalt eines Rechteckes und zugleieh die Grundlinie

bekannt, so findet man die Hohe, indem man den Flaeheninhalt dureh
die Grundlinie dividiert. Ebenso wird die Grundlinie gefunden, indem
man den Flaeheninhalt dureh die Hohe dividiert.

Pig. 145.

6 *
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Bezeiehnet g die Grundlinie, h die Hohe eines Rechteckes und f
den Flacheninhalt desselben, so ist

f= g. h; g -f h= L
h
, h = z. B. g = 20 cm, h = 8 cm ;

9
f= (20.8) cm2345 = 160 cm2 ; g = cm = 20 cm, h=~ cm = 8 cm.

§ 121. Konstruktionsaufgaben. (Verwandlungs- und Teilungsaufgaben.)
E r k 1 a r u n g. Eine Figur in eine andere verwandeln heifit, eine Figur

Fig. 146.
konstruieren, die mit der gegebenen
flachengleich ist und gewissen Be-

1. Zeichne ein Rechteck, wenn
dessen Grundlinie g = 1 drn und dessen
Hohe h = 6 cm gegeben sind! Beur-
teile dasselbe naeh Umfang und Flachen¬
inhalt !

2. Ein Rechteck ABCD (Fig. 146)
ist in ein anderes mit gegebener (lan-
gerer) Basis zu verivandeln.

Behauptung: Rechteck AEJH= Rechteck ABCD
j aabg = aagh
X A GJF= A GFG

_ / AAEF= AAFD . . .
\ /\ABG -f A GJF= AAGH+ A GFG

+ {
Rechteck BEJG-

„ ABGH--
Rechteck HG CD .

„ ABGH

Fig. 147.

Rechteck AEJH= Rechteck ABCD.
3. Ein Rechteck ABGD ist in ein anderes zu vervrandeln, dessen Grundlinie

kiirzer ist als die Grundlinie des gegebenen Rechteckes.
4. Ein Q,uadrat in ein Rechteck zu verwandeln, das

eine gegebene Grundlinie hat.
Die Auflosung trie bei der Aufgabe 2 oder 3.

5. Ein Rechteck ABGD (Fig. 147) in
ein Quadrat zu verwandeln.

Verlangere die kleinere Seite AB bis E, so
daB BE= B G wird, beschreibe iiber A E als
Durchmesser einen Halbkreis, der die Seite BC in
F schneidet, und konstruiere iiber BF das Quadrat
BF GH; dieses ist dann dem gegebenen Rechtecke
gleieh. Denn zieht man AF und EF, so ist AFE

als Winkel im Halbkreise ein rechter, daher in dem rechtwinkligen Dreiecke
AFE die Normale FP> die mittlere Proportionale zwischen den beiden

D

A

Abschnitten AB und BE der Hypotenuse. Man hat also AB : FB
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= FB : BF oder AB : FB = FB: AD, daher ABy:AD = FB*,
d. i. Rechteck ABCD— Quadrat BFGH.

6. Ein Rechteck in 2, 3, 4 ... flachengleiehe Teile zu t e i 1 e n, a) durch Teilung
der Basis, b ) dureh Teilung der Hohe. (f = g X h.) Begriindung!

7. Ein Quadrat in 5 gleiche Teile zu teilen. Begriindung!
8. Ein Rechteck (Quadrat) soli durch Teilungslinien || d) zur Basis, b) zur

.Hohe im Verhaltnisse 2:5 (1:3) geteilt \verden. Begriindung!
Rechenaufgaben.
1. Berechne den Elacheninhalt und den Umfang folgender Reclitecke:

a) Ldnge 9'2 to, Breite 5'8 to;
b) „ 12 m 3 dm, „ 9 to 2 cm;
c) Grundlinie 3'215 m, Hohe 1'064 to.

2. Der Umfang eines Rechteckes betragt 87 m 4 dm, die kiirzere Seite 18 m
3 dm; wie grofi ist a) die langere Seite, b) der Elacheninhalt?

3. Ein Spiegel mit Rahmen ist 5 dm 8 cm breit und 8 dm 2 cm hoch; wie grofi
ist der Umfang? Wie grofi ist die Spiegelflache, wenn der Rahmen 8 cm breit ist?

4. Langs der Hecke eines Gartens, welcher 33 to lang und 21 to breit ist,
'vverden ringsum Maulbeerbaume, welche 3 m voneinander ahstehen, gepflanzt;
vvieviel Maulbeerbaume sind dazu erforderlich ?

5. Der Umfang eines Rechteckes mifit 102 m, die Lange ist doppelt so grofi
als die Breite; wie grofi ist a) die Lange, b) die Breite, c) der Flaeheninhalt?

6. Ein rechteckiger Acker hat einen Umfang von 163‘2 m; wie grofi sind die
Seiten desselben, wenn sich die kleinere Seite zur grofieren wie 3 : 5 verhalt?

7. Mifi die Lange, Breite und Hohe des Schulzimmers und berechne, wieviel
Elacheninhalt der Boden, die Dečke und die vier Wande (Ttir und Fenster mit-
gerechnet) haben!

8. Mifi die Lange und Breite eurer Schultafel, eueres Schultisches und berechne
den Elacheninhalt!

9. Wie grofi ist die Elache einer Seite deines Ubungsheftes, deines Zeichen-
blattes, deines Reifibrettes?

10. Die Seiten eines Rechteckes sind 9 dm und 6 dm, die Seiten eines zweiten
Rechteckes sind doppelt so grofi; wie verhalten sich a) die Umfange, b) die Elachen-
inhalte der beiden Rechtecke?

11. Berechne die Hohe der Rechtecke von
a) 9 to2 Flaeheninhalt und 3'6 m Grundlinie;
b) 46‘92 dni1 „ „ 0'92 m „

12. Berechne die Grundlinie der Rechtecke von
a) 24 m2 Elacheninhalt und 3'2 to Hohe;
b) 26 dm2 55 cto2 „ „ 450 mm „

13. Wie grofi ist die Flache einer Tischplatte, deren Lange 1'2 m und deren
Breite f von der Lange betragt?

14. VVieviel a hat ein rechteckiger Garten von 38 to Lange und 82 m Breite?
15. Ein Acker enthiilt 71'74 a, seine Lange ist 425‘6 to; wiegrofi ist seine Breite?
16. Jemand vertauscht einen Acker, der 746 to2 20 dni1 Fliicheninhalt hat,

gegen einen anderen von gleichem Inhalte, der 18 to 2 dm breit ist; wie lang mufi
dieser Acker sein?

17. Jemand kauft einen Bauplatz in der Form eines Rechteckes, 34'4 m lang
und 19‘2 ni breit, und bezahlt das rti1 zu 8J K; wieviel kostet der Bauplatz?
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18. Die Fuhbodenfliiche eines Zimmers ist 4‘5 m lang und 3'5 m breit; wieviel
Bretter braucht man, um den Fufiboden dieses Zimmers zu dielen, wenn jedes Brett
2‘5 m lang und 2'1 dm breit ist?

19. Ein Aeker ist 116 m lang und 18'5 m breit,- wieviel VVeizen wird zur
Aussaat erfordert, wenn man auf ein a 2 J l Weizen aussiit?

20. VVieviel kostet die Verglasung von 8 Penstern, deren jedes im Lichten
0‘9 m breit und 1 ’5 m hoch ist, wenn man ftir 1 m 2 Verglasung 5 K 60 h reehnet?

21. Durch eine VViese, die 43 m lang und 12‘3 m breit ist, wird der Lange
haeb ein 2 m breiter Graben gelegt; vvieviel Flhcheninhalt enthalt noeh die Wiese?

22. Ein Fufiboden von To m Lange und 6‘4 m Breite soli mit harten Brettchen
(Parkettbrettehen) belegt werden; wieviel wird dafiir der Tischler verlangen, wenn
er 1 m2 Belegung mit 8 \ K berechnet?

23. Zeichne mit Hilfe eines verjiingten Mafistabes ein Reehteck, das 2 »ra 9 dm
breit ist und denselben Inhalt hat wie ein Quadrat, dessen Seite 5 m 8 dm ist!

24. Ein Quadrat ist flhchengleich mit einem Rechtecke von 54 m Liinge und
24 m Breite; um wieviel ist der Umfang des Quadrates kleiner als der Umfang des
Rechteckes ?

25. Ein Hof von 18 m Lange und 12 m Breite soli mit quadratisehen Stein-
platten von 3 dm Seitenliinge belegt werden; a) wieviel Platten sind erforderlich,
b) wie hoch kommt die Pflasterung, das mi2 zu 5| K gereclinet?

26. 6 groJžere Tiiren, jede 2'3 w hoch und 1 '3 m breit, und 4 kleinere Tiiren,
jede 1'9 m hoch und 1 m breit,- sollen von innen und aufien mit Olfarbe angestrichen
werden; wie teuer kommt der Anstrich, wenn das m? 1 K 70 h kostet?

27. Der Umfang eines Rechteckes, dessen Seiten im Verhiiltnisse 8 : 13 (Gol-
dener Sclmitt!) stelien, betriigt 15 dm 9"9 cm. Wie lang ist die Seite eines mit
diesem Rechtecke flacbengleichen Quadrates?

28. VVas kostet die Grundeinlosung ftir eine 24 km lange und durchschnittlich
5| m breite Bahnanlage, wenn fiir 3‘59665 m* (=1 Quadrat-Klafter) 1 K 16 h
vereinbart vverden?

29. Ein Festsaal von 42 f m Lange fafit, wenn man fiir 1 Person 1 trt1 Fliiche
reehnet, 750 Personen; wie breit ist er?

30. Wieviel Zinkplatten a 1 j braucht ein Spengler zur Eindeckung eines
Satteldaehes von 18 m 6 dm Liinge und 8 \ m Breite, vvenn bei 20 Platten je eine
auf Falz und Verschnitt einzurechnen ist?

31. „Das Rathaus in Wien ist auf einem Rechtecke von 154 m Liinge und 124 m
Breite, das k. u. k. Arsenal in Wien auf einem Rechtecke von 689 m Liinge und
480 m Breite, jedes der beiden k. k. Hofmuseen zu Wien auf einem Rechtecke von
168‘79 m Lange und 63 m 86 cm Breite erbaut. Wieviel ha und a betragt der
Baugrund und in welchem Verhiiltnisse stehen die Flachen zueinander?“

3. Das schiefvvinklige Parallelogramm.

Fig. 148.

D E

122. Jedes schiefwinklige Parallelogramm ABCD (Fig. 148)
kann in ein Eechteek von derselben Grundlinie und
derselben Hohe verwandelt tverden, indem man das
reehtwinklige Dreieek B CE an die Stelle von ABF
iibertragt. IJm den Inlialt des Rechteckes zu flnden,
mufi man die Grundlinie mit der Hohe multipli-
zieren; dalier ist auch der Flacheninhalt eines



schiefvvinkligen Parallelogramms gleich dem Produkte aus der
Grundlinie und der Hohe.

f=g.h-, g = L,k=*L.

Je zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien
und gleichen Hohen sind flachengleich.

§ 123. Konstruktionsaufgaben.
1. Ein gegebenes Parallelogramm ABGB (Fig. 149) in

ein anderes zu vertvandeln,
das an der Grundlinie einen
Winkel m enthalt.

Man . konstruiere den Winkel
BAB—m und ziehe BF || AE,
dann ist, wie sich leieht zeigen laBt, das
Parallelogramm ABFE=ABCD.

2. Ein schiefwinkliges Parallelogramm in ein Eeehteck
zu verwandeln.

Die Auflosung stimmt mit jener der vorhergehenden Aufgabe itberein/ ivenn
man in derselben den Winkel m = 90° annimmt.

3. Ein Eeehteck ist in ein schiefwinkliges Parallelogramm zu ver-
vrandeln, das an der Grundlinie einen Winkel n enthalt.

Fig. 149.

D_E_C F

| AD und
Zieht man

Fig. 150.

4. Ein gegebenes Parallelogramm ABCD (Fig. 150) in
ein anderes zu venrandeln, das eine gegebene Grundl-inie
a h at. (a^>g, a<C.g.)

Man mache AE = a, verlangere DC und ziehe EF
durch A und F eine Gerade, welche die B C in B schneidet.
nun durch G eine Parallele zu A E, welche
die AD in H und die EF in K trifft, so
ist AEKH das verlangte Parallelogramm.

Es ist namlich A AFE A AFD.
Kimmt man daher von dem ersten Dreiecke
die Dreiecke I und II und von dem zweiten
die mit jenen kongruenten Dreiecke III
und IY weg, so miissen in beiden Fallen
auch die Eeste, d. s. die Parallelogramme
GBEK und HG GB, gleich sein. Setzt man nun zu dem Parallelo¬
gramm ABGH einmal GBEK und dann HG GB hmzu. so miissen
auch die Summen gleich sein, also Parallelogramm A EKII= A B GB-

5. a) Verwandle ein gegebenes Ehomboid unter Beibehaltung der
langeren Seite in einen Bhombus! b) Verwundle ein gchiefwinkeliges
44 in ein Quadrat!
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6. Ein Rechteck in einen Rhombus verwandeln!
7. Ein Parallelogramm in mehreie Teile so zn teilen,

daB alle Teilungslinien mit einer Seite parallel sin d.
Man teile die dieser Seite anliegenden Gegenseiten in die verlangte Zahl

gleicher Teile und ziehe durch die Teilungspunkte gerade Linien; die dadurch ent-
stehenden Parallelogranune haben gleiche Grundlinien und dieselbe Hohe und sind
daher einander gleich.

8. Ein schiefwinkliges Parallelogramm ist in dem Verhaltnisse
2:3 (1:2 :3, 3 : 7, 2:3:4) so zu teilen, daB alle Teilungslinien mit
einer Seite parallel sind. (Begriindung!)

Rechenaufgaben.
1. In einem Rhomboid betragen zwei anstofiende Seiten 38 m und 23 m; wie

grofi ist der Umfang?
2. Wie grofi ist die Flache eines Parallelogrammes, in -vvelehem die Grund-

linie 4 m 3 dm 4 cm und die Hohe 2 m 3 dm 2 cm betragt?
3. In einem Rhomboid ist

die Grundlinie a) 108 dm, b) 17*3 m, c) 8 m 5 dm 1 cm;
die Hohe a) 64 dm, b) 9'3 dm, c) 7 m S cm;

wie grofi ist der Flaeheninhalt?
4. Der Flaeheninhalt eines sehiefen Parallelogrammes betragt 1890 dm2, die

Hohe ist 3J m; wie grofi ist die Grundlinie?
5. Bestimme die Hohe eines Rhomboids, dessen Flaeheninhalt 0'3179 m2 und

dessen Grundlinie 7'48 dm ist!
6. Ein Acker hat die Gestalt eines Rhomboids von 8 ha 32 a Inhalt und

225 m Hohe; wie grofi ist die Grundlinie?
7. Von einer VViese, vvelche die Form eines Rhomboides hat, worin die Grund¬

linie 66'4 m und die Hohe 45'2 m betragt, wird ein Stiick von 14 m Hohe parallel
mit der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht; a) wie grofi war die
Wiese, b) wie grofi ist das iibrig bleibende Stiick derselben?

4. Das Dreieck.
§ 124. Jedes Dreieck ABC (Fig. 151) kann als die Halfte eines

Parallelogrammes dargestellt werden, das mit ihm gleiche Grundlinie und
Fig. 151. gleiche Hohe hat; man braucht nur durch zwei Eck-
C -D Pun^^e un<i G den gegeniiberliegenden Seiten

Parallele zu ziehen. Um den Flaeheninhalt des Paral-
lelogramms zu erhalten, mufi man die Grundlinie mit
der Hohe multiplizieren; zur Bestimmung der Dreiecks-
flache wird man daher auch die Grundlinie mit der

Hohe multiplizieren, jedoch von diesem Produkte nur die Halfte nehmen.
Der Flaeheninhalt eines Dreieckes ist gleich dem halben

Produkte aus der Grundlinie und der Hohe.
Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen

Hohen sind flachengleich.
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Wird der doppelte Flacheninhalt eines Dreieckes dureh die Grund-
linie dividiert, so erhalt man die Hohe; wird er dureh die Hohe divi¬
diert, so erhalt man die Grnndlinie.

Bezeichnet g die Grundlinie, h die Hohe und f den Flacheninhalt
eines Dreieckes, so ist

f = ; g = h = —; z. B. AB = 14 toto,2 J h ’ g ’ ’
GH= 12 mm, F= 7.12 = 14.6= ^==84; F=Umm\

§ 125 . Z usatze. 1. In einem r e c h t w i n k 1 i g e n Dreiecke wird
gewohnlieh eine Kathete als Grundlinie angenommen, die andere Kathete
stellt dann die Hohe vor. Der Flacheninhalt eines rechtwink-
ligen Dreieckes ist daher gleich dem halben Produkte der
beiden Katheten.

2. In jedem gleichseitigen # stehen die Diagonalen aufeinander
normal; daher kann jedes solche # in zwei Dreiecke zerlegt werden,
deren gemeinschaftliche Grundlinie die eine Diagonale ist und deren
Hohen die Halften der anderen Diagonale sind. Daraus folgt:

Der Flacheninhalt eines Rhombus ist gleich dem halben
Produkte der beiden Diagonalen.

Wie wird dieser Satz, auf das Quadrat angewendet, lauten?'

Konstruktionsaufgaben.
§ 126. 1. Ein ungleiehseitiges Dreieck ABC (Fig 152)

in ein gleichschenkliges zu verwandeln.
Man haibiere die AB

in D, ziehe DE J_ AB und
GE || AB\ verbindet man
den Durchschnittspunkt E
mit A und B, so ist ABE
das verlangte gleichschenk-
lige Dreieck.

Warum muli A ABE flachengleich sein dem A ABC ?
2. Ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 153) in ein anderes

zu verwandeln, das einen gegebenen Winkel m enthalt.
a) m <L 90°; b) <£ m — 90°; c) <£ m ~> 90°.

Man konstruiere den Winkel BAB = m und ziehe GB || AB;
zieht man noch BB, so ist ABB das verlangte Dreieck.

Merke: Dreiecke, die dieselbe Grundlinie haben und deren Scheitel
in einer Parallelen zur Grundlinie liegen, sind flachengleich.

(f = s4 = n



90

3. Ein gegebenes Dreieek ABC (Fig. 154) in ein anderes
zu verwandeln, das eine gegebene Grundlinie a hat.

Fig. 154. (a < g, a ~> g.)
Man maehe AD= a, ziehe D C und parallel

damit BE, welclie die verlangerte AC in E trifft;
Al)E ist nun das verlangte Dreieek. Denn es ist

/ A A.GB = ACD,
\ A CDE= CDB, warum?

Daher AACD+CDE= AACD + CDB,
oder A ADE= A ABC.

4. Ein Dreieek ABC (Fig. 155) in ein anderes zu ver-
w a n d e 1 n, das eine gegebene H o h e h hat.

Fig. 155. Man errichte AD = h normal auf A B, ziehe
DE || AB, dann die EB und damit parallel die
GF. Verbindet man nun E und F durch eine
Strecke, so ist AAEF=AABC. (h<A.II,
h ~> H.)

Beweis wie bei der Aufgabe 3.
5. Ein Dreieek ABC (Fig. 156) in ein

Eeehteck zu verwandeln.
Man halbiere die Seiten A G und B G in D und E, ziehe durch

diese Punkte eine Gerade und errichte in A und B die Normalen AF
und B G', dann ist AB GF das gesuchte Eeehteck.

6. Ein Dreieek in ein # mit einem gegebenen
Winkel m zu verwandeln.

7. Ein Dreieek a) in einen Bliombus, b) in
ein Quadrat zu verwandeln.

9. Venvandle ein Eeehteck a) in ein Dreieek,
b) in ein stumpfwinkliges Dreieek mit dem Winkel n — 135°!

10. Ein gegebenes Dreieek durch gerade Linien, die
durch einen Eekpunkt gehen, in mehrere gleiehe Teile
zu teilen.

Teile die diesem Eckpunkte gegentiberliegende Seite in soviele
gleiehe Teile, als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte durch
Strecken mit jenem Eckpunkte!

Ware das gegebene Dreieek in Teile zu teilen, die untereinander in
einem gegebenen Verhaltnisse stehen, so muBte man auch die Dreieckseite
nach dem gegebenen Verhaltnisse teilen und weiter wie vorhin verfahren.

11. Ein gegebenes Dreieek von einem Eckpunkte aus durch Gerade
a) in die Hiilfte, b) in 3 gleiehe Teile, c) nach dem Verhaltnisse 3 : 4,
d) nach dem Verhaltnisse 2:3:4 (| : i : 1) zu teilen.

Fig. 155.
C

F II E_G

B
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12. E in Dreieck ABC (Fig. 157) v o n e in e m Punkte einer

S e i t e, z. B. von I) aus, in z w e i gleiche Teile zn teilen.
Man halbiere die AB in E nnd ziehe

GB und CE, so ist A GD um GBE kleiner
als die Haifte von ABC.

Zieht man daher EF || GB und dann
die BF, so ist CBF= /\ GBE, daher
ABFG— A AGE, also ABFG die eine
Haifte und /\ BBF die andere Haifte des ^
Dreieckes ABC.

13. Ein Dreieck invier kongruenteDreieckezuteilen!
Terbinde die Halbierungspunkte der Seiten! (Begrundung!)
14. Ein Dreieck ABC (Fig. 158) in drei gleiche Teile

sp zu tei-len, dali die Teilungslinien von den drei E c k -
punkten ausgehen und in einem gemeinschaftlichen
Punkte innerhalb des Dreieckes zu- Fig. 158.
sammentreffen.

Man teile eine Seite Mi? in den Punkten
B und E in drei gleiche Teile und ziehe
GB und CE; dann sind die Dreiecke A GB,
BCE, B GE gleich. Zieht man nunBF || A G
und E G || B G, so sind die vom Durchsehnitts-
punkte H aus gezogenen Geraden AH, BH.
CH die gesuehten Teilungslinien. Denn es ist A, A GH— A ACB =
— |A ABC, ferner A B CH— /S. B G E = l AB C'; daher mufi
auch der Rest, nainlich das /\ A BH ein Drittel von A B G sein.

15. Die unregelmafiige Gren-
ze ABCB (Fig. 159) zwischen z\vei
Grundstiicken soli in eine gerad-
linige vervvandelt werden, so dafi
der Placheninhalt derselbe bleibt.
(Begrundung!)

Rechenaufgaben.
1. Wie grofi ist der Umfang eines

Dreieckes, dessen Seiten 38 m 7 din,
25 m 4 cm, 31 m 5 dm 9 cm lang sind?

2. Die Seite eines gleichseitigen Dreieckes ist a) 2'3 m, b) 1 m 5 dm 2 cm,
c) 97f cm; wie grofi ist der Umfang?

3. Wie grofi ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, dessen Umfang 10 m
3 dm 5 cm betragt?

4. Berechne den Fliicheninhalt folgender Dreiecke:
a) Grundlinie 0'425 m, Hiihe 2'84 dm;
b) „ 1 m 4 dm 2 cm, „ 5 dm 9 cm\

Fig. 159.
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5. Ein Stiick Land von der Gestalt eines Dreieckes hat 108 m zur Grundlinie

und 72 m zur Hohe; wieviel ist es \vert, wenn das ha zu 2030 K gereohnet wird?
6. Berechne die Hohe der Dreieeke von

a) 58'96 dm2 Flacheninhalt und 1'34 m Grundlinie;
b) 2722 ‘08 cm2 „ „ 856 mm „ !

7. Berechne die Grundlinie der Dreieeke von
a) 34‘83 cm,2 Flacheninhalt und 1'032 dm Hohe;
b) 843'66 dm2 „ „ 3*87 m „ !

8. In einem Dreieeke betragen zwei Seiten 2'52 m und 1'89 m, die Hohe auf
die erste Seite ist 1'32 m; wie grofi ist a) der Flacheninhalt, b) die Hohe auf
die zrveite Seite?

9. In einem rechtrvinkligen Dreieeke ist die eine Kathete 29 m 3 dm, die
andere 18 m 4 dm; wie grofi ist der Inhalt?

10. In einem reehtwinkligen Dreieeke, das 20 m2 72 dm2 enthalt, ist eine
Kathete 7 m 4 dm; wie grofi ist die zweite Kathete?

11. Die Seite eines Quadrates ist 36 mm. Zeichne ein rechtwinkliges, dem
Quadrate flachengleiches Dreieck, dessen eine Kathete 54 mm ist!

12. Wie grofi ist der Inhalt einer Raute, deren Diagonalen 2'26 m und 1'75 m
betragen ?

13. Ein Garten von der Form eines Bhombus mifit 2 a; wie grofi ist in
demselben die kiirzere Diagonale, wenn die liingere 25 m betragt?

14. Die Diagonale eines Quadrates ist 3 m 4 dm 2 cm; wie grofi ist der
Inhalt desselben?

15. Eine Tischplatte von 12 dm Lange und 9 dm Breite enthalt in der Mitte
als Verzierung eine Baute, deren Diagonalen 4 dm und 3 dm sind; um wieviel ist
die Tischflache grofier als der Inhalt dieser Baute?

16. Ein Turmdaeh besteht aus 4 gleichsehenkligen Dreiecken. Wieviel m,2
Bleeh braueht man zu dessen Deekung, vvenn die Grundlinie eines solehen Dreieckes
2 »» 2 dm und die Hohe 4 »ra 5 dm betragt und wenn fiir Verschnitt und Falze
6 °/0 hinzugereeh^iet vrerden?

17. Welehes Ertragnis bringt ein Aeker von der Form einer Raute, wenn die
Abstande je zweier gegentiberliegender Ecken 186 m und 151 m 6 dm betragen
und wenn fiir 1 a 3 K 96 h bereehnet werden?

18. Ein Feld hat die Form eines Dreieckes; dessen Grundlinie und H6he
stehen im Verhaltnisse 5 : 3, dessen Grundlinie mifit 975 m. Wie grofi ist die Seite
eines inhaltsgleichen quadratischen Feldes?

19. Eine dreieckige Daehflache (Walm genannt) mifit an der Grundlinie 6y m,
ihre Spitze ist von der Grundlinie 2 m 4 dm entfernt. VVieviel Bretter von 3f m
Lange und 18 em Breite sind zum Versehalen notvvendig, wenn 4j°/0 Verschnitt
gereehnet wird?

5. Das Trapez.
§ 127, Um den Flacheninhalt des Trapezes A B (JI) (Fig. 160) zu

erhalten, verlangert man die Grundlinie AB um BE = D C und
verbindet I) mit E. Wegen der Kongruenz der beiden Dreieeke DGF
und BEF kann man das eine fiir das andere setzen. Es ist demnach
das A AEB gleich dem gegebenen Trapeze AB GD und die Flache des
A A ED gleich der Grundlinie multipliziert mit der halben Hohe. Daher



93

f=±EXD_G _ ^AB+BE^ d q — (A B + 0 D G oder kurz,

Fig. 160.wenn man die untere
Parallele mit a, die
obere mit b und die
Hohe mit h bezeichnet,

/ =

DerFIacheninhalteines
Trapezes wird ge-
funden, indem man die halbe Summe der beiden parallelen
Seiten mit der Hohe des Trapezes multipliziert; oder: der
Flacheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkte aus der halben
Summe der parallelen Seiten und der Hohe.

Schneidet euch die Fig. 160 aus Pappendeckel aus und bringet das ADGF
in die Lage des Dreieckes BEF\

§ 128. Konstruktionsaufgaben.
1. Vervvandle ein ungleichsehenkliges Trapez a) in ein gleichschenkliges, b) in

ein reehtwinkliges Trapez!
2. Verrvandle ein Trapez in ein flachengleiches Dreieck u. zw. in ein a) gleich-

schenkliges, b) reelitwinkliges, c) stumpfwinkliges!
3. Ein Trapez in ein Rechteck a) von gleicher Hohe, b) von grofierer (kleinercr)

Hohe zu verwandeln.
4. Ein Trapez in ein Quadrat zu verwandeln.
5. Bin Trapez in mehrere gleiche Teile zu teilen, sodah

die Teilungslinien die beiden parallelen Seiten schneiden.
Durch die Teilung der Parallelseiten in Fig 161

gleiche Teile.
6. Ein Trapez ABGD (Fig. 161) von

einem Eekpunkte D aus in zwei glei-
ehe Teile zu teilen.

Man verlangere die grohere Parallelseite j L
so, dah BE—DC ist; dann ist AAED—
Trapez ABCD. Halbiert man nun A E m F und zieht DF, so ist
J AFD = | AED = | ABCD, daher aueh BCDF=\ ABCD.

Reohenaufgaben.
1. In einem Trapeze betragen die parallelen Seiten 36 m und 27 m, die Hohe

ist 18 m-, wie grofi ist der Flacheninhalt?
2. Berechne den Flacheninhalt folgender Trapeze:
a) Parallelseiten 5 m und 60 dm, Hohe 400 cm:
b) „ 3’5 m. und 28 dm, Hohe 1'6 ml
e) „ 2 m 54 cm und 5 m 3 dm 9 cm, Hohe 4m2'8 dm\

3. In einem Trapeze, dessen Parallelseiten 5^ m und 4^ m sind, betragt der
Flacheninhalt 0 2079 a\ wie grofi tis der Abstand der beiden parallelen Seiten?
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4. Ein Trapez voli 105 cm Hohe hat 2'6565 m2 Flacheninhalt; wenn nun die

eine Parallelseite 2'75 m betragt, wie grofi ist die andere?
5. In einem Trapeze, dessen Hohe 28 mm ist, verhalten sich die zwei Parallel-

seiten wie 5:4; wie grofi ist jede Parallele, wenn der Flacheninhalt 0T134 dni1
betragt ?

6. Ein Platz hat die Form eines Trapezes, worin die Parallelseiten 185 m 5 dm
und 140 m 5 dm betragen und 25 m 2 dm voneinander abstehen; welchen Flachen¬
inhalt hat dieser Platz?

7. In einem trapezformigen Garten betragen die Parallelseiten 58'4 m und
46'8 m, ihr Abstand 34‘5 m -, wieviel ist der Garten wert, das a zu 68 K gereehnet?

8. In einem Trapeze betragen die Parallelseiten 3 to 3 dm und 1 to 5 dm, die
Hohe 1 to 3 dm; wie grofi ist die Seite eines Quadrates, das mit diesem Trapeze
gleichen Flacheninhalt hat?

9. Das Sitzbrett eines Ktichenstuhles hat die Form eines gleichschenkligen
Trapezes, in welchem die beiden parallelen Seiten 32 cm und 42 cm lang sind und
43 cm voneinander abstehen; wie grofi ist die Sitzflaehe?

10. In einem rechtwinkligen Trapeze haben die beiden Parallelen eine Lange
von 37y to und 25f to, die Hohe mifit 18J to; \vieviel to2 enthalt dieses Trapez?

11. Ein 16 a 8 to2 grofier Garten hat die Form eines Trapezes. Wie grofi
ist der Abstand der beiden Parallelseiten, wenn die eine 64 to, die andere 38 to

mifit? ih =\ a-\-b /
12. Wie grofi ist der Quersehnitt einer holzernen Eisenbahnschsvelle von der

Form eines gleichschenkligen Trapezes, dessen Parallelseiten 18 cm und 26 cm Lange
und 15 cm gegenseitigen Abstand haben?

13. Ein Bauplatz von der Form eines Trapezes wurde um 6123 K verkauft.
Die Lange der Parallelseiten betrug 251 m und 34| to, ihr Abstand 25.] to. VVieviel
wurde fiir 1 to2 gereehnet?

Das Trapezoid.
§ 129. Um die Flache eines Trapezoides zu

man dasselbe durch eine Diagonale in zwei Dreieeke,
berechnen, zerlegt
deren Flachen zu-

Fig. 162.

h2 , so ist

sammengenommen den Flacheninhalt
des Trapezoides bilden. Bezeichnen
wir in der Fig. 162 A G mit d, D G
mit \ und Bil mit
j, d. . d .
1 = ~~2~ 2

Fiir die besondere Art des
Trapezoides, die man D e 11 o i d nennt
(Fig. 163), muB also auch die Formel

AC(DO+ OB)

d (A, + h2 )

gelten f = Weil

aber D O -\- O B die andere Diagonale darstellt, so erhalten wir die
Eegel: Der Flacheninhalt eines Deltoides ist gleich dem
halben Produkte der beiden Diagonalen.
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Was lernt ihr daraus, werm ihr diese, Formel mit der fiir den Rhombus S. 89

aufgestellten vergleicht?
§ 130. Konstruktionsaufgaben.
1. Ein Trapezoid in ein Dreieck zu vervvandeln.

(Fig. 164.)
2. Ein Trapezoid a) in ein Reehteek, b) in ein

Quadrat zu verwandeln.
3. Ein Deltoid a) in ein Dreieck, b) in ein

Reehteek, c) in ein Quadrat zu ver\vandeln.
4. Ein Trapezoid in beliebig viele

gleiche Teile zu teilen.
Ziehe eine Diagonale, teile dieselbe in die

verlangte Anzahl gleicher Teile und ziehe von den
Teilungspunkten gerade Linien zu den der Diagonale
gegeniiberliegenden Eclepunkten!

5. Halbiere ein Trapezoid von irgend einem
Eekpunkte aus (Fig. 165)!

Rechenaufgaben.
1. Zeiehnet ein beliebigea Trapezoid und be-

reehnet seine Flache!
2. In einem Trapezoide betrilgt die eine Diagonale 42'5 m, die beiden anderen

Eekpunkte des Viereekes stehen von der Diagonale 137*5 dm und 243 eni ab; \vie
grofi ist die Flache dieses Trapezoides?

3. Ziehet in einem Trapezoide eine Diagonale und auf diese von den beiden
anderen Eckpunkten Normale, messet diese 3 Streeken und berechnet den Flachen-
inhalt: dann verfahret ebenso mit der zrveiten Diagonale und vergleichet die beiden
Ergebnisse!

Fig. 164. Fig. 165.

4. Die Diagonalen eines Deltoides sind 1*25 dm und 0*583 m lang; wie grofi
ist der Flacheninhalt?

5. Ein Knabe will sicli aus einem Zeichenblatte von 6-J dm Lange und 5J dm
Breite einen deltoidisehen Drachen schneiden, welcher 6J dm lang und 5£ dm breit
sein soli; wieviel Papier fallt ab?

6. Auf dem Deckel einer Kassette sind um den Mittelpunkt acht deltoidische
Flachen von 3*5 cm Lange und 1*7 cm Breite mit Karlsbader Sprudelsteinen ein-
gelegt; wie grofi sind diese eingelegten Flachen zusammen?

Fig. 163.

.A

C
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6. Das Vieleck.

/

§ 131. Um die Flache eines regelmaBigen Vieleckes
ABGB EF (Fig. 166) zu finden, zieht man von dessen Mitte zu allen

Eckpunkten ge-
rade Linien; es ist
ABGDE = 6.
AB O) warum?
Tragt man nun
auf der Verlange-
rnng von AB die
iibrigen Seiten des
Vieleckes auf, so

daB HL dem Umfange desselben gleieh ist, so ist /\ H G O = /\ GAP
= /\A BO~ A BJO = A JKO — A KL O (§ 124 und § 126), also
A FIO = 6. A ABO. Daraus folgt, daB das Secbseck ABGl)BF
= A HL O ist.

Das regelmaBige Vieleck ist einem Dreieeke gleieh,
das den Umfang des Vieleckes zur Grundlinie und den
Abstand des Mittelpunktes von einer Seite des regel-
mafligen Vieleckes zur Hohe h at.

HTj X O jP
Da naeh § 124 der Flacheninhalt des DreieckesHL O, -’

so gilt der Satz:
Der Flacheninhalt eines regelmaBigen Vieleckes ist gleieh

dem Umfange multipliziert mit dem halben Abstande des
Mittelpunktes von einer Seite.

Bezeichnet u den Umfang, a den Abstand des Mittelpunktes von
einer Seite und f den Flacheninhalt, so ist

,. a
/=M ' t-

Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann nicht \vill-
kiirlich angenommen werden, er hangt von der Lange der Seite ab.
Um die MaBzahl fiir den Abstand des Mittelpunktes von einer Seite
zu finden, multipliziert man, wie in der wissenschaftlichen Geometrie
bewiesen wird, die gegebene Seite

in einem regelmaBigen Fiinfecke mit 0’68819,
„ „ „ Sechsecke „ 0 - 86603,
„ . „ „ Achtecke „ 1'20711,
„ „ „ Zehnecke „ 1'53884,
„ „ „ Zwolfecke „ 1'86603.

§ 132. Den Flacheninhalt eines unregelmaBigen Vieleckes kann
man auf eine der folgenden zwei Arten bestimmen.
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a) Durch Zerlegung in Dreiecke.
Zerlege die Figur durch Diagonalen in Dreiecke, herechne jedes

derselben und addiere alle Dreiecksflachen!
Es sei die Flache des Vieleckes A B CDEFG

(Fig. 167) auszurechnen. Man zerlege das Viel-

eck in Dreiecke, so ist A ABC — — @X A a ,

GEXBb

Fig. 167.

A BEG --

A BEC--

2
BEX Gc

A GEF

A CDE

Fig. 168.

und die Flache des Vieleckes gleich der Summe der fiinf Dreiecke
A BG + BEG+ GEF+BEC+ CD E.

b) Mittels Abszissen nnd Ordinate n.
Ziehe durch zwei Eekpunkte eine Gerade als Abszissen!ime und

falle darauf von alien iibrigen Eekpunkten Normale; dadurch zerfallt
die Figur in lauter rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, die einzeln
berechnet und addiert werden. Dabei
werden die Ordinaten als Grundlinien
der Dreiecke oder als parallele Seiten
der Trapeze, die Abszissenteile als Hohen
betrachtet.

Messet an dieser Fig. 168 oder an
einer selbst gezeichneten grofleren Figur die
notwendigen Strecken und berechnet die
9 Teilfiguren, deren Summe den Flachen-
inhalt des ganzen Vieleckes darstellt!

§ 133. Konstruktionsaufgaben.
1. Ein Vieleck ABCDEF (Fig. 169) in ein anderes zu ver-

wandeln, das eine Seite weniger h at.
Man ziehe die Diagonale DF und dazu || die E G, welche die ver-

langerte A F in G trifft. Zieht man D G, so ist das Vieleck ABCDG
gleich dem Vielecke ABCDEF, weil beide aus
gleichen Teilen bestehen.

2. Verwandle ein unregelmaBiges Sechseck
in ein Fiinfeck, — Viereck, — Dreieck, Recbteck,
O.uadrat; mifi die Seite dieses Quadrates und be-
rechne daraus den Flacheninhalt dešselben, der
zugleich der Inhalt des gegebenen Sechseekes ist! 6 F A

3. Zeichne drei kongruente unregelmaBige Fiinfecke und bestimme
den Flacheninhalt des ersten und zweiten nach den in § 132 unter a)

;\f o č n i k * H a 1 b g e b a u g r, Geomotrio, 7
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und b) angegebenen Methoden, des dritten aber mittels Verwandlung in
ein Quadrat!

4. Ein regelmafiiges Fiinfeck ist in ein Dreieck zu verwandeln.
CL hf= u . - = g . Mache daher g = u und h — a\

5. Verwandle ein regelmafiiges Sechseck d) in ein Dreieck, b) in
ein Quadrat!

Rechenaufgaben.
1. Wie grofi ist der Umfang eines regelmafiigen Secliseckes, Aehteckes,

Zivolfeekes, dessen Seiten 1 m 2 dm 5 cm sind?
2. VVie grofi ist der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite:

a) in einem regelmafiigen Fiinfeeke mit der Seite 8'2 dmt
b ) in einem regelmafiigen Achtecke mit der Seite 2'5 dm'\

3. Berechne den Umfang und den Flacheninlialt eines regelmafiigen Sechs-
eekes mit der Seite 4'8 m\

i. Die Seite eines regelmafiigen Zebneckes ist 1‘2 m; berechne a) den Umfang,
b) den Flacheninlialt!

5. Der Umfang eines regelmafiigen Fiinfeekes ist 21‘5 dm lang; wie grofi ist a)
die Seite, b) der Flacheninlialt?

6. Es soli ein regelmiifiig achtseitiges Gartenhaus, dessen Seite 1‘8 m lang ist,
ausgesteckt iverden: wie grofi ist die dazu erforderliche Flache?

7. VVie grofi ist die regelmafiige sechseckige Grundflache eines Pfeilers, wenn
die Seite s — 4 dm 6 cm betragt?

8. VVie grofi ist der Querschnitt eines achtkantigen Eisenstabes, dessen Umfang
120 betragt?

9. VVelchen Druck kann eine gufieiserne Platte, deren Querschnitt ein regel¬
mafiiges Sechseck von 22 cm Seitenliinge ist, aufnehmen, wenn eine Belastung von
4 q 50 kg auf 1 cm2 zulassig ist?

10. Ein regelmafiiges Dreieck, Viereck, Fiinfeck, Sechseck und Achteck haben
denselben Umfang, namlich 36 cm. Welche dieser Figuren hat den grofiten, welche
hat den kleinsten Flaclieninhalt?

§ 134 . Es seien (Fig. 170) ABC und ci b O zwei ahnliche Dreiecke,
deren gleicbliegende Seiten sich wie 5:3 verhalten. Teilt man A C

Fig. 170. in 5 gleiche Teile, von denen auf a G 3 kommen, und
zieht durch die Teilungspunkte der A G Parallele mit
AB und BG, so zerfallen die gegebenen Dreiecke in
lauter kongruente und mit m n C gleiche Dreiecke, und
zwar ist A A B G= 25 mn G, AabC=9 mn G, daher

ABC-.abC7=25: 9.
Dasselbe Verhiiltnis 25 : 9 haben aber auch die

Quadrate zweier gleichliegender Seiten.
Die Flacheninhalte zweier ahnlicher Dreiecke

verhalten sich wie dieQuadrate der MaB-
zahlen ihrer gleichliegenden (homologen) Seiten.

F f= S2 : s*.



99

Da sich in ahnlichen Dreieeken die Hohen. wie ihre Grundlinien
verhalten, so gilt anch der Satz:

Die Flaeheninhalte zweier ahnlicher Dreieeke ver¬
halten sich wie die Qnadrate der Mafizahlen ihrer gleieh-
liegend en Hohen.

F: f—H1 : h\
§ 135. 1. Wenn jede Seite eines Vieleckes 2mal, 3rnal, 4mal so

grofi ist als die gleiehliegende Seite eines ahnlichen Vieleckes, so wird
auch die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Vieleckes,
2 mal, 3mal, 4mal so grofi sein als der Umfang des zweiten Vieleckes.

Die Umfange ahnlicher Vielecke verhalten sich also wie
zwei gleiehliegende Seiten.

2. Zerlegt man zwei ahnliche Vielecke, deren Seiten sich z. B. wie
5 : 3 verhalten, durch gleiehliegende Diagonalen in Dreieeke, so verhalten
sich nach § 36 je zwei gleiehliegende Dreieeke der beiden Vielecke \vie
25:9; es miissen sich demnaeh anch die Summen der Flaeheninhalte
aller dieser Dreieeke, d. i. die beiden Vielecke selbst, wie 25 : 9 verhalten.

Die Flaeheninhalte zvveier ahnlicher Vielecke verhalten sich
also wie die Quadrate der Mafizahlen zweier gleichliegender
Seiten.

Wird daher eine in wahrer Grofie aufgenommene Figur im ver-
jiingten Mafie auf das Papier gezeichnet, so dafi jede Seite auf dem
Papiere nur |, i, —j, . . . von der wirklich gemessenen Lange betragt, so
ist der Flacheninhalt der Figur auf dem Papiere j, Hg, . . . von dem
Flaeheninhalte der ahnlichen, in der Wirklichkeit aufgenommenen Figur.

Ubungsbeispiele.
1. Wie verhalten sich die beiden Grundflachen der unteren quadratisehen

Platten in der Fig. 29?
2. In welchem Verhaltnisse stehen die Oberflachen der beiden Landkai’tchen

in Fig. 82?
3. Ein Plan ist in dem Mafistabe 1 : 2000 gezeichnet; wie verhalt sich seine

Flache zur wahren (natiirliehen) Grofie?
4. Wievielmal so grofi miissen die Ausdehnungen (Dimensionen) einer Zeichnung

werden, wenn dieselbe ihrer Flache nach a) 9mal, b) 3mal so grofi gemacht werden soli?
5. Die Umfange zvveier ahnlicher Vielecke sind 26 dm 8 cm und 19 din 56 mm;

wie verhalten sich a) ihre Seiten, b) ihre Flaeheninhalte?
6. Wenn der Flacheninhalt eines Dreieckes 56 ero2 betragt, wie grofi ist die

Flache eines hhnliehen Dreieckes, dessen Seiten sich zu denen des ersteren verhalten
wie 7 : 2 (1 : 10)?

§ 136. VViederholungsaufgaben.
1. An der Flache eines Quadrates, dessen Seite 48 cm ist, wird der Kand

3 ero breit vergoldet; vvieviel dm2 betragt die Vergoldung?
2. Man will in einem quadratformigen Garten, dessen Seiten 58 m 5 dm ist,

ringsherum einen Weg machen, der eine Breite von 1 ro 2 dm haben soli: vvelchen
Flacheninhalt vvird dieser Weg einnehmen?

7 '
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3. Bestimme den Umfang eines Quadrates, das so grofi ist als zrvei andere
Quadrate von 8'85 m und 4'72 m Seitenlange zusammengenommen!

4. Berechne die Seite eines Quadrates, das gleich ist der Summe dreier Qua-
drate mit den Seiten 184 cm, 138 cm und 552 cm\

5. Ein Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 cm Breite und 8 dm 5 cm Holie; rvie
grofi ist der Inbalt der sichtbaren SpiegelflSehe, rvenn der Rahmen 5 cm breit ist?

6. Ein rechteckiges Eeld von 72'4 m Lange verliert dureh Anlage eines Weges
V Ih m von seiner Breite; rvelche Entschadigung ist dem Eigentiimer zu leisten,
rvenn er fiir 1 m2 52 h verlangt?

7. Jemand besitzt einen Garten in der Form eines Reehteckes, der 68’ 4 m
lang und 42'5 m breit ist; er will denselben mit einer 8 dm breiten Mauer um-
fassen; rvieviel Grundflaehe wird diese Mauer rvegnehmen?

8. A hat zrvei Garten von gleicher Griifie, einen quadratischen von 56 m
Seitenlange und einen reehteckigen von 42 m Breite; um jeden dieser Garten will
er eine Heeke anpflanzen lassen; rvieviel Meter rvird die Hecke um den recht-
eckigen Garten langer sein als die um den quadratischen?

9. Die beiden Seiten eines Satteldaches bilden Reehtecke von 27 m Liinge
und 6'8 m Breite; sie sollen belattet und mit Ziegeln bedeckt \verden. a) Wieviel
Latten von 4'5 m Lange sind erforderlieh, wenn dieselben 17 cm voneinander ab-
stehen? h) Wieviel Ziegel braucht man, wenn jeder Ziegel 15 cm nach der Lange
des Daehes deckt?

10. Ein Trapezoid besteht aus zwei Dreiecken, deren gemeinschaftliche Grund-
linie eine Diagonale von 8'4 m Liinge ist und deren Hohen h' 6 m und 4‘5 m
betragen; wie grofi ist der Flaeheninhalt des Trapezoids?

11. Ein Trapez mit den Parallelen 9‘2 dm und 5'8 dm und der Hohe 9'2 dm
soli in ein Rechteck mit der Grundlinie 9'6 dm verwandelt werden; rvie grofi wird
die Hohe dieses Reehteckes sein?

12. Ein Walmdaeh, d. h. ein Dach, von dessen vier gleichgeneigten Dach-
flaehen zwei die Form von Trapezen und zvvei die Form von Dreiecken haben, soli
mit Schiefer gedeckt rverden; die obere Lange des Daehes, der First, betriigt 10'4 m,
die untere Liinge 24 m, die Breite des Dachsaumes 13‘6 m und der Abstand des
Firstes vom Dachsaume 8’4 m. Wieviel kostet die Schiefereindeckung, rvenn 1 m2
mit 2 K 80 h berechnet wird?

13. Der Umfang eines Dreieckes betriigt 14 m 4 dm; die Seiten eines ihrn
ahnlichen Dreieckes sind 4'5 m, 5'4 m und 6 • 1 m ; wie grofi sind die Seiten des
ersten Dreieckes?

14. Die Seiten zvveier ahnlichen Dreiecke verhalten sich rvie 4:5; die Flache
des ersten Dreieckes ist 8 m‘; rvie grofi ist die Flache des zrveiten?

15. Der Flaeheninhalt eines Dreieckes, dessen eine Seite 4 cm lang ist, betrdgt
12 cm2 ; rvie grofi ist der Flaeheninhalt eines ahnlichen Dreieckes, in dem die ent-
sprechende Seite 1 dm 5 cm mifit?

16. Die Umfange zrveier iihnlicher Vieleelce sind 23'52 cm und 1‘784 dm;
wie verhalten sich ihre Fliicheninhalte?

17. In einem Bauplane, in rvelchem 4 cm des gervahlten Mafistabes 3 m vor-
stellen sollen, betriigt der Flšieheninhalt des Grundrisses 5‘2 dm2 20 cm2 ; rvie grofi
ist die rvirkliche Baufliiche?

18. Auf einer Landkarte sind die natiirlichen Liingen in dem Verhaltnisse
1 : 250000, auf einer zvveiten in dem Verhaltnisse 1 : 50000 dargestellt; rvelche Flache
nimmt auf der ersten Karte ein Land ein, das auf der zrveiten eine Flache von
1 dm2 60 cm2 hat?
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19. Wie grofi ist die mittlere geometrische Proportionale zu zwei Strecken

von 850*5 drn und 10*5 dmt
(Welche geometrische Deutung lafit diese Aufgabe zu?)
20. Wie grofi ist die dritte stetige Proportionale zu zwei Strecken, die 72*9 m

und 40'5 m Liinge haben, vvenn die letztere als mittlere geometrische Proportionale
erscheint ?

(Welche geometrische Deutung kommt dieser Aufgabe zu?)

VII. Der Pythagoraische Lehrsatz.
§ 137. Man errichte iiber der Hypotenuse A C (Fig. 171) das

Quadrat ACDE, verlangere BC und falle darauf die Normalen BF und
E G ; ebenso falle man auf E G die Normalen AH und D J. Die recht-
winkligen Dreieeke ABC, GDF, DEJ und EHA, die wir kiirzer durch
m, n, p und q bezeiebnen wollen, haben nun eine Fig. 171.
Seite, namlich die Hyp0tenuse, gleich; ferner haben
sie auBer dem rechten Winkel auch die spitzen Winkel
wechselseitig gleich, vred ihre Schenkel beziehungsweise
entweder || oder aufeinander J_ sind; jene vier Dreieeke
sind demnach jV). Aus der Kongruenz dieser Dreieeke
folgt, dali AH= AB, daB also ABHG das Quadrat
iiber der Kathete AB ist; ferner daB D F= DJ=
— B G, daB als DF'G J das Quadrat der Kathete BG ist. — Die Figur
ABFDJH enthalt die Quadrate der beiden Katheten; man erhalt aber
offenbar denselben Flacheninhalt, wenn man von dieser Figur die zwei
Dreieeke m und n unten wegnimmt und sie oben an die Stelle der Drei-
ecke p und q anlegt; die Figur ACDE, die dadurch entsteht, ist das
Quadrat der Hypotenuse A G, Da nun diese neu entstandene Figur mit
der friiheren gleichen Flacheninhalt hat, so ist das Quadrat iiber der
Hjpotenuse gleich der Summe der Quadrate iiber den beiden Katheten:

Das Quadrat ACDE — ABGH + GFDJ, d. h.: In jedem
rechtvvinkligen Dreieeke ist das Quadrat iiber der Hypotenuse
gleich der Summe derQuadrate iiber den beiden Katheten.

Dieser Satz heiBt nach dem griechischen Philosophen und Mathe-
matiker Pythagoras (geb. in Samos, lebte um 540 v. Chr.) der Pytha-
goraische Lehrsatz.

Stellet auch diese Fig. aus Pappendeckel dar und liefert den Beweis durch
Deckung!

§ 138. Ein besonders interessanter Fali des Pythagoraischen Lehr-
satzes ergibt sich aus Fig. 172. Zeichne einen rechten Winkel ABC,
trage auf den einen Schenkel 3, auf den andern 4 gleiche Tede, z. B.
Zentimeter, auf und verbinde die Endpunkte durch eine Strecke A C;
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Fig. 172.

die Hypotenuse des dadureh entstandenen Dreieckes wird genau 5 Zenti-
meter enthalten. Das Quadrat von 3 ist 9, das Q.uadrat von 4 ist 16

und die Summe der Quadrate 25; das Q.uadrat
der Hypotenuse 5 ist auch 25. Es ist also das
Quadrat der Hypotenuse so grofi als die Summe
aus den Quadraten der beiden Katheten. Dieses
lafit sich auch geometrisch ableiten. Zeichnet
man namlich sowohl tiber der Hypotenuse als
liber den Katheten Quadrate und zerlegt jedes
derselben in Quadratzentimeter, so sieht man, dafi
in dem Q,uadrate iiber der Hypotenuse ebensoviele

Q.uadratzentimeter vorkommen als in den Quadranten iiber den beiden
Katheten zusammengenommen.

Fiir das gleichschenklige rechtwinklige Dreieck lafit sich durch die
Fig. 173 die Wahrheit des Pythagoraischen Lehrsatzes ganz anschaulich

Fig. 173. darstellen; woraus zugleieh der Satz erhellt, dafi
in jedem Quadrate das Quadrat der Diagonale
doppelt so grofi ist wie das Q,uadrat selber.

§ 139. Mit Hilfe des Pythagoraischen Lehr¬
satzes kann man, wenn zwei Seiten eines recht-
winkligen Dreieckes bekannt sind, durch
Rechnung die dritte Seite finden.

1. Sind die beiden Katheten bekannt, so
erhebt man jede Kathete zum Quadrate und
addiert die Quadrate; diese Summe gibt das
Um die Hypothenuse selbst zu erhalten,Quadrat der Hypotenuse.

ist aus dieser Summe die Quadratwurzel zu ziehen.

VF+7a“2 = b 2 -|- c 3, a ■

Es sei z. B. die eine Kathete 36 cm, die andere 160 cm; wie grofi
ist die Hypotenuse?

Katheten
36 cm
160 cm

36 2 =
160 2 =

1296
25600

Hypotenuse =V26S96 = 164 cm.
2. Sind die Hypotenuse und eine Kathete bekannt, so erhebe man

beide zum Quadrate, subtrahiere vom Q,uadrate der Hypotenuse das Quadrat.
der bekannten Kathete, der Pest gibt das Q.uadrat der andern noch un-
hekannten Kathete; will man diese Kathete selbst finden, so darf man
n ur aus jenem Reste die Quadratwurzel ziehen.

b 2 — a2 — c2, b — V«2 — c3 ;
c 2 = a2 — b 2, c = \ /a 2 — b'1.
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Es sei z. B. die Hypotenuse 2 m 8 cm, eine Kathete 8 dm; wie

grofi ist die andere Kathete?
Hypot. 208 cm 208 2 = 43264
Kathete 80 cm 80 2 = 6400

Zweite Kathete = V36S64 = 192 cm.
§ 140. Konstruktionsaufgaben.
1. Ein Quadrat zn konstruieren, das der Summe zweier

'egebener Quadrate gleich ist.
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten gleich sind den

Seiten der gegebenen Quadrate; die Hypotenuse dieses
Dreieekes ist die Seite des verlangten Quadrates.

2. EinQuadrat zn konstruieren, das
der Differenz zweiergegebener Quadrate
gleich ist.

Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen
Hypotenuse gleich der Seite des grofieren und dessen eine
Kathete gleich der Seite des kleineren Quadrates ist; dann
ist die zweite Kathete die Seite des verlangten Quadrates.

3. Ein Quadrat zu konstruieren, das
doppelt, 3mal, 4mal,.so grofi ist als
Q u a d r a t ABU1 (Fig. 174).

Zieht man in dem gegebenen Quadrate die Diagonale
BI, so ist diese die Seite eines doppelt so grofien (Juadrates; 8
macht man daher A 2 — BI und beschreibt iiber A 2 das
Quadrat A2DE, so ist dieses das doppelte des gegebenen 4
,Quadrates. Zieht man die Strecke B2 und macht A S = B2, 2

,so ist das Quadrat A3FG Bmal so grofi als A1. GB. 1

Ebenso erhiilt man, wenn man A4 = B3 macht, A4HJ
als das 4fache des gegebenen Quadrates.

4. Ein Quadrat zu konstruieren, das £
2mal, 4mal, 8mal,.so grofi ist als ein
gegebenes Quadrat ABG1 (Fig. I 75).

Man ziehe in dem gegebenen Quadrate
die Diagonale BI, diese ist die Seite eines
2mal so grofien Quadrates; macht man daher
A 2 — A D — B1, so ist das Quadrat A D E2
doppelt so grofi als A BOL Zieht man ferner
in dem neuen Quadrate
A DE2 die Diagonale
D2 und macht A 4 =
A F = 1)2, so ist das
Quadrat AFG4 4mal
so grofi alsdasgegebene.
Ebenso erhiilt man, wenn
die Diagonale F4 ge-
zogen und A8 = AH
— F4 gemacht wird, das 8 mal so grofie Quadrat A HJS.

Fig. 174.

ein gegebenes
Fig. 175.

J

A<CK\
'x'X\
\
'kL

E

B D F H

Fig. 1W.
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5. Ein Quadrat za zeichnen, das so grob fst wie drei
gegebene Quadrate zusammengenommen.

Die drei Strecken a, b, c seien die Seiten der gegebenen Quadrate;
die Konstruktion ist an der Fig. 176 leicht ersichtlich.

Wegen b a ist y 2 — a2 & 3 und wegen c _L y ist x2 = y 2
-j- c 2 = a3 -)- b2 -j- c 2, so daB mnpq das
verlangte Quadrat ist.

6. EinQuadrat zu konstruieren,
das die Halfte eines gegebenen
Quadrates ABCD (Fig. 177) ist.

Man ziehe die beiden Diagonalen A G und BD,
die sieh in E _|_ schneiden; das Quadrat BECF ist
dann die Halfte des gegebenen Quadrates.

7. Ein Quadrat zu zeichnen, das der fiinfte
Teil eines gegebenen Quadrates ist. (Teilung des gegebenen Quadrates in 5 flachen-
gleiche Rechtecke und Venvandeln eines derselben in ein Quadrat.)

§ 141. Rechenaufgaben.
1. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind a) 35 m und 12 m,

b) 15‘1 m und (i‘8 m, c) Z m 15 cm und 4 m 2 dm, d) 3‘55 dm und 852 mm-, wie
grofi ist die Hypotenuse, der Umfang und der Elacheninhalt ?

2. In einem rechtvvinkligen Dreiecke betršigt
a) die Hypotenuse 51 dm, eine Kathete 24 dm;
b) „ „ 8*7 m, „ „ 60 dm;
c) „ „ 1’85 m, „ „ 0‘83 m ;
d) „ „ 689 mm, „ „ 26‘5 cm;

bereehne die andere Kathete, den Umfang und den Flaclieninhalt ?
3. Wie lang mufi eine Leiter sein, damit sie an einer Mauer 6 rn hoch reiche,

wenn sie unten 2'5 m weit von der Mauer aufgestellt werden soli?
4. Bereehne die Hypotenuse und den Fliicheninhalt eines rechtwinklig gleich-

sehenkligen Dreieckes, dessen Kathete 1'64 m betragt!
5. In einem rechtwinklig gleichschenldigen Dreiecke ist die Hypotenuse 58 mm;

wie lang ist jede Kathete, wie grofi der Fliicheninhalt?
6. In einem gleichseitigen Dreiecke betragt eine Seite 8 dm; wie grofi ist

a) die Hohe, b) der Flaclieninhalt?
7. Bereehne die Hohe und den Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreieckes,

dessen Seite a) 24 cm, b) 4‘28 m lang ist!
8. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, das mit einem gleichseitigen Drei¬

ecke von 4'6 dm Seitenliinge fliichengleich ist?
9. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie 3'46 m und

die Hohe verhalt sich zur Grundlinie wie 2'12 : 1'73; wie lang ist ein Schenkel?
10. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie 4'8 dm und jede

der gleiehen Seiten 5'2 dm; wie grofi ist a) die Hohe und b) der Flacheninhalt?
11. Bei einem gewohnlichen Hausdache (Satteldach) ist derDachstuhl 14 m breit;

wie lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl 6 m hoch iverden soli?
12. Wie grofi ist die Diagonale eines Quadrates, dessen Seite 1 m ist?
13. Die Diagonale eines Quadrates ist 1 m 7 dm; ivie grofi ist die Seite, wie

grofi der Flacheninhalt?

Fig. 177.
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14. Eine quadratisehe Tisehplatte hat 0'961 m2 ; wie lang ist die Diagonale

und der Umfang?
15. Die anstofienden Seiten eines Rechteckes sind 8'85 m und 4‘72 m; wie

lang iat die Diagonale?
16. In einem Reehtecke betragt die Diagonale 923 mm und eine Seite 355 mm;

wie grofi ist die zweite Seite?
17. Wie grofi ist die Diagonale eines Rechteckes, dessen Lange 5'2 m und

dessen Flaeheninhalt 20'28 m* betragt?
18. Die Diagonalen einer Raute betragen 2'26 m und 1'75 m; berechne a)

die Seite, b) den Umfang, c) den Flaeheninhalt!
19. Ein Garten hat die Form eines Rhombus; wieviel a enthiilt er, wenn eine

Seite 24 m und eine Diagonale 32 m betragt?
20. Ein Quadrat mit der Seitenlange 1'2 m ist flachengleich mit einem Rhombus,

dessen eine Diagonale 1'8 m betragt; wie grofi ist a) die zweite Diagonale, b) die
Seite, o) der Umfang dieses Rhombus?

21. Die Seite eines regelmiifiigen Sechseckes s = 1 dm; berechne den Abstand a
des Mittelpunktes von einer Seite und den Flaeheninhalt f dieses Sechseckes!

VViederholungsaufgaben.
§ 142. 1. Zeichne ein beliebiges schiefwinkliges Dreieck und verwandle es in

ein rechtwinkliges! Berechne Umfang und Inhalt desselben aus den notwendigen
Abmessungen!

2. Zeichne ein Dreieck mit der Grundlinie 36 mm und den anliegenden
Winkeln 60° und 45° und verwandle es in ein Dreieck iiber derselben Grundlinie
mit dem anliegenden Winkel 30°!

3. Zeichne ein Dreieck und vervvandle es in anderes mit langerer Grundlinie!
4. Konstruiere ein Dreieck mit der Grundlinie 42 mm und der Hohe 32 mm

und yerwandle dieses in ein anderes Dreieck, dessen Hohe 4 cm ist!
5. Zeichne ein Dreieck mit den Seiten 35 mm, 30 mm und 40 mm und ver-

wandle es in ein Rechteck von gleicher Hohe!
6. Konstruiere ein Parallelogramm, in welchem die Seiten 30 mm und 24 mm

den Winl<el 45° einschliefien und verwandle es in ein Parallelogramm, das den
VVinkel 45° und die Seite 26 mm enthalt!

7. Zeichne ein Viereck und verwandle eš in ein Dreieck!
8. Verwandle ein unregelmafiiges Siebeneek in ein Secliseck, in ein Fiinfeck,

— Viereck, — Dreieck, Rechteck, Quadrat; mifi die Seite dieses Quadrates und
berechne daraus den Flaeheninhalt desselben, mdeber zugleieh Inhalt des gegebenen
Siebenecks ist!

9. Zeichne drei kongruente unregelmafiige Sechsecke und bestimme den
Flaeheninhalt bei dem ersten und zweiten naeh den in § 34 unter a) und b) ange-
gebenen Methoden, bei dem dritten aber mittels Verwandlung in ein Quadrat!

10. Teile ein Dreieck von einem Endpunkte aus in drei Teile, die sich zuein-
ander wie 1:2:3 verhalten sollen!

11. Teile ein Rhomboid in 2 Teile, die zueinander im Verhaltnisse wie
J : f stehen!

12. Teile ein Dreieck von einem Punkte einer Seite aus in drei gleiche Teile!
Vergleiche Fig. 157!



106

Vlil. Umfang und Flacheninhalt des Kreises.

1. Umfang des Kreises.
§ 143. Das einem Kreise eingesehriebene regelmaBige Sechseck hat

einen kleineren, das umgeschriebene regelmaBige Seekseck einen groBeren
Umfang als der Kreis. Bestimmt man daber die Umfange dieser Sechsecke,
so erhalt man zwei Werte, zwisehen denen der Umfang des Kreises liegt.

In noch engere Grenzen wird die Kreislinie durch zwei dem Kreise
eingesehriebene nnd umgeschriebene regelmaBige 12-, 24-, 48-, ... Ecke
eingeschlossen. Durch Berechnung der Umfange soleher Vielecke, deren
Seitenzahl immer um das Doppelte zunimmt, hat man naherungsweise
die Lange des Kreisumfanges bestimmt und gefunden, daB der Umfang
eines Kreises 3' 14159 ... mal so lang ist als der Durchmesser.

Die Zahl, die das Verhiiltnis zwischen dem Umfange eines Kreises
und dem Durchmesser angibt, heiBt die Ludolfisehe Zahl*) und
wird mit dem grieehischen Buchstaben jr**) bezeichnet. Es ist also
n = 3'14159 .... In vielen Fallen ist der Naherungswert n = 3|- oder
n — 3'14 ... ausreichend.

Zur Veranschaulichung nehme man einen aus Holz gefertigten Kreis,
dessen Durchmesser 1 Dezimeter betragt, umspanne den Umfang moglichst
genau mit einem Faden und messe dann die Lange dieses Fadens. Man
findet, daB der Faden, also auch der Umfang des Kreises 3 Dezimeter
und beinahe 14 Millimeter, d. i. beinahe 3'14 Dezimeter lang ist.

Konstruktionsaufgabe. Stelle den Umfang eines Kreises
(r = 21mm) naherungsweise als Strecke dar! (Der Durchmesser des
gegebenen Kreises ist 3y mal auf einem Halbstrahle aufzutragen.)

Bezeichnet r den Halbmesser, d den Durchmesser und u den Umfang
eines Kreises, so hat man nach dem Vorhergehenden

u = nd oder u = 2 jrr, daher
7 U J U J 1a = — und r = -r— : d. h.n 2n

1) Der Umfang eines Kreises ist gleich dem Produkte aus
dem Durchmesser (oder dem doppelten Halbmesser) und der
Ludolfischen Zahl.

2. Der Durchmesser eines Kreises ist gleich dem Um¬
fange dividiert durch die Ludolfisehe Zahl.

*) Benannt nach Ludolf von Ceulen (geboren am 28. Janner 1540 in Hildesheim,
gestorben am 31. Dezember 1610 in Leyden), der diese Zahl zuerst auf 35 Dezimal-
stellen berechnete.

**) lies: pi (Anfangsbuchstabe des grieehischen Wortes Peripherie).
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3. Der Halbmesser eines Kreises ist gleich dem Um-
fange dividiert durch die doppelte Ludolfische Zahl.

HeiBt U der Umfang eines zweiten Kreises, der den Halbmesser R
und den Durchmesser D hat, so ist

U: u = nD : n d= D : d, und
U: u = 2 nR : 2 nr = R : r ; d. h.

die TJ.mfange zweier Kreise verhalten sich wie ihre Durch¬
messer oder Halbmesser.

§ 144. Lange eines Kreisbogens. Wenn (Fig. 178) die Winkel
AOM, MON, NOP, POB und C O Q, QOR, ROB einander gleich
sind, so miissen auch die Bogen AM, MN, NP,
PB und GQ, QR, R D gleich sein. ***• 178*

Es ist daher nicht nur der Winkel AOM
in dem Winkel AOB 4mal und in GOD 3mal
enthalten, sondern es kommt ebenso der Bogen
AM in AB 4 mal, in CD 3 mal vor, so daB folgende
Terhaltnisse stattfinden:

Winkel AOB: Winkel C OD = 4:3 und
Bogen A B : Bogen CD =4:3.

Daraus folgt: Bog. AB : Bog. CD = <£. AOB : <£ C OD, d. h.
In demselben Kreise verhalten sich die Kreisbogen

wie die zugehorigen Zentriwinkel.
§ 145. Ein Bogen kann im Gradmafle durch Grade, Minuten

und Sekunden oder im LangenmaBe durch die Langeneinheit aus-
gedriickt werden.

TJm einen Kreisbogen, der im GradmaBe gegeben ist, im
LangenmaBe und umgekehrt zu bestimmen, wendet man den aus § 144
hervorgehenden Satz an:

Die Lange eines Bogens verhalt sich zu dem Umfange
des Kreises wie der entsprechende Zentriwinkel zu 360°.

Bezeichnet in einem Kreise, dessen Halbmesser r ist, b das L a n g e n-
maB eines Kreisbogens, dessen GradmaB m ist, der also dem Zentri-
winkel m° entspricht, so hat man nach diesem Satze

b : 2 nr — m° : 360°,
aus welcher Proportion jede der drei GroBen b, m, r berechnet werden

nmr
kann, wenn die beiden anderen gegeben srna; b = “jgo" •

Z. B. Wie lang ist ein Bogen von 35° in einem Kreise, dessen
Halbmesser 2 dm ist?

Umfang = 4 dm X 3-14 = 12*56 dm\ x : 12*56 = 35 : 360,
daher Bogenlange x— 1*22 dm.
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§ 146. Konstruktionsaufgaben.
1. Konstruiere mit Hilfe der Zahl des Archimedes (n = 3\) eine Strecke, die

niiherungsiveise dem Umfange einea gegebenen Kreises gleich ist!
2. Konstruiere deu Durchmesser d eines Kreises, dessen Umfang der gegebenen

Strecke s gleich ist! (s: d = 22 : 7).
Rechenaufgaben.
1. Der Durchmesser eines Kreise betriigt 6 dm; vvie grofi ist der Umfang v

6 ifora X oder 6 cfo»X3' 14 genauer 6 dni X 3'141t!
18f dm 18'84 dm-, 18'8496 dm.

2. Wie grofi ist a) der Durchmesser, b) der Halbmesser eines Kreises, dessen
Umfang 20 m betriigt?

3. Der Minutenzeiger einer Uhr ist 14 cm lang; welche Liinge hat der Weg,
den seine Spitze in einer Stunde beschreibt?

4. Das Schvungrad an einer Maschine hat 2 \ m Durchmesser; wie lang ist
sein Umfang?

5. Jeder Grad des Erdaquators ist 15 geographische Meilen lang; wie grofi
ist a) der Umfang, b) der Halbmesser des Aquators?

6. Von einem gezalinten Rade von 1 m 3 dni Durchmesser soli die Entfernung der
Ziihne von Mitte zu Mitte 2 dm 2 cm betragen; wieviele Ziihne \vird das Rad erhalten?

7. Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1'1 m betriigt, hat auf einer zuriickge-
legten Strecke 240 Umliiufe gemacht; vie lang ivar die Strecke?

8. An einem Wagen hat jedes Vorderrad lm, jedes Hinterrad 1'4 m Dureh-
messer; vieviel Umliiufe hat jedes Rad gemacht, wenn der VVagen eine Strecke von
1 km zuriickgelegt hat?

9. Welehen Durchmesser hat ein Lokomotivrad, das sich auf einem Schienen-
weg von 990 m 314 mal umdreht?

10. Von zwei Rollen, die durch dieselbe Schnur in Umlauf gesetzt werden,
hat die eine 2'4 dm im Durchmesser und dreht sich 8 mal, wiihrend die andere
3 Umdrehungen macht; welchen Durchmesser hat die zweite Rolle?

11. Man will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen machen; wie grofi wird man
den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des Umfanges rechnet?

12. Ein kreisrundes Wasserbecken (Bassin) hat im Umfange 42 Steine, deren
jeder an der inneren Seite 29 cm lang ist; ivie lang mufi ein Balken sein, damit er
genau liber die Mitte reiche und auf jeder Seite noch 6 dm hervorstehe?

13. Der Durchmesser der VVinde bei einem Brunnen ist 37 cm; vie tief ist der
Brunnen, wenn das Seil, das bis auf den Boden reieht, 12mal um die VVinde geht?

14. Wie lang ist ein Bogen von 45° bei einem Kreise, dessen Halbmesser 2 dm ist?
15. Bestimme die Bogenlange von a) 56°, b) 120°, c) ISO0 in einem Kreise vom

Halbmesser r = 1 m!
16. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 1 m, b) -2 m, c) 3 m; vvelche Lange

hat in jedem Kreise ein Bogen von 60° ?
17. Ein Bogen von 48° hat 1'26 m Lange; wie lang ist der Halbmesser dieses

Kreises ?
18. VVelchen Durchmesser hat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° a) 3 dm,

b) 7'5 dm, c) 25'2 dm, d) 4'5 m lang ist?
19. VVieviel Grad hat ein Bogen von 7'853<f»j Liinge, wenn der Kreisdurch-

messer 2 m betriigt ?
20. Die Stadt Graz hat eine geographische Breite von 47° 4'; rvieviel km ist

sie vom Aquator entfernt, venn man den Meridian als einen Kreis von 6371'56 km
Halbmesser annimmt?
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2. FlMcheninhalt des Kreises.
§ 147. Nach § 94 ist der Kreis ein regelmaBiges Viel-

eek von unendlich vielen Seiten. Jeder Kreis ist, wie das
regelmaBige Vieleek, einem Dreiecke flachengleich (§ 131),
dessen Grundlinie der Umfangund dessen Hohe der Halb-
messer des Kreises ist.

Macht man A C= GB == 3| GO (Fig. 179), so ist AB gleich dem
Umfange (§ 143) und das Dreieck AB O gleich der Flache des Kreises. Legt
manA OGB pas-
send an /\ACO
(wie in der Figur),
so erhalt man das
Rechteck A GOD,
das der Flache des
Kreises gleich ist,
denn /\ O GB =
A OAC. Macht A
man GE= EF= F G und zieht die Normalen auf A B, so erhalt man
die Figuren ČOHE, EHJE, FJKG und GKBA, von denen die drei
ersten Figuren Q,uadrate iiber dem Halbmesser des Kreises sind
und die letzte Figur der 7. Teil eines solchen Quadrates ist.
Folglich besteht das Rechteck ACOD aus 3|- Quadraten liber dem Halb¬
messer des Kreises und da dieses Rechteck dem gegebenen Ivreise flachen-
gleieh ist, so gilt der Satz:

Der Flacheninhalt eines Kreises ist gleich dem Produkte
aus dem Quadrate des Halbmessers und der Ludolfi-
schen Zahl.

f—jt r2.
Z. B. fiir r = 5 dm ist f— n . 5 2 == 3'14 X 25 = 78*5;

f= 78'5 dm 2.
Bezeichnet F den Flacheninhalt eines zweiten Kreises, dessen Halb¬

messer R ist, so hat man ebenso F—jtRs ; daher
F: f= nR 2 : nr2 == R2 : r2 ; d. h.

die Flacheninhalte zweier Kreise verhalten sich wie die
Quadrate ihrer Halbmesser.

Ist umgekehrt der Flacheninhalt eines Kreises bekannt und die
L a n o- e des Halbmessers zu suchen, so braucht man nur den Flaehen-
inhalt durch die Ludolfische Zahl zu dividieren; der Quotient stellt das
(Juadrat des Halbmessers vor; zieht man daraus die Quadratwurzel, so
hat man den Halbmesser selbst; folglich
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r = |/£. Z. B. fiir f-- 113‘04 m 2 ist
113-04
3-14 — I/ 36 = 6 1

r = 6 w.
Veranschauliche an der Fig. 179 folgenden Satz: Der Flachen-

inhalt eines Kreises ist gleieh dem Umfange multiplizier t
mit dem halben Halbmesser.

r
f u. 9 .

§ 148. Dtirch die Fig. 180 wird der folgende Satz veranschaulicht:
Der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes ist gleieh dem

Fig. 180. Produkte aus dem imLangen-
mafie ausgedriiekten Bogen
und dem halben Halbmesser;

Um den Flacheninhalt
eines Kreisabschnittes zn finden,

B berechnet man den Flacheninhalt des
zugehorigen Kreisausschnittes und sub-
trahiert davon den Inhalt des Drei-

eckes, um das der Ausschnitt grofier als der Abschnitt ist.
Der Flacheninhalt eines Kreisringes (Fig. 181) wird gefunden,

indem man die Flachen der beiden Kreise, deren Unterschied der Ring
Fig. 181. ist, berechnet und voneinander snbtrahiert.

f=R*n — r*ji = (.R2 — r*)n.
Vergleiche Form und Inhaltsberechnung

von Trapez und Kreisring, von Trapez und
Kreisringausschnitt! 22

Kreisring = (U+ u) ; K r e i s -
22

ringaussehnitt == (Bog bog)
Li

B_
2

\vobei

die halbe Ringbreite bezeichnet.

Fig. 182.

149. Konstruktionsaufgaben.
1. Aufgabe. Einen Kr e is (r = 10mm, r = 15 mm) in ein Dreieck zn

ver\vandeln. (Fig. 182.)
2. Ver \vandle einen gegebenen

Kreis (r = 35 mm) in ein Rechteck,
dessen Hohe dem Halbmesser gleieh

3. Venvandle einen gegebenen
C Kreis (r = 40 mm) in ein Quadrat!
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4. Konstruiere einen Kreis, welcher a) der Summe, b) der Differenz zweier ge-
gebener Kreise gleich ist! (Mit Hilfe des Pythagoraischen Lehrsatzes.)

5. Konstruiere einen Kreis, rvelcher der Summe von 3 gegebenen Kreisen
gleich ist!

6. Es soli eine Kreisflache konzentrisch in 2 (3) gleiehe Teile geteilt werden!
7. Eine Kreisflache ist vom Mittelpunkte aus in 3 Teile zu teilen, die sieh

verhalten wie 1:2:3!
Rechenaufgaben.
1. Der Halbmesser eines Kreises ist 10 to; wie grofi ist der Flacheninhalt?

Halbm. = 10 m oder 10 X 10
Durchm. = 20 m 100X3'1416
Umfang = 62'832 m / = 314‘16 m2 = 3 a 14 to2 16 dm2.

halb. Halbm. = 5 m
Flacheninhalt = 314'16 m2.

2. Der Halbmesser eines Kreises ist a) 28 dm, b) 1'8to, c) 2'65 m, d) 35J cm;
wie grofi ist der Umfang, wie grofi ist der Flacheninhalt?

3. In einem Kreise ist der Durchmesser a) 13 m, b) 5 8 m, e) 0'135 m, d) 8 dm
3 cm 4 mm-, berechne den Umfang und den Flacheninhalt!

4. Der Umfang eines Kreises ist a) 2'5 m, b) 0'8168 m, c) 131'95 dm,
d) 18'3469 m; vvie lang ist der Halbmesser, rvie grofi ist der Flacheninhalt?

5. Der Durchmesser eines Kreises ist 2 dm lang, ebenso grofi ist die Seite eines
Quadrates; um wieviel ist der Flacheninhalt des Kreises kleiner als der des Quadrates ?

6. Wie grofi ist der Halbmesser eines Kreises, dessen Flacheninhalt 7 m2
76 dm2 betragt?

7 m2 76 dm 2 = 776 dni1 776 : 3'14 = 247'14
r = y247'14 = 15'7 dm = 1 m 5 dm 7 cm.

7. Wie lang ist der Halbmesser eines Kreises, dessen Flacheninhalt a) 86| dni,
b) 1451'44 cm2, c) 84 dm2 90 cm2 56 mm2 betragt?

8. Die Durchmesser zweier Kreise sind 2'4 dm und 3'6 dm lang; wie verhalten
sich a) ihre Umfange, b) ihre Flacheninhalte?

9. VVie verhalten sich die Flacheninhalte zweier Kreise zueinander, wenn sieh
ihre Umfange wie 3:5 verhalten ?

10. Ein kreisrundes Zimmer hat 5J m. im Durchmesser; wie grofi ist der Flachen¬
inhalt?

11. Eine Scheibe hat 1 m 48 cm im Umfange; herechne a) iliren Durch¬
messer, b) ihren Flacheninhalt!

12. Der Umfang eines Baumstammes mifit 2| m-, wie lang ist der Durchmesser,
rvie grofi der Flacheninhalt eines Querschnittes?

13. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der an Inhalt gleich ist einem
Quadrate mit der Seite s = 2 m 3 dm !

14. Ein Kreis hat mit einem Quadrate gleiehen Umfang, namlich 9'42 dm-,
rvie grofi ist der Unterschied .der Flacheninhalte des Kreises und des Quadrates?

15. Wie grofi ist der Inhalt eines Kreisausschnittes, dessen Halbmesser 5'8 m
und dessen Bogenlange 8'2 m ist?

16. Ein Kreisausschnitt von 4'52 dm Halbmesser a) 18°, b) 40°, c) 106° 30';
rvelche Liinge hat der Bogen, \vie grofi ist der Inhalt des Aussehnittes?

17. Wieviel Grade umfafit der Bogen eines Kreisausschnittes, dessen Flache
74‘2 dm2 und dessen Halbmesser 7 dm betragt?

18. Wie grofi ist die Fliiche eines Kreisabschnittes,
dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist?

= iJUfljam;

dessen Halbmesser 60 mm
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19. Um tiinen kreisrunden Teich, der eine Flache von 15 a bedeckt, fiikrt ein

Weg von 125 cm Breite; vvelche Flache liimmt derselbe ein?
20 . Wieviel m.2 Blech braucht man zu elnem Sehilde von der Form eines Halb-

kreiaringes, wenn der Halbmesser des grofien Kreises 1’4 m und jener des kleinen
0'95 m betragt?

IX. Die Ellipse und einige andere krumme Linien.
1. Die Ellipse.

§ 150. Es seien in einer Geraden zwei Punkte A und B (Fig. 183)
gegeben. Befestigt man in A und B Štifte und legt um dieselben einen

an den Enden zusammengebundenen Faden,
der langer ist als der Abstand A B der
beiden Punkte A und B, spannt sodann
den Faden mittels eines Zeichenstiftes M
und flihrt diesen so, daB der Faden immer
straff gespannt bleibt, um die beiden Punkte
herum, so beschreibt der Punkt M eine
krumme Linie, die Ellipse heiBt.

Die Ellipse ist eine krumme Linie,
in der die Summe der Entfernungen

eines jeden Punktes vonzwei gegebenen Punkten immer
dieselbe ist.

Die Ellipse ist, wie der Ivreis, eine geschlossene krumme Linie.
Die zwei gegebenen Punkte A und B heiBen die Brennpunkte

der Ellipse; die Entfernungen eines Punktes M von den beiden Brenn-
punkten, namlich die Strecken AM und BM, werden L e it str ah len
dieses Punktes genannt.

Die Strecke CD, die dureh die beiden Brennpunkte geht, heiBt
die g r o 8 e Achse. Die Endpunkte G und D derselben heiBen die
Scheitel und der Halbierungspunkt O der Mittelpunkt der Ellipse.
Die groBe Achse CD ist gleich der gegebenen Strecke RS. Man kann
daher sagen:

Die Summe der beiden Leitstrahlen eines j eden
Punktes der Ellipse ist der groBen A c h se derselben gleich.

A M+ BM= AF + B F == . . . = CD.
Die Strecke E F, die im Mittelpunkt O auf der groBen Achse

normal steht, heiBt die ki e in e Achse der Ellipse.
Die Entfernung eines Brennpunktes der Ellipse von dem Mittel-

punkte derselben heiBt die Exzentrizitat der Ellipse (A O und BO).
Je kleiner die Exzentrizitat ist, desto mehr nahert sich die Ellipse einem

Fig. 183.

ff-^
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Kreise. Ein Kreis kana daher als eine Ellipse, deren Exzentrizitat Nuli
is tj angesehen werden.

Die Ellipse -vvird vielfach angewendet: man macht z. B. Gewolbe, Wasser-
behalter, Rasenplatze, Blumenbeete u. dgl. von elliptischer Form; von Bedeutung
aber ist diese Linie in der Astronomie, indem unsere Erde und alle Planeten unseres
Sonnensystems in mehr oder weniger gestreckten Ellipsen sich um die Sonne be-
wegen, die sich in einem der Brennpunkte aller jener elliptisehen Bahnen befindet.

In dem rechtwinkligen Dreiecke AOF (Fig. 183) ist die Hypo-
tenuse AF gleich der halben groBen Achse (a), die Kathete OF gleieh
der halben kleinen Aehse (b) und die Kathete A O gleieh der Exzen-
trizitat (e) der Ellipse. Sind daher von diesen drei GroBen zwei gegeben,
so kann man aus denselben die dritte bestimmen.

u. 2 == b 2 -f- e 2 ; b 2 — a2 — e2 ; e 2 = a2 — b 2 .
§ 151. Konstruktionsaufgaben. Wenn die groBe Achse und

die Entfernung der beiden Brennpunkte gegeben sind,
beliebig viele Punkte der Ellipse zu bestimmen.

Es seien (Fig. 184) A und B die beiden Brennpunkte. Man ziehe
durch dieselben eine Gerade, halbiere den Abstand AB \n O und trage
von O aus bis G und D die halbe Lange der
gegebenen groBen Achse auf; CD ist nun die
groBe Achse der Ellipse, C und D sind ihre
Scheitel. Beschreibt man ferner mit der halben
groBen Achse aus beiden Brennpunkten naeh
oben und unten Bogen, so liegen die Durch-
sehnittspunkte E und F in dem Umfange der
Ellipse. Zieht man durch diese Punkte die
Strecke EF, so muB dieselbe, weil iiber AB als
Grundlinie auch oben und unten ein gleiehschenkliges Dreieck gedacht
werden kann, durch den Punkt O gehen und auf A B normal stehen; EF
ist also die kleine Achse der Ellipse. Nun nehme man in der Strecke
AB irgend einen Punkt V an, so wird dadurch die groBe Achse in zwei
Abschnitte geteilt; beschreibt man zuerst mit dem groBeren C V aus
beiden Brennpunkten naeh oben und unten Bogen und dann ebenso mit
dem kleineren Abschnitte D V, so sind die vier Durchsclmittspunkte M,
N, P und Q Punkte der Ellipse, weil fiir jeden derselben der eine
Leitstrahl dem Abschnitte C V der groBen Achse und der andere Leitstrahl
dem Abschnitte D V, also ihre Summe der ganzen groBen Achse, gleich
ist. Auf diese Art konnen, wenn man in der Strecke A B verschiedene
Punkte annimmt, beliebig viele Punkte der Ellipse bestimmt werden.
Verbindet man diese Punkte durch eine stetig gekriimmte Linie, so erhalt
man dadurch die verlaugte Ellipse und zwar umso genauer, je mehr
Punkte derselben man bestimmt hat.
Močnik-Halbgebauer, Geometri«. 8

Fig. 184.
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Es ist eine Ellipse zu konstruieren, von welcher die beiden Achsen
AB unči GD gegeben sind.

1. Art. Bestimmen der beiden Brennpunkte der Ellipse und Kon-
struieren derselben naeh dem eben beschriebenen Verfahren in § 151.

2. Art. nach Fig. 185.
Fig. 185. Fig. 186.

E

D

N
§152. 1. In ein gegebenes

Rechteck MNPQ (Fig: 186)
eine Ellipse zu zeichnen.

Man ziehe durch die Mitten der
Seiten die Strecken GD und EF, so
sind diese beziiglich die grofie und die
kleine Achse und ihr Durchschnitt O
der Mittelpunkt der Ellipse. Teilt man

nun sowohl die G Q als die G 0 in gleich viele, z. B. in vier gleiche Teile, und ver-
bindet die Teilungspunkte 7, II, III der C Q mit E die Teilungspunkte I, II, III der
G O mit F durch gerade Linien, so geben die Durchschnitte 1, 2, 3 dieser Geraden
Punkte der Ellipse, durch deren Verbindung man den zwischen C und E liegenden
Ast dieser Linie erhalt. Ebenso kann man die zwischen E und D, D und F, F und
G liegenden Punkte der Ellipse bestimmen.

2. Einem Trapeze eine Ellipse einzuschr eib en.
Die Mitten E und G (Fig. 187) der beiden Parallelseiten sind Punkte der

Ellipse; ebenso die Punkte F und H, die man erhalt, wenn man durch den Durch¬
schnitt O der Diagonalen die IIF\\ AB zieht.
Teilt man dann jede der z\vei Parallelseiten in
10 gleiche Teile, verbindet die ersten zwei und
die letzten zwei Teilungspunkte durch Strecken
und zieht auch von den Punkten E, F, G, H
zu den gegeniiberstehenden Eckpunkten dos
Trapezes Strecken, so liegen die Durehschnitte

^ L, M, N, P, Q, R, S, T dieser und der friiher
9 ^ gezogenen Strecken in der Ellipse. Man hat

also zur Bestimmung der Ellipse zwolf Punkte.

§ 153. Flacheninhalt der Ellipse. Man hat gefunden, dah eine
Ellipse ebensoviel Flache einschliefit wie ein Ivreis, in dem das Q.uadrat
des Halbmessers gleich ist dem Produkte aus den beiden Halbachsen der
Ellipse. Da nun der Flacheninhalt eines Kreises gleich ist dem Quadrate
des Halbmessers multipliziert mit der Ludolfischen Zahl, so folgt:

Fig. 187.

I) /23 z/ 6r 6 7 S 9



Der Flacheninhalt einer Ellipse wird gefunden, indern man das
Produkt der beiden halben Aehsen mit.der Ludolfiscben
Zahl multipliziert; f—a.b.n.

Z. B. wie grofi ist der Flacheninhalt einer Ellipse, deren Aehsen
11 m und 7 m sind?

Produkt der Halbachsen = ^ X f = 19j.
Flacheninhalt = 19 j X d ^ = 601; f— 60 -5 dm 2 == 6Q dm2 50 cm2.
§ 154. Aufgaben.
1. Die kleine Aehse der Ellipse ist 3 dm, die Exzentrizitat 8 dm; wie grofi

ist die halbe grofie Aehse?
2. Bei einer Ellipse ist e = 1‘6 m, die grofie Aehse 6'8 m; wie grofi ist die

kleine Aehse?
3. Die Bahn unserer Erde um die Sonne ist eine Ellipse, deren halbe grofie

Aehse 20657700 und deren halbe kleine Aehse 20655100 geographische Meilen
betragt; wie grofi ist die Exzentrizitat der Erdbahn?

4. Ein Gartner hat eine Ellipse zu lconstruieren, deren Aehsen 522 cm und
378 cm betragen; wie weit mufi er die Brennpunkte voneinander nehmen?

5. Bei einer Ellipse ist a = 29 dm, b — 22 dm; wie grofi ist der Flacheninhalt?
6. Wie grofi ist a) der Flacheninhalt, b) der Umfang einer Ellipse, deren

Aehsen 4'35 m und 3'02 m betragen? [u = (a-\-b).n.]
7. Ein Blumenbeet hat die Form einer Ellipse von 4J m Lange und 3f m

Breite; wie grofi ist der Flacheninhalt und der Umfang?
8. VVie grofi ist der Flacheninhalt einer Ellipse, deren kleine Aehse 7’2 dm

ist und deren Brennpunkte 3 dm voneinander abstehen?
9. Die elliptisehe Grundflaehe eines Gefafies soli 10 dni‘ betragen. VVie lang mufi

die grofie Aehse genommen werden, wenn die kleine Aehse eine Lange von 28 cm hat?
10. Die kleine Aehse einer Ellipse ist 1‘12 m, die Exzentrizitat 1’05 m; wie

grofi ist der Halbmesser eines Kreises, der, mit der Ellipse gleichen Inhalt hat?

2. Konstruktion verschiedener krummliniger Gebilde.
§ 155. 1. Aus vier Kreisbogen kann durch verschiedene Kon-

struktionsarten eine gesehlossene krumme Linie, die sich an Gestalt
einer Ellipse nahert, hergestellt werden.

a) Man beschreibe (Fig. ig8. Fig. 189.
188) aus zwei beliebigen
Punkten A und B mit ihrem ^
Abstande A B als Halbmesser
zwei Kreise, die sieh in G und /
D sehneiden, und ziehe aus G
und D durch A und B Gerade,
welche die Peripherien der
beiden Kreise in M, A7", P und
Q sehneiden. Beschreibt man dann aus C den Kreisbogen
MN und aus D den Kreisbogen Q P, so erhalt man die
krumme Linie MNP Q M, die sich einer Ellipse nahert
und Kor b linie genannt wird.

b) Man beschreibe (Fig. 189) aus A und B mit einem Halbmesser, der kleiner
die HSlfte von AB ist, zivei Kreise und dann aus denselben Punkten mit ABals

8*
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als Halbmesser die sich in G und D schneidenden Kreisbogen, ziehe aus G und D
durch A und B Gerade, welche die Peripherien der beiden Kreise in M, N, P und

Q schneiden, und beschreibe sodann aus C und D die Kreis¬
bogen MN und Q P.

2. Die Eilinie oder das Oval (Fig. 190) ist
aus einem Halbkreise und einem langlichen Gebilde,
das einer.halben Ellipse ahnlich ist, zusammengesetzt.

Man erhalt das Oval, indem man liber A B einen Kreis
konstruiert, den Halbmesser O G J_ AB erriehtet, durch G die
Geraden AE und BF gleich A B zieht, dann aus A den Kreis¬
bogen BE, aus B den Bogen A F und aus G den Bogen FE
beschreibt.

3. Die Spirallinie (Fig. 191) ist aus konzentrischen, auf
den entgegengesetzten Seiten einer Geraden gelegenen Halbkreisen zu-

Fig. 191. sammengesetzt. Diese winden sich so um-
einand"er herum, daB die Windungen stets
gleich weit abstehen.

Um eine Spirale zu erhalten, beschreibt
man aus dem Punkte 1 der Geraden X Y einen
Halbkreis A 2 nach oben, dann aus 2 mit dem
Halbmesser 2 A einen Halbkreis nach unten und
so fort weitere Halbkreise aus 1 nach oben, aus
2 nach unten.

4. Die Schneckenlinie (Fig. 192) besteht aus exzentrischen,
zu beiden Seiten einer Geraden gelegenen Halbkreisen. Die beiden inneren

Halbkreise erganzen sich zu einem
Kreise, dem sogenannten Auge;
die weiteren Halbkreise bilden
Windungen, deren Abstand immer
groBer tvird.

Konstruktion der Schneckenlinie:
Man trage auf der Geraden YX von
einem Punkte O beliebig viele, z. B.
drei sehr kleine gleiche Strecken auf
und beschreibe zuerst aus O mit dem
Halbmesser O A einen Kreis (das Auge),

Dann beschreibe man immer abivechselnd nach unten und nach oben aus 1, 2, 3, 4
die Halbkreise AB, B G, CD DE, usw.

§ 156. VViederholungsaufgaben.
1. Wieviel Menschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durch-

messer 14 m ist, wenn ein Mensch 17J dni ž einnimmt?
2. Auf einem Anger ist eine Kuh mit einem 2’8» langen Stričke angebunden;

wieviel m,'1 VVeide sind ihr zugemessen?
3. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, dessen Inhalt gleich ist der Flache

eines Kreises vom Halbmesser 8 dml

Fig. 192.
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4. Wie grofi ist der Fl&eheninhalt eines Kreises, wenn der zu 24° gehijrende

Ausschnitt desselben 4'8 cim2 betr&gt, und welche Lange hat der Bogen des Kreis-
ausschnittes ?

5. Wie grofi ist der Inhalt eines Kreisabschnittes, dessen Sehne = 2 m 5 dm
dem Halbmesser des Kreises glgich ist?

6. Wie grofi ist die Flaehe eines Kreisringes, wenn die beiden konzentrischen
Kreise 3 »j 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben?

7. Bestimme den Flaeheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschliefienden
Kreisumfange 315'8 mm und 410'5 mm betragen!

8. Wie grofi ist der langere Halbmesser eines Kreisringes von 50'24 crns2,
ivenn der luirzere Halbmesser 3 cm betragt?

9. Auf einer Sehiefiseheibe betragt der Durchmesser des innern sehwarzen
Ringes 0'15 m und die Breite des weifien Ringes 0'3 m\ wie grofi ist der weifie Ring?

10. Ein kreisrunder Grasplatz von 18 m Durchmesser ist mit einem 2 m
breiten Wege umgeben; wieviel Flaehe nimmt dieser Weg ein?

11. Um einen kreisrunden Turm von 32 m Umfang wird ein 3 m breiter
Graben gezogen; \velche Flaehe nimmt dieser ein?

12. Ein Garten ist 68 m 2 dm lang, 41 m 3 dm breit; in der Mitte desselben
befindet sich ein kreisrunder Teich, welcher samt der ihn einschliefienden Mauer
12 m. 4 dm im Durchmesser hat; wie grofi ist die Landflache des Gartens?

13. In einen Kreis, dessen Halbmesser 2»4 dm ist, wird ein regelmafiiges
Seehseck. beschrieben; um wieviel ist die Flaehe dieses Seehseckes kleiner als die
Flaehe des Kreises?

14. Die elliptische Grundflaehe eines Gefafies soli 15 dm2 betragen. Wie lang
mufi die kleine Achse genommen werden, wenn die grofie Aehse eine Lange von
48 cm hat?

15. Die kleine Achse einer Ellipse ist 4f m, die Exzentrizitat m; wie grofi
ist der Halbmesser eines Kreises, der mit. der Ellipse gleichen Inhalt hat?

16. Stelle in tlbersieht die Formeln tiber die Berechnung von Umfang und
Flaeheninhalt der behandelten gerad- und krummlinigen Figuren zusammen und
prage sie dir durch fleifiige tlbung unvergefilich ein!
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C.

Stereometrie.
X. Gerade Linien und Ebenen im Raume.

Bestirnmungsstu&ke einer Ebene.
§ 157, Durch Zwei Punkte A und B (Fig. 193) \vird eine Gerade

vollkommen bestimmt, d. h. es laBt sich durch zwei Punkte eine einzige
gerade Linie ziehen. Legt man nun durch diese Gerade AB eine Ebene,

so kann man diese rings um die Gerade drehen,
\vodurch sie unzahlig viele verschiedene Lagen
einnimmt. Durch zwei Punkte oder durch
eine Gerade ist demnach eine Ebene der Lage
nach nicht bestimmt. Nimmt man aber auBer
der Geraden noch einen dritten Punkt G
an, so wird es unter jenen unzahlig vielen
Lagen, welche die Ebene wahrend ihrer Um-

drehung annehmen kann, eine einzige geben, in der die Ebene durch
die Gerade AB und den auBer ihr liegenden Punkt G geht. Durch
eine Gerade und einen auBer ihr liegenden Punkt oder
durch drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte
kann demnach eine einzige Ebene gelegt werden.

Die Lage einer Ebene ist vollkommen bestimmt:
1. durch drei nicht in einerGeraden liegende Punkte;
2. durch eine Gerade und einen aufier ihr liegenden

Punkt;
3. durch zwei sich schneidende Gerade (Winkel);
4. durch zwei parallele Gerade. (Veranschaulichung!)
Die Lage einer Ebene im Raume kann 1. \v a g r e c h t (horizontal),

2. lotrecht (vertikal) oder 3. s c h r a g sein. (Veranschaulichung, Beispiele!)
Was fiir Gerade der Richtung nach lassen sich a) in einer wagrechten Ebene,

b) in einer lotreehten und e) in einer schrhgen Ebene ziehen? VVelehe Richtung
konnen Gerade, die man in einer schragen Ebene zieht, nicht haben?

1. Lage der Geraden im Raume.
Zwei Gerade im Raume.

§ 158. Zwei Gerade im Eaume lassen sich enttveder in einer und
derselben Ebene liegend vorstellen oder nicht. Zwei Gerade, die in einer
Ebene liegen und sich nicht decken, sind entweder parali el (gleich-
Inufend) oder sie selineiden sich in einem Punkte, je nachdem sie
dic nlhe oder eine verschiedene Richtung haben. Gerade, die man sich

Fig.. 193.
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nicht in einer und derselben Ebene liegend vorslellen kann, gehen an-
einander vorbei, sie kreuzen sich; man nennt sie sich krenzende
(\vindschiefe) Gerade.

Zwei Gerade im Raume konnen also a) parallel (gleiehlaufend)
sein, b) sich in einem Punkte schneiden oder c) sich kreuzen.

Beispiele!

Lage der Geraden gegen eine Ebene.
§ 159 . Eine Gerade im Raume kann gegen eine Ebene in

einer dreifachen Lage gedacht werden: entweder liegt die Gerade ganz
in der Ebene; oder es schneidet die hinreichend verlangerte Gerade die
Ebene in einem Punkte, sie ist gegen die Ebene geneigt; oder es trifft
die unbegrenzt verlangerte Gerade mit der beliebig enveiterten Ebene nie
zusammen, die Gerade ist mit der Ebene parallel.

Der Punkt, in dem eine Gerade eine Ebene schneidet, heiBt der
FuBpunkt dieser Geraden in der Ebene.

Eine gegen eine Ebene geneigte Gerade kann auf derselben normal
oder schief stehen. Eine Gerade steht auf einer Ebene normal,
wenn sie auf jeder Geraden, die dureh ihren FuBpunkt in dieser Ebene
gezogen wird, normal steht; in jedem anderen Falle steht sie auf der
Ebene schief.

Dreht man ein recht\vinkliges Dreieek APO (Fig. 194) um die
eine Kathete OP, so heschreibt die zweite Kathete AP wahrend dieser
Drehung eine Ebene, worauf die erste Kathete
OP normal steht.

Die Normale ist die k ii r z e s t e unter
allen Strecken, die von einem Punkte auBer-
halb einer Ebene zu dieser gezogen werden
konnen. Denn: ist O P J_ Ebene MN und
OA irgend eine andere von O zu der Ebene
geneigte Streeke, so ist in dem rechtwinkligen
Dreieeke APO die Kathete OP kleiner als
die Hypotenuse O A.

Die Normale von einem Punkte auf eine Ebene gibt die Ent-
fernung (den Abstand) jenes Punktes von der Ebene an.

Aus dem Obigen folgt auch:
Zieht man von einem Punkte zu einer Ebene eine

Normale und mehrere gleich la n ge geneigte Strecken, so
liegen die FuBpunkte der letzteren Strecken in einem
Kreise, der den FuBpunkt der Normalen zum Mittel-
punkte hat.

Fig. 194.

o
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Von einem Punkte (Fig. 194, O) auBerhalb eiaer Ebene (MA) kann
auf diese nur e in e Normale (OP) gezogen vverden.

In einem Punkte (Fig. 194, P) einer Ebene (MN) kann auf diese
nur eine Normale (PO) errichtet vverden.

Neigungsvvinkel einer Geraden zu einer Ebene.
§ 160. Erklarung. Die Strecke AB (Fig. 195) trifft die Ebene

MN im FuBpunkte A. Zieht man von dem anderen Endpunkte B eine
Normale auf MN, so heiBt die Strecke A G zwischen den FuBpunkten

der Normalen nnd der gegebenen Strecke die
Projekti o n dieser Strecke auf der Ebene.

Der Winkel, den eine Gerade mit
ihrer Projektion auf einer Ebene ein-
schlieBt, bildet den Neigungsvvinkel der
Geraden zur Ebene (Fig. 195, <£ BAG).

Es sei in Fig. 195 B G J_ Ebene MN, also
A C die Projektion der Geraden AB auf der

Ebene MN. Zieht man dureh A in der Ebene MN irgend eine andere
Gerade AD, macht AE—AG und zieht noch BE, so ist diese B E
langer als die Normale B G, BE> B C (§ 159); in den Dreiecken BAE
und BAG sind also zwei Seiten paarvveise gleich, dagegen die dritten Seiten
ungleich; daher liegt auch der groBeren dieser Seiten ein groBerer Winkel
gegeniiber, also Winkel BAE~> BA C oder Winkel BA £7<C BAE; d. h.:

TJnter allen Winkeln, die eine Gerade mit den dureh
ihren FuBpnnkt in einer Ebene gezogenen Geraden bildet,
ist ihr Neigungsvvinkel gegen diese Ebene der kleinste.

Aufgaben.

1. Eine Gerade von 1J dm Lange sehneidet eine Ebene unter einem schiefen
VVinkel; vvie grofi ist ihre Projektion, vvenn der eine Endpunkt 1 dm 2 cm von der
Ebene entfernt ist?

2. Wie grofi ware die Projektion derselben Geraden, wenn der Neigungs¬
vvinkel a) 45°, b) 60° betriige?

2. Lage der Ebenen gegeneinander.
§ 161. Z vv e i Ebenen konnen gegeneinander in einer dreifachen

Lage gedacht vverden: entvveder fallen die zvvei Ebenen ganz zu-
sammen; oder es sehneiden sich die hinreichend ervveiterten Ebenen
in einer geraden Linie, sie sind gegeneinander geneigt; oder es treffen
die beiden Ebenen, sovveit man sie auch ervveitern mag, nie zusammen,
sie sind parallel. (Veranschaulichung!)

Der Abstand zvveier parallelen Ebenen ist die Normale, die von
einem Punkte der einen auf die andere gefallt vvird.

Fig. 195.
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W e n n sich z w e i Ebenen schneiden, so ist ihr Schnitt
eine gerade Linie.

Neigungsvvinkel zweier Ebenen.
§ 162. Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so heiBt die GroBe

der Drehung, welehe die eine Ebene um die gemeinschaftliche
Sehnittlinie machen muB, um in die Lage der anderen Ebene zn gelangen,
der Flachenvvinkel oder Keil der beiden Ebenen; die gemeinschaftliche
Sehnittlinie der Ebenen heiBt man die Kante und die beiden Ebenen
selbst die Seitenflachen des Flaehenwinkels.

In Fig. 196 sind AB die Kante, BE und BO die Seitenflachen
des von den Ebenen BE und BG gebildeten Flachenwinkels G(AB)E.

Errichtet man in einem beliebigen Punkte
O der Kante AB auf diese in den beiden
Seitenflachen die Normalen OM und ON, so
wird, wenn man die Ebene BG um AB in
die Lage BE dreht, gleichzeitig der Winkel
MON beschrieben; der von diesen Nor¬
malen gebildete Winkel MON b e -
stimmt den Neigungsvvinkel der beiden
Seitenflachen.

Die GroBe des Flachenwinkels wird durch
den Neigungswinkel der sich schneidenden
Ebenen gemessen.

Ist der Neigungsvvinkel zweier Ebenen ein rechter, so stehen diese
normal, sonst schief aufeinander.

Ubung.
1. VVelehe Ebenen im Schulzimmer sind parallel; vvelche stehen normal, vvelche

sehief aufeinander?
2. Welehe Lage gegeneinander kBnnen (miissen) a) zwei lotrechte Ebenen,

b) eine lotrechte und eine wagrechte Ebene, e) eine lotrechte und eine schiefe Ebene,
d) zwei vvagrechte Ebenen, e) eine wagrechte und eine schiefe Ebene, f) zwei schiefe
Ebenen haben?

3. Korperliche Ecken.
§ 163. Erklarungen: Drei oder mehrere Ebenen, deren Schnitt-

linien durch einen und denselben Punkt gehen, schlieBen einen nach
einer Seite hin unbegrenzten Raum ein, der eine korperliche Ecke,
auch bloB Ecke, genannt wird. Der Punkt, in dem die Schnittlinien
der Ebenen zusammentreffen, heiBt der Scheitel oder die Spitze
der korperlichen Ecke; die Schnittlinien nennt man die K ant e n, die
Winkel je zweier aufeinander folgenden Kanten die K a nt e n \v i n k e 1
und ihre Ebenen die Seitenflachen (Seiten), endlich die Neigungs-

Fig. 196.
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winkel je zweier benachbarter Seitenfiachen die Flachenwinkel
(Winkel) der Ecke.

Ist (Fig. 197) S der Scheitel der Ecke und sind
SA, SB, S C deren Kanten, so bezeicbnet man die
korperliche Ecke durch SABC oder dnrch S : die Winkel
A SB, BS C, GSA sind deren Kantenwinkel.

Zur Entstehung einer Ecke sind ivenigstens drei
Ebenen erforderlich. Eine Ecke heiBt dreiseitig,
vierseitig, . . je nachdem sie von drei, vi er, . .
Ebenen gebildet wird.

§ 164. In jeder Ecke ist die Summe der Kantenwinkel
kleiner als vier Rechte.

Denn wiirden alle Ivantenwinkel zusammen
4 R betragen, so miiBten alle Seitenebenen in
eine einzige Ebene iibergehen und konnten daher
keine Ecke bilden. Je groBer die Summe der
von den Kanten eingešchlossenen Winkel A OB,
BOG, C OD (Fig. 198) ist, desto flacher ist
die Ecke.

Wie entsteht aus einer korperliehen Ecke ein Korper? Wieder-
holung iiber physischc und geometrische Korper!

Fig. 198.
0

4. Projizieren, Projektion.
Projizieren auf eine Ebene.

§ 165. Die zeichnerische Darstellung der Raumgebilde kann nicht
im Raume, sondern stets nur auf einer Zeichenflaehe (Ebene) erfolgen.
Daher werden auBerhalb der Zeichenebene liegende Raumgebilde gleichsam
in die Ebene „geworfen“, projiziert.

1. Projektion des Korpers. Ein Korper, z. B. ein Wiirfel, ist
liber einer horizontalen Ebene entsprechend aufgestellt (Fig. 199, I).
Betrachtet man ihn von o b e n und zwar aus sehr groBer Entfernung,
so dafi die Sehstrahlen || sind, so sieht man bloB die obere Grund-
flache {a b c d). Man nennt die An sieht eines Korpers von oben
den GrundriB oder die horizontale Projektion.*) Die Ebene (HE), in
der die horizontale Projektion gezeichnet (dargestellt) wird, heiBtGrund-
riBebene oder horizontale Projektionsebene. Der Wiirfel er-
scheint in diesem Falle im GrundriB als ein Quadrat, oder die horizontale
Projektion dieses Wiirfels ist ein Quadrat, d. i. eine Flache, die aus der
Projektion der oberen sichtbaren. Flache dieses Korpers besteht. Sie wird

*) Projektion, d. h. Zeichnung oder Darstellung eines Korpers auf einer
Flitche (Flachenzeiclmung).
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erhalten, wenn man die auf die Projektionsebene senkrecht stehenden
Ivanten des Wurfels verlangert, bis sie diese treffen, und wenn man diese
Durchschnittspunkte (Fudpunkte) miteinander entsprechend verbindet.
So erhalt man in der Grundridebene den Grundrid des Wiirfels, worin
dessen Lange und Breite in wahrer Grode angegeben sind.

Projiziere einen
Wiirfel (ein viersei-
tiges gerades Prisma)
avif die H E und
zeichne dessen Pvo-
jektion!

2. Projektion
geradliniger Fi-
guren. Die Ober-
flache des Wiirfels
(Fig. 199,1), d. i.
die Summe dessen
samtlicherBegren-
zungsllaehen,wird
in die einzelnen
Teilflacben aufge-

lost. Jedes der 6 gleieh groden Begrenzungsquadrate wird wieder von
o b e n aus sehr groder Entfernung betraehtet und das Bild in der horizon¬
talen Projektionsebene (HE) dargestellt. Von jedem der 4 Eckpunkte des
gegebenen Quadrates (abed in Fig. 199, II) im Raume wird eine
Normale (a a 1 — bb‘ — c c' — dd‘), Projektionsstrabl oder projizie-
rende Gerade genannt, auf die horizontale Projektionsebene (IIE)
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gezogen. Der FuBpunkt a' (b‘, c‘, d‘) dieser Normalen heiBt die Pr o j ek-
tion des Punktes a (b, c, d) auf der horizontalen Projektionsebene. Die
Projektionen der Eckpunkte der gegebenen Figur auf dieser Ebene tverden
durch Strecken entsprechend miteinander verbunden und geben eine Figur,
welche die Projektion des Q,uadrates auf einer Ebene darstellt.

In diesem Beispiele ist die Projektion des Quadrates ein gleich
groBes Quadrat oder eine Strecke, je nachdem die Ebene des Quadrates
mit der Projektionsebene || oder auf der Projektionsebene _L ist.

Unter der Projektion eines geradlinigen Gebildes auf
einer Ebene versteht man jenes Gebilde, das erlialten wird, wenn man
die Projektionen der Eckpunkte des gegebenen Gebildes auf diese Ebene
durch Strecken entsprechend verbindet.

Projiziere: a) die Begrenzungsquadrate eines VViirfels, b) die Grenziiaehen
(Quadrate, Rechtecke) eines geraden quadratisehen Prismas auf die HE und bezeichne
jede Projektion!

3. Projektion von Strecken. Der Umfang jeder Begrenzungs-
flache dieses Wurfels (Fig, 199,1) wird in die einzelnen Teilstrecken auf-
geldst und jede Strecke (Kante des Wurfels) auf die gegebene horizontale
Ebene {HE) projiziert. Eine Strecke {ab in Fig. 199, III) wird in
eine Ebene projiziert, indem man die Projektionen ibrer Endpunkte ge-
radbnig verbindet. Ist (in Fig. 199, III) a' die Projektion des Punktes
a und b‘ die Projektion des Punktes b auf der Ebene HE, so ist die
Strecke a' b' die Projektion der Strecke ab auf diese Ebene.

Ist eine Strecke zur Projektionsebene || so ist ihre
Projektion so lang wie die Strecke selbst. Ist eineStrecke
auf der Projektionsebene J_, so ist ihre Projektion
ein Punkt.

Projiziere jede der 12 Kanten a) des VViirfels, b) des geraden quadratischen
Prismas auf die HE und bezeichne jede Projektion!

4. Projektion des Punktes. Die Grenzen der Korperkanten
(Strecken) sind Eckpunkte (Punkte). Zieht man von einem Punkte a
(Fig. 199, IY) im Baume eine Normale a a1, d. i. eine Projizierende auf
die Ebene HE, so heiBt der FuBpunkt a' der Normalen die Projektion
des Punktes a auf der Ebene. Die Projektion eines Punktes ist wieder
ein Punkt.

Projiziere jeden der acht Eckpunkte a) eines VViirfels, b) eines geraden
quadratischen Prismas auf die HE und bezeichne jede Projektion!

§ 166. Ein IViirfel (Fig. 200,1) wird auf eine vertikale Projektions¬
ebene projiziert. Betrachtet man diesen Korper von vorn aus
sehr groBer Entfernung, so daB die Sehstrablen parallel sind, so sieht
man bloB die vordere Seitenfliiche abBA. Man nennt die Ansicht
(eines Kbrpers) von vorn den AufriB oder die vertikale Projektion.
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Y erlangert man die auf der vertikalen Projektionsebene normal stehenden
Kanten des Wiirfels, bis sie diese treffen, und verbindet die Durchschnitts-
punkte entsprechend, so erhalt man in der AufriBebene den Aufrifl des
Aviirfels. Dieser ist ein Quadrat, in dem Lange und Hohe des Wiirfels
ir wahrer G-roBe angegeben sind.

Projiziere auf eine vertikale Projektionsebene : 1. einen VViirfel (ein gerades
(jiiadratisehes Pristna); 2. dessen Grenzflachen; 3. dessen Kanten und 4. dessen Eck.
punkte! (Siehe Fig. 200, I—IV.)

Fig. 200.

Wann erscheint ein Quadrat in der vertikalen Projektioii als ein ebenso groSes
Quadrat und wann als Strecke von der Lange einer Seite? Wann erscheint eine
Strecke in der vertikalen Projektionsebene als Streeke in der tvahren Grdile, wann
als ein Pankt? Welches Raumgebilde ist der Aufrifi eines Raumpunktes?

Die Ansicht des Korpers von der Seite, die Seitenansicht oder
der KreuzriG, wird auf einer Ebene (KreuzriBebene KE) gezeiehnet,
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die sowolil anf der GrundriBebene wie audi auf der Aufriflebene
normal steht.

Projiziere auf eine Kreuzrifiebene: 1. einen Wiirfel, 2. jede seiner Grenzflachen
(Quadrate), 3. jede der Korperkanten (Streeken), 4. die Eckpunkte des Korpers!

Projizieren auf zwei zugeordnete Ebenen.

§ 167. Sind mehrere Gerade auf einer Ebene J_, so haben alle
Gebilde, deren entsprechende Punkte in denselben Normalen liegen, die-
selbe Projektion auf diese Ebene. Daraus folgt, daB man aus der
Projektion eines Gebildes auf einer Ebene weder auf die Lage noch
auf die GroBe desselben schlieBen kann.

Um nun Gebilde geometrisch so darzustellen, daB man aus der
Darstellung selbst ihre Lage im Raume und ihre Ausdehnungen
entweder unmittelbar entnehmen oder durch einfaehe Konstruktionen
finden kann, projiziert man dieselben auf mindestens zwei sich J_
schneidende Ebenen, von denen die eine horizontal, die andere
vertikal ist. Die Projektion auf der horizontalen Ebene heiBt die
horizontale Projektion oder der GrundriB, die Projektion auf
der vertikalen Ebene die vertikale Projektion oder der AufriB.
Die Durchschnittslinie der horizontalen und der vertikalen Projektions-
ebene heiBt ihre Aehse (Projektionsachse).

Es seien (in Fig. 201) XOH die horizontale, X O V die vertikale
Projektionsebene, XO ihre Aehse und nbcclABGD ein projektivisch
darzustellender Wiirfel im Raume. Verlangert man die auf den Projek-
tionsebenen _|_ stehenden Kanten des Wiirfels, bis sie diese treffen,
und verbindet die Durchschnittspunkte, so erhalt man in der GrundriB-
ebene den GrundriB (a‘ A‘ — b‘ B‘ — c'G' — d'B‘) und in der
AufriBebene den AufriB (a“ d" — A“ D“ — B“ C“ — b“ c"). —

Da bei den Zeiehnungen die beiden Projektionen auf ein und das-
selbe Papierblatt, also auf eine einzige Ebene zu stehen kommen, so denkt
man sich (Fig. 201, I) die horizontale Projektionsebene um die Aehse X O
um 90° gedreht, so daB sie in die Erweiterung der vertikalen Projektions¬
ebene fallt. Bei dieser Darstellungsweise erscheint dann der Grund¬
riB unterhalb, der AufriB oberhalb der Aehse (Fig. 201, II).
Auch sieht man, daB dabei die beiden Projektionen eines jeden Punktes
immer in einer auf der Aehse _[_ geraden Linie liegen, welcher Umstand
die Konstruktionen wesentlich erleichtert.

In Fig. 201, II enthalt der GrundriB Lange und Breite, der
AufriB Lange und II oh e des Wiirfels in wahrer GroBe; deshalb wird
im GrundriB die Lange und Breite, im AufriB die Hohe mit der zu-
gehorigen Mafizahl versehen, d. h. kotiert (die Kote oder MaBzahl).
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Die Kotenkaken werden achvvarz, die Kotenlinien rot ausgezogeu; die Koten

(Mafizahlen) werden stets normal auf die Richtung der Kotenlinien gesehrieben.
Unter der Projektion eines Korpers auf einer Ebene versteht

man das Gebilde, das durch das Projizieren der Flachen (Kanten) des
Korpers auf diese Ebene erhalten wird. Zeichnet man die Projektionen
eines Korpers auf beiden Projektionsebenen (in P1 seinen GrundriB, in
P2 seinen AufriB), so sind durch diese die Flachen und Strecken bestimmt,

Fig. 201.

von denen der Rauminhalt eines Korpers abhangt. Der GrundriB und
AufriB eines Korpers enthalt demnach die geometrische Dar-
stellung seines Rauminhaltes oder Volumens.

In Fig. 201, III sind Grenzflachen, in Fig. 201, IV Kanten und in
Fig. 201, V Eckpunkte des Wiirfels im GrundriB und AufriB dargestellt.

Ein ebenes Gebilde des Raumes wird im Grund- und im
AufriB dargestellt, indem man die Projektionen seiner Grenzlinien
konstruiert.
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Fig. 201, III veranschaulicht folgende Satze:
1. Ist die Ebene eines Gebildes zu einer PE parallel,

soist die Projektion anf dieser Ebene mit dem Gebilde
kongruent, die andere Projektion aber eine zur Aehse
parallele Strecke.

2. Steht die Ebene des Gebildes auf beiden P roje k-
tionsebenen normal, so sind beide Projektionen Strecken.

Daraus geht liervor, daB dasselbe Gebilde, wenn es durch Drehung
in verschiedene Lagen gegen die Projektionsebenen gebracht wird, ver-
sehiedene Projektionen gibt.

Fig. 201.

JR.

Fig. 201, IV veranschaulicht folgende Satze:
1. Ist eine Strecke parallel zu beiden Projektionsebenen,

also parallel zur Aehse, so sind auch ihre beiden Projek¬
tionen parallel zur Aehse und mit der Raumstreeke von
gleicher Lange.

2. Ist eine Raumstreeke normal zu einer P E, so ist
ihre Projektion auf dieser Ebene ein Punkt, ihre andere
Projektion ist normal auf der Aehse und mit der Raum-
strecke von gleicher Lange.
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Die in der Aufrifiebene gezeichnete horizontal Projizierende eines
Eaumpunktes (a in Fig: 201, I), d. i. der Abstand des Aufrisses dieses
Punktes (a“) von der Achse, ist gleieh dem Abstande des Punktes (a)
von dem Grundrifl (a').

Die in der GrundriBebene gezeichnete vertikal Projizierende eines
Eaumpunktes (a in Fig. 201, I), d. i. der Abstand des Grundrisses dieses

p's
IV

a

n
a‘ b‘ A

Fig. 201.
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Punktes (a‘) von der Achse, ist gleieh dem Abstande des Punktes (a)
von seinem AufriB (a“).

Wie erhalt man die Lage eines Punktes im Eaume aus den
zugehorigen Projektionen? (Siehe in Fig. 201, I das Eechteck aa‘na“\)

Aufgaben.
1. Bestimme die Lage von Raumpunkten aus deren Grund- und Aufrifi,

d. h. mit Hilfe der gegebenen vertikal Projizierenden und horizontal Projiziereiulen
derselben!

2. Bestimme die Lage von Streč k en im Raume aus deren Grund- und AufriB,
d. h. mit Hilfe der gegebenen Projizierenden deren Endpunktel

3. Bestimme nach Fig. 201, I und II Grund- und AufriB a) eines VViirfels,
b) eines geraden quadratischen Prismas!

Projizieren auf drei zugeordnete Projektionsebenen.
§ 168. Oft ist bei der projektiven Darstellung eines Eaumgebildes

noch ein drittes Bild notig, namlich dieAnsicht von der Seite,
Močnik-Halbgebauer, Geometrie. 9



der KreuzriB; dieser wird auf einer Ebene, KreuzriBebene {KO, in
Fig. 202, I) gezeichnet, die auf der GrundriB- und AufriBebene normal
steht. Nach dem Umklappen der Kreuzrifiebene in die Erweiterung der

AufriBebene erscheint®ig. 202.

I.

der KreuzriB reehts seit-
wartsvomAufriB. (Siehe
Fig. 202, II!)

Aus der Betrach-
tung der Projektionen
des Wiirfels in Fig. 202
ergibt sich:

Der GrundriB
zeigtdieDarauf sieht,
der AufriB dieVor-
deransieht, der

KreuzriB dieSeiten-
ansieht des Baumge-
bildes (Korpers). Im
KreuzriB des Wiirfels
ersehen wir die Breite
und Hohe, im GrundriB
die Lange und Breite,
im AufriB Lange und
Hohe dieses Korpers in
wahrer Grofie.

Steht die Ebene
einer Figur auf d en
ersten beiden
Projektions-

ebenen (P1 und P2 )
normal, so sind beide
Projektionen Strecken;
in solchem Falle gibt
erst der KreuzriB

ein klares Bild von der geradlinigen Figur (Fig. 203, I, 5).
Liegt eine Figur in einer Projektionsebene, so stellt diese

selbst die eine gleichnamige Projektion dar; die andere ungleichnamige
liegt in der Projektionsachse (Fig. 203 I, 3).

Liegt eine Baumstrecke in einer PE, so fallt die gleich¬
namige Projektion mit ihr zusammen und die andere in die Achse
(Fig. 203, H, 1).
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Liegt e in

Punkt in einer
PE, so fallt die
eine gleiehnamige
Projektion mit
ihm zusammen
und die andere
in die Achse (Fig.
203,111,1). Liegt
ein Punkt i n d e r
Achse, so fallen
beide Projektio-
nen mit ihm zu¬
sammen.

Das Proji-
zieren wird bei
der folgenden Be-
handlung der ein-
zelnen geometri-
schen Korper

praktische An-
wendung finden.

Mg. 202.

n.;

Fig. 203.

9 ’
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I.

X- A" B" C'

i
C'

A B'

Fig. 203.

XI. Von den Korpern im allgemeinen; Bestimmung ihrer
projektiven Darstellung, ihrer Schnitte, Netze und

Oberflachen,
1. Ebenflachige Korper.

§ 169. Ein Korper, der von lauter Ebenen begrenzt wird, heiBt
ein ebenflachiger oder eckiger Korper (Poljeder). Zur Begrenzung
eines eckigen Korpers sind wenigstens vier Ebenen erforderlieh. Die
einzelnen Grenzebenen heiben die Flachen des eckigen Korpers und
bilden dessen Oberflache; die Schnittlinien der Flachen heiBen die
K ant en und die an den Endpunkten der Kanten liegenden, von den zu-
gehorigen Flachen gebildeten Ecken die Ecken des ebenflachigen Korpers.

Kongruenz und Symmetrie der Korper.
§ 170. Zwei Korper heiBen kongruent, wenn sie dieselbe GroBe

und dieselbe Gestalt haben. Kongruente Korper lassen sich so
ineinander legen, daB sieli alle ihre Grenzflachen decken.

Liegen zwei Korper. auf entgegengesetzten Seiten einer Ebene
so, daB die Verbindungsstrecke je zweier entsprechenden Punkte derselben
zu dieser Ebene normal ist und dureh sie halbiert wird, so heiBen sie s y m-
metrisch. Diese Ebene heiBt die Symmetrieebene.

Ein Korper, der zwei symmetrisehe Halften aufweist, heiBt sym-
xn etri seh.
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Beispiele! Nenne Korper mit mehreren Symmetrieebenen!
Ahnliche Korper haben zwar dieselbe Gestalt, aber ver-

schiedene Grobe; ihre Grenzflachen sind paarweise der Reihe naeh
ahnlich und ihre entspreehend liegenden Flachenwinkel sind paarweise
gleich.

Beispiele!
§ 171. Unter der Oberflache eines Korpers versteht man die

Summe aller Qrenzfiachen desselben. Die Summe der Seitenflachen heiflt
insbesondere die Seitenoberflache des Korpers; sie wird auch
Mantelflache genannt.

Der Raum, den die Oberflache eines Korpers einschlieflt, heiflt
dessen Kubikinhalt, Rauminhalt oder Volumen.

a) D as Prisma.
Entstehung, Vorkommen und Eigenschaften.

§ 172. Erklarungen. Gleitet eine Gerade an dem Umfange
eines ebenen AGeleckes || zu sich fort, so entsteht ein nach zwei Seiten
hin unbegrenzter Ranm, den man einen prismatischen Raum nennt.
Wird. dieser dureh zwei || Ebenen abgeschlossen, so entsteht ein Prisma.
(Fig. 204, 205.) Die zwei j| Schnittflachen nennt man die Grnnd-
f 1 a c h e n, die iibrigen Grenzflaehen die S e i t e n f 1 a c h e n, die Durch-
schnitte der letzteren miteinander die Seitenkanten und jene mit
den Grundflachen die Grundkanten des Prismas. Die obere Grund-
flache wird auch die Deckflache genannt. Der Normalabstand der
beiden Grundflachen heiflt .die Ho h e des Prismas.

Vorkommen: Nenne Gegenstande und Kristalle, die Prismen sind!
J?ig. 205.

J/

Der Korper ABGDE A'B‘
G' D‘ E' (Fig. 204) ist ein Prisma,
wenn die Ebene AB GBK || A ' B'
G‘D‘E‘ und wenn A A' || BB‘ ||
|| GG' || DD' |! EE' ist.

,Was fiir Flachen begrenzen
ein Prisma?

Man kann sich ein Prisma
ABGDEFGH (Fig. 205) auch
dadurch entstanden denken, dafl
sich eine geradlinige Figur A B GB
aus ihrer Ebene heraus mit ihrer anfanglichen Lage || in unveranderter
Grofle so fortbewegt, dafl ihre Eckpunkte gerade und miteinander ||
Linien beschreiben, oder dafl eine Strecke sich langs des Umfanges einer
geradlinigen Figur || zu sich selbst fortbewegt.

In Fig. 205 ist .1 B GD die Grundflache und EFG H die Deckflache,
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Eine Ebene (BB‘ E‘ E in Eig. 204), die durch zwei nicht unmittelbar
aufeinander folgende Seitenkanten gelegt wird, heiBt ein Diagonal-
schnitt des Prismas.

Aus den vorhergehenden Erklarungen folgt:
1. Pie beiden Grundflaehen eines Primas sind

Vieleeke;
denn die gleichliegenden Seiten der Grundflaehen sind als Parallele

zwischen Parallelen gleich und die gleichliegenden Winkel haben parallele
Schenkel, sind also auch gleich.

2. Alle Seitenflachen des Prismas sind Parallelo-
g r a mm e.

3. Alle Seitenkanten des Prismas sind einander gleich.

Arten des Prismas.

§ 173. Hach der Anzahl der Seitenflachen heiBt das Prisma
drei-, vier- oder mehrseitig, je nachdem es drei, vier oder mehrere
Seitenflachen hat.

Mit Riicksicht auf die Lage der Seitenkanten gegen die
Grundflaehen ist ein Prisma gerade oder schief, je nachdem die
Seitenkanten auf den Grundflaehen normal oder schief stehen. In einem
geraden Prisma ist die Hohe gleich einer Seitenkante; die Seitenflachen
sind Eechtecke. In einem schiefen Prisma ist die Hohe kiirzer als die
Seitenkante.

Ein gerades Prisma mit regelmaBigen Grundflaehen heifit regel-
maflig.

Ein Prisma, dessen Grundflaehen # sind, heiBt ein Parallel-
epiped. Ein gerades Parallelepiped, dessen Grundflaehen Rechtecke
sind, heiBt ein r e c h t w i n k 1 i g e s Parallelepiped; sind die Grundflaehen
Quadrate, so heiBt es ein quadratisehes Prisma. Ein reehtwinkliges
Parallelepiped, dessen Kanten gleich sind, wird ein W ii r f e 1 oder K u b u s

Eig. 206. genannt; jede Kante heiBt auch Seite des Wiirfels.
Jedes Parallelepiped wird von 6 Parallelogrammen,

ein rechtwinkliges Parallelepiped von 6 Rechtecken, ein
Wurfel von 6 Quadraten begrenzt.

In einem Parallelepiped heiBt jede Diagonale eines
Diagonalschnittes eine Diagonale des Parallel-
e p i p e d e s.

Bezeichnet man die Grundkanten eines recht-
winkligen Parallelepipedes (Fig. 206) mit a und b, die

Seitenkante mit c, die Diagonale des Prismas mit B und jene der Grund-
flache mit r/, so hat man:
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d* = a* -f- b 2 und
P2 = c 2 -f* ^ — c2 -f- + 5 2, oder
D = + 6* + c2 .

Wie lafit sieh daher die Diagonale eines Wiirfels durch dessen Kante ausdrucken ?

Schnitte am Prisma.
§ 174. 1. Wird ein Prisma durch

flaehe parallele Ebene geschnitten,
so ist. die SchnittfigurmitderGrund-
flache ^ (a‘ b' c' d' Fig. 207).

Durch jeden solcheu Querschnitt
zerfallt das Prisma in 2 Prismen, die, wenn
der Schnitt durch die Mitte einer Seitenkante
geht, einander gleich, sonst aher ungleich sind.

2. Jeder Diagonalschnitt eines
vielseitigen Prismas ist ein#(J.Pea
in Fig. 207).

Jedes vielseitige Prisma laBt sieh durch
Diagonalschnitte in dreiseitige Prismen von
der Hohe des ganzen Prismas zerlegen.

3. Der zu einer Seitenkante || gefiihrte
Fig. 207) heiBt ein Langsschnitt.

eine mit der Grund-
Fig. 207.
d c

a",

a!

Id/

V/

b'

I D/ r
4---4'-

-;jC
/B.

B
Schnitt (A“B“b“a“ in

Projektionen de

§ 175. Fig. 208, I stellt den G
riB eines geraden vierseitigen Prismas
ruht und von dem eine Seitenflache
|j zu P2, die zu ihr X Seitenflache
parallel zu P3 ist.

Der GrundriB ist mit der Grund-
flache des Prismas ^ und stellt daher
deren GroBe (Lange und Breite des
Prismas) dar, der AufriB gibt die Hohe
des Korpors an.

In Fig. 208,1 wurde die Schnitt-
ebene V U || zur Grundflache des
Prismas gefuhrt; der Querschnitt
V TJ (Fig. 208, II) ist, wie aus der
Entstehung des Prismas hervorgeht,
mit der Grundflache ^ und wir er-
kennen an demselben Lange und
Breite des Prismas.

is Prismas.

rundrifl, AufriB und Kreuz-
dar, dessen Grundflache auf P,

Fig. 208.

/.
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Der Schnitt des Prismas mit Hilfe der Sehnittebene MN (Fig. 208, I)
ist der Langsschnitt, eine Flache MN (in Fig. 208, II) von der GroBe
und Gestalt des Aufrisses, die Hohe und Lange des Prismas enthalt; der

n.
Schnitt

Fig. 208.

a Netz h M.

Schnitt mittelst der Schnittflache PS (in Fig. 208, I) gibt eine Figur
(einen Langsschnitt PS in Fig. 208, II) von der GroBe und Gestalt der
Seitenansicht des Prismas, woraus Hohe und Breite des Prismas
entnommen werden kann. Die Schnittfiguren werden durch Schraffieren
besonders hervorgehoben.

Aufgaben.
1. Gib (Fig. 208, I) unter Beniitzung eines Modelles die Flaehen des Prismas

an, die a) als sichtbare Flaehen, b) als Streeken, c) als gedeekte Flaehen erscheinen!
2. Gib aus den drei Projektionen die Kan ten an, die a) als sichtbare Streeken,

b) als Punkte, c) als gedeekte Streeken erscheinen!
3. Gib aus dem Grundrifs (aus dem Auf- und Kreuzrifi) a) die sichtbaren,

b) die gedeekten Eckpunkte des Prismas an!
4. Fiihre in Fig. 208, I durch das Priama einen Diagonalschnitt und

zeiehne die Schnittflache!

Netz des Prismas.
§ 176. Um die Oberflache eines Korpers geometrisch dar-

zustellen, konstruiert man alle Grenzflachen desselben zusammen-
hangend in einer einzigen Ebene. Eine solehe Zeichnung heiBt das Netz
des Korpers.

Die Korpernetze dienen nieht blofi zur Bestimmung der Oberflache, sondern
auch, wenn man sie geliiirig aussehneidet und zusammenfugt, zur Anfertigung von
Modellen der Korper. Die inneren Kanten arn Netze vverden bis zur H alf te ein-
geritzt; durch Zusammenfalten des Netzes erhalt man den Kiirpev, dem durch Kleben
und Anwendung von Klebestreifen eine festo Form gegeben werden kann.
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Um das Netz des Prismas zu erhalten, zeichne man (Fig. 208, III)
die Rechteeke (#), welche die Seitenoberflaehe bilden, so nebeneinander,

Fig. 209.daB je 2 eine gemein-
schaftliehe Seite haben
und konstruiere dann
iiber und unter einem
dieser Rechteeke (#) die
Grundflachen.

Fig. 209,1 enthalt
die projektive Darstel-
lung eines geraden qua-
dratisehen Prismas,
dureh das mittelst der
Ebene TS ein Langs-
schnitt gefiihrt worden
ist (Fig. 209, II).

In Fig. 210, I und II, erscbeinen Teile der Oberflache sowie Kanten
dieses Prismas in der horizontalen und vertikalen Projektion dargestellt.
Was lehren die Projektionen der Seitenflaehen?

Erklare die einzelnen Beispiele!
Fig. 210.

I. E.

r±-

a" a" a" a“ a" a“ b“

1. Ein reehtwinkliges Parallelepiped hat 78 mm Hohe, seine Grundflache,
die ein Rechteek von 60 mm, bezw. 36 mm Seitenlange ist, liegt in P„ so dafi die
kiirzere Seite in einem Abstande von 15 mm zu der Achse || ist; konstruiere a) den
Grundrifi, den Aufrifi, b) einen Quer-, Ltings- und Diagonalschnitt und c) das Netz
des Korpers!

2. Ein regulšires seehsseitiges Prisma, dessen Grundkante 30 mm und dessen
Seitenkante 94 mm betragt, steht J_ auf der und ruht mit einer Seitenfliiche
auf der l\. Konstruiere Grund-, Auf- und KreuzriB dieses Korpers, schneide dieses
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Pristna durch eine horizontale Ebene, die 40 mm von der P, entfernt ist und zeichns
die Schnittfigur!

3. Von einem hohlen reehtwinkligen Parallelepiped betragen: die Lange der
Grundflaehe 72 mm, die Breite derselben 46 mm, die Hohe 92 mm und die Wand-
starke 6 mm. Das Pristna steht J_ auf P, und ist 16 mm mit der langeren Grund-
kante von 1\ entfernt. Zeiehne Grund- und Aufrifi dieses Korpers und ftthre dureh
die Mitte desselben eine Schnittebene a) II zu P2, b) || zu Ps !

4. Zeiehne das Netz der projektiv dargestellten Prismen und stelle diese KSrper
aus Pappendeekel dar! (Klebestreifen!)

5. Zeiehne Grund- und Aufrifi eines schiefen quadratischen Prismas! (Fig. 211.)

Oberflache des Prismas.
§ 177. Bei der GroBenbestimmung der Korper handelt es sieh um

die Berechnung der Oberflache und des Rauminhaltes.
Um die Oberflache eines Korpers

; zu finden, bestimmt man den Flachen-
' inhalt jeder Grenzflache fiir sieh und
addiert alle gefundenen Flacheninhalte.

[j Die Darstellung der Grenzflachen
I eines Prismas in einer Ebene (Netz des-

X' selben) fiihrt zur Berechnung der O b e r-
fflache desselben. Die Oberflache
r eines Prismas ist gleich der
fSumme aus der Seitenober-
[flaeheundderdoppeltenGrund-
f 1 a c h e: o = s -f- 2 1>.

Die Seitenflachen des Prismas sind #, ihre Summe gibt die Seiten-
oberflache. In einem geraden Prisma bildet die Seitenoberflache,
wenn man dieselbe in eine Ebene ausbreitet. ein Rechteck, dessen Grund-
linie dem Umfange der Grundflaehe und dessen Hohe der Seitenkante
des Prismas gleich ist. (Fig. 208, III.) Die Seitenoberflache (Mantel-
flache) eines geraden Prismas ist gleich demProdukte aus
dem Umfange der Grundflaehe und der Hohe: s = u.h.

Ubungsbeispiele.
1. Bereehne die Oberflache folgender rechtwinkliger Parallelepipede:

a) Lange 2'4 m, Breite 18 dm, Hohe 36 cm;
b) „ 1’26 m, „ 10'5 dm, „ 0'84 m;
c) „ 12 m 4 cm, „ 1 m 7 dm 5 cm, „ 8 m 3 dm\
2. Die Grundflaehe eines 6 dm hohen geraden Prismas ist ein Quadrat, dessen

Seite 5 dm 4 cm betragt; wie grofi ist die Oberflache?
3. Eine vierseitige Schachtel, die 3 dm lang, 15 cm breit und 160 mm hoeh

ist, soli mit buntem Papier iiberzogen werden; rvieviel dm‘ Papier braucht man dazu?
4. Ein viereekiges Gefafi von Bleeh ist 0'6 m lang, J m breit und f m hoeh;

wieviel m‘ Bleeh ist dazu erforderlich, wenn das Gefafi oben unbedeekt ist?
5. Bereehne a) die VVandfHiche des Lehrzimmers, b) die Oberflache eines

Mauerziegels! (Modeli!)
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ti. Die Seiteiioberflaehe einea 4'2 m hoheu geraden Pfeilers, dessen Grund-
flache eia regelmafiiges Sechseck von 0‘4 m Seitenlange ist, soli einen Članstrich
erhalten; vrieviel kostet derselbe, wenn fiir das to2 1 K 50 h gezahlt rverden?

7. Der Quersclmitt eines quadratischen Pfeilers betragt 625 cm2, die Hohe des
letzteren 3 m 8 dm; wie grofi ist die Oberflaehe?

8. Die Basis eines geraden Prismas ist ein rechtvvinkliges Dreieek, dessen
Seiten sieh verhalten wie 3:4:5; wie grofi ist die Oberflaehe des Prismas, wenn
die Hohe und die kiirzeste Basiskante 25 cm messen?

9. Man berechne die Grundflache, den Mantel und die Oberflaehe eines regel-
mafiigen dreiseitigen (seehsseitigen) Prismas von 13 cm Grundkanten- und 2'9 dm
Seitenkantenlange.

10. Die Grundflache eines geraden Prismas ist ein regelmafiiges Sechseck, die
Hohe des Korpers betragt 1 to 8 dm; wie grofi ist die Oberflaehe des Prismas, wenn
eine Seite der Grundflache 1 to 1 dm ist?

11. Ein 7|- to langes, 5 to 4 dm breites und 3'6 to hohes Speisezimmer soli
tapeziert werden; wieviel Rollen Tapeten sind fiir die 4 Wande, wieviel fiir die
Dečke (den Plafond) erforderlich, wenn eine Rolle 1\ laufende to von 50 cm Breite
enthitlt und wenn fiir Ttiren und Fenster 12 to2 8 dm2 in Abzug zu bringen sind?

12. Wieviel to2 Sehnittholz bedarf man zur Anfertigung von 450 Exportkisten
von 60 cm Lange, 3 dm 5 cm Breite und 0‘34 m Hohe?

b) Die Pyramide.
Entstehung, Vorkommen und Eigenschaften.

§ 178. Erklarungen. Ein von den Seitenflachen einer Ecke
nmsehlossener, nach einer Seite hin unbegrenzter Eaum heidt ein
pyramidaler Eaum. Einen solehen Eaum beschreibt eine Gerade,
die sich liings des Dmfanges eines Vieleekes und durch einen aufierhalb
der Ebene des letzteren gelegenen Punkt bewegt.

Wird ein pyramidaler Eaum durch eine Ebene gesehnitten, die alle
Kanten trifiEt, so heifit der dadurch abgegrenzte ebenfiachige Korper eine
Pyramide. Die Sehnittflaehe heifit Grundflache, die anderen Grenz-
flaehen heihen Seitenflachen, ihre Schnittlinien
miteinander Seitenkanten und ihre Schnittlinien
mit der Grundflache Grundkanten der Pyramide.
Den gemeinsehaftlichen Sehnittpunkt der Seitenkanten
nennt man Seheitel oder Spitze und den Normal-
abstand der Spitze von der Grundflache die Hohe
der Pyramide.

Vorkommen der Pyramide: Gib Beispiele dariiber
aus dem gewerblichen Leben, aus der Baukunst und
aus dem Mineralreiche an!

Der Korper SABCD (Fig. 212) ist eine Pyramide.
Die Seitenflachen einer Pyramide sind Dreiecke. Eine Ebene, die

durch 2 nicht unmittelbar aufeinander folgende Seitenkanten gelegt tvird,
heifit ein Diagonalschnitt der Pvramide (SA C in Fig. 212).
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Man kann sich eine Pyramide SABCD auch dadureh entstanden
denken, daB sich eine geradlinige Figur ABCD aus ihrer Ebene heraus
mit ihrer anfangliehen Lage |j in stetig abnehmender GroBe so fort-
bewegt, daB ihre Eckpunkte gerade und in einem Punkte zusammen-
treffende Linien beschreiben.

Arten der Pyramiden,
§ 179. Mit Rueksieht auf die Anzahl der Seiten der Grundflachen

teilt man die Pyramiden in drei-, vi er- und mehrseitige ein. Die
dreiseitige Pyramide wird von 4 Dreiecken begrenzt und heiBt, wenn
alle Kanten gleich sind, Tetraeder.

Steht die Verbindungsstrecke (SP in Fig. 212) der Spitze einer
Pyramide mit dem Mittelpunkte der Grundflache auf dieser normal,
so heiBt die Pyramide gerade, sonst schief.

Eine gerade Pyramide, deren Grundflache ein regelmafiiges Tieleck
ist, heiBt regelmaBig. Die Seitenflachen einer solchen Pvramide sind

gleichschenklige Dreiecke; die Hohe eines jeden derselhen heiBt die
Seiten hohe der regelmaBigen Pyramide. Die Seitenhohe SE (in
Fig. 212) einer regelmaBigen Pvramide ist die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreieckes, das den Abstand EP der Mitte der Grundflache von
einer Seite und die Hohe SP der Pyramide zu Katheten hat.

Projektionen und Netz der Pyramide.
§ 180. Fig. 213, I stellt den Auf-, Grand- und KreuzriB einer

regelmaBigen dreiseitigen Pyramide vor. Der GrundriB gibt die Grund¬
flache, der AufriB (oder der KreuzriB) die Hohe der Pvramide an.



in Fig. 213, II sind die Grundflache (a h c) und die Seitenflache
(s a b) von dieser dreiseitigen Pyramide losgelost nnd projiziert.

Bei der Seitenflache sab ist die Fig. 213.
Bestimmung der wahren GroBe der ]J[,
Seiienkante s a durchgefiihrt und die
Seitenflache sab in wahrer GroBe be-
zeichnet. Jede Seitenkante (s a) kann
als Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
eckes dargestellt werden, dessen Ivatheten u
der GrundriB dieser Kante (s‘ a') und
die Hohe der Pyramide (s“ n) sind.

Das Netz einer Pyramide wird
erhalten, wenn man die Seitendreiecke
nebeneinander so konstmiert, daB sie den
Scheitel gemeinschaftlich haben, und an
eines dieser Dreiecke unten die Grundflache anlegt. (Fig. 213, III.)

In Fig. 214 ruht a) eine regelmaBige vierseitige Pyramide auf der
horizontalen PE, b) eine regelmaBige sechsseitige Pyramide auf der

Fig. 214.

die Bestimmung der wahren GroBe einer Seitenkante (Erzeugenden)
erforderlich.

Jeder durch die Spitze und die Grundflache einer Pyramide gefiihrte
ebene Schnitt ist ein Dreieek.
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Konstruktions- und Rechenaufgaben.
1. Die Seitenkante einer regelmafiigen Pyramide betragt 79 mm, die Grund-

flaehe ist ein Quadrat mit 45 mm Seitenlange; wie grofi ist die Hohe der Pyramide?
2. Die Grundflaehe einer Pyramide ist ein Quadrat mit 45 mm Seitenlange;

die Hohe dieser regelmlifiigen Pyramide betragt 70 mm-, wie lang ist die Seitenkante?
3. Die Hohe einer regelmafiigen fiinfseitigen Pyramide mifit 75 mm, der

Grundrifi einer Seitenkante 42 mm, wie lang ist die Erzeugende (Seitenkante)?
4. Zeichne den Grund- und den Aufrifi der in 1.—3. angegebenen Pyramiden

unter der Annahme, dafi ihre Grundflachen in Pj (P2 oder P3) liegen, und kon-
struiere dann einen Diagonalschnitt und das Netz jeder Pyramide!

5. Konstruiere Grund-, Auf- und Kreuzrifi einer geraden Pyramide, deren
Hiihe zur Projektionsachse parallel ist, und in deren quadratischer Grundflaehe zwei
Seiten zu P, parallel sind! — Warum ist in dieser Aufgabe die Zeichnung des
Kreuzrisses notwendig? (Vergleiehe § 195, Aufgabe 3.)

6. Die Seitenkante einer regelmafiigen Pyramide betragt 85 mm, ihre Grund-
flache ist ein Seehseck mit 42 mm Seitenlange, das in der Ebene P, und zwar mit
einer Seite parallel zur Projektionsachse liegt; zeiehne den Grundrifi, den Aufrifi,
einen Diagonalschnitt und das Netz der Pyramide!

7. Eine regelmafiige fiinfseitige Pyramide mit der Hohe H — 75 mm und der
Grundkante K— 50 mm steht normal in der P, auf der Spitze, so dafi a) die eine
Grundkante parallel zur P2 und 5 mm von P.ž entfernt ist; b) die Pyramide mit
einem Eckpunkte der Grundflaehe die P2 beriihrt und die gegeniiberliegende Grundkante
zu P2 parallel bleibt. Zeichne die drei Projektionen und das Netz dieser Pyramide!

Oberflache einer Pyramide.
§ 181. Um die Oberflache einer Pyramide zu erhalten, berechne man,

wie aus Fig. 213, III ersichtlich ist, die Seitenflachen als Dreiecke; ihre
Summe gibt die Seitenoberflache s; addiert man zu dieser noch den
Inhalt b der Grundflaehe, so erhalt man die Oberflache. o — s -f- h.

Wie vereinfacht sich die Berechnung der Oberflache einer regel-
m a J3 i g e n Pyramide ?

Die Seitenoberflache (Mantelflaehe) einer geraden Pyra-
mide ist gleich dem Produkte aus dem Um f ange der Grund¬
flaehe und der halben Seitenhohe.

M h hM = n . a . = u . —.
u a

Denn die Seitenflachen sind gleiehschenklige Dreiecke, deren gleiche
Hohen die Seitenhohe der Pyramide sind.

Ubungsbeispiele.
1. Die Grundflaehe einer regelmafiigen Pyramide ist ein Quadrat von 6 dm Seiten-

lhnge, die Seitenhohe betragt 1 m 2 dm 3 cm 7 mm; wie grofi ist ihre Oberflache?
2. Ein Turmdach hat die Form einer regelmafiigen vierseitigen Pyramide von

9f m Umfang der Grundflaehe und 10'2 to Seitenhohe; wieviel m 2 Blech sind zur
Eindeekung erforderlieh, wenn fiir Verschnitt und Falze 6% hinzugerechnet werden?

3. In einer regelmafiigen vierseitigen Pyramide betrhgt jede Grundkante 4 dm
und jede Seitenkante 5 dm; wie grofi ist a) die Seitenhohe, b) die Hohe der Pyramide,
c) die Oberflache?



4. Ib einer regelmiifiigen sechsseitigen Pyramide ist eine Seite der Grund-
fihche 2 dm und eine Seitenkante S'4 drn lang; bestimme die Oberflaehe!

5. Die Seite eines Tetraeders ist 1 dm (4-j dm) lang; wie grofi ist die Oberflaehe?
6. Bereehne a) die Grundflache, b) die Seitenoberfiaehe und e) die Oberflaehe

der im § 180, 4—7 projektiv dargestellten Pyramiden!
7. Die Grundkante einer regelmiifiigen dreiseitigen Pyramide betragt 4 cm

8 mm, eine Seitenkante 9‘5 cm\ man bereehne die. Oberflaehe!
8. Es ist die Oberflaehe einer regelmafiigen vierseitigen Pyramide zu bereehnen,

deren Grundkante 46 mm und deren Hohe 1 dm 2 cm 5 mm betragt!
9. Uber einem Gebaude von rechteckiger Basis, 19J m lang und 12‘3 m breit,

erhebt sieh ein sogenanntes Zeltdaeh von 12 m Hohe; rvieviel Daehziegel sind zu
dessen Eindeckung erforderlieh, wenn auf 1 m? 150 Ziegel gereehnet rverden?

10. Wie grofi ist die Mantelflache der Cheopspyramide, deren quadratische
Basis eine Seitenlange von 232'8 m hat (grofier als der Stephansplatz zu Wien), und
deren Hohe 145 m betragt?

11. Es ist die Oberflaehe einer regelmafiigen fiinfseitigen Pyramide zu be-
rechnen, deren Grundkante 3 cm 8 mm und deren Seitenkante 7£ cm betragt!

12. Das Dach eines Gartenhauses hat die Form einer regelmiifiigen aehtseitigen
Pyramide; wieviel Schindeln sind zum Eindecken desselben erforderlieh, rvenn die
Grundlinie eines Seitendreieckes 1J m, dessen Hohe aber 3'1 m betragt und rvenn
1 Sehindel 60 e»*2 deckt?

Der Pyramidenstumpf.
§ 182 . Erklarungen. Wird eine Pyramide durch eine mit der

Grundflache parallele Ebene geschnitten, so heiflt der zwischen den beiden
parallelen Flachen liegende Teil der Pjramide ein Pyramidenstumpf,
der zwischen der Schnittflache und der Spitze liegende Teil aber die
Erganzungspyramide des Stumpfes. Diese Erganzungspyramide
und die ursprvinglich gegebene Pyramide sind ahnliche Ivorper. Der
Pyramidenstumpf wird von zwei parallelen und ahnlichen Vielecken als
Grundflachen und sovielen Trapezen als Seitenflachen begrenzt, als jedes
der Vielecke Seiten hat; er ist, wie die Pyramide selbst, gerade oder
schief. Der Normalabstand der beiden Grundflachen
heiflt die Hohe des Pyramidenstumpfes.

Ist der Pyramidenstumpf regelmaflig, so sind die
Trapeze gleichschenklig und kongruent; die Hohe eines
solehen Trapezes heiBt die Seitenhohe des Stumpfes.

a.) Es sei H (OP in Fig. 215) die Hohe der
Pyramide OABC, dann ist x (Op) die Hohe derPyramide
Oabc und h (pP) die Hohe des Pyramidenstumpfes.
Zieht man AP und ap, so ist

wegen AP || ap .... H : X == OA : On, .....
und wegen AB^ab...AB\ ab=OA ■ O a, daher

JS: x — AB ■ ab; d. h.

D

2)
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Die Hohen ahnlicher Pyramiden verhalten sich wie zwei
gleichliegende Seitenkanten (1) oderwie zwei entsprechende
Grundkanten (2).

Wenn die Hohe eines Pvramidenstumpfes und zwei gleieh-
liegende Seiten der unteren und der oberen Grundflache desselben bekannt
sind, lo lassen sich daraus die Hohen der ganzen Pvramide und
der Erganzungspyramide berechnen.

Bezeichnet man mit H und % die Hohen dieser zwei Pyramiden,
mit h die Hohe des Pyramidenstumpfes, mit S und s zwei gleich¬
liegende Seiten der Grundflachen des letzteren, so ist nach dem vorher-
gehenden Satze

H: x = S: s.

Da sich in jeder Proportion die Differenz der ersten zwei Glieder
zur Differenz der letzten zwei Glieder so verhalt, wie das erste Glied zum
dritten oder wie das zweite zum vierten, so hat man

(H — x) : (S — s) = H : S, (H — x) : (S — s) = : s,
oder, weil H— x = h ist,

h : (S — s) = H : S, h : (S — s) = x : s,

woraus H — ~ , x ~ * folgt.S — s S — s
Driicke diese zwei Pormeln mit Worten aus!

b) Aus der Proportion AB : cib = H:x ergibt sich durch
- 2 _ 2

Quadrierung aller Glieder AB : a b : H1 : x 2, wenn wir OP als ganze
Hohe mit H und Op als kleine Hohe mit x bezeichnen. Da nun aber
die Grundflache und Schnittflache als ahnliche Figuren sich wie die
Quadrate der gleichliegenden Seiten AB und ab verhalten, so kann
man das Verhaltnis der groflen und kleinen Grundflache G : g —- 2 - 2
== AB : ab = H2 : x 2 setzen; d. h. Die beiden Grundflachen
eines Pyramidenstumpfes verhalten sich wie die Quadrate
ihrer Abstande von der Spitze der ganzen Pyramide, von
welcher der Rumpf ein Teil ist.

Wenn man demnach eine Pyramide in der Halfte der Hohe sehneidet,
so ist die Schnittflache das Viertel der Grundflache.

Aufgaben.

1. In einem regelmafiigen Pyramidenstumpfe sind die Grundflachen Quadrate
mit 62 mm und 31 mm Seitenlange, die Hohe des Stumpfes betrhgt 64 mm-, berechne
a) die Hohe der Erganzungspyramide, b) die Seitenkante des Stumpfes!

2. Zeichne den in 1. angegebenen Pyramidenstumpf unter der Annahme, dah
die groflere Grundfliiche in der Ebene P, liegt, im Grund- und im Aufrifi und sodann
aueh dessen Netz! (Siehe Fig. 216.)
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3. Wie grofi

ist die Schnittflache s"
einer Pyramide im
Verh&ltnis zu der
Grundfliiehe, wenn
man den Parallel-
sehnitt im oberen
Drittel, Viertel,

Zehntel der Hiihe
fiihrt?

§183. Die
Oberflache eines
Pyramiden-

stumpfes wird er-
halten, wenn man
die Summe s aller
Seitenflachen, die
Trapeze sind, be-
stimmt und zu dieser

Pig. 216.

s

B

/c
Summe die beiden Grundflachen B und b addiert: also

o = s + B -f b.
1. Die Grundflachen eines regelmafiigen Pyramidenstumpfes sind Quadrate mit

den Umfangen 1 m 6 dm 2 cm und 1 m 2 dm, die Hohe eines Seitentrapezes betragt
2 m 8 cm; wie grofi ist die Oberflache V

2. Die Grundfliiehen eines regelmiifiigen Pyramidenstumpfes sind gleiehseitige
Dreieeke von 0‘58 m und 37 cm Seitenlange, die Holie eines Seitentrapezes betragt
8'4 dm; wie grofi ist die Oberflache?

3. Bei einem geraden seehsseitigen Pyramidenstumpfe betragt die Grundkante
S = 5 cm 2 mm, die Deekkante s = 3£ cm und die Seitenkante k = 2'8 cm; bereehne
die Oberfliiche!

4. Bestimme von einem gegebenen Modelle eines Pvramidenstumpfes die erfor-
derliehen Abmessungen zur Bereehnung seiner Oberflache und bereehne diese!

5. In welchem Abstande von der Spitze mufi eine Pvramide dureh eine
libene || zur Grundfliiehe geschnitten werden, dainit die Schnittflache \ (J, j, g) der
Grundflaehe ist?

' c) EegelmaBige Korper.

§ 184. Ein Korper heiBt regelmaBig. wenn alle Grenzflachen des-
selben kongruente regelmaBige Vielecke sind und kongruente Ecken bilden.

Aus dem Satze, daB die Summe aller Kantenwinkel einer Eeke
kleiner als 360° sein muB (§ 164), folgt: Esgibt n ur fiinf regel¬
maBige Korper.

Denn der Winkel eines regelmafiigen (gleichseitigen) Dreieckes be¬
tragt 60°; von solehen Winkeln konnen drei, vi er oder aueh fiinf
eine Eeke bilden; aus sechs oder mehr als seehs solehen Winkeln aber
lcann keine Eeke entstehen, da ihre Summe 360° oder mehr als 360°

M o č n i k * H a 1 b g e b a u e r, Geoinetrie. 10
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betragt. Von gleichseitigen Dreiecken konnen daher nur 3 regelmaBige
Korper begrenzt werden, namlich das Tetraeder (das Vierflaeh), das
Oktaeder (das Achtflach) und das Ikosaeder (das Zwanzigflach).

Das Tetraeder (Fig. 217, I) \vird von 4 gleichseitigen Dreiecken
begrenzt, von denen je 3
in einer Ecke zusammen-
stoBen; es hat 4 Ecken
und 6 Kanten.

Das Oktaeder
(Big. 217, II) ivird von 8
gleichseitigen Dreiecken
eingeschlossen, von denen

je 4 eine Ecke bilden; es hat 6 solehe Ecken und 12 Kanten.

Fig. 217.
TEM

Fig. 218.

Das Ikosaeder (Fig. 217, III) wird von 20 gleichseitigen Dreiecken
begrenzt, deren je 5 eine Ecke bilden; es hat 12 Ecken und 30 Kanten.

Der Winkel eines regelmaBigen Viereckes (Quadrates) ist ein rechter;
von solchen Winkeln konnen nnr drei in einer Ecke zusammentreten;

aus 4 oder mehr als 4 rechten Winkeln kann keine Ecke
gebildet werden. Es gibt daher einen einzigen von
Quadraten begrenzten Korper; er heiBt Hexaeder
(Sechsflachner, Kubus oder IViirfel). Das Hexaeder
(Fig. 218) wird von 6 Q,uadraten eingeschlossen und
hat 8 dreiseitige Ecken und 12 Kanten.

Der Winkel eines regelmaBigen Ftinfeckes betragt 108°; von solchen
Winkeln konnen mu- 3 eine Ecke bilden. Es gibt daher einen einzigen
von regelmaBigen Fiinfecken begrenzten regelmaBigen Korper. Dieser

Fig. 219. heiBt das Dodekaeder (das Zwolfflachner Fig. 219)
und hat 12 Seitenflachen, 20 dreiseitige Ecken und
30 Kanten.

Im regelmaBigen Sechsecke ist jeder Winkel 120°.
Von solchen Winkeln wie auch von den Winkeln eines
regelmaBigen Vieleckes von mehr als 6 Seiten kann
keine Ecke gebildet werden, denn schon 3 zusammen-

stoBende Winkel von 120° iviirden einen vollen Winkel geben, also eine
Ebene bilden.

Es gibt daher nur fiinf regelmaBige Korper.

Projektionen, Netz und Oberflache des Tetraeders.
§ 185 . Fig. 220, I ist der GrundriB, II der Aufrifi, III das

Netz eines Tetraeders. Um die Hohe des Dreieckes im Aufrisse
zn bestimmen, zieht man o‘d J_ auf o‘c' und durchsehneidet aus c' mit
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dem Halbmesser c‘a‘ jene Normale. Dann ist o' d — a" o“ die H oh e
des Aufrisses. (Erklarung am Modelle!)

Um das Netz eines Fig. 220.
Tetraeders zu erhalten, o"
konstruiere man mit der
Kante desselben ein gleich-
seitiges Dreieck und so-
dann liber jeder Seite
vvieder ein gleiehseitiges
Dreieck.

Ordne am Netze des
Tetraeders selbstandig die
Klebestreifen an!

Die Oberflache des Tetraeders besteht aus 4 gleichseitigen Drei-
ecken; bezeichnet man die Matizahl der Kante mit s, so ist

o = 4 .~ V8 = s2 V3.4
Aufgaben.
1. Bereehne die Oberflache (OJ eines [Tetraeders, dessen Kante 1 dm

(235 mm) betragt!
2. Die Oberflache eines Tetraeders sei 35 cm? 84'9 mm?-, wie grofi ist jede Kante?
3. Wie verhalten sich die Oberflaehen zeveier Tetraeder, deren Kanten im

Verhaltnisse wie 1:2 (2:3) stehen?
4. Bereehne die Oberflache eines Tetraeders nach gegebenein Modelle!

Proiektionen, Netz und Oberflache des Hexaeders.
§ 186. Fig. 221, I stellt den GrnndriB, II den AufriB, III das

Netz eines Wiirfels dar, der auf der Ebene Pl so aufruht, dali eine
Fig. 221.Diagonalebene so-

wohl auf J\ als
auch auf P2 J_
steht.

Das N etz des
Wiirf el s wirder-
halten, wenn man /
die 4 Quadrate, k'
welche die Seiten-
oberflache bilden,
nebeneinander

zeiehnet und dann an den entgegengesetzten Seiten eines dieser Q,uadrate
noch zwei solehe Quadrate konstruiert. (Klebestreifen!)

Aufgaben.
1. Zeichne Grund- und Aufrifi eines VViirfels mit 45 mm Kantenlhnge, in dem

die Grundllache in einem Abstande von 15 mm zu Pt || ist und zwei Seitenfliichen
auf P, J_ stehen!

10 '
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2. Konstruiere im Grund- und im Aufrisse einen Wiirfel von 5 cm Kanten-
llinge, in dem die Grundflache in der Ebene PL liegt und keine Seitenflache zu
P2 || ist! Zeichne das Netz des Wiirfels!

Oberflache eines VViirfels.
Ein Wiirfel wird von 6 Q.uadraten begrenzt; die Oberflache

eines Wiirfels ist daher gleich dem 6fachen Flacheninhalte
einer Grenzflaehe.

Bezeichnet s die MaBzahl einer Seite, so ist s 2 die MaBzahl fiir den
Flacheninhalt einer Grenzflaehe, daher die Oberflache

o = 6 s2 und umgekehrt s —
Aufgaben,
1. Berechne die Oberflache eines VViirfels, dessen Seite ist:

a) 12 cm, b) 2 m 4 dm, e) 1*05 m,
d) 1-f dm, e) 1 m 3 dm 5 em, f) 0'575 ml

2. Die Oberflache eines VViirfels betragt 3 dm2 98 cm2 53| mm2 ; wie grofi
ist seine Seite?

3. Es soli ein wiirfelformiges, oben offenes Gefafi von 38 em Kantenlange
angefertigt werden: rvieviel m2 Kupferblech braueht man?

4. Die Kanten zweier Wiirfel sind 4 em und 12 cm lang; wie verhalten sich
ihre Oberflachen?

5. Die Diagonale der Grundflache eines VViirfels betragt 2 dm 4 cm (42'8 mm);
wie grofi ist a) die Seite und b) die Oberflache des VViirfels?

6. Die Korperdiagonale eines VViirfels mifit lf dm; wie grofi ist seine Oberflache?
7. Die Oberflache eines VViirfels betragt 0=1 dm2 12 em2 8 mm2 ; berechne

die Liinge einer Kante und die Diagonale eines Quadrates!
8. Berechne die Oberflache eines VViirfels nach gegebenem Modelle!
9. Ein VViirfel und ein Tetraeder haben 1 dm zur Kante; wie verhalten sich

ihre Oberflachen?

Fig. 222.

Netze des Oktaeders, Dodekaeders und Ikosaeders.
§ 187. Bei den folgenden regelmaBigen Iiorpern beschranken \vir

uns auf die Konstruktion der Netze.
Das Netz eines Oktaeders (Fig. 222)

wird erhalten, wenn man mit der Kante
desselben zuerst das Netz eines Tetraeders
zeichnet und dann an dieses ein zrveites
mit ihm kongruentes Netz so anlegt, daB
beide Netze eine Seite gemeinsehaftlieh
haben. Das Oktaeder kann in 2 gleiche
Pyramiden mit quadratischer Grundflache
zerlegt vverden.

Um das Netz des Dodekaeders (Fig. 223) zu konstruieren, zeichne
man mit der Kante desselben ein regelmaBiges Fiinfeck, beschreibe liber
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dessen Seiten wieder regelmaBige Fiinfecke (wobei man sicli mit Vorteil
der Verlangeruirg der Diagonalen bedient) und lege an dieses Netz ein zweites
mit ihm kongrnentes so an, daB beide in einer Seite zusammenstoBen.

Fig. 223. Fig. 224.

Die Konstruktion des Netzes eines Ikosaeders ist aus Fig. 224
ersichtlieh.

2. Krummflachige Korper.
§ 188. Korper, die ganz oder teilweise von gekriimmten Flachen

begrenzt werden, lieiBen krummflachige Korper. Bei den krumm-
flachigen Korpern, die eine oder mehrere ebene Grenzflachen haben, werden
diese als G r u n d f 1 a c h e n betrachtet, da man sieh die Korper dariiber auf-
gerichtet vorstellen kann; die gekriimmte Flaehe heiBt dann der M ant el.

a) Der Z y lin d er.
Zylindrische Flaehe.

§ 189. Be\vegt sich eine Gerade A A' (Fig. 225) langs des Umfanges
eines Kreises (ABCDA) parallel zu sich selbst fort,
so besehreibt sie eine gekriimmte Flaehe, die eine
zvlindrische Flaehe heiBt. Der von ihr ein-
geschlossene nach 2 Seiten hin unbegrenzte Baum
heiBt zylindriseher Raum. Die Gerade (O 0‘),
die durch den Mittelpunkt des Leitkreises || zur er-
zeugenden Geraden (A A') gelegt wird, heiBt die
Achse der Zylinderflache.

Jeder mit der Ebene der Leitlinie ||
gelegte Sehnitt einer zylindrisehen Flaehe ist eine Kreis-
linie, die mit der Leitlinie gleichen Halbmesser hat.
(Yeranschaulichung!)

Der Zylinder.
§ 190. Wird eine zvlindrische Flaehe durch zwei mit der Ebene

der Leitlinie parallele Ebenen geschnitten, so heiBt der von diesen und
der zylindrischen Flaehe begrenzte Korper ein Zylinder. Die zwei ebenen
Schnittflachen sind kongruente Kreise (§ 189) und heiBen die Gruhd-
flaehen; die sie begrenzende zvlindrische Flaehe nennt man den Man tel

Fig. 225.



des Zylinders. Die Strecke, welehe die Mittelpunkte beider Kreise ver-
bindet, heiBt die Achse und jede Gerade der Mantelflache heiBt eine
Seitenlinie oder Seite des Zylinders. Alle Seiten des Zylinders sind
parallel und einander gleicli. Der Normalabstand der beiden Grundflachen
vird die Ho h e des Zylinders genannt.

Gib Beispiele liber das Vorkommen des Zylinders an!
Was fiir Flachen begrenzen einen Zylinder?
Man kann sich einen Zjdinder auch dadurch entstanden denken,

daB sieh eine Kreisflache aus ihrer Ebene herans mit ihrer nrspriinglichen
Lage parallel in unveranderter GroBe so fortbewegt, daB der Mittelpnnkt
stets iii derselben Geraden bleibt, oder daB eine Gerade sich langs des

TJmfanges eines Kreises parallel zu sieh selbst herum-
bewegt; demzulolge kann ein Zylinder auch als ein Prisma
angesehen werden, dessen Grundflache ein Vieleck von
unendlich vielen Seiten ist.

Steht die Achse auf den Grundflachen normal, so
heiBt der Zylinder ein gerader (Fig. 226), sonst ein
schiefer. Einen geraden Zylinder kann man sich auch
dadurch entstanden denken, dafi sich ein Eechteck
um eine seiner Seiten dreht. In einem geraden Zylinder
stellt die Achse zugleich die Hohe vor.

Es gibt auch elliptische Zylinder; in diesem Buche soli aber immer
nur von Kreiszylindern die Bede sein.

Ein gerader Zylinder, dessen Seite dem Durchmesser der Grundflache
gleich ist, wird gleichseitig genannt.

' Fig. 226.

Schnitte am Zylinder.
§ 191. Die Art der Schnittfignr hangt von der Lage der Schnitt-

ebene ab. Schneidet man (Fig. 227) einen Zylinder parallel mit der Achse,
so ist die Schnittflache ein Eechteck ABCD oder
ein s c hi e fes Par ali el o gr amm, je nachdem der
Zylinder gerade oder schief ist.

1. Jeder Achsenschnitt eines Zylinders
ist ein Parallelogramm. (ABCD in Fig. 227.)

2. Wird ein Zylinder durch eine mit der
Grundflache parallele Ebene geschnitten, so
ist die Schnittflache {EF in Fig. 227) ein mit
der Grundflache kongruenter Kreis.

Dieser Satz folgt aus der Entstehung des Zylinders.
3. Wird ein gerader Zylinder durch eine Ebene geschnitten, die

veder zur Grundflache noch zur Achse parallel ist, so ist der Schnitt (G H)
eine El lip se.
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Projektionen und Netz des Zylinders.
§ 192 . Figur 228 stellt in I den Grund-, Auf- und KreuzriB eines

geraden Zylinders, in II den Achsensclmitt AB, den Langsschnitt CD
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Fig. 229.

n.
Schnitt AB

Fig. 230.

z M.

Schnitt CD

-15-->?5<

X T

Fig. 230, I zeigt die projektive Darstellung eines geraden hohlen
Zylinders, Fig. 230, II dessen Aehsensehnittes (AB) und Fig. 230, III
dessen Langsschnittes (CD).

Fig. 231 ent-
halt die Projektio-
nen eines gleich-
seitigen Zylinders,
dessen Achse zn
der Projektions-
achse parallel

liegt. Da aus dem
Grundrisse nnd
demAufrisse nicht
ersichtlich ist, ob
dieselben einen
Zylinder oder ein
Parallelepiped
(einen Wiirfel)

darstellen, so ist
in diesem Falle
zur vollstandigen Darstellnng des Zylinders auch die Seitenansieht, der
KreuzriB, erforderlicli.

In Fig. 232 erscheint die horizontale und vertikale Projektion eines
sehiefen Zylinders gezeichnet.

71
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Fig- 231. Fig. 232.

Aufgaben.
1. Ein gerader Zylinder hat folgende Projektionen:
a) der GrundriB ist ein Kreis, der Aufrifi ein Rechteek;
b) der GrundriB ist ein Rechteek, der Aufrifi ein Kreis;
c) GrundriB und Aufrifi sind Rechteeke;
d) die beiden Grundfliichen des Zylinders geben im Aufrisse Ellipsen, im

Grundrisse Gerade; der ganze GrundriB erseheint als Rechteek.
VVelehe Lage gegen die beiden Projektionsebenen hat der Zylinder in jedem

dieser Falle?
2. Zeichne den Grand- und den Aufrifi, sowie das Netz, den Aehsen- und

Parallelschnitt eines geraden Zvlinders, dessen Grundflache 60 mm im Durchmesser
hat und in der Ebene P2 liegt, "und dessen 95 mm lange Achse von um 45 mm
absteht!

3. Ein schiefer Zylinder, dessen Grundflache ein Kreis von 43 mm Durchmesser
ist, dessen Achse eine Lange von 85 mm hat und mit der Grundflache einen Neigungs-
winkel von 45° bildet, ist mit der Grundflache auf /-'j so aufgestellt, dafi die Achse
im Abstande von 28 mm zu Pt parallel ist ; konstruiere den GrundriB und den
Aufrifi des Zylinders!

Oberflache des Zylinders.
§ 193. 1. Aus Fig. 228, III ist ersichtlich, dafi die Mantelflache

eines geraden Zylinders dem Produkte aus dem Umfange
der Grundflache und der Hohe des Zvlinders gleich ist.
m = 2rst h.

Denn die Mantelflache laBt sich als ein Rechteek denken, das mit
dem Zylinder gleiche Hohe hat und dessen Grundlinie dem Umfange der
Grundflache des Zylinders gleich ist.



2. Die Oberflache eines geraden Zylinders wird erhalten,
indem man zur Mantelflache den doppelten Inhalt der
Grundflache addiert. o = 2r Jth -f- 2r2 Jt = 2rn(h-\-r).

Im gleiehseitigen Zylinder ist h — 2r, daher m — Ar2n
und o = 6 r2 jr.

Ubungsaufgaben.
1. Die Grundflache eines geraden Zylinders hat 4'5 dm zum Halbmesser,

seine Hohe mifit 8‘4 dm; wie grofi ist a) die Mantelflache, h) die ganze Oberflache
des Zylinders?

2. Bereehne die Oberflache folgender geraden Zylinder:
a) Durchmesser der Grundflache 23 cm, Hohe 1'4 dm;
b) Halbmesser „ „ 8 dm 2 cm 5 mm, „ 5'24 dm;
c) Umfang „ „ 1 «i 9 cm, „ 1 m 8 dm 8 cm
8. Wie grofi ist die Oberflache eines geraden Zylinders, dessen Hohe 3 dm

4 cm und dessen Inhalt der Grundflache 8 dm2 betragt?
4. Die Mantelflache eines geraden Zylinders ist 62 dm1 80 cm2, der Durch¬

messer der Grundflache 4 dm; wie grofi ist die Hohe?
5. Ein gleichseitiger Zylinder hat 2 dm 4 cm zur Seite; suehe a) seine Mantel¬

flache, b) die ganze Oberflache!
6. Wie verhalt sich die Mantelflache eines gleiehseitigen Zylinders zur ganzen

Oberflache desselben?
7. Wieviel dm2 Eisenblech braueht man fiir eine Ofenrohre, die 5 m lang ist

und 2 dm im Durchmesser hat?
8. Ein zylindrisches, oben offenes Gefafi ist von aufien anzustreichen; der

Halbmesser der Grundflache betragt 3'2 dm; die Hohe 54 cm; wieviel dm2 sind
anzustreichen?

9. Wie oft wird sich eine VValze um ihre Achse drehen miissen, \venn ein
Stiick Feld von 20 a ganz iiberwalzt werden soli und die VValze 1 m 6 dm lang
ist und 3 dm im Durchmesser hat?

10. Bereehne die Oberflache eines geraden Zylinders nach einem gegebenen
Modelle!

11. Bereehne die Oberflache eines halben geraden Zylinders, wenn der Durch¬
messer der Grundflache (D) mit 5f cm und die Hohe (II) mit 10 cm kotiert sind!

12. VVieviel m2 Plakatierungsflache liefert der Mantel einer Annoncensaule
a) von 1 m 4 dm Durchmesser, h) von 6 m 2 dm 9 cm Umfang und 3J m Hiihe?

13. VVieviel m? Eisenblech braueht man zu einem halbzylindrisch geformten
Ofenschirm von 58 cm Radius und 1$ m Hohe?

14. VVieviel m2 Pappendeckel braueht ein Kartonnagenarbeiter zur Anfertigung
von 6 Dutzend zylindrisch geformter Schaehteln, wenn jede einen Durchmesser von
24 cm und eine Hohe von 3-t dm erhalten soli und wenn 30% auf Versehnitt ge-
rechnet wird?

15. VVieviel m2 Zinkblech braueht ein Klempner zur Anfertigung von 2 halb-
zylindrischen Daehrinnen von 14f m Lange und 15.} cm Durchmesser, wenn fiir
Versehnitt und Uberdeekung 10% zugeschlagen werden?

b) Der K e gel.
§ 194. Erklarungen. Bewegt sich eine Gerade durch alle

Punkte einer Kreislinie so, dafi sie dabei stets durch einen festen Punkt
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auBerhalb der Ebene dieser Kreislinie geht, so beschreibt sie eine ge-
kriimmte Flache, die man eine k o ni s c h e (Kegel-) Flache nennt.
Der von ihr eingeschlossene, nach einer Seite hin unbegrenzte Raum
heiBt kegelformiger oder konischer Raum. Die gegebene Kreis¬
linie heiBt die Leitlinie (Leitkreis) und der gegebene feste Punkt
der Scheitel oder die Spitze der konischen Flache.

Wird der kegelformige Raum durch die Ebene des Leitkreises ab-
geschlossen, so entsteht ein Kegel (u. zw. ein Kreiskegel). Die Ivreis-
ebene heiBt die Grundflache, die sie begrenzende konische Flache wird
der Man tel des Kegels genannt. Die Strecke, welche die Spitze und
den Mittelpunkt der Grundflache verbindet, heiBt die Achse und jede
Strecke in der Mantelfliiche heiBt eine Seitenlinie oder Seite des
Kegels. Den Normalabstand der Spitze von der Grundflache des Kegels
nennt man Ho h e.

Gib Beispiele iiber das Vorkommen des Kegels an!
Was fiir Flaehen begrenzen einen Kegel? Ein Kegel kann als eine

Pjramide betrachtet werden, deren Grundflache ein Kreis ist. Ein Kegel
entsteht aueh, wenn ein Kreis parallel zu sich selbst in stetig ab-
nehmender GroBe so fortschreitet, daB sein Mittelpunkt eine Gerade, die
Achse, beschreibt.

Ein Kegel, dessen Achse auf der Grundflache normal
steht, heiBt ein gerader (Fig. 233), jeder andere ein
schiefer. Einen geraden Kegel kann man sich durch
Drehung eines rechtvvinkligen Dreieckes um eine seiner
Katheten als Achse entstanden denken. In einem ge¬
raden Kegel sind alle Seiten einander gleich und die
Achse stellt zugleich die Hohe vor. Die Seite eines
geraden Kegels ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreieckes, das den Halbmesser der Grundflache und die
Hohe des Kegels zu Katheten hat.

Ist in einem geraden Kegel die Seite dem Durchmesser der Grund¬
flache gleich, so heiBt er ein gleichseitiger Kegel.

Kegelformige Korper werden aueh konische (von conus) genannt.

Fig. 233.

Projektionen, Schnitt und Netz des Kegels.
§ 195 . Fig. 234, I stellt den GrundriB, den AufriB und den

KreuzriB, II den Achsensehnitt A B und den Parallelschnitt
CD, IH das Netz eines geraden Kegels dar, dessen Grunddurch¬
messer ab — 20 mm, dessen Hohe s n = 25 mm ist.

Der GrundriB gibt den Halbmesser der Grundflache, der AufriB die
Hohe und die Seite des Kegels.
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Netz III.

In Fig. 236,1 sind
der Grand- und AufriB
eines hohlen geraden,
auf der I\ normal auf
der Spitze stehenden
Kegels, in II der Achsen-
schnitt AB und der
Parallelschnitt CD dar-
gestellt.

Aufgaben.
1. Die Grundflache

eines 100 mm hohen ge¬
raden Kegels hat 65 mm

VVie mulite man vorgehen, um den Auf-
rifi eines senkreehten Kreiskegels zu finden,
von dem man aufier dem Durchmesser der
Grundflache noch die Seite kennt?

Wie wird das Netz eines ge¬
raden Kegels erhalten?

In Fig. 235 erseheint ein geradeT
a Kegel, auf der Kreuzridebene ruhend,

projektiv dargestellt.
Fig. 235.
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im Durehmeaser; vvie grofi ist die
Seite des Kegels?

2. Konstruiere das Netz des
in 1. angegebenen Kegels und den
Grund- und denAufrifi dieses Korpers
miter der Annahme, dafi die Grund-
iiiiche in der Ebene P2 liegt und die
Aehse von der Ebene Pt um 45 mm
absteht!

3. Zeichne den Grand-, Auf-
und Kreuzrifi eines geraden Kegels,
dessen Aehse zu der Projektionsachse
parallel ist! — (Vergl. § 180, Auf-
gabe 5.)

4. Zeichne die horizontale,
vertikale und Kreuzrifiprojelction
eines sehiefen Kegels, dessen Grund-
fiaehe in der a) P„ b) P2, e) Ps liegt!

Fig. 236.
i; jr.

SchniblAB

Schnitt CD

Oberflache eines Kegels.
§ 196. Die Oberflache eines Kegels wird gefunden, indem man

zuerst die Grundflache, dann die Mantelflaehe berechnet und beide addiert.
o = m r* n.

Bei einem geraden Kegel wird die Mantelflaehe gefunden, indem
tnan den Umfang der Grundflache mit der halben Seite des Kegels
multipliziert. Denn die Mantelflaehe des Kegels erseheint, wenn man
sie in eine Ebene ausbreitet, als ein Kreisausschnitt, dessen Bogen dem
Umfange der Grundflache und dessen Halbmesser der Seite des Kegels
gleich ist; nun ist der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes gleich der
Lange des Bogens multipliziert mit dem halben Halbmesser; folglich ist
die Mantelflaehe eines geraden Kegels gleich dem Produkte
aus dem Umfange der Grundflache und der halben Seite.

sm — 2vjt. 2 sr Jt und die Oberflache

o==m-\-r^jt = rsn-\-r2 n — m(s -)- r).
Fiir den gleichseitigen Kegel ist s = 2 r, daher

m = 2 r2 n und
o — 3r2 n.

Aufgaben.
1. In einem geraden Kegel ist:
a) der Durehmeaser der Grundflache 4 m, eine Seite
b) der Halbmesser „ „ 5 dm 6 cm, „ „
e) der Umfang „ „ 1 m 1 dm 7 cm, „ „

wie grofi ist der Mantel und wie grofi ist die ganze OberfUiche?
2. Die Seite eines geraden Kegels ist 3*33 dm, die Mantelflaehe 1759 296 cm9 ;

wie grofi ist der Durehmesser der Grundflache?

6 m;
8'4 dm;

3 m 2 cm;



3. Suche a) die Seite, b) die Mantelfl&che eines geraden Kegels, dessen H3he
3 m 9 dm mifit und dessen Grundflache 8 dm zum Halbmesser hatl

4. Bestimme die Oberflache eines gleichseitigen Kegels, dessen Seite 1 m 4 dm
betragt1

5. Wie verhalt sich die Mantelflache eines gleichseitigen Kegels zur ganzen
Obei-flaehe desselben?

6. In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenlange 7'5 dm; wie grofi ist die
Oberflache?

7. Ein zugespitzter Triehter hat 2 dm Durchmesser und 2 dm 4 cm Seiten¬
lange; wieviel dm? Blech wurde dazu gebraucht?

8. Bereehne a) die Mantelflache, b) die Oberflache eines Kegels nach einem
Modelle!

9. Der Helm eines Turmes von der Form eines geraden Kreiskegels mit 2 m
6 cm Durchmesser und 6 J m Seitenlange soli mit Schiefer gedeckt werden; vvieviele
Platten sind erforderlich, wenn man 14 Stiick fiir 1 m1 rechnet?

10. Wieviel m 2 Leinwand erfordert die Mantelflache eines kegelformigen Zeltes
von 3J m Durchmesser und 4 \ m Hohe?

Kegellschnittslinien.
§ 197. Besonders wichtig sind dieSchnitte, die entstehen, wenn

ein gerader Kegel von einer Ebene geschnitten wird. Geht der Schnitt
Fig. 237. durch die Aehse (Fig. 237, I), so bildet er ein

Okji gleichschenkliges Dreieck OBC ;
~/Jk steht er auf der Aehse normal, oder, was

dasselbe ist, geht er parallel mit der Grund-
S ^^che, so ist die Schnittfigur ein Kreis DE.

a^er (Fig- 237, II) die schneidende Ebene
gegen die Aehse geneigt, so sind drei Falle

ji-moglich. Trifft die schneidende Ebene ali e
Seiten des Kegels, so ist die Schnittfigur eine Ellipse EF. Ist die
Schnittebene parallel zu einer Seite des Kegels, so ist die Schnittfigur eine

nach einer Seite offene krummlinige Figur BCD, die
P a r a b e 1 heifit. Ist endlich die schneidende Ebene parallel
zu z w e i Seiten des Kegels, welcher Fali z. B. eintritt, wenn
sie parallel zur Aehse ist, so ist die Schnittfigur auch eine
krummlinige Figur G HJ, die Hy p er bel heifit; diese
Schnittlinie ist jedoch nur ein Ast der Hyperbel.

Erweitert man die Mantelflache eines geraden Kegels
iiber die Spitze hinaus und schneidet die so ervveiterte
Flache durch eine zur Grundflache parallele Ebene, so erhalt
man einen Kegel, der mit dem gegebenen einen Doppel-
kegel bildet (Fig. 238). Wird dieser durch eine Ebene,
die zur Aehse parallel ist, geschnitten, so erhalt man die
vollstandige Hvperbel, die aus zwei getrennten Asten
besteht.

Fig. 238.
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Die vorstehend angeftihrten Sehnittlinien lasseu sich auf sehr anschauliehe

VVeise darstellen, wenn man ein kegelformig zugespitztes Glas zum Teile mit einer
gefSrbten Fliissigkeit fiillt, dann oben sehliefit und die Richtung seiner Acbse iindert.

Die krummen Linien: die E 11 i p s e, die P a r a b e 1 und die
Hy p er bel, die durch den Schnitt einer Kegelflache mit einer Ebene ent-
stehen, heifien mit einem gemeinsehaftlich en Namen K eg e 1 s c h n i 11 s 1 i n i e n.

Konstruktion einer Parabel. Es sei (Fig. 239) AB die Leitlinie und
F der Brennpunkt (Fokus) der Parabel gegeben. Fiillt man von dem Brenn-
punkte die Normale FG auf die Leitlinie und
halbiert diese Normale, so ist O der Scheitel
der Parabel. Errichtet man im Brennpunkte auf
OF eine Normale, auf die man vom Brennpunkte
aus dessen Entfernung von der Leitlinie (FC) auf-
tragt, so sind die so erhaltenen Punkte D und E
Punkte der Parabel. Die Normale DE heifit
Parameter der Parabel. VVahlt man in der
gegen X verlangerten A eh s e einen beliebigen
Punkt m, errichtet in diesem eine Normale auf
die Achse und besehreibt von F mit dem Ab-
3tande Gm naeh oben und unten Kreisbogen,
welche die Normale in den Punkten M und M
schneiden, so geben diese Punkte zwei Punkte
der Parabel. Ebenso verfahrt man mit den Ab-
stiinden Gn, Gp .. . und erhiilt jedesmal zwei
weitere Punkte der Parabel. Auf diese VVeise kanu
man beliebig viele Punkte bestimmen. Werden
diese durch eine krumme Linie verbunden, so
erhalt man die verlangerte Parabel. Die Parabel ist in Bezug auf die Achse
symmetrisch.

Die Parabel ist eine krumme Linie, deren Punkte von
einem gegebenen Punkte ebensoweit entfernt sind w i e
von einer gegebenen Geraden. (Grundeigenschaft.)

Konstruktion einer Hyperbel. Es seien (Fig. 240) F und F' die beiden
Brennpunkte der Hyperbel. Man verbinde dieselben durch die Streeke FF‘,
halbiere diese in O und trage von O aus
bis A und B die halbe Lange der gegebenen
Hauptachse (MB) auf, womit die beiden
Scheitel (A und B), also zwei Punkte der
Hyperbel bestimmt sind. Nun nehme man
in der Geraden BX einen Punkt m an
und beschreibe von F und F' mit Ani und
Bm nach oben und unten Kreisbogen, so
geben ihre Durchschnittspunkte vier Punkte
der Hyperbel an. Ebenso verfahrt man mit
An, Ap . . . und erhhlt jedesmal vier
weitere Punkte der Hyperbel. Auf diese
VVeise kann man beliebig viele Punkte bestimmen; vverden dieselben durch eine
krumme Linie initeinander verbunden, so erhalt man die verlangte Hyperbel. Der

Fig. 240.

Fig. 239.
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Halbierungspunkt O der Hauptachse AB heifit der Mittelpunkt der Hyperbel.
Diesel’ ist zugleieh der Halbierungspunkt der Nebenachse GD. Die Entfernung
eines Brennpunktes der Hyperbel vom Mittelpunkte (O) heifit die Exzentrizitat
der Hyperbel (FO — OF‘). Die durch die Punkte G und H‘, dann H und 6‘
gezogenen Geraden GE' und G'H, die zugleieh dureh den Mittelpunkt O gehen
miissen, heifien die Asymptoten der Hyperbel. Man errichtet in den Seheiteln
Normale auf die Hyperbelachse und besehreibt mit der Exzentrizitat vom Scheitel
einen Bogen, vvelcher die Nebenachse in zwei Punlcten (G und D) schneidet; die
verlangerten Diagonalen des so erhaltenen Rechteckes bilden die Asymptoten, denen
sich die Hyperbelaste unaufhorlieh nahern.

Die Hyperbel ist eine kmmme Linie, in der die Dif-
ferenz der Bntfernnngen eines jeden Punktes von zwei
gegebenen Punkten stets dieselbe und gleich der Haupt¬
achse ist. (Grundeigenschaft.)

Die Hyperbel ist naeh beiden Achsen symmetrisch.
Anmerkung. Die Bewegungsbahnen der Himmelskorper sind Kegelsehnitts-

linien (Ellipsen, [Parabeln, Hyperbeln). In schrager Richtung geworfene, geschleuderte
oder geschossene Kbrper (Projektile) beschreiben parabolische Bahnen (Wurflinie);
ausfliefiendes Wasser besehreibt einen parabolischen Bogen.

Kegelstumpf.

Fig. 241.
o

§ 198. Wird (Fig. 241) ein Kegel durch eine Ebene ab gesehnitten,
die mit der Grundilache parallel ist, so zerfallt er in zwei Kbrper, einen

kleineren Kegel und einen zwischen zwei parallelen
Kreisflachen liegenden Korper, der ein abge-
stutzter Kegel oder ein Kegelstumpf genannt
wird. Der zwischen der Schnittflache und der
Spitze liegende Teil des Kegels heifit der Er-
ganzungskegel des Stumpfes. Was fiir Flachen
begrenzen einen Kegelstumpf? Die Entfernung
Pp der beiden Kreisflachen ist die H oh e des
Kegelstumpfes. Jede Strecke in der Mantelflache
des abgestutzten Kegels heifit Seite, z. B. a A.

Wird die Mantelflache eines geraden
Kegelstumpfes auf eine Ebene abgewickelt, so

erscheint sie als ein Teil eines Kreisringes u. zw. als Kreisringaus-
s c h n i 11.

Projektionen. Fig. 242 stellt in I den Grundrifl und den Auf-
r i B, in II das Netz eines geraden Kegelstumpfes dar.

Der Kegelstumpf steht mit dem Pyramidenstumpfe in derselben
Beziehung wie der Kegel mit der Pyramide (§ 194). Wie sich beim
Pyramidenstumpfe zwei gleichliegende Seiten der beiden Grundflachen
verhalten, so rerhalten sich beim Kegelstumpfe die Tlalbmesser der beiden
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Grundkreise.
Wenn daher

die Hohe h des
Kegelstumpfes
und die Halb-
messer R und
r seiner Grund-

/.
Kg. 242.

m

flachen be-
kannt sind, so
kann man dar-
aus mit Riick-
sicht auf § 182
die Hoten
TI und a; des
ganzen Ke-
gels und des Erganzungskegels berechnen. Man erhalt

Aus den ahnlichen Dreiecken APO und ap 0 (Fig. 241) ergibt
sich AP : ap — OP: Op oder kiirzer, wenn wir die beiden Halbmesser
mit R und r, die beiden Hohen mit H und x bezeichnen:

flachen eines Kegelstumpfes verhalten sicli wie die Qua-
drate ihrer Abstande von der Spitze des ganzen Ivegels,
von dem der Stumpf ein Teil ist. (Siehe § 182, b.)

1. Ein gerader Kegelstumpf, dessen Seitenkante 76 mm betragt, liat zu Grund-
flšichen Kreise, deren Durehmesaer 65 mm und 40 mm lang sind; wie grofi ist die
Hohe des Stumpfes?

2. Zeichne Grund- und Aufrifi des in 1. angegebenen Kegelstumpfes, wenn er
mit der grofieren Grundfliiche auf P1 aufsteht und seine Achse 40 mm von P3 entfernt
ist; konstruiere auch das Netz des Stumpfes!

3. Wie grofi ist im Verhaltnis zur Grundfliiche die Schnittfliiche eines Kegels,
wenn man den Schnitt im obern Drittel, Fiinftel, Achtel der Hohe fiihrt?

§ 199. Die Mantelflache eines geraden Kegelstumpfes wird
gefunden, indem man die Summe der Umfange seiner Grundfliichen mit
der halben Seite desselben multipliziert. Denkt man sich namlieh in dem
Mantel des Stumpfes unzahlig viele Seiten gezogen, so zerfallt derselbe

R : r = H : x j daraus
R 3 : r 2 = H2 : und
nR2 : nr2 = H2 : x2 : oder
G : g — H2 : x2, d. h.: Die beiden Grund-

Aufgaben.

Oberflache des Kegelstumpfes.

Močnik-Halbgebauer Geometrie. 11
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in Figuren, die man als ebone Trapeze ansehen kann; es ist daher die
Mantelflache des Kegelstumpfes gleich der Snmme aus den Flachen aller
dieser Trapeze, also der Snmme ihrer Parallelseiten, d. i. der Snmme
der Umfange der beiden Grundkreise, multipliziert mit der halben Hohe
der Trapeze, d. i. mit der halben Seite des Kegelstumpfes.

m = (2 Rn + 2rn) -^ = 2 n (R r). = (R -f- r) s n.

Die Gesamtoberflache eines geraden Kegelstumpfes ist
gleich der Snmme aus der Mantelflache und dem Inhalte der beiden
Grundflachen.

o — (R -(- r) s ji -f- R-n -f- r^jr.
Ubungsbeispiele.
1. Die Seite einea geraden Kegelstumpfes ist 6 dm, die Durchmesser der

Grundfliichen betragen 9 dm und 7 dm; wie grofi ist die Oberflache?
2. Bestimme die Oberfliiehe eines geraden Kegelstumpfes, dessen Seite 1‘5 m

ist und dessen Grundflachen 2 ms2 80 dm2 und 2J m2 Flacheninhalt haben!
3. Ein silberner Becher hat die Form eines Kegelstumpfes, der oben 14 cm,

unten 10 cm weit ist und eine Tiefe von 16 cm hat; wieviel cm2 Vergoldung sind
fiir die innere Fliiche des Bechers erforderlich?

4. Berechne a) die Mantelflache, b) die Oberflache eines Kegelstumpfes nach
einem gegebenen Modelle!

c) Die Kugeh
§ 200. Dreht sich ein Halbkreis um seinen Durchmesser, bis er

wieder in seine urspriingliche Lage gelangt, so beschreibt er eine ge-
kriimmte Fliiche, die K u g e 1 f 1 a c h e genannt wird. Der von
der Kugelflache begrenzte Korper heiht Kugel (Fig. 243).

Beispiele iiber das Vorkommen der Kugel!
Jeder Punkt der Kugelflache ist von dem Mittelpunkte

des erzeugenden Halbkreises gleich weit entfemt; dieser
Punkt heifit darum der Mittelpunkt der Kugel. Eine

Strecke, die vom Mittelpunkte bis zur Kugelflache gezogen wird, heiBt
ein Halbmesser; eine Strecke, die durch den Mittelpunkt geht und
zwei Punkte der Kugeloberflache verbindet, ein Durchmesser der Kugel.
Alle Halbmesser einer Kugel sind einander gleich; ebenso alle Durchmesser.

Unter allen Kugelkreisen ist der am groflten, dessen Ebene durch
den Mittelpunkt der Kugel geht. Ein solcher Kreis heiBt darum auch
groBter K u g e 1 k r e i s: sein Halbmesser ist dem Halbmesser der
Kugel gleich.

Erkliirungen. Denkt man sich eine Kugelflache durch Drehung
eines Halbkreises um seinen Durchmesser (NS in Fig. 244) entstanden,
so nimmt der Halbkreis nach und nach die Lagen aller durch die End-
punkte jenes Durchmessers gehenden groBten Halbkreise der Kugel ein;

Fig. 243.
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ebenso beschreibt jeder Punkt des sich drehenden Halbkreises einen
grofieren oder kleineren Kugelkreis, u. zw. der Halbierungspunkt des Halb¬
kreises einen groBten Kugelkreis. Jener Dureh- j.ig_ 244 .
messer (NS) des erzeugenden Halbkreises heiBt ^
in Bezug auf diese bezeiehneten Kreise die
A clis e, ihre Endpunkte heiBen die Pole
(N und S), die dureh die Pole gehenden Halb-
kreise die Meridiane, die von den einzelnen
Punkten des bewegten Halbkreises beschrie-
benen Kugelkreise, deren Ebenen samtlich
auf der Achse normal stehen und daher mit-
einander parallel sind, Parallel kreise;
der dureh die Mitten der Meridiane gehende'
grofite Parallelkreis heiBt insbesondere der Aquator (AA' in Eig. 244).

Proiektionen, Netz und Schnitt der Kugel.
§ 201. Fig. 245 stellt den GrundriB und den AufriB einer

Kugel dar. 245.
Der Grund- und der AufriB einer

Kugel sind Kreise, deren Durchmesser dem
Durchmesser der Kugel gleich sind. Steht
die Achse der Kugel auf der Horizontal-
ebene normal, so erscheinen im GrundriB
alle Meridiane als Durchmesser, im AufriB
einer als Ivreis, einer als Durchmesser und
alle iibrigen als Ellipsen; die Parallelkreise
erscheinen im GrundriB als konzentrische
Kreise, im AufriB als parallele Sehnen.

Die Oberflache der Kugel lafit
sich, da sie nach allen Seiten gekriimmt
ist, nicht in eine Ebene ausbreiten; daher
kann von der Kugelflache aueh kein voll-
kommen genaues Ketz konstruiert werden.

§ 202. Schneidet man eine Kugel
dureh eine Ebene, so ist die Schnitt-
figur ein Kreis, der umso groBer ist, je
naher die Schnittebene dem Mittelpunkte
der Kugel liegt. Am groBten wird er,
wenn die Schnittflache dureh den Mittel-
punkt geht; ein soleher Kreis heiBt ein groBter Kreis der Kugel.

Eine Ebene schneidet eine Kugel in z\vei Tede, die man Kugel-
abschnitte (Segmente) nennt. Diese konnen uDtereinander gleich

11 *

-36
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oder ungleich sein, je nachdem die schneidende Ebene durch den Mittel-
geht; im ersten Falle heiBt
jeder der beiden Kugelab-
schnitte eine Halbkugel
(Fig. 246). Die gekriimmte
Oberflache eines Kugel-
absehnittes A SM (Fig. 247)
heiBt eine Kugelmiitze
oder Jvalotte. Dreht sich
ein Ausschnitt (Sektor) eines
groBten Ivngelkreises um einen

seiner Halbmesser, so heiBt der dadurch gebildete Kor p er ein Kugel-
ausschnitt oder Kugelsektor.

Von wieviel Flachen ist ein Kugelausschnitt begrenzt?
Wird eine Kngel durch zwei parallele Ebenen geschnitten, so

heiBt der zwischen ihnen befindliche Teil der Kugel eine Kugelschicht
und der dazu gehorige Teil BCZ (Fig. 247) der Kugeloberflache eine
Kugelzone (Grirtel).

Oberflache einer Kugel.
§ 203. Die Oberflache einer Kugel ist, wie jedoch hier nicht

bewiesen werden kann, gleich dem vierfachen Flacheninhalte
eines groBten Kugelkreises.

Veranschaulichung durch Aufwickelrt eines starken Spagates a) auf dem grofiten
Kugellcreise und b) auf der gekriimmten Oberfliiehe einer Halbkugel; im letzteren
halle braucht man eine doppelt so lange Schnur als im ersteren. Die Flaehe der
Halbkugel ist demnach zweimal, die Oberflache der ganzen Kugel also viermal so
grofi als der grofite Kugelkreis.

Bezeichnet man den Halbmesser der Kugel durch r und die Ober¬
flache derselben durch o, so ist jn,! der Flacheninhalt eines groBten
Kreises, folglich

o = 4;nrr 2 = 4i’2 n.
Man kann daher aueh sagen:
Die Oberflache einer Kngel wird gefunden, indern man

das 4fache Q,uadrat des Halbmessers mit der Ludolflschen Zahl multipliziert.
Wenn man umgekehrt aus der bekannten Oberflache einer Kugel

den Halbmesser derselben finden will, braucht man nur die Ober¬
flache durch die 4facbe Ludolfische Zahl zu dividieren; der Quotient
stellt das Q,uadrat des Halbmessers dar; zieht man daraus die Quadrat-
wurzel, so erhalt man den Halbmesser selbst. Es ist demnach



HeiBt R der Halbmesser und O die Oberflaehe einer zweiten Kugel,
so ist auch O = 4jiR2, daher

0:o = 4jtR2 :4nr2 = R2 : r2 -, d. b.:
Die Oberflachen zVeier Kugeln verhalten sich wie die
Quadrate ihrer Halbmesser.

Die Oberflaehe einer Kugelzone oder einer Kugelkappe (Kalotte)
wird berechnet, indem man den Umfang eines groBten Kugelkreises mit
der Hohe der Kugelzone oder der Kugelkappe multipliziert.

. m = 2 rn.h.
Ubungsaufgaben.
1. Berechne die Oberflaehe einer Kugel, deren Halbmesser a) 3 dm, b) 1 m

4 dm, e) 1 m 5 cm, d) 17J cm ist!
2. Der Durchmesser einer Kugel ist a) 5 dm, b) 4'3 cm, c) 2 dm 8 mm-, wie

grofi ist die Oberfliiche?
3. Der Umfang eines grofiten Kugelkreises sei 2 m 7 dm 9 mm-, berechne die

Oberflaehe der Kugel!
4. Der grofite Kreis einer Kugel bat 855'3 cm2 Flaeheninhalt; wie grofi ist

die Oberflaehe?
5. Die Oberflaehe einer Kugel ist a) 22 dm2, b) 9 dm2 7 cm1 46 mm‘‘; wie

grofi ist der Halbmesser?
6. Wie grofi ist die Oberflaehe der Erde, wenn man diese als eine Kugel

betrachtet, deren Halbmesser 6368’96 km betragt? (tt = 3‘14.)
7. Der Durchmesser eines Erdglobus ist 4 dm; wie verhalt sich dessen Ober*

flache zur Oberflaehe der Erde?
8. Wie grofi miifite der Durchmesser eines Erdglobus angenommen werden,

auf welchem 1000 km2 als 1 mm2 erscheinen sollen?
9. Von der Oberfliiche der Erde sind 0'73 VVasser und 0’27 festes Land.

Wieviel eni1 kommen auf einen Globus von 55 cm Durchmesser auf das Wasser
und wieviel auf das feste Land?

10. Man will einen Luftballon machen, dessen Durchmesser 3'2 m betriigt;
Tvieviel m Taffet von 92 cm Breite wird man dazu brauchen?

11. Ein kugelrunder Turmkopf von 1 ’2 m Durchmesser soli vergoldet werden; wie
hoch kommt die Vergoldung, wenn fiir 1 m? Vergoldung 97 K 60 h zu zahlen sind?

12. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, "vvelches der Oberflaehe einer
Kugel von 1 m 1 dm Durchmesser gleich ist?

13. Ein gerader Kegel hat 0'8 m Hohe und eine Grundflache von 0'3 m
Halbmesser; wie grofi mufi der Durchmesser einer Kugel sein, deren Oberfliiche
gleich ist der Mantelflache jenes Kegels?

14. Eine Kuppel, welche die Form einer Halbkugel hat, soli mit Kupferbleeh
gedeekt iverden; wieviel Blech ist dazu erforderlieh, wenn der Durchmesser der
Kugel 6 m 3 dm ist, und wieviel kostet diese Bedeckung, wenn 1 ni1 zu 34 K 40 h
gerechnet wird?

15. Ein Kuppelgewolbe ruht auf einem zylindrischen Mauervverke; der innere
Durchmesser der Kuppel, die eine Halbkugel vorstellt, ist 12 m, die Hbhe der
Kuppel vom Boden an gerechnet 22 m, folglieh die Hohe der zylindrischen Mauer
16 m. Wieviel Kalk ist erforderlieh, um das Innere dieses ganzen Mauerwerkes
auszuweifien, wenn man 1 kg Kalk braucht, um 1 ni* Flache auszuweifien?
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16. Berechne die Oberflache dea Mondes, wenn sein Umfang 11.070 km betrhgt!
17. Ein Steinmetz haut aus Sandstein eine Kugel von 45 cm Durchmesser

aus; wie teuer kommt die Arbeit, wenn 1 oni1 mit 8 K 25 h bezahlt wird?
18. Berechne die Oberflache a) einer Kugel, b) einer Halbkugel naeh einem

gegebenen Modelle!
§ 204. Ubung im Kotieren und Aufnehmen (Darstellen) von geometrischen

Holzmodellen, Kombinationakorpern und architektonischen Grundformen im Grund-
und Aufriiž, notigenfalls auch im Kreuzrifi und Ubung im Bestimmen von Achsen-,
Lflngs- und Parallelschnitten ala praktische Anwendung dea projelitiviachen Zeichnena!
Beniitzung von Modellen!

XII. Rauminhalt der Korper.
§ 205. Um den Rauminhalt (denKubikinhalt oderdasVolnmet)

eines Korpers, d. i. die GroBe des von seinen Grenzflachen eingescblos-
seDen Raumes, zu bestimmen, nimmt man irgend einen bekaunten Ivorper
als Einheit des KubikmaBes an und uniersucht, wie oft derselbe in
dem gegebenen Korper entbalten ist. Die gefundene Zabl heiBt
die MaBzabl fiir den Rauminhalt des Korpers.

Als Einheit des Korper- oder KubikmaBes nimmt man
einen Wiirfel oder Kub us an, dessen Kante einer Langeneinheit gleich
ist, und der ein Ku bik m e ter (m 3), ein Iv ubikdezimeter (dm3), ein
Kubikzentim eter (cm3) heiBt, je naehdem die entspreehende Langen¬
einheit ein Meter, ein Dezimeter, ein Zentimeter ist.

1 m 3 = 1.000 dni' a 1.000 cm3 a 1.000 mm3.
Als HohlmaB heifit das Kubikdezimster Liter (l);

100 Liter = 1 Hektoliter (M).
EiDen Korper messen heiBt also untersuchen, wieviel Kubik-

meter, Kubikdezimeter usw. in demselben enthalten sind. Es wiirde zu
mubsam und in vielen FaJlen unausfiibrbar sein, diese Untersuebnng
durch wirkliches Keben- und Aufeinanderlegen der Kubikeinheit vorzu-
nehmen; einfaeher wird der Rauminhalt eines Korpers mittelbar aus
den MaBen der Linien oder Flachen, von denen die GroBe desselben ab-
hangt, durch Reebnnng gefunden.

Zwei Korper, die denselben Rauminhalt haben, heifien inhaltsgleich.
§ 206. LaBt man einen Korper durch die Parallelbewegung

eines ebenen Gebildes entstehen, so hangt sein Kubikinhalt ab: 1. von
der urspriinglichen GroBe des sich bewegenden Gebildes, d. i. von der
Grundflache des Korpers; 2. von der GroBe dieses Gebildes vriibrend des
Verlaufes der ganzen Bevvegnng und 3. von der Entfernung der letzten
Siellung des Gebildes von der urspriinglichen Stellung, d. i. von der
Hohe des Korpers.
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Bleibt die GroBe der Grundflache wiihrend der Parallel-
bewegung unverandert, wie bei dem Prisma und dem Zjlinder, oder
nimmt sie stetig ab, bis sie in einem Punkte verschwindet, wie bei der
Pjramide und dem Kegel, so hangt dann der Ivubikinhalt bloB von der
Giundflacbe ond von der Hohe ab. Daraus foigt:

Zwei Prismen, z w e i Zylinder, zwei Piramiden oder
zwei Kegel sind inhaltsgleieh, wenn sie gleiche Grund-
flachen und gleiche Hohen haben. Veranschaulichuug!

Der Bauminhalt einer Kugel hangt bloB von ihrem Halbmesser ab.
Zwei Kugeln sind inhaltsgleieh, wenn sie gleiche

Halbmesser haben.

1. Kubikinhalt der Prismen.
§ 207. Es sei zunaehst der Korperinhalt eines reehtvvinldigen

Parallelepipedes ABCDEFGH (Fig. 248) zn beslimmen, in dem
die Lange AB = 3 dm, die Breite AD = 2 dni und die Hohe AE =
— 4 dm ist. Da die Grundflache 3 dm 2 X 2 = 6 dm 2 enthalt, so laBt
sich auf ihr e in dm3 6mal auflegen; das Prisma
enthalt also bis zu einer Hohe von 1 dm e in e
Sehichte von 6 dm 3 ; zu jeder weiteren gleichen
Hohe gehort wieder eine Sehichte von 6 dm 3.
Das ganze Prisma hat v i e r Schichten, jede
Sehichte mit 6 dm3, daher 6 dm3X 4 = 24 dm3=
— (3 X 2 X 4) dm 3. — AUgemein lassen sich
der Grundflache jedesmal so viele Kubikeinheiten
aufstellen, als dieselbe Quadrateinheiten enthalG
und es erscheinen so viele soleher Schichten von
Wiirfeln ubereinander, als die Hohe Langenein-
heiten enthalt. Man muB daher, um den Raum-
inhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedes zu erhalten, die MaBzahlen
seiner Grundflache und Hohe, oder was gleiehviel ist, die MaBzahlen seiner
Lange, Breite und Hohe miteinander multiplizieren.

Kiirzer sagt man gewohnlich:
Der Rauminhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedes

ist gleich dem Produkte aus der Lange, Breite und Hohe
oder dem Produkte aus der Grundflache und der Hohe.

Da jedes Prisma mit einem rechtwink1igen Parallelepiped, das mit
ihm 'gleiche Grundflache und dieselbe Hohe hat, inhaltsgleieh ist (§ 50),
so foigt allgemein:

Fig. 248.
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Der Rauminhalt eines jeden Prismas ist gleich dem Pro¬
dukte aus der Grundflaehe und der Hohe.

Bezeichnet g die MaBzahl der Grundflaehe, h die MaBzahl der Hohe
und v den Rauminhalt eines Prismas, so ist

7 v t, vv — g - h, 9= h=z -J'
Hier und weiterhin sind, wenn von Produkten aus Flaehen

und Linien geredet wird, immer nur die MaBzahlen derselben
zu verstehen.

§ 208. Ein VViirfel (Kubus, Hexaeder) ist ein rechtwinkliges
Parallelepiped von gleicher Lange, Breite und Hohe; derKubikinhalt
eines Wiirfels ist also gleich der dritten Potenz einer
Seite.

Ist z. B. die Lange der Seite eines Wiirfels 2 dm, so hetragt die
Grundflaehe 2 dm 2 X 2 = 4 dm2. Es lassen sich demnach auf der
Grundflaehe 4 dm 3 auflegen und zwar his zu einer Hohe von 1 dm,
und von da his zur Hohe von 2 dm liegt noch eine Schiehte von 4 dm3 ;
also enthalt der Wiirfel

4 dm3 X 2 = (2 X 2 X 2) dm3 = 23 dm 3 = 8 dm3.
Um dieses zu versinnlichen, nehme man 8 kleine und gleiche Wtirfel und

lege diese gehorig neben- und aufeinander.
Man iiberzeugt sich auf gleiche Weise, daB ein Wiirfel, dessen

Seite 3 dm ist, (3X6X3) dm 3 = 33 dm3 == 27 dm3,
„ 4 m. „ (4 X 4 X 4) m3 = 43 m3 = 64 m3,
„ 5 cm „ (5 X 5 X 5) cm3 — 5 3 cm3 — 125 cm3 enthalt.

Der Kubikinhalt eines VViirfeis wird also gefunden, indem
man die MaBzahl einer Seite (Kante) dreimal als Faktor
setzt oder zur dritten Potenz erhebt.

Darum wird aueh im Reehnen die dritte Potenz einer Zahl der Kubu s der¬
selben genannt.

Bezeiehnet s die Lange einer Seite und v den Rauminhalt eines
Wurfels, so ist

v — s 3 und s — V v.
HeiBt 8 die Seite und V der Rauminhalt eines zweiten Wurfels,

so ist V= S3, daher F : v = S3 : .v 3 ; d. h.
die Rauminhalte zweier Wiirfel verhalten sich wie die

dritten Potenzen ihrer Seiten.
§ 209. Ubungsaufgaben.
1. Bereehne den Rauminhalt folgender reehtwinkliger Parallelepipede:
a) Lange 2'4 m, Breite 18 dm, Hohe 360 cm;
b) ■„ 1'26 m, „ 10'5 dm, „ 0'84 m;
c) „ 12 m 4 cm, „ 1 'm 7 dm 5 cm, 8 m 3 drn\ .
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2. Wie grofi ist der Rauminhalt eines Prismas, dessen Grundflache 5 dm-

46 cto2 und dessen Hohe 2 dm 9 cm ist?
3. Die Grundflache eines 6 dm hohen geraden Prismas ist ein (Juadrat, dessen

Seite 5 dm 4 cm betragt; wie grofi ist der Rauminhalt?
4. Der Inhalt eines Prismas ist 6 m8 850 dm3, die Hohe 1 to 3 dm; wie grofi

ist die Grundflache?
5. In einem rechtrvinkligen Parallelepiped ist die Grundflache 7‘3 dm lang

und 24 cm breit; rvie grofi ist die Hohe, rvenn der Inhalt 61 dm3 320 cm? betragt?
6. Ein Pfeiler mit quadratiseher Grundflhehe hat 40 dm3 353 cto3 Inhalt und

7J dm Ilohe; wie grofi ist eine Grundkante?
7. Wie grofi ist der Rauminhalt eines vierkantigen Holzes von 2'3 m Lange,

8 dm und 0‘2 m Dicke?
8. Wieviel Hektoliter Getreide kann ein Getreidekasten aufnehmen, rvenn die

Lange desselben 2 to, die Breite 1'3 m und die Hohe lf m betragt?
9. Ein Wasserbehalter ist, von aufien gemessen, 2 m lang, 8 dm breit und

5 dm hoch; rvieviel Liter kann er fassen, rvenn die Wande und der Boden 1 dm
dick sind?

10. Welehe Hohe mufi man einer Kiste geben, die bei 9 dm Lange und 5 dm
Breite 135 dm3 fassen soli ?

11. Die Grundflache eines prismatisehen Gefhfies ist ein Rechteck von 2 m
Lange und 1 to 2 dm Breite; rvie tief mufi das Gefafi sein, rvenn es 12 Hektoliter
fassen soli?

12. Die Lange einer Mauer ist 21 to, die Hohe 2 to 5 dm, die Dicke 9 dm;
rvieviel Ziegel braucht man, um diese Mauer aufzufiihren, rvenn ein Ziegel samt
Verbindungsmittel 30 cm lang, 15 cm breit und 7 cm hoch anzunehmen ist?

13. Eine Mauer ist 21 to lang, 8 dm dick und 8 m hoch; rvelchen Druck iibt
dieselbe auf die Unterlage aus, rvenn 1 tos Mauerrverk 1634 kg rviegt?

14. 1 CTO3 reines Wasser rviegt 1 g; rvieviel rviegt ein mit Wasser gefulltes
Blechkastchen von 1| dm Lange, 1£ dm Breite und 8 cm Hohe, rvenn das leere
Blechkastchen 155 g rviegt?

15. Ein Prisma, dessen Grundflache 4 dms 2 und dessen Hohe 8 dm ist, soli in
einen Witrfel verrvandelt rverden; rvie grofi rvird die Seite des Wiirfels sein?

16. Die Hohe eines Prismas ist 1 to 5 dm, die Grundflache ein gleichseitiges
Dreieck von 1 m Seitenlange; rvie grofi ist der Rauminhalt dieses Prismas?

17. Ein gerades Prisma, dessen Grundflache ein gleichschenkliges Dreieck von
1 dm 6 cto Grundlinie und 15 cto Hohe ist, hat 3 dm3 Inhalt; rvie grofi ist dessen
Oberflaehe?

18. Die Grundflache eines geraden Prismas ist ein regelmafiiges Sechseek, die
Hohe gleich l m S dm; rvie grofi ist der Rauminhalt des Prismas, rvenn eine Seite
der Grundflache 1 to 1 dm ist?

19. Der Dachraum einer Scheune bildet ein dreiseitiges Prisma, dessen Grund¬
flache 5'6 to zur Grundlinie, 3 TO zur Hohe hat, und dessen Hohe (Lange des Daches)
8‘4 to betragt; rvieviel kg Heu kann dieser Raum aufnehmen, rvenn 1 to3 Heu
114 kg rviegt?

20. Eine 3 km 560 to lange und 6 to breite Strafie soli mit Kies l - 2 dm hoch
beschiittet rverden; rvieviel to3 Kies braucht man dazu und rvieviel Euhren sind
notig, rvenn der Wagenkasten 1*6 TO lang, 7 dm breit und 5 dm tief ist?

21. Ein Balken ist 4 TO lang und hat zu Grundflachen zwei gleiche Trapeze,
in denen die Parallelseiten 4 dm und 3 dm sind und die Hohe 1'5 dm betragt;
rvie grofi ist der Rauminhalt?
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22. VVieviel m3 Erde fafit ein VVagenkasten, welclier 2 m lang, 8J dm tief,

oben 1*2 m und uuten 8 dni breit ist?
23. Zur Herstellung eines Kellers mufi die Erde in einer Liinge von 9*6 m

durehaus 74 dm breit und 2f m tief ausgegraben werden; wieviel Wagen Erde gibt
dieses, \venn die Wagentruhe 1'8 m lang, 1 m breit und 0’7 m tief ist und wenn
10 m3 feste Erdmasse beim Ausgraben 18 m3 lockeres Erdreieh geben?

24. Aus 29 m3 gebranntem Kalk erhiilt man 100 m,3 geloschten Kalk; wieviel
m3 gebrannten Kalk braueht man, um eine Grube von 3 2 m Liinge, 2£ m Breite
und 15 dm Tiefe mit geloschtem Kalke zu fiillen?

25. Ein Kasten von 1'2 m Liinge und 7 dm Breite var zum Teil mit Wasser
gefiillt; als man in denselben einen Stein von unregelmiifiiger Form legte, stieg das
Wasser um 1 dm und bedeckte den Stein; wie grofi ist der Rauminhalt des Steines?

26. Messen und Bereclmen prismatischer Modelle!
27. Mifi die Liinge, Breite und Hohe eures Lehrzimmers und berecline, wieviel

m3 Luftraum auf einen Schiiler kommt?
28. Berecline den Rauminhalt eines VViirfels, dessen Seite ist:

a) 12 cm, b) 2 m 4 dm, c) 1'05 m,
d) 1J dm, e) 1 m 3 dm 5 cm, f) 0'575 ml

29. Die Oberflaehe eines Wiirfels betriigt 3 dm2 98 cm2 53J mm2 ; wie grofi
ist sein Rauminhalt?

30. Wie grofi ist die Kante eines Wiirfels, dessen Rauminhalt a) 2 m3,
b) 6 dm3 751 cm3 269 mm3 betriigt?

31. Eine Seiteniliiehe des VViirfels betriigt 3 m2 61 d/n'2 ; wie grofi ist a) die
Kante, b) der Rauminhalt?

32. Wie grofi ist die Oberfliiche eines Wiirfels, dessen Rauminhalt 8 dm9
615 em3 125 mm3 betriigt?

33. Ein rviirfelformiges Gefiifi hat 4'8 dm innere VVeite; wieviel Liter fafit es?
34. An einem VViirfel von Granit betragt jede -Seite 1'4 m; wieviel wiegt der

W(irfel, wenn ein dm3 Granit 2'7 kg wiegt?
35. Die Seiten zweier Wiirfel sind 4 cm und 12 cm; wie verhalten sich a) ihre

Oberflhchen, b) ihre Rauminhalte?
36. Die Diagonale der Grundflache eines Wiirfels betriigt 2’4 dm; wie grofi

ist a) die Seite, b) die Oberfliiche, c) der Inhalt des VViirfels?
37. Es soli ein VViirfel verfertigt werdcn, der so grofi ist wie zwei andere

Wiirfel, deren Seiten 5 dni 4 cm und 4 dm 9 cm betragen; wie lang wird eine
Seite desselben genommen werden miissen?

38. Mifi und berechne vorhandene VViirfel!
39. Wie grofi ist das Gewicht eines Sandsteinviirfels von 2 »n2 8 dm2 Ober-

flUche, wenn 1 m3 Sandstein 2'35 t wiegt?

2. Kubikinhalt eines Zylinders.
§ 210. Da jeder Zylinder als ein Prisma, dessen Grundflachen

Kreise sind, betrachtet werden kann, so gilt der Satz:
Der Kubikinhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkte

aus der Grundflache und der Hohe.
Nadi der Formel: v — g . h = ~z r 2 . h,
Fiir den gleichseitigen Zylinder hat man h —‘ir, daher

v — 2nr3.
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Ofters ist der Rauminhalt einer zylindrischen Rohre zu
berechnen. Dieser Korper entsteht, wenn aus einem Zylinder ein anderer
herausgesshnitten wird, der mit ersterem dieselbe Achse gemeinsehaftlich
hat. Den Rauminhalt einer zylindrischen Rohre findet man
demnach, wenn man vom Rauminbalte des vollen Zylinders den des
herausgeschnittenen Zylinders subtrahiert.

v = R-jzh — r* nh — hn (R2 — r3).
Ubungsbeispiele.
1. Die Grundfiache eines geraden Zylimlers hat 4'5 dm zum Halbmesser

seine Hohe ist 8'4 dm-, wie grofi ist der Rauminhalt des Zylinders?
2. Berechne den Rauminhalt folgendei' gerader Zylinder:
a) Durchmesser (Halbmesser) der Grundfliiehe 23 cm, Hiihe 1'4 dm;
b) Umfang „ „ 1 m d cm, „ 1 m 8 dm 8 cm !
3. Der Rauminhalt eines Zylinders ist 3 m3 360 dm3, der Durchmesser der

Grundfiache 1'4 m; wie grofi ist die Hohe?
4. Der Inhalt eines Zylinders ist 6 dm3, die Hohe 1 dm 6 cm; wie grofi ist

die Grundfliiehe?
5. Bestimme den Halbmesser der Grundfiache eines Zylinders, dessen Hohe

4 dm und dessen Inhalt 9 dm3 496 cm3 betragt!
6. Ein gleichseitiger Zylinder hat 2 dm 4 cm zur Seite; suche den Rauminhalt!
7. Die Mantelflache eines geraden Zylinders betragt 7 dm2 4 cm3, der Umfang

der Grundfiache I dm 7 cm 6 mm; wie grofi ist der Rauminhalt des Zylinders?
8. Ein VVtirfel ist inhaltsgleich mit einem geraden Zylinder von 4 dm Durch¬

messer und 3 dm Hohe; wie verlialten sich die Oberflachen der beiden Korper?
9. Es soli ein runder Brunnensehacht gegraben werden, dessen Weite 1 j m

und dessen Tiefe 8 m 4 dm betragt; wie hoch belaufen sich die Kosten, wenn fiir
das Ausheben und VVegfiihren von 1 m3 Erde 3 K bezahlt werden?

10. Welchen Druek iibt eine VVassersiiule von 2'2 m Hiihe auf den Boden
eines zylindrischen Gefiifies von 6 dm Durchmesser aus, da 1 dm3 Wasser 1 kg wiegt?

11. Ein zylindrisches Gefiifi soli 1 Liter enthalten; wie hoch mufi es sein,
wenn der innere Dui'chmesser 103‘4 mm betragt?

12. Wie grofi ist der Durchmesser eines zvlindrischen Gefiifies, das 5'031 d/n
hoch ist und 1 hi halt?

13. In ein zvlindrisehes Gefiifi von 4 dm Durchmesser, welches zum Teile mit
VVasser gefullt war, wurde ein unregelmafiiger Korper gesenkt, so dafi ihn das VVasser
bedeckte; das Wasser stand danil 36 cm hoch. Nachdem man den Korper herausge-
nommen hatte, stand das VVasser noch 24 cm hoch ; \velchen Rauminhalt hat der Korper?

14. Eine Feuerspritze hat 2 Zylinder (Stiefel), deren innerer Durchmesser
1'8 dm betragt, die Hubhohe des Kolbens ist in jedem 2‘3 dm und jeder Kolben
steigt wahrend einer Minute 25mal auf und ab; wieviel hi VVasser wird diese Feuer¬
spritze wahrend einer Stunde unausgesetzter VVirksamkeit verspritzen?

15. Der innere Durchmesser eines runden Turmes ist 4 2 m, die Mauer ist
1’2 m dick; wieviel m3 enthalt die Mauer, ivenn die HShe des Turmes 14'5 m betragt?

16. VVieviel dm3 GuSeisen braueht man zum Giefien einer Rohre von 2'6 m
Lange, wenn die Wandstarke 12 mm und der innere Durchmesser 2 dm betragen soli?

17. Eine gufieiserne VValze von 1'2 m Liinge und 11 cm Durchmesser wird
so weit abgedreht, dafi der Durchmesser nur 9 "5 cm betragt; um wieviel ist die
abgedrehte VValze kleiner als die friihere?



18. Es soli eine liohle metallene VValze gegos*m \verden, deren Lange 1 m
ist; die Weite im Lichten ist 3 dm, die Starke des Aletalls 2'o em uud 1 dm3 des-
selben wiegt 7'2 kg. Wenn nun das kg zu 64 h gerechnet wird, wieviel kostet
die ganze Walze ?

19. Zu einer Leitung braucht man in einer Lange von 848 m Rohren von
Blei, welche 1'6 em dick sind, und deren Weite im Lichten 8 em betriigt; wieviel
kostet das Blei, wenn 1 dnv' desselben 11'35 kg wiegt und das kg Blei mit 80 h
bezahlt wird?

20. Ein Miihlstein hat 1*6 m im Durchmesser und ist 3 dm dick; die innere
vierseitige Offnung ist 1 dm weit; wieviel wiegt derselbe, wenn 1 dm3 Stein
2'7 kg \viegt?

21. VVieviel Ziegel braucht man, um ein Tor zu verlegen, das mit vollem
Bogen geschlossen ist, wenn die Weite im Lichten 2‘4 m, die Hohe bis zum Schlufi-
steine 3'6 m, die Dicke der Mauer 7'5 dm ist und wenn auf 1 m3 Mauenverk
264 Ziegel gerechnet werden?

22. Mili und berechne zylindrische Modelle!

3. Kubikinhalt einer Pyramide und eines Pyramidenstumpfes.
§ 211. Jedes dreiseitige Prisma laflt sich in drei in-

haltsgleiche dreiseitige Pvramiden zerlegen. (Fig. 249.)
Fig. 249.

3

Schneidet man das dreiseitige Prisma ABCDEF durch die beiden
Ebenen AEC und A EF, 1) so erhalt man die drei dreiseitigen Pyramiden
ABGE, DEFA und ACFE, von denen die beiden ersten sofort als
inhaltsgleich erkannt werden, da die G-rundflachen ABC und DEF und
die IPohen EB und AD gleich sind. Aber auch die zweite und dritte
Pyramide sind iuhaltsgleich; denn die Grundflaehen ADF und ACF
sind gleich als Halften des Rechteckes A CBF, und von der Spitze E
auf diese Grundflaehen gezogene Hohen sind auch gleich. Es sind somit
alle 3 Pyramiden einander gleich. Daraus ergibt sich der Satz:

Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Teil eines
Prismas von gleicher Grundflache und gleicher Hohe.

*) Der Sehnitt konnte auch nach den Ebenen A B F und AKF gefuhrt wcrden.
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Da der Rauminhalt eines Prismas gleich ist dem Produkte aus der

Grundflache und der Hohe, so folgt: Der Rauminhalt einer drei-
seitigen Pyramide ist gleich dem Produkte aus der Grund-
flaehe und dem dritten Teile der Hohe.

§ 212. .Tede mehrseitige Pyramide OAB GDE (Fig. 250)
lafit sich in lauter dreiseitige Pvramiden zerlegen, die mit ihr dieselbe
Hohe haben. Der Rauminhalt einer dreiseitigen Pyramide
ist gleich der Grundflache multipliziert mit dem dritten
Teile der Hohe; daher ist der Rauminhalt aller drei¬
seitigen Pvramiden, d. i. der Rauminhalt der mehr-
seitigen Py rami d e, gleich der Summe der Grund-
flaehen aller dreiseitigen Pyramiden, d. i. der Grund-
f 1 a c h e der . mehrseitigen Pyramide, multipliziert
mit dem dritten Teile der gemeinsehaftliehen
Hohe.

Es gilt also allgemein der Satz:
Der Rauminhalt einer Pyramide ist gleich dem Produkte

aus der Grundflache und dem dritten Teile der Hohe.

Nach der Formel: v = g • -jj- •
O

§ 213. Der Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes wird gefun-
den, indem man die Summe der beiden Grundflachen und
der Quadratwurzel aus dem Produkte derselben mit dem
drittenTeile derHohe multipliziert. Bezeichnet man die beiden
Grundflachen mit G und g und die Hohe des Stumpfes mit h, so erfolgt
die Berechnung des Rauminhaltes nach der Formel:

v= (G-f V6g + g)-y'
Annaherungsweise findet man den Rauminhalt eines

Pyramidenstumpfes, indem man die halbe Summe der beiden Grund¬
flachen mit der Hohe des Stumpfes multipliziert.

Ubungsbeispiele.
1. Bereehne den Rauminhalt folgender Pyramiden:
a) Grundflache 13 dmi2 , Hohe 8 dm;
b) „ 2 dm'1 34 and, Hohe 6'3 dm-,
c) „ 1 m? 85 d/m1, Hohe 5 dm 6 em\
2. Der Inhalt einer Pyramide ist 626 dm3 400 cm3, die Hohe 0'9 m; wie grofl

ist die Grundflache?
3. Der Inhalt einer Pyramide ist 9 ms 61 dm8, die Grundflache 4 m2 41 dni1 ;

wie grofi ist die Hohe?
4. In einer Pyramide ist die Grundflache ein Rechteck von 3 dm 4 cm Lange

und 1 dm 9 mn Breite, und der Rauminhalt 17 dm8 955 and ; wie grofi ist die Hohe?
5. In einer regelmiiGigen vierseitigen Pyramide betragt jede Grundkante 4 dm

und jede Seitenkante 5 dm; \vie grofi ist der Rauminhalt?

Fig. 250.
O
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6. In einer regelmftfiigen sechsseitigen Pyramide ist eine Seite der GrundflUche

2 dm und eine Seitenkante 3 din 4 cm; bestimme den Rauminhalt!
7. Die Seite eines Tetraeders ist 1 dm; wie grofi ist der Rauminhalt?
8. Wie grofi ist a) die Oberflache, b) der Rauminhalt eines Oktaeders, dessen

Seite 4 dm betragt?
9. Es soli eine Pyramide, deren Grundflache 1 m1 15 dm2 und deren Hohe

2 m betriigt, aus Eisen gegossen werden; wieviel wird sie wiegen, da 1 dm3 Eisen
7'21 kg wiegt?

10. Wie grofi ist das Gewicht einer regelmiifiigen vierseitigen Pyramide aus
Marmor, wenn die Hohe 3 m, eine Seite der Grundflache 5 dm betragt und 1 dm2
Marmor 2'72 kg \viegt?

11. Berechne den Kubikinhalt der grofien Pyramide von Gizeh (s = 232'8 m,
h = 145 m)!

12. In einem Pyramidenstumpfe, dessen Grundflachen Quadrate sind,
betragt eine Seite der unteren Grundflache 2 dm 5 cm, eine Seite der oberen Grund¬
flache 1 dm 9 cm, die Hohe 2 dm; berechne den Rauminhalt desselben nach jeder
der drei ih § 67 angefiihrten Methoden!

13. Es sei ein regelmiifiiger dreiseitiger Pyramidenstumpf aus Eisen zu giefien;
die Hohe soli 2'5 m, die Seiten der Grundflachen sollen 0'8 m und 0'4 m betragen;
wieviel kg Eisen wird man dazu brauchen? (1 dm3 Eisen wiegt 7'21 kg.)

14. VVieviel wiegt ein Pyramidenstumpf aus Marmor, dessen Grundflachen
Quadrate von 1'2 m und 1 m Seitenlange sind und 15 m voneinander abstehen?
(1 dm3 Marmor vviegt 2'72 kg.)

15. Ein vierkantig behauener Baumstamm von 5 m Lange ist an der einen
Grundflache 28 cm breit und 22 cm hoeh, an der anderen 24 cm breit und 19 cm
hoch; wieviel m3 IIolz enthalt er?

16. VVieviel Liter fafit ein 6'2 dm tiefes Gefafi von der Form eines Pyramiden-
stumpfes, dessen Grundflachen Quadrate von 4'8 dm und 3'2 dm Seitenlange sind?

17. Eine 22 dm tiefe Grube ist unten 3 m lang und 2'6 m breit, oben 4 m
lang und 3'5 m breit; wieviel m3 Erde braucht man, um die Grube zuzuschiitten?

18. Auf einer Landstrafie ist jeder Sehotterhaufen unten 2'2 m, oben 1'4 m
lang, seine Breite betragt 1 m und die Hohe 0'7 m; wie grofi ist sein Rauminhalt?

Um den Rauminhalt eines solchen Ivorpers (Fig.
2M) zu bestimmen, braucht man nur von den oberen
Eckpunkten auf die Grundflache zwei parallele normale
Schnitte fiihren; dann erscheint der Mittelteil als ein
dreiseitiges Prisma und die beiden Seitenteile geben
zusammen eine vierseitige Pyramide.

19. Berechne a) die Oberflache, b) den Kubikinhalt von Pyramiden und
Pyramidenstumpfen nach gegebencn Modellen auf Grund genauer Messungen!

Fig. 251.

4. Kubikinhalt eines Kegels und eines Kegelstumpfes.
§ 214. 1. Da ein Ivegel als eine Pyramide, deren Grundflache ein

Kreis ist, betrachtet vverden kann, so folgt:
Der Rauminhalt eines Kegels ist gleich dem Produkte aus

der Grundflache und dem dritten Teile der Hohe.
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T “«'T“ 3rr ’T
Ist der Kegel ein gerader and s eine Seite desselben, so ist

h = Vs 2 daher v — n r‘
T~ •Vs 2

Fiir den gleiehseitigen Kegel hat man s = 2r, folglich

v = ~V3T
O

2. Der Rauminhalt eines Kegeistumpfes wird anf dieselbe Weise
wie der Inhalt eines Pyramidenstumpfes berechnet, indem man die
Summe der beiden Grundflachen und der (Juadrattvurzel
aus dem Produkte derselben mit dem dritten Teile der

Hohe multipliziert. Kach der Formel: Y = (G-|-VG'g;-|-g)*u*
O

v = (R*n + Urn + r2 n) ■ ~ = ~ (R* + Er + r2).
o o

In der Praxis begniigt man sich haufig mit einer annahernd genauen
Bestimmung des Rauminhaltes eines Kegeistumpfes, indem man diesen
als einen Zylinder berechnet, dessen Grundflšiche gleich ist der halben Summe der
beiden Grundflachen des Stumpfes (das arithmetische Mittel derselben) und
dessen Hiihe die Hbhe des Stumpfes ist.

Ubungsbeisplele.

V
G + g

2 • h.

1. Berechne den Rauminhalt folgender Kegel:
a) Halbmesser der Grundflšiche 6 dvi 2 um, Hiihe 7‘5 dm;
b) Durchmesser „ „ 14J cm, „ 23| cm;
c) Umfang „ „ 1 m 1 dm 8 cm, Hiihe 2 m 6 cm\
2. Der Rauminhalt eines Kegels ist 26 dm3 225 um3, die Grundfliiche 4 dm3

25 cm2 ; wie grof? ist die Hohe?
3. Der Inhalt eines Kegels ist 1 ms 88 dm3 46 cm3, die Hohe 1*8 m; wie grofi

ist die Grundfliiche?
4. Wie grofi ist der Halbmesser der Grundflache eines Kegels, dessen Hohe

3*5 dm und dessen Inhalt 55‘894 dm3 betriigt?
5. Wie grofi ist a) die Hiihe, b) der Rauminhalt eines geraden Kegels, dessen

Seite 2'4 dm betriigt und dessen Grundfliiche 2 dm zum Halbmesser hat?
6. Die Mantelfliiche eines geraden Kegels ist 2 dm2 85 cm2, der Halbmesser

der Grundfliiche 5 cm; wie grofi ist der Rauminhalt?
7. Welche Liinge hat die Seite eines Wiirfels, der mit einem Kegel von 4'2 dm

Durchmesser und 4'5 dm Hohe inhaltsgleich ist?
8. In einem gleiehseitigen Kegel ist die Seitenliinge 7 dm 5 cm; wie grofi

ist der Inhalt?
9. Ein kegelformiger Filtriertrichter soli ein Liter halten und oben 1*5 dm

Durchmesser haben; wie grofi mufi dessen Hohe sein?
10. In einem kegelfiirmig aufgeschiitteten Getreidehaufen betriigt der Umfang

der Grundflache 2 m 5 dm und die Hohe 1 m; wieviel hi Getreide enthiilt der Haufen?
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11. Ein Heusehober hat 2‘6 m Durchmesser und 4'5 m Hohe; wieviel kg Heu
enthalt er, wenn das m3 Heu 114 kg wiegt?

12. Ein messingener Kegel ist 21 cm hoeh und hat eine Grundflache von
10'5 cm Durchmesser; wie grofi iat das Gewicht desselben, \venn 1 dm 3 Messing
8f kg -sviegt?

13. VVelchen Wert hat eine Tanne, die 12‘6 m hoch ist und unten 2'2 m
im Umfange hat, wenn das m3 Holz mit 16 K 80 h bezahlt wird?

14. Aus einem kegelfonnigen, mit Wasser gefiillten Gefafie von 21 cm Durch-
messer und 15 cm Hohe wird das Wasser in ein zylindrisclies Gefafi von 12 cm
Durchmesser gegossen; wie hoch wird das Wasser in diesem Gefafie stehen?

15. Ein Ziment fiir 01 von der Form eines gleichseitigen Kegels fafit 1 l;
wie grofi ist sein Durchmesser?

16. VVie grofi ist der Rauminhalt eines Kegelstumpfes, dessen Grund-
fliichen 3 m und 2 m zu Durchmessern haben und 1'2 m voneinander abstehen?

17. Die Durchmesser der Grundflachen eines geraden Kegelstumpfes sind
2'4 dm und 1*8 dm, die Seite betragt 3‘02 dm; wie grofi ist a) die Hohe, b) der
Rauminhalt des Stumpfes?

18. Ein Baumstamm hat an dem einen Ende 17 dm, an dem andern 13’6 dm
Umfang, die Lange betragt 7 m; wie grofi ist a) sein Rauminhalt, b) sein Gewicht,
wenn ein dm3 0'48 kg wiegt?

19. Ein Bottich hat 1 m unteren und 1'4 m oberen Durchmesser und 1'2 m
Tiefe; wieviel Hektoliter fafit derselbe?

20. Ein in Form eines Kegelstumpfes anzufertigendes Gefafi soli unten 24 cm
und oben 27 cm Umfang haben und 10 Liter halten; wie hoch mufi es gemacht vverden ?

21. Wieviel m3 Scheitholz gibt ein Baumstamm von 5 m Lange, der an dem
einem Ende 7 dm, an dem andern 6 dm Durchmesser hat, wenn man annimmt, dafi
1 ms Stammholz 1J ms Scheitholz gibt?

22. Berechne a) die Mantelflache, b) die Obeidlache, e) den Korperinhalt eines
Kegels und eines Kegelstumpfes nach einem Modelle!

5. Kubikinhalt einer Kugel.
§ 215. Legt man durch die Durchmesser AB und CD (Fig. 252)

sehr viele groBte Kreise, so zerfallt die Oberflache der Kugel in lauter
Vierecke und Dreiecke, die man fiir ehen und
geradlinig ansehen kann, wenn die Anzahl jen er
Kreise sehr grofi angenommen wird. Zieht man
nun von allen Durchschnittspunkten der Ober¬
flache gerade Linien zum Mittelpunkte der Kugel
und denkt sich durch je ztvei solche Strecken
eine Ebene gelegt, so erscheint die Kugel aus
lauter Pvramiden zusammengesetzt, die alle ihre
Grundflache an der Kugeloberflache und ihre
Scheitel am Mittelpunkte haben; ihre gemein-

schaftliche Hohe ist daher der Halbmesser der Kugel. Der Rauminhalt
einer Pyramide aber wird gefunden, indem man die Grundflache mit dem
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dritten Teile der Hohe multipliziert; daher ist der Eauminhalt aller jener
Pyramiden zusammengenommen, d. i. der In h alt der ganzen Kugel,
gleich der Summe aller Grundflachen, d. i. der Kugeloberflaehe,
multipliziert mit dem dritten Teile des Halbmessers.

Der Kubikinhalt einer Kugel ist also gleich dem Produkte
aus der Oberflache derselben und dem dritten Teile des
Halbmessers.

Bezeichnet man durch r den Halbmesser, durch o die Oberflacbe
und durch v den Eauminhalt einer Kugel, so ist

1* 4o — 4jrra, daher y = — gjrr 345 ; d. h.

der Kubikinhalt einer Kugel ist gleich dem Kubus des Halb¬
messers, multipliziert mit | der Ludolfischen Zalil.

Um umgekehrt aus dem Kubikinhalte einer Kugel den Halbmesser
zu finden, braucht man nur den Inhalt durch | der Ludolfischen Zalil
zu dividieren; der Q.uotient ist der Kubus des Halbmessers; zieht man
daraus die Kubikwurzel, so erhalt man den Halbmesser selbst. Es
ist also ~i*/3vr = f 4 «‘

Heifit R der Halbmesser und V der Kubikinhalt einer zweiten
Kugel, so ist V = |jrR3, daher

V: v = §jiR'6 : \nr3 = R3 : r3 ; d. h.
die Kubikinhalte zweier Kugeln verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

Anmerkung.
1. Der Kubikinhalt eines Kugelausschnittes (Sektors) ist gleich dem

Produkte aus seiner Kugelmiitze und dem dritten Teile des Halbmessers der Kugel.
r 2r 2 nh .

2. Der Kubikinhalt eines Kugelabschnittes (Segmentes) ist gleich der
Differenz (oder der Summe) aus dem Kugelausschnitte und dem dazugehorigen Kegel.

3. Der Kubikinhalt einer Kugel sc hi eh te wird als Differenz der
Inhalte zweier Kugelsegmente berechnet.

Obungsaufgaben.
1. Berechne den Rauminhalt einer Kugel, deren Halbmesser a) 3 dm, b) 1'4 m,

c) 1 m 15 cm, d) 17.1 om lang ist!
2. Der Durchmesser einer Kugel ist a) 5 dm, b) 4‘3 cm, c) 1 dm 4 cm 8 mm

lang; wie grofi ist der Eauminhalt?
3. Der Umfang eines grofiten Kugelkreises ist 2 m 7 dm 9 cm 6 mm-, be-

reehne den Kubikinhalt der Kugel!
4. Der grbfite Kreis einer Kugel hat 8 dm2 53 cm2 30 mm2 Fliicheninhalt;

wie grofi ist der Kubikinhalt?
5. Die Oberfliiehe einer Kugel ist a) 22 dm2, b) 9 dm2 7 cm2 46 mm2 -, wie

grofi ist der Rauminhalt?
Mo5nik-Halbgebauer, Geometrie. 12



6. Der Rauminhalt einer Kugel sei a) 14'13 dm3, b) 91 em3 89 mm3 ; bereehne
den Halbmessei' und die Oberflache!

7. Wie grofi ist a) die Oberflšiehe, b) der Kubikinhalt der Erde, wenn man
diese als eine Kugel betraehtet, deren Halbmesser 6368'96 km betriigt? (jr = 3'14.)
Wie grofi ist das absolute Gewicht der Erde, wenn deren Dichte gleich 5'67 an-
genommen wird?

8. Ein kugelformiger Dampfkessel bat 1'2 m Durchmesser: wieviel Hektoliter
VVasser halt er?

9. VVieviel wiegt eine Kegelkugel von 1 dm Durchmesser, wenn das dms
1'05 kg rviegt?

10. Eine Kugel von 2'8 dm Halbmesser wiegt 4'5 kg; wieviel iviegt eine
andere Kugel aus demselben Stoffe, deren Halbmesser 3'2 dm ist?

11. Wieviel Kugeln von 5 mm Durchmesser konnen aus 3 kg Blei gegossen
werden, wenn 1 dm3 Blei 11'35 kg wiegt?

12. Wie grofi ist der Durchmesser einer Kanonenkugel von 15 kg Gewicht,
ivenn 1 dm 8 Eisen 7'2 kg wiegt?

13. Die Seite eines VViirfels ist 1 m und ebenso grofi ist auch der Durchmesser
einer Kugel; welches Verhaltnis haben a) die Oberflachen, b) die Kubikinhalte beider
Korper ?

14. Wie grofi ist der Durchmesser einer Kugel, \velche so grofi ist wie ein
VViirfel, dessen Seite 1 m 1 dm 1 em betragt?

15. Suche die Seite eines VViirfels, der mit einer Kugel von 1 m 2 dm Durch¬
messer inhaltsgleieh ist!

16. Einem gleichseitigen Zylinder von 1 dm Halbmesser \verden eine Kugel
und ein gerader Kegel eingeschrieben; a) wie grofi ist der Kubikinhalt jedes dieser
drei Korper; b) wie verhalten sich die Inhalte des Kegels, der Kugel und des Zvlinders
zueinander?

17. Eine Kugel, ein gleichseitiger Zylinder und ein Wiirfel haben gleiche
Oberflache, namlich 10 dm1 ; wie grofi sind die Rauminhalte dieser drei Korper?

18. Eine Kugel, ein gleichseitiger Zylinder und ein VViirfel haben gleichen
Rauminhalt, namlich 10 dm3 ; wie grofi sind die Oberflachen dieser drei Korper?

19. Um eine Kugel von 1 dm Halbmesser werden ein gleichseitiger Zylinder
und ein gleichseitiger Kegel besehrieben; \vie verhalten sich a) die Oberflachen, b) die
Inhalte dieser drei Korper? (Vergleichet den Satz von den Mittellinien im Dreiecke!)

20. Von zwei Kugeln hat die erste 6 dm, die zweite 5 dm im Durchmesser;
wie grofi wird der Durchmesser einer Kugel sein, deren Inhalt gleich ist dem Inhalte
der beiden anderen Kugeln zusammengenommen?

21. Ein zylindrischer Dampfkessel mit zivei halbkugelformigen Endstiicken
ist 1 m weit und 4 m lang, so dafi die Lange des Zylinders 3 m betragt; wie grofi
ist a) die Oberflache, b) der Inhalt des Kessels?

22. Der Umfang des aufieren grofiten Kreises einer Hohlkugel betragt 1'2 m,
die VVandstarke 2 em; wie grofi ist der Inhalt der Kugelschale?

23. Wenn man den Durchmesser der Erde = 6368'96 km und die Hohe ihrer
Luftschichte = 63 km setzt, wieviel km,3 betragt der Inhalt der Luftschichte ?

24. VVie grofi ist der Kubikinhalt eines Kugelausschnittes von 5f em Halb¬
messer und 2'1 em Segmenthohe?

25. Von einer Kugel, deren Durchmesser 10 cm betragt, wird ein Segment
von 2j em Hohe abgeschnitten; wie grofi ist der Kubikinhalt dieses Abschnittes?

26. Die Oberflache des Mondes betragt 39,000.000 km3 ; bereehne seinen
Korperinhalt!
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§ 216, Ein FaB nahert sich in der Form einem Zylinder; nnr ist
es in der Mitte bauchig und sein Dnrehmesser daselbst groBer als der
Durchmesser seiner Grund- und Bodenflache. Man begeht keinen erheb-
liehen Fehler, wenn man den Inhait eines Fasses dem Inhalte eines
Zylinders gleichsetzt, dessen Ho h e gleich ist der Lange des Fasses und
dessen Grundflache den dritten Teil aus dem doppelten Bauch- und
dem einfachen Boden d u r e h m e s s e r zum Durchmesser hat.

(2 R + rx 2
3
-j 2T.ll.

Am zweckmiifiigsten werden die Mafiliingen in De z im e tern ausgedriiekt,
da dann das Fafi soviel Liter halt, als der Rauminhalt desselben Kubikdezimeter hat.

Aufgaben.

1. Bestimme den Inhait folgender Fasser:
Bauchdurchmesser Bodendurchmesser Lange

a) 7*2 dm, 5*4 dm, 11*2 dm;
b) 6'5 dm, 5 dm, 10‘4 dm !

2. Ein Bierfafi hat 8*4 dm Bauchdurchmesser, 7'2 dm Bodendurchmesser und
13 dm Lange; wieviel Liter halt es?

3. Ein Fafi von 6 d«« Bauch- und 4'5 dm Bodendurchmesser soli 1 Hektoliter
fassen; welche innere Lange mufi man ihm geben?

7. Holzberechnung.
§ 217. Ein Baumstamm hat, wenn er gefallt und von seinen

Asten befreit ist, die Form eines Kegels; am vollkommensten ist diese
Form bei den Nadelholzern. Solche Stamme werden daher als Kegel
(§ 214, 1) berechnet. AUe groBeren Baumstamme, die in den Handel
kommen, sind entwipfelt; sie haben die Form von Kegelstumpfen und
werden als solche (§ 214, 2) berechnet, wobei man sich in der Praxis
gewohnlich der annahernd genauen Berechnungstveise bedient, namlieh
der fur Zylinder von mittlerem Querschnitte.

Aufgaben.

1. Wie grofi ist der Inhait eines nicht entwipfelten Baumstammes von 9 m
Liinge, der am Wurzelende 21 am im Durchmesser hat?

2. Ein Rundholz hat am Stammende 42 cm, am Zopfende 28 em im Durch¬
messer, die Lange betragt 7 m; wie grofi ist der Rauminhalt?

Untere Grundflache = (21 2 X 31) cni1 = 1386 cm'1
Obere „ = (14 2 X 31) cm2 = 616 „

2002 cm2 : 2
Mittlere „ . = 1001 eni1

Inhait = (1001 X 700) em 3 -- 700700 am3 = 0*7007 m3.
12*
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3. Berechne den Inhalt folgender Baumstamme:

Unterer Durchm.
a) 40 cm,
b) 36 cm,
c) 43 cm,

Oberer Durchm.
27 cm,
28 dm,
25 cm,

Lange
12 '6 m;
11‘5 m;
8'9 mi

§ 218. Die Bereehnung des Inhaltes bereits behauener Holzer
hangt von ihrer Gestalt ab. Sie sind entweder durehaus gleich stark
oder an dem einen Ende dicker als an dem andern; ferner ist die
Grundfliiche ein Quadrat, ein Rechteck oder ein Trapez.

Haben sie durehaus dieselbe Weite, so werden sie als Prismen
(§ 207) berechnet. Haben sie dagegen ungleiche Grundflaehen, so be-
rechnet man sie als abgekiirzte Pyramiden (§213), vvobei man sicb meist
mit einem nur annahernd genauen Resultate begniigt.

1. Die Grundflaehen eines Balkens sind gleiche Quadrate von 32 cm Seiten-
liinge, die Lange ist 6 m; vvie grofi ist der Rauminhalt?

2. Ein prismatisehes Bauholz hat zur Grundfliiche ein Reehteck von 42 cm
Lange und 28 cm Breite und ist 6'1 m lang; man berechne den Inhalt!

3. Ein Balken ist 5 m lang und hat zu Grundflaehen zvvei gleiche Trapeze, in
denen die Parallelseiten 40 cm und 30 cm lang sind und die Hiihe 15 cm betragt;
wie grofi ist der Inhalt?

4. Ein vierkantiges Bauholz ist 5 m lang und hat zu Grundflaehen zvvei un¬
gleiche Quadrate, deren Seiten 31 cm und 27 cm lang sind; vvie grofi ist der Inhalt?

5. Ein vierkantig behauenes Holz ist 8 m lang und hat zu Grundflaehen zwei
Rechtecke, deren Langen 4 dm und 3 dm und deren Breiten 3 dm und 2'4 dm sind;
vvie grofi ist der Rauminhalt!

6. Wieviel ist ein Balken von quadratisehem Querschnitte wert, wenn er 3'2 m
lang, an dem einem Ende 41 cm, an dem anderen 31 cm stark ist, und vvenn das m8
mit 56 K bezahlt vvird?

8. Bestimmung des Rauminhaltes durch das Gevvicht.
§ 219. Der Rauminhalt eines Korpers laBt sieh auch durch das

Gewicht bestimmen.
Die GroBe des Druckes, den ein Ivorper von beliebigem Rauminhalte

auf seine Unterlage ausiibt, heiBt das absolute Gewieht des Korpers.
Das Gewicht, das eine Kubikeinheit, z. B. 1 dm 3 oder 1 cm3 des Korpers
hat, nennt man dessen spezifisches Gevvicht oder dessen Eigen-
gevvicht. Z. B. das Eigengewicht des Silbers ist 10*51; d. h. 1 dm 3
Silber wiegt 10*51 /.v/, oder 1 cm 3 Silber vviegt 10*51 (J.

Da 1 dm 3 destilliertes Wasser 1 hg vviegt, so zeigt das spezifische
Gewieht eines Korpers fiir 1 dm 3 auch an, wie vielmal so groB als das
Gevvicht eines bestimmten Raumteiles reinen Wassers das Gevvicht eines
ebenso groBen Raumteiles des betreffenden Korpers ist.

Hier folgen die spezifischen Gevvichte einiger Korper.

Aufgaben.
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1 Kubikdezimeter

Es sei z. B. der Rauminhalt eines Silberbarrens, der 32 kg wiegt, zu bestimmen.
Da 1 dm3 Silber 10'51 kg \viegt, so nehmen 32 kg Silber soviel dm3 Raum

ein, so oft 10'51 kg in 32 kg enthalten sind; man hat daher
32 kg : 10'51 kg = 3‘045, v — 3'045 dm3 = 3 dm3 45 cm3.

Der Rauminhalt. eines Korpers in Kubikdezimetern
wird demnach gefunden, indem man das absolute Gewicht desselben in
Ivilogrammen durch das spezifische Gewicht fiir 1 Kubikdezimeter dividiert.

Hiernach kann man auch den Inhalt eines Gefafies durch das Gewicht be¬
stimmen. Man wiigt das leere Gefiifi ab, ftillt es mit VVasser, bestimmt dann das
Gewicht des so gefiillten Gefiifies und subtrahiert das erste Gewicht von dem zweiten
Soviel Kilogramm der Gevvichtsunterschied betragt, soviel Kubikdezimeter oder Liter
enthiilt das Gefiifi.

Umgekehrt findet man aus dem Rauminhalte eines Korpers sein
absolutes Geivieht, indem man sein spezifisches Gewicht mit der
Mabzahl des in Kukikdezimetem ausgedruckten Rauminhaltes multipliziert.

Ist z. B. das absolute Gewicht von 346 dm3 Steinkohle zu be¬
stimmen, so hat man:

1 d/n3 Steinkohle wiegt 1*3 kg,
346 „ „ wiegen 1'3 kg X 346 = 440'8 kg.

§ 220. Aufgaben.
1. VVieviel m3 enthiilt ein Balken a) Eichenholz, b) Tannenholz, der 135 kg wiegt?
2. Eine Goldstange wiegt 28'5 kg ; welchen Rauminhalt hat sie?
3. Welchen Rauminhalt haben 3450 kg Blei?
4. Wie lang ist der Halbmesser einer Kugel von Blei, die 18J kg wiegt?
5. VVieviele Kugeln von 1 cm Durchmesser kiinnen aus 4 kg Gufieisen gegossen

werden?
6. Ein Gefiifi wiegt leer 1'45 kg, mit Wasser gefiillt 10'95 kg-, wieviel Liter

hiilt es?
7. VVieviel kg wiegt das VVasser, das in einem Gefiifie von 165 cm Liinge,

85 cm Breite und 7 dm Tiefe enthalten ist?
8. Es soli ein zylinderformiges Gewicht von 1 kg aus Messing gegossen werden;

wie hoch mufi dasselbe werden, \venn der Durchmesser 0’4 dm betragen soli?
9. Eine Walze von Messing soli 20 kg wiegen und 3 dm lang sein; welchen

Durchmesser mufi sie haben?
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10. Wieviel kg wiegt eine Stange Stabeisen, die 6 m lang, 1 dm breit und
0'25 dm dick ist?

11. Wieviel kg wiegt eine vierseitige Pyramide von Granit, wenn eine Seite
der quadratischen Grundflache 0'6 m lang ist und die Hohe 3 m betragt?

12. Wieviel wiegt eine Kugel
a) von Elfenbein, deren Durehmesser 6 em betragt?
b) „ Marmor, „ „ 3'1 dm „ ?

13. Welches Gewicht hat ein Zuckerhut von 2 dm Bodendurchmesser und
4 dm Hohe?

14. Wieviel wiegt ein m 3 Buchenholz von 80 em Scheitlange, wenn man fiir
die leeren Zwischenraume ^ des Inhaltes in Abzug bringt?

15. Ein hohler Wiirfel aus 2 mm starkem Zinkblech hat aufierlich eine Hohe
von 1 dm; vvieviel iviegt ein Zinkwiirfel, der genau den hohlen VViirfel ausfiillt?

16. Wie hoch komrnen 18 Kugeln von Gufieisen zu einer Gitterverzierung,
wenn jede 1'2 dm Durehmesser hat und das Kilogramm Gufieisen 56 h kostet?

17. VVieviele Hufeisen zu J kg Gewieht lassen sich aus einer Eisenstange von
1| m Lange, 5 em Breite und 1 em Dicke schmieden?

18. Wieviele Gewiehte zu 1 kg konnen aus einer alten eisernen Kugel von
3 dm Durehmesser gegossen werden, wenn XV der Masse in Abgang kommt?

§ 221. Vermischte Aufgaben.
1. Ein VViirfel hat 5'22 dm Seitenlšinge, die Seite eines zweiten Wiirfels ist

doppelt so lang; vvie grofi ist der Inhalt des zweiten Wiirfels und in welchem Ver-
haltnisse steht er zum Inhalte des ersten?

2. Ein Wiirfel hat 1'728 dms Inhalt, ein anderer Wiirfel ist 27mal so grofi;
wie lang ist die Seite des zweiten Wiirfels und wie verhalt sie sich zu der Seite
des ersten?

3. Welchen Rauminhalt hat die Erde, wenn man sie als eine Kugel ansieht?
(Umfang des Aquators gleich 4000 fim.)

4. Wieviel Mondkugeln konnte man aus unserer Erdkugel machen? (Mond-
durchmesser = 384'2 gm.)

5. Welchen Rauminhalt hat eine Silberkrone, deren Dicke 1'75 mm betragt?
(D = 23 mm.)

6. Welchen Inhalt hat ein Stofi von achtzehn Zvvanzig-Kronenstiicken, wenn
die Dicke eines Stiickes 1'5 mm betragt? (D = 21 mm.)

7. In ein dms wird eine Kugel gegeben, so dafi sie allseitig die Wandung
beriihrt; vrelchen Inhalt hat der freibleibende Luftraum?

8. In einern geschliffenen Gseitigen Trinkglase von 9 em Durehmesser steht
VVasser 1'57 em hoch; wie hoch wiirde dieselbe Wassermenge in einem zylindrischen
Glase von gleichem Durehmesser stehen?

9. Aus einem prismatischen Gefafie von quadratischem Querschnitte, das 2'4 m
Umfang hat, fliefien durch eine Rohre in je 2 Minuten 9 l VVasser ab; um vvieviel
wird der VVasserspiegel nach -J Stunde gesunken sein?

10. In einen quadratisehen Balken von 3'1 m Lange und 25 em Dicke wird
der Lange nach eine zylindrisehe Offnung von 1 dm Weite gebohrt; wie grofi ist
der Rauminhalt der festen Holzmasse?

11. Aus einer Kugel von 4 em Halbmesser sollen zwei andere gegossen rverden,
deren eine einen Halbmesser von 2 m haben soli ; vvelcher Halbmesser kommt der
anderen zu?
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12. Ein Zeichenblatt von 6'28 dm Lange und 4 drn Breite wird zu einer
Kreisrohre gebogen; \velchen Rauminhalt hat diese Bobre, wenn man sie a) naeh
der Lange, b) nach der Breite rollt?

13. Wieviel Erdkugeln konnte man aus einem Sonnenballe machen? (Sonnen-
durchmesser = 138700 fim.)

14. In eine wiirfelformige Kiste von 1 m Seitenlange pafit genau ein Zylinder;
wie grofi ist der Luftraum in der Kiste?

15. In ein zylindrisches Gefafi von 1'6 dm Weite gibt ein Knabe eine Glas-
kugel, so dafi das Wasser im Gefafie um 1] cm steigt; welchen Durchmesser hat
die Kugel?

16. VVie hoch ist ein zylindrisehes Gefafi von 25'12 cm Umfang, wenn es 1 l
fassen soli?

17. Es ist eine regelmafiige seclisseitige Pyramide gegeben, welche eine Grund-
kante von 10 cm und eine Hohe von 17‘32 cm hat; wie grofi ist ihr Rauminhalt?

18. Eine holzerne Truhe von 108 cm Lange und 52 cm Breite und 48 cm Hohe
ist mit Ausnahme des Bodens mit Stoff zu iiberziehen; wieviel m eines 45 cm breiten
Stoffes braucht man, wenn man ivegen der Verschneidung 8% mehr reehnen mufi?

19. Eine elliptische Badewanne von der Form eines Zylinders, 1'8 m lang,
9 dm breit und 8 dm tief, ist zu drei Vierteilen mit VVasser gefiillt; ivieviel kg
wiegt die Fullung?

20. In einen zylindriselien Ivessel von 8 dm Halbmesser und 2| m Lange
miinden 3 Rohren, von denen die erste den Kessel in 6, die zweite in 3, die dritte
in 2 Stunden zu fiillen vermag. a) VVieviel dm3 des Kessels werden gefiillt, wenn
die erste und zweite Rohre eine Stunde lang geiiffnet sind; b) wie lange mufi die
erste und dritte Rohre geiiffnet sein, um den Rest des Kesselraumes zu fiillen?

21. Aus einem Ivupferzvlinder von 2 dm Lange und 2 cm Dicke soli ein 2 mm
dicker Draht gezogen werden; wie lang wird der Draht sein?

22. Aus drei Kugeln von 3 cm, 4 cm und 5 cm Durchmesser soli eine neue
Kugel gegossen werden; welchen Durchmesser hat sie?

23. Ein seelisseitiges Zelt von regelmiifiiger Grundflache hat 25 m 2 dm Umfang
und 3 m 4 dm Hohe. Das Dach ist dureh eine Pyramide gebildet, deren Spitze von
jeder Ecke 5 m 5 dm Abstand hat. Wieviel m eines 72 cm breiten Segeltuches
braucht man zu diesem Zelte, wenn man wegen Einsiiumung und sonstigen Abfalles
k des Stoffes mehr kaufen mufi?

24. Ein Fafi hat einen Spunddurchmesser von 10'2 dm und einen Bodendureh-
messer von 8 ‘4 dm und 1 m innerer Lange. VVie oft miifite man mit einem zylin-
drischen Gefafie von 9'6 cm Durchmesser und 2 dm Hohe sc-hopfen, um das gefiillte
Fafi zu entleeren?
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D.

Anliang.

(Feldmessen und Situationszeichnen.)

I. Das Feldmessen.
§ 222. Ein Grundstiick aufnehmen heiBt, seine horizontale

Ausdehnung nach Grofle und Gestalt bestimmen. Man denkt sieh dabei
durch irgend einen Punkt. der Figur eine Horizontalebene gelegt und auf
diese von allen Grenzpunkten der aufzunehmenden Flache Senkrechte
gefallt; verbindet man die FuBpunkte dieser Senkrechten durch Linien,
so ist die dadurch entstehende Figur die Horizontal-Projektion
oder der GrundriB der Flache.

Die Eeduzierung der zu messenden Grundstiicke auf den Horizont
geschieht insbesondere darum, weil die Ertragsfahigkeit eines Grundstiickes

nicht von seiner wirklichen GroBe, sondern von seiner
horizontalen Ausdehnung abhangt. Da namlich alle
Pflanzen in lotreehter Eichtung -wachsen, so konnen,
wenn A G (Fig. 253) den Durchschnitt einer schiefen
Flache und AB den Durchschnitt ihrer horizontalen

B Ausdehnung vorstellt, auf der schiefen Flache von A
und C nicht mehr Pflanzen stehen als auf der horizontalen Flache AB.

Da eine Figur durch die Lange ihrer Seiten und durch die gegen-
seitige Lage derselben zueinander, also durch Strecken und Winkel bestimmt
ist, so soli hier zuerst gezeigt werden, \vie Strecken und Winkel auf dem
Felde ^emessen werden.

1. Abstecken und Messen der Strecken auf dem Felde.
§ 223. Bei der Messung von Strecken auf dem Felde kommt eine

zweifache Tatigkeit vor: Das Bezeichnen ihrer maflgebenden
Punkte und das rvirkliche Messen.

Zur Bezeiehnung der Punkte auf dem Felde dienen, wenn
dieselben nicht schon von Natur aus kenntlich sind, Pflocke, Štabe
und MeBfahnen.

Eine S t r e c k e auf dem Felde wird durch ihre Endpunkte bezeichnet.
Wenn diese sehr weit voneinander abstehen, so werden mehrere Zvvischen-
punkte bestimmt, die mit den Endpunkten in gerader Linie liegen. Man
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nennt dasBestimmen solcher Zwischenpunkte das Abstecken der Geraden
und die dazu gebrauebten Stangen Absteckstabe.

1. Eine Streeke auf dem Felde abzusteeken.
Um zmschen zwei Štaben A nnd B (Fig. 254) einen dritten G in

gerade Linie zu bringen, trete man 2 bis 3 Schritte hinter den einen
Štab B zuriick, lasse durch einen Gehilfen den einzurichtenden Štab
zwisehen zwei Fingern hoch oben fassen und frei halten und gebe ihm,
indem man dabei immer an derselben Seite
der Štabe vorbeivisiert, durch Zeiehen mit
der Hand zu verstehen, daB er seinen Štab
so lange rechts oder links bewege, bis man
ihn in der Bichtung der beiden Štabe B und A G B
A erblickt; ist dies der Fali, so gibt man dem Gehilfen ein Zeiehen, worauf
er den Štab frei fallen laBt und in dieser Stellung lotrecht _ in die Erde
steekt. — Beim Abstecken einer langen Streeke werden immer die ent-
fernteren Štabe friiher eingerichtet als die naheren. Beim Visieren
(Zielen) soli man nicht zu nahe an dem nachsten Štabe stehen und bloB
mit einem Auge sehen.

2. Eine Streeke auf dem Felde zu verlangern.
Um eine Streeke AB (Fig. 255) auf dem Felde bis znm Punkte G

zu verlangern, stelle man sich nach dem AugenmaBe in der Gegend
dieses Punktes auf, visiere an der Seite des
Stabes, den man zmschen zwei Fingern frei halt,
nach den beiden Štaben B und A, wodurch die
zu verlangernde Gerade bezeiehnet ist und bewege
sich mit seinem Štabe so lange rechts oder links,
bis sich alle drei Štabe dacken; dann mrd der einvisierte Štab gehorig
in die Erde gesteekt.

§ 224 . Zum wirklichen Hessen braucht man MaBstabe
(Meterstab), MeBlatten von 2^ oder 5 m Lange, BollmeBbander
(M e ter band) aus Stahl oder aus mit Stahldraht durchzogenen Leinwand-
bandern oder eine MeBkette mit zwei Kettenstaben und zehn Iiettennageln.
Die MeBkette hat eine Lange von 20 m und besteht aus eisernen Gliedern,
die durch Einge verbunden sind; an beiden Enden belinden sich zwei
weitere Einge, durch welehe die ICettenstabe durcbgeschoben \verden.

Zur Bestimmung der lotrechten Bichtung dient das Šenki o t
oder noch zweckentsprechender der Senkelstock, d. i. ein runder,
ungefahr m hoher Štab von leichtem Holze, dessen unteres Ende mit
einer sehweren eisernen Spitze versehen ist, welehe dem Štabe die lotrechte
Bichtung gibt und erhalt, wenn er oben lose zwischen zwei Fingern ge-
halten wird.

Fig. 255.

ABC

Fig. 254.
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Fig. 256.

Zur Bestimmung der wagrechten Richtung dienen die Schrot-
w a g e (Fig. 256), die L i b e 11 e und dieWasserwage, deren Einrichtung

und Gebraueh aus der Naturlehre bekannt sind.
1. Eine Strecke auf wagrecht ebenem

Boden zn messen.
a) Mit MeBlatte n. Man nehme zwei gleich

lange MeBlatten (von 5 m), lege die eine davon mit
der einen Endflache an den Anfangspnnkt der zu

messenden Strecke so, daB sie genau in die Richtung der Strecke zu
liegen komrnt, und die zweite MeBlatte in derselben Richtung so an
die erste, daB sieh ihre Endflaehen beriihren; sodann hebe man die erste
Latte auf, lege sie an das Ende der zweiten und verfalire so fort bis
an das Ende der Strecke. Jede MeBlatte wird, wenn man sie aufhebt,
laut gezahlt.

b) Mit RollmeB bander n aus Stahl, die sehr hauflg verwendet
werden, verfahrt man in ahnlicher Weise.

c) Mit der MeBkette zu messen, ist gegenwartig fast auBer
Gebraueh gekommen.

2. Eine Strecke auf schiefem Boden zu messen.
Je nachdem die Neigung des Bodens geringer oder groBer ist, bedient

man sich zur Losung dieser Aufgabe langerer oder kiirzerer MeBlatten
und in beiden Fallen des Senkelstockes und der Libelle (Schrotwage).
Die Arbeit wird von unten nach oben naeh der sogenannten Staffel-
messung ausgefiihrt, die in folgendem besteht:

Man legt (Fig. 257) die eine MeBlatte in der Richtung der ab-
gesteekten Linie und gibt ihr mittels der Libelle (Schrot\vage) eine wag-
rechte Lage, so daB sie mit dem einen Endpunkte B auf dem Boden

aufruht und mit dem anderen End¬
punkte a an den Senkelstock an-
steht, der lotreclit liber denAnfangs-
punkt A der Strecke gehalten wird.
Dann legt man diese eine MeBlatte
ganz auf den Boden, wobei jedoch
zu achten ist, daB sich ihr End-

punkt B nicht weiter riickwarts bewegt, begibt sich mit der zweiten MeB¬
latte in der Richtung der Strecke nach B und verwendet dieselbe wie
friiher die erste MeBlatte. Dieses Verfahren wird bis zu dem Endpunkte
D der Strecke fortgesetzt. Ist der letzte Abstand kiirzer als die MeBlatte,
in der obigen Figur der Abstand zwischen G und D, so laBt man die
MeBlatte a.m Senkelstocke bei. c vorstehen und zahlt an derselben die
Lange e D.
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3. Wie die Lange einer Strecke, die nieht nach ihrer ganzen Aus-
dehnung zuganglich ist und daher nicht unmittelbar gemessen werden
kann, mittelbar bestimmt wird, ist bei den praktischen Anwendungen
der Ahnlichkeitssatze angefiihrt worden.

2. Abstecken der VVinkel im allgemeinen und der rechten
Winkel insbesondere.

§ 225. Ein Winkel auf dem Felde ist als abgesteckt anzusehen,
wenn der Seheitelpunkt und irgend zwei in den Schenkeln liegende Punkte

Fig. 258.

M B

bezeichnet sind.
Auf einer Geraden DE (Fig.

258) auf dem Felde im Punkte D
einenWinkeli?.Z)F1 aufzutragen,
der einem gegebenen Winkel
BA C gleich ist.

Man trage in dem gegebenen Winkel vom Scbeitel A aus auf beiden
Schenkeln dieselbe Lange, z. B. 20 m, bis M und N auf und messe die
Strecke MN; ihre Lange sei 15 m. Sodann trage man auf der DE die
Strecke DP — 20 m auf, beschreibe aus D mittels einer gespahnten
Schnur von 20 m Lange einen Kreisbogen, den man in der Gegend von
Q mit einem Pflocke oder Nagel aufreiBt und durchschneide diesen Bogen
durch einen zweiten, den man aus P mittels einer gespannten Schnur von
15 m Lange beschreibt; der Durchschnittspunkt Q ist ein Punkt des
zweiten Schenkels, des Winkels EDF, welcher dem Winkel BAC gleich ist.

Auf dieselbe Weise kann aus den gemessenen Schenkeln eines \Vinkels
auf dem Felde und aus der gemessenen Entfernung ihrer Endpunkte mit
Hilfe eines verjiingten MaBstabes auch auf dem Papier ein Winkel von
gleicher Grobe aufge- Fig. 259.
tragen werden.

§ 226. Um auf
dem Felde r e c h t e
W i n k e 1 abzustecken,
d. i. um Normale zu
errichten oder zu fallen,
bedient man sich des
Winkelkreuzes
(Fig. 259) und der
Winkeltrommel (Fig. 260).

Das W i n k e 1 k r e u z besteht aus
zwei unter rechtenWinkeln zusammen-
gefugten Brettchen, die an den Enden

D

A'

Fig. 260.

V

...'B

E

H
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mit lotrechten Stiften versehen sind; es wird auf einem Gestell wagrecht
befestigt. Statt des Gestelles kann auch der Senkelstock an seinem
oberen Ende zur Aufnahme des VVinkelkreuzes eingerichtet werden.

Die Winkeltrommel (Fig. 260) ist ein 8 bis 10 cm hoher Blech-
zylinder, dessen Mantel durch zwei feine Schlitze (Okularschlitze) und
zwei gegeniiberstehende \veitere Spalten durchbrochen ist; durch die Mitte
der letzteren ist ein Rofihaar gespannt. Die durch zwei gegeniiberstehende
Schlitze gerichteten Visuren schliefien miteinander rechte Winkel ein.
Vermittels der Hiilse H kann der Zjdinder auf einen Senkelstock oder
ein Stativ gesetzt vverden.

1. In einem Punkte O einer abgesteckten Geraden AB
auf diese eine Normale zu errichten (Fig. 261).

Man stelle iiber den gegebenen Punkt O den Mittelpunkt des Winkel-
kreuzes (der Winkeltrommel) und bringe die beiden Štifte des einen

Fig. 261. Brettchens (die Visur A B) in die Bichtung
q der Geraden; dann visiere man iiber die

beiden anderen Štifte (durch die beiden
anderen Schlitze) und lasse in ihrer Bichtung
einen Štab einsetzen; dieser gibt den Punkt

«--n G an, durch welchen die gesuchte Normale
i 0 gehen soli.

2. Von einem Punkte G aufierhalb einer abgesteckten
Geraden AB auf diese eine Normale zu fallen. (Fig. 261.)

V

Um den Punkt O der Geraden iB zu bestimmen, in welchem die
von G darauf gezogene Normale eintrifft, lasse man in C einen Štab
einstecken und stelle sich mit dem Winkelkreuze in der Geraden AB dort
auf, wo beilaufig die Normale hinfallen diirfte; bringe die beiden Štifte
des einen Brettchens in die Bichtung dieser Geraden und visiere iiber die
beiden anderen Štifte. Trifft die Visierlinie gerade auf den gegebenen
Punkt C, so ist der Punkt O unter der Mitte des Werkzeuges der Ort,
wo die Normale eintrifft; erscheint aber der gegebene Punkt G rechts
oder links von der Visierlinie, so riicke man das Winkelkreuz nach der
Seite desselben solange, bis man ihn in der Bichtung der Štifte erblickt,
wobei iibrigens die zwei anderen Štifte bestandig in der Bichtung der
Geraden AB bleiben miissen.

Diese haufig vorkommende Aufgabe wird rasch mittels des Winkel-
spiegels gelost.

FeldmeGaufgaben.
§ 227. 1. Die Lange einer Strecke zu bestimmen, wenn

man nur zu einem Standpunkte derselben gelangen kann.
(Fig. 262.)



189

Man messe A G und trage von der gefundenen Lange z. B. den
4 ten Teil von C bis A' auf. In A' wird ein Winkel CA'H' abgesteckt,
der so grofi ist ude der Winkel GAB, nnd in
dessen Schenkel A' B‘ wird derjenige Punkt B‘
bestimmt, der zngleieh in der GB liegt. Mifit
man dann die Entfernung A‘B‘, so mnfi AB =
= 4 A' B' sein. (Begriindung!)

2. Die Ho h e eines unzuganglichen
Gegenstandes, z. B. eines Turmes, der
jenseits eines Flusses liegt, zu bestimmen.

Die Auflosung geschieht anf dieselbe Art
ude bei der Bestimmung der Hohe eines zuganglichen Gegenstandes in
§ 109, 2. a), nur mnfi die Entfernung EA, weil man sie nieht unmittelbar
messen kann, nach der Auflosung in § 227, 1 mittelbar bestimmt werden.

Fig. 262.

3, Aufnahme kleiner Grundstucke.
§ 228. Bevor man zur Aufnahme einer Flache schreitet, geht man

um dieselbe an ihrem TJmfange herum, schlagt in allen Eek- und
Kriimmungspunkten Pflocke ein, die mit fortlaufenden Nummem oder
Buchstaben bezeichnet sind, und entudrft sich zugleich von dem Hmfange
der Figur samt der Bezeichnung der eingeschlagenen Pflocke nach dem
Augenmafie eine Handzeichnung oder Han ds ki z z e mit Bleistift, in
der dann an jede wirklich gemessene Linie das gefundene Mafi eingetragen
wird. Nach dieser Handzeichnung fertigt man spater zu Hause den Plan
an und nimmt die Flachenberechnung vor.

§ 229. Aufnahme einer Figur mit Mefilatten, mit dem
Bollmefiband oder mit der Mefikette.

1. D ure h Zerlegung in Dreiecke. (Dreiecksmethode.)
Man gehe um die Figur und entwerfe eine Handskizze derselben,

zerlege die aufzunehmende Figur durch passende Diagonalen in Dreiecke,
Fig. 263.von denen je 2 durch eine gemeinsame Seite

zusammenhangen und messe alle Dreiecksseiten.
Hierauf zeichne man die Dreiecke in der ge-
horigen Ordnung auf dem Papiere, indem man
die gemessenen Seiten nach einem verjiingten
Mafistabe auftragt. Die dadurch erhaltenen
Punkte haben dieselbe Lage gegeneinander, wie 4
die entspreehenden Punkte auf dem Felde; man
braucht sie nur noch gehorig durch Linien zu
verbinden. In Fig. 263 wiirde man mit dem Dreiecke AB G beginnen und
dann folgeveise die Dreiecke BGE, GEF, BEG, CED konstruieren.



190

Wegen der. Berechnung des Flacheninhaltes der einzelnen Dreieeke
muB man in jedem Dreieeke auf dem Felde auch die Hohe ausstecken
und messen.

2. MittelsAbszissen und Ordinate n. (Koordinatenmethode.)
Man pfiocke zuerst die Figur aus und steeke dureh die entferntesten

Eckpunkte A und K (Fig. 264) eine Strecke als Abszissenlinie ab. Auf
diese falle man von allen jbezeichneten
Umfangspunkten Normale und messe die
einzelnen Stiieke der Abszissenlinie und
alle Ordinaten. Auf dem Papiere tragt
man nun an einer Geraden naeh einem
verjiingten MaBstabe zuerst die Abszissen
von A bis i,h, b,.... auf; in diesen Punkten
errichtet man Normale und tragt darauf die
Ordinaten gehorig auf. Endlich braucht man
nur zwischen den dadurch erhaltenen Punkten
die entspreehenden Linien zu ziehen.

Sodann wird die Flachenberechnung vorgenommen.
3. Dureh das EinschlieBen der Figur.
Wenn sich im Innern der aufzunehmenden Figur Hindernisse der

Messung beflnden, ftihrt folgendes Verfahren zum Ziele. Es sei z. B. ein
Teich (Fig. 265) aufzunehmen. Man umgebe die Figur mit mehreren
gegeneinander geneigten Abszissenlinien, die zusammen ein Vieleck ABCDE

bilden, und falle darauf von allen Biegungs-
punkten Normale; man messe die Abszissenteile
und die Ordinaten und nehme zugleich die Winkel,
welche die einzelnen Abszissenlinien miteinander
bilden, naeh § 225 auf. Dann zieht man auf
dem Papiere eine Gerade und tragt darauf die
Teile der Abszissenlinien AB verjiingt auf; im
Endpunkte B konstruiert man einen Winkel,
welcher so groB ist als der Winkel B auf dem
Felde, und tragt auf den neuen Schenkel die

Stiieke die Abszissenlinien B C auf usw. Hierauf errichtet man in den ein¬
zelnen Punkten der Abszissenlinien Normale und tragt darauf die entsprechen-
den Ordinaten auf. Werden nun die dadurch erhaltenen Punkte mit freier
Hand gehorig verbunden, so hat man die verlangte Zeiehnung des Teiches.

Einfacher gesta! tet sich die Aufnahme, wenn man, wo es der Boden
gestattet, um die Figur anstatt eines Vieleckes ein Eechteck aussteekt,
dessen Seiten die Abszissenlinien bilden.

Fig. 265.

D

Fig. 264.
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II. Grundziige des Planzeichnens.
1. Der Situationsplan.

§ 230. Wenn man die zu einer Gemeinde gehorigen Liegenschaften:
Felder und Walder, Acker und Garten, Ilauser, Teiche, Fliisse usw. nach
den im vorigen Abschnitte gegebenen Andentungen ausmiBt und im ver-
jiingten MaBe darstellt, so erhalt man einen Plan (Situationsplan)
der Gemeinde, der entweder ein kolorierter oder schwarzer genannt
wird, je nachdem die einzelnen Objekte mit Farben behandelt sind oder nicht.

Die GroBe des verjiingten MaBstabes hangt von dem Zwecke des
Situationsplanes ab. Plane, tvelehe fiir den landwirtschat'tlichen Gebrauch
dienen, werden gewohnlich nach dem MaBstabe zwischen = 1 : 3000

== 1 : 5000 der natiirlichen GroBe ausgefiihrt. Es kann fiir solche
Falle 1 cm des verjiingten MaBstabes = 30 bis 50 m der wirklichen Lange
angenommen werden. Fiir tjbersichtskarten groBerer Liegenschaften nimmt
man 1 cm — 100 bis 400 m an (j^Lj - 1 : 10000 oder 40 * U q = 1: 40000).

Aufgaben.
1. Eine Landstrafie von 7 km Lange wurde in einem Plane mit dem Mafistabe

1 : 20.( 00 eingetragen; wie lang erseheint sie?
2. Ein Plan wurde im Mafistabe von 1 : 10.000 gezeichnet; wie weit sind

2 Orte in Wirkljchkeit entfernt, deren Entfernung auf dem Plane 18'4 cm betragt?
3. Bestimmung von Liingen (Luftlinien) auf einem Plane oder einer Landkarte mit

Hilfe von Zirkel und Mafistab! (Z. B. Wien—Prag, Wien—Triest, Wien—Innsbruck.)
In der beifolgenden Figurentafel (Fig. 206) sind die rvichtigsten

Grundziige des Planzeichnens nach der jetzt gebrauchlichen Weise zu-
sammengestellt. Es stellt dar:

a) Kulturen: fl) Baulichkeiten: y) Getvasser und
a) eine Wiese, n) ein holzernes, Kommuni katione n:

o) ein steinernes Haus, p) einen FluB,
x) eine Kirche,
y) einen Friedhof;

b) einen Sumpf,
c) eine Schottergrube,
d) eine Sandgrube,
e) einen Acker,
f) einen Gemiisegarten,
g) einen Ziergarten,
h) einen Obstgarten,
i) einen Laubwald,
j) einen Weingarten,
k) einen Hopfengarten,
l) eine Tabakpflanzung,
m) einen Nadelwald;

Soli der Plan ein kolorierter werden, so wird auBerdem der Wiesen-
boden mit blassem Griinspan angelegt; beim Sumpf kann dem Griin ein
wenig Tusch zugesetzt werden; die Schotter- und Sandgrube werden mit

q) eine Schiffbriicke,
r) eine Kettenbriieke,
s) den Stromstrieh,
t) eine fliegende Brucke

(Uberfuhr),
u) eine holzeme Brucke,
v) einen Steg,
to) eine steinere Brucke.
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Fig. 266.
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blasser Siena behandelt; der Acker, der Wein- und Hopfengarten sowie
die Tabakpflanzung werden mit blasser Sepia (anch mit Tabaksaft) angelegt;
beim Gemiisegarten wird dem Griin etwas Berlinerblau, beim Obstgarten
und Waldboden etwas Tusch zugesetzt; holzerne Hauser werden mit
Gummigutt, steinerne mit Karmin, hervorragende Gebaude mit Zinnober und
die flieBenden und stehenden Gewasser mit Berlinerblau angelegt. Uberdies
werden die Baume, Weinreben und Hopfenpflanzen mit Mitisgriin betupft.

§ 231. Anwendung. Bine praktische Anwendung der voran
stehenden Lehren ersieht man aus dem folgenden Situationsplane (Fig. 267).

Fig. 267.

VergroBere den vorstehenden Plan, Fig. 267, im Verhaltnisse von
4 : 9 mit Hilfe des Quadratnetzes und lege denselben dann mit den ent-
sprechenden Farben an!

2. Die Mappe. (Katastermappe.)
§ 232. Bei jedem Gemeindeamte einer Steuer- oder Katastral-

gemeinde, d. i. eine Gemeinde, deren Gebiet 28| ha = 50 Joch iiber-
schreitet, erliegt ein ausgefiihrter genauer Situationsplan des zum
Gemeindegebiete gehorigen Grundbesitzes, aller Baulichkeiten und Kom-
munikationen. Dieser Plan der Gemeinde (Fig. 268) heifit die Ge-
meindemappe (Lageplan) und ist im verjiingten MaBstabe 1 : 2880,
fiir groBere Stadte 1 : 1440 (nach dem alten MaBe 1 Zoll (verj.) = 2880
Zoll (nat.) = 240 FuB = 40 Rlafter) ausgefiihr.t. In dieser Mappe sind
die einzelnen Grund- und Bauparzellen und die betreffenden Parzellen-
Močnik-Halbgebauer, Geometrie. 13
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nummern genau eingetragen. In einem hiezu gehorigen Parzellen-
protokolle sind neben der Grobe jeder der verzeichneten Grund- und
Bauparzellen auch der Name nnd Wohnort der Besitzer in chronologischer
Reihenfolge sowie die Kulturgattnng und der Flacheninbalt der steuerfreien
Grundstiicke angegeben.

Jeder Grundbesitzer erhalt 1. einen Grundbesitzbogen mit
Angabe des Flacheninlialtes, der Kulturgattnng, der Bodengiite (Bonitat)
und des reinen Ertrages seines Grundbesitzes; 2. ein Steuerbiichel,
nach dem 26 \°/o des reinen Ertrages als Grundsteuer an das k. k. Steuer-
amt zu entrichten sind.

Fig. 268.

fffloaflstab 1:2880.
,looS)Tgeter

Fiir jede Katastralgemeinde besteht ein Grundbuch, das beim
k. k. Grundbuchsamte der nachsten Bezirksstadt aufliegt und genauen
Aufschlub gibt iiber die Eigentumsverhaltnisse der Grundbesitzer be-
ziiglich der unbe\veglichen Giiter sowie iiber die verbuchten Lasten auf
den Grundstiicken und Bauliehkeiten.

Schon unter Kaiserin Maria Theresia und Kaiser J o s e f II. wurde der
Grund und Boden von Osterreieh-Ungarn vennessen, um das Eigentum der

ms
1 .1..
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Grunti- und Hausbesitzer zu sichern, Grenzstreitigkeiten zu vermeiden, Vertvandlung
und Teilung der Grundstiicke zu erleichtern und die Steuern naeli dem Ertrage
bemessen zu konnen.

Fig. 288 veranschaulicht einen Teil aus der Katastermappe des Stadtbezirkes
Reichenberg.

3. Bezirksplane.
§ 233. Soli eine Bezirkshauptmannscbaft, ein Gerichtsbezirk bijdlich

in einem Plane (einer Karte) dargestellt werden, so konnen die zu wablenden
Zeiehen nur das Vorhandensein der dargestellten Objekte, aber nieht deren

Fig. 269.

1. Grenzen.
Monarchiegrenze. -Gemeindegrenze.

hhhhhhhhh Landesgrenze. 6 4 * Grenzzeieben.
.. Bezirkshauptm.-Grenze. & 2 & Grenzbaume.

2. Kommunikationen.
Chaussee (ArarialstraCe).
Landstrabe (Bezirksstratje).
Erhaltener ,
Nicht erhaltener (FahrWeg-
Karren-, Feld-, Waldweg.
Saum-, Reitweg.
FuCsteig (Fuflweg).
Eisenbahn lgeleisig.

„ mit Doppelgeleise
und Durcblab.

StraCenbahn
(Elektr. Bahn, Tramway).

Briicke von Stein oder
Eisenbahnbriicke.

Holzbriicke.
Steg.
Schiffbriicke
Furt tur Menschen.
Furt fiir Wagen.
Uberfuhr fiir Menschen.
Uberfuhr fiir Wagen.

3. Kulturen.

Ackbrland.

L L L L L L L
L L L L L L L l

Wiese (Hut-
weide).

Weingarten.

Hopfengarten.

§...Kirche mit 1
Turm.

"S"..-. Kirche mit 2
Tiirmen.

Kapelle.
Bildstock.
Kreuz.
Denkmal.
Kloster.

4. Bauliehkeiten.
_M.H. Meierhof.

^.Poststation.
i— .Telegraphen-

Gemiisegarten.

Ia - o.'
Obstgarten.

Wald.

station.
m* Ik/i.Wirtshaus.
^ JU. Jagerhaus.
^.. Alpenhiitte.
VBgHr. .Bergwerk.
-n- Slb. ..Steinbruch.
.Miihle.

.Landungsplatz.
4 Baume zur

Orientierung
"r-.Wohngebaude. rgj.gitz der Bezirk8-

Fabrik. behorde.

Z.
t.
•fc.
A..
IŽSffZs....

Friedhof.
j| jjf_ Schl.SchloC.
th.-.Ruine.

/ra...

131



Fig.270.VeranschaulichteinenTeileinesBezirksplanes(Bezirkskarte)imMafistabe1:35.000mitAmvendungderbesproehenenZeichen.
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auBere Form und deren Ausdebnung zeigen. Im Bezirksplane (in der
Bezirkskarte) sind in verjungtem MaBstabe 1 :25.000 verzeichnet,: Ilie Ort-
schaften (Dorfer, Markte, Stadte); die Verkehrswege oder Kom¬
ni nn i k a t i o n e n (Wege, StraBen, Eisenbabnen, Kanale); W a s s e r und
Land; die Kulturen (Feld, Wiese, Wald) u. a.

Der Zeichenschliissel auf Seite 195 (Fig. 269) enthalt die
Erklarung der wichtigsten technischen Zeichen des k. k. Militiir-geogra-
phischen Institutes in Wien.

Fig. 271.

Die Spezialkarte von Osterreich-Ungarn ist im Mafistabe 1 : 75.000 angelegt.
(1 mm = 75 m.) Fig. 271 veransehaulicht das Kartenbild in Fig. 270 in diesem

Mafistabe 1 : 75.000.
Die Generalštaba k a rte von Osterreich-Ungarn ist im Mafistabe 1 : 300.000

(1 mm = 300 m) angelegt.

III. Zeichnen einfacher Objekte des Bau- und
Maschinenfaches«

a) Elemente des Mascliinenzeichnens.
1. Nagel, Klammern und Nieten.

§ 234. Zur Befestigung und bleibenden Verbindung von Holz-
bestandteilen und andereii Gegenstanden bedient man sich der
Klammern und Kieten. Fig. 272. Fig. 273.

Die Kagel (Fig. 272)
dienen zur Befestigung von
Brettern und andern Holz-
bestandteilen; sie \verden aus
lersebiedenen Metallen ge-
sebmiedet.

Die Klammern (Fig. 273) werden zur Verbindung von Holz mit
Holz, Eisen mit Holz, Stein mit Stein usw. angewendet. Sie besteben
aus einem Stabeisensttieke mit rechtwinklig umgebogenen Enrlen.

V V
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Die Nieten (Fig. 274) dienen zur un-
losbaren Verbindung von Blechen und Metall-
platten. Die Mete besteht aus eineni zylin-
drischen Bol z en und zwei Kopfen; der
eine ist kugelformig (Setzkopf) und wird be-
reits vor dem Gebrauche ausgearbeitet, vvahrend

Fig. 275.

Fig. 274.

der andere (SchlieBkopf) gewohnlich kegel-
formig ist und erst beini Zunieten dureh
Hammern gebildet wird. Veranschau-
lichung!

2. Die Schraube.
§ 235. Zur Herstellung losbarer

Verbindungen von Gegenstanden dienen
die Schrauben.

Die Bestandteile einer Schraube
(Fig. 275) sind der Schraubenbolzen
oder die Schraubenspindel A, d. i.
ein zylindrisclier Schaft, in dessen Mantel-
fiache das Schraubengewinde einge-
scbnitten ist; der Sehraubenkopfj?,
der mit dem Bolzen in der Kegel aus
einem Stiicke gearbeitet ist; und die
S e h r a u b e n m u 11 e r C, d. i. ein hohler
Zylinder, in den ein Gewinde gleicher
Art, wie jenes des Bolzens eingeschnitten
ist. Der Schraubenkopf ist vierkantig,
sechskantig oder auch rund; die auBere
Flaehe der Schraubenmutter ist meistens
vier- oder sechskantig. Nach der Form
des Querschnittes des Gewindes unter-
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scheidet man Schrauben mit scharfem und Schrauben mit flachem
Gewinde. Yeranschaulichimg!

Z um Anziehen der Schraubenmutter bedient man sich des
Schraubenschliissels.

Bei Ilolzschrauben (Fig. 276)
erhalt der Kopf einen Einsehnitt zum
Einsetzen des Schraub enziehers.

Jener Teil eines Schraubenge-
windes, der einer einmaligen Um-
drehung des Bolzens entspricht, \vird
ein S c h r a u b e n g a n g und der
Abstand zweier Schraubengange die
Ganghohe oder Steigung genannt.

DieEntstehung der Sehrauben-
linie kann mittels eines aus Papier
ausgeschnittenen Dreieckes, dessen ein e
Kathete dem Umfange des Schrauben-
bolzens und dessen andere der Hohe
eines Sehraubenganges gleich ist, ver-
anschaulieht werden. Rollt man das Grundrifi.

Dreieck so auf die Zylinderflache auf, dafi die zweite Kathete zur Achse
parallel steht, so biidet die Hypotenuse die Scbraubenlinie.

In Werkzeichnungen bedient man sich zur Darstellung des Schrauben-
gewindes gewohnlich der aus Fig. 277 ersichtlichen Konstruktionsweise.

Die gezeichneten Querschnitte von Masehinenteilen werden mit den
naehstehenden Materialfarben angelegt:

Schmiedeeisen: Berlinerblau; Gufieisen: Neutraltinte (Berlinerblau;
Tuscli und etwas Gummigutt); Stalil: Violett (Berlinerblau und Karmin);
Messing, Bronze: Chromgelb Nr. 2; Blei: Berlinerblau und Liehtocker; Gummi:
Liehter Tuseh.

Im Maschmenzeichnen sind die Mafizahlen (Koten) in Millimetern angegeben.
Ubungsaufgaben.
Einfaehe Modelle des Maschinenzeiehnens sind zu kotieren und zu

skizzieren und sodann im Grund- und Aufrifi (event. auch im Kreuzrifi) mit Angabe
eharakteristiseher Sehnitte (Anwendung der Materialfarbe) darzustellen!

V e r a n s c h a u 1 i e li u n g der entspreehenden Darstellungsweisen an appro-
bierten Zeichenvorlagen und VVandtafeln!

b) Elemente des Bauzeichnens.
§ 236. Im burgerliehen Leben wie in der baugewerbliehen Praxis ist das

Verstandnis fiir die Darstellung eines Bauplanes (Plan eines Hauses, Fig. 316) von
IVichtigkeit; dazu ist die Kenntnis der Darstellungsweise der wiehtigsten Bestand-
teile eines Gebiiudes und der Materialfarben erforderlich. Die im Bauzeiehnen
iiblichen (konventionellen) Materialfarben sind:
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Fiir Ziegel: Karmin mit etwas Indischgelb gemischt; ftlr Faserholz

(Langssehnitt): Indischgelb und etvvas Karmin; fiir H i r n h o 1 z (Quersehnitt): Indiseh-
gelb, Karmin und etwas gebrannte Siena; fiir S t e i n: Berlinerblau, Lichtocker und
etwas Neutraltinte; fiir Er de: Sepia: fiir Schmiedeeisen: Berlinei-blau.

1. Die Holzverbindungen.
§ 237, Die feste Vereinigung zweier oder mehrerer Balken zn

einem Ganzen heiBt eine Holzverbindung. Als Befestigungs- und
Verbindungsmittel braucht man dabei starke holzerne und eiserne Nagel,
Klammern und eiserne Schraubenbolzen.

1. Soli ein Balken verlangert werden, so geschielit dies dureli
den AnstoB eines zweiten und durch Verbindung beider mittels der soge-
nannten Uberplattung. Yon dieser gibt es hauptsacblich drei Arten.

Bei der einfachen Uberplattung (Fig. 278) betragt die Hbhe
derselben die Halfte und die Lange das 1- bis l|fache der Balkenhohe.

Fig. 278. Fig. 279.

Bei der sehiefen Uberplattung (Fig. 279) ist die Lange wie bei
der vorhergehenden; die Hohe der lotrechten StoBflachen betragt ungefahr
j der Balkenliolie. Bei der ver za h n ten Uberplattung (Fig. 280)
betragt die Hohe des Zahnes gleichfalls ungefahr | der Balkenhohe.

Fig. 280. Fig. 281.

2. Um die Tragf ahigkeit zu erhohen, legt man zwei oder mehrere
Balken so aufeinander, daB sie mittels Zahnen ineinander greifen und ver-
bindet dieselben durch Schraubenbolzen miteinander. Balken dieser Art
nennt man verzahnte Balken (Fig. 281).

8. Wenn zwei Balken unter einem Winkel zusammenstoBen,
oder wenn sie sich kreuzen, so kann ihre Verbindung am einfachsten
durch eine htindige Uberplattung (Fig. 282 und Fig. 283) bewerk-
stelligt werden.
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Wird das eine Ende eines Balkens mit seinem uaveranderten Quer-
schnitte oder, nach einer gevvissen Form zugeschnitten, in eine ent-

Fig. 282. Fig. 283.

sprechende Vertiefung eines anderen Balkens eingelassen, so heifit eine
solche Yerbindung im ersten Falle eine Einlassung (Fig. 284), im
zweiten eine Verzapfung (Fig. 285).

Fig. 286 stellt eine Art von Verzapfung dar, wie solche insbesondere
bei Dachkonstrnktionen vorkommt; a heifit der Zapfen und b die Gabel
oder Gurgel.

Fig. 286. Fig. 287.

Wenn ein schiefliegender Balken auf einem wagrechten aufliegen
und dureh ihn festgehalten werden soli, wendet man zu ihrer Verbindung
die Aufklauung (Fig. 287) an.

2. Das Mauervverk.
§ 238. Die Mauer besteht aus horizontalen Schiehten (Scharen)

von Ziegeln, Brnch- und Werksteinen, die dureh Mdrtel verbunden sind.
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Dieser Verband wird erzielt, wenn in den aufeinanderfolgenden Scharen
die Binder a in Fig. 289 (Ziegel, die ihrer Lange nach in der Mauer-

Fig. 288.
Aufrifž.

Fig. 289.

zn I

Kreuzriiž.

zci r r , r izx
r i i i t

I I I H.
r-f i i i

dicke liegen) und die Laufer b (Ziegel,
die ihrer Lange nach in der Mauerlange
liegen) abwechseln.

1. Die gevohnlichen Mauerziegel
(Fig. 288) sind bei uns in der Begel 29 cm
lang, 14 cm breit nnd 6’ 5 cm dick, so daB sich die Dimensionen mit Zu-
rechnnng der Mortelfuge von 1 cm auf 30 cm, 15 cm nnd 7’5 cm erhohen.

Bei der Auffilhrung einer Ziegel maner (Fig. 289) sind die
Ziegelsteine in wagrechte Schichten zu legen und die Ziegelverbindung

Fig. 290. Fig. 291. muB dem Grundsatze entsprechen, daB
„V oll auf Fug“ komme, d. i. daB
die lotrechten Fugen jeder Schichte
durch das volle Mauenverk der dariiber
liegenden Schichte gedeckt werden.

2. Bei Gewolben kleinerer Gat-
tung werden sogenannte Keilziegel
(Fig. 290) angewendet.

3. Die Dachziegel (Fig. 291) haben gewohnlich 40 cm Lange,
20 cm Breite nnd 1 * 5 cm bis 2 cm Dicke; sie erhalten oben einen Ansatz,
die N" a s e, womit die Ziegel auf die Dachlatten gehangt werden.

u

3. Gewolbe.
§ 239. Gevvolbe sind einfach oder mehrfach gekriimmte Decken,
Fig. 292. die aus Ziegeln oder Qnadersteinen erbaut, auf

Mauern oder Pfeilern ruhen.
Stellt Fig. 292 den Quersehnitt oder das

Profil eines Gewolbes dar, so heiBen die Mauern,
auf die sich das Gewolbe stiitzt, die Widerlager
und die Punkte a und b, in denen das Geivolbe an
den Widerlagern beginnt, die Ani auf e; den
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Abstand ab der Widerlager nennt
Bogen adb den Unterbogen,
den hochsten Punkt d den
SchluB, die Erhohung c d
des Schlusses liber die Anlaufe
die P f e i 1 h o h e und die
Dicke df am Schlusse die
G e w o 1 b d i c k e.

1. Ein Gewdlbe, dessen
Oberflache zylindrisc-h ist,
lieiBt ein Tonnengew61be.

man die Spannweite, den innern
den auBern ef(j den Oberbogen,

Fig. 293.

Fig. 294.

Fig. 293 stellt in I den Quer-
schnitt, in II den GrnndriB nnd in III das Bild eines Tonnengewolbes dar.

2. Aus der Durchdringurig zweier Tonnengewolbe von gleicher Sohe
nnd gleicher Spamnveite entsteht ein Kreuzgewolbe. In Fig. 294
stellen I und II
die Aufrisse der
beiden Tonnen,
III den GrundriB
und IV das Bild
des Kreuzgewol-
bes dar; ab und
d c sind die Quer-
schnitte der einen.
a d und bc die
der andern Tonne.
Beide Tonnen
durchschneiden sic-h in den Durchdringungslinien oder Gr a ten aoc und
bo d. In den Punkten a, b, c und d stiitzt sich das ganze Gewolbe auf
seine Widerlager.

3. Das K u p p e 1-
gew51be (Fig. 295)
ist gewohnlich balb-
kugelformig.

Wenn man nur
die Halfte einer
Kuppel auf einen
halben Zylinder als
Widerlager stiitzt, so
g e w o 1 b e (Fig. 296).
genannt, wenn es eine

Fig. 295. Fig. 296.

a
I

lieiBt das G ewolbe ein C h o r - oder N i s c h e n
Eine Kische wird ein solches Gewolbe dann
kleinere Ausdebnung hat. Chorgewolbe und

Nischen werden in Kirchen haufig angewendet.
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4. Konstruktion der vvichtigsten architektonischen Bogen.
§ 240. 1. Wird iiber einer gegebenen Strecke AB (Fig. 297 und

Fig. 298) ans ihrem Mittelpunkte C ein Halbkreis beschrieben, so heiBt
Fig. 297. Fig. 298.

D

dieser ein Kundbogen, voller Bogen oder romischer Bogen:
die Strecke AB nennt man die Spannweite, die Punkte A und B
die An la n f e, die in G auf AB errichtete Normale CD die Pfeil-

hohe und D den Schlufl des Bogens:
die in A und B errichteten Senkrecbten A E
und BF heifien die Gewande des Bogens.

2. Wird der Bogen A DB (Fig. 299)
dadurch beschrieben, daB man einen Punkt
O der abwarts verlangerten Pfeilhohe D G
als Mittelpunkt und OA als Halbmesser
annimmt, so heiBt derselbe ein Segment-
bogen.

3. Ein Spitzbogen oder gotischer Bogen (Fig. 300) ist aus
zwei einander schneidenden Ivreisbogen zusammengesetzt. Er ist entweder

Fig. 300.

F
A-

gleichseitig oder gedriiekt oder iiberhoht.
Ein gleichseitiger Spitzbogen AD B

entsteht, wenn man aus den Anlaufen A und B
mit der Spannweite AB zwei einander treffende
Bogenstiicke besehreibt.

Ein gedriiekter Spitzbogen AEB
entsteht, wenn man innerhalb der Spanmveite

''K / ''vt ' von ( 9‘ii Anlaufen gleichweit abstehende
Punkte G und H annimmt und aus diesen mit
dem Halbmesser G B = HA zwei Kreisbogen
besehreibt.

Um einen er h o h ten Spitzbogen AFB zu konstruieren, nimmt man in
der verlangerten Spanmveite in gleiehen Abstiinden von den Anlaufen die Punkte
J und K an und besehreibt aus diesen mit dem Halbmesser JB = KA z\vei
Kreisbogen.
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Einen verzierten gotischen Bogen zeigt Fig. 301.
4. Einen umgekehrten Spitzbogen ABB (Fig. 302) zu

zeichnen. (Die Konstruktion ist aus der Fig. 302 zu ersehen.)
Fig. 301.

S

5. Teilt man (Fig. 303) die Spannweite in vier gleiche Teile, er-
richtet in den drei Teilungspunkten EOF Normale und macht EG —
= CH= FK— AE, so bilden die aus E, H und F mit dem Halb-
messer AE beschriebenen, in den Pnnkten G und K zusammenstoBenden
drei Kreisbogen die Bogenlinie A GDKB, die ein Kleebogen heifit.

Besehreibt man aus denselben Mittelpunkten mehrere konzentrisehe Bogen,
so haben diese ihren Zusammenstofipunkt in der aus G durch G und K gezogenen
Geraden.

6. Der geschtveifte Spitzbogen, auch persiseher Bogen
genannt, ist aus zwei einwarts und zwei auswarts gekriimmten Kreisbogen
zusammengesetzt.

Um ihn zu konstruieren, besehreibe man iiber der Spanmveite AB (Fig. 804)

Fig. 304.

das gleichseitige Dreieck ABI) und halbiere
und F. Zielit man dann
durch D eine Parallele zu
A B und errichtet auf A B
die Normalen A G und BH,
so sind G, G und II die
Mittelpunkte der mit dem
Halbmesser A G beschrie-
beneh, in E und F zusam-
menstofienden vier Bogen-
stiicke, welehe den ge-
sch\veiften Spitzbogen A E
DFB bilden.

dessen Seiten in den Punkten C, E

Fig. 305.

7. Einen steigenden Bogen (Schtvanenhals) zu konstruieren.
Man eirichte in einem Endpunkte der Spannweite AB (Fig. 305)

die Normale BE von gegebener Lange, verlangere AB so, daB BF—
der gegebenen Hobe BE tvird, halbiere AF in C und ziehe CI) J_AB.
Zielit man noch E G \\ BA und besehreibt aus C den Viertelkreis A B und
aus G den Viertelkreis B E, so ist ABE der verlangte steigende Bogen.
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Fig. 306. Fig. 307. 8. Der maurische oder

arabische B o g e n. Die
Ivonstruktion desselben ist ans
Fig. 306 ersichtlich.

9. Der maurische ver¬
zi er te Bogen (Fig. 307) be-
steht aus kreisformigen Aus-
schnitten, deren Mittelpunkte in
einem in 5 gleiche Teile ge-
teilten gotischen Bogen liegen.

5. Gesimse und ihre architektonischen Glieder.
§ 241. Gesimse nennt man jene an der AuBenseite eines Bau-

gegenstandes hervortretenden Teile, welche die Bestimmung baben, einzelne
Baubestandteile abzuschliefien. Man unterscheidet Hauptgesimse, die
zur Verzierung und zum Schutze der obersten sowie zur Trennung der
mittlereren Teile dienen; F uBge si m s e, welche die untersten Teile zu

verstarken haben, und
Einfafigesimse, die
zur Einfassung und Um-
rahmung von Fenstern
oder Strukturteilen

dienen.
Ein Gesimse bat

im allgemeinen drei Hauptteile, wie z. B. in Fig. 308, wo a den tr agend en,
b den schiitzenden und c den kronenden Teil darstellt. In Fig.
308, II und III erscheint das Gesimse in ausgebildeter Form.

Jeder Hauptteil eines Gesimses bestelit aus geraden oder gekriimmten
Gliedern, die in angemessener Weise abweehseln miissen; sie heifien arelii-
tektonische Glieder.

Naehstehende Figuren-Tafel 309 stellt die wiehtigsten architektonischen
Glieder im Profil dar:

a.

P1 a 11 e (bei geringer Aus-
dehnung ein P1 ii 11 c h e n).

H o li 1 k e h 1 e.

Figuren-Tafel 309.

e

Viertelkehle oder
A bi au f.

e

Fallende K e h le
oder A n 1 a u f.
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Rinnleiste.

G1 o c k e n 1 e i a te. S t u r z r i n n e. Rinnleiste.

Anwendungen.
Figuren-Tafel 310.



6. Fenster und Turen.
§ 242. Die Fenster dienen znr Beleuchtung der inneren Ranm-

lichkeiten eines Gebaudes. Sie haben eine Breite von ungefahr 1 m und
im Mittel eine doppelt so grobe Hohe; bei niedrigen Gebauden kann die
Fensterhbhe auch weniger als die doppelte Breite betragen. Hinsichtlieh
der Form sind die Fenster entweder reebteekig oder oben mit einem
Ilalbkreis, Segment oder Spitzbogen gescblossen.

Die allgemeine Anlage eines gewohnlichen Fensters ist aus Fig. 312 im Aufrifi
von innen, im Grundrifi und im Profil zu ersehen.

Jedes Fenster erhiilt einen Fensterstoek von Stein oder Holz, der aus
folgenden Teilen besteht: aus der wagrechten Sohlbank a, deu beiden Ge-

wanden b und demFig. 312. Fig. 313.
Sturze e. Die Mauer d
unter dem Fenster nennt
man die P a r a p e t -
mauer, das Gewolbe f
iiber der Fensternische
den Spalettbogen,
den schmalen, vom
Fensterstocke sicht-

baren Streifen g den
Anschlag, die Seiten-
wiinde bh der Fenster¬
nische, die, um das Ein-
fallen des Liehtes zu
befordern, gewohnlieh
schief zu der Haupt-
mauer stehen, die

S p a 1 e 11 w ii n d e und
die Griifie hr ilirer Abweichung von der normalen Lage die Spalettierung.

§ 243. Durch die Turen werden die versehiedenen Raumlichkeiten
eines Gebaudes unmittelbar verbunden. Man unterseheidet F u 11 e r- und
Spalett-Tiiren. Bei den ersteren wird die Tiiroffnung auf die ganze
Dicke der Mauer mit Holz verkleidet: die letzteren dagegen haben einen
Stoek aus Holz oder Stein, der nur einen Teil der Mauerdicke einnimmt.

Die gebrauehlichsten Arten der Futtertitren sind die Kreuz- und die Flii-
geltiiren. Jene sind blofi einfliigelig, diese bestetien aus zwei FUigeln. Den
Fliig elttir en (Fig. 313) entsprieht im Mittel eine Breite von 1‘2 m und eine
doppelt so grofie Hohe. Die Flttgel werden aus Friesen a und aus Fullungen b
konstruiert; zur Verdeckung der Fuge zwischen den Flugeln vverden an beiden die
Anseiilagleisten l angebracht.

Grotiere Tilren, durch die man von aufien in das Innere der Gebaude gelangt,
heifien Haustore oder Haustiiren.

7. Der Dachstuhl.
§ 244. Das D a eh eines Gebaudes bat dessen Raume gegen

Witterungseinfliisse zu schiitzen und mufi daher eine Art wasserdichter
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Eindeekung bilden, die von einem Holzgeriiste getragen wird. Dieses
Geriist heiBt Dachstuhl.

In der Zeichnung wird der Dachstuhl durch das Profil (die Stirn-
ansicht) und den Werksatz (GrundriB) dargestellt.

Wir beschranken uns hier auf den deutsehen Dachstuhl, und
zwar auf den le er e n und den stehenden.

Der leere Dachstuhl, von dem Fig. 314 in J das Profil und
in II den Werksatz darstellt, hat folgende Anordnung:

Auf den beiden
Hauptmauern A lie-
gen, dem ganzen
Dachstuhle die Un-
terlage bildend und
die Last auf die
Mauern gleichformig
verteilend, zwei wag-
rechte Balken, die
M a u e r b a n k e a.
Darauf ruhen in
gleichen Entfernun-
gen von ungefahr 1 m
die sehrag ansteigen-
den Sparren Ju.
welche die Dachnei-
gung bilden und die
Dachlatten und die
Eindeekung mit Zie-
geln oder Schiefer
aufzunehmen haben;
sie sind am untern
Ende aufgeklaut, an
den obern Enden
mittels Zapfen und
Gabel verbunden;
aufierdem werden die
Sparren noch durch
die horizontalen

Kehlbalken c unterstiitzt. Jedes vierte Paar von Sparren wird unten
durch einen Q,uerbalken, den Bund tram d, zn einem festen Dreiecke
verhunden und heiBt dann einBundgesparre. Die dazwischen liegen-
den Sparrenpaare heiBen Leergesparre. Von dem Bundtram des einen

M o č n i k - H a 1 b g e b au e r, Geometrie. 14
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bis zum Bundtram des nachsten Bundgesparres laufen parallel mit den
Mauerbanken die W ec h sel e, womit kurze Balken, die Sticlie s, die
in den Leergesparren die Stelle der Bundtrame vertreten, verbunden sind.

In dem Werksatze werden in der Regel nur die horizontalen Balken
gezeiebnet.

Fiir Spannweiten, die 10 m iiberschreiten, wird der stehende
Dachstuhl (Fig. 315) angewendet. Er hat die Bestandteile des leeren
Dachstuhles und anfierdem im Bundgesparre die Stuhlsaulen f, die

den Kehlbalken unterstiitzen, und an ihrem obern Ende die Pfetten g,
die nach der Lange des Daches lanfen und die einzelnen Gesparre ver-
binden. Die Pfettenbiige i sind bestimmt, den Pfetten eine groBere
Tragfabigkeit zu geben, ivabrend die lotrechte Stellung der Stuhlsaulen
dureh die Fufibander k gesiehert wird.

8. Bauplan und Kosteniiberschlag. ^
§ 245. Zum ISTeubau oder Umbau eines Hauses sowie fiir die

Ausfiihrung durehgreifender Veranderungen am Hause (Adaptierungen)
ist die behordliebe Baubewilligung (der Baukonsens) notig; dem
Gesuche um dieselbe, das beim Gemeindeamte eingereicht wird, ist der
Bauplan (Fig. 316) in doppelter Ausfertigung beizuschlieBen. Dieser
soli enthalten:

1. den Situ at ion sp lan des Bauplatzes (1:500) siehe Fig. 316 (1);
2. die Grundrisse aller Stockwerke, des Erd- und Kellergeschosses

und den Werksatz (1 : 100); siehe Fig. 316 (2—5);
3. das Profil (1 : 100). Dureh das Profil werden die in den ein¬

zelnen Stockwerken iibereinander befindlichen inneren Teile des Gebiiudes
ersichtlich gemacht; siehe Fig. 316 (7);
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Fig. 316.
1. SITUATION.

6. ANS1CHT. 7. SCHNITT A B
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Fig. 316.

2.KEL.LERGESCH0SZ

‘t. ERSTER 5T0CK

3.ERDGESCH0SZ

5.V/ERKSA.TZ

4. die Fassade (1 : 100); siehe Fig. 316 (6).
Wahrend der Bauplan nur ein iibersichtliches Bild liber die ^n-

ordnung der Gesamtbestandteile des Bauobjektes gewahrt und mir die
Hauptdimensionen enthalt, dient zur wirklichen Aiisflihrung fiir die Bau-
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handwerker der Polierplan (1:50). In diesem miissen alle Koten
vollstandig nnd deutllch eingetragen sein.

Der Kosten iiberschlag enthalt eine iibersichtliehe gegliederte
(detaillierte) Zusammenstellung aller Arbeiten nnd Lieferungen fiir ein
Bauwerk bei Angabe des AusmaBes (Flaehen- und Kubikinhalt), der Ein-
heitspreise (Materialwert, Regieauslagen nnd Gewinn) und der Geldbetrage.®)

Das Verstandnis fiir einen Kostenvoranschlag ist fiir jeden Bau-
handwerker erforderlich, wenn er nicht zu Schaden kommen will.

Die genanen Bestimmungen fiir eine gedeihliche und zweckmaBige
Ausfiihrnng und Herstellung von siclieren und gesunden Baulichkeiten
sind in den Bauordnungen der einzelnen Bander enthalten.

Schriftarten.
§ 246. Wahrend die Rundschrift besonders in der kaufmannischeu

Welt groBe Verbreitung gefunden bat, kommen bei anderen Getverben,
namentlich bei Steinmetzen, SchriftgieBern, Schriftenmalern usw., sowie
bei Uberschriften und Firmaschildern auch noeb andere Schriftarten in
Anwendung. Im naebstehenden sind zwei beliebte Arten, die sich auf
geometriscber Grundlage bequem entwickeln lassen, dargestellt u. zw. die
Steinschrift*®) und die Blockschrift.

Figuren-Tafel 317.

*) Wegen Platzmangels wurde von der gegliederten Angabe eines Kos te n-
voransehlages fiir das in Fig. 316 bezeichnete Projekt abgesehen.

**) Wenn man diese Schrift durchaus in Haarstrichen ausfiihrt, nennt man sie
auch Nadelschrift.
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Inlialt.

Einleitung'.. 3

Planimetrie.

A.

T. Punkt, ge rade Lini e, WinkelundKreislinie. 6
1. Punkte.6
2. GeradeLinien. R
3. Winkel undKreislinie. 12

II. Geradlinige Figuren. 22
1.Dreiecke. 22
2. Kongruenz der Dreiecke. 25
3. SymmetrischeGebilde. 30

Anwendung der Kongruenzsatze. 30
4. Lehrsatze von den Dreiecken iiberhaupt. 32
5.Vierecke. 38
6.Vielecke. 45

TIL Der Kreis.50
1. Der Punkt und derKreis. 50
2. Die Gerade und derKreis. 50
3. Der VVinkel und derKreis. 51
4. Das Vieleek und derKreis. 54
5. Lage der Kreise gegeneinander. 56

B.

IV. Die Lehre von der Ahnlichkeit der Figuren. 60
V. Konstruktion regelmatiigerVielecke. 76
VI. Von der Grdile der Figuren: Umfang und Fliicheninlialt der geradlinigen

Figuren. Verwandlung und Teilung geradliniger Figuren. Konstruktions-
aufgaben. 80

VII. Der PythagoriiischeLehrsatz.101
VIII. Umfang und Fliicheninhalt desKreises.106
IX. Die Ellipse und einige andere krumme Linien.112
Wiederholungsaufgaben.116

C.

Stereometrle.

X. Gerade Linien und Ebenen im Raume .118
1. Lage der Geraden im Raume.116
2. Lage der Ebenen gegeneinander.120
3. KorperlicheEcken.121
4. Projizieren, Projektion.122
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XI. Von den Kbrpern im allgemeinen; Bestimmung ihrer projek¬

tiven Darstellung, ihrer Schnitte, Netze nnd Oberflaehen 132
1. EbenflachigeKorper.132

a) DasPriama.133
b) Die Pyramide.139
c) RegelmafiigeKorper.145

2. KrummflachigeKorper.149
a) Der Zylinder ..149
b) DerKegel.154
e) DieKugel.162

XII. Rauminhalt der Korper .166
1. Kubikinhalt der Prismen.167
2. Kubikinhalt eines Zylinders.170
3. Kubikinhalt einer Pyramide und eines Pyramidenstumpfes.172
4. Kubikinhalt eines Kegels und eines Kegelstumpfes.174
5. Kubikinhalt einerKugel.176
6. Inhalt derFasser.179
7.Holzbereehnung.179
8. Bestimmung des Rauminhaltes durch das Gewicht.180

D.
Anhang.

I. Die Elemente des Feldmessens.184
II. GrundziigedesPlanzeichnens.191
III. Zeichnen einfaeher Objekte des Bau- und Maschinenfaches . 197






