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Finleitung.

Kérper, Flachen, Linien und Punkte.

§ 1. Kérper. Anschauungsmittel: ein Ziegel.

Der Ziegel nimmt einen Raum ein. Dieser Raum ist nach allen
Seiten hin begrenzt. Ein allseitig begrenzter Raum heifit ein
Korper. Jeden Koérper kann man sich aus Teilen, die wieder Korper
sein miissen, bestehend denken; er ist also eine Grofie u. zw. eine
RaumgroBe, weil er sich im Raume ausdehnt.

Bin Korper, wie er in der Wirklichkeit vorkommt, z. B. dieser Ziegel, dieser
Tisch, dieser Hut ... besitzt aufier der Eigenschaft, einen Raum einzunehmen, noch
verschiedene andere Merkmale, als: Stoff, Farbe, Hiirte, Gewicht u. dergl. ILin
solcher Korper heifit ein physischer Kérper. Denkt man sich von einem phy-
sischen Korper alle anderen Eigenschaften hinweg und betrachtet an ihm nur den
Raum, den er einnimmt, so hat man die Vorstellung eines geometrischen
Kiorpers. Der Ziegel ist nach drei Richtungen ausgedehnt: von links nach
rechts (Liinge), von vorn nach hinten (Breite), vonunten nach oben (Hohe)

Im allgemeinen pflegt man an Kirpern die griofite Ausdehnung als Liinge

zu bezeichnen.
BEin Koérper hat drei Ausdehnungen oder Dimensionen:

Linge, Breite und Hohe (Dicke oder Tiefe).
Zeiget an verschiedenen Korpern des Schulzimmers die drei Ausdehnungen!
Welcher Ausdehnung entspricht die Bezeichnung tief, Kurz, schmal? Wann nennt

man einen Korper dick, diinn?
§ 2. Flachen. Die Gestalt eines Korpers hiingt von seiner Be-

grenzung ab. Die Grenzen des Korpers heilen Flachen.

Der Ziegel hat eine obere und untere, eine rechte und linke, eine
vordere und hintere Fliche.

Die untere Fliche heifit Grund-, die obere Deckfldche, die
anderen vier Flichen heillen Seitenfldchen.

Jede Fliche des Ziegels ist nach zwei Richtungen ausgedehnt, z. B.
die vordere von links nach rechts und von unten nach oben usw.

Eine Fliche hat nur zwei Ausdehnungen: Linge und
Breite. Sie ist je nach ihrer Lage lang und breit, oder lang und
hoch, oder breit und hoch.

Zeiget und benennet diese zwei Ausdehnungen an Gegenstiinden im Schulzimmer!

§ 8. Linien. Jede Fliche des Ziegels wird von Linien (Kanten)
eingeschlossen. Die Linien sind also die Grenzen der Flichen.

Wieviel Linien gibt es an dem Ziegel? Gebet die Liinge der Ziegelkanten

in dm an!
Die Linien dehnen sich nur nach ein er Richtung aus, z. B. die vordere

obere von links nach vechts, die linke hintere von oben nach unten usw.
1*



Eine Linie hat nur eine Ausdehnung, die Linge.

§ 4. Punkte. Jede Kante des Ziegels wird von zwei Eckpunkten
begrenzt. Die Grenzen der Linien heillen Punkte.

Zihlet die Eckpunkte am Ziegel! Beurteilet, ob der Punkt eine Griife hat?
Ist ein Punkt ohne Linie, eine Linie ohne Fliiche, eine Fliiche ohne Korper denkbar?

Da Korper, Flichen und Linien eine Ausdehnung besitzen, werden
sie auch RaumgroBen genannt. Der Punkt hat keine Ausdehnung
und ist daher auch keine RaumgriBe.

Punkte, Linien, Flichen und Korper nennt man Raumgebilde.

Entstehung und Einteilung der Linien, Flachen und Kérper.

§ 5. Die geometrischen Gebilde kann man sich durch Bewegung
erzeugt denken. Wenn sich ein Punkt fortbewegt, so beschreibt er
eine Linie.

Die Linien teilt man in gerade und krumme ein. Je nachdem
der Punkt eine gerade oder krumme Linie beschreibt, sagt man, er be-
halte wihrend der Bewegung seine Richtung bei oder er #ndere sie
fortwithrend. Jede Gerade gibt zwei entgegengesetzte Richtungen an.

Eine aus Geraden zusammengesetzte Linie wird eine gebrochene
Linie oder ein Linienzug genannt; eine gemischte Linie ist aus
geraden und krummen Linien zusammengesetat.

Veranschaulichung an Gegenstiinden und durch Zeichnen an der Schultafel!

§ 6. Wenn sich eine Linie im Raume in einer anderen Richtung
als in der ihrer Verlingerung fortbewegt, so beschreibt sie eine Fliche.

Versinnlichung dieser Bewegung mittelst eines Stiibchens oder Drahtes!

Die Flichen teilt man in ebene und krumme ein. In einer
Ebene lassen sich nach allen beliebigen Richtungen gerade Linien ziehen.

(Flache des Wiirfels, der Tafel, des Tisches.)

Bine Fliche, von der kein Teil eben ist, wird eine krumme Fliche
genannt (z. B. Fliche einer Walze, eines Kegels, einer Kugel, eines
Bies). In krummen Flichen kann man gerade Linien nicht nach allen
Richtungen hin zichen.

Die Untersuchung, ob eine Fliiche eben ist oder nicht, kann auf mechanischem
Wege durch das Anlegen der Kante eines Lineals erfolgen.

§ 7. Wenn sich eine Fliche in einer anderen Richtung als in
der ihrer Erweiterung fortbewegt, so entsteht ein Korper.

Versinnlichung dieser Bewegung mittelst eines Papierblattes!

Die Kérper teilt man in eckige und runde ecin. Ein Korper,
der von lauter ebenen Flichen begrenzt wird, heift ein eckiger oder
ebenflichiger Kérper (z. B. das Prisma, der Wiirfel, die Pyramide).
Ein Kérper, der bloB von krummen oder teils von ebenen, teils von
krammen Flichen begrenzt wird, heift ein runder oder krumm-
flichiger Korper (z. B. der Zylinder, der Kegel, die Kugel).



b

Ein bewegter Korper erzeugt in jedem Falle wieder einen Korper.
Betrachte die Modelle der geometrischen Grundkérper und gib bei jedem der-
selben an, wieviele Punkte, wieviele und was fiir Linien, wieviele und was fiir
Fliichen daran vorkommen; bestimme, ob der Kirper ein eckiger oder ein runder ist!

GroBe und Gestalt der RaumgroBen.

§ 8. Bei jeder Raumgrofle nimmt man insbesondere auf zwei Eigen-
schaften Riicksicht, auf die GréBe und auf die Gestalt oder Form.

Zwei Raumgrolien konnen verschiedene (estalt, aber gleiche GroBe
haben. So kann eine krumme Linie dieselbe Léinge haben wie eine
gerade; eine rund begrenzte Wiese kann ebensoviel Flicheninhalt besitzen
wie eine viereckige; in diesem Falle ist also die Gestalt verschieden, die
GrofBe gleich. RaumgroBen, welche dieselbe GroBe haben, heilen
gleich. Das Zeichen der Gleichheit ist =.

Umgekehrt kénnen zwei RaumgroBen dieselbe Gestalt haben, wihrend
sie sich in der GroBe unterscheiden; z. B. zwei Kreise oder zwei Wiirfel,
die verschiedene GroBen haben. RaumgroBen, welche dieselbe Gestalt
haben, heiBen &hnlich. Das Zeichen der Ahnlichkeit ist owo.

Dieses Zeichen stellt eigentlich ein liegendes S vor, den Anfangsbuchstaben
des lateinischen Wortes: sémilitudo, d. h. Ahnlichkeit.

RaumgroBen, welche dieselbe GroBe und dieselbe Gestalt
haben, heiflen kongruent. Zwischen zwei kongruenten GriBen wird, da
sie gleich »und ihnlich sind, das Zeichen OO gesetzt. Zwei kongruente
Raumgrofen unterscheiden sich nur durch den Ort, an dem sie sich
befinden; sie miissen daher, wenn die eine durech Verschieben oder Um-
wenden an die Stelle der andern gelegt wird, einander vollstindig decken.

Geometrie und ihre Einteilung.

§ 9. Die Lehre von den RaumgroBen wird Geometrie genannt.

Das Wort Geometrie stammt aus dem Griechischen und heiBt
wortlich Erd- oder Landmessung. Die ersten Anfinge der Landmessung
finden wir im alten Agypten, wo nach den alljihrlich wiederkehrenden
Uberschwemmungen des Nils die durch das Wasser und den Schlamm
verwischten Grenzen der einzelnen Grundstiicke durch Messung seitens
der Priester wieder sichergestellt wurden. Aug, diesen Messungen hat sich
nach und nach die Geometrie als Wissenschaft entwickelt, die namentlich
bei den alten Griechen in hohen Ehren stand.

Sie zerfillt in zwei Hauptteile:-in die Planimetrie und in die
Stereometrie. Die Planimetrie handelt von jenen Raumgebilden, die
in einer und derselben Ebene liegen; die Stereometrie aber beschiftigt
sich mit jenen Raumgebilden, die sich nicht in einer und derselben
Ebene, sondern im dreifach ausgedehnten Raume befinden.
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Planimetrie.
A.
l. Punkt, gerade Linie, Winkel und Kreislinie.

1. Punkte.

Darstellung der Punkte und ihre gegenseitige Lage.

§ 10. Ein Punkt kann, da er weder Linge, noch Breite, noch
Dicke besitzt, nicht gesehen, sondern nur gedacht werden. Um die
Stelle, wo man sich B 1
einen Punkt denkt, dem

Auge sichtbar zu ma- 0 ; é f z’ i )i
chen, bringt man dort
mit dem Bleistifte, mit
der Feder oder Kreide i, g i % S sz
einen Tupfen, ein Rin- , Ve o w A é .

gelchen, ein Sternchen
u. #. an. Diese sind jedoch nicht wirkliche Punkte, sie sind nur Zeichen
der Punkte.

Ein Punkt wird dadurch benannt, dal man zu dem ihn versinn-
lichenden Zeichen einen Buchstaben oder eine Ziffer setzt: man sagt:
der Punkt @, der Punkt 1, der Punkt 4 usw.

Die den Punkt benennenden Ziffern oder Buchstaben sollen nicht in, sondern
neben das Zeichen (Ringelchen) gesetzt werden (Fig. 1).

Zwei Punkte kionnen entweder nebeneinander, oder gerade
fibereinander, oder schrig oberhalb- oder unterhalbein-
ander liegen.

Ubung im Zeichnen von Punkten in diesen Lagen!

2. Gerade Linien.

Bestimmung und Darstellung der Geraden.

§ 1. Durch einen Punkt lassen sich unzihlig viele gerade Linien
in allen moglichen Richtungen ziehen. Wie viele Gerade lassen sich
durch zwei Punkte ziehen? Welche ist die kiirzeste Verbindungs-
linie zweier Punkte?

Grundsitze von der Geraden: 1. Durch zwei Punkte ist
nur eine Gerade moglich, oder die Tage einer Geraden im Raume
ist durch zwei Punkte bestimmt. 2. Die Gerade ist die kiirzeste
Linie zwischen zwei Punkten.

Zwei Gerade, die zwei Punkte gemeinschaftlich haben, fallen zu-
sammen und bilden eine einzige Gerade.
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Wie priift man die Richtigkeit eines Lineals?

Zwel voneinander verschiedene Gerade kénnen nur einen Punkt
gemeinsam haben. Man sagt: sie schneiden (treffen) einander in diesem
Punkte; der gemeinsame Punkt heift ihr Schnittpunkt (Durch-
schnittspunkt).

§ 12. Die unbegrenzte Gerade xy (in Fig. 2) wird durch jeden
in ihr liegenden Punkt (o) in zwei halbbegrenzte Gerade oder
Strahlen zerlegt (02 und oy in Fig. 2), die von diesem Punkte aus

Fig. 2.
ax Y A B
x o Y a

x 0.0 Yy n S 7

nach entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt sind (Sonnenstrahlen). Kine
durch zwei Punkte ganz begrenzte Gerade heiit Strecke (4B in
Fig. 2); die beiden Grenzpunkte nennt man ihre Endpunkte.

Die Strecke zwischen zwei Punkten ist die kiirzeste Linie, die
zwischen den zwei Punkten gezogen werden kann; sie bestimmt daher
die Entfernung oder den Abstand derselben.

Ein Strahl wird durch den Grenzpunkt und einen zweiten in ihm
liegenden Punkt, eine Strecke durch ihre Endpunkte bezeichnet.

§ 13. Darstellung der Linie. Die gezeichneten Linien sind keine

wirklichen Linien, sondern nur jhre Zeichen und heiBlen volle, punk=-
tierte, gestrichelte oder gestrichelt punktierte, je nachdem

Fig. 3.
e e T ey =
o o ~ -
7 3 7’
s N e
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” ~ \ s ~
fj '/ \\ ] / / e A
I ! ] i ! ! i :
1 | i . !
! \ ! I ; ! |
\ \ 7 / ! N P
M \\______,/ * \ \._____ - !
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sie ohne Unterbrechung, oder durch Punkte, oder durch Striche und
Punkte dergestellt sind. (Fig. 3.)

Zum geometrischen Zeichnen der Linien bedient man sich des
Lineals, der Reifischiene, des Dreieckes und des Zirkels. Auf dem Papiere
werden iiblich (konventionell) bezeichnet: a) Gegebene Linien durch
feine volle Linien; §#) Hilfs- oder Erkldrungslinien durch sehr
feine volle, oder gestrichelte, oder punktierte Linien; ¢) gefundene
Linien (Resultatslinien) durch starke volle oder strich-punktierte Iinien ;
d) MaB- oder Kotenlinien mit roter Tinte durch feine volle ILinien.
Es ist wirksam, die Hilfs- oder Erklirungslinien mit blassem Tusche
auszufiihren.

Parallele und nichtparallele Gerade.

§ 14. Erklirungen. Die zwei Geraden 4B und CD (Fig. 4)
treffen, hinreichend verlingert, in einem Punkte § zusammen; man sagt,
sie konvergieren (laufen zusammen) gegen ihren Schnittpunkt und
divergieren (laufen auseinander) nach der anderen Seite hin.

Um ihre gegenseitige Lage
zu beurteilen, schneiden wir
beide Gerade durch die Gerade A
G. Drehen wir die Gerade AB
um M (Modell!), so wandert der
Schnittpunkt § iiber S, und S,
nach rechts, und die Gerade AB c
mul} endlich in eine Lage A'B’ /
kommen, in der sie, wenn auch
noch so weit verlingert, die Gerade C'D niecht mehr schneidet. Solche Gerade
heiflen dann gleichlaufend oder parallel; man schreibt A‘B‘|CD.

Aus der Vorstellung der Parallelen ergibt sich die Richtigkeit des
folgenden Satzes:

Grundsatz von den Parallelen: Durch einen Punkt auBer-
halb einer Geraden kann man zu dieser nur eine Parallele
ziehen.

AB und COD sind konvergierend, BA und DC divergierend.
Konvergierende Gerade haben immer einen gemeinschaftlichen Durch-
schnittspunkt, aber auch nur einen einzigen.

Fig. 4.

Lotrechte, wagrechte und schrige Gerade.

§ 15. 1. Eine Gerade (Fig. 5), welche die Richtung eines Bleilotes
oder Senkbleies, d. i. eines freihiingenden, durch eine Bleikugel ge-
spannten Fadens hat, heift lotrecht oder vertikal. Ein freifallender
Kérper fillt in lotrechter Richtung.
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Wird durch eine vertikale Gerade eine Ebene gelegt, so heilt diese
eine Vertikal-Ebene. Tig. 5.

2. Eine Gerade, wel- [ o
che die Richtung eines auf
beiden Seiten gleichbe- Wagrachte
lasteten Wagebalkens oder
eines auf dem ruhigen
Wasserspiegel schwimmen-
den Stibchens hat, heifit
wagrecht, wasserrecht
oder horizontal.

Eine Ebene, in der
sich nach allen Richtungen
horizontale Gerade ziehen
lassen, heilit eine Horizontal-Ehene; z B. die Oberfliche des Wassers,
die Bodenfliche eines Zimmers.

3. Bine gerade Linie, die weder lotrecht noch wagrecht ist, heilit schrag.

Lotrechte

Schrige
Gerade

@ 0]

Vergleichung der Strecken.

§ 16. Um zwei Strecken 4B und CD (Fig. 6) nach ihrer Linge

zu vergleichen, lege man die eine, C'D, so auf die andere, 4 B, dal} ihr
Anfangspunkt € auf A zu liegen kommt.

Fallen dann die Endpunkte 1) und B cben- 4 dy B
falls zusammen, so sind die beiden Strecken (¥ (D)
gleich; AB = CD. Fallen aber die anderen ol { D
Endpunkte der beiden Strecken nicht zu- E| I i

1

sammen, so sind die Strecken ungleich, wie (g)l (JFIDH
E Fund G H; von diesen ist G H die Kkleinere,
denn ihr zweiter Endpunkt /7 fillt zwischen die Endpunkte der anderen
Strecke E'F. Man schreibt entweder GH<CEF oder EF> G H.

Wenn zwei Strecken gleich sind, mufl man sich dieselben auch so
vorstellen konnen, dalBl sie, aufeinander gelegt, sich decken.

Aufgabe:

Eine gegebene Strecke @ =65 mun zu iibertragen, d. h. eine Strecke zu
konstruieren, die der gegebenen gleich ist.

Zur Vergleichung und zum Ubertragen von Strecken dient der Zirkel.

Rechnen mit Strecken.
§ 17. So wie mit Zahlen lassen sich auch mit Strecken (Raum-
grofien) die Grundrechnungsarten ausfiihren.
1. Die Strecken @ und & werden mittelst Zeichnung (graphisch)
addiert, indem man dieselben auf einer Geraden A ' nebeneinander
(wie in Tig. T) auftrigt; @ b= AC.
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Die Strecke A C heiBt die Summe der beiden Strecken @ und b.
2. Von einer Strecke a (Fig. 7) wird eine zweite b subtrahiert,
indem man die zweite Strecke von

@ : b dem Endpunkte  der ersteren aus

I ! : ! in der entgegengesetzten Richtung
4l & gl e o der gegebenen Strecke auftrigt;

: B : a—b= DFT.

@ Die Strecke D F heilit die

D :__I E Differenz der Strecken @ und b&.

! 3. Wird eine Strecke & mehr-

a | : : |L mals z. B. 4-mal auf einer Geraden

nacheinander aufgetragen, so erhilt
man eine Strecke (@ L, die ein Vielfaches (in Fig. 7 das 4-fache) der
Strecke b genannt wird.
4.b=GL oder b.4= G L.
@ J ist das Zweifache von b; GJ=2.6b.
(i K ist das Dreifache von b; G K=3.D.

4. Umgekehrt ist b die Hilfte von G, ein Drittel von G K,
und ein Viertel von G'L; in Zeichen:

b=GH=1}.GJ=}.GE=1.GL.

Die Strecke b ist ein aliquoter Teil einer der Strecken G/,
G K und G L.

Das Teilen einer Strecke kann versuchsweise mit dem Zirkel oder
auch mittels Konstruktion geschehen. — Hine Strecke halbieren heiBt,
sie in zwei gleiche Strecken teilen; der Teilungspunkt wird die Mitte
oder der Halbhierungspunkt der Strecke genannt.

5. Eine Strecke 'L messen heiBit untersuchen, wievielmal eine
als Lingeneinheit angenommene Sirecke b in der gegebenen enthalten
ist. Die Zahl 4, die dies angibt, ist die MaBzahl der gemessenen
Strecke: die Strecke & ist in der Strecke (L 4-mal enthalten.

Die Einheit des LangenmaBes ist das Meter (), das in 10 Dezi-
meter (dm)a 10 Zentimeter (em)a 10 Millimeter (mm) eingeteilt
wird. 1000 Meter = 1 Kilometer (km), 10 Kilometer =1 Myria-
meter (um). 1 m ist der 10 millionste Teil eines Erdmeridianquadranten.

Zum Messen der Lingen dienen Stibe von Holz oder Metall,
worauf eine oder mehrere Lingeneinheiten nebst den Unterteilungen

Fig. 8.
i ] |
e T e
9 1

]
I
0w 5 0 1 2 3 & 5 6 7 8 0 cm

aufgetragen sind; sie heilen MaBstabe. Fig. 8 stellt die Linge eines
Dezimeters mit dessen Einteilung in Zentimeter und Millimeter vor.
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Die durch Messen gefundene Linge der Strecke wird als MaBzahl
(Kote) beigesetzt (Fig. 9).

5 E B Fig. 9.
Anféingern ist anzuraten, daf sie
& a
zur Ubung des Augenmafies ver- [
schiedene Lingen zuerst anniiherungs- | 42 J
: )

weise mit dem Auge abschitzen
und dann mit dem MaBstabe genau
messen. Wegstrecken mifit man
annithernd auch durch Schritte, wobei ¢
13 Schritte = 10 m, also 1 km = 1300

Schritte angenommen werden.
Ubung im Kotieren gegebener
Strecken. b 2

Ist keine andere Mafbenennung
beigesetzt, so bedeuntet die Kote stets mm.
Zeichnen von Strecken von be-
stimmter Liinge und Kotieren derselben.

36

a

=37

Aufgaben:
Die folgenden Aufgaben sind sowohl mittels des Zirkels, als auch mittels

des MaBstabes auszufithren.

1. Auf der Geraden Ox ist von dem Punkte O aus die gegebene Strecke
@ = 65 mm aufzutragen!

2. Zeichne eine Strecke von a) 3 em, b) 56 em, ¢) 59 mm, d) 0°106 m Liinge!

3. Konstruiere die Summe der Strecken ) 3 ¢m und 75 em, b) 22 mm, 44 em
und 054 dm!

4. Subtrahiere von der Strecke ¢ =9 em 6 mm die Strecke b = 58 mm!

5. Konstruiere das 2-, 3-, 4- und 5-fache der gegebenen Strecke a = 21 num !

6. Eine gegebene Strecke aus freier Hand in 2 gleiche Teile zu
teilen oder zu halbieren. — Man bestimme in der Strecke einen Punkt so, dai
er von den beiden Endpunkten derselben gleich weit entfernt ist.

7. Zeichne eine Strecke, teile sie in 2 gleiche Teile und dann jede Hiilfte wieder
in 2 gleiche Teile! Wieviel gleiche Teile erhiiltst du? — Wie wird also eine Strecke in
4 gleiche Teile geteilt?

8. Wie wird eine Strecke in 8, 16 gleiche Teile geteilt?

9. Eine Strecke 4B (Fig. 10) in 3 gleiche Teile zu teilen.

Man teile die gegebene Strecke in 2 ungleiche Teile, halbiere den griferen
Teil und priife, ob alle drei Teile untereinander gleich sind. Sind diese Teile ungleich,
g0 muf der erste Teilungspunkt weiter vom Anfangspunkte geriickt werden, wenn
die durch Halbierung gewonnenen Teile zu grof, jedoch niiher zum Anfangspunkte
verschoben werden, wenn die durch Halbierung gewonnenen Teile zu klein ausgefallen
sind. Die in der Strecke gesetzten Teilungspunkte (Teilungsstriche) miissen
voneinander und von den Endpunkten derselben gleichen Abstand haben.

10. Teile die gezeichnete Strecke ¢ =96 mm in zwei Fig. 10.
gleiche Teile und dann jeden Teil wieder in 3 gleiche Teile!

— Wie wird als eine Strecke in 6 gleiche Teile geteilt? !

11. Wie wird eine Strecke in 12, 24, — in 9, 18 gleiche 47 -8
Teile geteilt? > | l

12. Teile die Strecke 2 =70 mm in 5, 7 gleiche Teile! (Der Vorgang ist
ithnlich wie bei der Teilung einer Strecke in 3 gleiche Teile.)
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13. Wie wird eine Strecke in 10, 15, 20, — in 14 gleiche Teile geteilt?
Uber das konstruktive Teilen gegebener Strecken siehe § 69, bezw. § 109.
Mit Hilfe des MaBstabes ist eine gegebene Strecke zu messen!

14. A will einen Weg nach Schritten ausmessen. Er legt in 4 Minuten 360
Schritte zuriick und braueht zum ganzen Weg 10 Min. 80 Sekunden. Wieviel Meter
betriigt die Linge des Weges, wenn 3 seiner Schritte 2 m betragen? In welcher Zeit
legt er 1 km zuriick?

3. Winkel und Kreislinie.

Entstehung und Bezeichnung der Winkel.

§ 18. Gehen in einer Ebene von einem Punkte aus (O in Fig. 11)
zwei Strahlen, so heifit die GréBe der Drehung, die der eine Strahl
in dieser Ebene um den gemeinschaftlichen Punkt machen muB, um in
die Lage des zweiten Strahles zu gelangen, der Winkel (<L) der beiden
Strahlen. 'Die zwei Strahlen (O 4 und O B), die den Winkel bilden, heillen
seine Schenkel; den gemeinschaftlichen Punkt ((J)), von dem sie aus-
gehen, nennt man den Scheitel des Winkels. Die zwischen den
Schenkeln liegende ebene Fliche, in der die Drehung als
vollbracht betrachtet wird, heilit die Winkelfliche.

Einen Winkel (Fig. 11) bezeichnet man ent-
weder 1.) mit einem einzigen Buchstaben (), den man
zwischen die Schenkel setzt, oder 2.) mit dem Buch-
staben am Scheitel (0), oder 3.) mit drei Buchstaben
(-1 OB, oder' < BOA), 'von denen der am Scheitel
stehende immer in die Mitte gesetzt wird; der Winkel heiBt daher: Winkel
n oder Winkel O oder Winkel 4 OB oder Winkel B O A.

Ein Winkel ist desto gréfier, je grofer die Drehung ist, die der
eine Schenkel machen muf, bis er in die lage des zweiten kommt;
die Léinge der Schenkel hat daher keinen EinfluB auf seine GriBe.

Fig. 11.

[/}

Vergleichung zweier Winkel nach ihrer GroBe.

§ 19. Zwei Winkel sind gleich, wenn sie sich so aufeinander legen
lassen, dali ihre Scheitel und ihre Schenkel sich paarweise decken. Decken

Fig. 12. sich jedoch beim Aufeinander-

E fallen der Scheitel und des einen

B Schenkelpaares die beiden an-
D

deren Schenkel nicht, so sind
die zwei Winkel ungleich. Der
0 P / jenige Winkel ist der kleinere

(<), dessen zweiter Schenkel
zwischen den Schenkeln des anderen Winkels liegt; dieser ist der
groBere (>).
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In Figur 12 ist <X AOB=< OSD; dagegen
<X AO0B<<<x CSE,
<X 0SE><) AOB.
Umgekehrt: Sind zwei Winkel gleich, so kénnen sie mit den Winkel-
flichen so aufeinander gelegt werden, daB, wenn der Scheitel und ein Paar
Schenkel zusammenfallen, auch das andere Paar Schenkel zusammenfillt.

Arten der Winkel.

§ 20. 1. Dreht sich in einer Ebene der Strahl 04 (Fig. 13) so
lange um seinen Grenzpunkt O, bis er den vierten Teil einer vollen
Umdrehung gemacht, so heiBt der dadurch erzeugte Winkel 4 O B in
Fig. 13 ein rechter Winkel. Der rechte Winkel wird gewghnlich mit
dem DBuchstaben R bezeichnet. Alle
rechten Winkel sind einander
gleich.

Ein Winkel (QC 4 O C in Fig. 13),
zu dessen Entstehung weniger als eine
Vierteldrehung erforderlich ist, heifit
ein spitzer Winkel; ein solcher Winkel
(<X 4 0D), zu dessen Entstehung mehr g
als eine Vierteldrehung, aber weniger
als eine halbe Drehung erforderlich ist, heifit ein stumpfer Winkel. Im
Gegensatze zu den rechten Winkeln nennt man die stumpfen und die

spitzen Winkel auch schiefe Winkel.

Um einen rechten Winkel zu erhalten, braucht man nur ein Stiick Papier
zweimal so zuzammenzulegen, daB die Buglinien genau aufeinander fallen.

2. Dreht sich ein Strahl (S in Fig. 14) um seinen Grenzpunkt
so lange bis er in eine Richtung (SP) kommt, die seiner urspriinglichen
Richtung gerade entgegengesetzt ist, so sagt man, der Strahl habe eine

TFig. 14.
Vid

Fig. 13.

0

halbe Umdrehung gemacht, und nennt den dadurch entstandenen Winkel
einen gestreckten., Die beiden Schenkel eines gestreckten Winkels bilden
eine Gerade und haben eine entgegengesetste Richtung. Ein gestreckter
Winkel ist gleich zwei Rechten. Alle gestreckten Winkel
sind untereinander gleich.
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3. Dreht sich der Strahl 04 (Fig. 14) um O solange, bis er in
seine urspriingliche Lage zuriickgekehrt ist, so sagt man, der Strahl hat
eine ganze Umdrehung gemacht. Den entstandenen Winkel (<9 4 0 4)
nennt man einen vollen Winkel. Dessen zwei Schenkel fallen zusammen
und bilden eine gerade Linie. Ein voller Winkel ist gleich zwei
gestreckten Winkeln oder vier Rechten. Alle vollen
Winkel sind einander gleich.

4. Betrigt die Drehung des Strahles O A4 (Fig. 14) weniger als eine
halbe Umdrehung, so heiBt der entstandene Winkel (QC 4 O H=17) ein

hohler; betrigt dieselbe mehr als eine halbe

und weniger als eine ganze Umdrehung, so

heilit der entstandene Winkel (<QC H 0 4 = w)
B ein erhabener. Jeder hohle Winkel ist kleiner

Tig. 15.

D als ein gestreckter; der rechte, der spitze und
der stumpfe Winkel sind hohle Winkel.
E A Jeder erhabene Winkel ist groffer als ein

gestreckter und kleiner als ein voller Winkel.

Eine Vergleichung der besprochenen
Winkel mit dem rechten Winkel ergibt fol-
gende Beziehungen (Fig. 15):

Spitzer Winkel << R l

Rechter Winkel = R | << 2 R (hohle Winkel).

Stumpfer Winkel > R

Gestreckter Winkel = 2 R

Erhabener Winkel > 2 R

Voller Winkel =4 R.
Aufgaben.

1. Nenne Gegenstinde im Zimmer, an denen rechte, spitze, stumpfe Winkel
vorkommen !

2. Was fiir einen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in 10, 15,
25, 80, 40 Minuten, in 1 Stunde?

3. Was fiir einen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr @) um 6, 3,
9 Uhr, b) um 2, 5, 10 Uhr?

4. Zeichne hohle, erhabene, gestreckte und volle Winkel!

Rechnen mit Winkeln.

§ 2. 1. Dreht man in dem Winkel 4 OB (Fig. 16) den Schenkel
OB von OA weg, bis er in die Lage OC kommt, so entsteht der
Winkel 40 C, der so groB ist als die beiden Winkel 4 OB und BOC
zusammengenommen ; der Winkel 4 O (' ist also die Summe der Winkel
AOB wnd BOO, oder <L m = <X q -+ <X p-

Veranschauliche durch eine Zeichnung folgende zwei Sitze:
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@) Die Summe aller Winkel, die auf einer Seite einer
geraden Linie liegen und einen gemeinschaftlichen in
ihrliegenden Scheitel haben, ist gleich einem
gestreckten Winkel oder zwei Rechten.

b) Die Summe aller Winkel, die um einen
Punkt herumnebeneinanderliegen, ist gleich
einem vollen Winkel oder vier Rechten.

2. Wird in dem Winkel 4 O C (Fig. 16) der Schenkel
0O C um den Winkel C OB gegen O A zuriickgedreht, so
dafi er in die Lage OB kommt, so entsteht der Winkel 4 OB, der die
Differenz zwischen den Winkeln A O C und B OC ist, also <L @ =
=<Lm—LPp

3.0 8Sind (Pig. 17) die Winkel 4 0B, ' BOC, COD, DOE, . . .
einander gleich, so ist der Winkel 4 O €' das Doppelte des Winkels 4 O B,
A 0D das Dreifache, 4 O F das Vierfache von 4 O B usw. Fig. 17.

Fig. 16.

Die Winkel AOC, AOD, AOEF, ... sind also Vielfache F g
des Winkels 4 O B. D

4. Umgekehrt ist der Winkel 4 O B die Halfte von sl
AOQC, der dritte Teil von 40D, der vierte Teil B
von A OF usw. #

Aufgaben. 0

1. Wie mufi man zwei Winkel aneinander legen, um den Winkel zu erhalten,
der ihre Summe ist?

2. Wie mufi man zwei Winkel aufeinander legen, um den Winkel zu erhalten,
der ihre Differenz ist?

3. Was fiir ein Winkel ist die Summe @) eines rechten und eines spitzen,
b) eines rechten und eines stumpfen, ¢) eines gestreckten und eines hohlen Winkels,
d) zweier rechten Winkel! Fig. 18.

4. Wieviele rechte Winkel kommen an einem Ziegel, an
einem Quadersteine vor?

5. Zeichne nach dem Augenmafie drei Winkel, von denen
der zweite 2mal, der dritte 3mal so grof ist als der erste!

6. Was fiir ein Winkel ist das Doppelte ) eines rechten,
b) eines stumpfen, ¢) eines gestreckten Winkels?

7. Was fiir ein Winkel ist die Hiilfte @) eines rechten,
b) eines stumpfen, ¢) eines gestreckten, d) eines erhabenen, ¢) eines vollen Winkels?

8. Einen Winkel A0OB (Fig. 18) in zwei gleiche Teile zu teilen
oder zu halbieren. — Man mache OM = ON und be- Fig. 19.
stimme einen Punkt € so, daf er von M und N gleieh weit g
entfernt ist; zieht man dann OC, so ist Winkel A0C =
BOC =1, AOB.

9. Wie wird ein Winkel in 4, 8 gleiche Teile geteilt? L |

10. Zeichne einen rechten Winkel und halbiere ihn!
(Fig. 19.)

11. Versuche einen Winkel nach dem Augenmafe in 3, 0
5, 6 gleiche Teile zu teilen!

0
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Das WinkelmaB.

§ 22, Messung eines Winkels. Um einen Winkel zu messen,
nimmt man irgend einen bekannten Winkel als Einheit an und unter-
sucht, wievielmal derselbe in dem gegebenen Winkel enthalten ist.

Die Einheit des WinkelmaBes ist der Grad (%, d. i der
360ste Teil eines vollen Winkels. Ein Grad wird in 60 Minuten (),
eine Minute in 60 Sekunden (") eingeteilt.

Die GroBe eines Winkels ist vollkommen bestimmt, wenn man an-
gibt, wieviele Grade und Gradteile er enthilt. Die Grade, Minuten und
Sekunden eines Winkels bezeichnet man durch °, ‘, "; z B. 57 Grade
48 Minuten 15 Sekunden — 57° 43" 15".

Aus den Erklirungen in § 20 folgt:

Ein hohler Winkel enthilt weniger als 180° und zwar insbesondere
ein spitzer weniger als 90°, ein stumpfer mehr als 90°. Ein rechter
Winkel hat 909, ein gestreckter Winkel 180° ein erhabener Winkel mehr
als 180°, ein voller Winkel hat 360° Das einfachste Mittel der Winkel-
messung bietet die Kreislinie.

Die Kreislinie.

§ 28. Dreht sich eine Strecke 0.4 (Fig. 20) um den Punkt O in
derselben Ebene so lange herum, bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage
kommt, so beschreibt wihrend dieser Drehung

o B der Punkt A eine krumme ILinie ABCD K A,
T die Kreislinie heilit, und die Strecke selbst be-

die Kreisfliche oder Kreis genannt wird. Die

D 4 Kreislinie ist eine krumme geschlossene,
in einer Ebene liegende Linie, deren
Punkte von einem festen (inmerhalb
liegenden) Punkte gleich weit entfernt
sind.

Der Punkt O, von dem alle Punkte der Kreislinie gleich weit ab-
stehen, heiBt der Mittelpunkt oder das Zentrum; die Linge der
ganzen Kreislinie selbst wird der Umfang oder die Peripherie des
Kreises genannt.

Eine Strecke, die vom Mittelpunkte zu irgend einem Punkte
des Umfanges gezogen wird, heit ein Halbmesser (Radius) des
Kreises, z. B. 04, OB, OC. Da alle Punkte der Peripherie vom
Mittelpunkte gleich weit abstehen, so sind alle Halbmesser eines
Kreises einander gleich.

Hine Strecke 4D, die von einem Punkte des Umfanges durch
den Mittelpunkt bis an die entgegengesetzte Seite des Umfanges ge-

) schreibt die von der Kreislinie begrenzte Fliche,
——14



17

zogen wird, heiBit ein Durchmesser (Diameter). Jeder Durchmesser
eines Kreines ist doppelt so lang als ein Halbmesser desselben, daher
sind auch alle Durchmesser eines Kreises einander gleich.

Jeder Teil des Umfanges, wie AB, wird ein Kreisbogen ge-
nannt; die Halfte des Umfanges heiBt ein Halbkreis, der vierte Teil
ein Quadrant. (Erdmeridian — Quadrant.)

Zum geometrischen Zeichnen des Kreises bedient man sich des
Zirkels.

§ 24, Der Umfang eines jeden Kreises wird in 360 gleiche Bogen,
die man Bogengrade oder bloB Grade nennt, eingeteilt. Es
kommen daher auf den Halbkreis 180, auf den Quadranten 90 Grade.
Die Einteilung des Halbkreises

in Grade sieht man an dem e 2L
Transporteur oder Winkel- < \\\\m\‘\“é“:“;‘w.‘ﬁlﬁﬁ'ﬁ“x‘%’é‘#’#g%

£ . s Bl 0 4
messer (Fig. 21), bei dem die S mm%@@”*

Kante 4 B den Durchmesser, der
Punkt (' des Einschnittes den
Mittelpunkt vorstellf. Jeder Grad
wird in 60 gleiche Teile, Bogen- 4
minuten, und jede Minute in
60 Bogensekunden eingeteilt.

Man hezeichnet die Grade, Minuten und Sekunden bei den Bogen
auf gleiche Weise wie bei den Winkeln.

Messen der Winkel durch Kreisbogen.

§ 25, Teilt man die Peripherie eines Kreises in 360 Bogengrade
und zieht von dem Mittelpunkte zu jedem Teilungspunkte einen Halb-
messer, so entstehen um den Mittelpunkt 360 Winkel, die alle unter-
einander gleich sind, weil bei je zweien, wenn sie gehorig aufeinander gelegt
werden, die Schenkel zusammenfallen. Die Summe aller dieser Winkel
ist gleich 360 Winkelgraden; folglich ist einer derselben gleich einem
Winkelgrade. Da hiernach ein Winkel am Mittelpunkte soviele Winkel-
grade enthalt, als der zugehorige Bogen Bogengrade hat, so kann jeder
Winkel durch den Kreishogen, den man aus dem Scheitel
zwischen den Schenkeln beschreibt, gemessen werden.

Darauf beruht der Gebrauch des Transporteurs zum Messen ge-
zeichneter Winkel und zum Zeichnen in Graden angegebener Winkel.

Aufgaben.

1. Zeichne beliebige Winkel, schiitze zuerst ihre Grifie nach dem Augenmafie
ab und mif sie dann mit dem Transporteur !

2. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs einen Winkel von 90° 45° 60°, 30°
58°% 87% 80 100° 118°, 176°!

3. Wieviel Grade haben 1} R, ¢ R, ¢ R, § &, § R, 1§ R?

Modnik-Halbgebaner, Geometrie. 2
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4. Wieviel Grade umspannt ein Quadrant?
5. Wieviel Meter hat der Erdmeridian-Quadrant und wieviel Grade umspannt
dieser? (Die Linge des Erdmeridians /| = 40.007°76 fem.)

Winkel mit einem gemeinsamen Scheitel.
$ 26, Nebenwinkel. Verlingert man einen Schenkel O C (Fig. 22)
eines gegebenen Winkels C'OD iiber den Scheitel hinaus, so entsteht
ein neuer Winkel 4 OD, der ein Nebenwinkel

F,g,ﬂgg, des gegebenen Winkels 'O D genannt wird. Es ist

D ‘ umgekehrt COD ein Nebenwinkel zu A4 0D;

\ ebenso sind COB und B 0OA Nebenwinkel

4 \l ¢ Nebenwinkel sind zwei Winkel, die denselben
0 Scheitel und einen gemeinschaftlichen Schenkel

haben, und deren beide anderen Schenkel auf entgegengesetzten Seiten
des Scheitels in einer geraden Linie liegen.

Da je zwei Nebenwinkel zusammen genommen einen gestreckten
. Winkel geben, so folgt: Die Summe zweier Nebenwinkel ist
gleich zwei Rechten.

Aufgaben.

1. Was fiir Winkel sind Nebenwinkel, wenn sie gleich sind, und was fiir
Winkel sind sie, wenn sie ungleich sind?

2. Wie grof ist der Nebenwinkel von 20° 851°, 100%°, 55° 40“, 115° 16 45“1

3. Was fiir Nebenwinkel gehéren zu gleichen Winkeln?

Senkrechte (normale) und schiefe Gerade.

§ 27. Bildet eine Gerade mit einer anderen vechte Winkel, so
stehen die beiden Geraden senkrecht oder mormal, sonst schief auf-
einander. So ist (in Fig. 22) BO senkrecht auf AC, (BO | 40),
wenn der Winkel AO0B= B0OC=R ist; D O ist schief auf 40O, weil
die Winkel COD und D O A keine rechten, sondern schiefe Winkel sind.
Zwei aufeinander normale Gerade bilden gleiche, zwei aufeinander schiefe
Gerade bilden ungleiche Nebenwinkel.

Zur Ubung.

1. Ziehe eine Gerade, nimm darin fiinf Punkte an und errichte in jedem der-
selben auf die Gerade eine Normale! Welche Lage gegeneinander haben diese
Normalen?

2. Zeichne zwei parallele Gerade, nimm in der einen fiinf Punkte an und
fillle aus jedem auf die andere Gerade eine Normale! Wie verhalten sich diese
Normalen beziiglich ihrer Liinge?

3. Nennet Gerade im Zimmer, die normal, und solche, die schief auf-
einander stehen!

3. Welcher Unterschied ist zwischen senkrecht und lotrecht, zwischen senk-
recht und normal, zwischen schriig und schief?

§$28. Es sei (Fig. 23) CD | AB. Wenn die CD lings der
A B mit sich selbst parallel fortschreitet, bis sie in die Lage K F kommt,
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so wird wihrend dieser Bewegung die Lage der €I gegen die A B nicht
geiindert; es wird daher C'D aueh in der Lage I F' auf 4 B normal stehen,
Daraus folgt: Fi

1. Steht eine Gerade auf einer an-
deren Geraden normal, so ist auch jede
mit der ersteren Paralleleaufder zweiten
Geraden normal. 4 ¥ 7 B

2. Stehen zwei Gerade auf derselben dritten normal,
so sind sie zueinander parallel.

. 23

N

v

Konstruktionsaufgaben.

1. Es sind Parallele zu zeichnen, @) mit der Reif3schiene, b) mit Schiene und
Dreieck, ¢) mit Hilfe der Dreiecke ohne Schiene.

2. Zeichne zu einer gegebenen Lotrechten (Wagrechten, Schriigen) drei
Parallele im Abstande von je 30 sm!

3. Mifi den Abstand gezeichneter Parallelen!

Scheitelwinkel.
§ 29, Verlingert man (in Fig. 24) beide Schenkel eines Winkels

(@) iiber den Scheitel hinaus, so bilden die Verlingerungen (O C und
OD) den Scheitelwinkel. Winkel ¢ und &

sind Scheitelwinkel ; aber auch <C m ist ein Scheitel- &
winkel zu < n und umgekehrt. Scheitelwinkel 7k m D
sind zwei Winkel, bei denen die Schenkel des P
einen Winkels die Verlingerungen der Schenkel £t

des anderen iiber den Scheitel hinaus bilden. Dreht 2
man die Gerade A C' um den Punkt O nach links, so entstehen durch
ein und dieselbe Drehung die Scheitelwinkel @ und #. Daher: Scheitel-
winkel sind einander gleich. Fig. 25.
Die Gleichheit der Scheitelwinkel ¢ und & kann auch o
nach § 26 erschlossen werden, denn sie haben denselben Neben-
winkel .
Dieser Satz findet praktische Anwendung, wenn Z
(Fig. 25) ein Innenwinkel 2 eines Gebiudes, eines
Gartens oder eines eckigen Gefifles gemessen werden
soll und man nicht in das Innere gelangen kann;
man darf nur den #ubBeren Scheitelwinkel 2 messen und x— m setzen.
Man kann in diesem Falle auch den #iufieren Nebenwinkel 7 messen; dann ist
x = 180° — n.
Winkel mit verschiedenen Scheiteln,

§ 30. Gegenwinkel, Wechselwinkel und Anwinkel. Werden
zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so entstehen um die beiden
Durehschnittspunkte acht Winkel. Die vier Winkel, welche zwischen den
beiden geschnittenen Geraden liegen, heiflen innere, die anderen vier

g%
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dubere Winkel. In Fig. 26 sind 4 Bund C'D die beiden geschnittenen
Geraden, K F ist die schneidende Gerade (Transversale); ¢, d, m und

Fig. 26. n sind innere, @, b, 0 und p sind &uBere Winkel
Es liegen die Winkel @, ¢, m, o auf derselben Seite
der Transversalen.

Fin #Auflerer und ein innerer Winkel auf der-
selben Seite der Schneidenden und an verschiedenen
Scheiteln heiBen Gegenwinkel: @ und m, b und »,
¢ und o, d und p.

Zwei dubere oder auch zwei innere Winkel
auf den entgegengesetzten Seiten der Schneidenden
und an verschiedenen Scheiteln werden Wechselwinkel genannt: a und p,
b und o, ¢ und », d und m.

Zwei duBere oder zwei innere Winkel auf derselben Seite der
Schneidenden und an verschiedenen Scheiteln heillen Anwinkel: ¢ und o,
b und p, ¢ und m, d und n. In Ubersicht:

Gegenwinkel Wechselwinkel Anwinkel
a und m, a und p, a und o,
bl e Daciss 08 kT 1T
(et e i) CAB B} oy N
4ot p, a2 i, st

Diese Winkel haben namentlich praktische Bedeutung, wenn die
zwel geschnittenen Geraden gleichlaufend sind. ;

§ 31, Schreitet (Fig. 26) die Gerade A B lings der EF' mit sich
selbst parallel fort, bis sie in die Lage ') kommt, so wird sie, da sich
dabei ihre Lage gegen die K F nicht fndert, mit dieser stets dieselben
vier Winkel bilden; es werden also, wenn AB nach CD gelangt, 1.)
je zwei Gegenwinkel aufeinander fallen, also einander gleich sein: ¢ = m,
b=mn, c=o0, d=p; 2.) je zwei Wechselwinkel werden in zwei Scheitel-
winkel iibergehen, also auch einander gleich sein: a =p, b =0, c=mn,
d=m; 3.) je zwei Anwinkel endlich werden zu Nebenwinkeln, also
zusammen 180° betragen: a + o0=180°% b - p=180°, ¢ - m = 180°,
d-+n=180° In Ubersicht:

b a—n. 2) o=, 3) a-++ o= 180",
= U—"0, b4 p = 180°,
G —10) e— ¢+ m= 180°,
d=— d=m, d+n=180°; d. h.

Werden zwei parallele Gerade von einer dritten Ge
raden geschnitten, so sind

1. je zwei Gegenwinkel einander gleich,

2. je zwei Wechselwinkel einander gleich,
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3. je zwel Anwinkel zusammen gleich 180°

Umgekehrt folgt: Werden zwei Gerade von einer dritten
so geschnitten, daB entweder zwei Gegenwinkel oder zwei
Wechselwinkel gleich sind oder zwei Anwinkel zusammen
180° hetragen, so miissen die geschnittenenGeraden parallel
sein.

Aufgaben.

1. Zeichne zwei parallele Gerade AB und OD und durchsehneide sie durch
eine dritte Gerade EF, welche die anderen in & und H trifft! Gib alle Paare von
Neben-, Scheitel-, Gegen-, Wechsel- und Anwinkeln an!

2. Es sei (Fig. 26) der Winkel a = 112°; wie grof ist b, ¢, d, m, n, 0, p?

3. Welche Richtungen haben die Schenkel a) zweier gleicher Gegenwinkel,

b) zweier gleicher Wechselwinkel?
4. Zeiget an Tiiren und Fenstern Gegen-, Wechsel- und Anwinkel!

§ 32. 1. Es gei (Fig. 27) AB|| DE uwnd AC| DF.

In I sind die parallelen Schenkel der Winkel @ und 2 gleichgerichtet
und es ist, da Winkel a=2x und m == als Gegenwinkel, auch a = m.

In II sind die parallelen Schenkel der Winkel @ und m entgegen-
gesetzt gerichtet; da @ dem Winkel z als Gegenwinkel und m dem
Winkel « als Wechselwinkel gleich ist, so ist auch in diesem Falle a = m.

Fig.

97,
iy q ¢
sz”” 7 z D
I,’; T ;
Al = g alz Z_p al A
g 4
V4

In IIT haben die Winkel ¢ und # auch paarweise parallele Schenkel,
es ist jedoch nur ein Paar paralleler Schenkel nach derselben Seite, das
andere Paar aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet. Daa+y=2R
als Anwinkel und » =y als Wechselwinkel ist, so ist auch ¢ +#n—=2R.

Daraus folgt:

a) Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise parallel
laufen, sind einander gleich, wenn beide Paare der pa-
rallelen Schenkelnach derselben Seite odernach entgegen-
gesetzten Seiten gerichtet sind.

b) Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise parallel
laufen, betragen zusammen 180% wenn nur ein Paar der
parallelen Schenkel nach derselben Seite, das andere aber
nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

2. Es sei (Fig. 28) CR | AB und OP | AC. Man drehe die
Schenkel O R und O P des Winkels y als eine feste Verbindung um den
Scheitel O um 90° so daB sie in die Lage OR' und OP' kommen.
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In I haben nun die Winkel y‘ und x paarweise parallele und nach
denselben Seiten gerichtete Schenkel ; also ist Winkel ¢ = z, folglich auch
Winkel ‘y=2. In II
Fig. 28. sind auch die Schenkel
derWinkel ¢ und 2 paar-
weise parallel, jedoch ein
Paar nach derselben, das
andere Paar nach ent-
gegengesetzten  Seiten
gerichtet; also ist
<Xy + = = 180",
folglich auch Winkel
9 -+ x = 180°
Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander
normal stehen, sind entweder einander gleich, oder ihre
Summe ist gleich 180°.

Wann findet die erste und wann die zweite Beziehung statt?

B

1. Geradlinige Figuren.

1. Dreiecke.

Bestimmungsstiicke der Dreiecke.

§ 33. Erkldirungen. Jede begrenzte Fliche wird eine Figur ge-
nannt. Eine ebene Figur ist entweder geradlinig oder krummlinig,
je nachdem sie von geraden oder krnmmen Linien begrenzt wird. Die Grenz-
linien heiflen Seiten der Figur; ihre Gesamtheit bildet den Umfang.

Eine von drei Strecken begrenzte ebene Figur
(Fig. 29) heiBt ein Dreieck (/\). Die drei Strecken
heifen Seiten des Dreieckes; die Summe der drei
b @ Seiten heifit der Umfang des Dreieckes.

Jedes Dreieck hat drei Seiten und drei Winkel.
Jede Seite hat zwei anliegende und einen gegen-
tiberliegenden Winkel. Jeder Winkel wird von
zwei Seiten eingeschlossen und die dritte liegt ihm gegeniiber.

Fig. 29, .

4 o

Seiten des Dreieckes.

§ 34. In jedem Dreiecke ist die Summe je zweier
Seiten groBer als die dritte; denn der Umweg, den man iiber
AC wd OB macht, um von A nach B zu gelangen, ist linger als der
gerade Weg iiber AR,
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Diejenige Seite, iiber der man sich das Dreieck errichtet denkt,
heifit die Grundlinie. Da man sich iiber jeder
Seite das Dreieck errichtet denken kann, so kann
im allgemeinen ‘auch jede Seite Grundlinie sein.
Der Scheitel des Winkels, welcher der Grundlinie
gegeniiberliegt, wird die Spitze oder der Scheitel,
und die Normale, die von der Spitze  auf die
Richtung der Grundlinie gefillt wird, dic Hohe des 4™ p B
Dreieckes genannt.

Nimmt man im Dreiecke 4 BC (Fig. 30) AB als Grundlinie an,
so ist (' der Scheitel und CD die Héhe.

Winkel des Dreieckes.

§ 35, Verlingert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die Ver-
lingerung mit der anstofienden Seite einen Winkel, der ein Aulien-
winkel des Dreieckes heifit, wihrend die drei e
Winkel im Dreiecke innere Winkel sind. o =

CBD (Fig. 31) ist ein AuBenwinkel des a /E
Dreieckes A BC. v /

§ 36. Wird in dem Dreiecke ABC / : ‘“//

(Fig 31) die Seite 4B verlingert und durch é A/
zwei B die B E || A C gezogen, so entstehen die 4 B £
Winkel 22 und #, von denen m dem Winlkel @ als Gegenwinkel, 72 dem Winlkel
¢ als Wechselwinkel gleich ist. Die Summe der drei Winkel @, ¢, b ist daher so
grol} wie die Summe der Winkel m, 2, 6. Die letztere Summe aber betrigt
einen gestreckten Winkel oder zwei Rechte; also muf auch die Summe
von @, ¢ und b zwei Rechte betragen: <C e+ <L b+ L e¢=2 R = 180"
Schneide aus Papier ein Dreieck, schneide zwei Winkelflichen ab und setze

sie an den dritten Winkel an!
Die Summe der drei-Winkel eines Dreieckes ist gleich

zwei Rechten oder 180°.
Aus diesem Satze folgt:
1. Zwei Dreieckswinkel belragen zusammen weniger als 180°.

TFig. 30.
(44

Konnen in einem Dreiecke zwei rechte Winkel oder zwei stumpfe Winkel
oder ein rechter und ein stumpfer Winkel vorkommen? Jedes Dreieck hat daher
wenigstens zwei spitze Winkel.

2. Wenn in einem Dreiecke zwei Winkel bekannt sind, so findet
man den dritten, indem man die beiden gegebenen Winkel addiert und
. ibre Summe von 180° subtrahiert.

Zwei Winkel eines Dreieckes sind @) 65° und 87°; 8) 43° 10° und 102° 27°; ¢) 25°
46 21 und 74° 48' 49 ; d) 57° 38’ 34" und 61° 10’ 16" ; wie grof ist der dritte Winkel?

3. Sind zwei Winkel eines Dreieckes gleich zwei Winkeln eines anderen
Dreieckes, so miissen auch die dritten Winkel in beiden Dreiecken gleich sein.
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4. Jeder AuBbenwinkel eines Dreieckes ist gleich der
Summe der beiden inneren ihm nicht anliegenden Winkel.

Denn der AuBenwinkel CBD (Fig. 31) ist die Summe der Winkel
m und 72; diese sind aber den Winkeln @ und ¢ gleich.

Jeder Aullenwinkel eines Dreieckes ist grofler als ein innerer ihm
nicht anliegender Winlkel.

Ubungsbeispiele.

1. Zeichne drei verschiedene Dreiecke, zeichne zu jedem Winkel jedes Dreieckes
den Aufienwinkel, mifi mit dem Winkelmesser die drei Aufienwinkel jedes Dreieckes
und bilde deren Summe! Wie grof ist die Summe aller drei AuBenwinkel
eines Dreieckes?

2. Zwei innere Winkel eines Dreieckes sind @) 53° und 67°; b) 51" 24‘ 46"
und 112° 48“; wie grof ist der gegeniiberliegende Aufienwinkel?

3. Zwei AuBienwinkel eines Dreieckes betragen: 57° 24‘ und 145° 15“; be-
stimme die Dreieckswinkel!

Einteilung der Dreiecke nach den Seiten.

§ 37. Nach der Lénge der Seiten unterscheidet man un-
gleichseitige, gleichschenkelige und gleiehseitige Dreiecke.

Fig. 32, Ein Dreieck 4 B C' (Fig. 32),
F in dem alle drei Seiten einander
c 7 ungleich sind, heifit ungleich-

seitig; ein Dreieck D K F), in dem
zwei Seiten einander gleich sind,
heift gleichschenkelig; ein
A TR E @ H  TDreieck GHJ, in dem alle drei
Seiten gleich sind, wird gleichseitig genannt.
Im gleichschenkeligen Dreiecke heifen die gleichen Seiten
Fig. 33. Schenkel, die dritte Seite heiBt die Grundlinie und
der ihr gegeniiberliegende Eckpunkt der Scheitel.
Konstruktionsaufgaben.
l.Eingleichseitiges Dreieck zu zeichnen. (Fig. 33.)
2. Bin gleichschenkeliges Dreieck zu zeichnen.

Errichte in der Mitte der Grundlinie eine Normale und nimm
einen beliebigen Punkt derselben als dritten Dreieckspunkt an!

Einteilung der Dreiecke nach den Winkeln.
§ 88, Mit Riicksicht auf die Winkel gibt es spitzwinkelige
Fig. 34. Dreiecke, in denen alle drei
Vi J Winkel spitz sind; rechtwin-
kelige, in denen ein rechter
\ Winkel, und stumpfwinkelige,
N in denen ein stumpfer Winkel

& o g vorkommt:

£
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[n Fig. 34 ist 4 BC ein spitzwinkeliges, ) EF' ein rechtwinkeliges
und o/ G H ein stumpfwinkeliges Dreieck.

Im rechtwinkeligen Dreiecke heiBt die dem rechten Winkel
geceniiberliegende Seite £/ F die Hypotenuse; die beiden Seiten D E und
DI, die den rechten Winkel einschliefen, werden Katheten genannt.

Aufgabe.

In einem rechtwinkligen Dreiecke mift der eine spitze Winkel a) 45°% b 60°,
e) 30°% d) 68° 14 29“; wie grof ist der andere spitze Winkel?

Konstruktionsaufgaben,

1. Bin rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen.

Zeichne einen rechten Winkel und verbinde zwei Punkte der Schenkel durch

eine Strecke!

9. Zeichne @) einen spitzen, b) einen rechten, ¢/ einen stumpfen Winkel,
schneide von den Schenkeln gleiche Strecken ab und verbinde die Endpunkte durch
eine Strecke! Was fiir ‘ein Dreiek erhiiltst du?

3. Zeichnet ein gleichseitiges Dreiek, dessen Umfang 183 em betriigt!

4. Zeichnet ein gleichschenkeliges Dreieck, das eine 3 em lange Grundlinie
und einen 12 em grofien Umfang hat!

2. Kongruenz der Dreiecke.
Konstruktion und Kongruenz der Dreiecke.

§ 39. Wann heiBen Raumgebilde kongruent? Kongruente Raum-
gebilde kinnen so aufeinander gelegt werden, dall sie sich decken, d. h.
daB alle Punkte des cinen Raumgebildes mit den entsprechenden Punkten
des anderen zusammenfallen. Umgekehrt: Konnen zwei Raumgebilde
zur Deckung gebracht werden, so sind sie kongruent ().

Damit sich zwei Dreiecke, wenn sie aufeinander gelegt werden,
decken konnen, miissen in denselben alle sechs Bestimmungsstiicke,
namlich alle drei Seiten und alle drei Winkel paarweise gleich sein.
Daraus folgt: In kongruenten Dreiecken sind die Seiten, die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegen, einander gleich und ebenso sind die Winkel,
die den gleichen Seiten gegeniiberliegen, einander gleich.

Zwei Dreiecke sind kongruent (ebenbildlich), d. h. sie haben
dieselbe GroBle und dieselbe Gestalt, wenn in ihnen alle sechs Bestimmungs-
stiicke, die drei Seiten und die drei Winkel, paarweise gleich sind.

Da durch die Grolle gewisser Seiten und Winkel eines Dreieckes
auch die Grobe der anderen, z B. durch die GroBe zweier Winkel die
Grofle des dritten Winkels, bestimmt ist, so kann man aus der Gleichheit
von weniger als sechs Bestimmungsstiicken in zwei Dreiecken auf ihre
Kongruenz schlieBen. Die Fille, in denen dies stattfindet, sind in den
folgenden vier Lehrsiitzen iiber die Kongruenz der Dreiecke enthalten.

Um #zu sehen, wieviele und welche Bestimmungsstiicke in zwei
Dreiecken paarweise gleich sein miissen, damit die Dreiecke kongruent
seien, braucht man nur zu untersuchen, wieviele und welche Stiicke er-
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forderlich sind, um mit ihnen ein Dreieck von bestimmter Gréfie und
Gestalt zu konstruieren, weil dann alle Dreiecke, die in diesen Stiicken
iibereinstimmen, kongruent sein miissen.

Ist nur ein Bestimmungsstiick oder sind zwei Bestimmungsstiicke
gegeben, so lassen sich mit ihnen unzihlig viele verschiedene Dreiecke
konstruieren.

Damit ein Dreieck der GroBe und der Gestalt nach vollkommen
bestimmt werde, sind drei Bestimmungsstiicke erforderlich, unter denen
wenigstens eine Seite sein muB; es konnen gegehen sein:

1. eine Seite und zwei Winkel (7 S T, Winkel—Seiten — Winkelsatz),

2. zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel (S W S,
Seiten— Winkel—Seitensatz),

3. zwei Seiten und ein gegeniiberliegender Winkel (S § W, Seiten—
Seiten-—Winkelsatz) und

4. alle drei Seiten (§ S S, Seiten—Seiten—=Seitensatz).

§ 40, Ein Dreieck zu konstruieren, wenn eine Seite
und zwei Winkel gegeben sind.

Die zwei Winkel sind entweder die der gegebenen Seite anliegenden, oder
es ist der eine ein anliegender, der andere der gegeniiberliegende Winkel.
a) Bs seien (Fig. 3D) a die

Fig. 85
¢/ gegebene Seite, m und 7 die ihr
anliegenden Winkel.
e T YR Man zieche 4B — a; da-
/ durch sind zwei Eckpunkte des
fm 7»\ : Dreieckes, 4 und B, bestimmt.

Trigt man in 4 den Winkel =
und in B den Winkel # auf, so muB der dritte Eckpunkt C in dem
Durchschnittspunkte der beiden Geraden A4 € und B C, die mit der Seite
A B die gegebenen Winkel bilden, liegen. Man erhiilt also das Dreieck
ABC, das eine vollig bestimmte GroBe und Gestalt hat. Durch eine
Seite und die beiden ihr anliegenden Winkel ist also die
GroBe und Gestalt eines Dreieckes vollkommen bestimmt.

Geschieht die Auflosung einer Aufgabe, wie hier, miftelst des Lineals und
des Zirkels, und griindet sie sich auf die Lehren der Geometrie, so heifit die Zeich-
nung eine geometrische Konstruktion.

Werden mit denselben drei Stiicken @, m und # noch weitere Drei-
ecke gezeichnet, so miissen alle mit 4 BC gleiche Grofe und gleiche
Gestalt haben, also mit ihm kongruent sein. Daraus folgt als

l. Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben eine Seite
und die beiden anliegenden Winkel paarweise gleich sind.
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h) Sind von einem Dreiecke eine Seite, ein anliegender und der
gegeniiberliegende Winkel gegeben, so ist dadurch auch der dritte Winkel
bestimmt; dann sind aber eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
bekannt, und man kann allgemein sagen: Durch eine Seite und
zwei Winkel igt ein Dreieck vollkommen bestimmt.

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent, wenn in ihnen eine
Kathete und ein spitzer Winkel, oder die Hypotenuse und einspitzer
Winkel paarweise gleich sind.

Konstruktionsaufgaben.

1. Zeichne folgende Dreiecke:

@) eine Seite 7 e¢m, anliegende Winkel 60° und 45°;
bl g HacOim 9 o J0%es S al.
Blitag s G ol iemy 5 e 200 A in L ]

9. Versuche mit der Seite 4 dm und den Winkeln 120° und 72° ein Dreieck
zu zeichnen! Wie miissen die anliegenden Winkel beschaffen sein, damit die Kon-
struktion des Dreieckes maglich sei?

3. Konstruiere mit Hilfe des Transporteurs ein Dreieck, in dem eine Seite
81 smum, ein anliegender Winkel 59° und der gegeniiberliegende Winkel 72° betriigt!

4. Zeichne ein rechtwinkeliges Dreieck, wenn gegeben sind:

@) eine Kathete = 2 em 8 mm und der anliegende spitze Winkel = 7oL, -
b) eine Kathete = 78 s und der gegeniiberliegende Winkel = 60°;
¢) die Hypotenuse = 6 cm und ein anliegender Winkel = 45°!

§ 4. Fin Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten
und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind.

Es seien (Fig. 36) @ und b die zwei Fig. 36.
gegebenen Seiten und sz der von ihmen
eingeschlossene Winkel. Konstruiert man

in A den gegebenen Winkel m und trigt — 3 ——

auf dessen Schenkeln A B = a und

A C= b auf, so ist dadurch die Lage der /,

Eckpunkte B und C, daher auch die dritte ¥ A B

Seite B C hestimmt. Durch zwei Seiten und den von ihnen
eingeschlossenen Winkel ist also die GroBe und Gestalt
eines Dreieckes vollkommen bestimmt.

Konstruiert man mit denselben drei Stiicken noch weitere Dreiecke,
so miissen sie mit dem fritheren in der GroBe und Gestalt iibereinstimmen,
d. h. mit ihm kongruent sein. Daraus folgt der

Il. Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben zweiSeiten
mit dem eingeschlossenen Winkel paarweise gleich sind.
Konstruktionsaufgaben.
1. Konstruiere folgende Dreiecke:
@) zwei Seiten 72 em und 86 em, eingeschlossener W.  60°;
h) 89 mm 90 mm, 5 el

2 2

Bliei o Temdmm, 6em 6, o 120t
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9. Zeichne ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Katheten 41 msn und 69 mm!
3. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs ein gleichschenkeliges Dreieck, dessen

Schenkel 7 em 8 mm und dessen Winkel am Scheitel 76° ist!
4. Wann sind zwei gleichschenkelige Dreiecke nach dem zweiten

Satze kongruent? Wann zwei rechtwinklige Dreiecke?

§ 42. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten
und der einer dieser Seiten gegeniiberliegende Winkel
gegeben sind. :

Der gegebene Winkel kann der groBeren oder der kleineren der

beiden Seiten gegeniiberliegen.

= @) Es seien (Fig. 37) a und b die

T beiden gegebenen Seiten und zwar a
— 4 grofer als b; der der gr6Beren Seite o
? gegeniiberliegende Winkel seim.
Aé.ﬂa__ Man trage den Winkel m auf

und mache den einen Schenkel A4 C
gleich der Seite b, welcher er anliegen mufi, wenn er der Seite @
gegeniiber liegen soll; dadurch sind zwei Eckpunkte des Dreieckes,
A und C, bestimmt. Der dritte Eckpunkt B muB in dem zweiten
Schenkel 4B des Winkels liegen und zugleich von dem Eckpunkte C
um die Strecke @ entfernt sein. Beschreibt man daher aus €' mit dem
Halbmesser @ eine Kreislinie, so muBl B in dem Durchschnitte dieser
Kreislinie mit dem Schenkel A4 B liegen. Die Kreislinie schneidet den
Schenkel 4 B in zwei Punkten B’ und B und man erhilt daher zwei Drei-
ecke AB0O und AB'C. Von diesen enthilt jedoch nur das erste Dreieck
ABC die gegebenen drei Stiicke; das zweite 4 B'C' hat zwar auch die
zwei gegebenen Seiten, aber nicht den gegebenen Winkel, sondern dessen
Nebenwinkel, geniigt somit der Aufgabe nicht. Durch zwei Seiten
und den der gréBeren dieser Seiten gegeniiberliegenden
Winkel ist also die GréBe und Gestalt eines Dreieckes
vollkommen bestimmt.

Zeichnet man mit denselben drei Stiicken noch weitere Dreiecke,
so miissen diese mit dem fritheren gleiche GroBe und dieselbe Gestalt
haben. Daraus folgt der

Ill. Kongruenzsatz:
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in denselben zwei
Fig. 38. Seiten mit dem der groBeren
e A dieser Seiten gegeniiber-
liegenden Winkel paarweise
b gleich sind.
é b) Es seien (Fig. 38) a und

AR b die zwei gegebenen Seiten und
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zwar a kleiner als b, und der Winkel, welcher der kleineren Seite «
gegeniiberliegt, sei m. Durch das gleiche Verfahren, wie oben,
erhilt man zwel Dreiecke 4 BC' und A B’ 0, welche beide die gegebenen
drei Stiicke enthalten, aber in der Grofe und Gestalt verschieden sind.
Durch zweiSeiten und den der kleineren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel ist also die GroBe und Gestalt eines
Dreieckes nicht bestimmt.

Zeichne ein Dreieck, in dem zwei Seiten @) 8 em und 5 cm, ) 7 em 2 mm
und 5 em 4 mm, ¢) 58 mum und 49 g sind und der der griofieren Seite gegen-
iiberliegende Winkel @) 60° &) 72°, ¢) 150° betriigt!

§ 43. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn die drei
Seiten gegeben sind.

Es seien (Fig. 39), a, b, ¢ die Léngen der drei Seiten. Triigt man
die Strecke 4 B = a auf, so sind dadurch zwei HEckpunkte des Drei-
eckes, 4 und B, bestimmt. Beschreibt Fig. 89.
man dann aus A mit dem Halbmesser
b und aus B mit dem Halbmesser ¢
Kreisbogen, die einander im Punkte
C schneiden, so ist ' der dritte Eck-
punkt des Dreieckes. Man ziehe daher
die Strecken 4 ¢ und B ('; dann ist
ABC das verlangte Dreieck. Durch drei Seiten ist also die
GroBe und Gestalt eines Dreieckes vollkommen bestimmt.

Zeichnet man mit denselben drei Seiten «, b, ¢ Dreiecke in be-

liebiger Zahl, so miissen alle mit 4 BC gleiche GriBe und dieselbe
Gestalt haben, also mit ihm kongruent sein. Daraus folgt der

IV. Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn in ihnen alle drei
Seiten paarweise gleich sind.

Aufgaben.

1. Zeichne Dreiecke mit den Seiten «) 6 em, 5em, 7 em; b) 5% em, 4% em,
63 em; ¢) 47 mm, T4 mmn, 48 mm; d) 5 em 6 mm, b em 2 mm, 6 em 1 mm!

9. Versuche mit den Strecken 2 em, 3 em, 5 em ein Dreieck zu konstruieren !
Wie miissen die drei gegebenen Strecken beschaffen sein, damit man mit ihnen ein
Dreieck zeichnen kinne? :

3. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie 55 mm und dessen
Schenkel 71 mm ist!

4. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seite ) 6 cm, b) 7 em 2 mm
betriigt!

5. Wann sind zwei gleichseitige, wann 2 gleichschenkelige Drei-
ecke kongruent?

6. Ein Dreieck A M N (Fig. 40) zu iibertragen, d.i. ein Dreieeck DEF
zu zeichnen, das mit dem Dreiecke A MN kongruent ist.
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Mache DE = A M, beschreibe aus D) mit dem Halbmesser AN und aus F

mit dem Halbmesser M N Kreisbogen, die einander in F' schneiden! Ziehe dann D I
und K F, so entsteht das Dreieck DEP,
Fig. 40. welches mit A M N kongruent ist!

7. Einen Winkel BAC (Fig. 40)
zu fibertragen, d. i. einen Winkel
zu zeichnen, der dem Winkel BAC
gleich ist.

Ziche D E; dann beschreibe aus A
mit einem beliebigen Halbmesser einen
Bogen, der die Schenkel des gegebenen Winkels in M und N schneidet; mit dem-
selben Halbmesser beschreibe auch aus 1) einen Bogen, der D E in E durchschneidet;
endlich fasse mit dem Zirkel den Abstand MN und durchschneide damit aus
E den von D) aus beschriebenen Bogen in F'! Wird nun D F' gezogen, so ist der
Winkel EDF = BAC, da ADEF X AMN ist.

§ 44. Nimmt man in den Winkeln 4 BC' und A BD (Fig. 41)
BC = BD an und zieht AC und A D, so stimmen die
dadurch entstehenden Dreiecke A BC und ABD in zwei
(' Seiten iiberein; dagegen ist die dritte Seite A im A

ABC groBer als die dritte Seite 4D im AN 4ABD; zu-

A MR

Fig. 41.

D
gleich ist der der Seite A gegeniiberliegende Winkel
ABC im A\ ABC groBer als der der Seite AD gegen-
5 s iiberliegende Winkel in 4 BD im A ABD.

Daraus folgt:

1. Sindin zwei Dreiecken zwei Seiten paarweise gleich,
die dritten Seiten aber ungleich, so liegt der gréBeren -
dieser Seiten auch ein gréBerer Winkel gegeniiber.

2. 8ind inzwei Dreieckenzwei Seitenpaarweise gleich,
die von ihnen eingeschlossenen Winkel aber ungleich, so
liegt dem gréBeren dieser Winkel auch eine groBere Seite
gegeniiber.

3. Symmetrische Gebilde.
Anwendung der Kongruenzsitze.

§ 45. Symmetrische Lage der Gebilde, Erklirungen. Zwei
F’unk'te (4 und B in Fig. 42) liegen symmetrisch in Beziehung
al.lf eine Gerade (X Y), wenn die Strecke (4 B), die sie verbindet, zu
dieser Geraden normal ist und durch sie halbiert wird, wenn also

- AB.. :
AB | XY und AC= CB= —— ist. Die Gerade (X Y) heit die

&

Symmetrieachse oder Symmetrale. So liegen in Fig. 42 die

Punkte D und D', E und E'. . . symmetrisch in Bezug auf die Sym-
metrale X V.
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Zwei ebene Gebilde licgen symmetriseh in Beziehung auf
eine Gerade, wenn jedem Punkte des einen Gebildes ein symmetrisch
liegender Punkt des andern Gebildes entspricht.

Die schraffierten Figuren in Fig. 42 liegen symmetrisch in Be-
ziehung auf X V.

Zwei symmetrisch liegende ebene Gebilde konnen
durch Umklappen um die Symmetrale zur Deckung ge-
bracht werden.

Symmetrie ebener Gebilde.

¢ 46. Erklirung. Einebenes Gebilde (DEE'D’in Fig. 42)
heilit symmetrisch, wenn es sich durch eine Gerade (die Symmetrale)
in zwei symmetrisch lie- Fig. 48. Fig. 42.
gende Teile teilen laBt. X 4

Die beiden :
Halften einer sym-
metrischen Figur
kénnen durch Um- 574
klappen um die 4
Symmetrieachse
zur Deckung ge-
bracht werden.

1. Streckensym-
metrale, Jede Strecke
ist ein symmetrisches Gebilde; ihre Symme-
trale ist die in ihrem Halbierungspunkte er-
richtete Normale. F F'

f8stin Figl 43 40 = OB—H—%,B

OX | AB vorausgesetzt, so ist O X die
Symmetrale der Strecke 4 B. Verbindet man X
die Endpunkte 4 und B mit irgend einem Punkte (z. B. ) der Symme-
trale, so entstehen zwei kongruente Dreiecke 4 0O & B(C0; daher ist
AC=R8BC: d. h.: Fig. 44.

Jeder Punkt der Strecken-
symmetrale hat von den beiden
Endpunkten der Strecke
gleiche Abstinde.

Es liegen alle Punkte, die von
den Endpunkten einer Strecke den
gleichen Abstand haben, auf der
Symmetrale der Strecke.

v i
(/\i\/
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vl B
g

0 ‘B Di D

~
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v gl i G
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2. Winkelsymmetrale. Jeder Winkel ist ein symmetrisches Ge-
bilde; seine Symmetrale ist die Halbierungslinie desselben.

Es sei vorausgesetzt (Fig. 44): L CO0A =<  C OB, DE | 0D,
DF ] 0d4; dann ist A\ ODESD A ODF, woraus folgt, DFE —
— D) F-d.h:

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat von den beiden
Schenkeln des Winkels gleiche Absténde.

Umkehrung: Alle Punkte, die von den Schenkeln eines Winkels gleichweit
entfernt sind, liegen auf der Symmetrale des Winkels.

4., Lehrsdtze von den Dreiecken iiberhaupt.

§ 47. Beziehungen zwischen den Gegenstiicken eines Dreieckes.
Es seien in dem Dreiecke 4 B C (Fig. 45) die Seiten
AC und BC einander gleich. Man ziehe C'D als
b Symmetrale des Winkels € und klappe das
Dreieck 4 D C um diese Symmetrale um; es fallt A
auf B, AC auf BC und DA auf DB; daher ist
<L A=< B. Wenn also im Dreiecke 4 BC die
Seite 4 0= B( ist, so muB auch der Winkel B —
= A sein; d. h.:

Sind in einem Dreiecke zwei Seiten gleich, so sind
auch die ihnen gegeniiberliegenden Winkel gleich; oder:

Gleichen Seiten eines Dreieckes liegen gleiche Winkel gegeniiber.

§ 48. Es sei umgekehrt in dem Dreiecke 4 BC (Fig. 45) der
Winkel 4 = B; so liBit sich zeigen, daB auch die Seite BC = A ( sein
miisse. Man ziehe CD als Symmetrale der Seite AB und klappe
den Winkel DA C um diese Symmetrale um; es fillt der Scheitel A auf
den Scheitel B und weil € in  verbleibt, ist 4 C = BC. Wenn also
im Dreiecke ABC < A = < B ist, 0o muB auch die Seite B( =
= A Cisein;id. h.:

Sind in einem Dreiecke zwei Winkel gleich, so sind

Fig. 46. auch die ihnen gegeniiberliegenden
Seiten gleich; oder:

Gleichen Winkeln eines Dreieckes
liegen gleiche Seiten gegeniiber.

Schneidet aus Zeichenpapier das gleichschen-
kelige Dreieck 4 B C (Fig. 45) aus und biegt es um
die Mittellinie C'D) um, so werdet ihr sehen, daf der
Winkel B genau auf 4 fillt, und daf sich die Seite
CB mit A genau deckt.

\ § 49. Es sei im Dreiecke 4 B € (Fig. 46)
e die Seite BC'>> A(C'; so muB auch <¢ 4 >
\ <X B sein. Man ziehe ' als Symmetrale

Tig. 45.

A D B
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des Winkels € und klappe dann das Dreieck 4 D C um diese Symme-

trale D um; so fillt A auf OB zwischen € und B nach A’; dann ist
der Winkel 4 in seiner neuen Lage bei A‘ als AuBenwinkel » des Drei-
eckes ) B A" grofler als der Winkel B.

In jedem Dreiecke liegt der groBeren Seite auch der groBere
Winkel gegenuber.

Umkehrung: Dem groBeren Winkel eines Dreieckes liegt
die groBere Seite gegeniiber.

In einem rechtwinkeligen Dreiecke ist die Hypotenuse, in einem stum pf-
winkeligen die dem stumpfen Winkel gegeniiberliegende Seite die grofite Seite.

Aus dem III. Kongruenzsatze (§ 42) folgt dann auch:

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent, wenn in ihnen
die Hypotenuse und eine Kathete paarweise gleich sind.

§ 50. Zieht man vom Punkte C' (Fig. 47) zu der Geraden 4B
die Normale O und iiberdies irgend eine andere Gerade, z. B. CE,
so entsteht ein rechtwinkeliges Dreieck C'DE und Fig. 47.
es mull darin die Hypotenuse CE groBer sein als die ¢
Kathete C' D.

Die Normale-ist daher die kiirzeste
Gerade, die von einem Punkte zu einer ge-
raden Linie gezogen werden kann.

Die Normale von einem Punkte auf eine Gerade
dient dazu, die Entfernung jenes Punktes von der Geraden zu messen.

AR

Lehrsatze von den gleichschenkeligen Dreiecken.
§ 81. 1. In einem gleichschenkeligen Dreiecke sind die Winkel

an der Grundlinie gleich. (Folgt aus § 47.)

In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei Winkel gleich.

Rechen- und Konstruktionsaufgaben.

1. Wie grof ist jeder Winkel eines gleichseitigen Dreieckes?

2. Wie grof ist der Winkel am Scheitel eines gleichschenkeligen Dreieckes,
wenn ein Winkel an der Grundlinie @) 52°, b) 37° 12’ 50" ist?

3. Wie grof ist ein Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkeligen Drei-
eckes, wenn der Winkel am Scheitel a) 71° b) 25° 46, ¢/ 59° 19' 42" betriigt?

4. Wie groff ist jeder spitze Winkel in einem gleichschenkeligen recht-
winkeligen Dreiecke?

5. Zeichne mit Hilfe des Transporteurs folgende gleichschenkelige Dreiecke:

@) Grundlinie = 4 ¢m, ein Winkel an der Grundlinie = 73%;

b) Grundlinie = 54 mm, Winkel am Scheitel = 68°;

¢) ein Schenkel = 78 7mum, ein Winkel an der Grundlinie = 62°;
d} ein Schenkel = 5 em 6 mm, Winkel am Scheitel 84°!

6. Zeichne ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse
82 mm ist!

7. Der AuBenwinkel am Scheitel eines gleichschenkeligen Dreieckes betriigt
145° 45 45"; wie grof sind die inneren Winkel, wie grofi die beiden anderen Auben-
winkel des Dreieckes?

Modnik-Halbgebauer, Geometrie. 3
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§ 52, 2. Hs sei das Dreieck ABC (Fig. 48) gleichschenkelig,
nimlich 4 0= B(C. Halbiert man die Grundlinie 4B im Punkte D
und verbindet die Mitte der Grundlinie mit dem
Scheitel durch eine Gerade (C'D), so liegen die beiden
Dreiecke ADC und DBC symmetrisch in Be-
ziehung auf die Gerade 'D. Warum ist €' ) die Symme-
trale der Grundlinie AB? Man klappe A\ 4D C um
CD. Wohin fillt es? Daher ist <C m = < n = 90°,
: 4 8 also 0D | AB und <X p — <L ¢; daraus folgt:

In einem gleichschenkeligen Dreiecke steht die Ver-
bindungsstrecke des Scheitels mit der Mitte der Grundlinie
auf dieser normal und halbiert den Winkel am Scheitel.

Der Beweis fiir diesen Lehrsatz kann auch mit Anwendung der Kongruenz-
siitze gefithrt werden.

§ 53. 3. Es sei in dem gleichschenkeligen Dreiecke 4 B (' (Fig. 48)
CD | AB. Was ist daher CD in Beziehung auf die Grundlinie A4 B?
Wie sind die Dreiecke 4 DC und D BC in Beziehung auf die Strecke
€CD? Durch Umklappen um CD konnen die beiden rechtwinkeligen
Dreiecke zur Deckung gebracht werden und es ist 4D = B D und
<L p = <L q; daraus folgt:

Die Normale von der Spitze eines gleichschenkeligen
Dreieckes auf die Grundlinie halbiert diese Grundlinie und den
Winkel am Scheitel.

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses Lehrsatzes kann auch mit Anwendung
der Kongruenz der Dreiecke gefiihrt werden.

Der Beweis fiir diesen Lehrsatz ist auch noch giltig, wenn A B = A C = B(,
d. i. wenn das Dreieck A B(C gleichseitig ist.

Im gleichschenkeligen und auch im gleichseitigen Dreiecke wird
die Grundlinie von der Hohe halbiert.

Da nach dem obigen Satze die Strecke zwischen dem Scheitel und
der Mitte der Grundlinie auf dieser normal steht, durch die Mitte der
Grundlinie aber auf dieselbe nur eine einzige Normale gezogen werden
kann, so ist auch der folgende Satz richtig:

4. Die Normale aus der Mitte der Grundlinie eines
gleichschenkeligen Dreieckes geht durch den Scheitel.

5. Die Gerade, die den Winkel am Scheitel eines gleich-
schenkeligen Dreieckes halbiert, halbiert auch die Grundlinie
und steht auf dieser normal. (Begriindung mittelst der Symmetralen
des Winkels am Scheitel.)

In jedem gleichschenkeligen Dreiecke gibt es eine durch

die Spitze gehende Gerade, die drei voneinander untrennbare Eigen-
schaften besitzt:

Fig. 48.
(g
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{. sie halbiert den Winkel an der Spitze (sie ist die Symmetrale
des Winkels am Scheitel),

2. sie halbiert die Grundlinie,

3. sie steht auf der Grundlinie senkrecht (sie ist die Symmetrale
der Grundlinie). Diese Gerade ist auch die Symmetrale des gleich-
schenkeligen Dreieckes.

liin gleichschenkeliges Dreieck ist symmetrisch in
Bezichung auf seine Hohe als Symmetrale.

Ein gleichseitiges Dreieck ist symmetrisch in Be-
ziehung auf jede seiner drei Hohen als Symmetrieachse.

In einem gleichseitigen Dreiecke ist jede Hohe zugleich eine Seiten-
und eine Winkelsymmetrale.

§ B4, Zeichnet man iiber der Grundlinie AB (Fig. 49) zwei
gleichschenkelige Dreiecke A B und A B.D und zieht durch die Scheitel
C und D die Strecke COD, so sind die Dreiecke
AD ¢und D BC in symmetrischer Lage in Bezichung
auf die CD. Warum ist CD die Symmetrale von
AB? Durch Umklappen um €D konnen die Dreiecke
ADC und D BC zur Deckung gebracht werden und
es ist daher <X a= <Y b und YL ec= <L d.

Da durch Umklappen um C'D sowohl die Drei-
ecke AEC und EBC als auch die Dreiecke A DK
und D BE zur Deckung gebracht werden konnen, so
ist auch A F= BE und CD | AB; daher:

Zeichnet man iber derselben Grundlinie zwei gleich-
schenkelige Dreiecke und zieht durch die Scheitel eine

terade, so halbiert diese 1. die Winkel an den Sc heiteln,
sie halbiert 2. die gemeinschaftliche Grundlinie und steht

3. auf der Grundlinie normal.

Fig. 49.

Konstruktionsaufgaben.
§ 55, Hine gegebene Strecke A B (Fig. 50) zu halbieren.
Die Symmetrale C'D Fig. 50. Fig. 51.
der Strecke 4 B trifft die C C
letztere im Halbierungs- 4 p
punkte '; dann ist A E= 7 i
= E B. Es geniigt, zwei ,z £
Punkte der Symmetrale zu \ j
finden ; warum? (Fig. 51.) e v
Die Konstruktionistalso: N |/

Um eine Strecke zu hal- D b
bieren, beschreibe man aus
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ihren Endpunkten mit demselben Halbmesser mach oben und unten Kreisbogen, die
einander in zwei Punkten schneiden, und ziehe durch die beiden Punkte eine Gerade;
diese Glerade halbiert die gegebene Strecke.

Aufgaben.
1. Zeichne verschiedene Strecken und halbiere jede derselben!

9. Zeichne eine Strecke und teile sie in 4, 8 gleiche Teile!

§ 56, Auf eine gegebene Gerade

Flg'cﬁg' AB (Fig. 52) von einem aulier ihr befind-
lichen Punkte ' eine Normale zu fal-
,/ len.

// Ist ' der gegebene Punkt, so suche man
AT E '~ p gunichst in der gegebenen Geraden zwei Punkte
M\’/”N M und N, die von C gleich weit entfernt sind,
\\\ /” und konstruiere nun mittels des Punktes D die
A/ Symmetrale CD der Strecke MN; dann ist

D CD | AB.

§ 57, In einem Punkte einer Geraden auf diese eine
Normale zu errichten.

@) Man trage von dem gegebenen Punkte C' (Fig. 53) aus nach
beiden Seiten zwei gleiche Strecken ('} und
C'N auf und konstruiere die Symmetrale D) (7
der Strecke M N; dann ist DC | 4 B.

6) Ist der gegebene Punkt A ein End-
punkt der gegebenen Strecke A B, so ver-
. lingere man die Gerade iiber diesen Endpunkt
A /mlf 7 £ hinaus und verfahre sodann wie vorhin. LaBt

sich aber die Linie micht iiber den Endpunkt
hinaus verlingern, so kann man die verlangte Normale auf eine der
folgenden Arten erhalten:

1. Auflésung. Man beschreibe (Fig. 54) aus A mit einem beliebigen
Halbmesser einen Bogen, welcher die 4 B in I) schneidet; mit demselben

Fig. 53.

\
b

]

b

s

Fig. 54. Halbmesser durchschneide man aus D den fritheren Kreis-
@_/ bogen in K und beschreibe aus % einen neuen Bogen,
r& welcher von der durch I) und E gezogenen Geraden
' in ' geschnitten wird. Zieht man nun die 4 C, so ist
\é CA4d | AB.
STBN, Begriindung: Vermége der Konstruktion ist das
B, Dreieck A D E gleichseitig und das Dreieck 4 O F gleich- -
/J -@—-—_A‘:;____ schenkelig. Im /\ A D F ist daher jeder der drei Winkel

DI B a=60 im A ACE ist jeder der zwei gleichen Winkel
b an der Grundlinie die Hilfte des AuBenwinkels @, also b — 30°. Mithin
ist Winkel BAC = a ++ b = 60° 4+ 30° = 90° und daher 4C | A B.
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2. Aufldsung. Man nehme (Fig. 55) iiber der Geraden A B einen Punkt O an,
beschreibe aus demselben mit dem Halbmesser 0 4 einen Kreisbogen /A D) und ziehe
durch D und O eine Gerade, welche jenen Bogen in C

durchschneidet; verbindet man diesen Punkt ' mit dem Fig. 55
gegebenen Punkte A durch eine Gerade A €, so ist diese C
die verlangte Normale; denn o ?\\
im gleichschenkeligen A 4D O ist Winkel m = p, :f P
- A ACO ist Winkel n = ¢, | ek
daher m+n=p+q n_,’/ \\\
Die Winkel m, %, p, ¢ bilden nun die Winkel eines k7% 7 = ) B
Dreieckes, also ist m +n-+4p -+ ¢= 2 R; folglich ist die A BEA G

halbe Summe m + n = R, mithin 4C | 4 B.

§ 58. Einen gegebhenen Winkel 4 CB (Fig. 56) zu hal-
bieren. Fic. 56.

Die Halbierungsgerade oder Symmetrale des
Winkels 4 OB geht durch C. Um einen zweiten
Punkt derselben zu erhalten, mache man CM =
= (' N; dann sind M und N symmetrisch gelegen
zur gesuchten Symmetrale. Nun bestimmt man noch
einen Punkt D der Streckensymmetrale von M N.
Warum ist D die Symmetiale des Winkels 4 CB? 4

Aufgaben.
1. Zeichne verschiedene Winkel und halbiere sie!
2. Zeichne einen Winkel und teile ihn in 4 gleiche Teile!

Geometrische Konstruktion einzelner Winkel.
§ 59, 1. Einen Winkel von @) 60°% &) 30°% ¢) 120°, d) 150° geo-
metrisch zu konstruieren:
@) Durch Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes;

) durch Halbierung des Winkels von 60°;
¢) und d) durch Konstruktion des Nebenwinkels von 60° besiiglich von 30°.

2. Einen Winkel von a) 90% &) 45° ¢) 135° geometrisch zu kon-
struieren :

@) Nach § 56 oder § 57;
b) durch Halbierung des Winkels von 90° und ¢) durch Konstruktion des
Nebenwinkels von 45°,

§ 60. Die vier merkwiirdigen Punkte eines Dreieckes.

1. Halbiere jede Seite eines Dreieckes und er-
richte auf sie in der Mitte eine Normale — eine
Streckensymmetrale! (Fig. 57.)

Die drei Seitensymmetralen eines Drei-
eckes schneiden sich in einem Punkte, der von den drei
Eckpunkten des Dreieckes gleichen Abstand hat. (Mittel-
punkt des dem Dreiecke umgeschriebenen Kreises.)
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Lage dieses merkwiirdigen Punktes im stumpf- und rechtwinkeligen Dreiecke .
Fig. 58. 2. Ziehe von jedem Eckpunkte eines Drei-
eckes eine Gerade, welche den betreffenden Winkel
halbiert — eine Winkelhalbierungslinie
oder eine Winkelsymmetrale! (Fig. 58.)
Die drei Winkelsymmetralen eines
Dreieckes schneiden sich in einem Punkte,
B der von den drei Seiten des Dreieckes gleichen

Abstand hat. (Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises.)

3. Fille von jedem Eckpunkte eines Dreieckes eine Normale auf
die gegeniiberliegende
Seite — eine Hoéhe!
(Fig. 59.)

Diedrei Hohen
eines Dreieckes
; schneiden sich in

i ’ einem und dem-
D ; Taaniey i selben Punkte.

b i ag Lage dieses merkwiir-
: d digen Punktes im stumpf-
B g und rechtwinkeligen Drei-
ecke!

4. Halbiere jede Seite eines Dreieckes und ziehe von jeder Mitte
eme Strecke zu dem gegeniiberliegenden Eckpunkte — eine Mittel-
linie! (Fig. 60.)

Die drei Mittellinien eines Dreieckes
schneiden sich in einem wund demselben

E p  Punkte, welcher jede Mittellinie so teilt, daBi der an

einer Kcke liegende Abschnitt doppelt so groli ist als
¥ B der andere. Der Schnittpunkt der Mittellinien eines
g Dreieckes heilt Schwerpunkt des Dreieckes.

Mif die Strecken OC und OF, OB und O K, 04 und OD und
vergleiche sie nach der Linge! 0C = 2 OF — } OB, DR
=20E=3DBE 0A=2 O0D=3%4D; OF=? 0D=? OE=?2

Machet ein Dreieck aus Pappendeckel und erprobet die Richtigkeit
dieses Satzes! Bestimmet den Schwerpunkt dieses Dreieckes!

Bestimme die vier merkwiirdigen Punkte im gleichseitigen Dreiecke!

c Fig. 69.

Fig. 60. C

5. Vierecke.

Bestimmungsstiicke der Vierecke.

§ 61. Eine von vier Strecken begrenste ebene Figur wird ein
Viereck genannt (Fig. 61).
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Ein Viereck hat vier Seiten und vier Winkel. Die Summe der
vier Seiten heillt der Umfang des Viereckes.

Die Strecke, die zwei gegeniiberstehende
Hekpunkte verbindet, heifit Diagonale (BD in
Fig. 61).

Wieviele Diagonalen konnen in einem Vierecke ge-

Fig. 61,

zogen werden?

§ 62, Zieht man in einem Viereck (Fig. 61)
eine Diagonale, so hetragen alle Winkel des Vier-
eckes ebensoviel als die Winkel der beiden Dreiecke, in welche das Viereck
zerlegt wird; die Winkel in jedem der zwei Dreiecke betragen nun zwei
Rechte, daher die Winkel des Viereckes vier Rechte.

Die Summe aller Winkel eines Viereckes ist gleich vier Rechten
oder 360°,

Wenn in einem Vierecke alle Winkel gleich sind, wie grof ist jeder?

Einteilung der Vierecke nach den Richtungen der gegeniiberliegenden
Seiten.

§ 63. Ein Viereck, in dem keine Seite mit einer anderen parallel
ist, heiBt ein Trapezoid (Fig. 62, I). Ein Viereck, in dem nur zwei
gegeniiberliegende Seiten parallel, die andern zwei Seiten aber nicht
parallel sind, heiBt ein Trapez (Fig. 62, II). Ein Viereck, in dem je
zwel gegeniiberliegende Seiten Fig. 62.
parallel sind, heift ein Paral= = ——
lelogramm (Fig. 62, I1I). Das / I \ fa /;1 ;
Zeichen fiir ein Parallelogramm AL e
ist 4. Fin Trapezoid, in dem zwei Paare gleicher anstolender Seiten
vorkommen, heifit ein Deltoid (Fig. 63).

Ein Trapez, in dem die nichtparallelen Seiten einander gleich sind,
heifit gleichsechenkelig. (Fig. 62, IL) Fig. 63.

In einem Parallelogramme kann man was immer C
fiir eine Seite als Grundlinie annehmen; die Nor-
male, die darauf von der gegeniiberliegenden Seite
gefillt wird, ist dann die Hohe. In einem Trapeze , B
versteht man unter der Hohe eine Normale, die
von einem Punkte der einen parallelen Seite auf die
andere parallele Seite gefillt wird.

Aufgaben.
1. Zeichne ein gleichschenkeliges Trapez! ~V-
9. Zeichne zwei Parallele, dann ebenso zwei andere D

Parallele, welche die fritheren durchschneiden! Was fiir ein Viereck entsteht dadurch?
3. Zeichne mehrere beliebige Vierecke, ziehe die vier Aufenwinkel und mif

diese mit dem Winkelmesser!
4. Wie grofi ist die Summe der Aulienwinkel eines Viere ckesl —
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Einteilung der Parallelogramme nach der GroBe der Seiten und
Winkel.

§ 64. Die beiden Parallelogramme I und IT in der Fig. 64 haben
spitze und stumpfe, also schiefe Winkel; es sind also schiefwin-
kelige f; die beiden 3 ITI und IV dagegen sind rechtwinkelige 3.
Die 4 I und III haben als gemeinsames Kennzeichen die ungleich langen

Fig. 64. Seiten; es sind also un-
gleichseitige . Die
H# II und IV dagegen
ol aiF sind gleichseitige 3.

Die Figur I ist also
ein ungleichseitig-schief-
winkeliges 3+ und heifit
y/4 Vi Rhomboid. Die Figur
: IT ist ein gleichseitig-
schiefwinkeliges F wund
heift Rhombus oder Raute. Die Figur III ist ein ungleichseitig-
rechtwinkeliges 3 und fiihrt den Namen Rechteck. Die Figur IV,
das gleichseitig-rechtwinkelige 4, nennt man Quadrat oder Geviert.

Die Arten der Parallelogramme sind also: 1. das Rhomboid,
2. der Rhombus, 3. das Rechteck und 4. das Quadrat.

Zeichne einen spitzen oder stumpfen Winkel @) mit ungleichen Schenkeln,
b) mit gleichen Schenkeln und ziehe durch die Endpunkte Gerade, die mit den
Schenkeln parallel sind! Was fiir ein Viereck entsteht in jedem Falle!

Zeichne einen rechten Winkel @) mit ungleichen, §) mit gleichen Schenkeln

und ziehe durch die Endpunkte Gerade, die mit den Schenkeln parallel sind! Was
fiir ein Viereck entsteht in jedem Falle?

Rauten, Deltoide und gleichschenkelige Trapeze finden Anwendung bei Ein-
legearbeiten in Tischplatten u. dgl, Quadrate in Schachbrettern, Rechtecke als
Fiillungen in Tiiren und Toren.

Nenne Gegenstiinde im Schulzimmer, an denen Rechtecke, Quadrate, Trapeze
vorkommen !

Lehrsétze von den Parallelogrammen.
§ 65. s sei (Fig. 65) Viereck 4 B 0D ein 3, also AB|| CD und
AD| BC. Zieht man die Diagonale BD, so sind die Wechselwinkel
Fig. 65. @ und d, und ebenso die Wechselwinkel ¢ und &
einander gleich; daher ist A ABDO A CDB.
Dann ist Winkel A= C' und Seite A B=CD,
AD=BC. Weil Le=<xbund Ld=<La
ist, so ist auch L e+ <L d=<xb-+ <A a oder
<X B= < D. Daraus folgt:
1. Jedes Parallelogramm wird durch die Diagonale in
zwei kongruente Dreiecke geteilt.
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2. In jedem Parallelogramme sind die gegeniiberlie-
genden Winkel gleich.

3. In jedem Parallelogramme sind die gegeniiberlie-
genden Seiten gleich; oder:

Parallele zwischen Parallelen sind einander gleich.

Aus dem letzten Satze folgt auch:

Normale zwischen Parallelen sind einander gleich.

Schneidet aus einem gleichbreiten Streifen Zeichenpapier die vier 3 aus, zer-
gchneidet ferner jedes derselben in der Richtung einer Diagonale in zwei Dreiecke
und bringt diese durch Ubereinanderlegen zur Deckung!

Aus der Fig. 65 1aBt sich auch beweisen, dall ein Viereck ein
H gcin mub, wenn in ihm jezwei gegeniiberliegende Seiten
gleich sind. (Liefert den Beweis!)

§ 66. Essei ABCD (Fig. 66) ein Parallelogramm, also 4B || C'D,
AD| BC. Zieht man die beiden Diagonalen AC und BD, so ist
wegen A B= CD, <C @ = ¢ und b = d das Drei- Fig. 66.
eck ABOX CD O, folglich A0 = C0, BO = D
= D 0; d.i. die Diagonalen eines jeden Pa-
rallelogrammes halbieren einander.

Von den Diagonalen der Parallelogramme
gelten noch folgende Sitze: A &

i. Die Diagonalen eines Rechteckes sind einander

gleich.
s Kann unter Anwendung des II. Kongruenzsatzes (§ 41) bewiesen werden.

2. Die Diagonalen eines Rhombus stehen normal auf-
einander.

Die Wahrheit dieses Satzes beruht auf § 54.

3. DieDiagonaleneines Quadratessind einandergleich
und stehen normal aufeinander.

Zusitze: a) Ein Rechteck ist symmetrisch in Beziehung
auf jede @erade, welche zwei Gegenseiten halbiert. (Zweiachsig =
symmetrisch.)

b) Ein Rhombus ist symmetrisch in Beziehung auf jede
Diagonale. (Zweiachsig = symmetrisch.)

¢) Bin Quadrat ist symmetrisch sowohl in Beziehung auf
jede Gerade, welche zwei Gegenseiten halbiert, als auch in Bezichung
auf jede Diagonale; es hat vier Symmetrieachsen.

Konstruktionsaufgaben.

§ 67. 1. Zu einer Geraden 4B (Fig. 67) durch einen
Punkt € auBerhalb derselben eine Parallele zu ziehen.

1. Lisung. Ziehe (Fig. 67, I) durch C eine Gerade, welche die ABin D
schneidet, und frage in C den Winkel DCF = ADC so auf, daB er zu ADC
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Wechselwinkel wird; der zweite Schenkel C'F des konstruierten Winkels ist die
gesuchte Parallele (§ 31).

Fig. 67.
Ve v/ /4
7 |
A D B A B A D BB

2. und 3. Losung siehe in Fig. 67, II und ITL

2. Losung. In praktischer Weise im geometrischen Zeichnen mit Hilfe
von zwei Dreiecken durch entsprechende Parallelverschiebung des einen Dreieckes

Fig. 68. liings des zweiten fixen (I'ig. 68).
Begriindung !
D 2. Bin Parallelogramm
“'r;" zu konstruieren, wenn
i zwel Seiten a = 23 mm (7
i em), b= 14 mm (4 em) und
- _'j)’ TV ‘ A .
i der von ihnen einge-
% schlossene Winkel < m=

R )
/ = 3 gegeben sind.
2
Man zeichne in 4 (Fig. 69)

Fic. 69 einen Winkel A = m, schneide von
24 3 den Schenkeln 4 B=a und AD =15

b D .|l ab; hierauf beschreibe man aus B mit
e e dem Halbmesser 4 D einen Bogen und
durchschneide ihn aus D mit dem Halb-
messer A B; dann ist 4 BC D das ver-

- 4 /s

langte Parallelogramm.

3. ¢) Bin Quadrat zu konstruieren, wenn seine Seite
AB = 19 mm (6 em) gegeben ist.

Man errichte im Endpunkte 4 (Fig. 70) der gegebenen Seite 4 B
auf diese eine Normale, mache 4D — A B und beschreibe aus B und

Fig. 70. D mit dem Halbmesser 4 B zwei Kreisbogen, die
D ¢ einander in (' schneiden; ABCD ist das verlangte
X : Quadrat.

Oder: Man errichte in beiden Endpunkten A
und B der 4 B Normale, trage auf diesen 4 B bis D

\ und C auf und ziehe D(C.
B b) Ein Quadrat zu konstruieren, wenn

seine Diagonale AC = 23 mm (14 mm) gegeben ist. (Fig. 71.)
4. Ein Rechteck zu konstruieren, wenn gegeben sind:
@) zwei Seiten (78 mm und 39 mm);
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h) eine Seite und die Diagonale (85 mm, 95 mam).

5. Einen Rhombus zu konstruieren, wenn gegeben sind :

@) eine Seite und ein Winkel (48 mm, 45°);

h) die Grundlinie und die Hhe (52 mim, 44 num);

¢) eine Seite und eine Diagonale (44 mm, 54 num);

) die beiden Diagonalen (94 mm, 50 mm).

6. Konstruiere ein Parallelogramm @) aus den beiden
Diagonalen und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel, b) aus
der Grundlinie und den beiden Diagonalen, ¢) aus der Grund- B
linie und den Winkeln, welche diese mit den beiden Diago-
nalen cinschliefit; d) aus zwei Seiten und der zu einer derselben zugehorigen Hihe!

7. Zeichnet ein Quadrat von 12°8 c¢m Umfang!

8. Zeichnet ein 8'/, em langes Rechteck, dessen Umfang eine Liinge von
23 cmn hat!

Rechenaufgaben.

1. Wie grofi ist der Umfang eines Quadrates von a) 5 dm, b) 7°5 dm, ¢) 123°4 m
Seitenliinge ?

2. Welchen Umfang hat eine Raute, deren Seite @) 13 em, b) 7°8 dm, ¢) 37, m
lang ist?

3. Wieviel s mift der Umfang eines rechteckigen Tisches, welcher 23/, m
lang und 1%, m breit ist? :

4. In einem Deltoide betriigt eine Seite 5°/, dm, die andere 7'8 dm; welchen
Umfang hat es?

5. Ein TFeld hat 4 Seiten von 18°5 m, 2074 m, 28°8 m und 34°'3 m; wieviel
Schritte muB man beim Umgehen dieses Feldes machen, wenn auf je 3 m 4 Schritte

zu rechnen sind?
6. Rin Tapezierer soll die trapezformigeu Sitzfliichen von 1!/, Dutzend Sesseln

mit Borten umziehen; wieviel m braucht er, wenn die parallelen Seiten der Sitze
55 cin und 43 em, die andern Seiten je 47 ¢m lang sind?

Lehrsitze von den Trapezen und den Parallelen im Dreiecke.

§ 68. Zieht man in dem Trapeze A B CD (Fig. 12) die CE || D 4,
so zerfallt es in ein Parallelogramm A ECD und in ein Dreieck KB C,
welches letztere die zwei nichtparallelen Seiten o
und die Differenz der Parallelseiten des Trapezes b
zu Seiten hat.

Ist das Trapez 4 BCD gleichschenkelig, so
ist es auch das Dreieck K B(, daher ist Winkel
B= CEB = A. Warum ist auch € BCD = 4 Z B
= < AD(O? Daraus folgt:

1. In einem gleichschenkeligen Trapeze sind die
Winkel an jeder der Parallelseiten einander gleich.

2. Umgekehrt: Sind in einem Trapeze die Winkel an
einer der beiden Parallelseiten einander gleich, so ist das
Trapes gleichschenkelig.

D t




44

Zusatz: Ein gleichschenkeliges Trapez ist symme-
trisch; seine Symmetrale geht durch die Mitten der parallelen Seiten.

(Einachsig = symmetrisch.)

Konstruktionsaufgaben.

1. Ein Trapez zu konstruieren, wenn gegeben sind:

@) eine Parallelseite mit den ihr anliegenden Winkeln und eine der nichi-
parallelen Seiten (68 mm, 60° 45° und 34 mun);

p) die zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden Winkel (66 wem,
20 mm, 60° 45°%;

¢) die Parallelseiten, eine der nichtparallelen Seiten und die Hohe (62 mm,
32 mm, 50 mm, 48 mm).

2. Ein gleichschenkeliges Trapez zu zeichnen, wenn gegeben sind:

@) die Parallelseiten (66 s, 86 mm) und die Hohe (60 mm);

b) die Parallelseiten und der Winkel an der ersten Seite (70 mm, 29 mm, 60°);

¢) die nichtparallele Seite, die Diagonale und die Héhe (48 mm, 68 mm, 45 mm).

3. Zeichnet ein Deltoid, in welchem ein Seitenpaar 37 mm, das andere
78 mm lang ist und in welchem zwei rechte Winkel vorkommen!

Von den Parallelen im Dreiecke.

§ 69. Es sei in dem Dreiecke 4 B(C (Fig. 73) die Seite 4C in
mehrere, z. B. 4 gleiche Teile geteilt, also CD = DE = EF = FA,

Fig. 73. und man ziehe D G, EH und FJ samtlich parallel

[ mit der Seite 4B; dann lilt sich beweisen, dal
dadurch auch CB in 4 gleiche Teile geteilt wird. —
Man ziehe die Linien G K, HL und JM parallel mit
A C. Dadurch sind lauter kleine Dreiecke entstanden,
die mit dem oberen A CD G & sind. Warum?

In diesen kongruenten Dreiecken sind die Seiten
CG= GH=HJ=.B, weil sie den gleichen
Winkeln ¢ = f = g = & gegeniiberliegen. Die dritte
" Seite OB ist somit wirklich in 4 gleiche Teile geteilt
M worden.

Wird in einem Dreiecke eine Seite in mehrere gleiche
Teile geteilt und durch jeden Teilungspunkt eine Paral-
lele zu einer zweiten Seite gezogen, so wird dadurch auch
die dritte Seite in ebensoviele gleiche Teile geteilt.

Konstruktionsaufgaben.

1. Einegegebene Strecke in beliebig viele gleiche Teile zu teilen

Fig. 74. Es sei die Strecke A B (Fig. 74) z. B. in 5 gleiche

¢ Teile zu teilen. Man ziehe durch A eine andere Gerade

a > AC von beliebiger Richtung und Liinge und trage darauf

s i T von A aus 5 beliebige gleiche Teile auf. Verbindet

7 E' e man den Endpunkt H des fiinften Teiles mit B durch

/ S ‘.B die HB und zieht durch D, E, F, ¢ Parallele mit 1B,

V s M N so teilen diese auch die AB in 5 gleiche Teile AK,
: KL, LM, MN, NB (§ 69).

2. Eine Strecke s = 75 mm ist in a) 3, b) 5, ¢) 7, d) Y gleiche Teile zu teilen,




Kongruenz der Vierecke.

§ 70. Zwei Vierecke sind kongruent, wenn in ihnen alle vier
Seiten und alle vier Winkel nach der Ordnung paarweise gleich sind.

Wann sind also @) zwei Parallelogramme, ) zwei Recht-
ecke und ¢) zwei Quadrate kongruent?

Ein Parallelogramm ist durch zwei Seiten und den von ihnen
eingeschlossenen Winhel, ein Rechteck durch zwei anstollende Seiten,
ein Quadrat durch eine Seite unzweideutic bestimmt.

6. Vielecke.

Bestimmungsstiicke der Vielecke.

§ 71. Eine von mehreren Strecken begrenzte ebene Figur heillt
ein Vieleck oder Polygon (Fig. 75).

Jedes Vieleck hat soviele Seiten als Winkel; zwischen je zwei Seiten
liegt ein Winkel, zwischen je zwei Winkeln eine Seite; ferner liegen an
jeder Seite zwei Winkel und zwei Seiten.

Die Winkel eines Vieleckes konmen spitze, rechte, stumpfe und
selbst auch erhabene sein; die letzten nennt man auch einspringende

Vieleckswinkel.

Fig. 75.

S

M N

Kine Strecke A (Fig. 75), die zwei nicht unmittelbar aufeinander
folgende Eckpunkte des Vieleckes verbindet, heit Diagonale.

Die Summe aller Seiten eines Vieleckes heifit der Umfang und
die GroBe der von den Seiten eingeschlossenen Fliche der Flichen-
inhalt desselben. Tig. 76.

§ 72. Die Summe aller Winkel eines
Vieleckes betrigt sovielmal zwei Rechte,
als das Vieleck Seiten hat, weniger vier
Rechte. (Im n-Ecke : 2n R —4R.)

Nimmt man innerhalb des Vieleckes A BOCD EF 7
(Fig. 76) einen beliebigen Punkt O an und zieht von & i
diesem zu allen Eckpunkten gerade Linien, so erhdlt man soviele Drei-
ecke, als das Vieleck Seiten hat; die Winkel eines solchen Dreieckes be-
tragen zwei Rechte, daher die Winkel aller Dreiecke sovielmal 2 Rechte,
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als das Vieleck Seiten hat. Unter den Winkeln der Dreiecke kommen
nun alle Vieleckswinkel vor, aber iiberdies auch noch die Winkel um den
Punkt O herum, die nicht Vieleckswinkel sind und zusammen 4 Rechte
betragen. Um daher bloB- die Summe der Vieleckswinkel zu erhalten,
muBl man von der Winkelsumme aller Dreiecke noch 4 Rechte subtrahieren.

Einteilung der Vielecke nach der Anzahl der Seiten.

§ 73. Die Vielecke werden nach der Anzahl ihrer Seiten in drei-
seitige oder Dreiecke, vierseitige oder Vierecke, fiinfseitige
oder Fiinfecke usw. eingeteilt.

Im engeren Sinne versteht man unter Vieleck eine Figur, welche mehr als
vier Seiten hat.

Aufgaben.

1. Wie grofi ist die Summe aller Winkel eines Fiinfeckes? — eines Sechs-,
Sieben-, Acht-, Neun-, Zehneckes?

2. Wieviele Diagonalen kénnen von einem Eckpunkte in einem Vier-, Fiinf-,
Sechs-, Sieben-, Acht-, Neun-, Zehnecke gezogen werden? In wieviele Dreiecke wird
dadurch jedes der genannten Vielecke zerlegt?

Einteilung der Vielecke nach der GréBe der Seiten und Winkel.

§ 74. Ein Vieleck heiBit gleichseitig, wenn alle Seiten einander
gleich sind; sonst ungleichseitig. Ein Vieleck heiBt gleich-
winkelig, wenn alle Winkel einander gleich sind; sonst ungleich-
winkelig. REin Vieleck heift regelmifig, wenn alle Seiten gleich
und alle Winkel gleich sind; sonst unregelmiaBig. So ist z. B. der
Rhombus ein gleichseitiges, das Rechteck ein gleichwinkeliges, das Quadrat
ein regelmiBiges Viereck.

Da in einem regelmiBigen Vielecke alle Winkel gleich sind, so
findet man die GroBe eines derselben, wenn man zuerst die Summe aller

Winkel bestimmt und dann dieselbe durch die Anzahl der Winkel dividiert.
So betrigt

ein Winkel des regelmifigen Dreieckes . . }%)n = 60°,

B UL b wilail Viereckes . . 20" —gor,

» » = % .Fﬁnfeckes g 5:—00 — e

» » » o Sechseckes . . 120’ — 120° usw.

6
Konstruktionsaufgaben.

§75. 1 Fin regelmiBiges Vieleck zu zeichnen. Be-
stimme die Grofie eines Vieleckswinkels, zeichne eine Strecke, die der
Seite des Vieleckes gleich ist, und trage in den Endpunkten derselben
den Vieleckswinkel auf; von den neuen Schenkeln schneide Stiicke ab,
welche der angenommenen Vielecksseite gleich sind, trage in den End-
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punkten wieder den Vieleckswinkel aul und setze dieses Verfahren fort,
bis das Vieleck geschlossen ist!

2. Zeichne ein regelmilliges Fiinfeck! (Die Priifung geschieht, indem
man alle Diagonalen zieht und nachsieht, ob je eine mit einer Seite parallel ist.)

3. Zeichne ein Tegelmﬁﬁiges Sechseek! (s miissen je zwei gegeniiber-
liegende Seiten und eine Diagonale parallel sein.)

4. Zeichne ein regelmifliges @) Achteck, b) Zehneck!

Vom Mittelpunkte aus laft sich ein regelmifliges Vieleck
konstruieren, wenn man den beziiglichen Mittelpunktswinkel be-
rechnet und um den gegebenen Punkt auftrigt.

Soll man z. B. ein regelmiifiiges Neuneck zeichnen, so triigt man den Mittel-
punkiswinkel von 3860° : 9 = 40° neunmal um den gegebenen Punkt auf und
schneidet auf diesen Schenkeln gleiche Strecken ab. Die Verbindung dieser erhaltenen
Punkte ergibt das regelmiifige Neuneck. {

Zeichne nach dieser Art ein regelmifiges Fiinfeck und ein regel-
miliiges Zwolfeck.

Einfacher geschieht die Konstruktion regelmiifiiger Vielecke mit Hilfe des
Kreises, wovon spiiter bei der Kreislehre die Rede sein wird.

Lehrsatze von den regelmaBigen Vielecken.

§ 76. TEs sei das Vieleck A BCDEF (Fig. T7) regelmiBig, also
AB=BC=CD=DE=EF=FAud<xAd=<xB=<9 (C=
— <X B == IT— T

Halbiert man zwei Winkel 4 und B, die an einer Seite liegen, so
entsteht ein gleichschenkeliges Dreieck A5 0. Zieht man von dem
Scheitel O desselben zu den iibrigen Eckpunkten Fig. 77,
die Strecken 0C, 0D, OF, ...., so wird dadurch hoED
das Vieleck in lauter kongruente gleichschenkelige
Dreiecke geteilt; denn AB= BC, L e¢=<Ld
und OB = OB, daher ist nach dem II. Kon- F
gruenzsatze A\ ABOS A BCO und 40 = CO.
Legt man also das erste Dreieck ABO um die X’
Seite OB, so deckt es das Dreieck BC O; dieses s
kann ebenso mit dem michsten zur Deckung
gebracht werden u. s. f. Die Strecken 04, OB, OC, .... sind also
einander gleich. Da kongruente gleichschenkelige Dreiecke auch gleiche
Hohen haben, so sind auch die von O auf die Seiten gefillten Normalen
O0G, OH, O, .... einander gleich.

Daraus folgt:

1. Halbiert man in einem regelmifiigen Vielecke zwei
aufeinander folgende Umfangswinkel und verbindet den
Durchschnittspunkt der Halbierungslinien mit den
iibrigen Eckpunkten des Vieleckes durch Strecken, so

L/
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wird dadurch das Vieleck in lauter kongruente gleich-
schenkelige Dreiecke geteilt.

2. In jedem regelmifigen Vielecke gibt es einen
Punkt, der von allen Eckpunktenundauchvon allen Seiten
gleich weit entfernt ist.

Dieser Punkt heilit der Mittelpunkt des regelmiBigen Vieleckes.
Man findet ihn, indem man zwei aufeinander folgende Vieleckswinkel
halbiert.

Zusatz: Ein regelméBiges Vieleck ist symmetrisch in Be-
ziehung auf jede Gerade, welche durch den Mittelpunkt und entweder
durch die Mitte einer Seite oder durch einen Eckpunkt geht: Sowohl
jede Seitensymmetrale als jede Winkelsymmetrale eines
regelmiBigen Vieleckesist eineSymmetriecachsedesselben.

Ein regelmiBiges Vieleck hat ebensoviele Symmetralen, als es
Seiten hat.

Kongruenz der Vielecke.

§ 77. Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie alle Seiten und
alle Winkel in derselben Ordnung paarweise gleich haben.

Zwei Vielecke ABCDEF und GHJKLM (Fig. 78) sind
kongruent, wenn sie auf iibereinstimmende Weise aus gleich
vielen kongruenten Drei-
ecken zusammengesetzt
sind.

Denn legt man beide Viel-
ecke so aufeinander, dall zwel
gleichliegende Dreiecke auf ein-
ander fallen, z. B. A BC auf G HJ,
so muli auch das zweite Paar
Dreiecke sich decken, folglich auch das dritte Paar, ....; daher decken
sich auch die ganzen Vielecke.

§ 78. Ein Vieleck ABCDEF (Fig. 78) zu iibertragen,
d. i. ein Vieleck 2zu szeichnen, das mit dem Vielecke
ABCDEF kongruent ist.

Man zerlege das gegebene Vieleck von 4 aus durch Diagonalen in Dreiecke,
beschreibe mittels der Durchschnitte von Kreisbogen ebensoviele in derselben Ordnung
liegende Dreiecke, welche mit denen des gegebenen Vieleckes kongruent sind. Die
dadurch entstehende Figur ¢ HJ KL M ist mit der gegebenen kongruent. Es ist hier
nicht nitig, die Diagonalen wirklich zu ziehen; sie kinmen in dem gegebenen wie
in dem neu entstehenden Vielecke blof gedacht werden.

: § 79. Auf dem Zeichnen kongruenter Vielecke beruht das geo-
metrische Kopieren der Gebilde in gleicher GréBe.

F Fig, 78.
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Dabei konnen die Hauptpunkte des Gebildes, wie bei der Losung
der Aufgabe in § 78, mittels der Durchschnitte von Kreishogen
bestimmt werden.

Ein anderes geometrisches Verfahren beim Kopieren besteht in der
Bestimmung des Hauptpunktes durch Koordinaten.

Zieht man in einer Ebene von einem bestimmten Punkt 4 (Fig. 79)
einen Strahl 4 X und fillt von irgend einem Punkte M

auf diesen Strahl eine Normale M P, so heilit das dadurch Hg. 75,
abgeschnittene Stiick 4P des Strahles die Abszisse, ul

die Normale M P selbst aber die Ordinate, und beide

zusammen die Koordinaten jenes Punktes J/. Der 4 x
Strahl 4 X heifit die Abszissenlinie, der Punkt A4 D

der Anfangspunkt.

Wenn der Anfangspunkt 4 und die Richtung der Ahszissenlinie 4 X
gegeben sind, so ist die Lage eines jeden Punktes M vollkommen bestimmt,
wenn dessen Koordinaten 4 P und M P bekannt sind; denn man braucht
nur von 4 aus an der Abszissenlinie ein Stiick abzuschneiden, welches
der Abszisse 4 P gleich ist, dann im Punkte P eine Normale zu errichten
und darauf die Ordinate P M aufzutragen; der Endpunkt ist der gesuchte
Punkt. M. ‘

Um mittelst der Koordinaten ein Gebilde A BCDE .... (Fig. 80) zu kopieren,
nehme man im Originale irgend eine Gerade A F/ als Abszissenlinie und A als Anfangs-
punkt derselben an und fiille von allen Hauptpunkten Normale auf die Abszissenlinie.
Sodann ziehe man auf
dem Kopierblatte die
Abszissenlinie e in
schicklicher Lage, trage
darauf in der Ordnung
alle Abszissen von a bis
kI, mym, .. auf, er-
richte in diesen Punkten
Normale und trage auf
ihnen die entsprechenden Ordinaten von /% bis 4, von [ bis %, von m bis e,
so ist dadurch die Lage aller Punkte in der Kopie bestimmt; man braucht sie dann
nur gehérig durch Linien zu verbinden.

Mechanische Methoden des Kopierens: das Kopieren mittels der
Quadratnetze, das Pikieren (Durchstechen des Originals), das

Durchzeichnen, besonders auf durchscheinendem Papier.

JeanERuUL

Aufgaben.
Zeichne ein beliebiges Sechseck, Achteck, Zehneck und kopiere es in gleicher
Grifie @) mittelst des Durchschnittes von Kreisbogen, b) mit Hilfe von Abszissen

und Ordinaten.

Mo¢nik-Halbgebauer, Geometrie.
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11, Der Kreis.
1. Der Punkt und der Kreis.

§ 80. Ein Punkt liegt innerhalb des Kreises oder in dem
Umfange desselben oder auBlerhalb des Kreises, je nachdem die
Entfernung des Punktes vom Kreismittelpunkte kleiner, ebenso groB oder
grofer ist als der Halbmesser des Kreises. (§ 23.)

2. Die Gerade und der Kreis.

§ 81. Eine Gerade hat mit der Kreislinie zwei Punkte oder nur
einen Punkt oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich, je nachdem
ihre Entfernung vom Kreismittelpunkte kleiner, ebenso groll oder grofer
ist als der Halbmesser des Kreises.

Hine Strecke 4 B (Fig. 81), die zwei Punkte des Umfanges ver-

Fig. 81. bindet, heilit eine Sehne. Eine Sehne ist umso
grofier, je niaher sie dem Mittelpunkte liegt;
die lingste Sehne ist daher diejenige, welche
durch den Mittelpunkt selbst geht, nimlich der
Durchmesser, wie 4 G.

Eine Gerade CD, die durch die Ver-
lingerung einer Sehne 4 B iiber ihre Endpunkte
hinausgeht, heilit eine Sekante. FEine Gerade

: EF, die mit der Kreislinie nur in einem
Punkte 4 zusammentrifft, wihrend alle anderen Punkte derselben auBerhalb
des Kreises liegen, heilit eine Beriihrungslinie oder Tangente.

Durch den Schnitt des Kreises mit der Geraden entstehen folgende
Figuren: 1. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment, d.i. ein
Teil der Kreisfliche, der von einer Sehne 4 B und dem dazu gehbrigen
Bogen A B begrenzt wird; und 2. der Kreisausschnitt oder Kreis-
sektor, d. i. ein Teil der Kreisfliche, der von zwei Halbmessern und
dem dazwischenliegenden Bogen begrenzt wird, wie B0 G B.

Lehrsatze von den Geraden im Kreise.

§ 82. Zugleichen Sehnen gehéren indemselben Kreise

Fig. 82. auch gleiche Bogen; und umgekehrt: zu
gleichen Bogen gehoren auch gleiche
Sehnen. (Fig. 82.)

Von der Richtigkeit dieser zwei Sitze kann man
sich iiberzeugen, indem man die betreffenden Kreis-
abschnitte iibereinander legt; man findet, daB unter
jeder der obigen zwei Voraussetzungen die beiden
Kreisabschnitte vollkommen iibereinander fallen, folg-
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lich im ersten Falle auch die Bogen, im zweiten auch die Sehnen
einander -decken.

§ 83. Jede Sehne 4 B (Fig. 83) eines Kreises kann als die Grund-
linie eines gleichschenkeligen Dreieckes, dessen Scheitel im
Mittelpunkte liegt und dessen Schenkel Halbmesser Fig. 88.
des Kreises sind, angesehen werden. Welches ist die S|
Symmetrale des Dreieckes 4 B 0? Die in den §§ 53 und
54 von den gleichschenkeligen Dreiecken abgeleiteten
Sitze lassen sich daher fiir den Kreis so ausdriicken:

1. Zieht man in einem Kreise vom
Mittelpunkte eine Normale auf eine Sehne, $
so wird diese dadurch halbiert. ANC I D

2. Die Symmetrale jeder Sehne eines
Kreises geht durch den Mittelpunkt des- st
selben und halbiert den zugehdrigen Bogen und Winkel,
dessen Scheitel im Mittelpunkte dieses Kreises liegt.

3. Die Strecke, welche den Mittelpunkt eines Kreises
mit der Mitte einer Sehne verbindet, steht auf der Sehne
normal.

§ 84, Errichtet man in dem Endpunkte eines Halb-
messers auf denselben eine Normale, so ist diese eine
Tangente des Kreises. Fig. 84.

Bs sei (Fig. 84) 4B | OD. Jede schiefe
Strecke wie OF, OF,. ... ist linger als die Normale
OD; also liegen die Punkte F, F,.... aullerhalb der
Kreislinie. Die Gerade 4 B hat daher mit der Kreis-
linie nur den Punkt I} gemeinschaftlich, alle anderen
Punkte liegen auBerhalb des Kreises: 4B ist also
eine Tangente des Kreises.

3. Der Winkel und der Kreis.

§ 85, Ein Winkel, dessen Scheitel im Mittelpunkte eines Kreises liegt,
dessen Schenkel daher Halbmesser des Kreises sind, heilit ein Zentriwinkel.

Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie Fig. 85.
eines Kreises liegt und dessen Schenkel Sehnen
des Kreises sind, heiBt ein Peripheriewinkel.

A OB (Fig. 85) ist ein Zentriwinkel, der auf
dem Bogen A B anfsteht; A CB ist ein Peripherie- A
winkel, der auf demselben Bogen A B aufsteht.

Gehen die Schenkel eines Peripheriewinkels
durch die Endpunkte ecines Durchmessers wie bei

dem Winkel BD C, so heift derselbe ein Winkel im Halbkreise.
4*




Lehrsitze von den Winkeln im Kreise.

§ 86. Zu gleichen Zentriwinkeln gehéren in demselben
Kreise auch gleiche Sehnen und Bogen; umgekehrt: zu
gleichen Sehnen gehdren gleiche Zentriwinkel, und: zu gleichen
Bogen gehdren auch gleiche Zentriwinkel. (Fig. 82.)

Von der Richtigkeit dieser drei Siitze {iberzeugt man sich, wenn man entweder
zwei gleiche Zentriwinkel oder zwei gleiche Sehnen oder nach dem dritten Satze
zwei gleiche Bogen annimmt und dann die betreffenden Kreisausschnitte {ibereinander
legt; man findet, daB sich unter jeder dieser Voraussetzungen die beiden Kreis-
ausschnitte vollkommen decken, daf also fiir jede Voraussetzung auch die angefiihrten
Behauptungen richtig sind.

§ 87. Stehen ein Zentri- und ein Peripheriewinkel auf demselben

Bogen eines Kreises, so
m sind beziiglich der Lage
¢ der Schenkel des Peri-
pheriewinkels drei Fille
mdglich : entweder liegt
der Mittelpunkt
B des Kreises in einem
4 Schenkel des Winkels
(Fig. 86, 1) oder zwischen den Schenkeln des Winkels (Fig. 86, II) oder
auBerhalb der Winkelfliche (Fig. 86, ITI).

@) In Fig. 86, I ist m als ein AuBenwinkel des Dreieckes BO ¢ gleich der
Summe der inneren entgegengesetzten Winkel, also m = @ 4+ b; nun ist b = a als
Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkeligen Dreieckes, daher m = a 4+ a = 2a.

b) Zieht man in Fig. 86,1 den Durchmesser ¢'D), so ist nach @) der Winkel
m = 2a, n = 2b, daher auch m +n =2 (@ + b), d.i. der Winkel AOB =24 CB.

¢) Wird in Fig. 86, III der Durchmesser €D gezogen, so ist mach a) der
Winkel BOD = 2BCD, ferner AOD = 24 CD; daher auch BOD — A0D =
= 2(BCD — ACD), d. i. der Winkel AO0B = 24 CB.

Bs gilt somit allgemein der Satz:

Wenn ein Zentri- und ein Peripheriewinkel auf dem-
selben Bogen aufstehen, so ist der Zentriwinkel doppelt so
groB als der Peripheriewinkel.

Daraus folgt:

Peripheriewinkel, welche in demselben Kreise auf

Fig. 7. gleichen Bogen aufstehen, sind einander
gleich.

§ 88. Ein Peripheriewinkel 4 CB (Fig. 87)
als ein Winkel im Halbkreise muB 90° be-
tragen, weil der ihm zugehorige Zentriwinkel als
gestreckter 180° enthilt,

Der Winkel im Halbkreise ist also
ein Rechter,
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§ 89, HEs sei (Fig. 88) O der Mittelpunkt eines Kreizes und

AB == A0. Das Dreieck 4 B O ist gleichseitig, daher Fig. 88.

jeder Winkel desselben gleich 60°. B
Schneidet man also in einem XKreise

mit dem Halbmesser als Sehne einen Bogen A

A 0

ab, so betrigt der dazu gehidrige Zentri-
winkel 60° und der Bogen selhst ist der 6.
Teil der Peripherie.

Konstruktionsaufgaben,

§ 90. 1. Durch drei Punkte 4, B, € (Fig. 89), die nicht
in einer geraden Linie liegen, einen Kreis zu beschreiben.
Man ziehe die Strecken 4 B und B( und errichte in den
Mitten derselben die Normalen DF und F@; dann ist nach Fig. 89.
§ 83, 2 der Durchschnitt O dieser Normalen der Mittelpunkt und
0A der Halbmesser des gesuchten Kreises.
2. Den Mittelpunkt eines Kreises oder / G

eines Kreishogens zu finden.
Man ziehe zwei Sehnen und errichte auf diese in ihren \
-

Halbierungspunkten Normale; der Durchschnittspunkt der beiden R B
Normalen ist der gesuchte Mittelpunkt.

3. Durch einen Punkt in dem Umfange des Kreises an
diesen eine Tangente zu ziehen.

Man ziehe zu dem gegebenen Punkte einen Halbmesser und errichte
darauf eine Normale: diese ist die verlangte Fig. 90.
Tangente (§ 84).

4. Durch einen Punkt 4 (Fig. 90)
aullerhalb des Kreises an diesen eine
Tangente zu ziehen.

Man verbinde den gegebenen Punkt 4 mit dem
Mittelpunkte O des gegebenen Kreises durch die Strecke
4 0, halbiere diese in ¢/ und heschreibe aus ¢! mit dem

Halbmesser 0 A einen Kreis, der den gegebenen in den : : ;
Punkten D und E durchschneidet, Zieht man nun A D und 4 F, so sind diese beiden

Geraden Tangenten des Kreises (§ 88).

5. Einen Kreisbogen 4B (Fig. 91) zu halbieren.

Man beschreibe aus den Endpunkten 4 und B mit Fig. 91.
demselben Halbmesser Bogen, die einander in ' durchschneiden,
und ziche die Gerade /0 ; diese halbiert den gegebenen Kreis-
bogen in D.

6. Die Kreislinie in mehrere gleiche
Teile zu teilen.

Man bestimme die GroBe eines Zentriwinkels,
indem man 360° durch die Zahl der verlangten gleichen Teile dividiert,
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konstruiere den gefundenen Winkel am Mittelpunkte und trage die durch
seine Schenkel abgeschnittene Sehne in der Peripherie auf.

Mechanisech wird die Konstruktion der Winkel und daher die
Kreisteilung mit Hilfe des Transporteurs ausgefiihrt.

Geometrisch lassen sich nur diejenigen Teilungen der Kreislinie
ausfiihren, bei denen der entsprechende Zentriwinkel geometrisch konstruiert
werden kann. Hierher gehtren zunichst folgende Aufgaben:

@) Die Kreislinie in 2 gleiche Teile zu teilen.

Man ziehe einen Durchmesser. Durch Halbierung der Bogen erhiilt man dann
4, 8, 16,....... gleiche Teile.

b) Die Kreislinie in 6 gleiche Teile zu teilen.

Man trage den Halbmesser als Sehne im Kreise auf (§ 89).

Nimmt man zwei solche Teile fiir einen einzigen, so ist die Kreis-
linie in 3 gleiche Teile geteilt.

Wie wird man die Peripherie in 12, 24 gleiche Teile teilen?

7. Aus einem gegebenen Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, der eine
gegebene Gerade beriihrt.

8. An einen gegebenen Kreis mit dem Halbmesser » = 25 mm eine Tangente
zu ziehen, die zu einer gegebenen Geraden parallel ist. (Die vom Mittelpunkte des
Kreises auf die gegebene Gerade errichtete Normale bestimmt die Richtung des
Berithrungshalbmessers.)

9. Einen Kreis mit gegebenem Halbmesser (2 = 22 mumn) zu zeichnen, welcher
zwei gegebene Gerade (Neigungswinkel » = 60° beriihrt.

10. Konstruiere einen Kreis, wenn gegeben sind zwei Tangenten A B und ¢'D
(Neigungswinkel # = 45°) und ein Beriihrungspunkt a!

4. Das Vieleck und der Kreis.

§ 91. Ein Vieleck, dessen Eckpunkte in dem Umfange eines Kreises
liegen, dessen Seiten also Sehnen des Kreises sind, heiBt dem Kreise ein-
geschrieben und der Kreis heiit dem Vielecke umgeschrieben.

Ein Vieleck, dessen Seiten Tangenten des Kreises sind, heiBlt dem Kreise
umgeschrieben und der Kreis heiBt dem Vielecke eingeschrieben.

Ein dem Kreise eingeschriebenes Vieleck heifit auch ein Sehnen-
vieleck, ein dem Kreise umgeschriebenes Vieleck ein Tangentenvieleck.

Jedem Dreiecke 1aBt sich @) ein Kreis einschreiben,
4) ein Kreis umschreiben.

Lehrsatze von den regelmaBigen Sehnen- und Tangentenvielecken.
§92. Jedemregelmifligen Vielecke 1Bt sich ein Kreis
einschreiben und umschreiben.
Es sei ABCDEF (Fig. 92) ein regelmiBiges Vieleck. Halbiert
man zwei Winkel, z. B. 4 und B, so besitzt der Durchschnittspunkt O
der beiden Halbierungslinien die Eigenschaft, daB er der Mittelpunkt des
dem Vielecke eingeschrichenen und umgeschriebenen Kreises ist. (S. § 76!)
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§98. 1.Teilt mandenUmfang einesKreises in mehrere
gleicheTeileund ziehtdurch je zweiaufeinander folgende
Teilungspunkte eine Sehne, so ist
das von diesen Sehnen gebildete
Vieleck regelméBig.

Ist (Fig. 92) die aus O mit dem Halb-
messer (0.4 beschriebene Kreislinie in mehrere
gleiche Teile geteilt und zieht man die Sehnen
AB, BC, CD, DE, EF, FA, so sind in
dem Vielecke A BCDEF die Seiten als
Sehnen des Kreises, die zu gleichen Bogen
gehoren, und die Vieleckswinkel als Peripherie-
winkel, die auf gleichen Bogen aufstehen, einander gleich. Das Vieleck
ist daher gleichseitis und gleichwinkelig, also regelmiBig.

Zusatz. Die Seite des einem Kreise eingeschriebenen
regelmidBigen Sechseckes ist gleich dem Halbmesser des
Kreises (§ 89).

2. Teilt man einen Kreis in mehrere gleiche Teile und
zichtdurch jeden Teilungspunkteine Tangente, so wird von
diesen TangenteneinregelmilBiges Vieleck eingeschlossen.

Ist (Fig. 92) die aus O mit dem Halbmesser O G Dbeschriebene
Kreislinie in mehrere gleiche Teile geteilt und errichtet man in den
Punkten &, H, J, K, L, M auf die zu ihnen gezogenen Halbmesser Normale,
so erhilt man das dem Kreise umgeschriebene Vieleck A BCD EF, und
es liBt sich zeigen, daB dieses gleichseitig und gleichwinkelig ist. Da die
Zentriwinkel des Kreises nach der Annahme gleich sind, so ist leicht ein-
zusehen, daB die Vierecke G OMA, GOHB, HOJC,..... iibereinander
gelegt einander vollkommen decken, also kongruent sind. Aus dieser
Kongruenz folgt aber erstlich, daB der Winkel 4 = B=0C..... ist,
ferner, daB sowohl G B=H(C = JD =..... als auch 4G = BH =
(= ist, somit auch die Summen dieser gleichen Strecken,
nimlich die Vieleckseiten 4B, BC, CD.. ..., gleich sind.

§ 94. Werden ecinem Kreise verqchledene regelmiBige Vlelpvke
eingeschrieben und umgeschrieben, so ist jedes eingeschriebene
Vieleck kleiner und jedes umgeschriebene Vieleck groBer als der Kreis;
der Unterschied zwischen dem Kreise und dem Vielecke wird jedoch umso
kleiner, je mehr Seiten das Vieleck hat, und kann durch fortgesetzte
Verdopplung der Seitenanzahl kleiner gemacht werden, als jede noch so
kleine gegebene GroBe.

In diesem Sinne sagt man:
Der Kreis ist ein regelmiBiges Vieleck von unendlich

Fig. 92.

vielen Seiten.
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Konstruktionsaufgaben.

§ 95. 1. Einem Kreise ein regelméBiges Vieleck @) ein-

zuschreiben, ) umzuschreiben. (Fig. 93.)

Man teile die Kreislinie in soviele gleiche Teile, als
das Vieleck Seiten haben soll, und ziehe durch die Teilungs-
punkte @) Sehnen, ) Tangenten des Kreises.

2. Einem gegebenen Kreise @) ein gleichseitiges
Dreieck, J) ein regelmiifiiges Sechseck ein- und umzu-
schreiben, (§ 90, 65.)

3. Einem gegebenen Kreise a) ein Quadrat, b) ein
regelmiifiiges Achteck ein- und umzuschreiben. (§ 90, 6a.)

4. Einem gegebenen Kreise ein regelmiifiiges a) Fiin-
eck, b) Zehneck ein- und umzuschreiben. (§ 90, 6.)

5. In einem Kreise ist ein recelmiiBiiges Viereck
eingeschrieben; man schreibe in denselben ein solches von doppelt soviel Seiten ein.

6. Zeichne ein Dreieck, in dem die Seiten 28 mm und 20 mm den Winkel von
60° einschliefen, und konstruiere den diesem Dreiecke umgeschriebenen Kreis! (§ 60, 1.)

7. Zeichne ein Dreieck, in welchem der Seite 25 mm die Winkel 60° und 45°
anliegen und konstruiere damm den diesem Dreiecke eingeschriebenen Kreis! (§ 60, 2.)

8. Um ein regelmédlliges Vieleck einen Kreis zu he-

schreiben.

Man halbiere (Fig. 92) zwei Vieleckswinkel A und B, die einen Schenkel
gemein haben; aus dem Durchschnittspunkte O der beiden Halbierungslinien be-
schreibe man dann mit dem Halbmesser O 4 einen Kreis, der durch alle Eckpunkte
des Vieleckes geht und somit dem Vielecke umgeschrieben ist.

9. In ein regelmidBiges Vieleek einen Kreis einzu-
schreiben.

Man halbiere (Fig. 92) zwei aufeinander folgende Seiten 4 B und B und
errichte in den Halbierungspunkten G' und H Normale, die einander in O durch-
schneiden. Der aus O mit dem Halbmesser O (f beschriebene Kreis wird alle Seiten
des gegebenen Vieleckes beriihren und daher dem Vielecke eingeschrieben sein.

10. Konstruiere @) ein gieichseitiges Dreieck, b) ein Quadrat, ¢} ein regelmiifiges
Sechseck und beschreibe um jede dieser Figuren und in jede derselben einen Kreis!

5. Lage der Kreise gegeneinander.

§ 96. Zwei Kreise, die einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben,
heifien konzentrische Kreise, wie Fig. 94.
Fig. 94. Die zwischen ihren Peripherien liegende Fliche
heiBt ein Kreisring.
Zwel Kreise, die keinen gemeinschaftlichen Mittel-
punkt haben, heifien exzentrisehe Kreise (Fig. 95).
Die Strecke, welche die Mittelpunkte zweier exzentrischer
Kreise verbindet, heiBt die Zentrale der beiden Kreise
(Fig 95 und 96).
Zwei exzentrische Kreise konnen einander entweder beriihren
oder schneiden, oder es ist keines von beiden der Fall.
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Zwel Kreise berithren einander, wenn ihre Umfénge nur
einen Punkt gemeinschaftlich haben. Die Beriihrung geschieht von
innen (Fig. 95, I) oder Fig. 95.

von auBen (Fig. 95, II), I V4
je nachdem der eine Kreis :
innerhalb oder auBerhalb W A

des andern liegt. Bei der
innern Berithrung zweier
Kreise ist die Zentrale 00’
gleich der Differenz der Halbmesser 40 — A0'; bei der 4ufiern
Berithrung ist die Zentrale O 0 gleich der Summe der Halbmesser
A0+ A0 In beiden Fillen liegt der Berithrungspunkt auf der Zentrale.

Zwei Kreise schneiden einander,
wenn ihre Peripherien (Fig. 96) zwei Punkte
gemeinschaftlich haben. Das gemeinschaftliche
Stiick der beiden Kreisflichen heilit eine Linse,
jedes der nicht gemeinschaftlichen Stiicke ein
Mond.

Beim Durchschnitte zweier Kreise ist
die Zentrale O O' groBer als die Differenz der
Halbmesser 4 O — B O', aber kleiner als deren Summe 40 -4 BO"

Konnen zwei exzentrische Kreise auch noch andere Lagen ein-
nehmen? Zeichnet sie!

Welche Fille sind in Beziehung auf die gegenseitige Lage bei drei
Kreisen moglich? Wieviele Punkte haben drei einander schneidende
Kreise miteinander gemeinschaftlich?

Fig. 96.

Konstruktionsaufgaben.

§ 97. 1. Konstruiere mit den Halbmessern 24 msm und 15 mm
zwei Kreise, die einander @) von innen, 5) von aullen beriihren!

2. Beschreibe in einen gegebenen Kreis Fig. 97.
zwei gleiche Kreise so, daBl sie ihn von innen
und sich selbst von auflen beriihren!

3. Mit den Halbmessern @, b, ¢ drei
Kreise zu beschreiben, welche sich gegenseitig
von auBen beriihren. (Siehe Fig. 97.)

Wie wird die Auflésung geschehen, wenn alle
drei Kreise gleiche Halbmesser haben?

4. Tn einen Kreisausschnitt einen Kreis
0 ecinzuschreiben, daB er die beiden Schenkel und den Bogen des

Winkels beriihrt.




Es sei 40 B (Fig. 98) der gegebene Kreisausschnitt. Man halbiere den Winkel

Tig. 98. A OB durch die O C, errichte in (' auf O C' die Normale
C D, die den verlingerten Halbmesser O A in D schneidet,
und halbiere auch den Winkel €' D 0. Der Punkt M, in
welchem die Halbierungslinie D M/ den Halbmesser O C
trifft, ist dann der Mittelpunkt und MC = ME = M F
der Halbmesser des verlangten Kreises.

5. In einen Kreis drei Kreise so einzu-
schreiben, dal jeder die beiden andern und den
gegebenen Kreis beriihrt.

Es sei A BDF (Fig. 99) der gegebene

Kreis. Man teile ihn in sechs gleiche
Teile und ziehe zu den Teilungspunkten
die Halbmesser OA4, OB, OC .... In 4
errichte man auf OA die Normale AN,
die den verliingerten Halbmesser OB in V
trifft, und halbiere den Winkel 4 N O durcy
die Gerade N P; dann ist P der Mittelpunkt
und P A der Halbmesser des einen der drei
verlangten Kreise. Macht man nun O R =
08 = 0P, so sind R und S die Mittel-
5 punkte der beiden andern Kreise.

6. In einen gegebenen Kreis
eine beliebige Anzahl gleicher Kreise
(oder Kreisbogen) so einzuschreiben, dal}
sie einander und den gegebenen Kreis
beriihren. (Siehe Fig. 100.)

(Auf der Losung dieser Aufgabe
beruht die Konstruktion der sogenannten
Fischblasen, weleche zu den Grund-
formen des gotischen MaBwerkes
gerechnet werden.)

§ 98. An zwei gegebene
Kreise eine gemeingchaftliche
Tangente zu ziehen.

Es seien O und o die
Mittelpunkte, O 4 und oa die
Halbmesser der zwei Kreise.

@) Man beschreibe (Fig.
101) aus O mit einem Halb-
messer O B, der gleich ist der
Differenz 0 4 — oa der gege-
benen Halbmesser, einen Kreis
und ziehe an denselben von o
aus die Tangenten 0B und OB’
Verliingert man dann die Halbmesser O B und O B’ bis zum Durchschnitte des ge-
gebenen Kreises in (' und (' und zieht oe|| O ¢ und oe' || O (Y, so sind die Geraden

o2
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(¢ und C'¢’ zwei gemeinschaftliche, und zwar die finfern Tangenten der beiden
gegebenen Kreise.

Denn das Viereck B Cco ist, da die Seiten BC und oc¢ gleich und parallel
sind, ein Parallelogramm (§ 67, 2); da in diesem ein Winkel C'Bo ein rechter ist, so
sind es auch die andern; also ist BCe = R und oeC = R, d. i. C¢ ist eine gemein-
schaftliche Tangente der zwei Kreise. Ebenso folgt, daf auch (¢’ eine Tangente
der beiden Kreise ist.

Die fdullferen Tangenten zweier Kreise schneiden einander in einem
Punkte der verlingerten Zentrale. (AuBerer Ahnlichkeitspunkt.)

h) Man beschreibe (Fig. 102) aus O
mit dem Halbmesser O, der gleich ist
der Summe 0 A -+ oa, einen Kreis und
ziche an denselben von o aus die Tangenten
oD und oD'. Zieht man dann die Halb-
messer OD und OD', die den gegebenen
Kreis in B und E’ schneiden, ferner oe || O K
und oe’ || O E, so sind die Geraden Fe und
I'¢’ ebenfalls zwei gemeinschaftliche und
zwar die innern Tangenten der heiden
gegebenen Kreise.

DieRichtigkeit dieser Lisung liiit sich AN
ehensowie die der fritheren unter @) erweisen.

Die inneren Tangenten zweier Kreise schneiden einander in einem
Punkt der Zentrale. (Innerer Ahnlichkeitspunkt.)

Wenn die zwei gegebenen Kreise aufierhalb einander liegen, so haben sie
immer vier gemeinschaftliche Tangenten, zwei #iufiere und zwei innere. In welcher
Lage haben zwei Kreise nur drei, nur zwei gemeinschaftliche Tangenten, in welcher
Lage haben sie nur eine, in welcher keine gemeinschaftliche Tangente?

Anwendung finden #uBere Tangenten als Riementransmissionen
behufs Erzeugung gleicher, innere Tangenten hingegen behufs Erzeugung
entgegengesetzter Bewegungsrichtung.

Kongruenz der Kreisflichen. Kreisflichen sind kon-
oruent, wenn sie die Radien wechselweise gleich haben.
Konstruiere mit dem Halbmesser » = 26 mm drei kongruente Kreise!
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B
IV. Die Lehre von der Ahnlichkeit der Figuren.

1. Verhiltnisse und Proportionen der Strecken.

§ 99. Verhiltnis der Strecken. Werden zwei Strecken miteinander
ihrer Linge nach verglichen, so sind sie entweder gleich (@ = &, Fig. 103)
oder sie sind ungleich (¢ >d, d < ¢, Fig. 103).

Die Vergleichung der beiden Strecken ¢ und b sowie ¢ und d in
Fig. 103 erfolgte durch Messen mit Hilfe eines ihnen gemeinschaft-
lichen MaBes n =1 em. Als MaBeinheit fiir alle Strecken dient bei

Fig. 103.

TR
~

>
)

n-1cm
e
a«=4em ¢= Dcm
b=4cm d=— 3 em
—  —— [ —
a==0b e>d
d<e

uns das metrische LéngenmaB. In der Strecke ¢ ist die MaBeinheit (1 em)
5mal und in der Strecke d 3mal enthalten; daher ist ¢ = 5 em und
d = 3 em. Die Zahlen 5 und 3 sind ihre MaBzahlen. Wird 1 mm
als Mafleinheit gewiihlt, so sind 50 und 30 die MaBzahlen dieser Strecken.
Die Strecken ¢ und d, @ und b sind Vielfache ihres gemeinschaftlichen
MaBes .

Die Vergleichung zweier Strecken beziiglich ihrer Linge, indem
man untersucht, wie oft die MaBzahl der einen Strecke in der MaBzahl
der anderen Strecke enthalten ist, ergibt ihr Verhiltnis. Das Ver-
hiltnis zwischen den Strecken ¢ und d, d. i. ¢ zu d, geschrieben ¢ : d)
kenn man durch das Verhiltnis ihrver Lingen 5 eme: 3 em oder auch
durch das Verhiltnis ihrer MaBzahlen 5 : 3 ausdriicken, weil in beiden

Fillen ihr Quotient —3 derselbe bleibt.
)

Unter dem Verhiltnisse zweier Strecken versteht man
daher den Quotienten ihrer MaBzahlen in Bezug auf eine
und dieselbe Einheit. Das Verhiltnis der Strecken ¢ und d (Fig. 103)
ist =5:3. In diesem Verhiiltnisse heibt 5 (¢) das Vorderglied 3, (d,

das Hinterglied und ﬁi (%) der Exponent.
)
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Das Verhiltnis der Strecken 4 und ¢ (Fig. 103) ist = 3 : 5; das
Verhiltnis der Strecken ¢ und & (Fig. 103) ist = 1 : 1, das der Strecken
nound d ist 1: 3. :

§ 100, Das Verhéltnis zweier Strecken 1aBt sich nur dann voll-
stindig genan angeben, wenn sie ein gemeinsames MaB haben.

Um das groB8te gemeinschaftliche MaB zweier Strecken
zu finden, trage man die kleinere Strecke auf der groBeren so oft auf,
als es angeht,

@) Ist die kleinere Strecke n (Fig. 103) in der groBeren Strecke ¢
mehrmals, z. B. bmal, enthalten, so daB kein Rest iibrig bleibt, so ist
selbst das gréfte gemeinschaftliche Mall zwischen ¢ und n; das Verhiiltnis
dieser Strecken ist in diesem
[falle gleich 5 : 1.

b) Ist die kleinere Strecke ; | A
in der grofleren nicht ohne Rest ; ;
enthilban it 2B i Stieeke ppid til
CD (Fig. 104) in der 4 B 3 mal
enthalten und es bleibt noch ein Rest £ B iibrig, so trage man den Rest
E B auf CD so oft auf, als es angeht; es sei KB in CD 2mal ent-
halten und es bleibe noch die Strecke F D iibrig. Diesen Rest wird
man wieder auf den nichst vorhergehenden Rest K B auftragen und es
sei D in E'B genau 6mal enthalten. FD ist dann das groBte gemein-
schaftliche MaB von A B und CD; denn man hat

BB =— GE:
CD=2FEB+ FD=13 F'D,
AB=3 CD+ EB=45F1D.

Aus dieser Darstellung ersieht man, daB die Strecke 4B das MaB
F D 45mal und die Strecke C'D dasselbe MaB F'D nur 13mal enthalt;
die Lingen dieser beiden Strecken verhalten sich also wie die Zahlen 45
und 18 oder: das Verhsltnis von A B zu CD ist 45 : 13.

" Ebenso verfihrt man, um das groBte gemeinschaftliche Mal zweier
Bogen desselben Kreises zu finden.

Aufgaben. Konstruktionsaufgaben.

1. Bestimme das Verhiiltnis @) zwischen der Liinge und der Héhe der Schul-
tafel, b) zwischen der Breite und der Hohe des Fensters, ¢/ zwischen der Liinge und
Breite dieses Lehrbuches, deines Zeichenheftes!

9. Zeichne mehrere Strecken und bestimme das Verhiiltnis zwischen je zweien
zuerst nach dem Augenmafie und dann mittels des Messens mit einem gemeinschaft-
lichen Mafie! (dm, em, mm.)

3. Zeichne zwei Strecken im Verhiiltnisse @) von 2:3, b) von 4:5, ¢ von

7:8,d von 10:1!
4. Es ist ein Rechteck zu zeichnen, wenn die Liinge /= 100 mm und der

Fig. 104.

A 5 ;
Verhiiltnisexponent von Linge und Breite —b—= 0y gegeben sind.



62

5. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn eine Kathete k; = 3 em 9 mon

und deren Verhiiltnis zur anderen %, : k, = 3 : 7 gegeben sind!
§ 101. Proportionen der Strecken. Haben (Fig. 105) sowohl die
Strecken 4B und CD als auch die Strecken K F und G'H das Ver-
hiltnis 3 : 2, so sind die
Fig. 105. beiden Verhiltnisse 4 B :
4 B i . o CD uwnd EF: G H gleich
und konnen: durch das
C——1tp 86—+ ——— Gleichheitszeichen (=) mit-
einander verbunden werden.
Die Gleichstellungzweier gleicher Verhéltnisse heifit

; : ; t AB EF, :
eine Proportion. Man erhilt demnach D= ¢m’ d. h.: So oft O D

in AB enthalten ist, so oft mul G H in £ F enthalten sein.

Ziwei oder mehrere Paare von Strecken, die gleiche Verhiltnisse
haben, heifen proportional (proportioniert). Die Streeken 4B
und CD sind den Strecken K F und G'H proportional.

In der Proportion AB: CD= KF: GH ist AB das erste, CD
das zweite, K'F' das dritte, G H das vierte Glied (G'H wird auch die
vierte geometrische Proportionale genannt); auch heilen 4B
und G H die dulleren, CD und I F die inneren Glieder der Proportion.

Bine Proportion, in der die inneren Glieder gleich sind, z. B.
KL: MN= MN:PQ oder in Zahlen: 4:6 = 6 : 9, heiBt eine stetige
Proportion. Das mittlere Glied M N (6) heibt die mittlere geo-
metrische Proportionale (das geometrische Mittel) zwischen
den beiden &ubleren Gliedern KL (4) und P (9); das vierte Glied
P (9) wird die dritte stetige Proportionale zn dem ersten
Gliede KL (4) und dem mittleren M N (6) genannt.

Das Kennzeichen fiir die Richtigkeit einer Zahlen-
proportion ist: 1. Die Gleichheit der Exponenten beider Verhiltnisse
oder 2. die Gleichheit der Produkte aus den beiden #uBleren und aus den
beiden inneren Gliedern.

Anmerkung. Proportionen, die aus mehr als zwei gleichen einfachen Ver-
hiiltnissen bestehen, werden zusammengesetzte Proportionen genannt; z B.

aus @:b=5:3 .
ordi— 53
S e:f=5:3 wird
die zusammengesetzte Proportion ¢ :b =¢:d=e:f. Aus dieser entsteht
die erweiterte Proportion @:¢:e=~5:d:f, indem man dem Verhiiltnisse
der Vorderglieder jenes der Hinterglieder gleichstellt.

Aufgaben.

1. Berechne die Liinge der Strecken z, 4, %, die mit der Strecke @ = 7 em 5 mm
die Verhiiltnisse a:x=5:4, a:y=38:4, x: 4= 1:5 bilden und zeichne diese
vier Strecken!
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2. Es ist zu drei gegebenen Strecken (@ = 60 mun, b =50 mm, ¢ = 40mm)

die Liinge der vierten geometrischen Proportionale zu berechnen: a:b = ¢:a,
b.e : > : 5 A
xS d. h. die vierte geometrische Proportionale ist gleich dem

Produkte der Mafizahlen der beiden inneren Glieder, dividiert durch die MafBzahl
des bekannten fufieren Gliedes. Zeichne diese vier Strecken!

3. Berechne zu zwei gegebenen Strecken (@ = 9 em, b= 4 ¢m) die Liinge
der mittleren geometrischen Proportionale und zeichne diese drei Strecken! a:x =
— T — ]’a_.—b; d. h. die mittlere geometrische Proportionale zu zwei
Strecken ist gleich der Quadratwurzel aus dem Produkte ihrer Mafizahlen.

4. Zu zwei gegebenen Strecken o = 4(3711 und b=>5em ist die dritte stetige
Proportionale zu suchen! a:b0 =b:2! v= %. Rechne und zeichne!

5. Bestimme das Verhiiltnis des Durchmessers der Erde (12.750 km) zu dem
der Sonne (1,390.000 k) und dem des Mondes (3500 km) durch Zahlenverhiiltnisse
der einfachsten Form!

2. Anwendung der Streckenproportionen auf die Ahnhlichkeit
der Figuren.

Ahnlichkeit der Dreiecke.

Ahnlichkeitssétze.

§ 102. Zwei Dreiecke, welche dieselbe Gestalt haben und sich nur
durech die GroBle unterscheiden, heilen ahnlich (OV).

Um die Merkmale zweier #@hnlicher Drei- Fig. 106.
ccke anschaulich darzustellen, lasse man eine
(terade A M (Fig. 106) auf einem Schenkel 4 R
des Winkels R 4'S parallel zu ihrer ersten Lage
so fortschreiten, daB sie auf jenem Schenkel
gleiche Stiicke 4B, BD, DF, FH, HK ab-
schneidet; dann werden auch die Abschnitte des
zweiten Schenkels 4 ¢, CFE, E@, GJ, JL unter-
cinander gleich und es entstehen die Dreiecke
ABC, ADE, AFG, AHJ, AKL, die zwar
verschiedene Grofie haben, in der Gestalt jedoch iibereinstimmen, somit
dhnlich sind.

Werden nun irgend zwei dieser Dreiecke, z. B. ADFE und AKL
verglichen, so findet man, daB sie erstlich paarweise gleiche Winkel
haben; denn der Winkel am Scheitel A ist beiden Dreiecken gemein-
schaftlich, die anderen zwei Winkel aber sind als Gegenwinkel paarweise
oleich. Werden ferner die Seiten der beiden Dreiecke verglichen, so sieht
man, daB 4D 2 solche Teile enthillt, wie deren auf 4K 5 kommen; die
Seiten AD und AK haben also das Verhiltnis 2:5. Ebenso enthilt
AE 2 solche Teile, von denen AL 5 enthiilt; es haben also auch die
Seiten A% und AL das Verhiltnis 2:5. Dasselbe Verhiltnis haben
auch die Seiten D E und KL; denn zieht man durch jeden Teilungs-
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punkt der Seite A K eine Parallele mit 4 L, so wird dadurch DE in 2
und KL in 5 Teile geteilt, die alle untereinander gleich sind, so dal} sich
-auch die Seiten DFE und KL so verhalten wie 2:5. Hs ist also
AD: AK=AE:AL=DE: KL =2:5, d. i. in den beiden Dreiecken
sind je zwei Seiten, die den gleichen Winkeln gegeniiber-
liegen (d. h. die gleichliegenden oder homologen Seiten), einander
proportional. Daraus folgt:

In &hnlichen Dreiecken sind alle drei Winkel paarweise
gleich und die gleichliegenden (homologen) Seiten pro-
portional; jedem Paare gleicher Winkel liegt ein Seitenpaar gegeniiber,
das eines der gleichen Verhiltnisse bildet. Es ist

ANADEcO AN AKRL.

Aus der vorstehenden Darstellung folgt auch:

1. Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite eine
Parallele, so werden durch diese die beiden anderen
Seiten proportional gesehnitten.

2. Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite ecine
Parallele, so ist das gegebene Dreieck dem durch die
Parallele abgeschnittenen Dreiecke ahnlich.

Sollen Dreiecke auf
ihre Ahnlichkeit unter-
sucht werden, so ist es
nicht notwendig, da man
die Gleichheit dreier Paare
: , von Winkeln und die
L st 5" Gleichheit der drei Ver-
hiltnisse gleichliegender
Seiten nachweist; schon
aus dem Vorhandensein
von drei Merkmalen der
Ahnlichkeit kann auf die Ahnlichkeit von Dreiecken geschlossen werden

§ 103. In den Dreiecken A B und 4'B' " (Fig 107) sei < 4 =
=< A, L C=<xC: wir behaupten, daB A ABCcO A 4B ("
Man mache CD = ("A4' und ziehe DE || A B, so ist der Winkel CDE =
=< A=< A und daher nach dem I. Kongruenzsatze A D E OO
AABC. Weil die DE| zur AB gezogen wurde, ist A D ECQO
/A ABC; und weil statt des Dreieckes DF (' das Dreieck A'B'C" gesetzt
werden kann, so ist auch A\ A'B'C" 0O A ABC oder A ABCOOAA'B C';
in diesen ihnlichen Dreiecken sind nicht allein die drei Winkel paarweise
gleich, sondern auch die gleichliegenden Seiten sind proportioniert
(AC: AC=A4B:AB=BC:B(C=2:1); d. h.::

Fig. 107.
[ G’

A
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I. Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind &hnlich, wenn in den-
selben zwei Winkel paarweise gleich sind.

Folgesatz. Weil Winkel mit wechselseitig parallelen und normalen
Schenkeln einander gleich sind, so kann man aus dem I Ahnlichkeits-
satze folgern:

1. Zwei Dreiecke sind &hnlich, wenn alle Seiten des
einen zu den Seiten des andern parallel sind. (Fig. 108.)

9. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn alle Seiten des
einen auf den Seiten des andern normal stehen. (Fig. 109.)

Fig. 108. Fig. 109.
C

CI

Ein Dreieck, das zu einem von zwei dhnlichen Dreiecken kongruent
ist, muf} zu dem anderen &hnlich sein, denn es kann an die Stelle des
ersteren gesetzt und mit ihm zur Deckung gebracht werden. Aus den
Bedingungen fiir die Kongruenz zweier Dreiecke lassen sich somit die
Bedingungen fiir die Ahnlichkeit derselben ableiten.

Entsprechend dem II. Kongruenzsatze reicht fiir die Ahnlichkeit
zweler Dreiecke die Gleichheit der Verhiltnisse zweier gleichliegenden
Seiten und die Gleichheit der von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel
hin. Der Il. Ahnlichkeitssatz lautet: Zwei Dreiecke sind @hnlich,
wenn in denselben zwei Seiten des einen zweien Seiten
des anderen proportioniert und die von diesen Seiten
eingeschlossenen Winkel gleich sind.

In iibereinstimmender Weise ergeben sich unter Beziehung der
entsprechenden Kongruenzsitze:

11l. Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind idihnlich, wenn in den-
selben zwei Seiten des einen zweien Seiten des anderen pro-
portioniert und die den gréfieren dieser Seiten gegeniiberliegenden
Winkel gleich sind. 1

Moénik-Halbgebauer, Geometrie. 5
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IV. AhnlicHkeitssatz: Zwei Dreiecke sind #hnliech, wenn die
drei Seiten des einen den drei Seiten des anderen pro-
portioniert sind.

Es gibt also 4 Ahnlichkeitssitze, die den 4 Kongruenzsiitzen ent-
sprechen. Von diesen 4 Ahnlichkeitssiitzen hat aber der 1. Ahnlichkeits-
satz die groBte praktische Bedeutung.

Wann sind @) ungleichseitig-rechtwinkelige Dreiecke, §) gleichschenkelige
Dreiecke iithnlich?

Konstruktionsaufgaben. Es sind auf Grund der Ahnlichkeitssiitze je zwei
fihnliche Dreiecke (mit den Seiten @, b, ¢ und @, &', ¢’ und den diesen Seiten gegen-
iiberliegenden Winkeln 4, B, ¢ und A%, B', (") zu konstruieren, wenn gegeben sind:

1. e = 60 mm, a' = 48 mm, <t B = 60° <L C = 45",

2. a=48mm, ' =836 mm, a:b=3:2, < B= 48",

8. a=386mm, a'=28mm, a:e=4:1, < A= 80",

4 a=>54mm, &' =42mm, a:b:e=6:5:4.

Zeichne iihnliche gleichschenkelige Dreiecke, wenn gegeben sind: @) je eine
Seite und die Hdohe, ) ein Winkel und je eine Seite!

3. Anwendung der Ahnlichkeitssétze.

§ 104. Gileichliegede Strecken in &hnlichen Dreiecken. Ts sei
(Fig. 110) das Dreieck ABCCO DEF; AB und D E seien die gleich-
liegenden (homologen) Grundlinien, €' und F H die Hohen.

Weil nach der Voraussetzung der
Winkel A= 1 und m=n ist, so ist
ANACGoO N\ DFH, und daher CG:
FH=AC:DF. Wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke A BC und D K F ist aber
auch AB:DE=AC:DF.

In diesen beiden Proportionen ist
das Verhiltnis A C': D F dasselbe; man
kann daher den Grundsatz anwenden: Zwei GriBen, einer dritten gleich,
sind auch untereinander gleich, und erhilt die Proportion: CG: FH =
=AB:DE;d h.:

In éhnlichen Dreiecken verhalten sich die Hohen wie
die Grundlinien (wiedie zu-
gehdrigen homologen Seiten).

§ 105. Lehrsstze iiber das
rechtwinklige Dreieck. Es sei
ABC (Fig. 111) ein rechtwmkhges
Dreieck; <C 4 CB= R.

B Fallt man von (' eine Nor-
male D auf die Hypotenuse, so
haben nach § 103, Folgesatz 2 die dadurch entstehenden kleineren Dreiecke

Fig. 110.

A 7] B &l " v

Fig. 111.
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ACD und BCD mit dem gegebenen Dreiecke 4 B (€ und untereinander
gleiche Winkel; es ist daher

ANABCoO A\ ACD, also AB:AC:AU:AD;}

AABCOOA BCD, ako AB: BC—BC:BD;f V)

AA LD O /N BT, sl ANy C=— DE: BB 5 = 2

Zieht man in einem rechtwinkligen Dreiecke vom
Scheitel des rechten Winkels eine Normale auf die Hypo-
tenuse, so ist

1. jede Kathete die mittlere geometrische Propor-
tionale zwischen der ganzen Hypotenuse und dem jener
Kathete anliegenden Abschnitte der Hypotenuse;

2. die Normale ist die mittlere geometrische Propor-
tionale zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse.

Konstruktionsaufgaben.

§ 106. 1. Zu drei gegebhenen Strecken o, b und ¢ (Fig. 112) die vierte
geometrische Proportionale » zu suchen, so daB a:b=c:2 (oder
a:e=0b:x) oder Jc=b—;:3 ist,

1. Losung: Zeichne einen beliegen Winkel 4, schneide auf dessen Schenkeln
AB=a, BO=05b, AD=c ab und ziehe £ C || D B; dann ist D F = x. (Begriindung!)

2. Losung: Siehe Fig. 118; begriinde die Richtigkeit der Konstruktion!

Fig. 112. Fig. 113.

disiiie T8 / ¢

Welche Lésung ist noch moglich?

2. Zu zwei gegebenen Strecken » und ‘m (Fig. 114) ist die mittlere geo-
metrische Proportionale z zu konstruieren. (n:zx=x:m, v’ =n.m, v=
=Vn.m)

I Art. Trage auf einer Geraden A B=n und B( = m auf, beschreibe tiber
A einen Halbkreis und ziehe BD | AC! Dann ist BD die verlangte mittlere
geometrische Proportionale z. Warum?

- 7o g A
n m I
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II. Art. Die konstruktive Losung derselben Aufgabe erfolgte mit Beziehung

auf § 105 (1).
4. Zu zwei gegebenen Strecken « und b die drifte stetige Proportionale

b
zu suchen, so dai ¢:b=10b:y, y= e ist.
1. Losung nach Fig. 115. (Begriindung!)

Fig. 116.

A 2B

2. Losung nach Fig. 116. (Begriindung!)

§ 107. Mehrere Strecken nach einem gegebenen Ver-
hiltnisse zu vergréfern oder zu verkleinern.

@) Mittels des Proportional- oder Reduktionswinkels.

Es seien z. B. die Strecken A B, CD, EF (Fig. 117) in dem Ver-
hilltnisse 3:4 zu vergréBern. Man ziche eine Gerade O X von un-
bestimmter Liénge und beschrelbe von () aus mit dem Halbmesser,
g~ Y der einer Strecke von drei beliebig
/ angenommenen aber gleichen Teilen

Fig. 117.

A 1B gleichkommt, einen Bogen, der die
; pe it e SRS OX in M schneidet; aus M be-
e r schreibt man mit einem Halb-

0 messer, der vier solchen Teilen

entspricht, einen Bogen, der den

friitheren in N durchschneidet; zieht

man nun durch O und N die Gerade

OY von unbestimmter Linge, so
WXist XOY der Proportional-
winkel fiir die verlangte Vergroferung. Trigt man auf beide Schenkel
AB aunf, indem man O A'= 0 B'= 4 B macht, so ist A'B' die fir 4 B
gesuchte vergroBerte Strecke. Macht man ebenso 0C' = 0D'= CD,
OF'= OF' = EF, so sind (' D' und E'F* dic zu den Linien CD, EF
gehorigen vergrofierten Strecken.

Der Proportionalwinkel ist fiir jede Verkleinerung anwendbar, fiir Ver-
grifierungen aber nur dann, wenn die Strecken nicht auf oder iiber das zweifache
vergrifert werden sollen. (Warum?)

Eine besonders wichtige Anwendung findet der Proportionalwinkel
bei der Konstruktion #hnlicher Figuren (§ 111 und § 112).

Ubungsbeispiele,

1. Zeichne vier Strecken und-verkleinere sie in dem Verhiiltnisse 5:2!

2. Zeichne drei Strecken und vergrifiere sie in dem Verhiiltnisse 2; 3!
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b) Man kann auch folgendes Verfahren anwenden:

Um die gegebenen Strecken 04, OB, OC (Fig. 118) z B. in dem

Verhiiltnisse 4:3 zu verkleinern, ziehe man eine Gerade P ), trage
von P aus 3 und ebenso von P aus Fig. 118.
4 gleiche Teile auf; in den End- v
punkten R und S errichte man die 4
Normalen RT und SV, trage auf =
die entferntere Normale ST die ge-
cehenen Strecken von S bis 4°, B, ('
auf und ziehe durch den Punkt P
und die Punkte 4‘, B', C' gerade
Linien, welche die ndhere Normale in
den Punkten A, B, €' treffen;
die Geraden R A", RB", RC" sind dann die gesuchten verhiltnismiBig
verkleinerten Strecken. ’

Wiiren die gegebenen Strecken in dem Verhiiltnisse 3:4 zu vergrifiern, so
wiirde man sie auf die niihere Normale R 7 auftragen; auf der Normalen SV er-
hielte man dann die verhiiltnismiiBig vergroBerten Strecken.

Miissen BT und SV gerade | auf PQ stehen?

Ubungsbeispiele.

1. Zeichne drei Strecken und verkleinere sie in dem Verhiiltnisse @) 2: 1, 4) 3: 2!

2. Zeichne drei Strecken und vergrifiere sie in dem Verhiiltnisse @) 1:2, 8) 3: 5!

§ 108, Eine gegebene Strecke in mehrere gleiche
Teile zu teilen. Fig. 119.

a) Es sei die Strecke MN (Fig. 119) z. B. in 5
gleiche Teile zu teilen. Man ziehe eine beliebige Gerade
A B, trage darauf von A aus 5 gleiche Teile bis B auf
und beschreibe iiber 4 B ein gleichseitiges A 4 B (. Triigt
man nun die gegebene Strecke von ' aus bis M und N
auf, zieht M N und von C aus die Geraden CD, CE, CF,
C @, so wird durch diese die M N in die verlangte Anzahl
gleicher Teile geteilt. Diese Methode ist besonders geeignet,

wenn man mehrere Strecken von verschiedener
Linge gleichzeitig in dieselbe Anzahl gleicher Teile zu teilen hat.

b) Um eine Strecke MN (Fig. 120) im Verhidltnissel1:2:5
zu teilen, zieht man zur gegebenen Strecke M N unter einem beliebigen
Winkel die Gerade M X und trigt s Fig. 120.
auf derselben 1+ 2 4+ 5H=28 be- 2 o Z N
liebig groBle, aber gleiche Teile ' /
auf. Dann verbindet man den Punkt
8 mit N, zieht durch die Teil-
punkte 3 und 1 Parallele zu 8 N;
dann verhilt sich Mo:op:pN =
=125, =

Q
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¢) Wenn sehr kleine Teile, z B. 10 gleiche Teile der Strecke
AB (Fig. 121) zu bestimmen sind, die bei der vorhergehenden Kon-
struktion undeutlich erscheinen viirden, so wende man
folgendes Verfahren an: Man errichte auf 4B in
den Endpunkten die Normalen 4 C und BI), trage
. auf jeder 10 gleich grofie Teile bis €' und D) auf und
ziehe durch je zwei zusammengehorige Teilungspunkte
eine (erade. Zieht man nun die A4 D, die man eine
Transversale nennt, so ist ab der 10te Teil von
AB, cd ist Z, ef £ usw. von der Strecke A B; warum ?

Ubungsbeispiele.

Fig. 121.
C_

SRS

A B

1. Konstruiere einen zehnteiligen Transversalmafstab! Teilung eines
Dezimeters (eines Zentimeters) in 10 gleiche Teile (em, min) mit Hilfe des Parallelen-
systems im Rechtecke. (Fig. 121.) Ubung im Auftragen von em (mm).

2. Konstruiere einen hundertteiligenTransversalmaBstab! (Fig. 122.)
Teilung eines Dezimeters in Zentimeter und Millimeter. Begriindung der Richtig-
keit der Konstruktion! Ubung im Abnehmen (Abgreifen) von em und mm; z. B.
1 em 1 mm, 64 mm, 7T dm, 9 mm, 92 mm.

Fig. 122.
5
s/M\4 [ = !
77 1\3
8/ | \2
E[ A\
1 0 | 2 3 & 5 6 7 8 9 0em

§ 109. Natirliche und verjiingte MaBstdbe. Wird die Léngen-
einheit () mit ihren Unterabteilungen (dm, e¢m, mm) ein- oder mehrere-
mal auf einem Stabe von Holz, Metall u. a. in wahrer GroBe auf-
getragen, so erhilt man einen natiirlichen MaBstab.

Will man eine in der Natur gemessene Strecke auf dem Papiere
darstellen, so geschieht dies gewdhnlich nicht in der wahren GroBe,
sondern in einem kleineren, dem sogenannten verjiingten MaBe.
Es wird néimlich angenommen, daB eine bestimmte Linge, z. B. ein
Zentimeter auf dem Papiere, eine bestimmte Linge, z. B. ein Meter oder
20 Meter, in der Wirklichkeit vorstellen soll. Ein MaBstab, auf dem die
in der Wirklichkeit iiblichen LingenmaBe verkleinert aufgetragen sind,
heilit ein verjiingter MaBstab.

Die Konstruktion verjiingter Transversal-MafBstibe beruht auf dem
in § 108 unter ¢) angegebenen Verfahren, eine Strecke in mehrere
gleiche Teile zu teilen. s

Einen tausendteiligen MaBstab, d. i. einen Trans-
versalmaBstab fiir das Dezimalmal zu konstruieren.

Man trage auf eine Gerade 4 KX (Fig. 123) 10 gleiche Teile auf,
deren jeder 100 Einheiten vorstellen soll, so daB auf die ganze Strecke
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1000 Einheiten (#m) kommen. In den Endpunkten errichte man
Normale, trage darauf wieder 10 heliebig groBle, jedoch gleiche Teile auf
und ziehe durch die letzten Teilungspunkte eine Strecke, die mit der zu-
erst gezogenen

Geraden  pa- Rl
rallel und ihr C 8 60 40 20 o 100 200 300

; i [ET T et /
gleich sein muB} ”{] !; ”4]'! i, [pt'z ; .

7 : 3

und die' S ir fmm (o i
falls in 10 NN ERNIE

: o [N ZERNEENID uw
gleiche Teile [| % Ii J; [; Il l’ '; l’ 7

ay . e IF
geteilt  wird. T AN
Sodaun ziehe 5’ EHE IG['E rzaé «

man durch die

gegeniiberstehenden Teilungspunkte gerade Linien, die alle entweder auf
A X normal stehen oder mit 4 X parallel sind. Um nun einen Teil
AE wieder in 10 Teile zu teilen, braucht man nur in irgend einer
Abteilung eine Diagonale b 200 zu ziehen. Is ist dann ab der 10te
Teil von der Strecke zwischen 200 und 300, folglich auch von 4K
und i der ganzen Strecke 4 X; ebenso enthdlt ¢d 2 solche Teile,
ef 3 Teile usw. Diese Teile trigt man nun sowohl auf 4 E als C0 auf,
zieht dann durch 0 und @& sowie durch je zwei folgende Teilungspunkte
Transversale und schreibt an die Teilungspunkte die entsprechenden
Zahlen hin,

Die ganze Strecke 4 E X enthilt 1000 Teile; A E ist der 10te
Teil davon und enthdlt somit 100 Teile; K G ist der 10te Teil von
AE, enthilt demnach 10 solche Teile; s 1 endlich ist der 10te Teil
von K @, enthilt also einen solchen Teil, wie deren auf die ganze
Strecke 1000 kommen, m 1 ist also der 1000ste Teil derselben; n 2
enthilt zwei solche Teile, ist also 155 (0:002) 4.X usw.

Stellt z B. A FE ein Dezimeter vor, so ist G ein Zentimeter,
m 1 ein Millimeter und 4 X ein Meter des verjiingten DezimalmaBes.

Wire nun nach diesem MabBstabe z. B. die Strecke ts=2 dm
4 em 3mm zu zeichnen, so setzt man (Fig. 123) mit dem Zirkel in ¢
ein und Gffnet ihn bis s; die Zirkelsffnung ts stellt dann die verlangte
Strecke vor. Greife mit dem Zirkel ab: 1dm 1mm: 1dm 2 em 3 mm;
Sdm Tem; 8dm 4 em 6 mm; 905 dm; T13 mm!

Soll mit diesem MabBstabe eine gegebene Sirecke wv ge-
messen werden, so legt man diese so an, daB der eine Endpunkt ()
auf einen Hunderterteilpunkt (300) fillt, withrend der andere zwischen zwei
Teilpunkten von A E (70 und 80) zu liegen kommt; verschiebt man nun
die Strecke uv lings der Normalen w 300, bis der Endpunkt eine der
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schrigen Linien durchschneidet, so gibt die durch diesen Schnittpunkt
©' gehende Parallele (6) die Einheiten des Malistabes an. Es stellt dem-
nach wv='v' = (300 - 70 + 6) mm = 376 mm auf diesem verjiingten
MabBstabe vor.

Ubung im Messen gegebener Strecken auf dem verjiingten

vollstindigen tausendteiligen Malstabe !

Ubungsbeispiele.

1. Konstruiere einen Transversalmafstab in natiirlicher Grofe! Ubung im
Abgreifen von dm, em und mm; z. B. 56 mm, 194 mm.

2. Nimm 2 din (2 em) als verjiingte Liinge eines Meters an, konstruiere einen
tausendteiligen Transversalmafstab und zeichne folgende verjiingte Liingen: a) 478 m ;
b) 1 m 9em; ¢) 1'258 m; d) 4076 mn! Bestimme das Verhiiltnis der Verkleinerung!

8. Zeichne einen TransversalmaBstab fiir die Verjiingung 1:10, 1:200! Ubung
im Abgreifen!

: 4. Zeichne einen TransversalmafBstab fiir die Vergréferungen 10:1, 2:1!
Ubung im Abgreifen!

5. Man entwerfe eine Zeichnnng des Fufbodens des Lehrzimmers (Wohn-
zimmers) im MaBstabe von 1:50, 1:75, 1: 100.

Ubung im Bestimmen von Lingen mit Hilfe eines TransversalmafBstabes:

6. Zeichne ein Dreieck, ein Viereck und mifi die Seiten desselben!

7. Zeichne eine Strecke von 666 mm mit Hilfe des TransversalmaBstabes!

8. Zeichne ein Quadrat, wenn s = 209 mumn!

9. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 576 m und 852 i
betragen!

10. Bestimme die wirkliche Breite und Héhe eines Fensters (einer Tiir, des
rechteckigen Schulgartens) und zeichne dann dasselbe (dieselben) im entsprechend
verjiingten Mafstabe!

FeldmeBaufgaben.

Die Entfernung zweier Punkte auf dem Felde kann manchmal
nicht unmittelbar gemessen werden; sie wird dann mittelbar be-
stimmt, indem man andere Strecken miBt, von deren Linge die zu
bestimmende Strecke abhingt.

1. Die Linge einer Strecke zu bestimmen, wenn sich
dieselbe wegen eines zwischen ihren Endpunkten be-

TFig. 124, findlichen Hindernisses nicht un-
mittelbar messen laft.

Man messe (Fig. 124) die Strecken U4 und
.0UB, trage einen bestimmten, z. B. den 4ten Teil
der erhaltenen Liinge C'4 von C bis @ und ebenso
den 4ten Teil der OB von (' bis b auf; in ¢ und b
schlage man Pflocke ein. Mifit man nun die Ent-
fernung @b, so ist diese wegen der Ahnlichkeit der
Dreiecke Cab und C' A B der 4te Teil der gesuchten

(4 Entfernung A B; man braucht daher von der ge-
fundenen Liinge ab nur das Vierfache zu nehmen, um AB zu erhalten. (Welcher
Abnlichkeitssatz kommt bei der Lisung dieser Aufgabe in Anwendung?)

i, ¢
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2. Die Hohe eines zugéinglichen Gegenstandes zu be-
stimmen.

@) Es sei z B. die Hohe eines Baumes A B (Fig. 125) zu finden. Man
wihlt einen Punkt C, von dem man in gerader Linie zu A4 hin messen kann,
steckt in € einen Stab COD lotrecht ein und legt sich
hinter demselben in einer solchen Lage auf den Riicken,
dafi man die Spitze D des Stabes mit der Spitze B
des Baumes in gerader"Richtung erblickt; den Ort E,
wo sich das Auge befunden hat und wo die Verliingerung
der Geraden B hinfillt, bezeichnet man mit einem
Pflocke und miBt die Entfernungen F C und F A sowie
die Liinge des Stabes C'D. Nun hat man zwei iihnliche
Dreiecke A BE und CDE, daher ist AB:CD =
= A F:CH, woraus man das unbekannte Glied 4 B
finden kann.

Wiire z. B. (D=2m, CE=38m, AE=9m,
so hiitte man die Proportion 4B:2=19:3, woraus 4B =6 m folgt.

b) Auch aus dem Schatten eines Gegenstandes kann dessen Hohe gefunden
werden. Man mifit niimlich die Liinge des Schattens, welchen der Gegenstand wirft,
und auch die Liinge des Schattens, den zu derselben Zeit ein lotrecht stehender
Stab wirft; hierauf mifit man noch die Hihe des Stabes und schlieft: die Hohe des
Gegenstandes verhiilt sich zur Hiohe des Stabes, wie sich die Linge des Schattens
des Gegenstandes zur Liinge des Schattens des Stabes verhiilt. Aus dieser Proportion
wird dann die verlangte Hohe gefunden.

4. Ahnlichkeit der Vielecke.
§ 110. Die Ahnlichkeit der Viel- Fig. 126.

ecke laBt sich auf die Ahnlichkeit
der Dreiecke zuriickfiihren. E
Soll zu einem gegebenen Viel- p p 4
ecke ein ihnliches gezeichnet werden, yi
50 nimmt man in einer Ecke (Fig. 126), o G‘B’ bk . p g

in einer Seite (Fig. 126), auBerhalb
der Fliche oder innerhalb derselben (Fig. 127) einen Punkt an und

Fig. 127.

Fig. 125.

verbindet denselben mit den Eckpunkten- des Vieleckes. Teilt man
dann eine dieser Linien nach einem gegebenen Verhiltnisse und zieht
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Parallele zu den Vieleckseiten, so erhilt man &hnliche Dreiecke, wihrend
die entstandenen Vielecke den gegebenen Vielecken dhnlich sind.

Vielecke also, die aus gleich vielen, der Ordnung nach einander
dhnlichen Dreiecken be-
stehen, sind einander
ahnlich.

Warum sind  die
Winkel der dhnlichen Viel-
ecke wechselweise gleich?
3¢ Warum sind die pa-
rallelen Seiten je zweier
dieser Vielecke propor-
tional ?

Wie sind in &hnlichen
Vielecken die gleichlie-
genden (homologen) Seiten
und Diagonalen?

nhweiVielecke heiBlen ahnlich, wenn indenselben die
gleichliegenden Seiten proportioniert und die von ihnen
gebildeten Winkel paarweise gleich sind.

Zur Ubung:

1. Welche Ubereinstimmung zeigen ihnliche Vielecke beziiglich der Seiten und
Winkel, wodurch unterscheiden sie sich von kongruenten Vielecken?

2. Welche Vielecke sind stets #hnlich?

3. Unter welcher Bedingung sind zwei Rechtecke, zwei Rhomben einander
iihnlich?

4. Wann sind zwei Vierecke iihnlich?

5. Welche Lage kann der Ahnlichkeitspunkt zweier ihnlicher Vielecke haben?

Fig. 128.

Konstruktionsaufgaben.

§ 1. 1. Zeichne ein beliebiges Sechseck und dann ein zweites ihm #hnliches,
so daf sich die Seiten des ersten Sechseckes zu jenen des zweiten wie 10:3 verhalten!

2. Zeichne zwei Hhnliche Achtecke, deren gleichliegende Seiten sich wie 4:5
verhalten !

3. Ein Fiinfeck ist mittels eines Ahnlichkeitspunktea @) im Verhiltnisse 4:3
zu verkleinern, b) im Verhiiltnisse 3:5 zu vergréfern!

4. Uber einer Strecke F'@ (Fig. 126) ein Vieleck zu konstruieren,
das einem Vielecke ABCDE #ihnlich ist.

Man ziehe die Diagonalen A C, 4D, mache 4 B'= F' G und ziehe B'C’|| BC,
O'D'|| OD, D'E'|| D E, dann ist das Vieleck A‘B'C'D'E' ~ 4 BCD E. Konstruiert
man nun iiber F'G ein Vieleck F ¢ HJ K, das mit 4 B'¢“ D' E' kongruent ist, so ist
dasselbe das verlangte Vieleck.

§ 112, Auf der Konstruktion #hnlicher Vielecke beruht das
Kopieren der Figuren nach einem vergréBerten oder ver-
kleinerten MaBstabe.
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Dabei muB man zundchst die Léngenausdehnungen des Originals
nach dem gegebenen Verhiltnisse vergroBern oder verkleinern, was meistens
mittels des Proportionalwinkels geschieht; dann erst ist mit diesen
verhiltnismilBig geinderten Strecken die Kopie auszufiihren.

Fig.129.

1. @) Verkleinere den Grabstein (Fig. 129) nach dem Lingenverhiltnisse 5 : 8!
b) Vergréfiere den Sockel (Fig. 131) nach dem Liingenverhiiltnisse 1 : 3!
2. Vergrofiere das Haus (Fig. 130) nach dem Liingenverhiiltnisse 529!

Fig. 180. Fig. 131.
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Beim Kopieren nach einem vergroferten oder verkleinerten MabBstabe
kann man auch die Abszissen und Ordinaten wie auch die Quadrat-
netze anwenden; nur miissen die Abszissen und Ordinaten und im zweiten
Falle die Quadratseiten des Netzes in der Kopie verhéltnismiiBig grofler
oder kleiner angenommen werden als im Original. (Die Erklirung der

Begriffe ,,Abszisse und Ordinate” wurde im § 79 gegeben.)
3. Zeichnet ein beliebiges unregelmiifiiges Vieleck und vergrifiert dasselbe

durch Abszissen und Ordinaten im Verhiiltnisse von 3 : 4!
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Wie man das Kopieren in einem gegebenen Verhiiltnisse mittels des Quadrat-
netzes ausfithrt, ist aus der nebenstehenden Fig. 132 4 und B zu ersehen, in der
das Verhiiltnis 7 : 4 eingehalten ist.

VergroBert oder verkleinert diese Fig. 132 A oder die Karte eines sonstigen
osterreichischen Kronlandes in einem anderen selbstgewiihlten Verhiiltnisse!

A. Fig. 132. B
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einander liegenden Kreisen
_'ﬂ-\/, piitl lichkeitspunkt!
b 5, Ziehe an zwei ge-

den #uferen und inneren Ahn-
U gebene ungleiche Kreise die
gemeinsamen Tangenten, wenn die Kreise @) aufierhalb einander liegen, #) sich von
aubien beriihren, ¢) sich schneiden, d) sich von innen beriihren!

6. Konstruiere an zwei gegebene gleiche Kreise die gemeinsamen Tangenten
und gib den inneren Ahnlichkeitspunkt an!

V. Konstruktion regelmaBiger Vielecke.

Konstruktion regelmaBiger, einem Kreise eingeschriebener Vielecke.

§ 18, Zur Losung dieser Aufgabe wird die Peripherie des Kreises
in so viele gleiche Teile geteilt, als das Vieleck Seiten haben soll, und
durch je zwei benachbarte Teilungspunkte eine Sehne gezogen.

1. Einem Kreise ein Quadrat einzuschreiben. (Iig. 133.)

Man ziehe zwei aufeinander normale Durchmesser; ihre Endpunkte sind die
Eckpunkte des verlangten Quadrates.

2. Einem Kreise ecin regelmiBiges Achteck einzu-
schreiben. (Fig. 134.)

Man ziehe zwei aufeinander normale Durchmesser 4 B und ¢'D und halbiere

die vier Quadranten; die Endpunkte der vier Durchmesser sind die Eckpunkte des
Achteckes.
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}

3. Einem Kreige ein regelmialliges Sechseck einzu-
schreiben. (Fig. 185.)

Fig. 188. Fig. 134.

Man trage den Halbmesser als Sehne im Kreise auf.

Vorteilhafter ist es, einen Durchmesser A B zu ziehen und aus den Endpunkten
mit dem Halbmesser des Kreises zwei Bogen zu beschreiben, wodurch man die
Eckpunkte des Sechseckes erhiilt.

4. Binem Kreise ein gleichseitiges Dreieck einzu-
schreiben. (Fig. 136.)

Man ziehe einen beliebigen Durchmesser 4 B, beschreibe aus A4 mit
dem Halbmesser des Kreises einen Bogen, der die Peripherie in €' und D
schneidet, und ziehe die Sehnen C'D, CB und BD.

5. Einem Kreise ein regelmiBiges Fiinfeck (ein regel-
miBiges Zehneck) einzuschreiben. (Fig. 137 und Fig. 138.)

Fig. 136. TFig. 187. Fig. (1}38.

o

r_
AP

Man ziehe (Fig. 137) zwei aufeinander normale Durchmesser 4B
und CD, halbiere den Halbmesser OB in E und beschreibe aus £ mit
dem Halbmesser F ' einen Bogen, der den Ialbmesser O 4 in F' schneidet;
die Strecke /I lifit sich dann genau fiinfmal als Sehne im Kreise herum
auftragen, die Strecke OF ist die Zehnecksseite.

Konstruktion eines regelmifigen Fiinfeckes im Kreise mit Hilfe der
Mittelpunktswinkel !



78

6. Allgemeines Verfahren, einem Kreise ein beliebiges
regelmidfBiges Vieleck einzuschreiben. (Niéherungsweise.)

@) Man ziehe (Fig. 139) einen Durchmesser
AB und teile ihn in doppelt soviele Teile, als
das Vieleck Seiten haben soll, z. B. in 14 fiir das
regelmiifige Siebeneck, beschreibe dann mit
A B als Halbmesser von 4 und B aus zwei Bogen,
die sich in C schneiden, und ziehe von C durch
die zweiten Teilungspunkte zu beiden
Seiten des Mittelpunktes die Geraden C'2D und
C2 F; die Sehne D FE ist die Seite des verlangten
Vieleckes.

b) Durch das folgende allgemeine
Verfahren, das nach seinem Erfinder Renaldi’s Konstruktion heiBt, kann
man unmittelbar alle Eckpunkte des regelmiBiigen Vieleckes bestimmen:

{ Man ziehe (Fig. 140) den Durchmesser
A B, beschreibe aus 4 und B mit A B als
Halbmesser Kreisbogen, die sich in ¢ und
D schneiden, teile den Durchmesser in so-
viele gleiche Teile, als das Vieleck Seiten
haben soll, z. B. in 7 gleiche Teile, und
ziehe durch ¢ und D und durch die
geraden Teilungspunkte 2, 4, 6 des
Durchmessers die Strecken CH, CF, O G,
DH, DJ, DK, bis sie die Peripherie des
: Kreises auf der hohlen Seite treffen; die
Punkte 4, E, F, G, H, J, K sind dann die Eckpunkte des regelmiifiigen Vieleckes.

Fig. 139.

Fig. 140.

Konstruktion regelméBiger, einem Kreise umgeschriebener Vielecke.

§ 114, @) Um einem Kreise ein regelmifliges Vieleck umzuschreiben,
teile man (Fig. 141) die Peripherie in soviele gleiche Teile, als das Vieleck

Seiten haben soll, ziche zu den Teilungspunkten Halbmesser und errichte
in ihren End-

punkten Tan-
genten des

Kreises; die
Durchschnitts-
punkte dieser
Tangenten ge-
ben die Eck-
punkte des
regelméBigen
Vieleckes.

b) Ist einem Kreise bereits ein regelmiibiges Vieleck abede
(Fig. 142) eingeschrieben, so erhilt man das umgeschriebene regelmiBige

Fig. 141. Fig. 142.
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Vieleck A BCD E von ebensovielen Seiten, indem man durch die Mitten
der Seiten des eingeschriebenen Vieleckes Halbmesser zieht und durch
ihre Endpunkte Parallele zu jenen Seiten konstruiert.

Konstruktion regelméaBiger Vielecke iliber einer gegebenen Seite.

§ 115. 1. Uber einer gegebenen Seite (s; = 60 mm) ein
gleichseitiges Dreieck zu konstruieren.

2. Uber einer gegebenen Seite (s, =DbH mm) ein Quadrat
zu konstruieren.

Die Losung dieser Aufgaben wird als bekannt vorausgesetzt.

3. Uber einer gegebenen Seite (s; = 52 mm) ein regel-
mifBiges Sechseck zu konstruieren.

Man beschreibe aus den Endpunkten der Seite mit dieser Seite als
Halbmesser zwei Bogen: ihr Durchschnittspunkt ist der Mittelpunkt des
Kreises, in welchem sich die gegebene Seite sechsmal auftragen laBt.

5. Allgemeines Verfahren, iiber einer gegebenen Seite
ein beliebiges regelmiBiges Vieleck zu konstruieren.

Bei der Lisung dieser Aufgabe ist die Fig. 143.

Grobe des Kreises zu finden, dem das verlangte s
Vieleck eingeschrieben erscheint. Dies kann
auf mehrere Arten geschehen, von denen hier
nur eine erwahnt sei.

Mit Hilfe des Transporteurs. Es
sei iiber der Strecke 4 B (Fig. 143) z. B. ein
regelmiifiiges Neuneck zu konstruieren. Man
berechne die GrofBe eines Vieleckswinkels (hier
140°) und trage auf der Strecke 4B in 4
und B den halben Vieleckswinkel (70°) auf.
Beschreibt man nun aus dem Durchschnittspunkte O der beiden neuen
Schenkel mit dem Halbmesser O 4 = OB einen Kreis, so lalt sich in
diesem die Seite 4 B neunmal als Sehne auftragen.

Aufgaben.

1. Zeichne eine Strecke von 5 em Liinge und beschreibe iiber derselben @) ein
gleichseitiges Dreieck, b) ein Quadrat, ¢) ein regelmiifiiges Fiinfeck, d) ein regel-

miifliges Sechseck!
9. Konstruiere iiber der Seite 8 ¢m ein regelmiifiiges @) Achteck, 5) Neuneck,

¢) Zehneck, d) Zwolfeck!
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VI. Von der GroBe der Figuren.

Umfang und Flacheninhalt der geradlinigen Figuren.
§ 116, Umfang, Die Summe aller Begrenzungslinien einer Figur
wird Umfang derselben genannt.
Um den Umfang einer geradlinigen Figur zu bestimmen,
messe man die Seiten derselben und addiere die gefundenen MaBzahlen.

U=a+b+e-....+n

Der Umfang einer gleichseitigen Figur ist gleich der MaBzahl der

Linge einer Seite multipliziert mit der Anzahl der Seiten.
U=3s8Xmn — ns.

Der Umfang besteht aus Linien und kann daher nur durch das
Lingenmall gemessen werden.

Ubungsbeispiele.

1. Die Seiten eines Dreieckes messen 4°6 cm, 7 cm und 53 mm; wie groB ist
der Umfang?

2. Berechne den Umfang @) eines gleichseitigen Dreieckes, b) eines Quadrates,
¢) eines regelmiiigen Sechseckes, wenn die MafBizahl einer Seite s = 57°8 mm
(s = 07049 m, s = 0°86 dm) gegeben ist!

3. Die Liinge (/) und die Breite (4) eines Rechteckes (! = § m, b = 4'7 dm)
sind bekannt; wie groB ist sein Umfang? U = 2 (! 4 b); d. h.: Der Umfang eines
Rechteckes ist gleich der doppelten Summe von Liinge und Breite.

4. In einem Parallelogramme sind die beiden anstoBenden Seiten (@ = 7°6 e,
b = 3.a) gegeben. Berechne den Umfang dieses Parallelogrammes! U = 2 (z - b).

5. Der Umfang eines Rhombus betriigt 3% dm; wie lang ist jede Seite? (U = 4s;
§ = —g.)

4

6. Ein rechteckiger Bauplatz von 22'8 m Liinge und dessen Liinge zur Breite
im Verhiiltnisse 7°6 : 6°3 steht, soll eingeplankt werden. @) Wieviel Pfiihle sind er-
forderlich, wenn einer von dem anderen 8°4 m entfernt ist? &) Wieviel Bretter
braucht der Zimmermann, wenn jedes durchsehnittlich 24} eme breit ist?

§ 117. Unter dem Flicheninhalte einer Figur versteht man die
Grode der von ihrem Umfange begrenzten Fliche.

Zwei Figuren, die gleichen Flicheninhalt haben, heiflen fldichen-
gleich.

So wie eine Linie nur durch eine Linie, so kann eine Fliche nur
durch eine Fliche gemessen werden. Um daher den Flacheninhalt einer
Figur zu bestimmen, mull man irgend eine bestimmte Fliche als Einheit
annehmen und untersuchen, wie oft dieselbe in der gegebenen Fliche ent-
halten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt, heilit die Mafizahl der Fliche.

Als Einheit des Flichenmalfies nimmt man ein Quadrat an,
dessen Seite der Einheit des LiéngenmalBes gleich ist, von welcher dann
das Quadrat den Namen erhilt. Ein solches Quadrat heilit ein Quadrat-
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meter (m?), ein Quadratdezimeter (dm?,...., je nachdem die
Seite ein Meter, Dezimeter. . . .lang ist.
Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betriigt, hat 10 dm?® > 10 = 100 dm?
Tuhalt, also ist
1 m? = 100 dm?.
Ebenso folgt:
1 dm?® = 100 cm? 1 km* = 1000000 #?
Tiem® — 100 mm? 1 wm? = 100 km?.
Beim BodenflichenmaBe heiit eine Fliche von 100 m® ein
Ar (@), eine Fliche von 100 Ar ein Hektar (ha).
Eine Fliche mesgsen heilit demnach untersuchen, wieviel Quadrat-
meter, Quadratdezimeter, . . . . die Fliche enthilt. (MaBzahl einer Fliche.)

Die Ausmessung einer Fliche kann mittels des wirklichen Auftragens
der Flécheneinheiten nur in wenigen Fillen ausgefiihrt werden; es ist
aber moglich, aus den MaBzahlen der Strecken, von denen die GroBe der
Figur abhingt, durch Rechnung den Flicheninhalt zu finden. Dazu
dienen bestimmte Lehrsitze, die kurz durch Formeln ansgedriickt
werden konnen.

1. Das Quadrat.

§ 118, Hs sei eine Seite des Quadrates 4 BCD (Fig. 144) 4 cm.
Teilt man jede Seite in 4 gleiche Teile, deren jeder 1 cm lang ist,
und verbindet dann die gegeniiberstehenden Teilungspunkte durch
gerade Linien, so zerfdllt das gegebene Fig, 144.

Quadrat in lauter kleinere Quadrate, 2 C
deren jedes 1 cm? vorstellt; und zwar
enthilt der Streifen lings der Seite 4 B
4 c¢m?, der dariiber befindliche Streifen
ebenfalls 4 em? und der dritte und
vierte Streifen auch je 4 em® Man
hat also im ganzen 4mal 4 em?® =
= 4 em? > 4 = 16 cm? = 4? em®

Zeichne ein Quadrat, dessen Seite 5 em

ist, und bestimme auf gleiche Weise, wieviel
em® dasselbe enthilt! A v/

Der Flicheninhalt eines Quadrates wird gefunden, indem
man die MaBzahl einer Seite mit sich selbst multipliziert
d. i. zur zweiten Potenz erhebt oder quadriert.

Daher kommt es, dal man auch im Rechnen die zweite Potenz
einer Zahl das Quadrat derselben nennt.

Bezeichnet man die MaBzahl der Seite eines Quadrates mit s und
den Flicheninhalt desselben mit f, so ist f= 8%

Modénik-Halbgebauer, Geometrie. 6




Heilen S und F die Seite und der Flicheninhalt eines zweiten

Quadrates, so ist ebenso F = S%; daher

T A—rS s d e he
die Flicheninhalte zweier Quadrate verhalten sich wie
die zweiten Potenzen ihrer Seiten.

Die Benennung fiir die Mafizahl des Flicheninhaltes hingt von
der Benennung der Mafizahl einer Seite ab; ist z. B. die Seite in Metern
gegeben, so wird der Flicheninhalt in Quadratmetern ausgedriickt; ist
die Seite des Quadrates in Dezimetern angegeben, so erhilt man auch
den Flicheninhalt in Quadratdezimetern.

Wenn der Flicheninhalt eines Quadrates bekannt ist und die Linge
einer Seite gefunden werden soll, so hat man eine Zahl zu suchen,
die mit sich selbst multipliziert den gegebenen Flicheninhalt gibt, d. h.
man hat aus der MaBzahl des Flicheninhaltes die Quadrat-
wurzel auszuziehen. Es ist also 8 =Vf z. B. f=144 cm?,
s = V144 = 12, also s = 12 em.

§ 119. Konstruktionsaufgaben.

1. Konstruiere ein Quadrat, dessen Seite s = b em ist, und beurteile
dasselbe nach Umfang und Flidcheninhalt!

2. Zeichne ein Quadrat, das die Hilfte eines gegebenen Quadrates ist!

3. Teile ein gegebenes Quadrat in 2, in 4 flichengleiche Teile!

Rechenaufgaben.

1. Machet euch aus Pappendeckel 1 d#® mit einer Handhabe und messet damit
verschiedene auf die Schultafel gezeichnete Quadrate!

2. Die Seite eines Quadrates ist @) 21 m, b) 5 m 4 dm, ¢) 3 m 5 dmn 9 em,
d) 0715 m; wie grof ist der Fliicheninhalt, wie grof der Umfang?

8. Der Umfang eines Quadrates ist 23 m 2 din; wie grob ist ) die Seite
b) der Fliicheninhalt?

4. Der Fliicheninhalt eines Quadrates ist 14 m® 6 dm® 25 em®; wie grof ist
die Seite, wie grofi der Umfang?

5. Wie grof ist die Seite eines Quadrates, dessen Flicheninhalt a) 8376'36 dm?,
b) 2 m?* 16 dm® 9 em?, ¢) 12:3201 m?, d) 72 « 8 m® 1 dm? ist?

6. Wieviel kostet ein quadratischer Bauplatz von 386 m 5 dm Seitenliinge,
wenn man das m* mit 11 K 90 & bezahlt?

7. Fiir einen Bauplatz in der Form eines Quadrates, dessen Seite 28 m ist,
zahlte man 5508 K; wie teuer wurde 1 m? gerechnet? ;

8. Ein quadratischer Acker kostete 2500 K; wieviel m miBt eine Seite des-
selben, wenn 1 @ zu 16 K gerechnet wurde?

9. Die Seite ecines Quadrafes ist 3 dm, die eines zweiten Quadrates 12 dm;
wie verhalten sich @) die Umfiinge, b) die Flicheninhalte der beiden Quadrate?

10. Ein quadratischer Hof von 12  Seitenliinge soll mit quadratischen Stein-
platten von 20 dm Umfang gepflastert werden; wieviel solcher Steinplatten sind
erforderlich ?

11. Welche Seitenliinge hat ein Quadrat, welches so grof ist als zwei Quadrate
zusammengenommen, deren Seiten 483 mm und 460 wun lang sind?
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12. Wieviel @ hat ein quadratisches Feld, dessen Seite s = 96 m S dm?

13. In einem quadratischen Garten soll ringsherum ein 1 m 5 dm breiter Weg
angelegt werden; welche Fliiche wird dieser haben, wenn die Seite des Quadrates
s = 76 m ist?

14. Berechne die Seitenlinge eines Quadrates, dessen Fliicheninhalt 9mal so
klein (der neunte Teil) ist als jener eines gegebenen mit 849 i Seitenlinge!

15. Welchen Druck kann eine quadratische Fufiplatte aus GuBeisen von 1 m
4 dm 6 cm Umfang aufnehmen, wenn eine Belastung von 7 ¢ 65 ky auf 1 cm?

zuliissig 1st?

2. Das Rechteck.

§ 120. Es sei in dem Rechtecke 4 BCD (Fig. 145) die Grundlinie
AB=06 cm und die Hohe 4D =4 e¢m. Teilt man die 4B in 6,
die 4D in 4 gleiche Teile und zieht zu denselben durch die Teilungs-
punkte parallele Linien, :
so ist jedes der da- Fig. 145. :
durch entstehenden Qua- 2 (44
drate 1 em? und man hat '
4 Streifen solcher Qua-
drate von je 6 cm?; der
Flicheninhalt des Recht-
eckes A BCD betrigt
daher 4mal 6 em® =
=6 cem? X 4= (6X4)
em? = 24 em?.

Durch &hnliche Zeich- ~_z =2
nungen und Schliisse findet
man, daB ein Rechteck, das T m lang und 3 s breit ist, T m? X 3 =
= 21 m? enthdlt; daB die Fliche eines Rechteckes, dessen Grundlinie
und Hehe 8 dm und b dm sind, (8 XX B) dm?® = 40 dm?® betrigt.

Der Flicheninhalt eines Rechteckes wird gefunden, indem
man die MaBzahl der Grundlinie mit der MaBzahl der Hohe
(oder die Lange mit der Breite) multipliziert.

Man pflegt diesen Satz kiirzer so auszudriicken:

Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem
Produkte aus der Grundlinie und der Hdohe.

Hieraus folgt auch:

ZweiRechtecke mit gleichen Grundlinien und gleichen
Héhen sind flichengleich.

Ist der Fliicheninhalt eines Rechteckes und zugleich die Grundlinie
bekannt, so findet man die Hohe, indem man den Flicheninhalt durch
die Grundlinie dividiert. Ebenso wird die Grundlinie gefunden, indem
man den Flicheninhalt durch die Hohe dividiert.

(5
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Bezeichnet ¢ die Grundlinie, & die Hohe eines Rechteckes und /
den Flicheninhalt desselben, so ist

f’=y.h;gs%, h:qig % B. g —20em. h — 8 eng;

160
f=(20.8) em? =160 cm?; g = %9 em = 20 em, h = 30 cm — 8 cm.
§ 121. Konstruktionsaufgaben. (Verwandlungs- und Teilungsaufgaben.)

Erklirung. Eine Figur in eine andere verwandeln heiit, eine Figur
konstruieren, die mit der gegebenen
fliichengleich ist und gewissen Be-
dingungen Geniige leistet.

1. Zeichne ein Rechteck, wenn
dessen Grundlinie g = 1 dm und dessen
Héhe 2 = 6 em gegeben sind! Beur-
teile dasselbe nach Umfang und Flichen-
inhalt !

2. Ein Rechteck 4 B CD (Fig. 146)
ist in ein anderes mit gegebener (lin-
gerer) Basis zu verwandeln.

Behauptung: Rechteck 4 FJH = Rechteck 4 BCD
{AABG:AAGH
A Gl ="\ G FC
_{ NABR =N AFD ..
ANABG+ N\ GJIF=A\NAGH+ N\ GFC

L Rechteck B K J G = Rechteck HG CD . . .
{ i ABGH = o ABGH

Rechteck 4 EJ H = Rechteck 4 BC D.

3. Ein Rechteck 4 BC D ist in ein anderes zu verwandeln, dessen Grundlinie
kiirzer ist als die Grundlinie des gegebenen Rechteckes.

4. Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, das
eine gegebene Grundlinie hat.

Die Auflosung wie bei der Aufgabe 2 oder 3.

5. Bin Rechteck ABCD (Fig. 147) in
ein Quadrat zu verwandeln.

Verlingere die kleinere Seite 4 B bis K, so
Pres=e@  daB BE= BO wird, beschreibe iiber A als
S8 ™ |\ Durchmesser einen Halbkreis, der die Seite B( in
,:, G .\ F schneidet, und konstruiere iiber BF' das Quadrat
.,5’ B 0! i i, BF G H; dieses ist dann dem gegebenen Rechtecke

gleich. Denn zieht man A4 F und E'F, so ist A FE
als Winkel im Halbkreise ein rechter, daher in dem rechtwinkligen Dreiecke
AFE die Normale F'3 die mittlere Proportionale zwischen den beiden

Abschnitten 4 B und B E der Hypotenuse. Man hat also AB: FB =

Fig. 146.

Fig. 147.

<
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— FB:BE oder AB: FB=FB: AD, daher AB X AD = FB?,
d. i. Rechteck 4 BCD = Quadrat BF G H.

6. Ein Rechteck in 2, 8, 4 ... fliichengleiche Teile zu teilen, @) durch Teilung
der Basis, ) durch Teilung der Hohe. (f =g X k) Begriindung!

7. Ein Quadrat in 5 gleiche Teile zu teilen. Begriindung!

8. Bin Rechteck (Quadrat) soll durech Teilungslinien | @) zur Basis, b) zur
Hiohe im Verhiiltnisse 2 : 5 (1 : 3) geteilt werden. Begriindung!

Rechenaufgaben.

1, Berechne den Fliicheninhalt und den Umfang folgender Rechtecke:
@) Liinge 92 m, Breite 5°8 m;
A 12 m 3 dm, a9 m2em;
¢) Grundlinie 3°215 m, Hohe 17064 m.

2. Der Umfang eines Rechteckes betriigt 87 m 4 dm, die kiirzere Seite 18 m
3 dm; wie groB ist @) die liingere Seite, b) der Flicheninhalt?

8. Ein Spiegel mit Rahmen ist 5 dm 8 ¢m breit und 8 dm 2 em hoch; wie groff
ist der Umfang? Wie grofi ist die Spiegelfliche, wenn der Rahmen 8 ¢m breit ist?

4. Liings der Hecke eines Gartens, welcher 33 m lang und 21 e breit ist,
werden ringsum Maulbeerbiiume, welche 8 s voneinander abstehen, gepflanzt;
wieviel Maulbeerbiiume sind dazu erforderlich?

5. Der Umfang eines Rechteckes mifit 102 m, die Liinge ist doppelt so grof
als die Breite; wie grof ist @) die Linge, b) die Breite, ¢) der Flicheninhalt?

6. Ein rechteckiger Acker hat einen Umfang von 163°2 m; wie groB sind die
Seiten desselben, wenn sich die kleinere Seite zur groBeren wie 3 : 5 verhiilt?

7. Mif die Liinge, Breite und Héhe des Schulzimmers und berechne, wieviel
Flicheninhalt der Boden, die Decke und die vier Wiinde (Tiir und Fenster mit-
gerechnet) haben!

8. Mif die Liinge und Breite eurer Schultafel, eueres Schultisches und berechne
den Fliicheninhalt!

9. Wie grof ist die Fliiche einer Seite deines Ubungsheftes, deines Zeichen-
blattes, deines Reifibretfes?

10. Die Seiten eines Rechteckes sind 9 dm und 6 dm, die Seiten eines zweiten
Rechteckes sind doppelt so grof; wie verhalten sich a) die Umfiinge, 4) die Flichen-
inhalte der beiden Rechtecke?

11. Berechne die Héhe der Rechtecke von

a) 9 m® Fliicheninhalt und 3G #  Grundlinie;

b) 46°92 dm?® - » 0292.m s

12. Berechne die Grundlinie der Rechtecke von
a) 24 m? Fliicheninhalt und 3°2 m Hihe;
b) 26 dm® 55 em’ 2 s 450 mm i

13. Wie grof ist die Fliiche einer Tischplatte, deren Liinge 1°2 7% und deren
Breite § von der Liinge betriigt?

14. Wieviel @ hat ein rechteckiger Garten von 38 m Liinge und 32 m Breite?

15. Ein Acker enthiilt 7174 a, seine Liinge ist 425°6 m; wie grofi ist seine Breite?

16. Jemand vertauscht einen Acker, der 746 m® 20 dm? Fliicheninhalt hat,
gegen einen anderen von gleichem Inhalte, der 18 m 2 dim breit ist; wie lang muf
dieser Acker sein?

17. Jemand kauft einen Bauplatz in der Form eines Rechteckes, 844 m lang
und 19°2 # breit, und bezahlt das m* zu 8} K; wieviel kostet der Bauplatz?
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18. Die Fufibodenfliiche eines Zimmers ist 4'5 e lang und 3°5 me breit; wieviel
Bretter braucht man, um den Fufiboden dieses Zimmers zu dielen, wenn jedes Brett
2'5 m lang und 2'1 dm breit ist?

19. Ein Acker ist 116 s lang und 18°5 wm breit; wieviel Weizen wird zur
Aussaat erfordert, wenn man auf ein @ 2} ! Weizen aussiit?

20, Wieviel kostet die Verglasung von 8 Fenstern, deren jedes im Lichten
0'9 m breit und 1°5 m hoch ist, wenn man fiir 1 m® Verglasung 5 K 60 % rechnet?

21. Durch eine Wiese, die 43 m lang und 12°3 m breit ist, wird der Linge
nach ein 2 m breiter Graben gelegt; wieviel Fliicheninhalt enthiilt noch die Wiese!

22. Ein Fufiboden von 7°5 m Liinge und 6°4 2 Breite soll mit harten Brettchen
(Parkettbrettchen) belegt werden; wieviel wird dafiir der Tischler verlangen, wenn
er 1 m*® Belegung mit 84 K berechnet?

23. Zeichne mit Hilfe eines verjiingten Mafstabes ein Rechteck, das 2 m 9 dm
breit ist und denselben Inhalt hat wie ein Quadrat, dessen Seite b e 8 dm ist!

24. Ein Quadrat ist flichengleich mit einem Rechtecke von 54 s Liinge und
24 sn Breite; um wieviel ist der Umfang des Quadrates kleiner als der Umfang des
Rechteckes?

25. Ein Hof von 18 s Liinge und 12 s Breite soll mit quadratischen Stein-
platten von 3 dm Seitenliinge belegt werden; a) wieviel Platten sind erforderlich,
b) wie hoch kommt die Pflasterung, das m?® zu 5§ K gerechnet?

26, 6 grofere Tiiren, jede 2°83 m hoch und 1'3 m breit, und 4 kleinere Tiiren,
jede 1'9 m hoch und 1 m breit, sollen von innen und aufen mit Olfarbe angestrichen
werden ; wie teuer kommt der Anstrich, wenn das m® 1 K 70 kb kostet?

27. Der Umfang eines Rechteckes, dessen Seiten im Verhiiltnisse 8:13 (Gol-
dener Schnitt!) stehen, betriigt 15 dm 9°9 em. Wie lang ist die Seite eines mit
diesem Rechtecke fliichengleichen Quadrates?

28. Was kostet die Grundeinlisung fiir eine 24 km lange und durchschnittlich
5% m breite Bahnanlage, wenn fiir 3'59665 m® (= 1 Quadrat-Klafter) 1 K 16 £
vereinbart werden?

29. Ein Festsaal von 42% m Liinge fafit, wenn man fiir 1 Person 1 m* Fliche
rechnet, 750 Personen; wie breit ist er?

80. Wieviel Zinkplatten & 1} ® braucht ein Spengler zur Eindeckung eines
Satteldaches von 18 m 6 dm Liinge und 8% m Breite, wenn bei 20 Platten je eine
auf Falz und Verschnitt einzurechnen ist?

31. ,,Das Rathaus in Wien ist auf einem Rechtecke von 154 m Liinge und 124 m
Breite, das k. u. k. Arsenal in Wien auf einem Rechtecke von 689 2 Liinge und
480 m Breite, jedes der beiden k. k. Hofmuseen zu Wien auf einem Rechtecke von
168°79 s Linge und 63 m 86 cm Breite erbaut. Wieviel za und a betriigt der
Baugrund und in welchem Verhiiltnisse stehen die Fliichen zueinander?®

3. Das schiefwinklige Parallelogramm.

§ 122, Jedes schiefwinklige Parallelogramm A BCD (Fig. 148)
kann in ein Rechteck von derselben Grundlinie und
G derselben Hohe verwandelt werden, indem man das
rechtwinklige Dreieck B C'E an die Stelle von 4 D F
iibertrigt. Um den Inhalt des Rechteckes zu finden,
muB man die Grundlinie mit der Héhe multipli-
zieven; daher ist auch der Flicheninhalt eines

Fig. 148.
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schiefwinkligen Parallelogramms gleich dem Produkte aus der
Grundlinie und der Héohe.
r=g.m5 9= =",

Je zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien
und gleichen Hohen sind flichengleich.

§ 123. Konstruktionsaufgaben.

1. Ein gegebenes Parallelogramm ABCD (Fig. 149) in
ein anderes zu verwandeln,
das an der Grundlinie einen
Winkel m enthilt.

e ks g
Man konstruiere den Winkel 4 // /
BAE=m und ziche BF | AE,
dann ist, wie sich leicht zeigen liBt, das A il i

Parallelogramm A BFPE — ABCD.
2. Ein schiefwinkliges Parallelogrammin ein Rechteck
zu verwandeln.

Tig. 149.

Die Auflésung stimmt mit jener der vorhergehenden Aufgabe iiberein,” wenn
man in derselben den Winkel 7 = 90° annimmt.

3. Ein Rechteck ist in ein schiefwinkliges Parallelogramm zu ver-
wandeln, das an der Grundlinie einen Winkel 7 enthalt.

4. Ein gegebenes Parallelogramm ABCD (Fig. 150) in
ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene Grundlinie
a hat. (@>g, a <<g.)

Man mache 4K = a, verlingere DC und ziehe EF || 4D und
durch A und F eine Gerade, welche die B C in ' schneidet. Zieht man
nun durch ¢ eine Parallele zu A4 £, welche

: : : i : Fig. 150.
die AD in H und die £ F in K ftrifft, so

ist A KK H das verlangte Parallelogramm,. i ",---’-’-;71“
Es ist nimlich 4 AFE > A\ AFD. 7l /G;,/’:i’

Nimmt man daher von dem ersten Dreiecke P Ao

die Dreiecke I und IT und von dem zweiten bt /

die mit jenen kongruenten Dreiecke III 4% 7 E

und IV weg, so miissen in beiden Fillen a

auch die Reste, d. s. die Parallelogramme

GBEK und H@CD, gleich sein. Setzt man nun zu dem Parallelo-

gramm ABGH einmal GBEK und dann H G CD hinzu, so miissen

auch die Summen gleich sein, also Parallelogramm A KK H = ABCD.
5. @) Verwandle ein gegebenes Rhomboid unter Beibehaltung der

lingeren Seite in einen Rhombus! &) Verwandle ein schiefwinkeliges

# in ein Quadrat!
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6. Ein Rechteck in einen Rhombus verwandeln!

7. Ein Parallelogramm in mehrere Teile so zu teilen,
daB alle Teilungslinien mit einer Seite parallel sind.

Man teile die dieser Seite anliegenden Gegenseiten in die verlangte Zahl
gleicher Teile und ziehe durch die Teilungspunkte gerade Linien; die dadurch ent-
stehenden Parallelogramme haben gleiche Grundlinien und dieselbe Héhe und sind
daher einander gleich.

8. Ein schiefwinkliges Parallelogramm ist in dem. Verhiltnisse
2:3 (1:2:3,3:7, 2:3:4) so zu teilen, daf alle Teilungslinien mit
einer Seite parallel sind. (Begriindung!) i

Rechenaufgaben.

1. In einem Rhomboid betragen zwei anstoBende Seiten 38 m und 23 m; wie
grofs ist der Umfang?

2. Wie grofi ist die Fliche eines Parallelogrammes, in welchem die Grund-
linie 4 m 3 dm 4 cm und die Héhe 2 m 3 dm 2 em betriigt?

3. In einem Rhomboid ist

die Grundlinie @) 108 dm, b) 17°3 m, ¢) 8 m 5 dm 1 em;
die Héhe @) 64 dm, b) 9°3 dm, ¢) T m 8 em;
wie grof ist der Fliicheninhalt?

4. Der Fliicheninhalt eines schiefen Parallelogrammes betriigt 1890 dm? die
Héhe ist 8% m; wie groB ist die Grundlinie?

5. Bestimme die Hohe eines Rhomboids, dessen Fliicheninhalt 0°8179 m® und
dessen Grundlinie 7°48 dm ist!

6. Ein Acker hat die Gestalt eines Rhomboids von 8 ke 32 @ Inhalt und
225 m Hiohe; wie groB ist die Grundlinie?

7. Von einer Wiese, welche die Form eines Rhomboides hat, worin die Grund-
linie 66°4 m und die Hohe 45°2 m betriigt, wird ein Stiick von 14 » Hohe parallel
mit der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht; @) wie grof war die
Wiese, b) wie grofi ist das iibrig bleibende Stiick derselben?

4. Das Dreieck.

§ 124, Jedes Dreieck A B (' (Fig. 151) kann als die Hilfte eines
Parallelogrammes dargestellt werden, das mit ihm gleiche Grundlinie und
Fig. 151. gleiche Héhe hat; man braucht nur durch zwei Eck-

5 e i p punkte B und € mit den gegeniiberliegenden Seiten

¢ Parallele zu zichen. Um den Flicheninhalt des Paral-
! lelogramms zu erhalten, muB man die Grundlinie mit
/ der Hohe multiplizieven; zur Bestimmung der Dreiecks-
4 7 B fliche wird man daher auch die Grundlinie mit der
Héhe multiplizieren, jedoch von diesem Produkte nur die Hilfte nehmen.

Der Flacheninhalt eines Dreieckes ist gleich dem halben
Produkte aus der Grundlinie und der Héhe.

Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen
Hohen sind flichengleich,
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Wird der doppelte Flicheninhalt eines Dreieckes durch die Grund-
linie dividiert, so erhdlt man die Hohe; wird er durch die Hohe divi-
diert, so erhilt man die Grundlinie.

Bezeichnet g die Grundlinie, % die Hohe und f den Flicheninhalt
eines Dreieckes, so ist

Lol A, B
fﬂz,g_h,h_g,z.B.AB—lﬁ.lmm,
CH =12 mm, F'— 14'212 — 2 — 14 6— 12ﬁ=84; F= 84 mm?®.

§ 125, Zusitze. 1. In einem rechtwinkligen Dreiecke wird
gewohnlich eine Kathete als Grundlinie angenommen, die andere Kathete
stellt dann die Hohe vor. Der Flicheninhalt eines rechtwink-
ligen Dreieckes ist daher gleich dem halben Produkte der
beiden Katheten.

2. In jedem gleichseitigen 3= stehen die Diagonalen aufeinander
normal; daher kann jedes solche 3 in zwei O Dreiecke zerlegt werden,
deren gemeinschaftliche Grundlinie die eine Diagonale ist und deren
Héhen die Halften der anderen Diagonale sind. Daraus folgt:

Der Flacheninhalt eines Rhombus ist gleich dem halben
Produkte der beiden Diagonalen.

Wie wird dieser Satz, auf das Quadrat angewendet, lauten?’

Konstruktionsaufgaben.

§ 126, 1. Ein ungleichseitiges Dreieck ABC (Fig 152)
in ein gleichschenkliges zu verwandeln.

Man halbiere die A B
in D, ziehe DE | AB und
CE || AB; verbindet man
den Durchschnittspunkt &
mit 4 und B, so ist ABE
das verlangte gleichschenk- - D B
lige Dreieck. ,

Warum muB 4 A BE flichengleich sein dem 4 ABC?

2. Hin gegebenes Dreieck A BC (Fig. 153) in ein anderes
zu verwandeln, das einen gegebenen Winkel m enthilt.

@) <L m<<90% b) L m=90% ¢) L m > 90
Man konstruiere den Winkel BAD = m und ziehe CD | AB;

zieht man noch D B, so ist A BD das verlangte Dreieck.
Merke: Dreiecke, die dieselbe Grundlinie haben und deren Scheitel

in einer Parallelen zur Grundlinie liegen, sind flichengleich.

f=% =1
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3. Bin gegebenes Dreieck 4 BC (Fig. 154) in ein anderes

zu verwandeln, das eine gegebene Grundlinie ¢ hat.
Fig. 154. (a<<yg, a>y.)

Man mache 4 D=a, ziehe D C und parallel
damit B ¥, welche die verlingerte 4 €' in K trifft;
ADE ist nun das verlangte Dreieck. Denn es ist

j AACD = ACD,
\ 4CDE = CDB, warum?
Daher AACD+ CDE= AACD+CDB,
oder AADE = AABC

4. Ein Dreieck ABC(C (Fig. 15b) in ein anderes zu ver-
wandeln, das eine gegebene Hohe % hat.

Man errichte 4 I) = & normal auf A B, ziehe
DE|| AB, dann die £ B und damit parallel die
CF. Verbindet man nun K und F' durch eine
Strecke, so ist A AEF = AABC. (h<<H,
h>H.)

Beweis wie bei der Aufgabe 3.

s 5. Ein Dreieck 4 BC (Fig. 156) in ein
5 B FpRechteck zu verwandeln.

Man halbiere die Seiten 4 C und BC in D und £, ziehe durch

diese Punkte eine Gerade und errichte in 4 und B die Normalen 4K

Fig. 156. und B G; dann ist A B G F das gesuchte Rechteck.
G

%

6. Ein Dreieck in ein # mit einem gegebenen
Winkel m zu verwandeln.

7. Ein Dreieck @) in einen Rhombus, 4} in
ein Quadrat zu verwandeln.
4 ' 9. Verwandle ein Rechteck @) in ein Dreieck,
) in ein stumpfwinkliges Dreieck mit dem Winkel = 135°!

F_D RE CF

10. Ein gegebenes Dreieck durch gerade Linien, die
durch einen Eckpunkt gehen, in mehrere gleiche Teile
zu teilemn.

Teile die diesem Eckpunkte gegeniiberliegende Seite in soviele
gleiche Teile, als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte durch
Strecken mit jenem HEckpunkte!

Wiire das gegebene Dreieck in Teile zu teilen, die untereinander in
einem gegebenen Verhiltnisse stehen, so miifite man auch die Dreieckseite
nach dem gegebenen Verhiltnisse teilen und weiter wie vorhin verfahren.

11. Ein gegebenes Dreieck von einem Eckpunkte aus durch Gerade
@) in die Hilfte, b) in 5 gleiche Teile, ¢) nach dem Verhdltnisse 3 : 4,

d) nach dem Verhiltnisse 2:83:4 (§:1:1) zu teilen.
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12. Ein Dreieck 4 BC (Fig. 157) von einem Punkte einer
Seite, z. B. von D aus, in zwei gleiche Teile zu teilen.

Man halbiere die A B in K und zehe
CD und CE, so ist ACD um CD E kleiner
als die Halfte von 4B C.

Zieht man daher K F | CD und dann
dic DF, so ist ACDF = A CDE, daher
ADFC=/N\ ACE, also ADF(C die eine
Hilfte und A\ BDF die andere Hilfte des
Dreieckes 4 BC.

13. Ein Dreieck in vier kongruente Dreiecke zu teilen!

Verbinde die Halbierungspunkte der Seiten! (Begriindung!)

14. Ein Dreieck ABC (Fig. 158) in drei gleiche Teile
20 zu teilen, daBB die Teilungslinien von den drei Eck-
punkten ausgehen wund in einem gemeinschaftlichen
Punkte innerhalb des Dreieckes zu- Fig. 158.
sammentreffen.

Man teile eine Seite 4 B in den Punkten
D und F in drei gleiche Teile und ziehe
('D und CE; dann sind die Dreiecke 4 CD,
DCE, BCE gleich. Zieht mannun DF'|| AC
und £ G || B C, so sind die vom Durchschnitts-
punkte H aus gezogenen Geraden 4 H, BH. A
('H die gesuchten Teilungslinien. Denn es ist A\ ACH= A\ ACD =
=1AA4ABC, femer A BCH=A BCE= 1 A ABC; daher muB
auch der Rest, néimlich das A\ ABH ein Drittel von /A ABC sein.

15. Die unregelmifige Gren- Fig. 159.
ze ABCD (Fig. 159) zwischen zwei
Grundstiicken soll in eine gerad-
linige verwandelt werden, so dal}
der Flicheninhalt derselbe bleibt.
(Begriindung!)

Rechenaufgaben.

1. Wie grof ist der Umfang eines
Dreieckes, dessen Seiten 38 m 7 dm,
25 m 4 em, 31 m 5 dm 9 cm lang sind?

2. Die Seite eines gleichseitigen Dreieckes ist @) 2°3 m, b) 1 m 5 dm 2 em,
¢) 97% em; wie groB ist der Umfang?

3. Wie grof ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, dessen Umfang 10 m
3 dm b em betriigt?

4. Berechne den Fliicheninhalt folgender Dreiecke:

@) Grundlinie 0425 m, Hohe 2°84 dme;
b) 5 1 m 4 din 2 cm, s Ddm 9 em!
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. 5. Bin Stiick Land von der Gestalt eines Dreieckes hat 108 . zur Grundlinie
und 72 m zur Hohe; wieviel ist es wert, wenn das ke zu 2080 K gerechnet wird?

6. Berechne die Hohe der Dreiecke von

@) 58°96 dm?® Flicheninhalt und 1°34 s Grundlinie;

b) 2722°08 cm?® i » 86 mm 5 !
7. Berechne die Grundlinie der Dreiecke von

@) 84°83 em?® Flicheninhalt und 1°032 dm Hiohe;

b) 843°66 dm?® ,, » 8°87 m i

8. In einem Dreiecke betragen zwei Seiten 2°52 m und 1°89 m, die Hihe auf
die erste Seite ist 1°32 m; wie grof ist @) der Flicheninhalt, b) die Hohe auf
die zweite Seite?

9. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die eine Kathete 29 m 3 dm, die
andere 18 m 4 dm; wie grof ist der Inhalt?

10. In einem rechtwinkligen Dreiecke, das 20 m® 72 dm® enthilt, ist eine
Kathete 7 m 4 dm; wie grof ist die zweite Kathete?

11. Die Seite eines Quadrates ist 86 mwn. Zeichne ein rechtwinkliges, dem
Quadrate fliichengleiches Dreieck, dessen eine Kathete 54 mm ist!

12. Wie grof ist der Inhalt einer Raute, deren Diagonalen 2°26 2 und 1°75 m
betragen? !

13. Ein Garten von der Form eines Rhombus mifit 2 @¢; wie grof ist in
demselben die kiirzere Diagonale, wenn die liingere 25 m betriigt?

14. Die Diagonale eines Quadrates ist 3 m 4 dm 2 e¢m; wie grof ist der
Inhalt desselben?

15. Eine Tischplatte von 12 dm Linge und 9 dwm Breite enthiilt in der Mitte
als Verzierung eine Raute, deren Diagonalen 4 dm und 8 dim sind; um wieviel ist
die Tischfliiche grifer als der Inhalt dieser Raute?

16. Ein Turmdach besteht aus 4 gleichschenkligen Dreiecken. Wieviel m®
Blech braucht man zu dessen Deckung, wenn die Grundlinie eines solchen Dreieckes
2 m 2 dm und die Héhe 4 m 5 dm betriigt und wenn fiir Verschnitt und Falze
6, hinzugerechpet werden?

17. Welches Ertriignis bringt ein Acker von der Form einer Raute, wenn die
Abstiinde je zweier gegeniiberliegender Ecken 186 z und 151 m 6 dm betragen
und wenn fiir 1 2 3 K 96 h berechnet werden?

18. Ein Feld hat die Form eines Dreieckes; dessen Grundlinie und Héhe
stehen im Verhiiltnisse 5 : 3, dessen Grundlinie mifit 975 m. Wie grof ist die Seite
eines inhaltsgleichen quadratischen Feldes?

19. Eine dreieckige Dachfliche (Walm genannt) mifit an der Grundlinie 64 e,
ihre Spitze ist von der Grundlinie 2 m 4 dm entfernt. Wieviel Bretter von 3% m
Liinge und 18 em Breite sind zum Verschalen notwendig, wenn 42°/, Verschnitt
gerechnet wird?

5. Das Trapez.

§ 127. Um den Flicheninhalt des Trapezes A BCD (Fig. 160) zu
erhalten, verlingert man die Grundlinie 4B wm BE = DC und
verbindet D) mit K. Wegen der Kongruenz der beiden Dreiecke D CF
und BEF kann man das eine fiir das andere setzen. Es ist demnach
das 4 AE D gleich dem gegebenen Trapeze A BCD und die Fliche des
A4 AED gleich der Grundlinie multipliziert mit der halben Héhe. Daher
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.F2‘4E>2<D G= (AB—;—BE) DG =(A—B-—;—DU) D G oder kurz,

wenn man die untere Tig. 160.
Parallele mit «, die y/) P
obere mit & und die
Hohe mit & bezeichnet,
f == (%9) h,d h.:
DerFlacheninhalteines —
Trapezes wird ge- A & B z
funden, indem man die halbe Summe der beiden parallelen
Seiten mit der Hohe des Trapezes multipliziert; oder: der
Flicheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkte aus der halben
Summe der parallelen Seiten und der Hohe. '

Schneidet euch die Fig. 160 aus Pappendeckel aus und bringet das 4D CF
in die Lage des Dreieckes B K F'!

§ 128. Konstruktionsaufgaben.

1. Verwandle ein ungleichschenkliges Trapez @) in ein gleichschenkliges, 4) in
ein rechtwinkliges Trapez!

9. Verwandle ein Trapez in ein flichengleiches Dreieck u. zw. in ein @) gleich-
schenkliges, &) rechtwinkliges, ¢/ stumpfwinkliges!

3. Ein Trapez in ein Rechteck @) von gleicher Hohe, &) von griferer (kleinerer)
Hihe zu verwandeln.

4. Ein Trapez in ein Quadrat zu verwandeln.

5 Ein Trapezin mehrere gleiche Teile zu teilen, sodaB
die Teilungslinien die beiden parallelen Seiten schneiden.

Durch die Teilung der Parallelseiten in Fig. 161.
gleiche Teile.

6. Ein Trapez ABCD (Fig. 161) von
einem Eckpunkte D aus in zwei glei-
che Teile zu teilen.

Man verlingere die grobere Parallelseite 4 ? 8 P
so, daB BE= D( ist; dann ist 4 AED=
Trapez ABCD. Halbiert man nun 4 F in F und zeht DF, so ist
AAFD=14ED =} ABCD, daher auch BCDF =% ABCD.

Rechenaufgaben.
1. In einem Trapeze betragen die parallelen Seiten 36 s und 27 s, die Hohe
ist 18 m; wie grof ist der Flicheninhalt?
9. Berechne den Fliicheninhalt folgender Trapeze:
@) Parallelseiten 5 m und 60 dm, Hohe 400 em:
b) o 3°5 m und 28 dm, Hihe 1°6 m?
e) Y 2 m 54 em und 5 m 8 dm 9 em, Hohe 4 m 2'8 dm!
3. In einem Trapeze, dessen Parallelsciten 5% m und 4% m sind, betriigt der
Tliicheninhalt 0 2079 @; wie grof tis der Abstand der beiden parallelen Seiten ?

v/

D c
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4. Ein Trapez von 105 e¢m Hihe hat 2'6565 m*® Flicheninhalt; wenn nun die
eine Parallelseite 2'75 m betriigt, wie grof ist die andere?

5. In einem Trapeze, dessen Héhe 28 mmn ist, verhalten sich die zwei Parallel-
seiten wie 5:4; wie grof ist jede Parallele, wenn :der Fliicheninhalt 01184 dm®

betriigt?

6. Ein Platz hat die Form eines Trapezes, worin die Parallelseiten 185 m 5 dm
und 140 m 5 dm betragen und 25 m 2 dm voneinander abstehen; welchen Flichen-
inhalt hat dieser Platz?

7. In einem trapezformigen Garten betragen die Parallelseiten 584 m und
46'8 m, ihr Abstand 34'5 m; wieviel ist der Garten wert, das @ zu 68 K gerechnet?

8. In einem Trapeze betragen die Parallelseiten 3 m 8 dm und 1 m 5 dm, die
Héohe 1 m 3 dm; wie groB ist die Seite eines Quadrates, das mit diesem Trapeze
gleichen Flicheninhalt hat?

9. Das Sitzbrett eines Kiichenstuhles hat die Form eines gleichschenkligen
Trapezes, in welchem die beiden parallelen Seiten 32 e und 42 em lang sind und
43 em voneinander abstehen; wie grofi ist die Sitzfliiche?

10. In einem rechtwinkligen Trapeze haben die beiden Parallelen eine Liinge
von 37§ m und 25§ m, die Hohe mifit 183 m; wieviel m?® enthiilt dieses Trapez?

11. Ein 16 @ 8 m* grofier Garten hat die Form eines Trapezes. Wie groB
ist der Abstand der beiden Parallelseiten, wenn die eine 64 m, die andere 38 m

3 Zhi )
mifit? ( Gt A
12. Wie grof ist der Querschnitt einer hilzernen Eisenbahnschwelle von der
Form eines gleichschenkligen Trapezes, dessen Parallelseiten 18 em und 26 em Linge
und 15 em gegenseitigen Abstand haben?

13. Ein Bauplatz von der Form eines Trapezes wurde um 6123 K verkauft.
Die Liinge der Parallelseiten betrug 251 m und 34% e, ihr Abstand 25% m. Wieviel
wurde fiir 1 m? gerechnet?
Das Trapezoid.
§ 129. Um die Flache eines Trapezoides zu berechnen, zerlegt
man dasselbe durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, deren Flichen zu-
sammengenommen den Flicheninhalt
¢ des Trapezoides bilden. Bezeichnen
[ wir in der Fig. 162 AC mit d, D &
mit 4, und BH mit Ay, so ist
_d.h , d.h, d(h + hy)
Sdi b i 2
Fiir die besondere Art des
Trapezoides, die man Deltoid nennt
(Fig. 163), muB also auch die Formel
B geltens £/ — AO(Dg_l_OB). Weil
aber DO+ OB die andere Diagonale darstellt, so erhalten wir die
Regel: Der Flicheninhalt eines Deltoides ist gleich dem
halben Produkte der beiden Diagonalen.

Fig. 162.
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Was lernt iht daraus, wenn ihr diese Formel mit der fiir den Rhombus S. 89
anfgestellten vergleicht? Fig. 163.

§ 180. Konstruktionsaufgaben.
1. Ein Trapezoid in ein Dreieck zu verwandeln. 4
(Fig. 164.)

2. Ein Trapezoid @) in ein Rechteck, ) in ein
Quadrat zu verwandeln.

3. Ein Deltoid @) in ein Dreieck, b) in ein
Rechteck, ¢) in ein Quadrat zu verwandeln. a

4. Ein Trapezoid in beliebig viele >/
gleiche Teile zu teilen.

Ziehe eine Diagonale, teile dieselbe in die
verlangte Anzahl gleicher Teile und ziehe von den
Teilungspunkten gerade Linien zu den der Diagonale ]
gegeniiberliegenden Eckpunkten!

5. Halbiere ein Trapezoid von irgend einem
Eekpunkte aus (Fig. 165)!

Rechenaufgaben.

1. Zeichnet ein beliebiges Trapezoid und be- s
rechnet seine Fliiche!

2. In einem Trapezoide betriigt die eine Diagonale 425 m, die beiden anderen
lekpunkte des Viereckes stehen von der Diagonale 1375 dm und 243 em ab; wie
grof ist die Fliiche dieses Trapezoides?

3. Ziehet in einem Trapezoide eine Diagonale und auf diese von den beiden
anderen Eckpunkten Normale, messet diese 3 Strecken und berechnet den Fliichen-
inhalt: dann verfahret ebenso mit der zweiten Diagonale und vergleichet die beiden
Ergebnisse!

Fig. 164. Fig. 165.

Bt nali>s c

4. Die Diagonalen eines Deltoides sind 125 dm und 0583 m lang; wie grofi
ist der Fliicheninhalt?

5. Ein Knabe will sich aus einem Zeichenblatte von 6% dm Liinge und 5} dm
Breite einen deltoidischen Drachen schneiden, welcher 63 dm lang und 5} dm breit
sein soll; wieviel Papier fillt ab?

6. Auf dem Deckel einer Kassette sind um den Mittelpunkt acht deltoidische
Flichen von 85 cm Linge und 177 cm Breite mit Karlsbader Sprudelsteinen ein-
gelegt; wie grof sind diese eingelegten Flichen zusammen?
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6. Das Vieleck.

§131. Um die Fliche eines regelmidBigen Vieleckes
ABCDEF (Fig. 166) zu finden, zieht man von dessen Mitte zu allen
Eckpunkten ge-
rade Linien ; es ist
ABCDE = 6.
AB0O; warum?
Trigt man nun
auf der Verlinge-
rung von A B die
e s iibrigen Seiten des
Fog G AP T K L Vieleckes auf, so
daB HL dem Umfange desselben gleich ist, so ist AHGO=/A\ GAO
=AA4ABO= ABJO=AJKO= A KLO (§ 124 und § 126), also
A HLO=6. A ABO. Daraus folgt, daB das Sechseck ABCDEF
— /\ H 170 ist.

Das regelmidBige Vieleck ist einem Dreiecke gleich,
das den Umfang des Vieleckes zur Grundlinie und den
Abstand des Mittelpunktes von einer Seite des regel-
mifBigen Vieleckes zur H6he hat.

Da nach § 124 der Fliicheninhalt des Dreieckes HL O, f =
so gilt der Satz:

Der Flacheninhalt eines regelméaBigen Vieleckes ist gleich
dem Umfange multipliziert mit dem halben Abstande des
Mittelpunktes von einer Seite.

Bezeichnet % den Umfang, ¢ den Abstand des Mittelpunktes von

einer Seite und f den Flicheninhalt, so ist
e d
f=u. Lk
Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann nicht will-
kiirlich angenommen werden, er hingt von der Linge der Seite ab.
Um die MaBzahl fiir den Abstand des Mittelpunktes von einer Seite
zu finden, multipliziert man, wie in der wissenschaftlichen Geometrie
bewiesen wird, die gegebene Seite
in einem regelmifigen Fiinfecke mit 0-68819,

Fig. 166.

HE > 0P,
2

e & Sechsecke ,, 0:86603,
3y §iash 3 3 Achtecke s 1'2071],
oA i Zehnecke ,, 153884,

3. iy 5 Ziwdlfecke ,, 1-86603.

§ 132, Den Flacheninhalt eines unregelméiBigen Vieleckes kann
man auf eine der folgenden zwei Arten bestimmen.
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@) Durch Zerlegung in Dreiecke.

Zerlege die Figur durch Diagonalen in Dreiecke, berechne jedes
derselben und addiere alle Dreiecksflichen !

Es sei die Flache des Vieleckes ABOCDEF G
(Fig. 167) auszurechnen. Man zerlege das Viel-

eck in Dreiecke, so ist 4 ABG = M,

4 ;'fEG:.G_E?fi’ senp— G EXE]
& 7 9

4 BEGm PR 4 dpiged TD A e

und die Fliche des Vieleckes gleich der Summe der fiinf Dreiecke
ABG+BEG+ GEF+ BECH CDE.

b) Mittels Abszissen nnd Ordinaten.

Ziehe durch zwei Eckpunkte eine Gerade als Abszissenlinie und
fille darauf von allen iibrigen Eckpunkten Normale; dadurch zerfillt
die Figur in lauter rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, die einzeln
berechnet und addiert werden. Dabei
werden die Ordinaten als  Grundlinien
der Dreiecke oder als parallele Seiten
der Trapeze, die. Abszissenteile als Héhen
betrachtet. :

Messet an dieser Fig. 168 oder an /.
ciner selbst gezeichneten gréferen Figur die
notwendigen Strecken und berechnet die
9 Teilficuren, deren Summe den Flichen-
inhalt des ganzen Vieleckes darstellt!

§ 133. Konstruktionsaufgaben.

1. Ein Vieleck ABCD EF (Fig. 169) in ein anderes zu ver-
wandeln, das eine Seite weniger hat.

Man ziehe die Diagonale D F' und dazu | die & ¢, welche die ver-
lingerte A F' in (7 trifft. Zieht man D @, so ist das Vieleck 4 BCD @&
gleich dem Vielecke 4 BC DK F, weil beide aus Fig. 169.
gleichen Teilen bestehen.

2. Verwandle ein unregelmifiiges Sechseck
in ein Fiinfeck, — Viereck, — Dreieck, Rechteck,
Quadrat; miB die Seite dieses Quadrates und be-
rechne daraus den Flicheninhalt desselben, der
zugleich der Inhalt des gegebenen Sechseckes ist! R

3. Zeichne drei kongruente unregelmiifige Fiinfecke und bestimme
den Flicheninhalt des ersten und zweiten nach den in § 132 unter a)

Moénik-Halbgebauer Geometrie, 7

Fig. 168.
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und b) angegebenen Methoden, des dritten aber mittels Verwandlung in
ein Quadrat!

4. Ein regelmifliges Fiinfeck ist in ein Dreieck zu verwandeln.
f—u: g—=g : % Mache daher g = » und - = a!

5. Verwandle ein regelmifiges Sechseck @) in ein Dreieck, &) in
ein Quadrat!

Rechenaufgaben.

1. Wie grof ist der Umfang eines regelmiiBigen Sechseckes, Achteckes,
Zwblfeckes, dessen Seiten 1 m 2 dm 5 em sind?

2. Wie grofi ist der Abstand des Mittelpunktes von einer Seife:

@) in einem regelmiifiigen Fiinfecke mit der Seite 82 dm?
b) in einem regelmiifiigen Achtecke mit der Seite 25 dm?

8. Berechne den Umfang und den Flicheninhalt eines regelmiiiigen Sechs-
eckes mit der Seite 4'8 !

4. Die Seite eines regelmiiBigen Zehneckes ist 12 m; berechne @) den Umfang,
b) den Fliicheninhalt!

5. Der Umfang eines regelmiiBigen Fiinfeckes ist 216 dm lang; wie grog ist a)
die Seite, &) der Fliicheninhalt?

6. Es soll ein regelmiifiic achtseitiges Gartenhaus, dessen Seite 1'8 m lang ist,
ausgesteckt werden: wie groB ist die dazu erforderliche Fliche?

7. Wie grofi ist die regelmiiBige sechseckige Grundfliiche eines Pfeilers, wenn
die Seite s = 4 dmw 6 em betriigt?

8. Wie grof ist der Querschnitt eines achtkantigen Eisenstabes, dessen Umfang
120 mm betriigt?

9. Welchen Druck kann eine gufieiserne Platte, deren Querschnitt ein regel-
miiBiges Sechseck von 22 em Seitenliinge ist, aufnehmen, wenn eine Belastung von
4 g 50 kg auf 1 em® zuliissig ist?

10. Ein regelmiifiiges Dreieck, Viereck, Fiinfeck, Sechseck und Achteck haben
denselben Umfang, niimlich 86 e¢m. Welche dieser Figuren hat den gréften, welche
hat den kleinsten Flicheninhalt?

§ 134.  Es seien (Fig. 170) A B C und a b C zwei dhnliche Dreiecke,
deren gleichliegende Seiten sich wie H:3 verhalten. Teilt man A4C
in 5 gleiche Teile, von denen auf ¢ C' 3 kommen, und
zieht durch die Teilungspunkte der 4 C' Parallele mit
AB und BC, so zerfallen die gegebenen Dreiecke in
lauter kongruente und mit m 7 C gleiche Dreiecke, und
zwar ist A ABC=2bmnC, 4abC=9 mn C, daher

ABC:abC=25:9.

Dasselbe Verhiltnis 25:9 haben aber auch die

Quadrate zweier gleichliegender Seiten.

Die Flacheninhalte zweier dhnlicher Dreiecke
& B verhalten sich wie die Quadrate der Mab-
zahlen ihrer gleichliegenden (homologen) Seiten.

B S8
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Da sich in dhnlichen Dreiecken die Hohen wie ihre  Grundlinien
verhalten, so gilt auch der Satz:

Die Flicheninhalte zweier 8hnlicher Dreiecke ver-
halten sich wie die Quadrate der MaBzahlen ihrer gleich-
liegenden Hohen.

I f= H?: h’

§ 135. 1. Wenn jede Seite eines Vieleckes 2mal, 3mal, 4mal so
grofl ist als die gleichliegende Seite eines #dhnlichen Vieleckes, so wird
auch die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Vieleckes,
2 mal, 3mal, 4mal so groB sein als der Umfang des zweiten Vieleckes.

Die Umfiange &ahnlicher Vielecke verhalten sich also wie
zwel gleichliegende Seiten.

2. Zerlegt man zwei dhnliche Vielecke, deren Seiten sich z. B. wie
5:3 verhalten, durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke, so verhalten
sich nach § 36 je zwei gleichliegende Dreiecke der beiden Vielecke wie
25:9; es miissen sich demnach auch die Summen der Flicheninhalte
aller dieser Dreiecke, d.i. die beiden Vielecke selbst, wie 25 :9 verhalten.

Die Flacheninhalte zweier &hnlicher Vielecke verhalten sich
also wie die Quadrate der Malizahlen zweier gleichliegender
Seiten.

Wird daher eine in wahrer Grofe aufgenommene Figur im ver-
jiingten MaBe auf das Papier gezeichnet, so dal jede Seite auf dem
Papiere nur %, %-, 45, - - - von der wirklich gemessenen Liinge betrigt, so
ist der Flicheninhalt der Figur auf dem Papiere %, %, Wlﬂ, . . . von dem
Flicheninhalte der #hnlichen, in der Wirklichkeit aufgenommenen Figur.

Ubungsbeispiele.

1. Wie verhalten sich die beiden Grundfliichen der unteren quadratischen
Platten in der Fig. 297

2. In welchem Verhiiltnisse stehen die Oberfliichen der beiden Landkiirtchen
in Fig. 327

3. Ein Plan ist in dem Mafistabe 1:2000 gezeichnet; wie verhiilt sich seine
Fliiche zur wahren (natiirlichen) Grifie?

4. Wievielmal so grofi miissen die Ausdehnungen (Dimensionen) einer Zeichnung
werden, wenn dieselbe ihrer Fliiche nach @) 9mal, ) 3 mal so grofi gemacht werden soll?

5. Die Umfinge zweier iihnlicher Vielecke sind 26 dm 8 ¢m und 19 dm 56 wmm ;
wie verhalten sich @) ihre Seiten, 5) ihre Flicheninhalte?

6. Wenn der Fliicheninhalt eines Dreieckes 56 em?® betriigt, wie grofi ist die
Fliiche eines iihnlichen Dreieckes, dessen Seiten sich zu denen des ersteren verhalten
wie 7:2 (1:10)?

§ 136. Wiederholungsaufgaben.

1. An der Fliche eines Quadrates, dessen Seite 48 ¢m ist, wird der Rand
3 cm breit vergoldet; wieviel dm?® befriigt die Vergoldung?

2. Man will in einem quadratformigen Garten, dessen Seiten 58 m 5 dm ist,
ringsherum einen Weg machen, der eine Breite von 1 # 2 dm haben soll: welchen
Fliicheninhalt wird dieser Weg einnehmen? f

7*
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3. Bestimme den Umfang eines Quadrates, das so grof ist als zwei andere
Quadrate von 8°85 ¢ und 4°72 m Seitenliinge zusammengenommen !

4. Berechne die Seite eines Quadrates, das gleich ist der Summe dreier Qua-
drate mit den Seiten 184 c¢m, 138 em und 552 em!

5. Ein Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 cm Breite und 8 dm 5 cm Hiohe; wie
grof ist der Inhalt der sichtbaren Spiegelfliche, wenn der Rahmen 5 c¢m breit ist!

6. Ein rechteckiges Feld von 72'4 m Liinge verliert durch Anlage eines Weges
1°75 m von seiner Breite; welche Entschiidigung ist dem Eigentiimer zu leisten,
wenn er fiir 1 m? 52 h verlangt?

7. Jemand besitzt einen Garten in der Form eines Rechteckes, der 68°4 m
lang und 42°5 e breit ist; er will denselben mit einer 8 dm breiten Mauer um-
‘fassen; wieviel Grundfliiche wird diese Mauer wegnehmen?

8. A hat zwei Giirten von gleicher Griiie, einen quadratischen von 56 m
Seitenliinge und einen rechteckigen von 42 s Breite; um jeden dieser Giirten will
er eine Hecke anpflanzen lassen; wieviel Meter wird die Hecke um den recht-
eckigen Garten liinger sein als die um den quadratischen?

9. Die beiden Seiten eines Satteldaches bilden Rechtecke von 27 m Liinge
und 6°8 m Breite; sie sollen belattet und mit Ziegeln bedeckt werden. a) Wieviel
Latten von 4°5 s Liinge sind erforderlich, wenn dieselben 17 ¢ voneinander ab-
stehen? b) Wieviel Ziegel braucht man, wenn jeder Ziegel 15 ¢m mnach der Liinge
des Daches deckt?

10. Ein Trapezoid besteht aus zwei Dreiecken, deren gemeinschaftliche Grund-
linie eine Diagonale von 8°4 s Liinge ist und deren Hihen 5'6 m und 4°5 m
betragen; wie grofi ist der Flicheninhalt des Trapezoids?

11. Ein Trapez mit den Parallelen 9°2 dm und 5°8 dm und der Hohe 9°2 dm
soll in ein Rechteck mit der Grundlinie 9°6 dm verwandelt werden; wie grof wird
die Hohe dieses Rechteckes sein?

12. Ein Walmdach, d. h. ein Dach, von dessen vier gleichgeneigten Dach-
fliichen zwei die Form von Trapezen und zwei die Form von Dreiecken haben, soll
mit Schiefer gedeckt werden; die obere Liinge des Daches, der First, betriigt 10°4 e,
die untere Liinge 24 s, die Breite des Dachsaumes 13°6 m und der Abstand des
Firstes vom Dachsaume 8°4 m. Wieviel kostet die Schiefereindeckung, wenn 1 m?
mit 2 K 80 h berechnet wird?

13. Der Umfang eines Dreieckes betriigt 14 m 4 dimm; die Seiten eines ihm
sihnlichen Dreieckes sind 4'5 m, 5°4 m und 6°1 m; wie grofi sind die Seiten des
ersten Dreieckes?

14. Die Seiten zweier iihnlichen Dreiecke verhalten sich wie 4 :5; die Fliche
des ersten Dreieckes ist 8 m?; wie grofi ist die Fliiche des zweiten?

15. Der Flicheninhalt eines Dreieckes, dessen eine Seite 4 ¢ lang ist, betriigt
12 em®; wie groBf ist der Fliicheninhalt eines iihnlichen Dreieckes, in dem die ent-
sprechende Seite 1 dm 5 cm miBt?

16. Die Umfiinge zweier iihnlicher Vielecke sind 23°52 em und 1°784 dm;
wie verhalten sich ihre Fliicheninhalte?

17. In einem Bauplane, in welchem 4 cm des gewiithlten MaGstabes 3 m vor-
stellen sollen, betriigt der Fliicheninhalt des Grundrisses 5°2 dm® 20 em?; wie grof
ist die wirkliche Baufliiche?

18. Auf einer Landkarte sind die natiirlichen Liingen in dem Verhiiltnisse
1 : 250000, auf einer zweiten in dem Verhiiltnisse 1 : 50000 dargestellt; welche Fliiche
nimmt auf der ersten Karte ein Land ein, das auf der zweiten eine Fliiche von
1 dm® 60 em® hat?
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19. Wie groB ist die mittlere geometrische Proportionale zu zwei Strecken
von 8505 dm und 10°5 dm?

(Welche geometrische Deutung lifit diese Aufgabe zu?)

20. Wie grofi ist die dritte stetige Proportionale zu zwei Strecken, die 72°9 m
und 40°5 m Linge haben, wenn die letztere als mittlere geometrische Proportionale
erscheint?

(Welche geometrische Dentung kommt dieser Aufgabe zu?)

VIl. Der Pythagordische Lehrsatz.

§ 187. Man errichte iiber der Hypotenuse AC (Fig. 171) das
Quadrat A CD E, verlingere B und fille darauf die Normalen D F und
17 (5 ebenso fille man auf K G die Normalen 4 H und DJ. Die recht-
winkligen Dreiecke A B C, CDF, DE.J und K H 4, die wir kiirzer durch
e, n, p und g bezeichnen wollen, haben nun eine Fig. 171.
Seite, namlich die Hypotenuse, gleich; ferner hahen
sie auller dem rechten Winkel auch die spitzen Winkel
wechselseitig gleich, weil ihre Schenkel beziehungsweise
entweder || oder aufeinander | sind; jene vier Dreiecke
sind demnach ©O. Aus der Kongruenz dieser Dreiecke -
folgt, daB A H = A B, daB} also 4 BH G das Quadrat
iiber der Kathete 4 B ist; ferner dal DF = DJ =
= B, daf als DF G.J das Quadrat der Kathete B ( ist. — Die Figur
ABFDJH enthilt die Quadrate der beiden Katheten; man erhilt aber
offenbar denselben Flicheninhalt, wenn man von dieser Figur die zwei
Dreiecke 2 und 22 unten wegnimmt und sie oben an die Stelle der Drei-
ecke p und ¢ anlegt; die Figur 4 CDF, die dadurch entsteht, ist das
Quadrat der Hypotenuse 4 C. Da nun diese neu entstandene Figur mit
der friiheren gleichen Flicheninhalt hat, so ist das Quadrat iiber der
Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate iiber den beiden Katheten:

Das Quadrat ACDE = ABGH + GFD.J, d. h.: In jedem
rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat iiber der Hypotenuse
gleich der Summe der Quadrate iiber den beiden Katheten.

Dieser Satz heifit nach dem griechischen Philosophen und Mathe-
matiker Pythagoras (geb. in Samos, lebte um 540 v. Chr.) der Pytha-

gordische Lehrsatz,
Stellet auch diese Fig. aus Pappendeckel dar und liefert den Beweis durch

Deckung!

§ 138. Ein besonders interessanter Fall des Pythagordischen Lehr-
satzes ergibt sich aus Fig. 172. Zeichne ecinen rechten Winkel 4 BC,
trage auf den einen Schenkel 3, auf den andern 4 gleiche Teile, z. B.
Zentimeter, auf und verbinde die Endpunkte durch eine Strecke A C;
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die Hypotenuse des dadurch entstandenen Dreieckes wird genau 5 Zenti-
meter enthalten. Das Quadrat von 3 ist 9, das Quadrat von 4 ist 16
und die Summe der Quadrate 25; das Quadrat

Fig. 172.

der Hypotenuse 5 ist auch 25. s ist also das

\ \\’:‘x‘;' Quadrat der Hypotenuse so grofBl als die Summe

= A4 ";fi){"‘y \, aus den Quadraten der beiden Katheten. Dieses
X XNAD 1Bt sich auch geometrisch ableiten. Zeichnet

cal Sl ,’(\" )
%

| X man nidmlich sowohl iiber der Hypotenuse als
— — # iiber den Katheten Quadrate und zerlegt jedes

derselben in Quadratzentimeter, so sieht man, daf
in dem Quadrate iiber der Hypotenuse ebensoviele
Quadratzentimeter vorkommen als in den Quadranten iber den beiden
Katheten zusammengenommen.

Fiir das gleichschenklige rechtwinklige Dreieck lifit sich durch die
Fig. 173 die Wahrheit des Pythagordischen ILehrsatzes ganz anschaulich
darstellen; woraus zugleich der Satz erhellt, dafl
in jedem Quadrate das Quadrat der Diagonale
doppelt so grof} ist wie das Quadrat selber.

§ 139. Mit Hilfe des Pythagoriischen Lehr-
satzes kann man, wenn zwei Seiten eines recht-
winkligen Dreieckes bekannt sind, durch
Rechnung die dritte Seite finden.

1. Sind die beiden Katheten bekannt, so
erhebt man jede Kathete zum Quadrate und
addiert die Quadrate; diese Summe gibt das
Quadrat der Hypotenuse. Um die Hypothenuse selbst zu erhalten,
ist aus dieser Summe die Quadratwurzel zu ziehen.

a?==b21¢? a=Vb? | ¢
Es sei z. B. die eine Kathete 36 cm, die andere 160 cm; wie groB
ist die Hypotenuse?

Tig. 173.

86 om 36 — 1296
Katheten ) 160 e 160* = 25600

Hypotenuse = V26896 = 164 cm.

2. Sind die Hypotenuse und eine Kathete bekannt, so erhebe man
beide zum Quadrate, subtrahiere vom Quadrate der Hypotenuse das Quadrat
der bekannten Kathete, der Rest gibt das Quadrat der andern noch un-
bekannten Kathete; will man diese Kathete selbst finden, so darf man
nur aus jenem Reste die Quadratwurzel ziehen.

b= a? — ¢, b——"Vaﬂ—c”;

e = — b2, e =\Va?® — b2

(!
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Es sei z. B. die Hypotenuse 2 m 8 em, eine Kathete 8 dm; wie
groll ist die andere Kathete? -
Hypot. 208 em 2082 = 43264
Kathete 80 em 802 = 6400

Zweite Kathete — V36564 = 192 cm.
§ 140. Konstruktionsaufgaben.
1. Kin Quadrat zu konstruieren, das der Summe zweier
gegebener Quadrate gleich ist.
Man Kkonstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen IKatheten gleich sind den
Seiten der gegebenen Quadrate; die Hypotenuse dieses Fig. 174.
Dreieckes ist die Seite des verlangten Quadrates.

ZHEinQuedratiz itkonstrateren; dags B
der Differenz zweier gegebener Quadrate il
gleich ist. - D
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen /
Hypotenuse gleich der Seite des grifieren und dessen eine
Kathete gleich der Seite des kleineren Quadrates ist; dann LN
ist die zweite Kathete die Seite des verlangten Quadrates. A . ‘B 6T
3. Ein Quadrat zu konstruieren, das
doppelt, 3mal, 4mal, ..... so groll ist als ein gegebenes
Quadrat A BCI (Fig. 174). Fig. 175.
Zieht man in dem gegebenen Quadrate die Diagonale T
B1, so ist diese die Seite eines doppelt so grofien Quadrates; g "« /'1
macht man daher 42 = BI und beschreibt iiber 42 das e et
Quadrat A 2D J, so ist dieses das doppelte des gegebenen * N r
(uadrates. Zieht man die Strecke B2 und macht 43 = B2, 2c—x j\,\E
w0 ist das Quadrat A3 FG B3mal so grol als A1CB. 1 =S \’\"- \
{Ebenso erhiilt man, wenn man A4 = B3 macht, A4 HJ My fe [
als das 4fache des gegebenen Quadrates. i e Dl
4. Ein Quadrat zu konstruieren, das 4 B
2mal, 4mal, 8mal, ..... so grofl ist als ein
gegehenes Quadrat A BC1 (Fig. 175). 7

Man ziehe in dem gegebenen Quadrate
die Diagonale B, diese ist die Seite eines
2mal so grofien Quadrates; macht man daher
42 = AD = BI, so ist das Quadrat ADFE2
doppelt so grofi als A BC1. Zieht man ferner
in dem neuen Quadrate 7
ADE2 die Diagonale
D2 und macht 44 =
AF = D2, so ist das
Quadrat 4 F G4 4mal
sogrofi als das gegebene. b 2
Ebenso erhiilt man, wenn (4
die Diagonale F'4 ge- 2 7
zogen und A8 = AH &
= 4 gemacht wird, das 8mal so grofie Quadrat A HJS.

Fig. 1.
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5 BEin Quadrat zu zeichnen, das so groB ist wie drei
gegebene Quadrate zusammengenommen.
Die drei Strecken a, b, ¢ seien die Seiten der gegebenen Quadrate;
die Konstruktion ist an der Fig. 176 leicht ersichtlich.
Wegen b | o ist ¥2 = a® -4 b? und wegen ¢ | y ist 2 = y*|
Fig. 177. +el=a®+ b*+ ¢ so daB mnpq das
c verlangte Quadrat ist.
6. Ein Quadrat zu konstruieren,
das die Hélfte eines gegebenen
F Quadrates ABCD (Fig. 177) ist.
Man ziehe die beiden Diagonalen 4 ¢ und BD,
die sich in F | schneiden; das Quadrat BE C F ist
"B dann die Hiilfte des gegebenen Quadrates.
7. Ein Quadrat zu zeichnen, das der fiinfte
Teil eines gegebenen Quadrates ist. (Teilung des gegebenen Quadrates in 5 fliichen-
gleiche Rechtecke und Verwandeln eines derselben in ein Quadrat.)

§ 141. Rechenaufgaben.
1. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind @) 35 m und 12 m,
b) 15°1 m und 6°8 m, ¢) 3 m 15 em und 4 m 2 dm, d) 3°55 dm und 852 mm; wie
grof ist die Hypotenuse, der Umfang und der Fliicheninhalt?
2. In einem rechtwinkligen Dreiecke betriigt
@) die Hypotenuse 51 dm, eine Kathete 24 dmn;

0L i BT i, 5 60 dm;
cli i 1580 may o=, 3 0°83 m;
dh; 4 689 mm, ,, » - 268 om;

berechne die andere Kathete, den Umfang und den Fliicheninhalt?

3. Wie lang muf3 eine Leiter sein, damit sie an einer Mauer 6 m hoch reiche,
wenn sie unten 2°5 m weit von der Mauer aufgestellt werden soll?

4. Berechne die Hypotenuse und den Fliicheninhalt eines rechtwinklig glelch-
schenkligen Dreieckes, dessen Kathete 1°64 s betriigt!

5. In einem rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecke ist die Hypotenuse 58 mm ;
wie lang ist jede Kathete, wie grof der Flicheninhalt?

6. In einem gleichseitigen Dreiecke betriigt eine Seite 8 dm; wie groB ist
@) die Hihe, b) der Flicheninhalt?

7. Berechne die Hohe und den Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreieckes,
dessen Seite @) 24 em, b) 4°26 m lang ist!

8. Wie grof ist die Seite eines Quadrates, das mit einem gleichseitigen Drei-
ecke von 4'6 dm Seitenliinge flichengleich ist?

9. In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie 3°46 - und
die Hohe verhiilt sich zur Grundlinie wie 2°12:1°73; wie lang ist ein Schenkel?

10. In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie 4°8 din und jede
der gleichen Seiten 5°2 dm; wie grof ist @) die Hohe und b) der Fliicheninhalt?

11. Bei einem gewdhnlichen Hausdache (Satteldach) ist der Dachstuhl 14 s breit;
wie lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl 6 7 hoch werden soll?
12. Wie groB ist die Diagonale eines Quadrates, dessen Seite 1 m ist?

13. Die Diagonale eines Quadrates ist 1 m 7 dm; wie grof ist die Seite, wie
grot der Flicheninhalt?
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14. Eine quadratische Tischplatte hat 0°961 m®; wie lang ist die Diagonale
und der Umfang? :

15. Die anstofienden Seiten eines Rechteckes sind 8'85 s und 4'72 m; wie
lang ist die Diagonale?

16. In einem Rechtecke betriigt die Diagonale 923 mm und eine Seite 555 mm ;
wie grofi ist die zweite Seite?

17. Wie groB ist die Diagonale einés Rechteckes, dessen Liinge 5°2 % und
dessen Fliicheninhalt 20°28 ® betriigt?

18. Die Diagonalen einer Raute betragen 2°26 m und 1°75 m; berechne @)
die Seite, ) den Umfang, ¢) den Fliicheninhalt!

19. IEin Garten hat die Form eines Rhombus; wieviel @ enthiilt er, wenn eine
Seite 24 m und eine Diagonale 32 m betrigt?

20. Ein Quadrat mit der Seitenliinge 1°2 m ist fliichengleich mit einem Rhombus,
dessen eine Diagonale 1'8 #n betriigt; wie grofi ist @) die zweite Diagonale, b die
Seite, ¢) der Umfang dieses Rhombus?

21. Die Seite eines regelmiiffigen Sechseckes s = 1 dm: berechne den Abstand e
des Mittelpunktes von einer Seite und den Flicheninhalt f dieses Sechseckes!

Wiederholungsaufgaben.

§ 142, 1. Zeichne ein beliebiges schiefwinkliges Dreieck und verwandle es in
ein rechtwinkliges! Berechne Umfang und Inhalt desselben aus den notwendigen
Abmessungen !

2. Zeichne ein Dreieck mit der Grundlinie 86 s und den anliegenden
Winkeln 60° und 45° und verwandle es in ein Dreieck iiber derselben Grundlinie
mit dem anliegenden Winkel 30°!

8. Zeichne ein Dreieck und verwandle es in anderes mit lingerer Grundlinie!

4. Konstruiere ein Dreieck mit der Grundlinie 42 msn und der Hiéhe 32 mm
und verwandle dieses in ein anderes Dreieck, dessen Hohe 4 c¢m ist!

B, Zeichne ein Dreieck mit den Seiten 85 mm, 30 mm und 40 men und ver-
wandle es in ein Rechteck von gleicher Hohe!

6. Konstruiere ein Parallelogramm, in welchem die Seiten 30 mm und 24 mm
den Winkel 45" einschliefen und verwandle es in ein Parallelogramm, das den
Winkel 45° und die Seite 26 mum enthilt!

7. Zeichne ein Viereck und verwandle es in ein Dreieck!

8. Verwandle ein unregelmiiffiges Siebeneck in ein Sechseck, in ein Fiinfeck,
— Viereck, — Dreieck, Rechteck, Quadrat; mif die Seite dieses Quadrates und
berechne daraus den Fliicheninhalt desselben, welcher zugleich Inhalt des gegelenen
Siebenecks ist!

9. Zeichne drei kongruente unregelmiifiige Sechsecke und bestimme den
Fliicheninhalt bei dem ersten und zweiten nach den in § 34 unter @) und 4/ ange-
gebenen Methoden, bei dem dritten aber mittels Verwandlung in ein Quadrat!

10. Teile ein Dreieck von einem Endpunkte aus in drei Teile, die sich zuein-
ander wie 1:2 :3 verhalten sollen!

11. Teile ein Rhomboid in 2 Teile, die zueinander im Verhiiltnisse wie
% :3 stehen!

12. Teile ein Dreieck von einem Punkte einer Seite aus in drei gleiche Teile!
Vergleiche Fig. 157!
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VIIL. Ur;'lfang und Flacheninhalt des Kreises.

1. Umfang des Kreises.

§ 143. Das einem Kreise eingeschriebene regelmillige Sechseck hat
einen kleineren, das umgeschriehene regelmiflige Seckseck einen groBeren
Umfang als der Kreis. Bestimmt man daher die Umfénge dieser Sechsecke,
so erhélt man zwei Werte, zwischen denen der Umfang des Kreises liegt.

In noch engere Grenzen wird die Kreislinie durch zwei:dem Kreise
eingeschriebene und umgeschriebene regelmilflige 12-, 24-, 48-, ... Ecke
eingeschlossen. Durch Berechnung der Umfinge solcher Vielecke, deren
Seitenzahl immer um das Doppelte zunimmt, hat man ndherungsweise
die Linge des Kreisumfanges bestimmt und gefunden, dall der Umfang
eines Kreises 5°14159 ... mal so lang ist als der Durchmesser.

Die Zahl, die das Verhiltnis zwischen dem Umfange eines Kreises
und dem Durchmesser angibt, heiBt die Ludolfische Zahl*) und
wird mit dem griechischen Buchstaben s%%) bezeichnet. Es ist also
n=3"14159 .... In vielen Fillen ist der Niherungswert = = 31 oder
a =314 ... ausreichend.

Zur Veranschaulichung nehme man einen aus Holz gefertigten Kreis,
dessen Durchmesser 1 Dezimeter betrigt, umspanne den Umfang miglichst
genau mit einem Faden und messe dann die Linge dieses Fadens. Man
findet, daB der Faden, also auch der Umfang des Kreises 3 Dezimeter
und beinahe 14 Millimeter, d. i. beinahe 3°14 Dezimeter lang ist.

Konstruktionsaufgabe. Stelle den Umfang eines Kreises
(r = 21 mm) ndherungsweise als Strecke dar! (Der Durchmesser des
gegebenen Kreises ist 3fmal auf einem Halbstrahle aufzutragen.)

Bezeichnet 7 den Halbmesser, d den Durchmesser und % den Umfang
eines Kreises, so hat man nach dem Vorhergehenden

w = nd oder w = 2xr, daher
2
5. d. h.
1) Der Umfang eines Kreises ist gleich dem Produkte aus
dem Durchmesser (oderdem doppelten Halbmesser) und der
Ludolfischen Zahl.
2. Der Durchmesser eines Kreises ist gleich dem Um-
fange dividiert durch die Ludolfische Zahl.

2%
d= — und r =
JT

*) Benannt nach Ludolf von Ceulen (geboren am 28. Jinner 1540 in Hildesheim,
gestorben am 31. Dezember 1610 in Leyden), der diese Zahl zuerst auf 35 Dezimal-
stellen berechnete.

*) lies: pi (Anfangsbuchstabe des griechischen Wortes Peripherie).
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3. Der Halbmesser eines Kreises ist gleich dem Um-
fange dividiert durch die doppelte Ludolfische Zahl.

Heifit U der Umfang eines zweiten Kreises, der den Halbmesser R
und den Durchmesser D hat, so ist

Usu—nl:wnd—1:4d und

U= 2 2mr — hax:dah
die Umfénge zweier Kreise verhalten sich wie ihre Durch-
messer oder Halbmesser,

§ 144. Laénge eines Kreisbogens. Wenn (Fig. 178) die Winkel
AOM, MON, NOP, POB und COQ, QOR, ROD einander gleich
sind, so miissen auch die Bogen AM, MN, NP,
PB und CQ, QR, RD gleich sein.

Es ist daher nicht nur der Winkel 40 M
in dem Winkel AOB 4mal und in COD 3mal
enthalten, sondern es kommt ebenso der Bogen
AM in A B 4mal, in CD 3mal vor, so dall folgende
Verhiltnisse stattfinden:

Winkel AOB: Winkel COD=4:3 und

Bogen A B: Bogen D =4:3. :

Daraus folgt: Bog. AB:Bog. CD =< AOB:< COD, d. h.

In demselben Kreise verhalten sich die Kreisbogen
wie die zugehdrigen Zentriwinkel.

§ 145. Ein Bogen kann im GradmaBe durch Grade, Minuten
und Sekunden oder im LiingenmaBe durch die Lingeneinheit aus-
gedriickt werden.

Um einen Kreisbogen, der im Gradmafie gegeben ist, im
LingenmaBe und umgekehrt zu bestimmen, wendet man den aus § 144
hervorgehenden Satz an:

Die Linge eines Bogens verhdlt sich zu dem Umfange
des Kreises wie der entsprechende Zentriwinkel zu 360°

Bezeichnet in einem Kreise, dessen Halbmesser 7 ist, b das Lingen-
maf eines Kreishogens, dessen Gradmal m ist, der also dem Zentri-
winkel ° entspricht, so hat man nach diesem Satze

b:2xar=m": 3609

aus welcher Proportion jede der drei GroBen b, m, » berechnet werden

kann, wenn die beiden anderen gegeben sind; b = Elg—%r

Z. B. Wie lang ist ein Bogen von 35° in einem Kreise, dessen
Halbmesser 2 dm ist?
Umfang = 4 dm X 314 = 12:66 dm; © : 12:56 = 35 : 360,
daher Bogenlinge z = 1:22 dm.
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§ 146, Konstruktionsaufgaben,

1. Konstruiere mit Hilfe der Zahl des Archimedes (z = 3}) eine Strecke, die
niitherungsweise dem Umfange eines gegebenen Kreises gleich ist!

2. Konstruiere den Durchmesser d eines Kreises, dessen Umfang der gegebenen
Strecke s gleich ist! (s:d =22:7).

Rechenaufgaben.

1. Der Durchmesser eines Kreise betriigt 6 dme; wie grof ist der Umfang:

6 dm >} 8% oder 6 dm X} 8°14 pgenauer 6 dm } 3'1416
15§ dm 18784 dm; 1878496 dim.

2. Wie grofi ist @) der Durchmesser, ) der Halbmesser eines Kreises, dessen
Umfang 20 m betriigt?

3. Der Minutenzeiger einer Uhr ist 14 em lang ; welche Liinge hat der Weg,
den seine Spitze in einer Stunde beschreibt?

4. Das Schwungrad an einer Maschine hat 24 m Durchmesser; wie lang ist
sein Umfang?

5. Jeder Grad des Erdiquators ist 15 geographische Meilen lang; wie grof
ist @) der Umfang, &) der Halbmesser des Aquators?

6. Von einem gezahnten Rade von 1 3 dm Durchmesser soll die Entfernung der
Ziihne von Mitte zu Mitte 2 dim 2 em betragen; wieviele Ziihne wird das Rad erhalten?

7. Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1°1 e betriigt, hat auf einer zuriickge-
legten Strecke 240 Umliufe gemacht; wie lang war die Strecke?

8. An einem Wagen hat jedes Vorderrad 1 m, jedes Hinterrad 1°4 m Durch-
messer; wieviel Umliiufe hat jedes Rad gemacht, wenn der Wagen eine Strecke von
1 km zuriickgelegt hat?

9. Welchen Durchmesser hat ein Lokomotivrad, das sich auf einem Schienen-
weg von 990 . 314 mal umdreht?

10. Von zwei Rollen, die durch dieselbe Schnur in Umlauf gesetzt werden,
hat die eine 2°4 dm im Durchmesser und dreht sich 8 mal, wiihrend die andere
8 Umdrehungen macht; welchen Durchmesser hat die zweite Rolle?

11. Man will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen machen; wie grof wird man
den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des Umfanges rechnet?

12. Ein kreisrundes Wasserbecken (Bassin) hat im Umfange 42 Steine, deren
Jeder an der inneren Seite 29 em lang ist; wie lang muf ein Balken sein, damit er
genau iiber die Mitte reiche und auf jeder Seite noch 6 dm hervorstehe?

13. Der Durchmesser der Winde bei einem Brunnen ist 87 em; wie tief ist der
Brunnen, wenn das Seil, das bis auf den Boden reicht, 12mal um die Winde geht?

14. Wie lang ist ein Bogen von 45° bei einem Kreise, dessen Halbmesser 2 dm ist?

15. Bestimme die Bogenliinge von a) 56° &) 120° ¢) 150° in einem Kreise vom
Halbmesser » = 1 m!

16. Der Durchmesser eines Kreises ist @) 1m, b) 2 m, ¢) 3 m; welche Liinge
hat in jedem Kreise ein Bogen von 60"

17. Ein Bogen von 48" hat 1°26 o Liinge; wie lang ist der Halbmesser_ dieses
Kreises?

I8. Welchen Durchmesser hat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° a) 8 dim,
b) 75 dm, c) 25°2 dm, d) 4'5 m lang ist?

19. Wieviel Grad hat cin Bogen von 7°858 dm Liinge, wenn der Kreisdurch-
messer 2 m betriigt?

20. Die Stadt Graz hat eine geographische Breite von 47° 4‘; wieviel km ist
sie vom Aquator entfernt, wenn man den Meridian als einen Kreis von 6371°56 km
Halbmesser annimmt?
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2. Fldcheninhalt des Kreises.

§ 147, Nach § 94 ist der Kreis ein regelmiBiges Viel-
eck von unendlich vielen Seiten. Jeder Kreis ist, wie das
regelmiifiige Vieleck, einem Dreiecke flichengleich (§ 131),
dessen Grundlinie der Umfang.und dessen Hohe der Halb-
messer des Kreises ist.

Macht man 4 C'= CB =31 00 (Fig. 179), so ist 4 B gleich dem
Umfange (§ 143) und das Dreieck 4 B O gleich der Fliche des Kreises. Legt
man /\ O C B pas- Fie. 179.
send an A\ ACO ¢
(wie in der Figur),
so erhidlt man das

Rechteck ACOD, i1 € i H 0

das der Fliche des ‘

Kreises gleich ist, i

denn A\ OCB = A5 7 7 B ; P

/. 0A4C. Macht

man OF = FF — F @ und zieht die Normalen auf 4 B, so erhilt man
die Figuren COHE, EHJF, FJK G und GK D A, von denen die drei
ersten Figuren Quadrate iiber dem Halbmesser des Kreises sind
und die letzte Figur der 7. Teil eines solchen Quadrates ist.
Folglich besteht das Rechteck 4 COD aus 31 Quadraten iiber dem Halb-
messer des Kreises und da dieses Rechteck dem gegebenen Kreise flichen-
gleich ist, so gilt der Satz:

Der Fldacheninhalt eines Kreises ist gleich dem Produkte
aus dem Quadrate des Halbmessers und der Ludolfi-
schen Zahl

i—

G BEefinatr—0dm * I8t - fi=— . hiosdeld S Oh =—Bclys
f =85 dm?

Bezeichnet /' den Flicheninhalt eines zweiten Ireises, dessen Halb-
messer [ ist, so hat man ebenso F'= x R?*; daher

i = il s —— dhheipased ihe

die Flicheninhalte zweier Kreise verhalten sich wie die
Quadrate ihrer Halbmesser.

st umgekehrt der Flicheninhalt eines Kreises bekannt und die
Léinge des Halbmessers zu suchen, o braucht man nur den: Flichen-
inhalt durch die LudolMische Zahl zu dividieren; der Quotient stellt das
Quadrat des Halbmessers vor; zieht man daraus die Quadratwurzel, so
hat man den Halbmesser selbst: folglich
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o Beiagicl G g 1
?_I/ﬂ. 0 B e o M Sbr=— 06

r—6 m.
Veranschauliche an der Fig. 179 folgenden Satz: Der Flachen-
inhalt eines Kreises ist gleich dem Umfange multipliziert

mit dem halben Halbmesser.

r
0. —

~
§ 148. Durch die Fig. 180 wird der folgende Satz veranschaulicht:
Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes ist gleich dem
Fig. 180. Produkte aus dem im Léingen-
malBe ausgedriickten Bogen
und dem halben Halbmesser;

. /i
fzb.?.

Um den Flacheninhalt
eines Kreisabschnittes zu ‘finden,
berechnet man den Flicheninhalt des
zugehorigen Kreisausschnittes und sub-
trahiert davon den Inhalt des Drei-
eckes, um das der Ausschnitt grofer als der Abschnitt ist.

Der Flacheninhalt eines Kreisringes (Fig. 181) wird gefunden,
indem man die Flichen der beiden Kreise, deren Unterschied der Ring
ist, berechnet und voneinander subftrahiert.

f=Rn— g =(R*—rYx

Vergleiche Form und Inhaltsberechnung
von Trapez und Kreisring, von Trapez und
Kreisringausschnitt!

Kreisting = (U + w) l;—; Kreis-

ringausschnitt = (Bog + bog).wgi, wobei
B

- die halbe Ringbreite bezeichnet.

§ 149. Konstruktionsaufgaben.
1. Aufgabe. Einen Kreis (r = 10mun, r =15mm) in ein Dreieck zu
verwandeln. (Fig. 182))

2. Verwandle einen gegebenen
Kreis (# = 85 mm) in ein Rechteck,
dessen Hihe dem Halbmesser gleich

ist! (g =2,
2

Fig. 182.

3. Verwandle einen gegebenen
B A ¢ Kreis (r =40 mm) in ein Quadrat!
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4. Konstruiere einen Kreis, welcher ¢) der Summe, b) der Differenz zweier ge-
gebener Kreise gleich ist! (Mit Hilfe des Pythagoriiischen Lehrsatzes.)

5. Konstruiere einen Kreis, welcher der Summe von 3 gegebenen Kreisen
gleich ist!

6. Es soll eine Kreisfliiche konzentrisch in 2 (8) gleiche Teile geteilt werden!

7. Eine Kreisfliiche ist vom Mittelpunkte aus in 3 Teile zu teilen, die sich
verhalten wie 1:2:3!

Rechenaufgaben.
1. Der Halbmesser eines Kreises ist 10 m; wie groB ist der Fliicheninhalt?
Halbm. = 10m oder 10 X 10
Durchm. = 20 m 100 X 31416
Umfang = 62°832m f=3814"16 m* =3 a 14m?* 16 dm’.

halb. Halbm. = 5m
Flicheninhalt = 31416 m?.

2. Der Halbmesser eines Kreises ist @) 28 dm, &) 1'8m, ¢) 2'63 m, d) 353 cm;
wie grof ist der Umfang, wie groffi ist der Flicheninhalt?

8. In einem Kreise ist der Durchmesser @) 13 m, &) 5 8 m, ¢) 07135 m, d) 8 dmn
8 em 4 mm; berechne den Umfang und den Flicheninhalt!

4, Der Umfang eines Kreises ist @) 2°5m, b) 0°8168 m, ¢) 131°95 dm,
) 18°3469 m; wie lang ist der Halbmesser, wie grofi ist der Fléicheninhalt?

5. Der Durchmesser eines Kreises ist 2 dm lang, ebenso grof ist die Seite eines
Quadrates; um wieviel ist der Fliicheninhalt des Kreises kleiner als der des Quadrates?

6. Wie grofi ist der Halbmesser eines Kreises, dessen TFliicheninhalt 7 m?
76 dm® betriigt?

7 m? 76 dm® = 776 dm?® 776:8°14 = 247" 14
r= V24714 =15"T dm =1m 5 dm 7 em.

7. Wie lang ist der Halbmesser eines Kreises, dessen Flicheninhalt ) 86§ dm?,
b) 1451°44 em?, ¢) 84 dm® 90 em® 56 mm® betriigt?

8. Die Durchmesser zweier Kreise sind 2°4 dm und 8'6 dm lang; wie verhalten
sich @) ihre Umfiinge, #) ihre Flicheninhalte?

9. Wie verhalten sich die Fliicheninhalte zweier Kreise zueinander, wenn sich
ihre Umfiinge wie 8:5 verhalten?

10. Ein kreisrundes Zimmer hat 5} 7 im Durchmesser; wie grof ist der Flichen-
inhalt?

11. Eine Scheibe hat 1 # 48 em im Umfange; berechne @) ilwen Durch-
messer, b) ihren Fliicheninhalt!

12. Der Umfang eines Baumstammes mifit 22 »2; wie lang ist der Durchmesser,
wie grofi der Fliicheninhalt eines Querschnittes?

13. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der an Inhalt gleich ist einem
Quadrate mit der Seite s = 2 m 3 dmn!

14. Ein Kreis hat mit einem Quadrate gleichen Umfang, niimlich 942 dmn;
wie groB ist der Unterschied .der Flicheninhalte des Kreises und des Quadrates?

15. Wie grof ist der Inhalt eines Kreisausschnittes, dessen Halbmesser 5°8 m
und dessen Bogenlinge 8°2 m ist?

16. Ein Kreisausschnitt von 4°52 dm Halbmesser @) 18° ) 40°% ¢ 106° 80°;
welche Liinge hat der Bogen, wie grof§ ist der Inhalt des Ausschnittes?

17. Wieviel Grade umfafit der Bogen eines Kreisausschnittes, dessen Fliiche
74'2 dm?® und dessen Halbmesser 7 dm betriigt?

18. Wie grof ist die Fliche eines Kreisabschnittes, dessen Halbmesser 50 mm

dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist?
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19. Um einen kreisrunden Teich, der eine Fliiche von 15a bedeckt, fithrt ein
Weg von 125 ¢ Breite; welche Fliche nimmt derselbe ein?

20. Wieviel m? Blech braucht man zu einem Schilde von der Form eines Hall-
kreisringes, wenn der Halbmesser des grofien Kreises 1'4 m und jener des kleinen
0°95 m betriigt?

IX. Die Ellipse und einige andere krumme Linien.

1. Die Elipse.

§ 150. Es seien in einer Geraden zwei Punkte 4 und B (Fig. 183)
gegeben. Befestigt man in 4 und B Stifte und legt um dieselben einen

Fig. 183. an den Enden zusammengebundenen Faden,

R S der linger ist als der Abstand AB der
: E beiden Punkte 4 und B, spannt sodann
P den TFaden mittels eines Zeichenstiftes M

und fithrt diesen so, dall der Faden immer
) straff gespannt bleibt, um die beiden Punkte

|

C ral
\A\\ T B herum, so beschreibt der Punkt M eine
D T i krumme Linie, die Ellipse heilBit.
\F,/ Die Ellipse ist eine krumme Linie,

in der die Summe der Entfernungen
eines jeden Punktes von zwei gegebenen Punkten immer
dieselbe ist.

Die Ellipse ist, wie der Kreis, eine geschlossene krumme Linie.

Die zwei gegebenen Punkte A und B heilen die Brennpunkte
der Ellipse: die Entfernungen eines Punktes M von den beiden Brenn-
punkten, néimlich die Strecken 4 M und B M, werden Leitstrahlen
dieses Punktes genannt.

Die Strecke CD, die durch die beiden Brennpunkte geht, heiBt
die groBe Achse. Die Endpunkte (’ und D derselben heiBen die
Scheitel und der Halbierungspunkt O der Mittelpunkt der Ellipse.
Die groBe Achse CD ist gleich der gegebenen Strecke RS. Man kann
daher sagen:

Die Summe der beiden Leitstrahlen eines jeden
Punktes der Ellipse ist der groBen Achse derselben gleich.
AM4+ BM=AF -+ BF =...= (D,

Die Strecke [F, die im Mittelpunkt O auf der groBen Achse
normal steht, heiBt die kleine Achse der Ellipse.

Die Entfernung eines Brennpunktes der Ellipse von dem Mittel-
punkte derselben heifit die Exzentrizitit der Ellipse (4 0 und B O).
Je Kkleiner die Exzentrizitit ist, desto mehr nithert sich die Ellipse einem
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Kreise. Ein Kreis kann daher als eine Ellipse, deren Exzentrizitit Null
ist, angesehen werden.

Die Ellipse wird vielfach angewendet: man macht z B. Gewdlbe, Wasser-
behiilter, Rasenpliitze, Blumenbeete u. dgl. von elliptischer Form; von Bedeutung
aber ist diese Linie in der Astronomie, indem unsere Erde und alle Planeten unseres
Scnnensystems in mehr oder weniger gestreckten Ellipsen sich um die Sonne be-
wegen, die sich in einem der Bremnpunkte aller jener elliptischen Bahnen befindet.

In dem rechtwinkligen Dreiecke 4 OF (Fig. 183) ist die Hypo-
tenuse 4 F' gleich der halben groBen Achse (@), die Kathete OF gleich
der halben kleinen Achse (4) und die Kathete 4 (0 gleich der Exzen-
trizitit (e) der Ellipse. Sind daher von diesen drei Grofen zwei gegeben,
0 kann man aus denselben die dritte bestimmen.

a? = b2 4 e*; b?* = a® — e?; e® = a* — b2

§ 161, Konstruktionsaufgaben. Wenn die grofie Achse und
die Entfernung der beiden Brennpunkte gegeben sind,
beliebig viele Punkte der Ellipse zu bestimmen.

Es seien (Iig. 184) 4 und B die beiden Bremmpunkte. Man ziche
durch dieselben eine Gerade, halbiere den Abstand A B in O und trage
von O aus bis C und D die halbe Linge der Fig. 184,
gegebenen groBen Achse auf; C'D ist nun die Tl A
grofle Achse der Ellipse, ¢ und D sind ihre B G RO
Scheitel. Beschreibt man ferner mit der halben '
sroflen Achse aus beiden Bremnpunkten nach
oben und unten Bogen, so liegen die Durch-
schnittspunkte £ und F in dem Umfange der
Ellipse. Zieht man durch diese Punkte die
Strecke B F, so mull dieselbe, weil tiber 4B als
Grundlinie auch oben und unten ein gleichschenkliges Dreieck gedacht
werden kann, durch den Punkt O gehen und auf 4 B normal stehen; K I
ist also die kleine Achse der Ellipse. Nun nehme man in der Strecke
A B irgend einen Punkt V7 an, so wird dadurch die grofle Achse in zwei
Abschnitte geteilt; beschreibt man zuerst mit dem grofieren C'V aus
beiden Brennpunkten nach oben und unten Bogen und dann ebenso mit
dem kleineren Abschnitte DV, so sind die vier Durchschnittspunkte M,
N, P und @ Punkte der Ellipse, weil fiir jeden derselben der eine
Leitstrahl dem Abschnitte C 7 der groBen Achse und der andere Leitstrahl
dem Abschnitte DV, also ihre Summe der ganzen groBen Achse, gleich
ist. Auf diese Art kénnen, wenn man in der Strecke 4.5 verschiedene
Punkte annimmt, beliebig viele Punkte der Ellipse bestimmt werden.
Verbindet man diese Punkte durch eine stetig gekriimmte Linie, so erhilt
man dadurch die verlangte Ellipse und zwar umso genauer, je mehr
Punkte derselben man bestimmt hat.

Modnik-Halbgebauer, Geometrie. 8

\ P
\ o \
B2 \
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Es-ist eine Ellipse zu konstruieren, von welcher die beiden Achsen
AB und CD gegeben sind.

1. Art. Bestimmen der beiden Bremnpunkte der Ellipse und Kon-
struieren derselben nach dem eben heschriebenen Verfahren in § 151.

2. Art. nach Fig. 185.

Fig. 185. Fig. 186.

§182. 1. In ein gegebenes
Rechteck MNP (Fig. 186)
eine Ellipse zu zeichnen.

Man ziehe durch die Mitten der
Seiten die Strecken CD und EF, so
sind diese beziiglich die grofie und die
kleine Achse und ihr Durchschnitt O
der Mittelpunkt der Ellipse. Teilt man
nun sowohl die C'Q als die ('O in gleich viele, z. B. in vier gleiche Teile, und ver-
bindet die Teilungspunkte I, II, III der Q) mit £ die Teilungspunkte I, IT, IIT der
(€' O mit F durch gerade Linien, so geben die Durchschnitte 1, 2, 3 dieser Geraden
Punkte der Ellipse, durch deren Verbindung man den zwischen ¢ und K liegenden
Ast dieser Linie erhiilt. Ebenso kann man die zwischen ¥ und D, D und F, F und
(' liegenden Punkte der Ellipse bestimmen.

2. Einem Trapeze eine Ellipse einzuschreiben.

Die Mitten E und G (Fig. 187) der beiden Parallelseiten sind Punkte der
Ellipse; ebenso die Punkte F' und F, die man erhiilt, wenn man durch den Durch-
schnitt O der Diagonalen die HF'|| AB zieht.
Teilt man dann jede der zwei Parallelseiten in
10 gleiche Teile, verbindet die ersten zwei und
die letzten zwei Teilungspunkte durch Strecken
» und zieht auch von den Punkten K, F, ¢/, H
zu den gegeniiberstehenden Eckpunkten des
Trapezes Strecken, so liegen die Durchschnitte
L, M, N, P, ), R, S, T dieser und der friiher
gezogenen Strecken in der Ellipse. Man hat
also zur Bestimmung der Ellipse zwolf Punkte.

§ 183. Flacheninhalt der Ellipse. Man hat gefunden, daB eine
Ellipse ebensoviel Fliche einschlieft wie ein Kreis, in dem das Quadrat
des Ha]bme_ssers gleich ist dem Produkte aus den beiden Halbachsen der
Ellipse. Da nun der Flicheninhalt eines Kreises gleich ist dem Quadrate
des Halbmessers multiplizieri mit der Ludolfischen Zahl, so folgt:

Fig. 187.
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Der Flacheninhalt einer Ellipse wird gefunden,indem man das
Produkt der beiden halben Achsen mit.der LLudolfischen
Zahl multipliziert; f=a.b. .

Z. B. wie grofi ist der Flicheninhalt einer Ellipse, deren Achsen
11 m und 7 m sind?

Produkt der Halbachsen = i1 X

Flicheninhalt — 19-;-)( 3%+ =601

§ 1564. Aufgaben.

1. Die kleine Achse der Ellipse ist 8 dm, die Exzentrizitiit 8 dm; wie grof
ist die halbe grofie Achse?

2. Bei einer Ellipse ist ¢ = 1'6 m, die groBe Achse 6'8 m; wie grof ist die
kleine Achse?

8. Die Bahn unserer Erde um die Sonne ist eine Ellipse, deren halbe groBe
Achse 20657700 und deren halbe kleine Achse 20655100 geographische Meilen
betriigt; wie grofi ist die IExzentrizitit der Erdbahn?

4. Ein Giirtner hat eine Ellipse zu konstruieren, deren Achsen 522 em und
378 em betragen; wie weit muf er die Brennpunkte voneinander nehmen?

5. Bei einer Ellipse ist @ = 29 dm, b = 22 dm; wie grof ist der Fliicheninhalt?

G. Wie grof ist @) der Tliicheninhalt, 5) der Umfang einer Ellipse, deren
Achsen 435 m und 302 m betragen! [u = (a-+b).7x]

7. Ein Blumenbeet hat die Form einer Ellipse von 4} i Linge und 3% m
Breite; wie grof ist der Flicheninhalt und der Umfang?

8. Wie grof ist der Flicheninhalt einer Ellipse, deren kleine Achse 7'2 dm
ist und deren Brennpunkte 3 dm voneinander abstehen?

9. Die elliptische Grundfliiche eines Gefiifies soll 10 dm?* betragen. Wie lang mufi
die groBe Achse genommen werden, wenn die kleine Achse eine Liinge von 28 em hat?

10. Die kleine Achse einer Ellipse ist 1°12 m, die Exzentrizitit 105 m; wie
grof ist der Halbmesser eines Kreises, der mit der Ellipse gleichen Inhalt hat?

l\«l)—lwl_q

Lot
£ Z
= 605dm“—60dm’ 50 em?.

2. Konstruktion verschiedener krummliniger Gebilde.

§ 165, 1. Aus vier Kreishogen kann durch verschiedene Kon-
struktionsarten eine geschlossene krumme Linie, die sich an Gestalt
einer Kllipse ndhert, hergestellt werden.

@) Man beschreibe (Fig. Fig. 188. : Fig. 189.

L

188) aus zwei Dbeliebigen
Punkten 4 und B mit ihrem
Abstande A B als Halbmesser
zwei Kreise, die sich in ¢ und
D schneiden, und ziehe aus ¢
und D durch 4 und B Gerade,
welche die Peripherien der
beiden Kreise in M, N, P und
) schneiden. Beschreibt man dann aus ¢/ den Kreisbogen

MN und aus D den Kreishogen ¢ P, so erhiilt man die \:&! A
krumme Linie MNP @ M, die sich einer Ellipse niihert =)

und Korblinie genannt wird.
b) Man beschreibe (Fig. 189) aus 4 und B mit einem Halbmesser, der kleiner

als die Hiilfte von A4 B ist, zwei Kreise und dann aus denselben Punkten mit AB
8*
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als Halbmesser die sich in (' und D schneidenden Kreisbogen, ziehe aus €' und D
durch A4 und B Gerade, ‘welche die Peripherien der beiden Kreise in M, N, P und

% @) schneiden, und beschreibe sodann aus € und D die Kreis-

Fig. 190. . bogen MN und QP.

2. Die Eilinie oder das Oval (Fig. 190) ist
aus einem Halbkreise und einem linglichen Gebilde,
das einer_ halben Ellipse dhnlich ist, zusammengesetzt.

Man erhiilt das Oval, indem man iiber 4 B einen Kreis
konstruiert, den Halbmesser O ¢' | A B errichtet, durch ¢ die
Geraden A F und B F gleich 4 B zieht, dann aus 4 den Kreis-
bogen BE, aus B den Bogen A F und aus (' den Bogen FE
beschreibt. i

3. Die Spirallinie (Fig. 191) ist aus konzentrischen, auf
den entgegengesetzten Seiten einer Geraden gelegenen Halbkreisen zu-

Fig. 191. sammengesetzt. Diese winden sich so um-

einander herum, daf die Windungen stets
gleich weit abstehen.
Um eine Spirale zu erhalten, beschreibt
X f\ y man aus dem Punkte 1 der Geraden X Y einen
E

A Halbkreis 42 nach oben, dann aus 2 mit dem
Halbmesser 24 einen Halbkreis nach unten und
so fort weitere Halbkreise aus 1 nach oben, aus
2 nach unten.

4. Die Schneckenlinie (Fig. 192) besteht aus exzentrischen,
zu beiden Seiten einer Geraden gelegenen Halbkreisen. Die beiden inneren
Fig. 192. Halbkreise ergénzen sich zu einem

Kreise, dem sogenannten Auge;
die weiteren Halbkreise bilden
Windungen, deren Abstand immer
groBer wird.
X m ¥ Konstruktion der Schneckenlinie:
o W (PR R 7 ) Man trage auf der Geraden Y X von

einem Punkte O beliebig viele, z. B.

drei sehr kleine gleiche Strecken auf

und beschreibe zuerst aus O mit dem

Halbmesser O 4 einen Kreis (das Auge).
Dann beschreibe man immer abwechselnd nach unten und nach oben aus 1, 2, 3, 4
die Halbkreise A B, BC, CD DE, usw.

§ 156. Wiederholungsaufgaben.

1. Wieviel Menschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durch-
messer 14 e ist, wenn ein Mensch 17} dm® einnimmt?

2. Auf einem Anger ist eine Kuh mit einem 2'8 s langen Stricke angebunden;
wieviel m* Weide sind ihr zugemessen?

8. Wie grof ist die Seite eines Quadrates, dessen Inhalt gleich ist der Fliche
eines Kreises vom Halbmesser 8 dmn?

G

)
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4. Wie grof ist der Flicheninhalt eines Kreises, wenn der zu 24° gehdrende
Ausschnitt desselben 4'8 dm? befriight, und welche Liinge hat der Bogen des Kreis-
ausschnittes?

5. Wie grof ist der Inhalt eines Kreisabschnittes, dessen Sehne = 2m 5 dm
dem Halbmesser des Kreises gleich ist?

6. Wie grof ist die Fliiche eines Kreisringes, wenn die beiden konzentrischen
Kreise 3 m 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben?

7. Bestimme den Flicheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschlieBenden
[{reisumfiinge 315°8 mn und 410°5 mm betragen!

8. Wie grofi ist der lingere Halbmesser eines Kreisringes von 50°'24 cm?,
wenn der kiirzere Halbmesser 3 ¢m betriigt?

9. Auf einer Schiefischeibe betriigt der Durchmesser des innern schwarzen
Ringes 0°15 m und die Breite des weifen Ringes 0°8 m; wie grof ist der weiie Ring?

10. Ein kreisrunder Grasplatz von 18 s Durchmesser ist mit einem 2 m
breiten Wege umgeben; wieviel Fliche nimmt dieser Weg ein?

11. Um einen kreisrunden Turm von 32 m Umfang wird ein 3 m breiter
Graben gezogen; welche Fliche nimmt dieser ein?

12. Ein Garten ist 68 m 2 dm lang, 41 m 3 dm breit; in der Mitte desselben
hefindet sich ein kreisrunder Teich, welcher samt der ihn einschlieBenden Mauer
12 m 4 dm im Durchmesser hat; wie grof ist die Landfliiche des Gartens?

13. In einen Kreis, dessen Halbmesser 2 m 4 dm ist, wird ein regelmiiiges
Sechseck beschrieben; um wieviel ist die Fliiche dieses Sechseckes kleiner als die
Fliiche des Kreises?

14. Die elliptische Grundfliche eines Gefiifies soll 15 dm® betragen. Wie lang
muf die kleine Achse genommen werden, wenn die groBe Achse eine Linge von
48 em hat?

15. Die kleine Achse einer Ellipse ist 4% mm, die Exzentrizitiit 3} m; wie groB
ist der Halbmesser eines Kreises, der mit. der Ellipse gleichen Inhalt hat?

16. Stelle in Ubersicht die Formeln iiber die Berechnung von Umfang und
Fliicheninhalt der behandelten gerad- und krummlinigen Figuren zusammen und
priige sie dir durch fleiige Ubung unvergeflich ein!
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C.

Stereometrie.
X. Gerade Linien und Ebenen im Raume.

Bestimmungsstiicke einer Ebene.

§ 167, Durch zwei Punkte 4 und B (Fig. 193) wird eine Gerade
vollkommen bestimmt, d. h. es 1Bt sich durch zwei Punkte eine einzige
gerade Linie ziehen. Legt man nun durch diese Gerade 4 B eine Ebene,

Fig. 193. 8o kann man diese rings um die Gerade drehen.
¢ wodurch sie unzihlig viele verschiedene Lagen
/ e¢innimmt. Durch zwei Punkte oder durch

[/ eine Gerade ist demnach eine Ebene der Lage
/ / nach nicht bestimmt. Nimmt man aber auler
W der Geraden noch einen dritten Punkt C

an, so wird es unter jenen unzihlig vielen

Lagen, welche die Ebene wihrend ihrer Um-
drehung annehmen kann, eine einzige geben, in der die Ebene durch
die Gerade 4B und den auBer ihr liegenden Punkt €' geht. Durch
eine Gerade und einen auBer ihr liegenden Punkt oder
durch drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte
kann demnach eine einzige Ebene gelegt werden.

Die Lage einer Ebene ist vollkommen bestimmt:

1. durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte;

2. durch eine Gerade und einen auBler ihr liegenden
Punkt

a6 durch zwei sich schneidende Gerade (Winkel);

4. durch zwei parallele Gerade. (Veranschaulichung!)

Die Lage einer Ebene im Raume kann 1. wagrecht (horizontal),
2.lotrecht (vertikal) oder 3. schriig sein. (Veranschaulichung, Beispiele!)

Was fiir Gerade der Richtung nach lassen sich @) in einer wagrechten Ebene,
b) in einer lotrechten und ¢) in einer schriigen Ebene ziehen? Welche Richtung
kionnen Gerade, die man in einer schriigen Ebene zieht, nicht haben?

A

1. Lage der Geraden im Raume.

Zwei Gerade im Raume.

§ 168. Zwei (Gerade im Raume lassen sich entweder in einer und
derselben Ebene liegend vorstellen oder nicht. Zwei Gerade, die in einer
Ebene liegen und sich nicht decken, sind entweder parallel (gleich-
laufend) oder sie schneiden sich in einem Punkte, je nachdem sie
dicielbe oder eine verschiedene Richtung haben, Gerade, die man sich
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nicht in einer und derselben Ebene liegend vorstellen kann, gehen an-
einander vorbei, sie kreuzen sich; man nennt sie sich kreuzende
(windschiefe) Gerade.

Zwei Gerade im Raume konnen also @) parallel (gleichlaufend)
sein, b) sich in einem Punkte schneiden oder ¢) sich kreuzen.

Beispiele!

Lage der Geraden gegen eine Ebene.

§ 169. Fine Gerade im Raume kann gegen eine Klbene in
einer dreifachen Lage gedacht werden: entweder liegt die Gerade ganz
in der Ebene; oder es schneidet die hinreichend verlingerte Gerade die
Fbene in einem Punkte, sie ist gegen die Ebene geneigt; oder es trifft
die unbegrenzt verlingerte Gerade mit der beliebig erweiterten Ebene nie
zusammen, die Gerade ist mit der FEbene parallel.

Der Punkt, in dem eine Gerade eine Ebene schneidet, heiBit der
FuBpunkt dieser Geraden in der Ebene.

Eine gegen eine Ebene geneigte Gerade kann auf derselben normal
oder schief stehen. KEine Gerade steht auf einer Ebene normal,
wenn sie auf jeder Geraden, die durch ihren Fulbpunkt in dieser Ebene
gezogen wird, normal steht; in jedem anderen Falle steht sie auf der
Fhene schief.

Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck 4P (0 (Fig. 194) um die
eine Kathete O P, so beschreibt die zweite Kathete 4 P wihrend dieser
Drehung eine Ebene, worauf die erste Kathete
O P normal steht.

Die Normale ist die kiirzeste unter
allen Strecken, die von einem Punkte auller-
halb einer Ebene zu dieser gezogen werden
konnen. Denn: ist O P | Ebene M N und
0 A irgend eine andere von O zu der Ebene
geneigte Strecke, so ist in dem rechtwinkligen
Dreiecke A PO die Kathete O P kleiner als

die Hypotenuse O A.
Die Normale von einem Punkte auf eine Ebene gibt die Ent-

fernung (den Abstand) jenes Punktes von der Ebene an.

Aug dem Obigen folgt auch:

Zieht man von einem Punkte zu einer Ebene eine
Normale und mehrere gleich lange gencigte Strecken, so
liegen die FuBpunkte der letzteren Strecken in einem
Kreise, der den FuBpunkt der Normalen zum Mittel-
punkte hat.

Fig. 194.
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Von einem Punkte (Fig. 194, O) auBierhalb einer Ebene (M ) kann
auf diese nur eine Normale (O P) gezogen werden.

" In einem Punkte (Fig. 194, P) einer Ebene (M N) kann auf diese
nur eine Normale (P 0) errichtet werden.

Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene.
§ 160, Erkliarung. Die Strecke 4 B (Fig. 195) trifft die Ebene
MN im FuBpunkte 4. Zieht man von dem anderen Endpunkte B eine
Normale auf M N, so heilt die Strecke 4 (' zwischen den FuBpunkten

Fig. 195. der Normalen und der gegebenen Strecke die
B Projektion dieser Strecke auf der Ebene.
Der Winkel, den eine Gerade mit
b ihrer Projektion auf einer Ebene ein-

schlieBt, bildet den Neigungswinkel der
A%C Geraden zur Ebene (Fig. 195, <C BAO).
=0 Es sei in Fig. 195 BC | Ebene M N, also

N AC die Projektion der Geraden A B auf der
Ebene M N. Zieht man durch 4 in der Ebene M N irgend eine andere
Gerade 4D, macht A E=AC und zieht noch BE, so ist diese BE
linger als die Normale BC, BE > B(C (§ 159); in den Dreiecken BA E
und B A O sind also zwei Seiten paarweise gleich, dagegen die dritten Seiten
ungleich; daher liegt auch der gréleren dieser Seiten ein gréBerer Winkel
gegeniiber, also Winkel BAE > B A C oder Winkel BAC<<BAE;d.h.:

Unter allen Winkeln, die eine Gerade mit den durch
ihren FuBpunkt in einer Ebene gezogenen Geraden bildet,
ist ihr Neigungswinkel gegen diese Ebene der kleinste.

Aufgaben.

1. Eine Gerade von 1} dm Liinge schneidet eine Ebene unter einem schiefen
Winkel; wie groB ist ihre Projektion, wenn der eine Endpunkt 1 dm 2 ¢me von der
Ebene entfernt ist?

2. Wie grof wiire die Projektion derselben Geraden, wenn der Neigungs-
winkel @) 45% ) 60° betriige?

2. Lage der Ebenen gegeneinander.

§ 161. Zwei Ebenen kénnen gegeneinander in einer dreifachen
Lage gedacht werden: entweder fallen die zwei Ebenen ganz zu-
sammen; oder es schneiden sich die hinreichend erweiterten Ebenen
in einer geraden Linie, sie sind gegeneinander geneigt; oder es treffen
die beiden Ebenen, soweit man sie auch erweitern mag, nie zusammen,
sie sind parallel. (Veranschaulichung!)

' Der Abstand zweier parallelen Ebenen ist die Normale, d1e von
einem Punkte der einen auf die andere gefillt wird.



121

Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so ist ihr Schnitt
eine gerade Linie.

Neigungswinkel zweier Ebenen.

§ 162, Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so heilit die GréBe
der Drehung, welche die eine Ebene um die gemeinschaftliche
Schnittlinie machen mull, um in die Lage der anderen Ebene zu gelangen,
der Flachenwinkel oder Keil der beiden Ebenen; die gemeinschaftliche
Schnittlinie der Ebenen heiit man die Kante und die beiden Ebenen
selbst die Seitenfldchen des Flichenwinkels.

In Fig. 196 sind 4 B die Kante, BE und B( die Seitenflichen
des von den Ebenen BE und B gebildeten Flichenwinkels C(4 B) E.

Errichtet man in einem beliebigen Punkte
O der Kante AB auf diese in den beiden Fig. 196.
Seitenflichen die Normalen O M und ON, so
wird, wenn man die Ebene B(C um 4 B in
die Lage BE dreht, gleichzeitig der Winkel
M ON beschrieben; der von diesen Nor-
malen gebildete Winkel MON be-
stimmt den Neigungswinkel der beiden
Seitenflachen.

Die Grofle des Flichenwinkels wird durch
den Neigungswinkel der sich schneidenden
Ebenen gemessen.

Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein rechter, so stehen diese
normal, sonst schief aufeinander.

Ubung.

1. Welche Ebenen im Schulzimmer sind parallel; welche stehen normal, welche
schief aufeinander?

2, Welche Lage gegeneinander kinnen (miissen) a) zwei lotrechte Ebenen,
B) eine lotrechte und eine wagrechte Ebene, ¢) eine lotrechte und eine schiefe Ebene,
d) zwei wagrechte Ebenen, e) eine wagrechte und eine schiefe Ebene, f) zwei schiefe
Ebenen haben?

3. Korperliche Ecken.

§ 163. Erklirungen: Drei oder mehrere Ebenen, deren Schnitt-
linien durch einen und denselben Punkt gehen, schliefen einen nach
einer Seite hin unbegrenzten Raum ein, der eine kérperliche Ecke,
auch bloB Ecke, genannt wird. Der Punkt, in dem die Schnittlinien
der Ebenen zusammentreffen, heilt der Scheitel oder die Spitze
der korperlichen Ecke; die Schnittlinien nennt man” die Kanten, die
Winkel je zweier aufeinander folgenden Kanten die Kantenwinkel
und ihre Ebenen die Seitenflichen (Seiten), endlich die Neigungs-
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winkel je zweler benachbarter Seitenflichen die Flachenwinkel

Fig. 197. (Winkel) der Ecke.

Ist (Fig. 197) S der Scheitel der Ecke und sind
S84, SB, SC deren Kanten, so bezeichnet man die
kérperliche Ecke durch S A B C oder durch §: die Winkel
ASB, BSC, CSA sind deren Kantenwinkel.

Zur Entstehung einer Hcke sind wenigstens drei
Ebenen erforderlich. Tine Xcke heilit dreiseitig,
vierseitig, .. je nachdem sie von drei, vier, ..
Ebenen gebildet wird.

§ 164. In jeder Ecke ist die Summe der Kantenwinkel
kleiner als vier Rechte.

Fig. 198. Denn wiirden alle Kantenwinkel zusammen

0 4 R betragen, so miiBten alle Seitenebenen in

eine einzige Ebene itbergehen und kénnten daher

keine Ecke bilden. Je grofBer die Summe der

i von den Kanten eingeschlossenen Winkel 4 O B,

\ BOGC, COD (Fig. 198) ist, desto flacher ist
B (¢ die Ecke.

Wie entsteht aus einer korperlichen Ecke ein Korper? Wieder-
holung iiber physische und geometrische Kérper!

a/b\C

4. Projizieren, Projektion,

Projizieren auf eine Ebene.

§ 165, Die zeichnerische Darstellung der Raumgebilde kann nicht
im Raume, sondern stets nur auf einer Zeichenfliche (Ebene) erfolgen.
Daher werden auBlerhalb der Zeichenebene liegende Raumgebilde gleichsam
in die Ebene ,geworfen®, projiziert.

1. Projektion des Korpers., Ein Korper, z. B. ein Wiirfel, ist
liber einer horizontalen Ebene entsprechend aufgestellt (Fig. 199, I).
Betrachtet man ihn von oben und zwar aus sehr groBer Entfernung,
so dall die Sehstrahlen || sind, so sieht man bloB die obere Grund-
fliche (abed). Man nennt die Ansicht eines Korpers von oben
den GrundriB oder die horizontale Projektion.*) Die Ebene (HE), in
der die horizontale Projektion gezeichnet (daréestellt) wird, heilit Grund-
riBebene oder horizontale Projektionsebene. Der Wiirfel er-
scheint in diesem Falle im Grundrifi als ein Quadrat, oder die horizontale
Projektion dieses Wiirfels ist ein Quadrat, d. i. eine Flache, die aus der
Projektion der oberen sichtbaren Fliche dieses Korpers besteht. Sie wird

¥) Projektion, d. h. Zeichnung oder Darstellung eines Kirpers auf einer
Fliiche (Fliichenzeichnung). :



123

erhalten, wenn man die auf die Projektionsebene senkrecht stehenden
Ianten des Wiirfels verlangert, bis sie diese treffen, und wenn man diese
Durchschnittspunkte (Fulpunkte) miteinander entsprechend verbindet.
So erhilt man in der Grundrifiebene den Grundrifi des Wiirfels, worin
dessen Linge und Breite in wahrer GriBe angegeben sind.

I l Ir. l Fig. 199.
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Projiziere einen
Wiirfel (ein viersei-
tigesgerades Prisma)
auf die HE und
zeichne dessen Pro-
jektion!

2. Projektion
geradliniger Fi-
guren. Die Ober-
fliche des Wiirfels
(Fig. 199, 1), d. i.
die Summe dessen
simtlicherBegren-
zungsflichen, wird
in die einzelnen
Teilflichen aufge-
lost. Jedes der G gleich grofien Begrenzungsquadrate wird wieder von
oben aus sehr groBer Entfernung betrachtet und das Bild in der horizon-
talen Projektionsebene (H E) dargestellt. Von jedem der 4 Eckpunkte des
gegebenen Quadrates (abed in Fig. 199, II) im Raume wird eine
Normale (¢a' — bb' — c¢' — dd), Projektionsstrahl oder projizie-
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gezogen. Der Fulipunkt o' (0, ¢/, d') dieser Normalen heilit die Projek-
tion des Punktes a (b, ¢, d) auf der horizontalen Projektionsebene. Die
Projektionen der Eckpunkte der gegebenen Figur auf dieser Ebene werden
durch Strecken entsprechend miteinander verbunden und geben eine Figur,
welche die Projektion des Quadrates auf einer Ebene darstellt.

In diesem Beispiele ist die Projektion des Quadrates ein gleich
groffes Quadrat oder eine Strecke, je nachdem die Ebene des Quadrates
mit der Projektionsebene || oder auf der Projektionsebene | ist.

Unter der Projektion eines geradlinigen Gebildes aut
einer Ebene versteht man jenes Gebilde, das erhalten wird, wenn man
die Projektionen der Eckpunkte des gegebenen Gebildes auf diese HEbene
durch Strecken entsprechend verbindet.

Projiziere: a) die Begrenzungsquadrate eines Wiirfels, b) die Grenzfliichen
(Quadrate, Rechtecke) eines geraden quadratischen Prismas auf die H E und bezeichne
jede Projektion!

3. Projektion von Strecken. Der Umfang jeder Begrenzungs-
fliche dieses Wiirfels (Fig. 199, 1) wird in die einzelnen Teilstrecken auf-
gelost und jede Strecke (Kante des Wiirfels) auf die gegebene horizontale
Ebene (HE) projiziert. Eine Strecke (ab in Fig. 199, III) wird in
eine Ebene projiziert, indem man die Projektionen ihrer Endpunkte ge-
radlinig verbindet. Ist (in Fig. 199, III) «‘ die Projektion des Punktes
a und b’ die Projektion des Punktes & auf der Ebene H K, so ist die
Strecke '’ die Projektion der Strecke a b auf diese Ebene.

Ist eine Strecke zur Projektionsebene | so ist ihre
Projektion so lang wie die Strecke selbst. Ist eineStrecke
auf der Projektionsebene |, so ist ihre Projektion
ein Punkt.

Projiziere jede der 12 Kanten o) des Wiirfels, 5) des geraden quadratischen
Prismas auf die HE und bezeichne jede Projektion!

4. Projektion des Punktes. Die Grenzen der Korperkanten
(Strecken) sind Eckpunkte (Punkte). Zieht man von einem Punkte «
(Fig. 199, IV) im Raume eine Normale aa’, d. i. eine.Projizierende auf
die Ebene HE, so heit der FuSpunkt ¢’ der Normalen die Projektion
des Punktes ¢ auf der Ebene. Die Projektion eines Punktes ist wieder
ein Punkt.

Projiziere jeden der acht Eckpunkte @) eines Wiirfels, b) eines geraden
quadratischen Prismas auf die HE und bezeichne jede Projektion!

§ 166. Ein Wiirfel (Fig. 200, I) wird auf eine vertikale Projektions-
ebene projiziert. Betrachtet man diesen Kérper von vorn aus
sehr grofler Entfernung, so daB die Sehstrahlen parallel sind, so sieht
man bloB die vordere Seitenfliche abBA. Man nennt die Ansicht
(eines Kdrpers) von vorn den AufriB oder die vertikale Projektion,
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Verlingert man die auf der vertikalen Projektionsebene normal stehenden
Kanten des Wiirfels, bis sie diese treffen, und verbindet die Durchschnitts-
punkte entsprechend, so erhidlt man in der AufriBebene den AufriB des
\Wiirfels. Dieser ist ein Quadrat, in dem TLinge und Héhe des Wiirfels
in wahrer GréBe angegeben sind.

Projiziere auf eine vertikale Projektionsebene: 1. einen Wiirfel (ein gerades
uadratisches Prisma); 2. dessen Grenzfliichen; 3. dessen Kanten und 4. dessen Fck.
punkte! (Siehe Fig. 200, I—1IV.)

Fig. 200.
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Wann erscheint ein Quadrat in der vertikalen Projektion als ein ebenso groBes
Quadrat und wann als Strecke von der Liinge einer Seite? Wann erscheint eine
Strecke in der vertikalen Projektionsebene als Strecke in der wahren Grife, wann
als ein Punkt? Welches Raumgebilde ist der Aufrif eines Raumpunktes?

Die Ansicht des Korpers von der Seite, die Seitenansicht oder
der KreuzriB, wird auf einer Ebene (Kreuzriiebene KE) gezeichnet,
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die sowohl auf der Grundrifiebene wie auch auf der Aufrillebene
normal steht.

Projiziere auf eine Kreuzriiebene: 1. einen Wiirfel, 2. jede seiner Grenzfliichen
(Quadrate), 3. jede der Korperkanten (Strecken), 4. die Eckpunkte des Karpers!

Projizieren auf zwei zugeordnete Ebenen.

§ 167. Sind mehrere Gerade auf einer Ebene |, so haben alle
Gebilde, deren entsprechende Punkte in denselben Normalen liegen, die-
selbe Projektion auf diese Ebene. Daraus folgt, dal man aus der
Projektion eines Gtebildes auf einer Ebene weder auf die .age noch
auf die GrolBe desselben schliefen kann.

Um nun Gebilde geometrisch so darzustellen, dal man aus der
Darstellung selbst ihre Lage im Raume und ijhre Ausdehnungen
entweder unmittelbar entnehmen oder durch einfache Konstruktionen
finden kann, projiziert man dieselben auf mindestens zwei sich |
schneidende Ebenen, von denen die eine horizontal, die andere
vertikal ist. Die Projektion auf der horizontalen Ebene heilit die
horizontale Projektion oder der GrundriB, die Projektion auf
der vertikalen Ebene die vertikale Projektion oder der AufriB.
Die Durchschnittslinie der horizontalen und der vertikalen Projektions-
ebene heilit ihre Achse (Projektionsachse).

Es seien (in Fig. 201) X O H die horizontale, X O ¥ die vertikale
Projektionsebene, X O ihre Achse und @bcd ABCD ein projektivisch
darzustellender Wiirfel im Raume. Verlingert man die auf den Projek-
tionsebenen | stehenden Kanten des Wiirfels, bis sie diese treffen,
und verbindet die Durchschnittspunkte, so erhiilt man in der GrundriB-
ebene den GrundriB (@4’ — b'B' — ¢'C' — d'D) und in der
AufriBebene den AufriB (e"d" — A"D" — B (" — b"¢"). —

Da bei den Zeichnungen die beiden Projektionen auf ein und das-
selbe Papierblatt, also auf eine einzige Ebene zu stehen kommen, so denkt
man sich (Fig. 201, I) die horizontale Projektionsebene um die Achse X O
um 90° gedreht, so daB sie in die Erweiterung der vertikalen Projektions-
ebene fillt. Bei dieser Darstellungsweise erscheint dann der Grund-
rif unterhalb, der AufriB oberhalb der Achse (Fig. 201, II).
Auch sieht man, dal dabei die beiden Projektionen eines jeden Punktes
immer in einer auf der Achse | geraden Linie liegen, welcher Umstand
die Konstruktionen wesentlich erleichtert.

In Fig. 201, II enthdlt der GrundriB Linge und Breite, der
Aufril Linge und Hohe des Wiirfels in wahrer GroBe; deshalb wird
im Grundrii die Liange und Breite, im AufriB die Hohe mit der zu-
gehorigen MaBzahl versehen, d. h. kotiert (die Kote oder MaBzahl).
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Die Kotenhaken werden schwarz, die Kotenlinien rot ausgezogen; die Koten
(Mafizahlen) werden stets normal auf die Richtung der Kotenlinien geschrieben.

Unter der Projektion eines Koérpers auf einer Ebene versteht
man das Gebilde, das durch das Projizieren der Flichen (Kanten) des
Korpers auf diese Ebene erhalten wird. Zeichnet man die Projektionen
eines Korpers auf beiden Projektionsebenen (in P, seinen Grundrif, in
P, seinen Aufrifi), so sind durch diese die Flaichen und Strecken bestimmt,

Fig. 201.
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von denen der Rauminhalt eines Korpers abhiingt. Der GrundriB und
AufriB eines Korpers enthilt demnach die geometrische Dar-
stellung seines Rauminhaltes oder Volumens.

In Fig. 201, IIT sind Grenzflichen, in Fig. 201, 1V Kanten und in
Fig. 201, V Eckpunkte des Wiirfels im GrundriB und Aufrif dargestellt.

Ein ebenes Gebilde des Raumes wird im Grund- und im
AufriB dargestellt, indem man die Projektionen seiner Grenzlinien
konstruiert.
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Fig. 201, IIT veranschaulicht folgende Sitze:

1. Ist die Ebene eines Gebildes zu einer PE parallel,
so ist die Projektion auf dieser Ebene mit dem Gebilde
kongruent, die andere Projektion aber eine zur Achse
parallele Strecke.

2. Steht die Ebene des Gebildes auf beiden Projek-
tionsebenen normal, so sind beide Projektionen Strecken.

Daraus geht hervor, daB dasselbe Gebilde, wenn es durch Drehung
in verschiedene Lagen gegen die Projektionsebenen gebracht wird, ver-
- schiedene Projektionen gibt.

Fig. 201.
/8
e aﬂ b W dll c “ ahd.ll bﬂc‘[‘
i ; a'sd
: |
' i
|
| | A;Dn .B"C“
| ul 4
A B T e L AND
| ! 1 ! r w | i ‘
i y [ : . ! | 1 i
; s : i I : [ 1 I
| 1 1 J - | ; i I
I ' ! I ] I
g | i | i L i ‘ |
! | i | ! I - ! i :
| i : : i : ! : :
; : E i : E 1 : |
| iaey i e [
I | I | G i ! | 1
! I ! | ! | ; | |
P e R e
| i Lk o' 17t ol D’ i 1
! o g
E |
] 1
a' b’ VT
] Al Br & b, A, B a A
B

Fig. 201, IV veranschaulicht folgende Sitze:

1. Ist eine Strecke parallel zu beiden Projektionsebenen,
also parallel zur Achse, so sind auch ihre beiden Projek-
tionen parallel zur Achse und mit der Raumstrecke von
gleicher Linge.

2. Ist eine Raumstrecke normal zu einer P E, so ist
ihre Projektion auf dieser Ebene ein Punkt, ihre andere
Projektion ist normal auf der Achse und mit der Raum-
strecke von gleicher Léange.
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Die in der Aufriflebene gezeichnete horizontal Projizierende eines

Raumpunktes (¢ in Fig: 201, I), d. i. der Abstand des Aufrisses dieses

Punktes (o) von der Achse; ist gleich dem Abstande des Punktes (a)
von dem GrundriB ().

Die in der Grundrifiebene gezeichnete vertikal Projizierende eines
Raumpunktes (# in Fig. 201, 1), d. i. der Abstand des Grundrisses dieses

Fig. 201.
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Punktes (a‘) von der Achse, ist gleich dem Abstande des Punktes ()
von seinem Aufrifi (a').
Wie erhdlt man die Lage eines Punktes im Raume aus den
rugehorigen Projektionen? (Siehe in Fig. 201, I das Rechteck aa'na™!)
Aufgaben.
1. Bestimme die Lage von Raumpunkten aus deren Grund- und Aufrif,
d. h. mit Hilfe der gegebenen vertikal Projizierenden und horizontal Projizierenden

derselben! ‘
2. Bestimme die Lage von Strecken im Raume aus deren Grund- und AufriB,

d. h. mit Hilfe der gegebenen Projizierenden deren Endpunkte!
3. Bestimme nach Fig. 201, I und II Grund- und Aufrif «) eines Wiirfels,
b) eines geraden quadratischen Prismas!

Projizieren auf drei zugeordnete Projektionsebenen.

§ 168, Oft ist bei der projektiven Darstellung eines Raumgebildes
noch ein drittes Bild notig, nimlich die Ansicht von der Seite,

Modénik-Halbgebauer, Geometrie. 9
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der KreuzriB; dieser wird auf einer Ebene, KreuzriBebene (KO, in
Fig. 202, I) gezeichnet, die auf der GrundriB- und AufriBebene normal
steht. Nach dem Umklappen der Kreuzrilebene in die Erweiterung der

Fig. 202.

i

Aufrifebene erscheint
der Kreuzrill rechts seit-
wirts vom Aufrif. (Siehe
Fig. 202, I1!)

Aus der Betrach-
tung der Projektionen
des Wiirfels in Fig. 202
ergibt sich:

Der GrundriB
zeigtdieDaraufsicht,
der Aufrifi die Vor-

deransicht, der

KreuzriB dieSeiten-
ansicht des Raumge-
bildes (Korpers). Im
Kreuzril des Wiirfels
ersehen wir die Breite
und Hohe, im Grundril
die Linge und Breite,
im Aufril Lange und
Hohe dieses Korpers in
wahrer Grole.

Steht die Ebene
einer Figur auf den
ersten beiden
Projektions-
ebenen (P, und F,)
normal, so sind beide
Projektionen Strecken;
in solchem Falle gibt
erst der Kreuzril

ein klares Bild von der geradlinigen Figur (Fig. 203, I, ).
Liegt eine Figur in einer Projektionsebene, so stellt diese
selbst die eine gleichnamige Projektion dar; die andere ungleichnamige

liegt in der Projektionsachse (Fig. 203 I, 3).

Liegt eine Raumstrecke in einer PE, so fillt die gleich-
namige Projektion mit ihr zusammen und die andere in die Achse

(Fig. 208, IL, 1).



Liegt ein
Punktineiner
PE, so fillt die
eine gleichnamige
Projektion  mit
ihm  zusammen
nnd die andere
in die Achse (Fig.
203,111, 1). Liegt
ein Punkt in der
Achse. so fallen
beide Projektio-
nen mit ihm zu-
sammen.

Das Proji-
zieren wird bei
der folgenden Be-
handlung der ein-
zelnen geometri-

schen Korper
praktische  An-
wendung finden.
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Xl. Von den Korpern im allgemeinen; Bestimmung ihrer
projektiven Darstellung, ihrer Schnitte, Netze und .
Oberflachen.

1. Ebenflichige Kérper.

§ 169. Ein Korper, der von lauter Ebenen begrenzt wird, heilit
ein ebenflichiger oder eckiger Kérper (Polyeder). Zur Begrenzung
eines eckigen Korpers sind wenigstens vier Ebenen erforderlich. Die
einzelnen Grenzebenen heilen die Flichen des eckigen Korpers und
bilden dessen Oberfléche; die Schnittlinien der Flichen heillen die
Kanten und die an den Endpunkten der Kanten liegenden, von den zu-
gehorigen Fliichen gebildeten Ecken die Ecken des ebenfliichigen Korpers.

Kongruenz und Symmetrie der Kérper.

§ 170. Zwei Korper heiBen kongruent, wenn sie dieselbe GréBe
und dieselbe Gestalt haben. Kongruente Korper lassen sich so
ineinander legen, daB sich alle ihre Grenzflichen decken.

Liegen zwei Korper auf entgegengesetzten Seiten einer Ebene
so, daBl die Verbindungsstrecke je zweier entsprechenden Punkte derselben
zu dieser Ebene normal ist und durch sie halbiert wird, so heillen sie sy m-
metrisch. Diese Ebene heilit die Symmetrieebene.

Ein Kérper, der zwei symmetrische Hilften aufweist, heifit sy m-
metrisch.
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Beispiele! Nenne Korper mit mehreren Symmetrieebenen!

Anhnliche Koérper haben zwar dieselbe Gestalt, aber ver-
schiedene GrdBe; ihre Grenzflichen sind paarweise der Reihe nach
dhnlich und ihre entsprechend liegenden Flichenwinkel sind paarweise
gleich.

Beispiele!

§ 171, Unter der Oberfliche eines Korpers versteht man die
Summe aller Grenzflichen desselben. Die Summe der Seitenflichen heiBt
inshesondere die Seitenoberfliche des Korpers; sie wird auch
Mantelfldche genannt.

Der Raum, den die Oberfliche eines Korpers einschlieBt, heilit
dessen Kubikinhalt, Rauminhalt oder Volumen.

@) Das Prisma.
Entstehung, Vorkommen und Eigenschaften.

§ 172, Erklirungen. Gleitet eine Gerade an dem Umfange
eines ebenen Vieleckes | zu sich fort, so entsteht ein nach zwei Seifen
hin unbegrenzter Raum, den man einen prismatischen Raum nennt.
Wird dieser durch zwei | Ebenen abgeschlossen, so entsteht ein Prisma,
(Fig. 204, 205.) Die zwei || Schnittflichen nennt man die Grund-
flichen, die iibrigen Grenzflichen die Seitenflichen, die Durch-
schnitte der letzteren miteinander die Seitenkanten und jene mit
den Grundflichen die Grundkanten des Prismas. Die obere Grund-
fliche wird auch die Deckfliche genannt. Der Normalabstand der
beiden Grundflichen heift.dic Hohe des Prismas.

Vorkommen: Nenne Gegenstinde und Kristalle, die Prismen sind!

Der Kérper ABCDE A'B’ Fig. 204, Fig. 205.

' D' E' (Fig. 204) ist ein Prisma,

wenn die Ebene ABCDE || A' B’ L D
C'D'E' und wenn AA'| BB || 4/’
| cc || DD || EE' ist. A
Was fiir Flichen begrenzen

ein Prisma?

Man kann sich ein Prisma ’ D
ABCDEFGH (Fig. 205) auch A
Y C
B

dadurch entstanden denken, dafi
sich eine geradlinige Figur 4 BCD
aus ihrer Ebene heraus mit ihrer anfinglichen Lage || in unverinderter
@rofie so fortbewegt, daB ihre Heckpunkte gerade und miteinander ||
Linien beschreiben, oder dall eine Strecke sich lings des Umfanges einer
geradlinigen Figur || zu sich selbst fortbewegt.

In Fig. 205 ist .1 5 C D die Grundfliche und EF G H die Deckﬂache,
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Eine Ebene (8B'E'Ein Fig. 204), die durch zwei nicht unmittelbar
aufeinander folgende Seitenkanten gelegt wird, heit ein Diagonal-
schnitt des Prismas.

Aus den vorhergehenden Erklirungen folgt:

1. Die beiden Grundflichen eines Primas sind &
Vielecke;
~ denn die gleichliegenden Seiten der Grundflichen sind als Parallele
awischen Parallelen gleich und die gleichliegenden Winkel haben parallele
Schenkel, sind also auch gleich.

2. Alle Seitenflichen des Prismas sind Parallelo-

gramme.
3. Alle Seitenkanten des Prismas sind einander gleich.

Arten des Prismas.

§ 178, Nach der Anzahl der Seitenflichen heilit das Prisma
drei-, vier- oder mehrseitig, je nachdem es drei, vier oder mehrere
Seitenflichen hat.

Mit Riicksicht auf die Lage der Seitenkanten gegen die
Grundfldchen ist ein Prisma gerade oder schief, je nachdem die
Seitenkanten auf den Grundflichen normal oder schief stehen. In einem
geraden Prisma ist die Hthe gleich einer Seitenkante; die Seitenflichen
sind Rechtecke. In einem schiefen Prisma ist die Hohe kiirzer als die
Seitenkante.

Ein gerades Prisma mit regelmifigen Grundflichen heiBt regel-
miBig.

Ein Prisma, dessen Grundflichen i sind, heiBt ein Parallel-
epiped. Ein gerades Parallelepiped, dessen Grundflichen Rechtecke
gind, heiBt ein rechtwinkliges Parallelepiped; sind die Grundflichen
Quadrate, so heiit es ein quadratisches Prisma. Ein rechtwinkliges
Parallelepiped, dessen Kanten gleich sind, wird ein Wiirfel oder Kubus

Fig. 206. genannt; jede Kante heiBit auch Seite des Wiirfels.

Jedes Parallelepiped wird von 6 Parallelogrammen,

ein rechtwinkliges Parallelepiped von 6 Rechtecken, ein

K Wiirfel von 6 Quadraten begrenxt.

In einem Parallelepiped heilit jede Diagonale eines
Diagonalschnittes eine Diagonale des Parallel-

epipedes.
A Bezeichnet man die Grundkanten eines recht-
e winkligen Parallelepipedes (Fig. 206) mit ¢ und b, die

Seitenkante mit ¢, die Diagonale des Prismas mit D und jene der Grund-
fliche mit o, so hat man:



d* = a* + b und

D? = ¢? 4 d? = ¢? + a® -+ b% oder

D=Va*F > ¢.
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Wie liBt sich daher die Diagonale eines Wiirfels durch dessen Kante ausdriicken ?

Schnitte am Prisma.

§ 174, 1. Wird éin Prisma durch eine mit der Grund-

fliche parallele Ebene geschnitten,
soist die Schnittfigur mit der Grund-
fliche & (a'b'c'd' Fig. 207).

Durch jeden solchen Querschnitt
zerfillt das Prisma in 2 Prismen, die, wenn
der Schnitt durch die Mitte einer Seitenkante
geht, einander gleich, sonst aber ungleich sind.

2. Jeder Diagonalschnitt eines
vielseitigen Prismas ist ein 3 (4 Cca
in Fig. 207).

Jedes vielseitige Prisma lifit sich durch
Diagonalschnitte in dreiseitige Prismen von
der Hohe des ganzen Prismas zerlegen.
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3. Der zu einer Seitenkante || gefithrte Schnitt (4" B“b"a" in

Fig. 207) heilit ein Lidngsschnitt.

Projektionen des Prismas.

§ 175. Tig. 208, I stellt den GrundriB, Aufril und Kreuz-
ril} eines geraden vierseitigen Prismas dar, dessen Grundfliche auf P

ruht und von dem eine Seitenfiiiche

| zu P,, die zu ihr | Seitenfliche Fig. 208.
parallel zu P; ist. i

Der GrundriB ist mit der Grund-
fliche des Prismas © und stellt daher a'd’ be? | cd__a'b"
deren GroBe (Linge und Breite des T
Prismas) dar, der AufriBf gibt die Hohe .
des Korpers an. AR En

In Fig. 208, I wurde die Schnitt- J A
chene VU || zur Grundfliche des A2° _ Bicl | |07 Ayp
Prismas gefiihrt; der Querschnitt B P o /»’ ;
VU (Fig. 208, II) ist, wie aus der = = [
Entstehung des Prismas hervorgeht, A!-T -2V
mit der Grundfliche & und wir er-  la A S
kennen an demselben Linge und e :Si_s———;B

Breite des Prismas.
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Der Schnitt des Prismas mit Hilfe der Schnittebene M NV (Fig. 208, I)
ist der Langsschnitt, eine Fliche M N (in Fig. 208, II) von der Grife
und Gestalt des Aufrisses, die Hohe und Linge des Prismas enthilt; der

Fig. 208.
I
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Schnitt mittelst der Schnittfliche PS (in Fig. 208, I) gibt eine Figur
(einen Lingsschnitt PS in Fig. 208, II) von der GrioBe und Gestalt der
Seitenansicht des Prismas, woraus Hohe und Breite des Prismas
entnommen werden kann. Die Schnittfiguren werden durch Schraffieren
besonders hervorgehoben.

Aufgaben.

1. Gib (Fig. 208, I) unter Beniitzung eines Modelles die Flichen des Prismas
an, die @) als sichtbare Fliichen, 5} als Strecken, ¢) als gedeckte Fliichen erscheinen!

2. Gib aus den drei Projektionen die Kanten an, die @) als sichtbare Strecken,
b) als Punkte, ¢) als gedeckte Strecken erscheinen!

3. Gib aus dem Grundrif (aus dem Auf- und Kreuzriff) @) die sichtbaren,
b) die gedeckten Eckpunkte des Prismas an!

4. Fiithre in Fig. 208, I durch das Prisma einen Diagonalschnitt und
zeichne die Schnittfliiche!

Netz des Prismas.

§ 176, Um die Oberfliche eines Korpers geometrisch dar-
zustellen, konstruiert man alle Grenzflichen desselben zusammen-
héingend in einer einzigen Ebene. Eine solche Zeichnung heifit das Netz
des Kiorpers.

Die Kérpernetze dienen nicht blof zur Bestimmung der Oberfliiche, sondern
auch, wenn man sie gehirig ausschneidet und zunsammenfiigt, zur Anfertigung von
Modellen der Korper. Die inneren Kanten am Netze werden bis zur Hiilfte ein-

geritzt; durch Zusammenfalten des Netzes erhiilt man den Korper, dem durch Kleben
und Anwendung von Klebestreifen eine feste Form gegeben werden kann.
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Um das Netz des Prismas zu erhalten, zeichne man (Fig. 208, I1I)
die Rechtecke (), welche die Seitenoberfliche bilden, so nebeneinander,
daB je 2 eine gemein- Fig. 209.
schaftliche Seite haben o
und konstruiere dann a” Z a”
iiber und unter einem b
dieser Rechtecke (3) die
Grundflichen. &

Fig. 209, I enthilt
die projektive Darstel- yl | A
lung eines geraden qua-

dratischen Prismas,

durch das mittelst der
Ebene 7T'S ein Lings- 7‘1:;
schnitt gefithrt worden \40, S
ist (Fig. 209, II). Y

In Fig. 210, I und II, erscheinen Teile der Oberfliche sowie Kanten
dieses Prismas in der horizontalen und vertikalen Projektion dargestellt.
Was lehren die Projektionen der Seitenflichen?

Erklire die einzelnen Beispiele!

/8
Schnitt TS
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Ubungsbeispiele.

1. Ein rechtwinkliges Parallelepiped hat 78 mm Hohe, seine Grundfliiche,
die ein Rechteck von 60 #m, bezw. 35 mm Seitenliinge ist, liegt in P, so daf die
kiirzere Seite in einem Abstande von 15 mwn zu der Achse || ist; konstruiere @) den
Grundrif, den Aufrifi, b) einen Quer-, Liings- und Diagonalschnitt und ¢) das Netz
des Korpers!

2. Fin reguliires sechsseitiges Prisma, dessen Grundkante 30 mm und dessen
Seitenkante 94 mm betriigt, steht | auf der P, und ruht mit einer Seitenfliiche
auf der P,. Konstruiere Grund-, Auf- und Kreuzrifi dieses Korpers, schneide dieses
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Prisma durch eine horizontale Ebene, die 40 mm von der P, entfernt ist und zeichne
die Schnittfigur!

8. Von einem hohlen rechtwinkligen Parallelepiped betragen: die Liinge der
Grundfliiche 72 mm, die Breite derselben 46 mm, die Hohe 92 mm und die Wand-
stiirke 6 mm. Das Prisma steht | auf P, und ist 16 mm mit der liingeren Grund-
kante von P, entfernt. Zeichne Grund- und Aufrif dieses Kérpers und fithre durch
die Mitte desselben eine Schnittebene @) || zu P, b) || zu P!

4. Zeichne das Netz der projektiv dargestellten Prismen und stelle diese Karper
aus Pappendeckel dar! (Klebestreifen!)

5. Zeichne Grund- und Aufrif eines schiefen quadratischen Prismas! (Fig. 211.)

Oberfliche des Prismas.

§ 177. Bei der GroBenbestimmung der Korper handelt es sich um
die Berechnung der Oberfliche und des Rauminhaltes.

Fig. 211. Um die Oberflache eines Kérpers

;zu finden, bestimmt man den Fléchen-
_inhalt jeder Grenzfliche fiir sich und
' addiert alle gefundenen Flidcheninhalte.
i Die Darstellung der Grenzflichen
"eines Prismas in einer Ebene (Netz des-
-X' selben) fithrt zur Berechnung der Ober-
{tliche desselben. Die Oberfliche
feines Prismas ist gleich der
{Summe aus der Seitenober-
{flicheund der doppelten Grund-

fliche: 0o = s -+ 20.

Die Seitenflichen des Prismas sind #, ihre Summe gibt die Seiten-
oberfliche. In einem geraden Prisma bildet die Seitenoberfiiiche,
wenn man dieselbe in eine Ebene ausbreitet. ein Rechteck, dessen Grund-
linie dem Umfange der Grundfliche und dessen Hghe der Seitenkante
des Prismas gleich ist. (Fig. 208, IIL.) Die Seitenoberfliche (Mantel-
fliche) eines geraden Prismas ist gleich dem Produkte aus
dem Umfange der Grundfliche und der Hohe: s=w . h.

Ubungsbeispiele.

1. Berechne die Oberfliiche folgender rechtwinkliger Parallelepipede:

|
I
I
|
I
I
1
|
|
T
1
|
|
I
|
1

a) Linge 2°'4 m, Breite 18 dm, Héhe 86 em;
bl 1°26 m, » 10°B dm, 5 0°84 m;
() ko 12 m 4 em, s 1m T dmb em, s S m 3 dm!

2. Die Grundfliche eines 6 dm hohen geraden Prismas ist ein Quadrat, dessen
Seite 5 dm 4 em betriigt; wie groff ist die Oberfliiche?

3. Eine vierscitige Schachtel, die 3 dm lang, 15 ¢m breit und 160 mm hoch
ist, soll mit buntem Papier {iberzogen werden; wieviel dm? Papier braucht man dazu?

4. Ein viereckiges Gefiif von Blech ist 0'6 m lang, 3 m breit und £ m hoch;
wieviel m* Blech ist dazu erforderlich, wenn das Gefiif oben unbedeckt ist?

5. Berechne @) die Wandfliche des Lehrzimmers, b) die Oberfliche eines
Mauerziegels! (Modell!)
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6. Die Seitenoberfliche eines 4°2 s hohen geraden Pfeilers, dessen Grund-
fliiche ein regelmiifiiges Sechseck von 0'4 m Seitenlinge ist, soll einen Olanstrich
erhalten; wieviel kostet derselbe, wenn fiir das m* 1 K 50 h gezahlt werden?

7. Der Querschnitt eines quadrai‘.isehen Pfeilers betriigt 625 em?, die Hohe des
letzteren 3 m 8 dm; wie groB ist die Oberfliiche?

8. Die Basis eines geraden Prismas ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen
Seiten sich verhalten wie 8:4 :5; wie grof ist die Oberfliche des Prismas, wenn
die Hihe und die kiirzeste Basiskante 25 ¢m messen?

9. Man berechne die Grundfliiche, den Mantel und die Oberfliche eines regel-
miilizen dreiseitigen (sechsseitigen) Prismas von 13 c¢m Grundkanten- und 2°9 dm
Seitenkantenliinge.

10. Die Grundfliiche eines geraden Prismas ist ein regelmiifiiges Sechseck, die
Hihe des Korpers betriigt 1 m 8 dm; wie grof ist die Oberfliiche des Prismas, wenn
eine Seite der Grundfliiche 1 m 1 dm ist?

11. Ein 7} m langes, 5 m 4 dm breites und 3°6 7 hohes Speisezimmer soll
tapeziert werden; wieviel Rollen Tapeten sind fiir die 4 Wiinde, wieviel fiir die
Decke (den Plafond) erforderlich, wenn eine Rolle 7} laufende m von 50 cm Breite
enthiilt und wenn fiir Tiiren und Fenster 12 m? 8 dm® in Abzug zu bringen sind?

12. Wieviel #? Schnittholz bedarf man zur Anfertigung von 450 Exportkisten
von 60 em Liinge, 3 dm 5 cm Breite und 0°34 m Hohe?

b) Die Pyramide.
Entstehung, Vorkommen und Eigenschaften.

§ 178. Erklirungen. Ein von den Seitenflichen einer Ecke
umschlossener, nach einer Seite hin unbegrenzter Raum heilit ein
pyramidaler Raum. Einen solchen Raum beschreibt eine Gerade,
die sich lings des Umfanges eines Vieleckes und durch einen aufierhalb
der Ebene des letzteren gelegenen Punkt bewegt.

Wird ein pyramidaler Raum durch eine Ebene geschnitten, die alle
Kanten trifft, so heiBt der dadurch abgegrenzte ebenflichige Korper eine
Pyramide. Die Schnittfliche heift Grundfliche, die anderen Grenz-
flichen heilen Seitenfldchen, ihre Schnittlinien Fig. 212.

miteinander Seitenkanten und ihre Schnittlinien s
jﬂf
iE

Den gemeinschaftlichen Schnittpunkt der Seitenkanten
nennt man Scheitel oder Spitze und den Normal-
abstand der Spitze von der Grundfliche die Hohe
der Pyramide. ]

Vorkommen der Pyramide: Gib Beispiele dariiber
aus dem gewerblichen Leben, aus der Baukunst und
aus dem Mineralreiche an! A

Der Kérper S A B CD (Fig.212) ist eine Pyramide.

Die Seitenflichen einer Pyramide sind Dreiecke. Eine Ebene, die
durch 2 nicht unmittelbar aufeinander folgende Seitenkanten gelegt wird,
heiBt ein Diaconalschnitt der Pyramide (S4( in Fig. 212).

mit der Grundfliche Grundkanten der Pyramide.
B
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Man kann sich eine Pyramlde S ABCD auch dadurch entstanden ‘
denken, daB sich eine geradlinige Figur A BCD aus ihrer Ebene heraus
mit ihrer anfinglichen Lage || in stetig abnehmender GréBe so fort-
bewegt, daBl ihre Eckpunkte gerade und in einem Punkte zusammen-
treffende Linien beschreiben.

Arten der Pyramiden.

§ 179. Mit Riicksicht auf die Anzahl der Seiten der Grundflichen
teilt man die Pyramiden in drei-, vier- und mehrseitige ein. Die
dreiseitige Pyramide wird von 4 Dreiecken begrenzt und heifit, wenn
alle Kanten gleich sind, Tetraeder.

Steht die Verbindungsstrecke (S P in Fig. 212) der Spitze einer
Pyramide mit dem Mittelpunkte der Grundfliche auf dieser normal,
5o heilit die Pyramide gerade, sonst schief.

Eine gerade Pyramide, deren Grundfliche ein regelmifiges Vieleck
ist, heiit regelméaBig. Die Seitenflichen einer solchen Pyramide sind
& gleichschenklige Dreiecke; die Héhe eines jeden derselben heilit die
SeitenhGhe der regelmidfiigen Pyramide. Die Seitenhshe SE (in
Fig. 212) einer regelmifligen Pyramide ist die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreieckes, das den Abstand K P der Mitte der Grundfliche von
einer Seite und die Hohe S P der Pyramide zu Katheten hat.

Projektionen und Netz der Pyramide.
§ 180, Fig. 213, I stellt den Auf-, Grund- und Kreuzriff einer
regelmifigen dreiseitigen Pyramide vor. Der Grundrif gibt die Grund-
fliche, der Aufril (oder der KreuzriB) die Héhe der Pyramide an.

Fig. 213.

8"
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In Fig. 213, II sind die Grundfiiche (@be) und die Seitenfliche
[sa b) von dieser dreiseitigen Pyramide losgelost und projiziert. -

Bei der Seitenfliche sab ist die
Bestimmung der wahren GréBe der
Seitenkante sa durchgefithrt und die
Seitenfliche sab in wahrer GroBe be-
zeichnet. Jede Seitenkante (sa) kann
als Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-

eckes dargestellt werden, dessen Katheten /]

der GrundriB dieser Kante (s'a‘) und
die Hohe der Pyramide (s" n) sind.
Das Netz einer Pyramide wird
erhalten, wenn man die Seitendreiecke
neheneinander so konstruiert, dall sie den
Scheitel gemeinschaftlich haben, und an

Fig. 213.

eines dieser Dreiecke unten die Grundfliche anlegt. (Fig. 213, IIL)
In Fig. 214 ruht @) eine regelmifige vierseitige Pyramide auf der
horizontalen PFE, b) eine regelmiillige sechsseitige Pyramide auf der

Tig. 214,

20

T |
vertikalen PE. Zur Darstellung der Netze dieser beiden Korper ist
die Bestimmung der wahren GriBe einer Seitenkante (Erzeugenden)
erforderlich.

Jeder durch die Spitze und die Grundfliche einer Pyramide gefiihrte
ebene Schnitt ist ein Dreieck. :
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Konstruktions- und Rechenaufgaben.

1. Die Seitenkante einer regelmiifigen Pyramide betriigt 79 mm, die Grund-
fiiche ist ein Quadrat mit 45 mm Seitenliinge; wie grof ist die Hthe der Pyramide?

2. Die Grundfliche einer Pyramide ist ein Quadrat mit 45 mm Seitenliinge ;
die Hohe dieser regelmiifiigen Pyramide betriigt 70 mm; wie lang ist die Seitenkante?

3. Die Hohe einer regelmiiBigen fiinfseitigen Pyramide miBt 75 mm, der
Grundrifi einer Seitenkante 42 s, wie lang ist die Erzeugende (Seitenkante)?

4. Zeichne den Grund- und den Aufri der in 1.—3. angegebenen Pyramiden
unter der Annahme, daf ihre Grundfliichen in P; (P, oder Fg) liegen, und kon-
struiere dann einen Diagonalschnitt und das Netz jeder Pyramide!

5. Konstruiere Grund-, Auf- und Kreuzriff einer geraden Pyramide, deren
Héhe zur Projektionsachse parallel ist, und in deren quadratischer Grundfliiche zwei
Seiten zu P, parallel sind! — Warum ist in dieser Aufgabe die Zeichnung des
Kreuzrisses notwendig? (Vergleiche § 195, Aufgabe 3.)

6. Die Seitenkante einer regelmiifiigen Pyramide betriigt 85 mm, ihre Grund-
fiiiche ist ein Sechseck mit 42 mm Seitenliinge, das in der Ebene P, und zwar mit
einer Seite parallel zur Projektionsachse liegt; zeichne den Grundrif, den Aufrif,
einen Diagonalschnitt und das Netz der Pyramide!

7. Eine regelmiiBige fiinfseitige Pyramide mit der Héhe H = 75 mm und der
Grundkante K = 50 mim steht normal in der P; auf der Spitze, so daf @) die eine
Grundkante parallel zur P, und 5 mm von P, entfernt ist; &) die Pyramide mit
einem Eckpunkte der Grundfliiche die P, beriihrt und die gegeniiberliegende Grundkante
zu Py parallel bleibt. Zeichne die drei Projektionen und das Netz dieser Pyramide!

Oberflache einer Pyramide.

§ 181, Um die Oberfliche einer Pyramide zu erhalten, berechne man,
wie aus Fig. 213, III ersichtlich ist, die Seitenflichen als Dreiecke; ihre
Summe gibt die Seitenoberfliche s; addiert man zu dieser noch den
Inhalt & der Grundfliche, so erhilt man die Oberfliche. 0 — s | b.

Wie vereinfacht sich die Berechnung der Oberfliche einer regel-
méBigen Pyramide?

Die Seitenoberfliche (Mantelfliche) einer geraden Pyra-
mide ist gleich dem Produkteaus dem Umfange der Grund-
fliche und der halben Seitenhohe.

k h
M=nla 5 =5

Denn die Seitenflichen sind gleichschenklige Dreiecke, deren gleiche
Hohen die Seitenhohe der Pyramide sind.

Ubungsbeispiele.

1. Die Grundfliiche einer regelmiiiigen Pyramide ist ein Quadrat von 6 dm Seiten-
linge, die Seitenhohe betriigt 1 m 2 dm 3 em 7 mm; wie grob ist ihre Oberfliiche?

2. Ein Turmdach hat die Form einer regelmiifigen vierseitizgen Pyramide von
9% m Umfang der Grundfliiche und 10°2 m Seitenhohe; wieviel m® Blech sind zur
Eindeckung erforderlich, wenn fiir Verschnitt und Falze 6% hinzugerechnet werden?

8. In einer regelmiifigen vierseitigen Pyramide betriigt jede Grundkante 4 dm

und jede Seitenkante 5 dm; wie grof ist ¢) die Seltenhohe, b) die Hihe der Pyramide,
¢) die Oberfliiche?
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4. In einer regelmiifiigen sechsseitigen Pyramide ist eine Seite der Grund-
fliche 2 dm und eine Seitenkante 3°4 dm lang; bestimme die Oberfliiche!

5. Die Seite eines Tetraeders ist 1 dm (43 dm) lang; wie grof ist die Oberfliiche?

6. Berechne @) die Grundfliiche, b) die Seitenoberfliche und ¢) die Oberfliche
der im § 180, 4—7 projektiv dargestellten Pyramiden!

7. Die Grundkante einer regelmiifigen dreiseitigen Pyramide betriigt 4 cm
8 mum, eine Seitenkante 9°5 em; man berechne die Oberfliiche!

8. Es ist die Oberfliiche einer regelmiiBigen vierseitizen Pyramide zu berechnen,
deren Grundkante 46 sm und deren Hohe 1 dm 2 em 5 mm betriigt!

9. Uber einem Gebiiude von rechteckiger Basis, 19} m lang und 12'3 m breit,
erhebt sich ein sogenanntes Zeltdach von 12 m Hohe; wieviel Dachziegel sind zu
dessen Eindeckung erforderlich, wenn auf 1 m? 150 Ziegel gerechnet werden?

10. Wie groB ist die Mantelfliiche der Cheopspyramide, deren quadratische
Basis eine Seitenliinge von 232°8 m hat (griBer als der Stephansplatz zu Wien), und
deren Hohe 145 m betriigh?

11. Es ist die Oberfliche einer regelmiifiigen fiinfseitigen Pyramide zu be-
rechnen, deren Grundkante 8 ¢m 8 mm und deren Seitenkante 7 c¢m betriigt!

12. Das Dach eines Gartenhauses hat die Form einer regelmiifigen achtseitigen
Pyramide; wieviel Schindeln sind zum Eindecken desselben erforderlich, wenn die
Grundlinie eines Seitendreieckes 1} 2, dessen Hihe aber 3°1 m betriigt und wenn
1 Schindel 60 ¢m? deckt?

Der Pyramidenstumpf.

§ 182, Erklarungen. Wird eine Pyramide durch eine mit der
Grundfliche parallele Ebene geschnitten, o heifit der zwischen den beiden
parallelen Flichen liegende Teil der Pyramide ein P yramidenstumpf,
der zwischen der Schnittfliche und der Spitze liegende Teil aber die
Erginzungspyramide des Stumpfes. Diese Erginzungspyramide
und die urspriinglich gegebene Pyramide sind #hnliche Korper. Der
Pyramidenstumpf wird von zwei parallelen und #hnlichen Vielecken als
Grundflichen und sovielen Trapezen als Seitenflichen begrenzt, als jedes
der Vielecke Sciten hat; er ist, wie die Pyramide selbst, gerade oder
schief. Der Normalabstand der beiden Grundflichen Fig. 215.
heiBit die Hohe des Pyramidenstumpfes.

Ist der Pyramidenstumpf regelmiBig, so sind die
Trapeze gleichschenklig und kongruent; die Hohe eines
solchen Trapezes heiBt die Seitenhdohe des Stumpfes.

a.) Es sei H (OP in Fig. 215) die Hohe der
Pyramide O A B C, dann ist « (Op) die Hohe der Pyramide 4
Oabe und % (pP) die Hohe des Pyramidenstumpfes.
Zieht man A P und ap, so ist

wegen AP|ap.... H:x =04:0a, ....... 1)
und wegen 4B | ab...AB:ab= 04 : Oa, daher
i S H:x = AB:ab; d.h ... 2)
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Die Hohen é&hnlicher Pyramiden verhalten sich wie zwei
gleichliegende Seitenkanten (1) oder wie zwei entsprechende
Grundkanten (2). :

Wenn die Héhe eines Pyramidenstumpfes und zwei gleich-
liegende Seiten der unteren und der oberen Grundfliche desselben bekannt
sind, lo lassen sich daraus die Hohen der ganzen Pyramide und
der Erginzungspyramide berechnen.

Bezeichnet man mit H und z die Hohen dieser zwei Pyramiden,
mit & die Hohe des Pyramidenstumpfes, mit S und s zwei gleich-
liegende Seiten der Grundflichen des letzteren, so ist nach dem vorher-
gehenden Satze

Hi5 e 285 .

Da sich in jeder Proportion die Differenz der ersten zwei Glieder
gur Differenz der letzten zwei Glieder so verhilt, wie das erste Glied zum
dritten oder wie das zweite zum vierten, so hat man

(H—xz):(S—s) = H:8 (H—=xz):(8S—s) = x:s,
oder, weil H — x = h ist,

h:(S—s) = H:S, h:(S—s) = x:s,
h.8 h.s
woraus H— e = Ry folgt.

Driicke diese zwei Formeln mit Worten aus!

b) Aus der Proportion 4B :ab = H:z ergibt sich durch
Quadrierung aller Glieder A_EE Ca 52: H?:2? wenn wir OP als ganze
Héhe mit H und Op als kleine Hohe mit # bezeichnen. Da nun aber
die Grundfliche und Schnittfliche als &hnliche Figuren sich wie die
Quadrate der gleichliegenden Seiten AB und @b verhalten, so kann
man das Verhiltnis der groBen und kleinen Grundfliche G :g =
— 4B :ab = H?: x? setzen; d. h. Die beiden Grundflichen
eines Pyramidenstumpfes verhalten sich wie die Quadrate
ihrer Abstinde von der Spitze der ganzen Pyramide, von
welcher der Rumpf ein Teil ist.

Wenn man demnach eine Pyramide in der Hilfte der Héhe schneidet,
so ist die Schnittfliche das Viertel der Grundfliche.

Aufgaben.

1. In einem regelmiifiigen Pyramidenstumpfe sind die Grundflichen Quadrate
mit 62 mm und 31 mm Seitenliinge, die Hohe des Stumpfes betrligt 64 mm; berechne
@) die Hohe der Ergiinzungspyramide, b) die Seitenkante des Stumpfes!

2. Zeichne den in 1. angegebenen Pyramidenstumpf unter der Annahme, daf
die gréfere Grundfliiche in der Ebene P, liegt, im Grund- und im Aufrif und sodann
auch dessen Netz! (Siehe Tig. 216.)
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3. Wie grofi Fig. 216.
ist die Schnittfliiche s
einer Pyramide im ﬁ

Verhiltnis zu der
Grundfliche, wenn
man den Parallel-
schnitt  im  oberen

Drittel, Viertel,
Zehntel der Hohe
fiihrt?

§ 183, Die
Oberflache eines
Pyramiden-
stumpfes wird er-
halten, wenn man
die Summe s aller
Seitenfléchen, die
Trapeze sind, be-
stimmt und zu dieser Summe die beiden Grundflichen B und b addiert: also
0= s+ B-+b

1. Die Grundfliichen eines regelmiifiigen Pyramidenstumpfes sind Quadrate mit
den Umfiingen 1 m 6 dm 2 em und 1 m 2 dm, die Hohe eines Seitentrapezes betriigt
2 m 8 em; wie grofs ist die Oberfliiche?

2. Die Grundfliichen eines regelmiiigen Pyramidenstumpfes sind gleichseitige
Dreiecke von 0°58 s und 37 em Seitenliinge, die Hhe eines Seitentrapezes betriigt
84 dm; wie grof ist die Oberfliiche?

3. Bei einem geraden sechsseitigen Pyramidenstumpfe betriigt die Grundkante
S =5 em 2 mm, die Deckkante s = 3} cm und die Seitenkante & = 2°8 ¢ ; berechne
die Oberfliiche!

4. Bestimme von einem gegebenen Modelle eines Pyramidenstumpfes die erfor-
derlichen Abmessungen zur Berechnung seiner Oberfliiche und berechne diese!

5. In welchem Abstande von der Spitze muB eine Pyramide durch eine
Ebene || zur Grundfliiche geschnitten werden, damit die Schnittfliiche } (&, 4, ) der

Grundfliche ist?
'¢) RegelmilBige Korper.

§ 184, Ein Korper heiBt regelmaBig, wenn alle Grenzflichen des-
selben kongruente regelmifige Vielecke sind und kongruente Ecken bilden.

Aus dem Satze, daB die Summe aller Kantenwinkel einer Kcke
kleiner als 360° sein muBl (§ 164), folgt: Es gibt nur fiinf regel-
malige Korper.

Denn der Winkel eines regelmiBigen (gleichseitigen) Dreieckes be-
tragt 60°; von solechen Winkeln kénnen drei, vier oder auch fiinf
eine Feke bilden: aus sechs oder mehr als sechs solchen Winkeln aber
kann keine Ecké entstehen, da ihre Summe 360° oder mehr als 360°

Modénik-Halbgebauer, Geometrie. 10
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betrigt. Von gleichseitigen Dreiecken kénnen daher nur 3 regelmiBige
Korper begrenzt werden, némlich das Tetraeder (das Vierflach), das
Oktaeder (das Achtflach) und das Ikosaeder (das Zwanzigflach).

Das Tetraeder (Fig. 217, I) wird von 4 gleichseitigen Dreiecken

Fig. 217. begrenzt, von denen je 3
I 1 /4 ur in einer Heke zusammen-
stoflen; es hat 4 Ecken
und 6 Kanten.

Das Oktaeder
(Fig. 217, IT) wird von 8
gleichseitigen  Dreiecken
eingeschlossen, von denen
je 4 eine FEcke bilden; es hat 6 solche Ecken und 12 Kanten.

Das lkosaeder (Fig. 217, IIT) wird von 20 gleichseitigen Dreiecken
begrenzt, deren je 5 eine Hcke bilden; es hat 12 HEcken und 30 Kanten.

Der Winkel eines regelmilfiigen Viereckes (Quadrates) ist ein rechter;
von solchen Winkeln konnen nur drei in einer Feke zusammentreten ;
aus 4 oder mehr als 4 rechten Winkeln kann keine Ecke
gebildet werden. HEs gibt daher einen einzigen von
Quadraten begrenzten Korper; er heift Hexaeder
(Sechsflichner, Kubus oder Wiirfel). Das Hexaeder
(Fig. 218) wird von 6 Quadraten eingeschlossen und
hat 8 dreiseitige Kcken und 12 Kanten.

Fig. 218.

Der Winkel eines regelmiBigen Fiinfeckes betrigt 108°; von solchen
Winkeln kénnen nur 3 eine Fcke bilden. Es gibt daher einen einzigen
von regelmiifligen Fiinfecken begrenzten regelmifigen Korper. Dieser

Tig. 219. heiBt das Dodekaeder (das Zwolfflichner Fig. 219)
und hat 12 Seitenflichen, 20 dreiseitige Ecken und
30 Kanten.

Im regelmifiigen Sechsecke ist jeder Winkel 1209.
Von solchen Winkeln wie auch von den Winkeln eines
regelmilligen Vieleckes von mehr als 6 Seiten kann
keine Ecke gebildet werden, denn schon 3 zusammen-
stolende Winkel von 120° wiirden einen vollen Winkel geben, also eine
Ebene bilden.

Es gibt daher nur fiinf regelmiBige Korper.

Projektionen, Netz und Oberfliche des Tetraeders.
§ 185, Tig. 220, I ist der GrundriB, II der AufriB, III das
Netz eines Tetraeders. Um die Hohe des Dreieckes im Aufrisse
zu bestimmen, zieht man o'd | auf o‘c’ und durchschneidet aus ¢ mit
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dem Halbmesser ¢'a’ jene Normale. Dann ist o'd = a"0" die Hohe
des Aufrisses. (Erklirung am Modelle!) s
Um das Netz eines Fig. 220.

Tetraeders zu erhalten, 0"

konstruiere man mit der
Kante desselben ein gleich-
seitiges Dreieck und so- b a' \c¢"
denn  fiber jeder Seite : i

.

L) J
wieder ein gleichseitiges 2 :c
Dreieck. T !
Ordne am Netze des ;2
Tetraeders selbstiindig die A o o
o g

Klebestreifen an!

Die Oberflache des Tetraeders hesteht aus 4 gleichseitigen Drei-
ecken; bezeichnet man die Malizahl der Kante mit s, so ist
s? = =
0o — 4.1\/3 = SZVS.
Aufgaben.
1. Berechne die Oberfliiche (0) eines [Tetraeders, dessen Kante 1 dne
(235 mm) betriigt! :
2. Die Oberfliiche eines Tetraeders sei 35 em?* 84°9 mm?; wie grof ist jede Kante?
3. Wie verhalten sich die Oberfliichen zweier Tetraeder, deren Kanten im

Verhiiltnisse wie 1:2 (2:3) stehen?
4. Berechne die Oberfliiche eines Tetraeders nach gegebenem Modelle!

Projektionen, Netz und Oberfliche des Hexaeders.

§ 186. Fig. 221, I stellt den Grundrif, II den AufriB, IIT das
Netz eines Wiirfels dar, der auf der Ebene P, so aufruht, dafl eine
Diagonalebene so- Fig. 221.
wohl auf P, als
auch auf P, |
steht.

Das Netz des
Wiirfels wird er-
halten, wenn man
die 4 Quadrate,
welche die Seiten-
oberfliche bilden,

nebeneinander
zeichnet und dann an den entgegengesetzten Seiten eines dieser Quadrate
noch zwei solche Quadrate konstruiert. (Klebestreifen!) :

Aufgaben.
1, Zeichne Grund- und Aufrif eines Wiirfels mit 45 mm Kantenliinge, in dem

die Grundfliche in einem Abstande von 15 mum zu P, || ist und zwei Seitenﬂiiehgn
auf P, | stehen!

2 =

— {9 —

10%
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2. Konstruiere im Grund- und im Aufrisse einen Wiirfel von 5 ese Kanten-
linge, in dem die Grundfliiche in der Ebene P, liegt und keine Seitenfliiche zu
P, || ist! Zeichne das Netz des Wiirfels!

Oberflache eines Wiirfels.

Ein Wiirfel wird von 6 &2 Quadraten begrenzt; die Oberflache
eines Wiirfels ist daher gleich dem 6fachen Flidcheninhalte
einer Grenzfliache.

Bezeichnet s die MaBzahl einer Seite, so ist s* die MaBzahl fiir den
Fléacheninhalt einer Grenzfliche, daher die Oberfliche

0 = 68* und umgekehrt s = \/ %

Aufgaben.

1. Berechne die Oberfliiche eines Wiirfels, dessen Seite ist:
a) 12 cm, b) 2 m 4 dm, ¢) '1°05 m,
d) 13 dm, e)1m 3 dmbdem, f) 0°575 m!

2. Die Oberfliiche eines Wiirfels betriigt 3 dm® 98 em® 53} mm®; wie grof
ist seine Seite?

3. Es soll ein wiirfelformiges, oben offenes Gefif von 38 em Kantenliinge
angefertigt werden; wieviel m? Kupferblech braucht man? :

4. Die Kanten zweier Wiirfel sind 4 ¢ und 12 em lang; wie verhalten sich
ihre Oberflichen?

5. Die Diagonale der Grundfliiche eines Wiirfels betriigt 2 dm 4 em (42°8 wum) ;
wie grof ist @) die Seite und ) die Oberfliiche des Wiirfels?

6. Die Kirperdiagonale eines Wiirfels mifit 14 d; wie gro§ ist seine Oberfliiche?

7. Die Oberfliiche eines Wiirfels betriigt 0 = 1 dm? 12 em® 8 mm?; berechne
die Liinge einer Kante und die Diagonale eines Quadrates!

8. Berechne die Oberfliiche eines Wiirfels nach gegebenem Modelle!

9. Ein Wiirfel und ein Tetraeder haben 1 dm zur Kante; wie verhalten sich
ihre Oberflichen?
Netze des Oktaeders, Dodekaeders und lkosaeders.
§ 187. Bei den folgenden regelmiBigen Kérpern beschrinken wir
uns auf die Konstruktion der Netze.
Fig. 292, Das Netz eines Oktaeders (Fig. 222)
wird erhalten, wenn man mit der Kante
/\ desselben zuerst das Netz eines Tetraeders
zeichnet und dann an dieses ein zweites
mit ithm kongruentes Netz so anlegt, dal
beide Netze eine Seite gemeinschaftlich
haben. Das Oktaeder kann in 2 gleiche
' \/ Pyramiden mit quadratischer Grundfliiche
zerlegt werden.

Um das Netz des Dodekaeders (Fig. 223) zu konstruieren, zeichne
man mit der Kante desselben ein regelmiifiiges Fiinfeck, beschreibe iiber
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dessen Seiten wieder regelmiliige Fiinfecke (wobel man sich mit Vorteil

der Verlingerung der Diagonalen hedient) und lege an dieses Netz ein zweites

mit ihm kongruentes so an, dafi beide in einer Seite zusammenstofen.
Fig. 293. Fig. 224.

Die Konstruktion des Netzes eines Tkosaeders ist aus Fig. 9224
crsichtlich. :

2. Krummflédchige Kérper.

§ 188. Korper, die ganz oder teilweise von gekriimmten Flichen
begrenzt werden, heilen krummflichige Kérper. Bei den krumm-
flichigen Korpern, die eine oder mehrere ebene Grenzflichen haben, werden
diese als Grundflichen betrachtet, da man sich die Korper dariiber auf-
gerichtet vorstellen kann; die gekriimmte Fliche heiBt dann der Mantel

@) Der Zylinder.

- Zylindrische Fléache.

§ 189, Bewegt sich eine Gerade A4 A' (Fig. 225) lings des Umfanges
eines Kreises (A4 BC D A) parallel zu sich selbst fort, Fig. 225.
so beschreibt sie eine gekriimmte Fliche, die eine
zylindrische Fliche heiit. Der von ihr ein-
geschlossene nach 2 Seiten hin unbegrenzte Raum
heifit zylindrischer Raum. Die Gerade (0 0'),
die durch den Mittelpunkt des Leitkreises || zur er-
zeugenden Geraden (A4 A’) gelegt wird, heilit die
Achse der Zylinderfldche.

Jeder mit der Ebene der Leitlinie ||
gelegte Schnitt einer zylindrischen Fliche ist eine Kreis-
linie, die mit der Teitlinie gleichen Halbmesser hat.
(Veranschaulichung!) |

Der Zylinder. '_
§ 190, Wird eine zylindrische Fliche durch zwei mit der Ebene
der Leitlinie parallele Ebenen geschnitten, so heifit der von diesen und
der zylindrischen Fliche begrenzte Korper ein Zylinder. Die zwei ebenen
Schnittflichen sind kongruente Kreise (§ 189) und heifien die Grund-
flichen: die sie begrenzende zylindrische Fliche nennt man den Mantel
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des: Zylinders.. - Die Strecke, welche die Mittelpunkte beider Kreise ver-
bindet, heifit die Achse und jede Gerade der Mantelfliche heift eine
Seitenlinie oder Seite des Zylinders. Alle Seiten des Zylinders sind
parallel und einander gleich. Der Normalabstand der beiden Grundflichen
wird die Hohe des Zylinders genannt.

‘Gib Beispiele iiber das Vorkommen des Zylinders an!

Was fiir Flichen begrenzen einen Zylinder?

Man kann sich einen Zylinder auch dadurch entstanden denken,
dal} sich eine Kreisfliche aus ihrer Ebene heraus mit ihrer urspriinglichen
Lage parallel in unverinderter Grife so forthewegt, daB der Mittelpunkt
stets in derselben Geraden bleibt, oder dal eine Gerade sich lings des
‘ Umfanges eines Kreises parallel zu sich selbst herum-
bewegt; demzufolge kann ein Zylinder auch als ein Prisma
angesehen werden, dessen Grundfliche ein Vieleck von
unendlich vielen Seiten ist.

Steht die Achse auf den Grundflichen normal, so
heiBt der Zylinder ein gerader (Fig. 226), sonst ein
schiefer. Einen geraden Zylinder kann man sich auch
dadurch entstanden denken, dali sich ein Rechteck
um eine seiner Seiten dreht. In einem geraden Zylinder
stellt die Achse zugleich die Héhe vor.

Es gibt auch elliptische Zylinder; in diesem Buche soll aber immer
nur von Kreiszylindern die Rede sein. ;

Ein gerader Zylinder, dessen Seite dem Durchmesser der Grundfliche
gleich ist, wird gleichseitig genannt.

Fl g. 226.

Schnitte am Zylinder.

§ 191, Die Art der Schnittfignr héngt von der Lage der Schnitt-
ebene ab. Schneldet man (Fig. 227) einen Zylinder parallel mit der Achse,
so ist die Schnittfliche ein Rechteck ABCD oder
ein schiefes Parallelogramm, je nachdem der
Zylinder gerade oder schief ist.

1. Jeder Achsenschnitt eines Zylinders
ist ein Parallelogramm. (ABCD in Fig. 227.)

2. Wird ein Zylinder durch eine mit der
Grundfléiche parallele Ebene geschnitten, so
ist die Schnittfliche (EF in Fig. 227) ein mit
der Grundfliche kongruenter Kreis.

Dieser Satz folgt aus der Entstehung des Zylinders.

3. Wird ein gerader Zylinder durch eine Ebene geschnitten, die
weder zur Grundfliiche noch zur Achse parallel ist, so ist der Schnitt (G H)
eine Ellipse.
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Projektionen und Netz des Zylinders.

§ 192. Figur 228 stellt in I den Grund-, Auf- und Kreuzrif eines
geraden Zylinders, in IT den Achsenschnitt A B, den Lingsschnitt O'D

v f.’.F ¢ Fig. 228,
g T “|_ k2 T /j/cfuuuAB < S}nﬁfb cD
g
NAEEN N
el N

und den Parallelschnitt
EF, in 1II das Netz
desselben dar. Der Grund-
rifl gibt die Grundfliche,
der Aufrifi (oder der Kreunz-
rifl) die Hohe des Zylin-
ders an.

Schnilt EF

Netz

<t )
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Erklire die Darstellung des
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Netzes eines geraden Zylinders!

In Fig. 229, I—-IV, ist ein
Kreis projektiv dargestellt. Ver-
anschauliche und erklire die ein-
zelnen Fille!
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die projektive Darstellung eines geraden hohlen

Zylinders, Fig. 230, II dessen Achsenschnittes (4B) und Fig. 230, III
dessen Lidngsschnittes (C'D).

Fig. 231 ent-
halt die Projektio-
nen eines gleich-
seitigen Zylinders,
dessen Achse zu
der Projektions-

achse parallel
liegt. Da aus dem
Grundrisse und
dem Aufrissenicht
ersichtlich ist, ob
dieselben  einen
Zylinder oder ein

Parallelepiped

(einen Wiirfel)
darstellen, so ist
in diesem Falle

Fig. 230.
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zur vollstindigen Darstellung des Zylinders auch die Seitenansicht, der
Kreuzrif, erforderlich.

In Fig. 232 erscheint die horizontale und vertikale Projektion eines
schiefen Zylinders gezeichnet.
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Aufgaben.

1. Ein gerader Zylinder hat folgende Projektionen:

a) der Grundriff ist ein Kreis, der Aufriff ein Rechteck:

b) der Grundrif ist ein Rechteck, der Aufrif ein Kreis:

¢) Grundrif und Aufri sind Rechtecke;

d) die beiden Grundfliichen des Zylinders geben im Aufrisse Ellipsen, im
Grundrisse Gerade; der ganze Grundrif erscheint als Rechteck.

Welche Lage gegen die beiden Projektionsebenen hat der Zylinder in jedem
dieser Fiille?

9. Zeichne den Grund- und den Aufrif, sowie das Netz, den Achsen- und
Parallelschnitt eines geraden Zylinders, dessen Grundfliiche 60 s im Durchmesser
hat und in der Ebene P, liegt, und dessen 95 mm lange Achse von P, um 45 mm
absteht !

3. Ein schiefer Zylinder, dessen Grundfliiche ein Kreis von 43 s Durchmesser
ist, dessen Achse eine Liinge von 85 sun hat und mit der Grundfliiche einen Neigungs-

winkel von 45° bildet, ist mit der Grundfliche auf P, so aunfgestellt, daf die Achse
im Abstande von 28 mm zu P, parallel ist: konstruiere den Grundrif und den

Aufrif des Zylinders!

Oberflache des Zylinders.

§193. 1. Aus Fig. 228, III ist ersichtlich, daB die Mantelflache
eines geraden Zylinders dem Produkte aus dem Umfange
der Grundfliche und der Héhe des Zylinders gleich ist.
m = 2rah.

Denn die Mantelfliche 1aBt sich als ein Rechteck denken, das mit
dem Zylinder gleiche Hohe hat und dessen Grundlinie dem Umfange der
Grundfliche des Zylinders gleich ist. :
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2. Die Oberfliche eines geraden Zylinders wird erhalten,
indem man zur Mantelfliche den doppelten Inhalt der
Grundfliche addiert. o =2wrah + 2rix = 2ra(h+r1).

Im gleichseitigen Zylinder ist 2 — 27, daher m = 47r%x
und 0 = 67%x.

Ubungsaufgaben.

1. Die Grundfliiche eines geraden Zylinders hat 4'5 dm zum Halbmesser,
seine Hohe mifit 8°4 dm;: wie grofi ist @) die Mantelfliiche, #) die ganze Oberfliiche
des Zylinders?

2. Berechne die Oberfliiche folgender geraden Zylinder:

@) Durchmesser der Grundfliiche 23 em, Hohe 1°4 dm;
b) Halbmesser ,, 5 8 dm 2 em b mm, 5 0 024 dm;
¢) Umfang B b 1m9 em, s 1m8dm8 em!

3. Wie grof ist die Oberfliiche eines geraden Zylinders, dessen Hohe 3 din
4 ¢m und dessen Inhalt der Grundfliche 8 dm?® betriigt?

4. Die Mantelfliiche eines geraden Zylinders ist 62 dm?® 80 em? der Durch-
messer der Grundfliiche 4 dm; wie groB ist die Hohe?

5. Ein gleichseitiger Zylinder hat 2 dm 4 em zur Seite; suche @) seine Mantel-
fliiche, ) die ganze Oberfliiche!

6. Wie verhiilt sich die Mantelfliiche eines gleichseitigen Zylinders zur ganzen
Oberfliche desselben?

7. Wieviel dm® Eisenblech braucht man fiir eine Ofenrdhre, die 5 m lang ist
und 2 dim im Durchmesser hat?

8. Ein zylindrisches, oben offenes Gefiif ist von aufien anzustreichen; der
Halbmesser der Grundfliche betriigt 8'2 dm; die Hohe 54 em; wieviel dm?® sind
anzustreichen?

9. Wie oft wird sich eine Walze um ihre Achse drehen miissen, wenn ein
Stiick Feld von 20 @ ganz iiberwalzt werden soll und die Walze 1 m 6 dm lang
ist und 3 dm im Durchmesser hat?

10. Berechne die Oberfliiche eines geraden Zylinders nach einem gegebenen
Modelle!

11. Berechne die Oberfliiche eines halben geraden Zylinders, wenn der Durch-
messer der Grundfliiche (D) mit 5% em und die Hohe () mit 10 em kotiert sind!

12. Wieviel m® Plakatierungsfliiche liefert der Mantel einer Annoncensiiule
a) von 1 m 4 dm Durchmesser, b) von 6 m 2 dm 9 em Umfang und 3} m Hihe?

13. Wieviel m® Eisenblech braucht man zu einem halbzylindrisch geformten
Ofenschirm von 58 ¢m Radius und 1} m Hohe?

14. Wieviel * Pappendeckel braucht ein Kartonnagenarbeiter zur Anfertigung
von 6 Dutzend zylindrisch geformter Schachteln, wenn jede einem Durchmesser von
24 em und eine Hohe von 3% dm erhalten soll und wenn 309% auf Verschnitt ge-
rechnet wird?

15. Wieviel m* Zinkblech braucht ein Klempner zur Anfertigung von 2 halb-
zylindrischen Dachrinnen von 143 s Liinge und 15} ¢ Durchmesser, wenn fiir
Verschnitt und Uberdeckung 10% zugeschlagen werden?

h) Der Kegel.

§ 194, Erklirungen. Bewegt sich eine Gerade durch alle
Punkte einer Kreislinie so, daB sie dabei stets durch einen festen Punkt
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auBerhalb der Ebene dieser Kreislinie geht, so beschreibt sie eine ge-
kriimmte Fliche, die man eine konische (Kegel-) Fliche nennt.
Der von ihr eingeschlossene, nach einer Seite hin unbegrenzte Raum
heiBt kegelformiger oder konischer Raum. Die gegebene Kreis-
linie heifit die Leitlinie (Leitkreis) und der gegebene feste Punkt
der Scheitel oder die Spitze der konischen Fliche.

Wird der kegelférmige Raum durch die Ebene des Leitkreises ab-
geschlossen, so entsteht ein Kegel (u. zw. ein Kreiskegel). Die Kreis-
ebene heilit die Grundfliche, die sie begrenzende konische Fliche wird
der Mantel des Kegels genannt. Die Strecke, welche die Spitze und
den Mittelpunkt der Grundfliche verbindet, heilit die Achse und jede
Strecke in der Mantelfliche heiBt eine Seitenlinie oder Seite des
Kegels. Den Normalabstand der Spitze von der Grundfliche des Kegels
nennt man Héohe.

Gib Beispiele iiber das Vorkommen des Kegels an!

Was fiir Flichen begrenzen einen Kegel? Ein Kegel kann als eine
Pyramide betrachtet werden, deren Grundfliche ein Kreis ist. Ein Kegel
entsteht auch, wenn ein Kreis parallel zu sich selbst in stetig ab-
nehmender GroBe so fortschreitet, daf sein Mittelpunkt eine Gerade, die
Achse, heschreibt. Fig. 233

Ein Kegel, dessen Achse auf der Grundfliche normal ok
steht, heift ein gerader (Fig. 233), jeder andere ein
schiefer. Einen geraden Kegel kann man sich durch
Drehung eines rechtwinkligen Dreieckes um eine seiner
Katheten als Achse entstanden denken. In einem ge-
raden Kegel sind alle Seiten einander gleich und die
Achse stellt zugleich die Hohe vor. Die Seite eines
geraden Kegels ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreieckes, das den Halbmesser der Grundfliche und die
Hohe des Kegels zu Katheten hat.

Ist in einem geraden Kegel die Seite dem Durchmesser der Grund-
fliche gleich, so heiBt er ein gleichseitiger Kegel

Kegelformige Korper werden auch konische (von conus) genannt.

Projektionen, Schnitt und Netz des Kegels.

§ 195, Fig. 234, I stellt den GrundriB, den AufriB und den
KreuzriB, II den Achsenschnitt 4B und den Parallelschnitt
CD, IIT das Netz cines geraden Kegels dar, dessen Grunddurch-
messer ab = 20 mm, dessen Hohe sn = 25 mm ist.

Der GrundriB gibt den Halbmesser der Grundfliche, der Aufrill die

Héhe und die Seite des Kegels.
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Fig. 234.

/8
Schnitt AB

In Fig. 236, I sind
der Grund- und Aufrif}
eines hohlen geraden,
auf der P, normal auf
der Spitze stehenden
Kegels, in IT der Achsen-
schnitt 4B und der
Parallelschnitt ¢'D dar-
gestellt.

Aufgaben.

1. Die Grundfliche
eines 100 smm hohen ge-
raden Kegels hat 65 mm

Schnitt CD

Wie miifite man vorgehen, um den Auf-
rii eines senkrechten Kreiskegels zu finden,
von dem man auBer dem Durchmesser der
Grundfiiiche noch die Seite kennt?

Wie wird das Netz cines ge-
raden Kegels erhalten?

In Fig. 235 erscheint ein gerader
Kegel, auf der Kreuzrilebene ruhend,
projektiv dargestellt.




im Durchmesser; wie grofi ist die Fig. 236.
Seite des Kegels? o b/
2. Konstruiere das Netz des Schnitt AB

in 1. angegebenen Kegels und den
Grund- und den Aufrif dieses Korpers
unter der Annahme, daf die Grund-
lliiche in der Ebene P, liegt und die
Achse von der Ebene P; um 45 mm
absteht!

3. Zeichne den Grund-, Auf-
und Kreuzrifi eines geraden Kegels,
dessen Achse zu der Projektionsachse
parallel ist! — (Vergl. § 180, Auf-
gabe 5.) A

4. Zeichne die horizontale, ™
vertikale und Kreuzrifiprojektion
eines schiefen Kegels, dessen Grund-
fliiche in der @) Py, b) P, ¢) Pg liegt! 2 S Schnitt CD

Oberfliche eines Kegels.

§ 196. Die Oberfliche eines Kegels wird gefunden, indem man
zuerst die Grundfliche, dann die Mantelfliche berechnet und beide addiert.
o =m + r‘m

Bei einem geraden Kegel wird die Mantelfliche gefunden, indem
man den Umfang der Grundfliche mit der halben Seite des Kegels
multipliziert. Denn die Mantelfliche des Kegels erscheint, wenn man
sie in eine Ebene ausbreitet, als ein Kreisausschnitt, dessen Bogen dem
Umfange der Grundfliche und dessen Halbmesser der Seite des Kegels
gleich ist; nun ist der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes gleich der
Linge des Bogens multipliziert mit dem halben Halbmesser; folglich ist
die Mantelfliche eines geraden Kegels gleich dem Produkte
aus dem Umfange der Grundfliche und der halben Seite.

m = 2?‘”.% — 82 m und die Oberfliche

o=m -+ rix=rsa+r’a=ra(s—+r).
Fiir den gleichseitigen Kegel ist s = 27, daher

m = 2r*x und

0o = 37rim
Aufgaben.
1. In einem geraden Kegel ist:
@) der Durchmesser der Grundfliiche 4 m, eine Seite 6 m;
b) der Halbmesser L i 5 dm 6 em, & 84 dm;
¢) der Umfang 5 s 1m1dmTem s 8 m2em;

wie grof ist der Mantel und wie grof ist die ganze Oberfliiche?
2. Die Seite eines geraden Kegels ist 8733 dm, die Mantelfliiche 1759°296 em? ;

wie grofi ist der Durchmesser der Grundfliiche?
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3. Suche @) die Seite, o) die Mantelfliiche eines geraden Kegels, dessen Hohe
3 m 9 dm miBt und dessen Grundfliche 8 dm zum Halbmesser hat!
4. Bestimme die Oberfliiche eines gleichseitigen Kegels, dessen Seite 1 m 4 dm

betriigt!
5. Wie verhiilt sich die Mantelfiiiche eines gleichseitigen Kegels zur ganzen

Oberfliiche desselben?
6. In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenliinge 7°5 dm; wie grof ist die

Oberfliche?

7. Ein zugespitzter Trichter hat 2 dm Durchmesser und 2 dm 4 ¢m Seiten-
linge; wieviel dm?® Blech wurde dazu gebraucht?

8. Berechne @) die Mantelfliiche, ) die Oberfliche eines Kegels nach einem

Modelle!
9. Der Helm eines Turmes von der Form eines geraden Kreiskegels mit 2 m

6 ¢m Durchmesser und 6} m Seitenlinge soll mit Schiefer gedeckt werden; wieviele
Platten sind erforderlich, wenn man 14 Stiick fiir 1 m? rechnet?

10. Wieviel m* Leinwand erfordert die Mantelfliiche eines kegelftrmigen Zeltes
von 3% m Durchmesser und 4% m Hiohe?

Kegellschnittslinien.

§ 197. Besonders wichtig sind die Schnitte, die entstehen, wenn
ein gerader Kegel von einer Ebene geschnitten wird. Geht der Schnitt
durch die Achse (Fig. 237, I), so bildet er ein
gleichschenkliges Dreieck OBC;
steht er auf der Achse normal, oder, was
dasselbe ist, geht er parallel mit der Grund-
fliche, so ist die Schnittfigur ein Kreis D E.
Ist aber (Fig. 237, II) die schneidende Ebene
.y gegen die Achse geneigt, so sind drei Fille
¢ moglich. Trifft die schneidende Ebene alle
Seiten des Kegels, so ist dle Schnittfigur eine Ellipse EF. Ist die
Schnittebene parallel zu einer Seite des Kegels, so ist die Schnittfigur eine
nach einer Seite offene krummlinige Figur BCD, die
Parabel heiBt. Ist endlich die schneidende Ebene parallel
zu zweil Seiten des Kegels, welcher Fall z. B. eintritt, wenn
sie parallel zur Achse ist, so ist die Schnittfigur auch eine
krummlinige Figur 'H.J, die Hyperbel heilit; diese
Schnittlinie ist jedoch nur ein Ast der Hyperbel.

Erweitert man die Mantelfliche eines geraden Kegels
iiber die Spitze hinaus und schneidet die so erweiterte
Fliche durch eine zur Grundfliche parallele Ebene, so erhilt
man einen Kegel, der mit dem gegebenen einen Doppel-
kegel bildet (Fig. 238). Wird dieser durch eine Ebene,
die zur Achse parallel ist, geschnitten, so erhilt man die
vollstindige Hyperbel, die aus zwei getrennten Asten
hesteht.
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Die vorstehend angeftihrten Schnittlinien lassen sich auf sehr anschauliche
Weise darstellen, wenn man ein kegelférmig zugespitztes Glas zum Teile mit einer
gefiirbten Fliissigkeit fiillt, dann oben schliefit und die Richtung seiner Achse iindert.

Die krummen Linien: die Ellipse, die Parabel und die
Hyperbel, die durch den Schnitt einer Kegelfliche mit einer Ebene ent-
stehen, heillen mit einem gemeinschaftlichen Namen Kegelschnittslinien.

Konstruktion einer Parabel. Es sei (Fig. 239) A B die Leitlinie und
# der Brennpunkt (Fokus) der Parabel gegeben. Fiillt man von dem Brenn-
punkte die Normale F'C auf die Leitlinie und Fig. 239
halbiert diese Normale, so ist O der Scheitel :
der Parabel. Errichtet man im Brennpunkte auf
(U F' eine Normale, auf die man vom Brennpunkte
aus dessen Entfernung von der Leitlinie (F'C) auf-
triigt, so sind die so erhaltenen Punkte D und E
Punkte der Parabel. Die Normale DFE heifit
Parameter der Parabel. Wiihlt man in der
gegen X verliingerten Achse einen beliebigen
Punkt m, errichtet in diesem eine Normale auf
die Achse und beschreibt von F mit dem Ab-
stande (' nach oben und unten Kreisbogen,
welche die Normale in den Punkten A/ und M
schneiden, so geben diese Punkte zwei Punkte
der Parabel. Ebenso verfiilhrt man mit den Ab-
stinden Cn, COp ... und erhiilt jedesmal zwei
weitere Punkte der Parabel. Auf diese Weise kann
man beliebig viele Punkte bestimmen. Werden ’>\
diese durch eine krumme Linie verbunden, so
erhiilt man die verlingerte Parabel. Die Parabel ist in Bezug auf die Achse
symmetrisch.

Die Parabel ist eine krumme Linie, deren Punkte von
einem gegebenen Punkte ebensoweit entfernt sind wie
von einer gegebenen Geraden. (Grundeigenschaft.)

Konstruktion einer Hyperbel. Es seien (Fig. 240) £ und J* die beiden
Brennpunkte der Hyperbel. Man verbinde dieselben durch die Strecke FF,
halbiere diese in O und trage von O aus Tig. 240.
bis A und B die halbe Liinge der gegebenen
Hauptachse (4 B) auf, womit die beiden
Scheitel (4 und B), also zwei Punkte der
Hyperbel bestimmt sind. Nun nehme man
in der Geraden BX einen Punkt 2 an
und beschreibe von F und F* mit A und
Bm nach oben und unten Kreisbigen, so
geben ihre Durchschnittspunkte vier Punkte
der Hyperbel an. Ebenso verfiihrt man mit
An, Ap ... und erhiilt jedesmal vier
weitere Punkte der Hyperbel. Auf diese
Weise kann man beliebig viele Punkte bestimmen; werden dieselben durch eine
krumme Linie miteinander verbunden, so erhiilt man die verlangte Hyperbel.  Der

P
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Halbierungspunkt O der Hauptachse A B heiit der Mittelpunkt der Hyperbel.
Dieser ist zugleich der Halbierungspunkt der Nebenachse CD. Die Entfernung
eines Brennpunktes der Hyperbel vom Mittelpunkte (0) heifit die Exzentrizitit
der Hyperbel (FO = OF'). Die durch die Punkte G und H', dann H und
gezogenen Geraden G'H' und G'H, die zugleich durch den Mittelpunkt O gehen
miissen, heifien die Asymptoten der Hyperbel. Man errichtet in den Scheiteln
Normale auf die Hyperbelachse und beschreibt mit der Exzenfrizitit vom Scheitel
einen Bogen, welcher die Nebenachse in zwei Punkten (C' und D) schneidet; die
verliingerten Diagonalen des so erhaltenen Rechteckes bilden die Asymptoten, denen
sich die Hyperbeliiste unaufhérlich niithern.

Die Hyperbel ist eine krumme Linie, in der die Dif-
ferenz der Entfernungen eines jeden Punktes von zwei
gegebenen Punkten stets dieselbe und gleich der Haupt-
achse ist. (Grundeigenschatt.)

Die Hyperbel ist nach beiden Achsen symmetrisch.

Anmerkung. Die Bewegungsbahnen der Himmelskdrper sind Kegelschnitts-
linien (Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln). In schriiger Richtung geworfene, geschleuderte
oder geschossene Korper (Projektile) beschreiben parabolische Bahmen (Wurflinie);
ausflieBendes Wasser beschreibt einen parabolischen Bogen.

Kegelstumpf.

§ 198, Wird (Fig. 241) ein Kegel durch eine Ebene a6 geschnitten,

die mit der Grundfliche parallel ist, so zerfillt er in zwei Kiarper, einen
Pig. 241. kleineren Kegel und einen zwischen zwei parallelen

g Kreisflichen liegenden Korper, der ein abge-
stutzter Kegel oder ein Kegelstumpf genannt
wird. Der zwischen der Schnittfliche und der
Spitze liegende Teil des Kegels heillt der Er-
ginzungskegel des Stumpfes. Was fiir Flichen
begrenzen einen Kegelstumpf? Die Entfernung
Pp der heiden Kreisflichen ist die Héhe des
Kegelstumptes. Jede Strecke in der Mantelfliche
des abgestutzten Kegels heilit Seite, z. B. a 4.

Wird die Mantelfldche eines geraden

! ) Kegelstumpfes auf eine Ebene abgewickelt, so
ersehemt sie als ein Teil eines Kreisringes u. zw. als Kreisringaus-
schnitt.

Projektionen. Fig. 242 stellt in I den Grundrifi und den Aui-
riB, in IT das Netz eines geraden Kegelstumpfes dar.

Der Kegelstumpf steht mit dem Pyramidenstumpfe in derselben
Beziehung wie der Kegel mit der Pyramide (§ 194). Wie sich beim
Pyramidenstumpfe zwei gleichliegende Seiten der beiden Grundflichen
verhalten, so verhalten sich beim Kegelstumpfe die Halbmesser der beiden
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Grundkreise.
Wenn daher
die Hohe & des
Kegelstumpfes
und die Halb-
messer K und
7 seiner Grund-
flichen be-
kannt sind, so
kann man dar-
aus mit Riick-
sicht auf § 182 08
die Hoéhen
H und z des J
ganzen Ke-
gels und des Erﬁanzungskegels berechnen. Man erhilt

Aus den #hnlichen Dreiecken A PO und ap O (Fig. 241) erglbt
sich AP:ap = OP: Op oder kiirzer, wenn wir die beiden Halbmesser
1t B und 7, die beiden Hohen mit A und z bezeichnen:
R:r= H:x; daraus
RBl-wi— Hicad und
Tl s wrdi = H2: wh i oder
G g—=H: .2}, d. h.: Die beiden Grund-
flichen eines Kegelstumpfes verhalten sich wie die Qua-
drate ihrer Abstinde von der Spitze des ganzen Kegels,
von dem der Stumpf ein Teil ist. (Siehe § 182, b.)
Aufgaben.
1. Ein gerader Kegelstumpf, dessen Seitenkante 76 #um betriigt, hat zu Grund-
flichen Kreise, deren Durchmesser 65 s und 40 mm lang sind; wie grofi ist die

Hohe des Stumpfes?
2. Zeichne Grund- und Aufrif des in 1. angegebenen Kegelstumpfes, wenn er

mit der gréBeren Grundfliiche auf P, aufsteht und seine Achse 40 mm von P, entfernt

ist; konstruiere auch das Netz des Stumpfes!
8. Wie grof ist im Verhiiltnis zur Grundfliiche die Schnittfliche eines Kegels,

wenn man den Schnitt im obern Drittel, Fiinftel, Achtel der Hohe fiihrt?

Oberfliche des Kegelstumpfes.

§ 199. Die Mantelfliche eines geraden Kegelstumpfes wird
gefunden, indem man die Summe der Umfiinge seiner Grundflichen mit
der halben Seite desselben multipliziert. Denkt man sich néimlich in dem
Mantel des Stumpfes unzéhlig viele Seiten gezogen, so zerfillt derselbe

Mocénik-Halbgebauer Geometrie. 11
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in Figuren, die man als ebene Trapeze ansehen kann; es ist daher die
Mantelfliche des Kegelstumpfes gleich der Summe aus den Flichen aller
dieser Trapeze, also der Summe ihrer Parallelseiten, d. i. der Summe
der Umfinge der beiden Grundkreise, multipliziert mit der halben Héhe
der Trapeze, d. i. mit der halben Seite des Kegelstumpfes.
m—2Rx+2rm) %:2:: B+7). 5=B+7)sa.

Die Gesamtoberfliche eines geraden Kegelstumpfes ist
gleich der Summe aus der Mantelfliche und dem Inhalte der beiden
Grundflachen.

0= (R+r)sa+ Rm-+ r’na.

Ubungsbeispiele.

1. Die Seite eines geraden Kegelstumpfes ist 6 dm, die Durchmesser der
Grundfliichen betragen 9 dm und 7 dm; wie grof ist die Oberfliche?

2. Bestimme die Oberfliiche eines geraden Kegelstumpfes, dessen Seite 1°5 m
ist und dessen Grundflichen 2 m? 80 dm® und 2% m® Flicheninhalt haben!

3. Ein silberner Becher hat die Form eines Kegelstumpfes, der oben 14 em,
unten 10 e¢m weit ist und eine Tiefe von 16 em hat; wieviel em?® Vergoldung sind
fiir die innere Fliiche des Bechers erforderlich?

4. Berechne a) die Mantelfliiche, b) die Oberfliiche eines Kegelstumpfes nach
einem gegebenen Modelle!

¢) Die Kugel.

§ 200. Dreht sich ein Halbkreis um seinen Durchmesser, bis er
wieder in seine urspriingliche Lage gelangt, so beschreibt er eine ge-
kriimmte Fliche, die Kugelfliche genannt wird. Der von
der Kugelfliche begrenzte Korper heilit Kugel (Fig. 243).

Beispiele iiber das Vorkommen der Kugel!

Jeder Punkt der Kugelfliche ist von dem Mittelpunkte
des erzengenden Halbkreises gleich weit entfernt; dieser
Punkt heiBt darum der Mittelpunkt der Kugel. Eine
Strecke, die vom Mittelpunkte bis zur Kugelfliche gezogen wird, heilit
ein Halbmesser; eine Strecke, die durch den Mittelpunkt geht und
zwei Punkte der Kugeloberfliche verbindet, ein Durchmesser der Kugel.
Alle Halbmesser einer Kugel sind einander gleich; ebenso alle Durchmesser.

Fig. 243.

Unter allen Kugelkreisen ist der am groBiten, dessen Ebene durch
den Mittelpunkt der Kugel® geht. Ein solcher Kreis heiit darum auch
grofiter Kugelkreis; sein Halbmesser ist dem Halbmesser der
Kugel gleich.

Erklirungen. Denkt man sich eine Kugelfliche durch Drehung
eines Halbkreises um seinen Durchmesser (NS in Fig. 244) entstanden,
so nimmt der Halbkreis nach und nach die Lagen aller durch die End-
punkte jenes Durchmessers gehenden groBten Halbkreise der Kugel ein;
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ebenso heschreibt jeder Punkt des sich drehenden Halbkreises einen
groBeren oder kleineren Kugelkreis, u. zw. der Halbierungspunkt des Halb-
kreises einen grifiten Kugelkreis. Jener Durch- Fig. 244,

messer (N S) des erzeugenden Halbkreises heilit v

in Bezug auf diese bezeichneten Kreise die
Achse, ihre Endpunkte heilen die Pole
(N und §), die durch die Pole gehenden Halb-
kreise die Meridiane, die von den einzelnen
Punkten des bewegten Halbkreises beschrie-
benen Kugelkreise, deren Ibenen siimtlich
auf der Achse normal stehen und daher mit-
einander parallel sind, Parallelkreise;
der durch die Mitten der Meridiane gehende S

groBte Parallelkreis heifit insbesondere der Aquator (44’ in Fig. 244).

Projektionen, Netz und Schnitt der Kugel.
§ 201. Fig. 245 stellt den GrundriB und den AufriBl einer
Kugel dar. Fig. 245.
Der Grund- und der AufriB einer 7
Kugel sind Kreise, deren Durchmesser dem B )
Durchmesser der Kugel gleich sind. Steht S
die Achse der Kugel anf der Horizontal- [7
A

ebene normal, so erscheinen im Grundrif
alle Meridiane als Durchmesser, im Aufril Iz
einer als Kreis, einer als Durchmesser und
alle iibrigen als Ellipsen; die Parallelkreise AN
erscheinen im Grundril als konzentrische q 5
Kreise, im Aufri} als parallele Sehnen.
Die Oberfliche der Kugel lafit
sich, da sie nach allen Seiten gekriimmt

ist, nicht in eine Ebene ausbreiten; daher // p

I R

kann von der Kugelfliche auch kein voll-
kommen genaues Netz konstruiert werden.

-
I'n
.

36

C'a

§ 202, Schneidet man eine Kugel A’
durch eine Ebene, so ist die Schnitt- \
figur ein Kreis, der umso grofer ist, je
niher die Schnittebene dem Mittelpunkte
der Kugel liegt. Am groBten wird er, B
wenn die Schnittfliche durch den Mittel- 36
punkt geht; ein solcher Kreis heilit ein groBter Kreis der Kugel

Eine Ebene schneidet eine Kugel in zwei Teile, die man Kugel-
abschnitte (Segmente) nennt. Diese kénnen untereinander gleich

11
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oder ungleich sein, je nachdem die schneidende Ebene durch den Mittel-
punkt der Kugel oder auBerhalb desselben geht; im ersten Falle heilit

Fig. 246. Tig. 247. jeder der beiden Kugelab-
schnitte eine Halbkugel
(Fig. 246). Die gekriimmte
Oberfliche eines Kugel-
abschnittes 4 S M (Fig. 247)
heilit eine Kugelmiitze
oder Kalotte. Dreht sich
ein Ausschnitt (Sektor) eines
groBten Kugelkreises um einen
seiner Halbmesser, so heilit der dadurch gebildete Korper ein Kugel-
ausschnitt oder Kugelsektor.

Von wieviel Flichen ist ein Kugelausschnitt begrenzt?

Wird eine Kugel durch zwei parallele Ebenen geschnitten, so
heiit der zwischen ihnen befindliche Teil der Kugel eine Kugelschicht
und der dazu gehorige Teil BCZ (Fig. 247) der Kugeloberfliche eine
Kugelzone (Giirtel).

Oberflache einer Kugel.

§ 208. Die Oberflache einer Kugel ist, wie Jedoch hier nicht
bewiesen werden kann, gleich dem vierfachen Flacheninhalte
eines gréfiten Kugelkreises.

Veranschaulichung durch Aufwickeln eines starken Spagates @) auf dem grifiten
Kugelkreise und 4) auf der gekriimmten Oberfliche einer Halbkugel; im letzteren
Falle braucht man eine doppelt so lange Schnur als im ersteren. Die Fliche der
Halbkugel ist demnach zweimal, die Oberfliiche der ganzen Kugel also viermal so
grof als der grifite Kugelkreis.

Bezeichnet man den Halbmesser der Kugel durch » und die Ober-
fliche derselben durch o, so ist z#? der Flicheninhalt eines groBten
Kreises, folglich

o=4dar*=4r'n

Man kann daher auch sagen:

Die Oberfliche einer Kugel wird gefunden, indem man
das 4 fache Quadrat des Halbmessers mit der Ludolfischen Zahl multipliziert.

Wenn man umgekehrt aus der bekannten Oberfliche einer Kugel
den Halbmesser derselben finden will, braucht man nur die Ober-
fliche durch die 4fache Ludolfische Zahl zu dividieren; der Quotient
stellt das Quadrat des Halbmessers dar; zieht man daravs die Quadrat-
wurzel, so erhilt man den Halbmesser Sf‘lbnt Es ist demnach

)&
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HeiBt B der Halbmesser und O die Oberfliche einer zweiten Kugel,
so ist auch O = 4z R?, daher
@ntn—d i nat =—shre i d il
Die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie die
Quadrate ihrer Halbmesser.
Die Oberfliche einer Kugelzone oder einer Kugelkappe (Kalotte)
wird berechnet, indem man den Umfang eines grofiten Kugelkreises mit

der Hohe der Kugelzone oder der Kugelkappe multipliziert.
.m=2rm.h.

Ubungsaufgaben.

1. Berechne die Oberfliiche einer Kugel, deren Halbmesser @) 3 dm, b)) 1 m
4 dm, ¢) 1 m 5 em, d) 17§ em ist!

2. Der Durchmesser einer Kugel ist @) 5 dm, b) 4'8 em, ¢) 2 dm 8 mm; wie
grof ist die Oberfliiche?

8. Der Umfang eines grofiten Kugelkreises sei 2 m 7 dm 9 mm; berechne die
Oberfliiche der Kugel! -

4. Der grifte Kreis einer Kugel hat 855°3 e¢m?® Flidcheninhalt; wie grof ist
die Oberfliiche?

5. Die Oberfliiche einer Kugel ist @) 22 dm? b) 9 dm® 7 cm® 46 mm*; wie
grofs ist der Halbmesser?

6. Wie grof ist die Oberfliche der Erde, wenn man diese als eine Kugel
betrachtet, deren Halbmesser 636896 ke betriigt? (w = 8°14.)

7. Der Durchmesser eines Erdglobus ist 4 dm; wie verhiilt sich dessen Obers
fliiche zur Oberfliche der Erde?

8. Wie grof miifite der Durchmesser eines Erdglobus angenommen werden,
auf welchem 1000 km?* als 1 mm?® erscheinen sollen?

9. Von der Oberfliche der Erde sind 0'73 Wasser und 0°27 festes Land.
Wieviel ¢m? kommen auf einen Globus von 55 e¢m Durchmesser auf das Wasser
und wieviel auf das feste Land?

10. Man will einen Luftballon machen, dessen Durchmesser 3°2 m betriigt;
wieviel s Taffet von 92 e¢m Breite wird man dazu brauchen?

11. Ein kugelrunder Turmkopf von 1°2 m Durchmesser soll vergoldet werden ; wie
hoch kommt die Vergoldung, wenn fiir 1 m? Vergoldung 97 K 60 h zu zahlen sind?

12. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, welches der Oberfliche einer
Kugel von 1 m 1 dm Durchmesser gleich ist?

13. Ein gerader Kegel hat 0°8 m Hohe und eine Grundfliche von 0°3 m
Halbmesser; wie grofi muf der Durchmesser einer Kugel sein, deren Oberfliiche
gleich ist der Mantelfliiche jenes Kegels?

14. Eine Kuppel, welche die Form einer Halbkugel hat, soll mit Kupferblech
gedeckt werden; wieviel Blech ist dazu erforderlich, wenn der Durchmesser der
Kugel 6 m 3 dm ist, und wieviel kostet diese Bedeckung, wenn 1 m?* zu 34 K 40 h
gerechnet wird?

15. Ein Kuppelgewilbe ruht auf einem zylindrischen Mauerwerke; der innere
Durchmesser der Kuppel, die eine Halbkugel vorstellt, ist 12 s, die Hohe der
Kuppel vom Boden an gerechnet 22 m, folglich die Hohe der zylindrischen Mauer
16 m. Wieviel Kalk ist erforderlich, um das Innere dieses ganzen Mauerwerkes
auszuweifien, wenn man 1 kg Kalk braucht, um 1 m?* Fliche auszuweibien?
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16. Berechne die Oberfliche des Mondes, wenn sein Umfang 11.070 km betriigt!

17. Ein Steinmetz haut aus Sandstein eine Kugel von 45 ¢m Durchmesser
aus; wie teuer kommt die Arbeit, wenn 1 ¢m® mit 8 K 25 h bezahlt wird?

18. Berechne die Oberfliiche @) einer Kugel, §) einer Halbkugel nach einem

gegebenen Modelle!

§ 204, Ubung im Kotieren und Aufnehmen (Darstellen) von geometrischen
Holzmodellen, Kombinationskirpern und architektonischen Grundformen im Grund-
und Aufrif, notigenfalls auch im Kreuzriff und Ubung im Bestimmen von Achsen-,
Liings- und Parallelschnitten als praktische Anwendung des projektivischen Zeichnens!
Beniitzung von Modellen!

Xl1l. Rauminhalt der Korper.

§ 205, Um den Rauminhalt (dlen Kubikinhalt oder das Volumen)
eines Korpers, d. i. die Gi6Be des von seinen Grenzflichen eingeschlos-
senen Raumes, zu bestimmen, nimmt man irgend einen bekannten Kdrper
als Finheit des KubikmaBes an und unfersucht, wie oft derselbe in
dem gegebenen Korper enthalten ist. Die gefundene Zahl heilit
die MaBzahl fir den Bauminbalt des Korpers.

Als Einheit des Korper- oder KubikmabBes nimmt man
einen Wiirfel oder Kubus an, dessen Kante einer Lingeneinheit gleich
ist, und der ein Kubikmeter (m?, ein Kubikdezimeter (dm?), ein
Kubikzentimeter (em® heilit, je nachdem die entsprechende Lingen-
einheit ein Meter, ein Dezimeter, ein Zentimeter ist.

1 m?® = 1.000 dm?® & 1.000 cm® & 1.000 mmn®.

Als HohlmaQ heilit das Kubikdezimsater Liter (I);

100 Liter = 1 Hektoliter (k).

Einen Kérper messen heiit also untersuchen, wieviel Kubik-
meter, Kubikdezimeter usw. in demselben enthalten sind. Es wiirde zu
miihsam und in vielen Fillen vnausfiibrbar sein, diese Untersuchung
durch wirkliches Neben- und Aufeinanderlegen der Kubikeinheit vorzu-
nehmen ; einfacher wird der Rauminhalt eines Korpers mittelbar aus
den Mallen der Linien oder Flichen, von denen die GrioBe desselben ab-
hiingt, durch Rechnung gefunden.

Zwei Korper, die denselben Rauminhalt haben, heifen inhaltsgleich.

§‘206. LiBt man einen Kérper durch die Parallelbewegung
eines ebenen Gebildes entstehen, so hiingt sein Kubikinhalt ab: 1. von
der urspriinglichen GroBe des sich bewegenden Gebildes, d. i. von der
Grundfliche des Korpers; 2. von der GroBe dieses Gebildes wiibrend des
Verlaufes der ganzen Bewegung und 3. von der Entfernung der letzten
Stellung des Gebildes von der wurspriinglichen Stellung, d. i. von der
Hohe des Korpers.



167

Bleibt die GroBe der Grundfliche wihrend der Parallel-
bewegung unverdndert, wie bei dem Prisma und dem Zylinder, oder
nimmt sie stelig ab, bis sie in einem Punkte verschwindet, wie bei der
Pyramide und dem Kegel, so hingt dann der Kubikinhalt bloB von der
Grundfliche und von der Hohe ab. Daraus folgt:

Zwei Prismen, zwei Zylinder, zwei Pyramiden oder
zwei Kegel sind inhaltsgleich, wenn sie gleiche Grund-
flichen und gleiche Hohen haben. Veranschaulichung!

Der Rauminhalt einer Kugel hiingt bloB von ihrem Halbmesser ab.

Zwei Kugeln sind inhaltsgleich, wenn sie gleiche
Halbmesser haben.

1. Kubikinhalt der Prismen.

§ 207. Es sei zunichst der Kérperinhalt eines rechtwinkligen
Parallelepipedes ABCDEF G H (Fig. 248) zu bestimmen, in dem
die Linge A B = 3 dm, die Breite 4D =2 dm und die Hohe 4 F —
= 4 dm ist. Da die Grundfliche 3 dm? > 2 = 6 dm?® enthilt, so liBt
sich auf ihr ein dm® 6 mal auflegen; das Prisma Fig. 248,
enthilt also bis zu einer Héhe von 1 dmm eine
Schichte von 6 dm?®; zu jeder weiteren gleichen
Hohe gehort wieder eine Schichte von 6 dm®. : : >
Das ganze Prisma hat vier Schichten, jede
Schichte mit 6 dmz?®, daher 6 dm® X 4 = 24 dm® =
= (3 X 2 X 4) dm® — Allgemein lassen sich
der Grundfiiche jedesmal so viele Kubikeinheiten
aufstellen, als dieselbe Quadrateinheiten enthilt,
und es erscheinen so viele solcher Schichten von
Wiirfeln iibereinander, als die Héhe Lingenein-
heiten enthilt. Man muBl daher, um den Raum-
inhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedes zu erhalten, die MaBzahlen
seiner Grundfliche und Hohe, oder was gleichviel ist, die MaBizahlen seiner
Liinge, Breite und Hohe miteinander multiplizieren.

Kiirzer sagt man gewohuiich:

Der Rauminhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedes
ist gleich dem Produkte aus der Linge, Breite und Hohe
oder dem Produkte aus der Grundfliche und der Héhe,

v=IXbXh=gXh,

Da jedes Prisma mit einem rechtwinkligen Parallelepiped, das mit
ihm 'gleiche Grundfliche und dieselbe Hche hat, inhaltsgleich ist (§ 50),
so folgt allgemein:
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Der Rauminhalt eines jeden Prismas ist gleich dem Pro-
dukte aus der Grundfliche und der Hohe.
Bezeichnet ¢ die Malzahl der Grundfliche, % die Malizahl der Hohe

und » den Rauminhalt eines Prismas, so ist
v

v
v—gi.h, g b—?.

Hier und weiterhin sind, wenn von Produkten aus Flichen
und Linien geredet wird, immer nur die MaBzahlen derselben
zu verstehen.

§ 208, Ein Warfel (Kubus, Hexaeder) ist ein rechtwinkliges
Parallelepiped von gleicher Lange, Breite und Héhe; der Kubikinhalt
eines Wiirfels ist also gleich der dritten Potenz einer
Seite.

Ist z. B. die Linge der Seite eines Wiirfels 2 dm, so betrigt die
Grundfliche 2 dm?® XX 2 =4 dm?® Es lassen sich demnach auf der
Grundfliche 4 dm?® auflegen und zwar bis zu einer Hohe von 1 dm,
und von da bis zur Hohe von 2 dm liegt noch eine Schichte von 4 dm?;
also enthilt der Wiirfel

4 .dm® X 2= 2X2X2) dn®= 2% dm® =8 dm?.

Um dieses zu versinnlichen, nehme man 8 kleine und gleiche Wiirfel und
lege diese gehirig neben- und aufeinander.

Man {iberzeugt sich auf gleiche Weise, daB ein Wiirfel, dessen

Seite 3 dm ist, (3 X 3 X 3) dm?® = 3° dm® = 27 dm?,
w dm , EX4XH mP-=4mdP = 64 m3,
» Dem , (BXDHXD) em® = 5% emd = 125 em? enthilt.

Der Kubikinhalt eines Wiirfels wird also gefunden, indem
man die MaBzahl einer Seite (Kante) dreimal als Faktor
setzt oder zur dritten Potenz erhebt.

Darum wird auch im Rechnen die dritte Potenz einer Zahl der Kubus der-
selben genannt.

Bezeichnet s die Léange einer Seite und v» den Rauminhalt eines
Wiirfels, so ist

v==s%ud s =V v

Heillt S die Seite und 7 der Rauminhalt eines zweiten Wiirfels,
o ist V= 8% daher’ ¥V:w=8%:4%; d. h.

die Rauminhalte zweier “u1fe1 verhalten swh wie die
dritten Potenzen ihrer Seiten.

§ 209. Ubungsaufgaben. }

1. Berechne den Rauminhalt folgender rechtwinkliger Parallelepipede:

@) Liinge 2'4 m, Breite 18 dm, Héhe 360 cm;

o) 2, 1°26 m, - -4 - 10°6 dim, Jass S tigead R
el 12 m 4 cm, 5 1m7dmbem , 8m3dn!.
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2. Wie grofi ist der Rauminhalt eines Prismas, dessen Grundfliche 5 dm?
46 cm® und dessen Hohe 2 dmm 9 em ist?

* 3. Die Grundfliiche eines 6 dm hohen geraden Prismas ist ein Quadrat, dessen
Seite b dm 4 em betriigt; wie groB ist der Rauminhalt?

4. Der Inhalt eines Prismas ist 5 m® 850 dm® die Hohe 1 m 3 dm; wie grof
ist die Grundfliiche?

5. In einem rechtwinkligen Parallelepiped ist die Grundfliche 7'3 dm lang
und 24 em breit; wie grofi ist die Hohe, wenn der Inhalt 61 dm® 320 em?® betriigt?

6. Ein Pfeiler mit quadratischer Grundfliiche hat 40 dm® 353 ¢m® Inhalt und
7% dm Hohe; wie grof ist eine Grundkante?

7. Wie groff ist der Rauminhalt eines vierkantigen Holzes von 2'3 m Liinge,
8 dm und 0°2 m Dicke?

8. Wieviel Hektoliter Getreide kann ein Getreidekasten aufnehmen, wenn die
Liinge desselben 2 s, die Breite 1°3 m und die Hthe 1% m betriigt?

9. Ein Wasserbehiilter ist, von auBien gemessen, 2 m lang, 8 dm breit und
5 dm hoch; wieviel Liter kann er fassen, wenn die Wiinde und der Boden 1 dim
dick sind?

10. Welche Hohe mufi man einer Kiste geben, die bei 9 dm Linge und 5 dm
Breite 185 dm?® fassen soll?

11. Die Grundfliiche eines prismatischen Gefiifies ist ein Rechteck von 2 m
Linge und 1 m 2 dm Breite; wie tief mufi das Gefiii sein, wenn es 12 Hektoliter
fassen soll?

12. Die Liinge einer Mauer ist 21 , die Hohe 2 m 5 dm, die Dicke 9 dm;
wieviel Ziegel braucht man, um diese Mauer aufzufiihren, wenn ein Ziegel samt
Verbindungsmittel 30 em lang, 15 em breit und 7 em hoch anzunehmen ist?

13. Eine Mauer ist 21 m lang, 8 dm dick und 8 m hoch; welchen Druck fibt
dieselbe auf die Unterlage aus, wenn 1 m® Mauerwerk 1634 kg wiegt?

14. 1 em?® reines Wasser wiegt 1 ¢; wieviel wiegt ein mit Wasser gefiilltes
Blechkiistchen von 1} dm Liinge, 14 dm Breite und 8 em Hohe, wenn das leere
Blechkiistchen 155 g wiegt?

15. Ein Prisma, dessen Grundfliche 4 dm® und dessen Hihe 8 dm ist, soll in
einen Wiirfel verwandelt werden; wie grof wird die Seite des Wiirfels sein?

16. Die Hohe eines Prismas ist 1 m b dim, die Grundfliiche ein gleichseitiges
Dreieck von 1 e Seitenliinge; wie grof ist der Rauminhalt dieses Prismas?

17. Ein gerades Prisma, dessen Grundfiiiche ein gleichschenkliges Dreieck von
1 dm 6 cm Grundlinie und 15 em Hohe ist, hat 3 dm® Inhalt; wie grof ist dessen
Oberfliche?

18. Die Grundfliiche eines geraden Prismas ist ein regelmiiBiges Sechseck, die
Hohe gleich 1 m 8 dm; wie grof ist der Rauminhalt des Prismas, wenn eine Seite
der Grundfliche 1 s 1 dm ist?

19. Der Dachraum einer Scheune bildet ein dreiseitiges Prisma, dessen Grund-
fliiche 5°6 m zur Grundlinie, 3 m zur Hohe hat, und dessen Hihe (Liinge des Daches)
8°4 m betriigh; wieviel kg Heu kann dieser Raum aufnehmen, wenn 1 m® Heu
114 kg wiegt?

20. Eine 3 km 560 m lange und 6 m breite Strafie soll mit Kies 1°2 dm hoch
beschiittet werden; wieviel #°® Kies braucht man dazu und wieviel Fuhren sind
nitig, wenn der Wagenkasten 1°6 m lang, 7 dm breit und 5 dm tief ist?

21. Ein Balken ist 4 s lang und hat zu Grundflichen zwei gleiche Trapeze,
in denen die Parallelseiten 4 dm und 8 dm sind und die Hohe 1°5 dm betriigt;
wie grofi ist der Rauminhalt?
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22. Wieviel m® Erde fafit ein Wagenkasten, welcher 2 m lang, 8% dm tief,
oben 1°2 m und unten 8 dm breit ist?

23. Zur Herstellung eines Kellers muf die Erde in einer Liinge von 9°6 m
durchaus 74 dm breit und 2¢ m tief ausgegraben werden; wieviel Wagen Erde gibt
dieses, wenn die Wagentruhe 1°8 m lang, 1 7 breit und 0°7 m tief ist und wenn
10 m?® feste Erdmasse beim Ausgraben 18 m® lockeres Erdreich geben?

24, Aus 29 m® gebranntem Kalk erhiilt man 100 7® geloschten Kalk; wieviel
m® gebrannten Kalk braucht man, um eine Grube von 3 2 m Liinge, 2} m DBreite
und 15 dm Tiefe mit gelschtem Kalke zu fiillen?

25. Ein Kasten von 1°2 s Liinge und 7 dm Breite war zum Teil mit Wasser
gefiillt; als man in denselben einen Stein von unregelmiiiger Form legte, stieg das
Wasser um 1 dm und bedeckte den Stein; wie grofi ist der Rauminhalt des Steines?

26. Messen und Berechnen prismatischer Modelle!

27. MiB die Liinge, Breite und Héhe eures Lehrzimmers und berechne, wieviel
m® Luftraum auf einen Schiiler kommt?

28. Berechne den Rauminhalt eines Wiirfels, dessen Seite ist:

a) 12 em, b) 2 m 4 dm, e) 1°05 m,
d) 1§ dm, e) 1 m 8 dm bd cm, ) 0°575 m!

29. Die Oberfliiche eines Wiirfels betriigt 3 dm?® 98 cm® 53} mm®; wie grof
ist sein Rauminhalt?

80. Wie grof ist die Kante eines Wiirfels, dessen Rauminhalt a) 2 m?
b) 6 dm® 751 em® 269 mm® betriigt?

31. Eine Seitenfliiche des Wiirfels betriigt 3 m?® 61 dm?®; wie groB ist @) die
Kante, ) der Rauminhalt?

32. Wie grofi ist die Oberfliiche eines Wiirfels, dessen Rauminhalt 8 dm®
615 cm® 125 mm?® betriigt?

83. Ein wiirfelformiges Gefiii hat 4°8 dm innere Weite; wieviel Liter faft es?

34. An einem Wiirfel von Granit betriigt jede Seite 1°4 m; wieviel wiegt der
Wiirfel, wenn ein dm?® Granit 2°7 kg wiegt?

85. Die Seiten zweier Wiirfel sind 4 em und 12 em; wie verhalten sich @) ihre
Oberfliichen, &) ihre Rauminhalte?

36. Die Diagonale der Grundfliiche eines Wiirfels betriigt 274 dm; wie grof
ist @) die Seite, ) die Oberfliiche, ¢/ der Inhalt des Wiirfels?

87. Es soll ein Wiirfel verfertigt werden, der so grofi ist wie zwei andere
Wiirfel, deren Seiten 5 dme 4 em und 4 din 9 em betragen; wie lang wird eine
Seite desselben genommen werden miissen?

38. Mif und berechne vorhandene Wiirfel!

39. Wie groB ist das Gewicht eines Sandsteinwiirfels von 2 m® 8 dm?® Ober-
flliche, wenn 1 ® Sandstein 2°35 ¢ wiegt?

2. Kubikinhalt eines Zylinders.

§ 210, Da jeder Zylinder als ein Prisma, dessen Grundflichen
Kreise sind, betrachtet werden kann, so gilt der Satz:
Der Kubikinhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkte
aus der Grundfliche und der Héhe.
Nach der Formel: ¥ = ¢ .l = @22, N,
Fir den gleichseitigen Zylinder hat man » = 27, daher
v = 2mrd
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Ofters ist der Rauminhalt einer zylindrischen Réhre zu
berechnen. Dieser Korper entsteht, wenn aus einem Zylinder ein anderer
herausgeschnitten wird, der mit ersterem dieselbe Achse gemeinschaftlich
hat. Den Rauminhalt einer zylindrischen Rohre findet man
demnach, wenn man vom Rauminbalte des vollen Zylinders den des

herausgeschnittenen Zylinders subtrahiert.
v = R:ah — r®ah = ha(R®—r?).

Ubungsbeispiele.

1. Die Grundfliiche eines geraden Zylinders hat 4'5 dm zum Halbmesser
seine Hohe ist 84 dm; wie grofi ist der Rauminhalt des Zylinders?

2. Berechne den Rauminhalt folgender gerader Zylinder:

@) Durchmesser (Halbmesser) der Grundfliiche 23 em, Hohe 1°4 din;

b) Umfang i = 1m9em, , 1m8dm8em!

8. Der Rauminhalt eines Zylinders ist 3 m® 860 dm® der Durchmesser der
Grundfliche 1°4 m; wie groff ist die Hohe?

4. Der Inhalt eines Zylinders ist 6 dm® die Hohe 1 dm 6 em; wie grof ist
die Grundfliiche?

5. Bestimme den Halbmesser der Grundfliiche eines Zylinders, dessen Hohe
4 dm und dessen Inhalt 9 dm® 496 em® betriigt!

6. Ein gleichseitiger Zylinder hat 2 dim 4 em zur Seite; suche den Rauminhalt!

7. Die Mantelfliiche eines geraden Zylinders betriigt 7 dm* 4 em®, der Umfang
der Grundfliche 1 dm 7 cm 6 mun; wie groB ist der Rauminhalt des Zylinders?

8. Ein Wiirfel ist inhaltsgleich mit einem geraden Zylinder von 4 dm Durch-
messer und 8 dm Hohe; wie verhalten sich die Oberfliichen der beiden Korper?

9. Es soll ein runder Brunnenschacht gegraben werden, dessen Weite 1} m
und dessen Tiefe 8 m 4 dm betriigt; wie hoch belaufen sich die Kosten, wenn fiir
das Ausheben und Wegfiihren von 1 m® Erde 8 K bezahlt werden?

10. Welchen Druck iibt eine Wassersiiule von 2°2 m Hohe auf den Boden
eines zylindrischen Gefiies von 6 da Durchmesser aus, da 1 dm® Wasser 1 kg wiegt?

11. Ein zylindrisches Gefiif soll 1 Liter enthalten; wie hoch mufi es sein,
wenn der innere Durchmesser 103°4 mm betriigt?

12. Wie grofi ist der Durchmesser eines zylindrischen Gefiifies, das 5°031 dm
hoch ist und 1 A/ hiilt?

13. In ein zylindrisches Gefiif von 4 dm Durchmesser, welches zum Teile mit
Wasser gefiillt war, wurde ein unregelmiifiiger Korper gesenkt, so daf ihn das Wasser
bedeckte; das Wasser stand dann 86 ¢m hoch. Nachdem man den Korper herausge-
nommen hatte, stand das Wasser noch 24 ¢m hoch ; welchen Rauminhalt hat der Kérper?

14. Eine Feuerspritze hat 2 Zylinder (Stiefel), deren innerer Durchmesser
1'8 dm betriigt, die Hubhshe des Kolbens ist in jedem 2°3 dm und jeder Kolben
steigt wiihrend einer Minute 25mal auf und ab; wieviel /&l Wasser wird diese Feuer-
spritze wiihrend einer Stunde unausgesetzter Wirksamkeit verspritzen?

15. Der innere Durchmesser eines runden Turmes ist 4°2 s, die Mauer ist
1°2 s dick ; wieviel #2® enthiilt die Mauer, wenn die Hihe des Turmes 14°5 m betriigt?

16. Wieviel dm® Gufeisen braucht man zum Giefien einer Rihre von 2°6 m
Liinge, wenn die Wandstiirke 12 mm und der innere Durchmesser 2 din betragen soll?

17. Eine gufieiserne Walze von 1°2 m Liinge und 11 em Durchmesser wird
so weit abgedreht, dafi der Durchmesser nur 9°5 em betriigt; um wieviel ist die
abgedrehte Walze kleiner als die friithere?
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18. Es soll eine hohle metallene Walze gegosgen werden, deren Linge 1
ist; die Weite im Lichten ist 3 dm, die Stiirke des Metalls 2°5 e¢m und 1 dm® des-
selben wiegt 7°2 kg. Wenn nun das kg zu 64 h gerechnet wird, wieviel kostet
die ganze Walze?

19. Zu einer Leitung braucht man in einer Liinge von 848 m Réhren von
Blei, welche 1°6 em dick sind, und deren Weite im Lichten 8 em betriigh; wieviel
kostet das Blei, wenn 1 dm?® desselben 11°35 kg wiegt und das kg Blei mit 80 h

bezahlt wird?

20. Ein Miihlstein hat 1°6 7 im Durchmesser und ist 3 dm dick; die innere
vierseitige Offnung ist 1 dm weit; wieviel wiegt derselbe, wenn 1 dm® Stein
2°7 kg wiegt?

21. Wieviel Ziegel braucht man, um ein Tor zu verlegen, das mit vollem
Bogen geschlossen ist, wenn die Weite im Lichten 24 m, die Hohe bis zum Schluf-
steine 3°6 m, die Dicke der Mauer 7°5 dm ist und wenn auf 1 m® Mauerwerk
264 Ziegel gerechnet werden?

- 22. MiB und berechne zylindrische Modelle!

3. Kubikinhalt einer Pyramide und eines Pyramidenstumpfes.
§ 211, Jedes dreiseitige Prisma 1dBt sich in drei in-
haltsgleiche dreiseitige Pyramiden zerlegen. (Fig. 249.)
Fig. 249.
z

Schneidet man das dreiseitige Prisma A B CD EF durch die beiden
Ebenen A EC und A E'F,') so erhilt man die drei dreiseitigen Pyramiden
ABCE, DEFA und A CFE, von denen die beiden ersten sofort als
inhaltsgleich erkannt werden, da die Grundflichen 4 BC und D EF und
die Hohen EB und 4D gleich sind. Aber auch die zweite und dritte
Pyramide sind inhaltsgleich; denn die Grundfiichen A DF und A CF
sind gleich als Hilften des Rechteckes A CDF, und von der Spitze F
auf diese Grundflichen gezogene Héohen sind auch gleich. Es sind somit
alle 3 Pyramiden einander gleich. Daraus ergibt sich der Satz:

Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Teil eines
Prismas von gleicher Grundfliche und gleicher Héhe.

!) Der Schnitt konnte auch nach den Ebenen 4 B Fund A B F gefiihrt werden.
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" Da der Rauminhalt eines Prismas gleich ist dem Produkte aus der
Grundfliche und der Hohe, so folgt: Der Rauminhalt einer drei-
seitigen Pyramide ist gleich dem Produkte aus der Grund-
fliche und dem dritten Teile der HE he.

§ 212, Jede mehrseitige Pyramide OABCDE (Fig. 250)
liBt sich in lauter dreiseitige Pyramiden zerlegen, die mit ihr dieselbe
Hohe haben. Der Rauminhalt einer dreiseitigen Pyramide
ist gleich der Grundfliche multipliziert mit dem dritten
Teile der Hohe; daher ist der Rauminhalt aller drei-
seitigen Pyramiden, d. i. der Rauminhalt der mehr-
seitigen Pyramide, gleich der Summe der Grund-
fliichen aller dreiseitigen Pyramiden, d. i. der Grund-
fliche der mehrseitigen Pyramide, multipliziert
mitdem dritten Teileder gemeinschaftlichen
Hohe.

Es gilt also allgemein der Satz:

Der Rauminhalt einer Pyramide ist gleich dem Produkte
aus der Grundflédche und dem dritten Teile der Hohe.

Nach der Formel: v =g -

3

§ 213. Der Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes wird gefun-
den, indem man die Summe der beiden Grundflichen und
der Quadratwurzel aus dem Produkte derselben mit dem
dritten Teile der Hohe multipliziert. Bezeichnet man die beiden
Grundflichen mit ¢ und ¢ und die Hohe des Stumpfes mit %, so erfolgt
die Berechnung des Rauminhaltes nach der Formel:

v= (6 +Voz+g) o

N Anndherungsweise findet man den Rauminhalt eines
Pyramidenstumpfes, indem man die halbe Summe der beiden Grund-
flichen mit der Hohe des Stumpfes multipliziert.

Ubungsbeispiele.

1. Berechne den Rauminhalt folgender Pyramiden:

@) Grundfliiche 13 dm?®, Hihe 8 dm;

b) > 2 dm® 34 em®, Hohe 6°3 dm;

e) ” 1 m® 85 dm? Hohe 5 dm 6 cm!

9. Der Inhalt ciner Pyramide ist 626 dm® 400 em?®, die Hohe 0°9 m; wie grok
ist die Grundfiiiche?

3. Der Inhalt einer Pyramide ist 9 =’ 61 dm? die Grundfliiche 4 m? 41 dm?;

wie grof ist die Hihe?
4. In einer Pyramide ist die Grundfliche ein Rechteck von 3 dm 4 cm Liinge
und 1 dm 9 em Breite, und der Rauminhalt 17 dm?® 955 em?®; wie grof ist die Hohe?
5. In einer regelmiifiigen vierseitigen Pyramide betriigt jede Grundkante 4 dm
und jede Seitenkante 5 dm; wie grof ist der Rauminhalt?
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6. In einer regelm#fBigen sechsseitigen Pyramide ist eine Seite der Grundfliiche
2 dm und eine Seitenkante 3 dm 4 ¢m; bestimme den Rauminhalt!

7. Die Seite eines Tetraeders ist 1 dm; wie groff ist der Rauminhalt?

8. Wie grofi ist «) die Oberfliche, ) der Rauminhalt eines Oktaeders, dessen
Seite 4 dm betriigt?

9. Es soll eine Pyramide, deren Grundfliiche 1 m® 15 dm?® und deren Hihe
2 m betriigt, aus Eisen gegossen werden; wieviel wird sie wiegen, da 1 dm® Eisen
7°21 kg wiegt?

10. Wie grof ist das Gewicht einer regelmiifigen vierseitigen Pyramide aus
Marmor, wenn die Hiohe 8 m, eine Seite der Grundfliiche 5 dm betriigt und 1 dm?
Marmor 2'72 kg wiegt?

11. Berechne den Kubikinhalt der grofen Pyramide von Gizeh (s = 232°'8 m,
h = 145 m)!

12. In einem Pyramidenstumpfe, dessen Grundflichen Quadrate sind,
betriigt eine Seite der unteren Grundfliiche 2 dm 5 em, eine Seite der oberen Grund-
fliche 1 dm 9 c¢m, die Héhe 2 dm; berechne den Rauminhalt desselben nach jeder
der drei in § 67 angefiihrten Methoden !

13. Es sei ein regelmiifiiger dreiseitiger Pyramidenstumpf aus Eisen zu giefen;
die Héhe soll 2°5 s, die Seiten der Grundfliichen sollen 0°8 m und 04 m betragen;
wieviel kg Eisen wird man dazu brauchen? (1 dm?® Eisen wiegt 7°21 fg.)

14. Wieviel wiegt ein Pyramidenstumpf aus Marmor, dessen Grundfliichen
Quadrate von 1°2 s und 1 m Seitenliinge sind und 1 5 7 voneinander abstehen?
(1 dm® Marmor wiegt 2°72 kg.)

15. Ein vierkantig behauener Baumstamm von 5 m Liinge ist an der einen
Grundfliiche 28 em breit und 22 em hoch, an der anderen 24 em breit und 19 em
hoch; wieviel m® Holz enthiilt er?

16. Wieviel Liter fait ein 6°2 dm tiefes Gefiit von der Form eines Pyramiden-
stumpfes, dessen Grundfliichen Quadrate von 4°8 dm und 3°2 dm Seitenliinge sind?

17. Eine 22 dm tiefe Grube ist unten 3 m lang und 2°'6 m breit, oben 4 m
lang und 8°5 m breit; wieviel m® Erde braucht man, um die Grube zuzuschiitten?

18. Auf einer LandstraBe ist jeder Schotterhaufen unten 2°2 m, oben 1°4 m
lang, seine Breite betriigt 1 7 und die Héhe 0°7 m; wie grofi ist sein Rauminhalt?

Um den Rauminhalt eines solchen Korpers (Iig,

251) zu bestimmen, braucht man nur von den oberen

Eckpunkten auf die Grundfliche zwei parallele normale

h Schnitte fiihren; dann erscheint der Mittelteil als ein

dreiseitiges Prisma und die beiden Seitenteile geben
zusammen eine vierseitige Pyramide.

19. Berechne a) die Oberfliche, §) den Kubikinhalt von Pyramiden und
Pyramidenstumpfen nach gegebenen Modellen auf Grund genauer Messungen!

Fig. 251.

4. Kubikinhalt eines Kegels und eines Kegelstumpfes.

§ 214. 1. Da ein Kegel als eine Pyramide, deren Grundfliche ein
Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt:

Der Rauminhalt eines Kegels ist gleich dem Produkte aus
der Grundfliche und dem dritten Teile der Héhe.
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Soaineli bt B v
. Vi Y R g
Ist der Kegel ein gerader und s eine Seite desselben, so ist
h = Vs? — 7%, daher v = ——-\/s‘
Fiir den gleichseitigen Kegel hat man §= 27, folglich

wri—
v = V3.
3 o

2. Der Rauminhalt eines Kegelstumpfes wird auf dieselbe Weise
wie der Inhalt eines Pyramidenstumpfes berechnet, indem man die
Summe der beiden Grundflichen und der Quadratwurzel
aus dem Produkte derselben mit dem dritten Teile der

Hohe multipliziert. Nach der Formel: v = (G+VGg —-|-g)-—-

v = (R*zn+ RBrr+{rin) -gi = 9—%& (R* 4+ Rr 4 1r?).

In der Praxis begniigt man sich hiiufig mit einer anniihernd genauen
Bestimmung des Rauminhaltes eines Kegelstumpfes, indem man diesen
als einen Zylinder berechnet, dessen Grundfliiche gleich ist der halben Summe der
beiden Grundflichen des Stumpfes (das arithmetische Mittel derselben) und
dessen Hohe die Hohe des Stumpfes ist.

G-+g
—

e —
Ubungsbeisplele.

1. Berechne den Rauminhalt folgender Kegel:

@) Halbmesser der Grundfliiche 6 dm 2 em, Hihe 7'5 dm;

b) Durchmesser ,, i 14% om, 288 em;

¢) Umfang 5 o 1m 1 dm 8 em, Hihe 2 m 6 cm!

2. Der Rauminhalt eines Kegels ist 26 dm® 225 em® die Grundfliiche 4 dm?
25 e¢m?; wie grof ist die Hohe?

3. Der Inhalt eines Kegels ist 1 m® 88 dm® 46 cm?®, die Hohe 1°8 m; wie grofi
ist die Grundfliiche?

4. Wie groB ist der Halbmesser der Grundfliche eines Kegels, dessen Hohe
3'5 dm und dessen Inhalt 55°894 dm?® betriigt?

5. Wie grof ist @) die Hihe, 5) der Rauminhalt eines geraden Kegels, dessen
Seite 2°4 dm betriigt und dessen Grundfliche 2 dm zum Halbmesser hat?

6. Die Mantelfliiche eines geraden Kegels ist 2 dm® €5 em?, der Halbmesser
der Grundfliche 5 em; wie groB ist der Rauminhalt?

7. Welche Liinge hat die Seite eines Wiirfels, der mit einem Kegel von 4°2 dm
Durchmesser und 4°5 dm Hohe inhaltsgleich ist?

8. In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenliinge 7 dm 5 ¢m; wie grofi
ist der Inhalt?

9. Ein kegelférmiger Filtriertrichter soll ein Liter halten und oben 1°5 dm
Durchmesser haben; wie gro mufi dessen Hohe sein?

10. In einem kegelformig aufgeschiitteten Getreidehaufen betriigt der Umfang
der Grundfliiche 2 m 5 dm und die Hohe 1 m; wieviel 2l Getreide enthiilt der Haufen?
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11. Ein Heuschober hat 2°6 # Durchmesser und 4°5 # Hohe; wieviel kg Heu
enthiilt er, wenn das m® Heu 114 £y wiegt?

12. Ein messingener Kegel ist 21 em hoch und hat eine Grundfliiche von
10°5 em Durchmesser; wie grofi ist das Gewicht desselben, wenn 1 dm® Messing
8% kg wiegt?

18. Welchen Wert hat eine Tanne, die 12°6 2% hoch ist und unten 2°2 m
im Umfangé hat, wenn das 2 Holz mit 16 K 80 h bezahlt wird?

14. Aus einem kegelfirmigen, mit Wasser gefiillten Gefiiie von 21 ¢m Durch-
messer und 15 em Hohe wird das Wasser in ein zylindrisches Gefifi von 12 em
Durchmesser gegossen; wie hoch wird das Wasser in diesem Gefiifie stehen?

15. Ein Ziment fir 01 von der Form eines gleichseitigen Kegels fafit 1 /;
wie grofs ist sein Durchmesser?

16. Wie groB ist der Rauminhalt eines Kegelstumpfes, dessen Grund-
fitichen 3 m und 2 m 2zu Durchmessern haben und 1°2  voneinander abstehen?
17. Die Durchmesser der Grundflichen eines geraden Kegelstumpfes sind
2°4 dm und 1°8 dm, die Seite betriigt 3°02 dm; wie grof ist @) die Hohe, ) der

Rauminhalt des Stumpfes?

18. Ein Baumstamm hat an dem einen Ende 17 dsm, an dem andern 13°'6 dm
Umfang, die Liinge betriigt 7 m; wie grof ist ¢) sein Rauminhalt, §) sein Gewicht,
wenn ein dim® 0°48 ky wiegt?

19. Ein Bottich hat 1 # unteren und 1°4 m oberen Durchmesser und 1°2 m
Tiefe; wieviel Hektoliter faft derselbe?

20. Ein in Form eines Kegelstumpfes anzufertigendes Gefif soll unten 24 em
und oben 27 ¢m Umfang haben und 10 Liter halten ; wie hoch muf es gemacht werden?

21. Wieviel m® Scheitholz gibt ein Baumstamm von 5 m Liinge, der an dem
einem Ende 7 dm, an dem andern 6 dwm Durchmesser hat, wenn man annimmt, daff

1 %® Stammholz 1} m® Scheitholz gibt?
22. Berechne ) die Mantelfliiche, 4) die Oberfliche, ¢/ den Kirperinhalt eines
Kegels und eines Kegelstumpfes nach einem Modelle!

5. Kubikinhalt einer Kugel.

§ 215, Legt man durch die Durchmesser 4 B und O'D (Fig. 252)
sehr viele grofte Kreise, so zerfillt die Oberfliche der Kugel in lauter
Vierecke und Dreiecke, die man fiir eben und
geradlinig ansehen kann, wenn die Anzahl jener
Kreise sehr grof angenommen wird. Zieht man
nun von allen Durchschnittspunkten der Ober-
fliche gerade Linien zum Mittelpunkte der Kugel
und denkt sich durch je zwei solche Strecken
eine Ebene gelegt, so erscheint die Kugel aus
lauter Pyramiden zusammengesetzt, die alle ihre
Grundfliche an der Kugeloberfliche und ihre
Scheitel am Mittelpunkte haben; ihre gemein-
schaftliche Hohe ist daher der Halbmesser der Kugel. Der Rauminhalt
einer Pyramide aber wird gefunden, indem man die Grundfliche mit dem

Fig. 252.
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dritten Teile der Hohe multipliziert; daber ist der Rauminhalt aller jener
Pyramiden zusammengenommen, d. i. der Inhalt der ganzen Kugel,
gleich der Summe aller Grundflichen, d. i. der Kugeloberfliche,
multipliziert mit dem dritten Teile des Halbmessers.

Der Kubikinhalt einer Kugel ist also gleich dem Produkte
aus der Oberfliche derselben und dem dritten Teile des
Halbmessers.

Bezeichnet man durch 7 den Halbmesser, durch o die Oberfliche
und durch » den Rauminhalt einer Kugel, so ist

= 477r? daher v = 47x1r? % — §xr3; dshs
der Kubikinhalt einer Kugel ist gleich dem Kubus des Halb-
messers, multipliziert mit % der Ludolfischen Zahl.

Um umgekehrt aus dem Kubikinhalte einer Kugel den Halbmesser
zu finden, braucht man nur den Inhalt durch £ 5 der Ludolfischen Zahl
zu dividieren; der Quotient ist der Kubus des Halbmessers, zicht man
daraus die Kubikwurzel, so erhdlt man den Halbmesser selbst. Iis

ist also 3y
= 47_‘
HeiBt R der Halbmesser und V7 der Kubikinhalt einer zweiten
Kugel, so ist V = %nRs daher
iy — ::'r_R'i —-n?s—'Rs sediihy
die Kubikinhalte zweler Kugeln verhalten gich wie die
dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

Anmerkung.
1. Der Kubikinhalt eines Kugelausschnittes (Sektors) ist gleich dem
Produkte aus seiner Kugelmiitze und dem dritten Teile des Halbmessers der Kugel.
r  2rizh
v=m" - =
3 3 '
2, Der Kubikinhalt eines Kugelabschnittes (Segmentes) ist gleich der
Differenz (oder der Summe) aus dem Kugelausschnitte und dem dazugehdrigen Kegel.
3. Der Kubikinhalt einer Kugelschichte wird als Differenz der

Inhalte zweier Kugelsegmente berechnet.

Ubungsaufgaben.

1. Berechne den Rauminhalt einer Kugel, deren Halbmesser @) 8 dm, b) 1°4 m,
e¢) 1 m 15 em, d) 175 em lang ist!

2. Der Durchmesser einer Kugel ist @) 5 dm, b) 4'8 em, ¢) 1 dm 4 em 8 mm
lang; wie grof ist der Rauminhalt?

3. Der Umfang eines grifiten Kugelkreises ist 2 m 7 dm 9 cm 6 mm; be-
rechne den Kubikinhalt der Kugel!

4. Der groBte Kreis einer Kugel hat 8 dm?® 55 em® 80 mm® Flicheninhalt;
wie groB ist der Kubikinhalt?

5. Die Oberfliiche einer Kugel ist @) 22 dm? &) 9 dm* 7 em® 46 mm®; wie
groB ist der Rauminhalt?

Modnik-Halbgebauer, Geometrie. 12



6. Der Rauminhalt einer Kugel sei @) 14'13 dm?®, b) 91 em® 89 mm®; berechne
den Halbmesser und die Oberfliche!

7. Wie grofi ist @) die Oberfliiche, b)) der Kubikinhalt der Erde, wenn man
diese als eine Kugel betrachtet, deren Halbmesser 6368'96 km betriigt? (z = 8°14.)
Wie grofs ist das absolute Gewicht der Erde, wenn deren Dichte gleich 5°57 an-
genommen wird?

8. Ein kugelférmiger Dampfkessel hat 1°2 # Durchmesser: wieviel Hektoliter
Wasser hiilt er?

9. Wieviel wiegt eine Kegelkugel von 1 dm Durchmesser, wenn das dm®
105 kg wiegt?

10. Eine Kugel von 2°8 dm Halbmesser wiegt 4'5 kg; wieviel wiegt eine
andere Kugel aus demselben Stoffe, deren Halbmesser 3°2 dm ist? 3

11. Wieviel Kugeln von 5 mm Durchmesser konnen aus 3 kg Blei gegossen
werden, wenn 1 dm® Blei 11°35 kg wiegt?

12. Wie grofs ist der Durchmesser einer Kanonenkugel von 15 kg Gewicht,
wenn 1 dm® Eisen 7°2 kg wiegt?

13. Die Seite eines Wiirfels ist 1 m und ebenso grof ist auch der Durchmesser
einer Kugel; welches Verhiiltnis haben @) die Oberfliichen, §) die Kubikinhalte beider
Korper?

14. Wie grof ist der Durchmesser einer Kugel, welche so grof ist wie ein
Wiirfel, dessen Seite 1 2 1 dm 1 cm betriigt?

15. Suche die Seite eines Wiirfels, der mit einer Kugel von 1 m 2 dm Durch-
messer inhaltsgleich ist!

16. Einem gleichseitigen Zylinder von 1 dm Halbmesser werden eine Kugel
und ein gerader Kegel eingeschrieben; @) wie grofi ist der Kubikinhalt jedes dieser
drei Korper; b) wie verhalten sich die Inhalte des Kegels, der Kugel und des Zylinders
zueinander ?

17. Eine Kugel, ein gleichseitiger Zylinder und ein Wiirfel haben gleiche
Oberfliiche, niimlich 10 dm?; wie grof sind die Rauminhalte dieser drei Korper?

18. Eine Kugel, ein gleichseitiger Zylinder und ein Wiirfel haben gleichen
Rauminhalt, niimlich 10 dm?®; wie grof sind die Oberflichen dieser drei Karper?

19, Um eine Kugel von 1 dm Halbmesser werden ein gleichseitiger Zylinder
und ein gleichseitiger Kegel beschrieben; wie verhalten sich o) die Oberfliichen, 5) die
Inhalte dieser drei Kirper? (Vergleichet den Satz von den Mittellinien im Dreiecke!)

20. Von zwei Kugeln hat die erste 6 dm, die zweite 5 dm im Durchmesser;
‘wie grofi wird der Durchmesser einer Kugel sein, deren Inhalt gleich ist dem Inhalte
der beiden anderen Kugeln zusammengenommen?

21. Ein zylindrischer Dampfkessel mit zwei halbkugelférmigen Endstiicken
ist 1 m weit und 4 m lang, so daf die Liinge des Zylinders 3 s betriigt; wie grof
ist @) die Oberfliiche, #) der Inhalt des Kessels?

22. Der Umfang des fiuBeren grofiten Kreises einer Hohlkugel betriigt 1°2 e,
die Wandstiirke 2 cm; wie grofi ist der Inhalt der Kugelschale?

23. Wenn man den Durchmesser der Erde = 636396 km und die Héhe ihrer
Luftschichte = 63 km setzt, wieviel km® betriigt der Inhalt der Luftschichte?

24. Wie grofy ist der Kubikinhalt eines Kugelausschnittes von 5% em Halb-
messer und 2°1 e¢m Segmenthhe?

25. Von einer Kugel, deren Durchmesser 10 em betriigt, wird ein Segment
von 2% e¢m Héhe abgeschnitten; wie grof ist der Kubikinhalt dieses Abschnittes?

26. Die Oberfliche des Mondes betriigt 39,000.000 km?; berechne seinen
Korperinhalt!
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6. Inhalt der Fisser.

§ 216, Ein FaB ndhert sich in der Form einem Zylinder; nur ist
es in der Mitte bauchig und sein Durchmesser daselbst groBer als der
Durchmesser seiner Grund- und Bodenfliche. Man begeht keinen erheb-
lichen Fehler, wenn man den Inhalt eines Fasses dem Inhalte eines
Zylinders gleichsetzt, dessen Hohe gleich ist der Linge des Fasses und
dessen Grundfliche den dritten Teil aus dem doppelten Bauch- und
dem einfachen Bodendurehmesser zum Durchmesser hat.

e

.

Am zweckmiiBigsten werden die Maflingen in Dezimetern ausgedriickt,
da dann das Faf soviel Liter hiilt, als der Rauminhalt desselben Kubikdezimeter hat.

Aufgaben.
1. Bestimme den Inhalt folgender Fiisser:
Bauchdurchmesser Bodendurchmesser Liinge
al 7'2 dm, 54 dm, 112 dm;
b) 6°5 dm, b dm, 10°4 dm!

2. Ein Bierfaf hat 8°4 dm Bauchdurchmesser, 7'2 dm Bodendurchmesser und
13 dm Liinge; wieviel Liter hiilt es? 3

3. Ein FaB von 6 dm Bauch- und 4°5 dm Bodendurchmesser soll 1 Hektoliter
fassen; welche innere Linge mufZ man ihm geben?

7. Holzberechnung.

§ 217. Ein Baumstamm hat, wenn er gefillt und von seinen
Asten befreit ist, die Form eines Kegels; am vollkommensten ist diese
Form bei den Nadelhlzern. Solche Stimme werden daher als Kegel
(§ 214, 1) berechnet. Alle groBeren Baumstimme, die in den Handel
kommen, sind entwipfelt; sie haben die Form von Kegelstumpfen und
werden als solche (§ 214, 2) berechnet, wobei man sich in der Praxis
gewohnlich der annihernd genauen Berechnungsweise bedient, niimlich
der fiir Zylinder von mittlerem Querschnitte.

Aufgaben.

1. Wie grof ist der Imhalt eines nicht entwipfelten Baumstammes von 9 m
Liinge, der am Wurzelende 21 ¢m im Durchmesser hat?

2. Ein Rundholz hat am Stammende 42 e¢m, am Zopfende 28 em im Durch-
messer, die Liinge betriigh 7 m; wie grof ist der Rauminhalt?

Untere Grundfliiche = (212 X 33) em® = 1386 cm*

Obere i = (142 X 3} em® = 616 ,,
2002 em?®: 2
Mittlere 5 e = 00 ene

Inhalt = (1001 X 700) em® = 700700 em® = 0°7007 m’.
12*
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3. Berechne den Inhalt folgender Baumstimme:

Unterer Durchm. Oberer Durchm. Liinge
a) 40 em, 27 em, 12°6 m;
b) 36 cm, 28 dm, 11°5 m;
¢) 43 em, 25 cm, 89 m!

§ 218. Die Berechnung des Inhaltes bereits behauener Hiolzer
hingt von ihrer Gestalt ab. Sie sind entweder durchaus gleich stark
oder an dem einen Ende dicker als an dem andern; ferner ist die
Grundfliche ein Quadrat, ein Rechteck oder ein Trapez.

Haben sie durchaus dieselbe Weite, so werden sie 'als Prismen
(§ 207) berechnet. Haben sie dagegen ungleiche Grundflichen, so be-
rechnet man sie als abgekiirzte Pyramiden (§ 213), wobei man sich meist
mit einem nur anndhernd genauen Resultate begniigt.

Aufgaben.

1. Die Grundfliichen eines Balkens sind gleiche Quadrate von 32 em Seiten-
liinge, die Liinge ist 6 m; wie grof ist der Rauminhalt?

2. Ein prismatisches Bauholz hat zur Grundfliiche ein Rechteck von 42 em
Liinge und 28 em Breite und ist 6°1 . lang; man berechne den Inhalt!

3. Ein Balken ist 5 m lang und hat zu Grundfliichen zwei gleiche Trapeze, in
denen die Parallelseiten 40 ¢m und 30 e¢m lang sind und die Hohe 15 em betriigt ;
wie grofi ist der Inhalt?

4. Ein vierkantiges Bauholz ist 5 mm lang und hat zu Grundfliichen zwei un-
gleiche Quadrate, deren Seiten 81 ¢m und 27 em lang sind; wie grof ist der Inhalt?

5. Ein vierkantig behauenes Holz ist 8 . lang und hat zu Grundfliichen zwei
Rechtecke, deren Liingen 4 dm und 8 dm und deren Breiten 3 dm und 2°4 dm sind;
wie grofi ist der Rauminhalt!

6. Wieviel ist ein Balken von quadratischem Querschnitte wert, wenn er 3°2 m
lang, an dem einem Ende 41 em, an dem anderen 31 em stark ist, und wenn das 7®
mit 56 K bezahlt wird?

8. Bestimmung des Rauminhaltes durch das Gewicht.

§ 219. Der Rauminhalt eines Kérpers 1Bt sich auch durch das
Gewicht bestimmen.

Die GroBe des Druckes, den ein Korper von beliebigem Rauminhalte
auf seine Unterlage ausiibt, heilit das absolute Gewicht des Kérpers.
Das Gewicht, das eine Kubikeinheit, z. B. 1 dm?® oder 1 ¢m® des Kérpers
hat, nennt man dessen spezifisches Gewicht oder dessen Eigen-
gewicht. Z. B. das Eigengewicht des Silbers ist 10:51; d. h. 1 dm?®
Silber wiegt 1051 kg, oder 1 ¢m?® Silber wiegt 1051 g¢.

Da 1 dm?® destilliertes Wasser 1 kg wiegt, so zeigt das spezifische
Gewicht eines Korpers fiir 1 dm® auch an, wie vielmal so groB als das
Gewicht eines bestimmten Raumteiles reinen Wassers das Gewicht eines
ebenso groBlen Raumteiles des betreffenden Korpers ist.

Hier folgen die spezifischen Gewichte einiger Korper.
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1 Kubikdezimeter
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Es sei z. B. der Rauminhalt eines Silberbarrens, der 82 kg wiegt, zu bestimmen.

Da 1 dm?® Silber 10°51 kg wiegt, so nehmen 82 kg Silber soviel dm® Raum
ein, so oft 10°51 kg in 32 kg enthalten sind; man hat daher

82 kg :10°51 kg = 38°045, » = 3°045 dm® = 3 dm® 45 cm’.

Der Rauminhalt eines Korpers in Kubikdezimetern
wird demnach gefunden, indem man das absolute Gewicht desselben in
Kilogrammen durch das spezifische Gewicht fiir 1 Kubikdezimeter dividiert.

Hiernach kann man auch den Inhalt eines Gefiifes durch das Gewicht be-
stimmen. Man wiigt das leere Gefi ﬁb, fiillt es mit Wasser, bestimmt dann das
Gewicht des so gefiillten Gefiifies und subtrahiert das erste Gewicht von dem zweiten
Soviel Kilogramm der Gewichtsunterschied betriigt, soviel Kubikdezimeter oder Liter
enthiilt das Gefiifi.

Umgekehrt findet man aus dem Rauminhalte eines Korpers sein
absolutes Gewicht, indem man sein spezifisches Gewicht mit der
MabBzahl des in Kukikdezimetern ausgedriickten Rauminhaltes multipliziert,

Ist z. B. das absolute Gewicht von 346 dm?® Steinkohle zu be-
stimmen, so hat man:

1 dmm?® Steinkohle wiegt 13 kg,
346 £ wiegen 13 kg XX 346 = 449-8 Ig.

§ 220. Aufgaben.

. Wieviel m® enthiilt ein Balken o) Eichenholz, 4) Tannenholz, der 185 kg wiegt?
. Eine Goldstange wiegt 28°5 kg; welchen Rauminhalt hat sie?

. Welchen Rauminhalt haben 3450 kg Blei?

. Wie lang ist der Halbmesser einer Kugel von Blei, die 18§ kg wiegt?

. Wieviele Kugeln von 1 ¢m Durchmesser kiénnen aus 4 kg GuBieisen gegossen
werden?

6. Ein Gefiils wiegt leer 1°'45 kg, mit Wasser gefiillt 10°95 kg; wieviel Liter
hillt es?

7. Wieviel ky wiegt das Wasser, das in einem Gefiiie von 165 ¢m Liinge,
85 om Breite und 7 dm Tiefe enthalten ist?

8. Es soll ein zylinderférmiges Gewicht von 1 kg aus Messing gegossen werden;
wie hoch mufi dasselbe werden, wenn der Durchmesser 0'4 dm betragen soll?

9. Eine Walze von Messing soll 20 kg wiegen und 3 dm lang sein; welchen
Durchmesser mufi sie haben?

W 00 D
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10. Wieviel kg wiegt eine Stange Stabeisen, die 6  lang, 1 dm breit und
0°25 dm dick ist?
11. Wieviel kg wiegt eine vierseitige Pyramide von Granit, wenn eine Seite
der quadratischen Grundfliche 0°6 m lang ist und die Hohe 3 m betriigt?
12. Wieviel wiegt eine Kugel
@) von Elfenbein, deren Durchmesser 6 eme betriigt?
b) ,, Marmor, o 5 3°1 dm Slael
18. Welches Gewicht hat ein Zuckerhut von 2 dm Bodendurchmesser und
4 dm Hohe?
14. Wieviel wiegt ein m® Buchenholz von 80 em Scheitlinge, wenn man fiir
die leeren Zwischenréiume § des Inhaltes in Abzug bringt?
15. Ein hohler Wiirfel aus 2 mm starkem Zinkblech hat fuBerlich eine Hihe
von 1 dm; wieviel wiegt ein Zinkwiirfel, der genau den hohlen Wiirfel ausfiillt?
16. Wie hoch kommen 18 Kugeln von GuBeisen zu einer Gitterverzierung,
wenn jede 1°'2 dm Durchmesser hat und das Kilogramm GuBeisen 56 h kostet?
17. Wieviele Hufeisen zu § kg Gewicht lassen sich aus einer Eisenstange von
13 m Liinge, 5 ¢ Breite und 1 em Dicke schmieden?
18. Wieviele Gewichte zu 1 kg konnen aus einer alten eisernen Kugel von
3 dm Durchmesser gegossen werden, wenn ; der Masse in Abgang kommt?

§ 221. Vermischte Aufgaben.

1. Ein Wiirfel hat 5°22 dm Seitenliinge, die Seite eines zweiten Wiirfels ist
doppelt so lang; wie groB ist der Inhalt des zweiten Wiirfels und in welchem Ver-
hiiltnisse steht er zum Inhalte des ersten?

2. Ein Wiirfel hat 1728 dm® Inhalt, ein anderer Wiirfel ist 27 mal so grofi;
wie lang ist die Seite des zweiten Wiirfels und wie verhiilt sie sich zu der Seite
des ersten?

8. Welchen Rauminhalt hat die Erde, wenn man sie als eine Kugel ansieht?
(Umfang des Aquators gleich 4000 wm.)

4. Wieviel Mondkugeln kiénnte man aus unserer Erdkugel machen? (Mond-
durchmesser = 884°2 um.)

5. Welchen Rauminhalt hat eine Silberkrone, deren Dicke 1°75 mmn betriigt?
(D = 23 mm.)

6. Welchen Inhalt hat ein Stof von achtzehn Zwanzig-Kronenstiicken, wenn
die Dicke eines Stiickes 1°5 mumn betriigt? (D = 21 mm.)

7. In ein dm® wird eine Kugel gegeben, so daf sie allseitiz die Wandung
beriihrt; welchen Inhalt hat der freibleibende Luftraum?

8. In einem geschliffenen 6seitigen Trinkglase von 9 em Durchmesser steht
Wasser 1°57 em hoch; wie hoch wiirde dieselbe Wassermenge in einem zylindrischen
Glase von gleichem Durchmesser stehen?

9. Aus einem prismatischen Gefiiie von quadratischem Querschnitte, das 2°4 m
Umfang hat, flieGen durch eine Rhre in je 2 Minuten 9 / Wasser ab; um wieviel
wird der Wasserspiegel nach § Stunde gesunken sein?

10. In einen quadratischen Balken von 3°1 s Liinge und 25 e¢m Dicke wird
der Liinge nach eine zylindrische Offnung von 1 dm Weite gebohrt; wie grof ist
der Rauminhalt der festen Holzmasse?

11. Aus einer Kugel von 4 ¢ Halbmesser sollen zwei andere gegossen werden,
deren eine einen Halbmesser von 2 em haben soll; welcher Halbmesser kommt der
anderen zu?
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12. Ein Zeichenblatt von 6°28 dm Linge und 4 dm Breite wird zu einer
Kreisrohre gebogen; welchen Rauminhalt hat diese Rohre, wenn man sie @) nach
der Liinge, b) nach der Breite rollt?

13. Wieviel Erdkugeln koénnte man aus einem Sonnenballe machen? (Sonnen-
durchmesser = 138700 pm.)

14. In eine wiirfelférmige Kiste von 1 e Seitenlinge paft genau ein Zylinder;
wie groB ist der Luftraum in der Kiste?

15. In ein zylindrisches Gefiit von 1°6 dm Weite gibt ein Knabe eine Glas-
kugel, so daf das Wasser im GefiiBe um 1} em steigt; welchen Durchmesser hat
die Kugel?

16. Wie hoch ist ein zylindrisches Gefiii von 25'12 em Umfang, wenn es 1 /
fassen soll?

17. Es ist eine regelmiiiige sechsseitige Pyramide gegeben, welche eine Grund-
kante von 10 em und eine Hohe von 17°32 em hat; wie grofi ist ihr Rauminhalt?

18. Eine hilzerne Truhe von 108 ¢ Liinge und 52 em Breite und 48 ¢m Hihe
ist mit Ausnahme des Bodens mit Stoff zu {iberziehen; wieviel . eines 45 em breiten
Stoffes braucht man, wenn man wegen der Verschneidung 8% mehr rechnen muf?

19. Eine elliptische Badewanne von der Form eines Zylinders, 1°8 m lang,
9 dm breit und 8 dm tief, ist zu drei Vierteilen mit Wasser gefiillt; wieviel kg
wiegt die Fiillung?

20. In einen zylindrischen Kessel von 8 dm Halbmesser und 2§ m Linge
miinden 3 Rihren, von denen die erste den Kessel in 6, die zweite in 8, die dritte
in 2 Stunden zu fiillen vermag. @) Wieviel dm® des Kessels werden gefiillt, wenn
die erste und zweite Rohre eine Stunde lang gedffnet sind; &) wie lange muf die
erste und dritte Rohre geéffnet sein, um den Rest des Kesselraumes zu fiillen?

21. Aus einem Kupferzylinder von 2 dm Liinge und 2 ¢m Dicke soll ein 2 min
dicker Draht gezogen werden; wie lang wird der Draht sein?

22. Aus drei Kugeln von 8 ¢m, 4 em und 5 ¢m Durchmesser soll eine neue
Kugel gegossen werden; welchen Durchmesser hat sie?

23. Ein sechsseitiges Zelt von regelmiiBiger Grundfliiche hat 25 m 2 dm Umfang
und 3 m 4 dm Hohe. Das Dach ist durch eine Pyramide gebildet, deren Spitze von
jeder Tcke 5 m B dm Abstand hat. Wieviel m eines 72 em breiten Segeltuches
braucht man zu diesem Zelte, wenn man wegen Einsfiumung und sonstigen Abfalles
L des Stoffes mehr kaufen muf?

24. Ein Faf hat einen Spunddurchmesser von 10°2 dm und einen Bodendurch-
messer von 8°4 dm und 1 m innerer Linge. Wie oft miifite man mit einem zylin-
drischen Gefiiie von 9'6 ¢z Durchmesser und 2 dm Hihe schipfen, um das ‘gefiillte

FaB zu entleeren?
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D.
Anhang.

(Feldmessen und Situationszeichnen.)

I. Das Feldmessen.

§ 222, Ein Grundstiick aunfnehmen heiBit, seine horizontale
Ausdehnung nach Grofie und Gestalt bestimmen. Man denkt sich dabei
durch irgend einen Punkt der Figur eine Horizontalebene gelegt und auf
diese von allen Grenzpunkten der aufzunehmenden Fliche Senkrechte
gefillt; verbindet man die Fulpunkte dieser Senkrechten durch Linien,
so ist die dadurch entstehende Figur die Horizontal-Projektion
oder der GrundrifBl der Fliche.

Die Reduzierung der zu messenden Grundstiicke auf den Horizont
geschieht inshesondere darum, weil die Ertragsfihigkeit eines Grundstiickes
nicht von seiner wirklichen GriéBe, sondern von seiner
horizontalen Ausdehnung abhéngt. Da nimlich alle
Pflanzen in lotrechter Richtung wachsen, so konnen,
wenn A C (Fig. 253) den Durchschnitt einer schiefen
Fliche und 4 B den Durchschnitt ihrer horizontalen
Ausdehnung vorstellt, auf der schiefen Fliche von A
und O nicht mehr Pflanzen stehen als auf der horizontalen Fliche A B.

Da eine Figur durch die Linge ihrer Seiten und durch die gegen-
seitige Lage derselben zueinander, also durch Strecken und Winkel bestimmt
ist, so soll hier zuerst gezeigt, werden, wie Strecken und Winkel auf dem
Felde gemessen werden.

1. Abstecken und Messen der Strecken auf dem Felde.

§ 223, Bei der Messung von Strecken auf dem Felde kommt eine
zweifache Titigkeit vor: Das Bezeichnen ihrer maBgebenden
Punkte und das wirkliche Messen.

Zur Bezeichnung der Punkte auf dem Felde dienen, wenn
dieselben nicht schon von Natur aus kenntlich sind, Pflcke, Stabe
und MeBfahnen.

Eine Strecke auf dem Felde wird durch ihre Endpunkte bezeichnet.
Wenn diese sehr weit voneinander abstehen, so werden mehrere Zwischen-
punkte bestimmt, die mit den Endpunkten in gerader Linie liegen. Man



185
nennt das Bestimmen solcher Zwischenpunkte das Abstecken der Geraden
und die dazu gebrauchten Stangen Absteckstibe.

1. Eine Strecke auf dem Felde abzustecken.
Um zwischen zwei Stiben 4 und B (Fig. 254) einen dritten € in

gerade Linie zu bringen, trete man 2 bis 3 Schritte hinter den einen
Stab B zuriick, lasse durch einen Gehilfen den einzurichtenden Stab
zwischen zwei Fingern hoch oben fassen und frei halten und gebe ihm,
indem man dabei immer an derselben Seite Tig. 254.

der Stibe vorbeivisiert, durch Zeichen mit

der Hand zu verstehen, dall er seinen Stab y H%

so lange rechts oder links bewege, bis man M &

ihn in der Richtung der beiden Stibe B und 4 (0] B

A erblickt; ist dies der Fall, so gibt man dem Gehilfen ein Zeichen, worauf
er den Stab frei fallen 1afit und in dieser Stellung lotrecht in die Krde
steckt. — Beim Abstecken einer langen Strecke werden immer die ent-
fernteren Stibe frither eingerichtet als die niheren. Beim Visieren
(Zielen) soll man nicht zu nahe an dem niichsten Stabe stehen und bloB
mit einem Auge sechen.

2. Eine Strecke auf dem Felde zu verlingern.

Um eine Strecke 4B (Fig. 235) auf dem Felde bis znm Punkte C
zu verlingern, stelle man sich nach dem Augenmale in der Gegend
dieses Punktes auf, visiere an der Seite des
Stabes, den man zwischen zwei Fingern frei hilt, ﬁ
¢

Fig. 255.

nach den beiden Stiben B und A4, wodurch die l
zu verlingernde Gerade bezeichnet ist und bewege
sich mit seinem Stabe so lange rechts oder links, 4 B
bis sich alle drei Stibe dacken; dann wird der einvisierte Stab gehorig
in die Erde gesteckt.

§ 224, Zum wirklichen Messen braucht man Ma Bstiibe
(Meterstab), MeBlatten von 2} oder b m Linge, RollmeBbiénder
(Meterband) aus Stahl oder aus mit Stahldraht durchzogenen Leinwand-
bandern oder eine MeBkette mit zwei Kettenstiben und zehn Kettennigeln.
Die MeBkette hat eine Lange von 20 m und besteht aus eisernen Gliedern,
die durch Ringe verbunden sind; an beiden Enden befinden sich zwei
weitere Ringe, durch welche die Kettenstibe durchgeschoben werden.

Zur Bestimmung der lotrechten Richtung dient das Senklot
oder noch zweckentsprechender der Senkelstock, d. i. ein runder,
ungefiihr 11 m hoher Stab von leichtem Holze, dessen unteres Ende mit
einer schweren eisernen Spitze versehen ist, welche dem Stabe die lotrechte
Richtung gibt und erhilt, wenn er oben lose zwischen zwei Fingern ge-
halten wird.
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Zur Bestimmung der wagrechten Richtung dienen die Schrot-
wage (Fig. 256), die Libelle und die Wasserwage, deren Einrichtung
und Gebrauch aus der Naturlehre bekannt sind.

1. Eine Strecke auf wagrecht ebenem
Boden zu messen.

a) Mit MeBlatten. Man nehme zwei gleich
lange MeBlatten (von 5 m), lege die eine davon mit

“T— "\ {der cinen Endfliche an den Anfangspunkt der zu
messenden Strecke so, daB sie genau in die Richtung der Strecke zu
liegen kommt, und die zweite MeBlatte in derselben Richtung so an
die erste, daB sich ihre Endflichen berithren; sodann hebe man die erste
Latte auf, lege sie an das Ende der zweiten und verfahre so fort bis
an das Ende der Strecke. Jede MeBlatte wird, wenn man sie aufhebt,
laut gezihlt.

b) Mit RollmeRbéndern aus Stahl, die sehr hiufig verwendet
werden, verfihrt man in dhnlicher Weise.

¢) Mit der MeBkette zu messen, ist gegenwirtiz fast auBer
Gebrauch gekommen.

2. Eine Strecke auf schiefem Boden zu messen.

Je nachdem die Neigung des Bodens geringer oder grofer ist, bedient
man sich zur Losung dieser Aufgabe lingerer oder kiirzerer Mefilatten
und in beiden Fillen des Senkelstockes und der Libelle (Schrotwage).
Die Arbeit wird von unten nach oben nach der sogenannten Staffel-
messung ausgefithrt, die in folgendem besteht:

Man legt (Fig. 257) die eine MeBlatte in der Richtung der ab-
gesteckten TLinie und gibt ihr mittels der Libelle (Schrotwage) eine wag-
rechte Lage, so daB sie mit dem einen Endpunkte B auf dem Boden
aufruht und mit dem anderen End-
punkte @ an den Senkelstock an-
. h/j ’B steht, der lotrecht iiber den Anfangs-

i punkt 4 der Strecke gehalten wird.
i Dann legt man diese eine Mellatte
Sil il e e e TR ganz auf den Boden, wobei jedoch
zu achten ist, daB sich ihr End-
punkt B nicht weiter riickwiirts bewegt, begibt sich mit der zweiten MeB-
latte in der Richtung der Strecke nach 5 wnd verwendet dieselbe wie
friiher die erste MebBlatte. Dieses Verfahren wird bis zu dem Endpunkte
D der Strecke fortgesetzt. Ist der letzte Abstand kiirzer als die MeBlatte,
in der obigen Figur der Abstand zwischen € und D, so laBt man die
MeBlatte am Senkelstocke bei ¢ vorstehen wund zihlt an derselben die
Liange ¢ D.

Fig. 256.

Fig. 257.
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3. Wie die Linge einer Strecke, die nicht nach ihrer ganzen Aus-
dehnung zugiinglich ist und daher nicht unmittelbar gemessen werden
kann, mittelbar bestimmt wird, ist bei den praktischen Anwendungen
der Ahnlichkeitssitze angefiihrt worden.

2. Abstecken der Winkel im allgemeinen und der rechten
Winkel insbesondere.

§ 225, Ein Winkel auf dem Felde ist als abgesteckt anzusehen,
wenn der Scheitelpunkt und 1rgend zwei in den Schenkeln liegende Punkte
bezeichnet sind. Fig. 258.

Auf einer Geraden D FE (Fig. ¢ ”
258) auf dem Felde im Punkte D v
einen Winkel EDF aufzutragen,
der einem gegebenen Winkel \
BAC gleich ist. 4 M B D ? Z

Man trage in dem gegebenen Winkel vom Scheitel 4 aus auf beiden
Schenkeln dieselbe Linge, z. B. 20 m, bis M und N auf und messe die
Strecke M N; ihre Linge sei 15 m. Sodann trage man auf der DK die
Strecke D P = 20 m auf, beschreibe aus ) mittels einer gespannten
Schnur von 20 m Linge einen Kreisbogen, den man in der Gegend von
) mit einem Pflocke oder Nagel aufreiit und durchschneide diesen Bogen
durch einen zweiten, den man aus P mittels einer gespannten Schnur von
15 m Linge beschreibt; der Durchschnittspunkt () ist ein Punkt des
zweiten Schenkels, des Winkels F D F, welcher dem Winkel B 4 C gleich ist.

Auf dieselbe Weise kann aus den gemessenen Schenkeln eines Winkels
auf dem Felde und aus der gemessenen Entfernung ihrer Endpunkte mit
Hilfe eines verjiingten MaBstabes auch auf dem Papier ein Winkel von

gleicher GroBe aufge-  Fig. 259. Fig. 260.
tragen werden. t Dl

§ 226, Um auf %i’
dem Felde rechte i

Winkel abzustecken, A
d.i. um Normale zu
errichten oder zu fillen,
bedient man sich des
Winkelkreuzes
(Fig. 259) wund der
Winkeltrommel (Fig. 260).

Das Winkelkreuz besteht aus
zwei unter rechten Winkeln zusammen-
gefiigten Bretichen, die an den Enden
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mit lotrechten Stiften versehen sind; es wird auf einem Gestell wagrecht
befestigt. Statt des Gestelles kann auch der Senkelstock an seinem
oberen Ende zur Aufnahme des Winkelkreuzes eingerichtet werden.

Die Winkeltrommel (Fig. 260) ist ein 8 bis 10 em hoher Blech-
zylinder, dessen Mantel durch zwei feine Schlitze (Okularschlitze) und
zwei gegeniiberstehende weitere Spalten durchbrochen ist; durch die Mitte
der letzteren ist ein RoBhaar gespannt. Die durch zwei gegeniiberstehende
Schlitze gerichteten Visuren schlieBen miteinander rechte Winkel ein.
Vermittels . der Hiilse H kann der Zylinder auf einen Senkelstock oder
ein Stativ gesetzt werden.

1. In einem Punkte O einer abgesteckten Geraden AB
auf diese eine Normale zu errichten (Fig. 261).

Man stelle iiber den gegebenen Punkt O den Mittelpunkt des Winkel-
kreuzes (der Winkeltrommel) und bringe die beiden Stifte des einen

Tig. 261. Brettchens (die Visur 4 B) in die Richtung

C der Geraden; dann visiere man iiber die

beiden anderen Stifte (durch die beiden

anderen Schlitze) und lasse in ihrer Richtung

einen Stab einsetzen; dieser gibt den Punkt

=== C an, durch welchen die gesuchte Normale
|0 gehen soll.

2. Von einem Punkte C auBierhalb einer abgesteckten
Geraden AB auf diese eine Normale zu fillen. (Fig. 261.)

Um den Punkt O der Geraden A B zu bestimmen, in welchem die
von C darauf gezogene Normale eintrifft, lasse man in (' einen Stab
einstecken und stelle sich mit dem Winkelkreuze in der Geraden A B dort
auf, wo beiliufig die Normale hinfallen diirfte; bringe die beiden Stifte
des einen Brettchens in die Richtung dieser Geraden und visiere iiber die
beiden anderen Stifte. Trifft die Visierlinie gerade auf den gegebenen
Punkt C, so ist der Punkt O unter der Mitte des Werkzeuges der Ort,
wo die Normale eintrifft; erscheint aber der gegebene Punkt C rechts
oder links von der Visierlinie, so riicke man das Winkelkreuz nach der
Seite desselben solange, bis man ihn in der Richtung der Stifte erblickt,
wobei {ibrigens die zwei anderen Stifte bestindig in der Richtung der
Geraden A B bleiben miissen.

Diese hiufig vorkommende Aufgabe wird rasch mittels des Winkel-
spiegels gelost.

FeldmeBaufgaben.

§ 227. 1. Die Linge einer Strecke zu bestimmen, wenn
man nur zu einem Standpunkte derselben gelangen kann.

(Fig. 262.)
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Man messe 4 C und trage von der gefundenen Linge z. B. den
4ten Teil von C bis 4’ auf. In A’ wird ein Winkel ¢ 4‘'B* abgesteckt,
der so groB ist wie der Winkel CA B, und in Tig. 262.
dessen Schenkel A‘'B’ wird derjenige Punkt B’
bestimmt, der zugleich in der C B liegt. DMift
man dann die Entfernung A’ B’, so mufl 45 =
— 4 A'B’' sein. (Begriindung!)

2. Die Hohe eines unzugédnglichen
Gegenstandes, z B. eines Turmes, der
jenseits eines Flusses liegt, zu bestimmen.

Die Auflosung geschieht auf dieselbe Art
wie bei der Bestimmung der Hohe eines zuginglichen Gegenstandes in
§ 109, 2. @), nur muB} die Entfernung & 4, weil man sie nicht unmittelbar
messen kann, nach der Auflésung in § 227, 1 mittelbar bestimmt werden.

3. Aufnahme-kleiner Grundstiicke.

§ 228. Bevor man zur Aufnahme einer Fliche schreitet, geht man
um dieselbe an ihrem Umfange herum, schligt in allen Eck- und
Kriimmungspunkten Pflicke ein, die mit fortlaufenden Nummern oder
Buchstaben bezeichnet sind, und entwirft sich zugleich von dem Umfanue
der Figur samt der Bezeichnung der eingeschlagenen Pflocke mnach dem
AugenmaBe eine Handzeichnung oder Handskizze mit Bleistift, in
der dann an jede wirklich gemessene Linie das gefundene Mall eingetragen
wird. Nach dieser Handzeichnung fertigt man spiiter zu Hause den Plan
an und nimmt die Flichenberechnung vor.

§ 229, Aufnahme einer Figur mit MeBlatten, mit dem
RollmeBband oder mit der MeBkette.

1. Durch Zerlegung in Dreiecke. (Dreiecksmethode.)

Man gehe um die Figur und entwerfe eine Handskizze derselben,
zerlege die aufzunehmende Figur durch passende Diagonalen in Dreiecke,
von denen je 2 durch eine gemeinsame Seite Tig. 263.
zusammenhingen und messe alle Dreiecksseiten.
Hierauf zeichne man die Dreiecke in der ge-
horigen Ordnung auf dem Papiere, indem man
die gemessenen Seiten nach einem verjiingten
Malistabe auftrigt. Die dadurch erhaltenen

die entsprechenden Punkte auf dem Felde; man
braucht sie nur noch gehorig durch Linien zu
verbinden. In Fig. 263 wiirde man mit dem Dreiecke 4 B G' beginnen und
dann folgeweise die Dreiecke B G E, GEF, BEC, CED konstruieren.
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Wegen der. Berechnung des I'licheninhaltes der ecinzelnen Dreiecke
muB man in jedem Dreiecke auf dem Felde auch die Hghe ausstecken
und messen.

2. Mittels Abszissen und Ordinaten. (Koordinatenmethode.)

Man pflocke zuerst die Figur aus und stecke durch die entferntesten
Eckpunkte A und F (Fig. 264) eine Strecke als Abszissenlinie ab. Auf
diese fille man von allen :bezeichneten
Umfangspunkten Normale und messe die
einzelnen Stiicke der Abszissenlinie und
alle Ordinaten. Auf dem Papiere trigt
man nun an einer Geraden nach einem
verjiingten MaBstabe zuerst die Abszissen
von A bis ¢, k, b,. .. .auf; in diesen Punkten
errichtet man Normale und trigt darauf die
Ordinaten gehiorig auf. Endlich braucht man
nur zwischen den dadurch erhaltenen Punkten
die entsprechenden Linien zu ziehen.
Sodann wird die Flichenberechnung vorgenommen.

TFig. 264.

3. Durch das EinschlieBen der Figur.

Wenn sich im Innern der aufzunehmenden Figur Hindernisse der
Messung befinden, fiihrt folgendes Verfahren zum Ziele. s sei z. B. ein
Teich (Fig. 265) aufzunehmen. Man umgebe die Figur mit mehreren
gegeneinander geneigten Abszissenlinien, die zusammen ein Vieleck ABCDE

Fig. 265. bilden, und félle darauf von allen Biegungs-
- punkten Normale; man messe die Abszissenteile
und die Ordinaten und nehme zugleich die Winkel,
welche die einzelnen Abszissenlinien miteinander
bilden, nach § 225 auf. Dann zieht man auf
dem Papicre eine Gerade und trigt darauf die
Teile der Abszissenlinien 4 B verjiingt auf; im
Endpunkte B konstruiert man einen Winkel,
welcher so groB ist als der Winkel B auf dem

4 Felde, und trigt auf den neuen Schenkel die
Stiicke die Abszissenlinien B (' auf usw. Hierauf errichtet man in den ein-
zelnen Punkten der Abszissenlinien Normale und triigt darauf die entsprechen-
den Ordinaten auf. Werden nun die dadurch erhaltenen Punkte mit freier
Hand gehérig verbunden, so hat man die verlangte Zeichnung des Teiches.

Einfacher gestaltet sich die Aufnahme, wenn man, wo es der Boden
gestattet, num die Figur anstatt eines Vieleckes ein Rechteck aussteckt,
dessen Seiten die Abszissenlinien bilden. ;
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Il. Grundziige des Planzeichnens.

1. Der Situationsplan.

§ 230. Wenn man die zu einer Gemeinde gehorigen Liegenschaften :
Felder und Wilder, Acker und Girten, Hiuser, Teiche, Flisse usw. nach
den im vorigen Abschnitte gegebenen Andentungen ausmilit und im ver-
jliingten MaBe darstellt, so erhilt man einen Plan (Situationsplan)
der Gemeinde, der entweder ein kolorierter oder schwarzer genannt
wird, je nachdem die einzelnen Objekte mit Farben behandelt sind oder nicht.

Die Grofe des verjiingten MaBstabes hingt von dem Zwecke des
Situationsplanes ab. Pline, welche fiir den landwirtschaftlichen Gebrauch

dienen, werden gewdhnlich nach dem Mafistabe zwischen i = 1: 3000
s =1:5000 der natiirlichen Grofe ausgefiihrt. Bs kann fiir solche

Falle 1 em des verjiingten MaBstabes == 30 bis 50  der wirklichen Linge
angenommen werden. Fiir Ubersichtskarten groBerer Liegenschaften nimmt
s 3 s gl S B 1 e AN
man 1 em = 100 bis 400 m an (5055 = 1 : 10000 oder ;5555 = 1 : 40000).
Aufgaben.
1. Eine Landstraie von 7 ko Liinge wurde in einem Plane mit dem Mafistabe
1 : 20.000 eingetragen; wie lang erscheint sie?
2. Ein Plan wurde im Mafistabe von 1 : 10.000 gezeichnet; wie weit sind
2 Orte in Wirklichkeit entfernt, deren Entfernung auf dem Plane 18'4 em betriigt?
3. Bestimmung von Liingen (Luftlinien) auf einem Plane oder einer Landkarte mit
Hilfe von Zirkel und Mafistab! (Z. B. Wien—Prag, Wien—Triest, Wien—Innsbruck.)
In der beifolgenden Figurentafel (Fig. 266) sind die wichtigsten
Grundziige des Planzeichnens nach der jetst gebréduchlichen Weise zu-
sammengestellt. Hs stellt dar:

a) Kulturen: p) Baulichkeiten: y) Gewdsser und
a) eine Wiese, n) ein holzernes, Kommunikationen:
b) einen Sumpf, 0) ein steinernes Haus, p) einen Flub,
¢) eine Schottergrube, x) eine Kirche, q) eine Schiffbriicke,
d) eine Sandgrube, %) einen Friedhof; 7) eine Kettenbriicke,
¢) einen Acker, s) den Stromstrich,
/) einen Gemiisegarten, t) eine fliegende Briicke
g) einen Ziergarten, (Uberfuhr),
k) einen Obstgarten, u) eine holzerne Briicke,
i) einen Laubwald, v) einen Steg,
j) einen Weingarten, ) eine steinere Briicke.

k) einen Hopfengarten,
l) eine Tabakpflanzung,
m) einen Nadelwald;

Soll der Plan ein kolorierter werden, so wird aullerdem der Wiesen-
boden mit blassem Griinspan angelegt; beim Sumpf kann dem Griin ein
wenig Tusch zugesetzt werden; die Schotter- und Sandgrube werden mit
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Fig. 266.
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blasser Siena behandelt; der Acker, der Wein- und Hopfengarten sowie
die Tabakpflanzung werden mit blasser Sepia (auch mit Tabaksaft) angelegt;
beim Gemiisegarten wird dem Griin etwas Berlinerblau, beim Obstgarten
und Waldboden etwas Tusch zugesetzt; holzerne Hiuser werden mit
Gummigutt, steinerne mit Karmin, hervorragende Gebiiude mit Zinnober und
die flieBenden und stehenden Gewiisser mit Berlinerblau angelegt. Uberdies
werden die Biaume, Weinreben und Hopfenpflanzen mit Mitisgriin betupft.

§ 281, Anwendung. Hine praktische Anwendung der voran
stehenden Lehren ersieht man aus dem folgenden Situationsplane (Fig. 267).

Vergrofiere den vorstehenden Plan, Fig. 267, im Verhiltnisse von
4 : 9 mit Hilfe des Quadratnetzes und lege denselben dann mit den ent-
sprechenden Farben an!

2. Die Mappe. (Katastermappe.)

§ 232, Bei jedem Gemeindeamte einer Steuer- oder Katastral-
gemeinde, d. i. eine Gemeinde, deren Gebiet 283 ha = 50 Joch iiber-
schreitet, erliegt ein ausgefithrter genauer Situationsplan des zum
Gemeindegebiete gehorigen Grundbesitzes, aller Baulichkeiten und Kom-
munikationen. Dieser Plan der Gemeinde (Fig. 268) heilt die Ge-
meindemappe (Lageplan) und ist im verjiingten MaBstabe 1 : 2880,
fiir groBere Stidte 1 : 1440 (nach dem alten MaBe 1 Zoll (verj.) = 2880
Zoll (nat.) = 240 FuBl — 40 Klafter) ausgefiihrt. In dieser Mappe sind
die einzelnen Grund- und Bauparzellen und die betreffenden Parzellen-

Moénik-Halbgebauer, Geometrie. 13
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nummern genau eingetragen. In einem hiezu gehdrigen Parzellen-
protokolle sind neben der GrébBe jeder der verzeichneten Grund- und
Bauparzellen auch der Name und Wohnort der Besitzer in chronologischer
Reihenfolge sowie die Kulturgattung und der Flicheninhalt der steuerfreien
Grundstiicke angegeben.

Jeder Grundbesitzer erhilt 1. einen Grundbesitzbogen mit
Angabe des Flicheninhaltes, der Kulturgattung, der Bodengiite (Bonitit)
und des reinen Ertrages seines Grundbesitzes; 2. ein Steuerbiichel,
nach dem 26%% des reinen Ertrages als Grundsteuer an das k. k. Steuer-
amt zu entrichten sind.

Fig. 268.

@
NGafistab 1:2850.

50 ;wa 150 200 Olseter

ke
7 Il [ !

Fiir jede Katastralgemeinde besteht ein Grundbuch, das beim
k. k. Grundbuchsamte der nichsten Bezirksstadt aufliegt und genauen
AufschluB gibt iiber die Eigentumsverhiltnisse der Grundbesitzer be-
ziiglich der unbeweglichen Giiter sowie iiber die verbuchten Lasten auf

den Grundstiicken und Baulichkeiten.
Schon unter Kaiserin Maria Theresia und Kaiser Josef II. wurde der
Grund und Boden von Osterreich-Ungarn vermessen, um das Eigentum der
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Grund- und Hausbesitzer zu sichern, Grenzstreitigkeiten zu vermeiden, Verwandlung
und Teilung der Grundstiicke zu erleichtern und die Steuern nach dem Ertrage

bemessen zu konnen.
Fig. 268 veranschaulicht einen Teil aus der Katastermappe des Stadtbezirkes

Reichenberg.
3. Bezirkspline.
§ 233. Soll eine Bezirkshauptmannschaft, ein Gerichtsbezirk bildlich
in einem Plane (einer Karte) dargestellt werden, so konnen die zu wéhlenden
Zeichen nur das Vorhandensein der dargestellten Objekte, aber nicht deren

TFig. 269.
1. Grenzen.
smommommeme==¢ Monarchiegrenze. @~ - =  —o—o—— Gemeindegrenze.
i el i . Tianid@SgTEDZE, 6 & o Grenzzeichen.
ssesseessansenssense Bezirkshauptm.-Grenze. e 4 Grenzbédume.

2. Kommunikationen.
Chaussée (Ararialstrafe). H”E‘ H]

Landstrafe (BezirksstraGe). Briicke von Stein oder

mm% Eisenbahnbriicke.

—=——————= Erhaltener }F h
Nicht erhaltener( 2@ "o Holzbriicke.
i~ Karren-, Feld-, Waldweg. Steg.
----------------- Saum-, Reitweg. Schiffbriicke
- FuBsteig (Fubweg). = - Furt fir Menschen.
&E,E'S" Eisenbahn 1geleisig. | | — Furt fir Wagen,
_E_:_EV-WH » mit Doppelgeleise  wmufity-Shniritem Uberfuhr fiir Menschen.
B Purchlul; — et frk—TTherfuhr fir Wagen.
Straffenbahn ) 4
(Elektr. Bahn, Tramway).
3. Kulturen. 4. Baulichkeiten.
AT e & .. Kirche mit 1 a=aaMi__Maiarhof.
T A @' : Turm.. &2 ... Poststation,
oo e —— Kihe RSN S Siai
; waide), % . 3 station.
'ﬁ'_ - Kapelle. =" WH..... Wirtshaus.
| Weingarten. - Bildstock. o JH... . Jagerhaus,
o Kreuz. (IOERT Alpenhitte.
RERREE Hopfengarten. ‘é’;‘ - Denkmal. ¢ Bgw. ...... Bergwerk.
oMls... Kloster. o St
Friddlior o
- Schlog. EDSt..... Landungsplatz.
S : ¥ 4 Baume zur
Ruine: i 3 Orientierung
- Wohngebdude. @ Sitz der Bezirks-
.. Fabrik. behorde.

13*
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duBere Form und deren Ausdehnung zeigen. Im Bezirksplane (in der
Bezirkskarte) sind in verjiingtem MalBstabe 1 : 25.000 verzeichnet: Die O t-
schaften (Dorfer, Markte, Stidte); die Verkehrswege oder Kom-
munikationen (Wege, StraBen, Eisenbahnen, Kanile); Wasser und
Land; die Kulturen (Feld, Wiese, Wald) u. a.

Der Zeichenschliissel auf Seite 195 (Fig. 269) enthdlt die
Erklirung der wichtigsten techmischen Zeichen des k. k. Militir-geogra-
phischen Institutes in Wien.

Die Spezialkarte von Osterreich-Ungarn ist im Mafistabe 1 : 75.000 angelegt.
(1 mom = 75 m.) Fig. 271 veranschaulicht das Kartenbild in Fig. 270 in diesem
Mafstabe 1 : 75.000.

Die Generalstabskarte von Osterreich-Ungarn ist im MaBstabe 1 : 300.000
(1 mm = 300 m) angelegt.

[1l. Zeichnen einfacher Objekte des Bau- und
Maschinenfaches.
@) Elemente des Maschinenzeichnens.
1. Nigel, Klammern und Nieten.

§ 234. Zur Befestigung und bleibenden Verbindung von Holz-
bestandteilen und anderen Gegenstinden bedient man sich der Nigel,
Klammern und Nieten.

Die Nagel (Fig. 272)
dienen zur Befestigung von
Brettern und andern Holz-
bestandteilen; sie werden aus
verschiedenen Metallen ge-
schmiedet.

Die Klammern (Fig. 273) werden zur Verbindung von Holz mit
Holz, Eisen mit Holz, Stein mit Stein usw. angewendet. Sie bestehen
aus einem Stabeisenstiicke mit rechtwinklie umgebogenen Enden.

Fig. 272. Fig. 273.
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platten.

drischen Bolzen und zwei Kdopfen; der ders . £
eine ist kugelformig (Setzkopf) und wird be- oL
reits vor dem Gebrauche ausgearbeitet, withrend " -

Fig. 275. ‘ :

Grundrif.

L e e S LY.~ g

Die Nieten (Fig. 274) dienen zur un- Fig. 274.
losharen Verbindung von Blechen und Metall-
Die Niete besteht aus einem zylin-

e
"

derandere (Schlielikopf) gew6hnlich kegel-
formig ist und erst beim Zunieten durch
Héimmern gebildet wird. Veranschau-
lichung!

2. Die Schraube.

§ 235. Zur Herstellung losbarer
Verbindungen von Gegenstinden dienen
die Schrauben,.

Die Bestandteile einer Schraube
(Fig. 275) sind der Schraubenbolzen
oder die Schraubenspindel 4, d. i
ein zylindrischer Schaft, in dessen Mantel-
fliche das Schraubengewinde einge-
schnitten ist; der Schraubenkopf B,
der mit dem Bolzen in der Regel aus
einem Stiicke gearbeitet ist; und die
Schraubenmutter (), d.i. ein hohler
Zylinder, in den ein Gewinde gleicher
Art, wie jenes des Bolzens eingeschnitten
ist. Der Schraubenkopf ist vierkantig,
sechskantig oder auch rund; die dulere
Flache der Schraubenmutter ist meistens
vier- oder sechskantig. Nach der Form
des Querschnittes des Gewindes unter-
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scheidet man Schravben mit scharfem und Schrauben mit flachem
Gewinde. Veranschaulichung!

Zum Anziehen der Schraubenmutter bedient man sich des
Schraubenschliissels. Tig. 276. Fig. 277.

Bei Holzschrauben (Fig. 276)  Aufrif.
erhillt der Kopf einen Einschnitt zum ST
Einsetzen des Schraubenziehers.

Jener Teil eines Schraubenge-
windes, der einer einmaligen Um-
drehung des Bolzens entspricht, wird
ein Schraubengang und der
Abstand zweier Schraubenginge die
GanghéGhe oder Steigung genannt.

i
\

Sl el R

"

ST Al S

Die Entstehung der Sechrauben-
linie kann mittels eines aus Papier
ausgeschnittenen Dreieckes, dessen eine
Kathete dem Umfange des Schrauben-
bolzens und dessen andere der Hohe
eines Schraubenganges gleich ist, ver- :
anschaulicht werden. Rollt man das  Grundrif.
Dreieck so auf die Zylinderfliche auf, dab die zweite Kathete zur Achse
parallel steht, so bildet die Hypotenuse die Schraubenlinie.

)
<UL

In Werkzeichnungen bedient man sich zur Darstellung des Schrauben-
gewindes gewthnlich der aus Fig. 277 ersichtlichen Konstruktionsweise.

Die gezeichneten Querschnitte von Maschinenteilen werden mit den
nachstehenden Materialfarben angelegt:

Schmiedeeisen: Berlinerblau; Gufeisen: Neutraltinte (Berlinerblaus
Tuseh und etwas Gummigutt); Stahl: Violett (Berlinerblau und Karmin);
Messing, Bronze: Chromgelb Nr. 2; Blei: Berlinerblau und Lichtocker; Gummi:
Lichter Tusch.

Im Maschinenzeichnen sind die Mafizahlen (Koten) in Millimetern angegeben.

Ubungsaufgaben.

Einfache Modelle des Maschinenzeichnens sind zu kotieren und zu
skizzieren und sodann im Grund- und Aufrif (event. auch im Kreuzriff) mit Angabe
eharakteristischer Schnitte (Anwendung der Materialfarbe) darzustellen!

Veranschaulichung der entsprechenden Darstellungsweisen an appro-
bierten Zeichenvorlagen und Wandtafeln!

b) Elemente des Bauzeichnens.

§ 236. Im biirgerlichen Leben wie in der baugewerblichen Praxis ist das
Verstiindnis fiir die Darstellung eines Bauplanes (Plan eines Hauses, Fig. 316) von
Wichtigkeit; dazu ist die Kenntnis der Darstellungsweise der wichtigsten Bestand-
teile eines Gebiiudes und der Materialfarben erforderlich. Die im Bauzeichnen
iiblichen (kon\'entionelle.n) Materialfarben sind:
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Fiir Ziegel: Karmin mit etwas Indischgelb gemischt; fiir Faserholz
(Li#ngsschnitt) : Indischgelb und etwas Karmin; fiir Hirnholz (Querschnitt): Indisch-
gelb, Karmin und etwas gebrannte Siena; fiir Stein: Berlinerblau, Lichtocker und
etwas Neutraltinte; fiir Erde: Sepia; fiir Sehmiedeeisen: Berlinerblau.

1. Die Holzverbindungen.

§ 237. Die feste Vereinigung zweier oder mehrerer Balken zu
einem Ganzen heifit eine Holzverbindung. Als Befestigungs- und
Verbindungsmittel braucht man dabei starke hélzerne und eiserne Nigel,
Klammern und eiserne Schraubenbolzen.

1. Soll ein Balken verlingert werden, so geschieht dies durch
den AnstoB eines zweiten und durch Verbindung beider mittels der soge-
nannten Uberplattung. Von dieser gibt es hauptsichlich drei Arten.

Bei der einfachen Uberplattung (Fig. 278) betrigt die Hohe
derselben die Hilfte und die Liénge das 1- bis léfache der Balkenhihe.

Fig. 278. Fig. 279.

e

Bei der schiefen Uberplattung (Fig. 279) ist die Linge wie bei
der vorhergehenden; die Hohe der lotrechten StoBflichen betrigt ungefihr
1 der Balkenhohe. Bei der verzahnten Uberplattung (Fig. 280)
betriigt die Hohe des Zahnes gleichfalls ungefiihr  der Balkenhihe.

Fig. 280. TFig. 281.

2. Um die Tragfihigkeit zu erhohen, legt man zwei oder mehrere
Balken so aufeinander, daB} sie mittels Zihnen ineinander greifen und ver-
bindet dieselben durch Schraubenbolzen miteinander. Balken dieser Art
nennt man verzahnte Balken (Fig. 281).

3. Wenn zwei Balken unter einem Winkel zusammenstoBen,
oder wenn sie sich kreuzen, so kann ihre Verbindung am einfachsten
durch eine biindige Uberplattung (Fig. 282 und Fig. 283) bewerk-
stelligt werden.
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Wird das eing Ende eines Balkens mit seinem unveriinderten Quer-
schnitte oder, nach einer gewissen Form zugeschnitten, in eine ent-

Fig. 282, Fig. 283.

sprechende Vertiefung eines anderen Balkens eingelassen; so heilit eine
golche Verbindung im ersten Falle eine Einlassung (Fig. 284), im
zweiten eine Verzapfung (Fig. 285).

Fig. 284. Fig. 285.

Fig. 286 stellt eine Art von Verzapfung dar, wie solche inshesondere
bei Dachkonstruktionen vorkommt; ¢ heilit der Zapfen und 4 die Gabel

oder Gurgel.
Fig. 286. Fig. 287.

Wenn ecin schiefliegender Balken auf einem wagrechten aufliegen
und durch ihn festgehalten werden soll, wendet man zu ihrer Verbindung
die Aufklauvung (Fig. 287) an.

2. Das Mauerwerk.

§ 238. Die Mauer besteht aus horizontalen Schichten (Scharen)
von Ziegeln, Bruch- und Werksteinen, die durch Mortel verbunden sind.
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Dieser Verband wird erzielt, wenn in den aufeinanderfolgenden Scharen
die Binder ¢ in Fig. 289 (Ziegel, die ihrer Ldnge nach in der Mauer-

Fig. 288. Fig. 289.
Aufrifi.
r b '
| I J [ I I'a'-é o o ] S e e
I I T I
5] o e el e |
s I T I I
Kreuzrifi. I ) v e
1 1%
79
Grundrif.
dicke liegen) und die Liaufer b (Ziegel,
die ihrer Linge nach in der Manerlinge
liegen) abwechseln. ] ;
1. Die gewdhnlichen Mauerziegel ;

(Fig. 288) sind bei uns in der Regel 29 cm

lang, 14 ¢m breit und 65 em dick, so dall sich die Dimensionen mit Zu-

rechnung der Mortelfuge von 1 ¢z auf 30 em, 15 cm und 7-5 cm erhohen.

Bei der Auffithrung einer Ziegelmauer (Fig. 289) sind die

Ziegelsteine in wagrechte Schichten zu legen und die Ziegelverbindung

Fig. 290. Fig. 291. mull dem Grundsatze entsprechen, dali

M ——— s»voll auf Fug“ komme, d. i. daB

die lotrechten Fugen jeder Schichte

durch das volle Mauerwerk der dariiber

liegenden Schichte gedeckt werden.

2. Bei Gewolben kleinerer Gat-

tung werden sogenannte Keilziegel

- L——- (Fig. 290) angewendet.

3. Die Dachziegel (Fig. 291) haben gewéhnlich 40 em Lénge.

20 ¢m Breite und 15 e¢m bis 2 em Dicke; sie erhalten oben einen Ansatz,
die Nase, womit die Ziegel auf die Dachlatten gehiingt werden.

i I

3. Gewdlbe.
§ 239. Gewolbe sind einfach oder mehrfach gekriimmte Decken,
Fig. 292, die aus Ziegeln oder Quadersteinen erbaut, auf

Mauern oder Pfeilern ruhen.

Stellt Fig. 292 den Querschnitt oder das
Profil eines Gewdlbes dar, so heillen die Mauern,
auf die sich das Gewdlbe stiitat, die Widerlager
und die Punkte ¢ und &, in denen das Gewdlbe an
den Widerlagern beginnt, die Anldufe; den
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Abstand @b der Widerlager nennt man die Spannweite, den innern
Bogen adb den Unterbogen, den #uflern efg den Oberbogen,
den hochsten Punkt d den Fig. 293.

SchluB, die Erhohung ed

des Schlusses iiber die Anliufe

die Pteilhohe wd die 5
Dicke df am Schlusse die
Gewdlbdicke.

1. Ein Gewblbe, dessen I

Oberfliche zylindrisch ist,
heiBit ein Tonnengewdlbe.
Fig. 293 stellt in [ den Quer- £ o
schnitt, in I7 den Grundril und in /77 das Bild eines Tonnengewdilbes dar.
2. Aus der Durchdringung zweier Tonnengewdlbe von gleicher Hohe
und gleicher Spannweite entsteht ein Kreuzgewdlbe. In Fig. 294
stellen [ und 17 Fig. 294.
die Aufrisse der
beiden  Tonnen,
IIT den GrundriB
und IV das Bild a 2
des Kreuzgewol-
bes ‘dar; ab und \ r
de sind die Quer-
schnitte der einen, I g
ad und be die
der andern Tonne.
Beide Tonnen hri) B
durchschneiden sich in den Durchdringungslinien oder Graten woc¢ und
bod. In den Punkten @, b, ¢ und d stiitzt sich das ganze Gewblbe auf

seine Widerlager. Fig. 295. Fig. 296.
3. DasKuppel-

gewolbe (Fig. 295) @

ist gewohnlich halb- & 5

kugelformig.

Wenn man nur
die Halfte einer
Kuppel auf einen
halben Zylinder als
Widerlager stiitzt, so heibt das Gewdlbe ein Chor- oder Nischen
gewdlbe (Fig. 296). Eine Nische wird ein solches Gewdlbe dann
genannt, wenn es eine kleinere Ausdebnung hat. Chorgewdlbe und
Nischen werden in Kirchen hiufig angewendet.
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4. Konstruktion der wichtigsten architektonischen Bogen.

§ 240, 1. Wird iiber einer gegebenen Strecke 4 5 (Fig. 297 und
Fig. 298) aus ihrem Mittelpunkte C ein Halbkreis beschrieben, so heifit

Fig. 297. Fig. 298.
D , =
s Ly
| E
;. i '
A - B Al P
£y o
| F
Fesid
E E - ‘

dieser ein Rundbogen, voller Bogen oder rémischer Bogen:
die Strecke A B nennt man die Spannweite, die Punkte 4 und B
die Anlaufe, die in C auf A B errichtete Normale D die Pfeil-
: hohe und I) den Schlull des Bogens:

T, 200 die in 4 und B errichteten Senkrechten A I/

T - und B F' heifen die Gewinde des Bogens.

2. Wird der Bogen A DB (Fig. 299)
dadurch beschrieben, daB man einen Punkt
O der abwirts verlingerten Pfeilhhe D (f
als Mittelpunkt und O A4 als Halbmesser
annimmt, so heilit derselbe ein Segmen t-
bogen.

3. Ein Spitzbogen oder gotischer Bogen (Fig. 300) ist aus
zwel einander schneidenden Kreishogen zusammengesetzt. Er ist entweder

Fig. 300. gleichseitic oder gedriickt oder wberhaoht.

Ein gleichseitiger Spitzbogen AD B
entsteht, wenn man aus den Anliufen 4 und B
mit der Spannweite A B zwei einander treffende
Bogenstiicke beschreibt.

Ein gedriickter Spitzbogen AFEE
entsteht, wenn man innerhalb der Spannweite
zwei von den Anliufen gleichweit abstehende -
Punkte & und H annimmt und aus diesen mit
dem Halbmesser ¢ B = H A zwei Kreishogen
beschreibt,

Um einen erhéhten Spitzbogen 4 F B zu konstruieren, nimmt man in
der verliingerten Spannweite in gleichen Abstiinden von den Anliufen die Punkte
J und K an und beschreibt aus diesen mit dem Halbmesser JB = KA zwei
Kreisbogen.

il

fatatsl
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Einen verzierten gotischen Bogen zeigt Fig. 301.
4, Finen umgekehrten Spitzbogen ADB (Fig. 302) zu
zeichnen. (Die Konstruktion ist aus der Fig. 302 zu ersehen.)

Fig. 301. Fig. 302. Fig. 303.

D. Teilt man (Fig. 503) die Spannweite in vier gleiche Teile, e1-
richtet in den drei Teilungspunkten ¥ CF Normale und macht E G =
= (CH= FK = AF, so bilden die aus F, H und ' mit dem Halb-
messer A /' beschriebenen, in den Punkten &' und K zusammenstoBenden
drei Kreisbogen die Bogenlinie A G D KB, die ein Kleebogen heilit.

Beschreibt man aus denselben Mittelpunkten mehrere konzentrische Bogen,
s0 haben diese ihren Zusammenstofpunkt in der aus € durch G und K gezogenen
Geraden.

6. Der geschweifte Spitzbogen, auch persischer Bogen
genannt, ist aus zwei einwiirts und zwel auswiirts gekriimmten Kreisbogen
zusammengesetzt. :

Um ihn zu konstruieren, beschreibe man iiber der Spannweite 4 B (Fig. 804)
das gleichseitige Dreieck 4 B und halbiere dessen Seiten in den Punkten C, F
und . Zieht man dann
durch ) eine Parallele zu
A B und errichtet auf 4 B
die Normalen A @ und B H,
so sind , & und H die
Mittelpunkte der mit dem
Halbmesser A4 ¢ beschrie-
benen, in K und F zusam- j {
menstoenden vier Bogen- : -—-------?----—-‘-v-“ﬂ
stiicke, welche den ge-
schweiften Spitzbogen 4 &
D F'B bilden.

7. Binen steigenden Bogen (Schwanenhals) zu konstruieren.

Man errichte in einem Endpunkte der Spannweite 4B (Fig. 305)
die Normale BE von gegebener Linge, verlingere 4B so, dal BF =
der gegebenen Hohe B E wird, halbiere A F in C und ziehe CD | AB.
Zieht man noch E G || BA und beschreibt aus € den Viertelkreis 4.1 und
aus (& den Viertelkreis D E, so ist A D E der verlangte steigende Bogen.

Fig. 804. Fig. 305.




Fig. 307. ' 8. Der maunrische oder
arabische Bogen. Die
Konstruktion desselben ist aus
Fig. 306 ersichtlich.

9. Der maurische ver-
zierte Bogen (Fig. 307) be-
steht aus kreisformigen Aus-
schnitten, deren Mittelpunkte in
einem in 5 gleiche: Teile ge-
teilten gotischen Bogen liegen.

3

Pt s |

G W

5. Gesimse und ihre architektonischen Glieder.

§ 241. Gesimse nennt man jene an der Aullenseité eines Bau-
gegenstandes hervortretenden Teile, welche die Bestimmung haben, einzelne
Baubestandteile abzuschlieBen. Man unterscheidet Hauptgesimse, die
zar Verzierung und zum Schutze der obersten sowie zar Trennung der
mittlereren Teile dienen; Fuligesimse, welche die untersten Teile zu

Fig. 308. verstirken haben, und
Einfalgesimse, die
o : i e zur Einfassung und Um-
rahmung von Fenstern
] L2 I|2 L|o oder Strukturteilen
a @ a dienen.

Ein Gesimge hat
im allgemeinen drei Hauptteile, wie z. B. in Iig. 308, wo @ den tragenden,
b den schiitzenden und ¢ den kronenden Teil darstellt. In Fig.
308, II und 717 erscheint das Gesimse in ausgehbildeter Form.

Jeder Hauptteil eines Gesimses besteht aus geraden oder gekriimmten
Gliedern, die in angemessener Weise abwechseln miissen; sie heiflen archi-
tektonische Glieder.

Nachstehende Figuren-Tafel 309 stellt die wichtigsten architektonischen
Glieder im Profil dar:

Figuren-Tafel 309.

Rundstab (Stibichen). Viertelstab oder Wulst.
e L

Platte (bei geringer Aus-
dehnung ein Plittchen).

________-___?
i
i
1
1

; Hohlkehle. " "¥iertelkehle oder Fallende Kehle
Ablauf. oder Anlauf.
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Figuren-Tafel 309.

1

yDoppelhohlkehle oder Kehlleiste oder
Einziehung, Hohlleiste. Karnies.

Glockenleiste. Sturzrinne.

Rinnleiste.
Anwendungen.
Figuren-Tafel 310.

(

N

%

Figuren-Tafel 811.

o ]
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6. Fenster und Tiiren.

§ 242. Die Fenster dienen zur Beleuchtung der inneren Rium-
lichkeiten eines Gebiudes. Sie haben eine Breite von ungefihr 1 72 und
im Mittel eine doppelt so grofle Hohe; bei niedrigen Gebiuden kann die
Fensterhohe auch weniger als die doppelte Breite betragen. Hinsichtlich
der Form sind die Fenster entweder rechteckig oder oben mit einem
Halbkreis, Segment oder Spitzbogen geschlossen.

Die allgemeine Anlage eines gewdhnlichen Fensters ist aus Fig. 812 im Aufrify
von innen, im Grundri und im Profil zu ersehen.

Jedes Fenster erhiilt einen Fensterstoek von Stein oder Holz, der aus

folgenden Teilen besteht: aus der wagrechten Sohlbank @, den beiden Ge-
winden & und dem

Fig. 812. Fig. 313. : ;
Sturze ¢. Die Maner d
Z 1 il Z unter dem Fenster nennt
-../é 3 man die Parapet-
B oA .
E=s Z mauer, das Gewdlbe f
=== S TR ; iiber der Fensternische
R B
EEr | den Spalettbogen,
]
.75 T den schmalen, vom
-.i A A - Fensterstocke sicht-
E=H = b . et
] = baren Streifen ¢ den
EE Anschlag, die Seiten-
57‘3"" =T q"—l." i wiinde &% der Fenster-
=/4§/ Eoany s e s : s
e e e nische, die, um das Ein-
L1 ///i £ 3 2 =
e 2 S 4 | [t allen des Lichtes zu
! beftrdern, gewidhnlich
schief zn der Haupt-
d i i mauer stehen, die

Spalettwiinde und
die GriBe hr ihrer Abweichung von der normalen Lage die Spalettierung.

§ 243. Durch die Tiiren werden die verschiedenen Riumlichkeiten
eines Gebaudes unmittelbar verbunden. Man unterscheidet Futter- und
Spalett-Ttiren. Bei den ersteren wird die Tiiréffnung auf die ganze
Dicke der Mauer mit Holz verkleidet: die letzteren dagegen haben einen
Stock aus Holz oder Stein, der nur einen Teil der Mauerdicke einnimmt.

Die gebrituchlichsten Arten der Futtertiiven sind die Kreuz- und die Flii-
geltiiren. Jene sind bloB einfliigelig, diese bestehen aus zwei Fliigeln. Den
Fliigeltiiren (Fig. 313) entspricht im Mittel eine Breite von 1°'2 s und eine
doppelt so grofie Hohe. Die Fliigel werden aus Friesen ¢ und aus Fiillungen b
konstruiert; zur Verdeckung der Fuge zwischen den Fliigeln werden an beiden die
Anschlagleisten / angebracht. 7

Grifiere Tiiven, durch die man von aufien in das Innere der Gebiiude gelangt,
heifen Haustore oder Haustiiren.

7. Der Dachstuhl.
§ 244. Das Dach ecines Gebiiudes hat dessen Raume gegen
Witterungseinfliisse zu schiitzen und mul daher eine Art wasserdichter
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Eindeckung bilden, die von ecinem Holzgeriiste getragen wird. Dieses
Geriist heiBt Dachstuhl,

In der Zeichnung wird der Dachstuhl durch das Profil (die Stirn-
ansicht) und den Werksatz (GrundriB) dargestellt.

~Wir beschrinken uns hier auf den deutschen Dachstuhl, und
zwar auf den leeren und den stehenden.

Der leere Dachstuhl, von dem Fig. 314 in I das Profil und
in 11 den Werksatz darstellt, hat folgende Anordnung:

Auf den beiden
Hauptmauern 4 lie-
gen, dem ganzen
Dachstuhle die Un-
terlage bildend und
die Last auf die
Mauern gleichformig
verteilend, zwel wag-
rechte Balken, die
Mauerbinke a.
Darauf ruhen in
gleichen Entfernun-
genvon ungeféhr 1 m

& die schriig ansteigen-
den Sparren b,
5 welche die Dachnei-
= gung bilden und die
Dachlatten und die
T Eindeckung mit Zie-
geln oder Schiefer
¢ aufzunehmen haben ;
sie sind am untern
o Ende aunfgeklaut, an
- den obern Enden
' mittels Zapfen und
c Gabel  verbunden;
auBerdem werden die

Sparren noch durch
die horizontalen

Kehlbalken ¢ unterstiitzt. Jedes vierte Paar von Sparren wird unten
durch einen Querbalken, den Bundtram d, zu einem festen Dreiecke
verbunden und heift dann ein Bundgespérre. Die dazwischen liegen-
den Sparrenpaare heiBlen Leergespiérre. Von dem Bundtram des einen
Moénik-Halbgebauner, Geometrie. 14
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bis zum Bundtram des néchsten Bundgespérres laufen parallel mit den
Mauerbinken die Wechsel ¢, womit kurze Balken, die Stiche s, die
in den Leergespirren die Stelle der Bundtrime vertreten, verbunden sind.

In dem Werksatze werden in der Regel nur die horizontalen Balken
gezeichnet.

Fiir Spannweiten, die 10 2 iberschreiten, wird der stehende
Dachstuhl (Fig. 315) angewendet. Er hat die Bestandteile des leeren
Dachstuhles und auBlerdem im Bundgespirre die Stuhlsiulen f, die

Fig. 315.

den Keblbalken unterstiitzen, und an ihrem obern Ende die Pfetten g,
die nach der Linge des Daches Jaufen und die einzelnen Gespirre ver-
binden. Die Pfettenbiige 7 sind bestimmt, den Pfetten eine grélere
Tragfibigkeit zu geben, wihrend die lotrechte Stellung der Stuhlsiulen
durch die FuBlbinder & gesichert wird.

8. Bauplan und Kosteniiberschlag. “

§ 245, Zum Neubau oder Umbau eines Hauses sowie fiir die
Ausfiibrung durchgreifender Verinderungen am Hause (Adaptierungen)
ist die behdrdliche Baubewilligung (der Baukonsens) notig; dem
Gesuche um dieselbe, das beim Gemeindeamte eingereicht wird, ist der
Bauplan (Fig.- 316) in doppelter Ausferticung beizuschliefien. Dieser
soll enthalten:

1. den Situationsplan des Bauplatzes (1:500) siehe Fig. 316 (1);

2. die Grundrisse aller Stockwerke, des Erd- und Kellergeschosses
und den Werksatz (1 : 100); siehe TFig. 316 (2 —5);

3. das Profil (1:100). Durch das Profil werden die in den ein-
zelnen Stockwerken iibereinander befindlichen inneren Teile des Gebiiudes
ersichtlich gemacht; siehe Fig. 316 (7);
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Fig. 316.
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4. die Fassade (1:100); sieche Fig. 316 (6).

Wiihrend der Bauplan nur ein iibersichtliches Bild iiber die An-
ordnung der Gesamtbestandteile des Bauobjektes gewihrt und pur die
Hauptdimensionen enthilt, dient zur wirklichen Ausfiihrung fiir die Bau-
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handwerker der Polierplan (1:50). In diesem miissen alle Koten
vollstindig und deutllch eingetragen sein.

Der Kosteniiberschlag enthélt eine iibersichtliche gegliederte
(detaillierte) Zusammenstellung aller Arbeiten und Lieferungen fiir ein
Bauwerk bei Angabe des AusmaBes (Flichen- und Kubikinhalt), der Ein-
heitspreise (Materialwert, Regicauslagen und Gewinn) und der Geldbetrige.*)

Das Verstindnis fiir einen Kostenvoranschlag ist fiir jeden Bau-
handwerker erforderlich, wenn er nicht zu Schaden kommen will.

Die genauen Bestimmungen fiir eine gedeihliche und zweckmiBige
Austithrung und Herstellung von sicheren und gesunden Baulichkeiten
sind in den Bauordnungen der einzelnen Linder enthalten.

Schriftarten.

§ 246. Wihrend die Rundschrift besonders in der kaufménnischen
Welt groBe Verbreitung gefunden hat, kommen bei anderen Gewerben,
namentlich bei Steinmetzen, Schriftgiefiern, Schriftenmalern usw., sowie
bei Uberschriften und Firmaschildern auch noch andere Schriftarten in
Anwendung. Im nachstehenden sind zwei beliebte Arten, die sich auf
geometrischer Grundlage bequem entwickeln lassen, dargestellt u. zw. die
Steinschrift¥*) und die Blockschrift.

Figuren-Tafel 317.

A B | BEE g o #
J T
~N TN
\V/IEANEER D =
N : \j T8 /
Y ] Q
9 V \'} [ /

-

*) Wegen Platzmangels wurde von der gegliederten Angabe eines Kosten-
voranschlages fiir das in Fig. 816 bezeichnete Projekt abgesehen.

#*) Wenn man diese Schrift durchaus in Haarstrichen ausfiihrt, nennt man sie
auch Nadelschrift.
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