MATEMATIKA

Gotska okna
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PETER LEGISA

- Pred leti je avtor tega clanka v Obzorniku za
matematiko in fiziko objavil kratko porocilo o za-
nimivi knjigi z naslovom Geometry Civilized [1].
Knjigo je napisal ameriski zgodovinar znanosti z
dobrim znanjem klasi¢ne geometrije, zbiratelj ele-
mentarnih geometrijskih problemov. V knjigi ima-
mo ogromno zapisov in ilustracij o uporabi geome-
trije v razlicnih civilizacijah in tudi kar nekaj ma-
tematike. Avtor poleg mnoZice druge snovi obrav-
nava nacrte gotskih oken - idealizirano, kot bi bila

sestavljena iz daljic in kroznih lokov.

SLIKA 1.
Enakostranicni gotski lok

Eden osnovnih elementov takih oken je na sliki 1.
Imamo daljico AB. NariSemo kroZni lok s sredis¢em
v tocki A skozi B in krozni lok s srediS¢em v tocki
B skozi A. Oba loka se sekata v C. Trikotnik ABC
je enakostranicen, zato knjiga sestav lokov AC in

BC imenuje enakostranicni gotski lok. Daljica AB je
osnovnica tega loka. Take loke imamo na portalu v
Pleterjah (slika 2) iz leta 1420. Portal je preZivel po-
7ig samostana v turSkem vpadu leta 1471.

SLIKA 2.
Stara gotska cerkev v Pleterjah

Ta osnovni element lahko zapolnimo s kroZnica-
mi, z dodatnimi manjSimi gotskimi loki, ki se doti-
kajo. Dobimo lahko lepe vzorce in priloznost za ra-
zne geometrijske naloge. Te so sestavili in tako ali
drugace resili srednjeveski mojstrski gradbeniki, ki
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so zlasti v zgodnjem obdobju zdruZevali znanje ge-
ometrije, arhitekture, gradbenisStva in kamnosestva.
Njihova imena so se prakti¢no vsa izgubila. Ostali so
le kamnoseSki znaki na elementih katedral - neka-
ksni podpisi mojstrov. Katedrale so gradile skupine
obrtnikov, ki so se veckrat selile z enega gradbisca
na drugo, ko je zmanjkalo denarja ali pa je bilo po-
trebno pocakati, da se apnena malta dovolj strdi, da
so lahko nadaljevali v viSino. Brez velike podpore
(in veckrat tudi prostovoljnega dela) prebivalstva pa
take mnozice cudovitih stavb v (menda mracnem)
srednjem veku ne bi bilo mogoce uresniciti.

Spomnimo se nekaj dejstev iz geometrije. Dve
kroZnici s sredi§Cema A in B se dotikata v toc¢ki T, ce
imata v T skupno tangento t. Na slikah 3 in 4 imamo
dva nacina dotikanja. Tocka T je potem edina sku-
pna toc¢ka obeh kroZnic. Ker sta daljici AT in BT obe
pravokotni na t, sta kolinearni:

Sredi$ci dotikajocih se kroZnic in njuno dotikali-
SCe leZijo na isti premici.

t

SLIKA 3.
Razdalja med srediS¢ema A in B dotikajocih se kroznic je enaka
vsoti polmerov.

Za nas je posebej pomembno naslednje dejstvo:

Razdalja med srediS¢ema dotikajoc¢ih se kroZnic
je enaka: a) vsoti polmerov, Ce se kroZnici dotikata
od zunaj in b) razliki polmerov, ce se dotikata od
znotraj.

Vértajmo enakostrani¢cnemu gotskemu loku z do-
dano osnovnico AB dolzine 2 kroZnico s srediS¢em
S kot na sliki 5. KolikSen je njen polmer r? Ker
se ta kroZnica in krozni lok od B do C (ki ima pol-
mer 2) dotikata, je razdalja srediS¢ enaka razliki pol-
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SLIKA 4.
Razdalja med srediS¢ema A in B dotikajocih se kroznic je enaka
razliki polmerov.

SLIKA 5.

merov, torej d(A,S) = 2 — r. Enako vidimo, da je
d(B,S) = 2 —v. To pomeni, da S leZi na simetrali
daljice AB. (To je jasno tudi iz simetrijskih razlo-
gov.) Naj bo O sredisce daljice AB. Trikotnik AOS je
pravokoten, zato je po Pitagorovem izreku

= 1+72=(2—1’)2=4—41’+72.

Od tod je4r =3 inr = 3/4.
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SLIKA 6.

Oglejmo si zdaj malo bolj zapleten primer na sliki
6. Spet je d(A,B) = 2. Tu imamo tri enakostra-
ni¢ne gotske loke in kroznico K s polmerom x in
srediSCem S. Ker se K in lok BC s srediScem A do-
tikata od znotraj, je d(A,S) = 2 — x. Ker se K in
lok OD dotikata od zunaj, je d(A,S) = 1+ x. Iz
2—-x=1+xdobimox =1/2ind(A,S) = 3/2. Naj
bo d(0O,S) = y. 1z pravokotnega trikotnika AOS do-
bimo 1 + Y2 = 9/4 in od tod y = /5/2. Ta vzorec
najdemo v Franciji: v ostankih samostana Saint Jean
des Vignes v kraju Soissons in z mnogo dodatnega
okrasja v palaci Palais Synodal v burgundskem me-
stu Sens. Tudi slovensko gotsko okno na sliki 7 ima
V 0Snovi ta vzorec.

Se bolj zapleten je primer okna na sliki 8. Tu
imamo v enakostranicnem gotskem loku z osnov-
nico AB dolZine 2 spodaj Stiri podobne manjse loke
z osnovnico 1/2. NaSa prva naloga je dolociti polmer
a kroZznice, ki se dotika dveh malih gotskih lokov na
desni in loka BC.

Vemo: d(A,S) =2-a, d(B,S)=d(0,S) = ;+a.
Tocka S torej leZi na simetrali daljice OB. Oznacimo
z E razpoloviSce daljice OB. Oznac¢imo d(E,S) = z.

SLIKA 7.
Gotsko okno

Iz pravokotnega trikotnika OES ugotovimo:

1 1 2 1
| 2: 2—7: — - — = 2
z© =(d(0,S)) 1 (2+a) =4 +a.

Iz pravokotnega trikotnika AES pa sledi

= 22=(2—a)2—%=a2—4a+£.

Ce oba izraza izena¢imo, dobimo 5a = 7/4 in od tod
= a=7/20=0,35.

Izra¢unamo lahko Se

3
d(E,S) =2z = %m.
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SLIKA 8.

SLIKA 9.

Prezrcalimo zdaj to kroZnico ¢ez simetralo OC
okna. NaSa nadaljnja naloga je konstruirati kroznico
K s polmerom x in s srediS¢em T, ki se dotika obeh
ravno dobljenih kroZnic in lokov AC ter BC.
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S slike 9 je jasno, da bo tocka T na OC. Oznac¢imo

d(0,T) = . Tocka L je pravokotna projekcija tocke

S na daljico OC. V pravokotnem trikotnika SLT je

as, Ty=a+x=x+7/20ind(L,T) =y — z.
Pitagorov izrek da

7\% 1 3 2
(xr55) =3+ (-521) -
Iz pravokotnega trikotnika OBT pa dobimo 1 + y? =
(2 — x)? ali

"y =+vx2—4x +3.

Ce to nesemo v prvo enacbo, dobimo

o (x+7>2 L (\/x2—4x+ —3\/ﬁ)2
20 4 20
To ni lepa enacba.

Polmer x zgornjega kroga lahko ocenimo, ¢e upo-
Stevamo, da so tocke M,T,S,B skoraj kolinearne.
Tako je 2x + 2a + 0,5 =~ 2. Ce upostevamo, da je
a = 0,35, dobimo x = 0,4. Vrednost 0,4 kot reSitev
je navedena v knjigi. Student, ki je ta vzorec pred-
stavil na seminarju, je verjel knjigi in majhni sliki v
njej. Avtor tega ¢lanka je opazil, da ni razloga, da bi
bile te tocke kolinearne (kot trdi knjiga). Doma je s
svin¢nikom in papirjem dobil pravo vrednost

o 8L
- 202’

ki se le minimalno razlikuje od 0,4. Racuni so bili
sicer elementarni, a zoprni in jih ne bomo navajali.
(Znebiti se je bilo treba korenov. Poskusite to na-
rediti sami.) Student je po opozorilu izpeljal enacbe,
jih udobno reSil s programom Mathematica
za simboli¢no racunanje in dobil pravilni rezultat
x = 81/202. V Geogebri lahko nariSemo funkciji na
levi in desni strani »grde« enacbe in poiS¢emo prese-
¢iSce grafov, ki je pri x = 0,4009900990....
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