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218 Matematika

O HARMONICNIH STEVILIH

Najbodod; =1, da,..., d; = n vsi pozitivni delitelji naravnega stevila n.
Njihovo harmoniéno sredino oznacujemo s H(n), torej je

j
2 P S— (1)
Ivrg

Zgled. Potenca p°, kjer je p prastevilo in ¢ naravno stevilo, nima
drugih pozitivnih deliteljev kot 1, p, p?, ..., p vseh je ¢+ 1 in po (1) je

c+1 B ple+1)
1+pl+4-c4p© ptplt.-t1’

H(c) = (2)

Naravno Stevilo n je harmoniéno ali Orejevo, kadar je stevilo H(n)
celo (Oystein Ore (1899-1968), norveski matematik).

Zgled. Edini pozitivni delitelj za 1 je 1, vsi pozitivni delitelji za 10
so 1, 2, 5, 10. Zato je

H(1) = % =1
4 20
H(10) = = —
L 1714271451410 9
Torej_je 1 harmonic¢no stevilo, 10 pa ne.
Se sta med naravnimi stevili ny,..., ny vsaki dve tuji, velja enakost
H(ny...ny)=H(ny)... H(ny) . (3)

Pravimo, da je harmoniéna sredina H(n) multiplikativna. Vsako naravno
Stevilo n > 1 ima izrazitev

n=pi...pg, (4)
kjer so py,..., ps razlicna prastevila, ¢1,..., ¢; naravna Stevila. Zaradi
multiplikativnosti je

H(pt'...p5*) = H(py') ... H(py") - (5)

Faktorje na desni izraéunajmo po obrazcu (2).

Navedimo nekaj ugotovitev glede vrednosti za H(n).
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A. Ce jep prastevilo in ¢ naravno tevilo, Stevilo H(p®) ni celo. (Torej
prastevilska potenca ni harmoniéno Stevilo.)

Naj bo namreé H(p®) = v pri celem Stevilu v. Ko upostevamo (2),
dobimo

(e+1)p°=v(@+--+p+1). (6)

Ta enakost kaze, da p© deli v(p®+---+p—+1). Toda stevili p®, p°+ -+ +
+p—+ 1 sta tuji, zato mora p° deliti v in je v = tp° pri naravnem Stevilu ¢.
Vnesemo v = {p° v (6) in po krajSanju s p® najdemo

c+1=t(p°+--+p+1).
Ker je p > 2 in ¢ > 1, je dalje
c+12p°+--+p+1>p°22°=(1+1)°=14¢c+--- (7)

Na koncu v (7) stoji 1+ ¢, ¢e je ¢ = 1; in ve¢ kot ¢ + 1, ¢e je ¢ > 2.
Neenakost (7) tako v nobenem primeru ni mogoca, trditev A torej drzi.

Naravno §tevilo n je popolno, ¢e znasa vsota njegovih (pozitivnih)
deliteljev 2n. Dokazano je, da so med sodimi Stevili popolna natancno
tista, ki se zapiSejo v obliki

n=2P"1(2?-1), (8)
kjer je p prastevilo in 2P~! prastevilo. Ni znano, ali je sodih popolnih

stevil neskonéno; doslej so jih nasli nekaj veé kot 30, najmanjsa so 6, 28,
496, 7128.

B. Vsako sodo popolno stevilo je harmonicno.
V (8) sta stevili 27—, 2P — 1 tuji. Z indukcijo se prepri¢amo, da je
142422 4...42"n=2"H 1
za vsak naraven n. Vsota vseh pozitivnih deliteljev za 2P~ je tako
14242071 =271

in zato

" 9
B(F T)= . (9)
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Stevilo 27 — 1 v (8) je prastevilo, edina pozitivna delitelja sta 1, 2P — 1;
zato je
(27 —1)2

2p ’
Zaradi multiplikativnosti je po mnozenju (9) in (10)

H(2P —1) = (10)

H(2F1(2? —-1)) =p.

Trditev B je tako dognana.

Ali liha popolna stevila obstajajo, ne vemo. Ce obstajajo, so tudi
ona harmoniéna.

Najmanjse harmoniéno stevilo, ki ni popolno, je 140 = 22-5- 7. Res
velja

H(2®-6-T) = —=.—==5.

7 6 8

Do 27845je vsega 14 harmoniénih §tevil; navaja jih preglednica (M. Gar-
cia):

n H(n) n H(n)
1 1 1638 =2-32-7-13 9
6=2-3 2 2970 =2-3%.5-11 11
28=22.7 3 6200 = 23 .52 .31 10
140=2%-5-7 5 8128 = 26.127 Vi ()
270=2-3%.5 6 8190=2-32.5-7-13 | 15
496 = 2*-31 5 18600 =2%-3.5%.31 15
672=25.3.7 8 18620=2%-5-72.19 14

Vseh harmoniénih stevil do 107 je 46, najveéje med njimi je 8872200 =
= 23.33.52.31.53; nasli pa so e ve¢ kot 200 nadaljnjih harmoniénih stevil.
Vsa doslej najdena harmoniéna §tevila so soda. Ore je postavil domnevo,
da lihih harmoniénih stevil ni. Ko bi se izkazalo, da ta domneva drzi, bi
bilo obenem dognano, da liha popolna Stevila ne obstajajo; vsako popolno
stevilo je namre¢ po ze povedanem harmonicno.

Kako poiséemo harmoni¢na Stevila?

Napravimo obseznejsi seznam vrednosti H(p®) za prastevila p =
= 2,3,5,7,... in eksponente ¢ = 1, 2, 3, 4,... ter opazujmo, kdaj je
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produkt (5) celo stevilo. Tako npr. iz

H(®) = — H(33)=i H(5)=§ H(?):z
3-7° 2.5° 20 1
izhaja
2 3¢ B Y
H(30240) = H(2°-33.5. ") = . =2 _.2. L —94.
( ) ( E')3-72-53424

Torej je 30240 harmonicéno stevilo.

Kadar gre za harmonicna Stevila, ki lezijo pod dano vrednostjo &, je
treba seznam vrednosti H(p®) dovolj dolgo nadaljevati in ra¢unati pro-
dukte teh vrednosti. Pomagamo si lahko tudi tako, da gledamo, katere
potence Stevila 2 (ali kaksnega drugega prastevila) morejo biti faktor v
harmoniénem stevilu, ki ne presega k. Vzemimo, da je k = 3-107. Ali
obstaja harmoniéno stevilo n < 3 - 107, ki je deljivo z 2'2, ne pa z 2'37
Tedaj je seveda

n=2"%pf...p¢r

pri razliénih lihih prastevilih py, ..., ps in naravnih stevilih ey,..., ¢;. Po
(2) izracunamo
212.13
b e
(%) 8191

Imenovalec 8191 je prastevilo. Da bo

H{n) = 2'2.13 pi'(ea+1)  pEr(es+1)
CO8191 pfi 441 pE -+ 1

celo §tevilo, mora 8191 deliti vsaj enega od Stevcev na desni, npr.
8191 | p{*(¢1 +1). To pomeni, da je p; = 8191 ali pa nastopa p; v stopnji
8190 (in je potem ¢; + 1 = 8191). Prvié dobimo za n oceno

n=2"2p$ ... pS >2'2.8191 = 33550336 > 3- 107 .
Drugié je p; > 3 in smo pri oceni
n>22-859 5 g3.107,

Torej ni harmoniénega stevila, ki bi bilo manjse od 3107 in deljivo z 2'2,
ne pa z visjo potenco stevila 2.
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Med stevili, ki so vecja od 3 - 107, pa se najdejo harmoni¢na stevila,
deljiva natanéno z 2'2. Saj je ze

212-13_8191‘2_13
8191 8192 ~ 7

Dodatno olajsujejo iskanje harmoniénih &tevil Se nekatere njihove la-
stnosti, ki pa jih na tem mestu ne bomo opisovali.
Brez dokaza omenimo ge

H(33550336) = H(2'2-8191) =

C. Naj bo r racionalno Stevilo. Obstaja kvec¢jemu konéno mnogo na-
ravnih §tevil n, da je H(n) =r.

Ce je  naravno &tevilo, je zato kve&jemu konéno mnogo naravnih
tevil n, da velja H(n) = r. Iz preglednice (11) vidimo, da ze pri zagetnih
harmoniénih &tevilih n zavzame H(n) vsa naravna Stevila od 1 do 11,
razen 4. Da se pokazati, da je H(n) # 4 pri vsakem naravnem Stevilu n.
Ali so poleg 4 §e katera druga naravna Stevila, ki jih H(n) izpusti?
Naloge.

1. Ali obstaja harmoniéno Stevilo, manjse od 10'2 in deljivo z 2° ter 39,
ne pa z visjima potencama od 2 in 3? (Izraéunaj H(2%), H(3%) in
uposdtevaj, da sta 127, 1093 prastevili.)

2. Pokazi, da stevilo 2p®, kjer je p liho prastevilo in ¢ naravno §tevilo
vegje od 1, ni harmoniéno.

3. Pokazi, da mora liho popolno stevilo imeti obliko

n = pv?.

Tu je p prastevilo oblike 4¢ + 1, naravno Stevilo ¢ tudi te oblike, v
naravno Stevilo. Ugotovi od tod, da je H(n) celo stevilo. (Naj bo
namrec

n=p'...p5,
kjer so pi,..., ps razliéna liha prastevila, in ¢q,..., ¢; naravna Ste-
vila. Ker je n popolno stevilo, velja enakost

A+pr+-4+pi) ... (A +ps++p5°) =207 ... 05", (12)

saj je leva stran vsota vseh pozitivnih deliteljev od n. Zaradi (12)
je na levi natanko eden od faktorjev deljiv z 2, ne pa z 22. Lahko
vzamemo, da je to kar prvi faktor, tj. 1+ py + -+ + p7*; ker je v tej
vsoti ¢1 + 1 lihih sumandov, mora biti ¢; lih; vsi drugi faktorji so lihi,
zato ¢p, ..., ¢4 sodi. Ce p;, ¢; ne bi bila oblike 4¢+ 1, bi imela obliko
4t — 1 in prvi faktor bi bil deljiv s 4; to hitro vidimo.)
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4.

Naj bo p prastevilo, ¢ naravno stevilo. Zac=1 je

H(p) = Tp (13)

inzac>1

> ;
petl —1 p - P 1+p
(14)
Zaradi p? > 3 je namreé 3(p* — 1) > 2p®. Nadalje je
2 2 2 4
P_ =2———>2——-=— zap>2 in
1+p 14+p 3 3 (15)
B E P =2
i A
Iz (13), (14), (15) pri naravnih §tevilih ¢y,..., ¢, in razliénih praste-

vilih py...., ps dobimo zaradi multiplikativnosti

H(p{') >

(AR

in H{pi"...p‘:‘)>(§—)s za s> 2. (16)
Pokazi, da je
(%}’ >s zas>T
in
H(p$...p5*) >s zas=1,2,3,4,5,6.

Po (16) potem velja

H(pf‘:..pf..‘)>s; §=1,2,3,..: (17)
Ce naj bo H(n) = 4, sme biti n zaradi (17) deljiv z najve¢ tremi

razliénimi prastevili (ali njihovimi potencami). Od tod more§ ugoto-
viti, da je H(n) # 4 za vsak naraven n.

Joze Grasselli





