
i
i

“1376-Grasselli-OHarmonicnih” — 2010/7/30 — 10:04 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
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Mat ematika I

o HARMONIČNIH ŠTEVILIH

Naj bod o dl = 1, d2 , . .. , dj = n vsi poziti vni delit elji naravn ega števila n .
Njihovo harmonično sredi no označujemo s H (n), t orej je

j
H (n) = 1 1 .- + .. .+­d , d j

(1)

Zgled. Po tenca pC
, kjer je p praš tevilo in c naravn o število, nima

drugih poz itivnih delit eljev kot 1, p, p2, ... , pC; vseh je c + 1 in po (1) je

H (c) _ c+ 1
- 1+ p-1 + . . . + p- c pC+ pc-1 + . . . + 1 . (2)

Naravno število n je harmonično ali Orejevo, kadar je število H (n )
celo (Oys tein are (1899- 1968), norveški matemat ik).

Zgl ed. Edini pozit ivni delit elj za 1 je 1, vsi pozitivni delit elj i za 10
so 1, 2, 5, 10. Zato je

1
H (l ) = 1" = 1

H (10) = 4 20
1- 1 + 2- 1 + 5- 1 + 10- 1 9

Torej je 1 harmonično šte vilo, 10 pa ne.
Še sta med nar avnimi števili n I, . . . , nt vsaki dve tuji , velja enakost

(3)

P ravimo, da je harmonična sredina H (n) mu lt iplikati vna . Vsako naravno
število ti > 1 ima izrazitev

(4)

kjer so PI , ••. , P S različna praš t evila , Cl, . .. , Cs nar avna števila . Zarad i
multiplikat ivn osti je

H(p~ ' . .. p~s) = H(p~' ) . . .H(p~s ) .

Faktorje na desni izračunajmo po obrazcu (2) .

Naved imo nekaj ugotovitev glede vrednosti za H (n ).

(5)
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A. Če j e p prašte vilo in c naravno šte vilo, šte vilo H (pC) ni celo. (Torej
praštevilska potenca ni harmonično število.)

Naj bo namreč H (pC) = v pri celem številu v . Ko up oštevam o (2),
dobimo

(6)

Ta enakost kaže , da pCdeli v(pC+ .. .+ p + 1) . Tod a števili p", pC+ ...+
+ p + 1 sta t uji, zato mora pCdeliti v in je v = tp" pri nar avnem številu t .
Vnesemo v = tpCv (6) in po krajšanju s pCnajdemo

c + 1 = t(pC+ ... + p + 1) .

Ker je p ~ 2 in c ~ 1, je dalje

c + 1 ~ pC+ ...+ p + 1 > pC~ 2c = (1 + Ir = 1 + c + ... (7)

Na koncu v (7) stoji 1 + c, če je c = 1; in več kot c + 1, če je c ~ 2.
Neenakost (7) tako v nobenem pri meru ni mogoča, trdit ev A torej dr ži.

Nar avno šte vilo n je popolno, če znaš a vsota njegovih (pozit ivnih)
delit eljev 2n. Dokazano je, da so med sodimi števili popolna natančno

t ista, ki se zapišejo v obliki

(8)

kjer je p praštevilo in 2P - 1 pr aštevilo. Ni znano , ali je sodih pop olnih
števil neskončno ; doslej so jih našli nekaj več kot 30, najmanj ša so 6, 28,
496, 7128.

B. Vsako sodo popolno šte vilo j e harmonično.

V (8) sta števili 2P - 1 , 2P - 1 t uji. Z indukcijo se prepričamo, da je

1 + 2 + 22 + ...+ 2n = 2n + 1
- 1

za vsak nar aven n. Vsota vseh poz it ivnih delit eljev za 2P - 1 je t ako

1 + 2 + ...+ 2P -
1 = 2P - 1

in zato

2P - 1

H (2P- 1 ) = --p .
2P - 1

(9)
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Št evi lo 2P - 1 v (8) je prašt evilo, edina poziti vn a delitelj a st a 1, 2P - 1;
zato je

H (2P -1 ) = (2
P-

1)2.
2P

Zar adi mult iplikativn osti je po množenj u (9) in (10)

(10)

Trdit ev B je tako dognana.

. Ali liha po po lna števila obstajajo, ne vemo. Če obstajajo, so t udi
ona harmonična.

Najmanjše harmonično šte vilo, ki ni popolno, je 140 = 22 ·5 · 7. Res
velja

2 22 . 3 5· 2 7 · 2
H(2 · 5· 7) = -7- . - 6- . -8- = 5 .

Do 27845je vsega 14 harmoničnih števil; navaj a jih preglednica (M. Gar ­
cia ):

n H (n) n H (n)
1 1 1638 = 2 . 32 . 7 . 13 9

6 = 2 ·3 2 2970 = 2 . 33 . 5 . Il 11

28 = 22 . 7 3 6200 = 23 . 52 . 31 10

140 = 22 . 5·7 5 8128 = 26 . 127 7
(11)

270 = 2 . 32 . 5 6 8190 = 2 . 32 · 5 · 7 · 13 15

496 = 24 · 31 5 18600 = 23 . 3 . 52 . 31 15

672 = 25 · 3 · 7 8 18620 = 22 . 5 . 72 . 19 14

Vseh harmoničnih števil do 107 je 46, največj e med njim i je 8872200 =

= 23.33 .52.31.53; našl i pa so še več kot 200 nad aljnjih harmoničnih števil.
Vsa doslej najdena harmonična šte vila so soda. Or e je postavil domnevo,
da lihih harmoničnih št evil ni. Ko bi se izkazalo, da ta domneva dr ži, bi
bilo obenem dognan o, da liha popolna števila ne obstajajo; vsako po po lno
šte vilo je namreč po že poved an em harmonično .

Kako poiščemo harmonična št evila?
Napravimo obsežnejši seznam vrednost i H (pC) za praštevila p =

2, 3, 5, 7, . .. in eksponente c = 1, 2, 3, 4, . . . t er opaz ujmo, kdaj je
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produkt (5) celo število. Tako npr. iz

H (33
) =~

2 ·5 '
H (7) = ~

izhaj a

26 33 5 7
H (30240) = H (25 . 33 . 5 .7) = - . - . - . - = 24 .

3·7 2 ·5 3 4

Tor ej je 30240 harmonično št evilo.
Kad ar gre za harmonična števila , ki ležijo pod dan o vrednostj o k , je

t reb a seznam vrednosti H (pC
) dovo lj dolgo nad aljevat i in računati pro­

du kte teh vrednost i. Pom agam o si lahko t udi tako, da gledamo, kat ere
potence števila 2 (ali kakšnega drugega praš tevila) morejo biti faktor v
harmoničnem šte vilu, ki ne pr esega k. Vzemimo , da je k = 3 . 107 . Ali
obstaj a harmonično št evilo ti < 3 . 107 , ki je delj ivo z 212 , ne pa z 213 7
Tedaj je seveda

n = 2l2pC 1 pcs
1 . . . s

pri različnih lihih pr ašt evilih PI , . . . , Ps in nar avnih številih Cl, .. . , Cs ' Po
(2) izračunamo

Imenovalec 8191 je praštevilo . Da bo

H (n) = 2
12

.13 . p~ ' (Cl + 1)
8191 p~ ' + ... + 1

P~S (cs + 1)
p'f: + ...+ 1

celo šte vilo, mora 8191 deliti vsaj enega od št evcev na desni , npr.
81911 p~ ' (Cl + 1). To pom eni, da je PI = 8191 ali pa nastopa PI v stopnji
8190 (in je potem Cl + 1 = 8191). Prvič dobimo za n oceno

n = 2l2p~' ... p~s 2: 212 . 8191 = 33550336 > 3 . 107 .

Drugič je PI 2: 3 in smo pri oceni

Torej ni harmoničnega števila , ki bi bilo manj še od 3. 107 in deljivo z 212,
ne pa z višjo potenco šte vila 2.
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Med št evili , ki so večja od 3 · 107 , pa se najdejo harmonična št evila ,
deljiva natančno z 212 . Saj je že

212 . 13 8191· 2
H(335 50336) = H(2 l 2

. 8191) = ~. 8192 = 13 .

Dodatno olaj šujejo iskanje harmoničnih št evil še nekatere njihove la­
stnosti, ki pa jih na tem mestu ne bomo opisovali.

Brez dokaza omenimo še

C. Naj bo r racionalno št evilo. Obstaja kvečjemu končno mnogo na­
ravn ih števil ti , da je H(n) = r .

Če je r naravno št evi lo , je zato kvečjemu končno mnogo nar avnih
št evil n , da velja H(n) = r. Iz preglednice (11) vidimo, da že pri začetnih

harmoničnih št evilih n zavz ame H (n) vsa naravna števila od 1 do 11,
razen 4. Da se pokazati , da je H(n) =1- 4 pri vsakem naravnem števi lu n .
Ali so poleg 4 še katera druga naravna št evila, ki jih H(n) izp usti?
N aloge.

1. Ali obstaja harmonično število , manjše od 1012 in de ljivo z 26 t er 36 ,

ne pa z višjima potencama od 2 in 3? ( Izračunaj H(2 6 ) , H(3 6 ) in
upoštevaj , da sta 127, 1093 praštevi li.)

2. Pokaži, da število 2pc , kjer je P liho praštevilo in C naravno število
večje od 1, ni harmonično.

3. Pokaži , da mora liho popolno št evi lo imeti obl iko

Tu je P praštevilo oblike 4t + 1, naravno število C tudi te ob like, v
naravno število. Ugotovi od tod, da je H(n) celo št evi lo. (Naj bo
namreč

n = p~' . . .p~8 ,

kjer so PI, . .. , Ps različna liha praštevila , in Cl , . . . , Cs naravna šte­
vila . Ker je n popolno št evilo, velja en akost

(1 + PI + .. .+ p~') . . . (1 + Ps + ...+ p~B) = 2p~' . . .p~8 , (12)

saj je leva stran vsota vseh pozitivnih delit eljev od n . Zaradi (12)
je na levi natanko eden od faktorjev deljiv z 2, ne pa z 22 . Lahko
vzamemo, da je to kar prvi faktor, tj . 1 + PI + ...+ p~'; ker je v t ej
vsoti Cl + 1 lihih sumandav, mora biti Cl lih ; vsi drugi faktorji so lihi ,
zato C2, ... , Cs sodi. Če PI, Cl ne bi bila ob like 4t + 1, bi imela obliko
4t - 1 in prvi faktor bi bil deljiv s 4; to hitro vidimo.)
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4. Na j bo P praštevilo, C naravno število. Za C = 1 je

H( ) =~
P l +p

in za C > 1

(13)

H ( C) = pC(c + l )(p - 1) > (c + l )(p - 1) > 3(p - 1) >~ .
P pc+l _ 1 p - p 1 + P

(14)
Zaradi p2 > 3 je namreč 3(pl! - 1) > 2p2. Nadalje je

2p 2 2 4- - = 2 - - - > 2 - - = - za p > 2 lil
l + p l + p 3 3
2·2 4
1 + 2 3 za p = 2.

(15)

Iz (13) , (14), (15) pr i na ravni h številih Cl , . . . , Cs in različnih prašte­
vilih PI , . . . , Ps dobimo zaradi multiplikativnosti

4
in H(p~ ' .. .p~s »(_)S za s~ 2 .

3
(16)

5. Pokaži, da je

lil

H(p~ ' . .. p~s ) > s za s = 1,2 , 3, 4, 5,6.

Po (16) potem velja

H ( Cl Cs) > .PI .. ·P s s , s = 1, 2, 3, . . . (17)

6. Če naj bo H(n) = 4, sme bit i n zaradi (17) deljiv z največ t remi
različnimi praštevili (ali njihovimi potencami ) . Od tod moreš ugot o­
vit i, da je H(n) i= 4 za vsak naraven n.

Jože Grasselli




