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Praktikum iz numericnih metod z Mathematico 1

1 Osnove Mathematice

Mathematica je programski paket, namenjen simbolicnemu in numeri¢nemu racunanju. Del Mathematice, ki skrbi za
komunikacijo z uporabnikom, se imenuje Front End, medtem ko dejansko racuna Kernel (jedro), ki se poZene, ko od
Mathematice prvic¢ zahtevamo rezultat.

Osnovna datoteka v Mathematici, s katero delamo, je belezka (angl. notebook) z obic¢ajno koncnico .nb, ki jo sestavlja
vrsta celic (angl. cell). Celice vsebujejo izraze, ki jih vnesemo sami ali pa jih ustvari Mathematica kot rezultat izvredno-
tenja celice. Celico izvrednotimo tako, da se postavimo s kurzorjem nekam v celico (ali jo ozna¢imo tako, da kliknemo
oklepaj celice na robu belezke) in nato izberemo Kernel -> Evaluation -> Evaluate Cells ali pa pritisnemo Shift + Enter.

Primer :

1+1

Ko celico izvrednotimo, jo Mathematica opremi z In[nn]=, kar pomeni, da gre za t. i. input celico, katere vsebino je
vnesel uporabnik, svoj odgovor pa Mathematica opremi z Out [nn]= . Stevilka nn v oklepaju pomeni zaporedno tevilko
celice v beleznici, na katero se lahko nato sklicujemo. Izrazi v input celicah so izpisani poudarjeno, izrazi v t.i. output
celicah pa v normalni pisavi, kot je razvidno iz prejSnjega primera. Obstaja Se vrsta drugih tipov celic, kot so
besedilna (kot na primer ta), graficna ... Z beleZko lahko manipuliramo, kot to obi¢ajno po¢nemo z datotekami v okolju
Windows, torej odpiramo (File -> Open), ustvarimo novo (File -> New), shranimo (File -> Save ali Save As), natisnemo
(File -> Print) in podobno.

Mathematica ponuja ogromno vgrajenih funkcij in matemati¢nih operacij, ki jih lahko uporabimo pri ra¢unanju oziroma
reSevanju problemov. Po drugi strani pa je Mathematica mocan programski jezik, ki omogoc¢a programiranje lastnih funkcij,
kontrolo izvajanja programov, interakcijo z drugimi programi ... Za uspes$no uporabo in programiranje moramo dobro poznati
sintakso in strukturo funkcij in ukazov. Primer za to je, denimo, raba oklepajev v Mathematici, ki je glede tega zelo stroga.
Naslednja tabela prikazuje vrste oklepajev in njihovo uporabo v Mathematici:

0) loCuje elementevizrazih: (a+b)(c+d)
[1] ograjuje argument funkcije: Sin[x]
{} seznami( = vektorji, matrike): {a, b, ¢, d}
[[Noz.[1 elementiseznama: {a, b, ¢, d}[[2]]
(% =) komentarji : (+ to je komentar =)

Imena vgrajenih funkcij in ukazov se zaCenjajo z veliko zacetnico (Sin, Plot, For, While, Integrate ...), zato je dobro, da
imena funkcij, izrazov in spremenljivk, ki jih definiramo sami, za¢enjamo z malo zacetnico.

Nekaj primerov:
Sin[Pi / 4]

1

V2

Simbol Pi je definiran v Mathematici in predstavlja Stevilo 7. Mathematica poskuSa vsak izraz/rezultat podati natancno.

Stevilo 4 v zgornjem primeru pomeni naravno §tevilo 4, zato dobimo toéen rezultat.
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Sin[Pi/4.]

0.707107

Z zapisom 4. smo funkciji Sin[x] kot argument podali realno Stevilo z omejeno natancnostjo, zato dobimo tudi rezultat z
doloc¢eno natan¢nostjo. Racunamo lahko tudi s kompleksnimi Stevili:

Sin[Pi + 2 I]

-1 Sinh[2]

sin[Pi /4]

General::spelll : Possible spelling error: new
symbol name "sin" is similar to existing symbol "Sin". More..

sin{g

Ob napakah pri vnosu nas Mathematica opozori. V tem primeru je simbol sin podoben vgrajeni funkciji Sin. Seveda bi lahko
definirali svojo funkcijo sin

sin[x_] := Sin[x]

in jo uporabili na enak nacin kot vgrajeno

sin[Pi / 4]

1
V2
Zdaj opozorila ni vec.
Opazimo, da v definiciji funkcije na levi strani nastopa vzorec x_, ki predstavlja katerikoli izraz (poimenovan x). Funkcije
lahko v Mathematici uporabljamo na ve¢ na¢inov:

- postfiksno

(Pi/4) // sin

1
vz
- prefiksno
sine@ (Pi/ 4)

1

V2
- lahko jih uporabimo na seznamih

sin[{0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi}]
1 1

{o, E 1, E o}

Definiramo lahko ¢iste funkcije (pure functions), ki nimajo imena.
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(#1~#2 &) [n, 3]

1'13

Od trenutka, ko se poZene Kernel (jedro), Mathematica vodi seznam vseh simbolov funkcij ali izrazov, ki jih definiramo in
uporabimo, tako da izvrednotimo celice. Tudi ko delo v neki beleZki kon¢amo in nadaljujemo v drugi, ostanejo v jedru vse
definicije iz prve beleZke. Iz spomina se izbrisejo, ¢e jedro ustavimo s Kernel -> Quit Kernel -> Local (pride prav, kadar
Zelimo preveriti, ali programi in izrazi v belezki s katero smo dolgo delali in jo spreminjali delujejo) ozirom prenehamo z
delom v Mathematici (File -> Exit).

Mathematica ima dober in obseZen sistem pomoci (Help), kjer so posamezne funkcije in operacije natan¢no opisane, njihova
uporaba pa pojasnjena s primeri. Opis doloCene funkcije lahko poiS¢emo v sistemu pomoci (Help -> Help browser ...) ali pa
v beleZnici, tako da pred imenom izraza postavimo vprasaj:

?Plot

Plot[f, {x, xmin, xmax}] generates a plot of f as a function of x from xmin to

xmax. Plot[{fl, f2, ... }, {x, xmin, xmax}] plots several functions fi. More...

1z opisa ukaza Plot razberemo, da moramo podati vsaj dva argumenta: funkcijo f, ki jo Zelimo narisati, in interval argumenta
funkcije f v obliki seznama.

Osnovni elementi, s katerimi operiramo, so v Mathematici predstavljeni enotno kot izrazi f[X,y, ...]. Funkcija sin, ki smo jo
definirali v prejSnjem primeru, je izraz, kot so tudi seznami, grafi, operacije med elementi ... Z uporabo FullForm[izraz]
prikaZzemo strukturo izraza v Mathematici.

Definirajmo izraz z:
z=(a+b)c*2
(a+b)c?
PrejSnji izraz je v Mathematici predstavljen tako:

FullForm[z]

Times [Plus[a, b], Power[c, 2]]

2 Linearno programiranje

Linearni program imenujemo optimizacijske probleme naslednjega tipa:

. > -
min (max) c. x

Ay

o o O

N
X
-
A2XS
-
A3X
-
x=0

I\

Mathematica pozna ve¢ vgrajenih funkcij, s katerimi lahko poi§¢emo reSitve optimizacijske naloge: Maximize [], Mini-

mize[] in LinearProgramming/[] .
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= 2.1 Vektorji, baza vektorskega prostora ...

Vektorje v Mathematici predstavimo s seznami, komponente zapiSemo med zavitimi oklepaji {}. el, e2, 3 in e4 so 4-dim

vektorji:
el = {1, 0, 0, 0};
e2={1,1, 0, 0};
e3 = {1l 1,1, o};
ed = {1l 1,1, 1};

1z vektorjev sestavimo matriko tako, da tvorimo seznam vektorjev {el, e2, e3, ,e4}. Ce Zelimo, da so vektorji stolpci v
matriki, sestavljeni seznam (= matrika) transponiramo z ukazom Transpose[].

bb = Transpose [{el, e2, e3, e4}];

Matriko bb prikazemo v pregledni obliki z ukazom Mat r i xForm, tukaj v postfiksni obliki:

bb // MatrixForm

o o o
o o
o R B P
[ R SR

Preverimo, ali so linearno neodvisni (ali torej lahko sestavljajo bazo 4-dim prostora)

Det [bb]

1

in ali so ortogonalni:

el.e2

1
Ortonormirano bazo lahko iz vektorjev tvorimo, recimo, z Gram-Schmidtovim ortogonalizacijskim postopkom. Mathematicin
vgrajeni ukaz je v dodatnem paketu za linearno algebro, ki ga naloZimo v jedro z naslednjim ukazom:

<< LinearAlgebra Orthogonalization

Zdaj lahko dobimo ortonormirano bazo:
GramSchmidt [ {el, e2, e3, ed}]

{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, O, 1, O}, {0, O, O, 1}}

Podobno lahko v tem primeru doseZemo z reducirano bazo:

b = LatticeReduce [{el, e2, e3, e4d}]
{1, o, o, 0}, {0, 1, 0, 0O}, {0, O, 1, O}, {0, O, O, 1}}
Poskusimo Se zamenjati en bazni vektor z drugim. Najprej odstranimo iz jedra definicije, ki smo jih do sedaj uporabili z

ukazom Remove. Argument ukaza Global™* poi§ce vse definicije v globalnem kontekstu (na katerega se nanaSajo vse
uporabnikove definicije, ¢e ne definira lastnega lokalnega konteksta):

Remove ["Global® *"]
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Definirajmo novo bazo in dva vektorja a in b:

bazal = {el, e2, e3, e4, e5};
b = {bl, b2, b3, b4, b5};
a= {al, a2, a3, a4, a5};

Zamenjajmo bazni vektor e3 z novim vektorjem bb:

e3 =e3 /. Solve[b.bazal ==bb, e3][[1]]

bb-blel -b2e2-bded-b5eb

b3
in zapiSimo vektor a v novi bazi:
anovi = a.bazal

a3 (bb-blel -b2e2-bded -Db5eb)
alel+a2e2+aded+ab5eb+

b3

Ce vpeljemo konkretno ortonormirano bazo (ukaz IdentityMatrix [m] tvori enotno matriko velikosti m):

{el, e2, bb, e4, e5} = IdentityMatrix [5]

{1, o, o, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 0}, {0, O, 1, O, O}, {O, O, O, 1, O}, {0, O, O, O, 1}}

lahko, denimo, pogledamo, kako se transformira koeficient ¢etrte komponente vektorja a ob prehodu v novo bazo:

anovi.e4d
a3 b4
a4 -
b3

m 2.2 Graficha metoda

Kadar je Stevilo spremenljivk linearnega problema dovolj majhno (dve, kve¢jemu tri), lahko optimizacijski problem reSimo
grafi¢no. Denimo, da reSujemo naslednji linearni program:

max 4x; + xp
2X1—X2S6
X1+x <6
X+ X, =<2
Xy, X =0

Vpeljimo naslednje funkcije spremenljivke x = x1, ki jih dobimo, ko izrazimo spremenljivko x2 iz zgornjih zvez:

glx_, c_] :=-4x+c;
fl[x_] :=2x-6;
£f2[x_] := 6 -x;

£3[x_] :=2 +x;



Praktikum iz numeri¢nih metod z Mathematico

Definirane funkcije nariSemo, namensko funkcijo nari§emo pri razli¢nih vrednostih konstante c:

pl = Plot [{g[x, 0], g[x, 4], g[x, 8], g[x, 12], g[x, 16], g[x, 18], £1[x], £2[x], £3[x]},
{x, -3, 7}, AspectRatio -» 1, PlotRange - {{-3, 7}, {-7, 7}},
PlotStyle -» {Dashing[{0.02, 0.02}], Dashing[{0.02, 0.02}],
Dashing[{0.02, 0.02}], Dashing[{0.02, 0.02}], Dashing[{0.02, 0.02}],
Dashing[{0.02, 0.02}], Thickness[0.004], Thickness[0.004], Thickness[0.004]}]

Poisc¢emo Se presecisca funkcij, ki omejujejo obmocje tock mnoZice moZnih resitev (konveksnega poligona):

presecisca =
{{0, 0}, {x, £f1[x]} /. Solve[fl[x] =0, x][[1]], {x, £f1[x]} /. Solve[fl[x] == £2[x], x][[1]],
{x, £3[x]} /. Solve[£f3[x] == £2[x], x][[1]], {0, £3[0]}}

({0, 0}, {3, 03}, {4, 2}, {2, 4}, {0, 2}}

Prejsnji sliki dodamo Se obarvano obmocje konveksnega poligona moZnih reSitev, ki ga tvorimo z ukazom Polygon([]:



Praktikum iz numeri¢nih metod z Mathematico

obmocje = Show[pl, Graphics [{GrayLevel[0.5], Polygon [preseciscal]}]]

S slike lahko odc¢itamo, da ima namenska funkcija (ki jo vzporedno premikamo vstran od izhodi§¢a) maksimalno vrednost 18
v ogliscu (4,2).

Z Mathematicino funkcijo Maximize [] poiS¢emo reSitev tako, da kot argumenta navedemo seznam z namensko funkcijo
in neenacbami ter seznam spremenljivk problema:

Maximize[{4 x1 +x2, 2x1-x2<6, x1 +x2<6,
-x1+x2<2, x1 20, x220}, {x1, x2}]

{18, {x1 -4, x2->2}}

Neenacbe lahko nastopajo kot argument tudi v nekaterih drugih funkcijah Mathematice. Ukaz FindInstance[] poisce
tocko, ki ustreza danim pogojem. Z naslednjim ukazom pois¢emo mnoZico 500 tock, ki resijo sistem neenacb prejSnjega
problema:

points = {x1, %2} /. FindInstance[{2. x1 -x2 <6, x1 +x2< 6,
-x1+x2<2, x1 20, x220}, {x1, x2}, 500];

Tocke Se nariSemo z ukazom ListPlot []:
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ListPlot [points, AspectRatio -» Automatic]
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= 2.3 Algoritem Simplex
Za isti linearni program kot zgoraj poi§¢imo reSitev z uporabo algoritma Simplex:

max 4x; + xp
2X1—X256
X1+XQS6
-X1+X2$2
X1, XZZO

Sestavimo zacetno matriko a: v vrsticah so koeficienti iz neenacb, v prvem stolpcu desna stran, nato po vrsti koeficienti
spremenljivk problema, dodatnih in umetnih. Sestavimo Se vrstico cj (zatnemo jo z ni¢lo v prvem stolpcu), ki vsebuje
koeficiente spremenljivk v namenski funkciji, ter vrstico ci, ki vsebuje koeficiente spremenljivk, ki jim ustrezajo zacetni
bazni vektorji. Na koncu izraCunamo Se vrstico zj.

Za zgornji problem iskanja maksimuma funkcije je konkretno:

a={{6, 2,

{2, -1,
cj = {0, 4,
{0, 0,

ci.a-

ci
zj

-1, 1, 0, 0}, {6, 1,1, 0,1, 0},
1, 0, 0, 1}};

1, 0, 0, 0};

0};

cj;

Z ukazom MatrixForm[] izpiSemo zacetno matriko a Se v pregledni obliki:
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MatrixForm[a]
6 2 -1 1 0 0
6 1 1 0 1 O
2 -1 1 0 0 1

To lahko storimo tudi v postfiksni obliki:

a // MatrixForm

6 2 -1 1 0 O
6 1 1 0 1 O
2 -1 1 0 0 1

Zdaj dolo¢imo bazo, ki jo sestavljajo vektorji v zadnjih m-stolpcih matrike a, m pa je dolZina ci. Na seznam base vpiSemo

zaporedna Stevila baznih vektorjev, na seznamih baza in vektorji pa vektorje zapisemo simboli¢no. Stevec korak postavimo
na zacetno vrednost 1.

n = Length[cj];

m = Length[ci];

korak = 1;

base = Table[(i-1), {i, n-m+1, n}];

S

baza = Table["P"base[[i]], {1, 1, m}]
-

vektorji = Table["P"i, (i, 0, n- 1}]

(¥baza=Outer [NonCommutativeMultiply , {P},base] [[1]]; %)
{P3/ Pa, P5}
{Po/ Pi1, P2, P3, Pa, P5}

Sestavimo Se zacetno tabelo algoritma Simplex po vzoru s predavanj in z vaj, kjer zacetnim vrsticam cj in ci ter matriki a
ustrezno dodamo bazo in vektorje z zaporednimi ukazi Transpose [ ], ki transponira matriko, Prepend [ ], ki na zacetek
podanega seznama doda drug seznam in Join [ ], ki zdruZi podana seznama:

izpis = Transpose [Prepend [Transpose [
Prepend [Prepend [Append [Transpose [Prepend [Transpose [a], baza]], Prepend [zj, "zj—cj"] ] ,
Prepend [vektorji, " "] ] , Prepend[cj, "cj"] ] ] , dJoin[{" ", "e;i"}, ci, {" "}] ]]

- - - - -

{{ r Cyrs 0, 4,1, 0, 0, O}/ {Ci/ + Po, P1, P2, P3, Py, PS}/ {O/ P3, 6, 2, -1, 1, O, O}I

- -
{O/ Py, 6, 1, 1, 0, 1, O}/ {OI Ps, 2, -1, 1, 0, O, 1}/ { r 25-Cyy 0, -4, -1, 0, 0O, O}}

Z ukazom DisplayForm[] prikaZemo zacetno tabelo izpis v obliki tabele, opremljeno z okvirjem in ustreznimi ¢rtami
(ukaza FrameBox [] in GridBox [] z argumentoma RowLines in ColumnLines):
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DisplayForm [FrameBox [GridBox [izpis,
RowLines -» {True, True, False, False, True}, ColumnLines - {False, True, True, False}]]]

c; o4 1 0 0 o0
Ci Pp |P1 P2 P3 Psg Ps
0 P 612 -1 1 0 o0
o Py |6]1 1 0o 1 o0
-
0 Ps -1 1 0
Z4 — CH -4 -1 0

Novo dopustno reSitev optimizacijskega problema (geometrijsko: premaknemo se v novo ogliS¢e konveksnega politopa)
konstruiramo z zamenjavo enega izmed baznih vektorjev z nebaznim. Postopek ponavljamo, dokler so v vrstici zj-cj maksimi-
zaciji (minimizaciji) elementi, ki so negativni (pozitivni). Zanko, v kateri zaporedno konstruiramo nove resitve, realiziramo z
ukazom While [], ki ponavlja podane ukaze, dokler je pogoj (prvi argument ukaza) resni¢en. Transformacijo matrike a v
vsakem novem koraku izvedemo z mnoZenjem z matriko T, ki je enotna matrika (velikost matrike doloca velikost baze) s

transformiranim stolpcem, ki pripada novemu baznemu vektorju.
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While [Max[Drop[—zj, 111 >0, (* Preverimo pogoj negativnosti elementov vrstice zj—

cj. Funkcija Max[] vrne maksimalni element podanega seznama, funkcija Drop[] pa spusti
elemente seznama, ki so nasteti v argumentu. Torej gledamo maksimalni element seznama zj-cj,

razen prvega, ki je trenutna vrednost namenske funkcije, zato ga spustimo. Ce je,
pomnozen z -1, vedji od ni¢, Se nismo dosegli optimalne resitve, in telo ukaza While se izvede. )

Print ["korak: ", korak++]; (* PoveCamo Stevec korakov za 1 in ga hkrati izpiSemo. =)

k = Position [Drop[zj, 1], -Max[Drop[-zj, 11]1[[1, 11] +1; (» DoloCimo vektor,
ki gre v bazo: pois¢emo polozaj najvecjega negativnega elementa v vrstici zj-cj s funkcijo Position(],
ki vrne poloZaj elementa na seznamu. =)

theta = Table[If[a[[i, k]] >0, a[[i, 1]1]/a[[i, k]], -11, {i, 1, m}];

r = Position [theta, Min[Complement [theta, {-1}1]]1[[1, 11]; (* Dolodimo vektor,

ki gre iz baze: pois¢emo minimalni kvocient istoleznih komponent v k-tem in prvem stolpcu,
s tem da uposStevamo samo pozitivnhe komponente,

neustrezne pa oznacimo z -1 in jih izlo¢imo s seznama kvocientov theta. =)

t = IdentityMatrix [m]; (% tje enotna matrika reda m. x)
For[i=0, i<m, If[i==r, t[[i, r]]l=1/a[[r, k]],

t[[i, r]] =-a[[i, k]1]/a[[xr, k]]1], i++];
(* Vv matriki t zamenjamo r-ti stolpec z ustreznimi elementi. x)
Print ["T=" MatrixForm[t]]; (* Matriko t izpiSemo. =)

a=t.a; (* Transformiramo matriko a: nova matrika a je produkt transformacijske t in stare a. =)

ci[[r]] =c]il[[k]l];
base[[r]] =k -1; (* zamenjamo bazne vektorje in ustrezne koeficiente na seznamu ci. *)

zj=ci.a-cj; (* Tvorimo novo vrstico zj. =)
baza = Table["P"base[[i]], {i, 1, m}]; (* Novi bazni vektorji. *)

izpis = Transpose [Prepend [Transpose [Prepend[
Prepend [Append [Transpose [Prepend [Transpose [a], baza]], Prepend [zj , "zj—cj"] ] '
Prepend [vektorji, " "]], Prepend[cj, "c;"]]], Join[{" ", "ei"}, ei, {" "}1]];
Print [DisplayForm [FrameBox [GridBox [izpis, RowLines - {True, True, False, False, True},

ColumnLines - {False, True, True, False}]]]] (* Sestavimo in izpiSemo novo tabelo. =) ];

1
0 0
1 0
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C5 0 4 1 0 0 0
- - - - - -
Ci Po Pl PZ P3 P4 P5
g 1 1
4 Py 3 1 -7 3 0 0
2 3 1
0 Py 3 0 > 3 1 0
2 1 1
0 Ps 5 0 5 5 0 1
zy-cy |12 ] 0 -3 2 0 0
korak: 2
1 3 0
T=]0 2 o0
0 -+ 1
c5 0 4 1 0 0 0
Ci f’)o f’)1 l;2 f’)3 f’)4 1;5
2 1 1
4 Py 4 1 0 3 3 0
2 1 2
1 P, 2 0 1 -3 3 0
g 2 1
0 Ps 4 0 0 3 3 1
zs-c5 |18 1 0 0 1 2 0

Poglejmo Se, kako ravnamo, kadar iS¢emo minimum namenske funkcije. Imamo naslednji linearni program:

min 2 x;+ 6 xp+ 8 x3+5 x4
4 x1+ X+ 2 x3+2 x4= 80
2 x1+ 5 x4+ 4 x4= 40
2 X+ 4 x3+1 x4= 120

X1, X2, X3, X4= 0

Program v Mathematici je enak kot zgoraj za maksimum razen pri pogoju za funkcijo While[], ki se izvaja v korakih, dokler
vrstica zj-cj vsebuje pozitivne elemente.

a={{80, 4,1, 2,2, -1, 0,0, 1, 0, 0},
{40, 2, 5, 0, 4, 0, -1, 0, O, 1, 0},
{120, 0, 2, 4,1, 0, 0, -1, 0, O, 1}};

cj={0,2,6,8,5, 0, 0,0, 10, 10, 10};

ci= {10, 10, 10};

zj=ci.a-cj;

n = Length[cj];

m = Length[ci];

korak = 1;



Praktikum iz numeri¢nih metod z Mathematico

13

korak:

base

Table[(i-1), {i, n-m+1, n}];

5
baza = Table ["P"base[[i]] , {1, 1, m}]
-
vektorji = Table["P"i, (i, 0, n- 1}]
(¥baza=Outer [NonCommutativeMultiply , {P},base] [[1]]; *)
- - -
{PSI Po, Plo}
- - - - - - - - - - -
{Po, Pi, P2, P3, P4, Ps, Ps, Py, Pg, Po, Plo}
izpis = Transpose [Prepend [Transpose [

Prepend[Prepend[Append[Transpose [Prepend [Transpose [a], baza]], Prepend[zj, "zj—cj"]],
Prepend [vektorji, " "]], Prepend[cj, "cj"]]], Join[{" ", "c;i"}, ci, {" "}]]]
{{ e 0,2, 685 0 0 0 10, 10, 10},
{cl, , Bo, P1, By, P3, By, Ps, Ps, Pq, Pg, P, Plo} {10, P, 80, 4, 1, 2, 2, -1, 0, 0, 1, 0, o},
{10 Py, 40, 2, 5, 0, 4, 0, -1, 0, 0, 1, o}, {10, Py, 120, 0, 2, 4, 1, 0, 0, -1, 0, 0, 1},
{ + z5-c4, 2400, 58, 74, 52, 65, -10, -10, -10, 0, O, o}}

DisplayForm [FrameBox [GridBox [izpis,
RowLines -» {True, True, False, False, True}, ColumnLines -» {False, True, True, False}]]]

cs o |2 6 8 5 0 0 0 10 10 10
Ci E’O E’l EZ 53 54 55 56 57 58 59 };10
10 By g0 |4 1 2 2 -1 0o o0 1 0 0
10 Po 40 |2 5 0 4 0 -1 0 0 1 0
10 By |1200 2 4 1 0 0 -1 0

z; - c; | 2400 |58 74 52 65 -10 -10 -10 0

While[Max[Drop[zj, 111 > 0,
Print["korak: ", korak++];
k = Position [Drop[z]j, 1], Max[Drop[zj, 1]1]1]1[[1, 1]] +1;
theta = Table[If[a[[i, k]] >0, a[[i, 1]]/al[i, k]], -1], {i, 1, m}];
r = Position [theta, Min[Complement [theta, {-1}]1]]1[[1, 11];
t = IdentityMatrix [m];
For[i=0, i<m,
If[i==r, t[[i, r]] =1/a[[x, k]], t[[i, r]] = -a[[i, k]]/a[[xr, k]]1], 1i++];
Print ["T=" MatrixForm[t]];
a=t.a;
ci[[r]] = cil[k]];
base[[r]] =k -1;
zj=ci.a-cj;
baza = Table [";"base[[i“ , {1, 1, m}] ;
izpis = Transpose [Prepend [Transpose [Prepend[
Prepend [Append [Transpose [Prepend [Transpose [a], baza]], Prepend [zj , "zj—cj"] ] ,
Prepend [vektorji, " "]], Prepend[cj, "c;"]]], Join[{" ", "ei"}, ei, {" "}1]];
Print [DisplayForm [FrameBox [GridBox [izpis, RowLines - {True, True, False, False, True},

Columnlines -» {False, True, True, False}]]]] ] ;

1
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1 -z 0
_ 1
T=10 T 0
2
0 -z 1
c5 0 2 6 8 5 0 0 0 10 10 10
- - - - - - - - - - -
Ci Po P, P, Ps Py Ps Pg P7; Pg Pg P
2 18 6 1 1
10 Py 72 |[£ 0 2 £ -1+ 0o 1 -1 0
2 2 4 1 1
6 P, 8 B 1 0 0 -z 0 0 B 0
g 4 3 2 2
10 Pig 104 [-2 0 4 -2 o 2 -1 0o -2 1
z5-c5|1808 |22 0 52 2 -10 2 -10 0 -2 0

korak: 2
10 -2
T=10 1 0
00 1
c5 0 2 6 8 5 0 0 0 10 10 10
Ci l;o El 52 133 134 135 56 13)7 1;8 1;9 1;10
10 Pg 20 4 0 0 > -1 0 > 1 0 -3
2 2 4 1 1
6 Py 8 1 0 = 0 -z 0 0 = 0
8 P 26 |- 0o 1 -2 o L _L o _L 1L
3 5 20 10 1 4
z5-cs|456 |22 0 0 £ -10 -2 3 0o -2 -13
korak: 3
= 0 0
_ 1
T=|-L 1 0
1
30 0 1
c5 0 2 6 8 5 0 0 0 10 10 10
- - - - - - - - - - -
Ci Po |P1 P, Ps Py Ps Ps P; Pg Py Py
2 3 1 1 1 1
2 13 1 1 1 1 1 1
6 Pz | 6 [0 1 0 3 5 -3 -5 "% 5 3
2 3 1 1 9 1 9
8 Fs 21 0 0 T 40 20 10 a0 20 10
19 2 37 97 18 163
zy-c3 (26210 0 0 -3 -5 -5 "% "0 "3 "0

ReSitev poi§€imo Se z vgrajeno funkcijo Minimize []

Minimize[{2x1 + 6x2 +8x3 +5x4, 4x1+x2+2x3+2x4>=80, 2x1+5x2+4x4>=40,
2x2+4x3+x4>=120, x1 20, x220, x320, x4 20}, {x1, x2, x3, x4}]

{262, {x1 55, x2-56, x3-527, x4-50}}
in Se s funkcijo LinearProgramming| ]
LinearProgramming [ {2, 6, 8, 5}, {{4, 1, 2, 2}, {2, 5, O, 4}, {0, 2, 4, 1}}, {80, 40, 120}]

{5, 6, 27, 0}



Praktikum iz numericnih metod z Mathematico 15

3 Nelinearne enacbe in sistemi

Osnovna funkcija, s katero lahko v vecini primerov pois¢emo reSitev nelinearne enacbe f(x) = 0, je FindRoot []. Kot
argument podamo enacbo (ali sistem enacb) ter ime spremenljivke in zacetni priblizek. Ogledali si bomo uporabo Find-
Root [ ] na nekaj primerih ter tudi, kako lahko sami sestavimo kratek program za reSevanje nelinearnih enacb.

Pri iskanju resitev nelinearnih enacb je v veliko pomoc, ¢e lahko funkcijo nariSemo in priblizno dolo¢imo interval, na
katerem lezi iskana reSitev. Ker bomo uporabili nekaj ukazov za risanje funkcij, ki niso v osnovnem paketu Mathematice,
najprej v jedro naloZimo dodatni grafi¢ni paket:

<< Graphics"
<< Graphics' ImplicitPlot"

I8¢emo resitev enacbe:
x+In(x) = 0.
koren = x /. FindRoot [x + Log[x] == 0, {x, 0.9}, WorkingPrecision - 11]

0.56714329041

FindRoot vrne rezultat v obliki pravila x—0.567..., zato uporabimo ukaz /. (ReplaceAll), s katerim spremenljivki koren
priredimo rezultat funkcije. Opcija WorkingPrecision dolo¢i natan¢nost vsakega koraka. Z Accuracy, ki vrne Stevilo
natan¢nih mest, lahko preverimo natan¢nost rezultata:

Accuracy [koren]

11.2463

Stevilo decimalk pri ra¢unanju dolo¢a vrednost:

$MachinePrecision

15.9546

Opcija EvalutationMonitor omogoci, da spremljamo zaporedne priblizke:
priblizki = {}; FindRoot [x + Log[x] == 0, {x, 0.9},

EvaluationMonitor :> AppendTo [priblizki, PaddedForm[x, {11, 11}]], WorkingPrecision - 11];

priblizki

{ 0.90000000000, 0.52359182321, 0.56601654173,
0.56714257522, 0.56714329041, 0.56714329041}

= 3.1 ReSevanje nelinearne enacbe z iteracijo
Pri iteraciji tvorimo zaporedje priblizkov:
yth) = g(x(")),

kjer dobimo funkcijo g s tranformacijo zacetne enacbe f(x) = 0 v ekvivalentno x = g(x). Zaporedje konvergira na intervalu
[a.b], Ee je max;,) 1" ()| < 1.
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Definirajmo funkciji:

f[x_] :=x+Log[x];
glx_] := -Log[x];

in nariSimo grafa f(x) in g(x) in x:

enacba = Plot [f[x], {x, 0.1, 0.9}];

Plot[{g[x], x}, {x, 0.1, 0.9}];

0.2 0.4 0.6 0.8

Vidimo lahko, da ima enacba x+In(x)=0 koren med 0.55 in 0.6. Z ukazom D[] izracunamo odvod g:

odvod [x_] =D[g[x], x]
1

X

Funkcija g, kot smo jo definirali zgoraj, v okolici korena ne izpolnjuje konvergencnega kriterija:
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Plot [{Abs[odvod[x]], 1}, {x, 0.4, 0.8}, PlotRange - {All, {0, 3}}];

0.5 0.6 0.7 0.8

PoiS¢emo novo obliko g(x) in jo ponovno nariSemo ter izra¢unamo odvod:

glx_] := Exp[-x];

Plot [{x, g[x]}, {x, 0.4, 0.8}, PlotRange - All];

odvod [x_] =D[g[x], x]

-x

-€e

Plot [Abs [odvod [x]], {x, 0.4, 0.8}];

0.45

Tokrat je konvergenca v okolici korena zagotovljena, zato lahko izracunamo koren z iteracijo:
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10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22

23:

24:

25:

26:

epsl =eps2 =0.2x107-10; (* Zahtevana natancénost. %)

nn=1
x1=0

1; (* Stevilo mest pri izpisu rezultata. =)
.9; (* Zacetni vrednost. =)

razlika = Abs[g[x1] - x1]; (* Prvi priblizek. =)

i=0;
Xn = X
(* V
prib

(» Stevec zaporednih pribliZkov. =*)

1; (* Trenutni priblizZek. =)

seznam priblizki shranimo zaporedne

lizke z ukazoma Reap in Sow znotraj zanke

While, kjer ponavljamo iteracijo, dokler je razlika zaporednih priblizkov veéja

od z

ahtevane natanc¢nosti epsl oziroma dokler je vrednost f(x) vecja od eps2. =)

priblizki = Reap[While[ (razlika > epsl) && (Abs[f[xn]] > eps2),
xnn = g[xn]; razlika = Abs[xnn - xn];

(
P

x0= 0.
x1l= 0.
x2= 0
x3= 0
x4= 0.
x5= 0.
x6= 0
x7= 0.
x8= 0.
x9= 0.

x10= 0

x11= 0.

x12= 0.

x13= 0.

x14= 0

x15= 0.

x16= 0.

x17= 0

x18= 0

x19= 0.

x20= 0.

x21= 0

x22= 0

x23= 0.

x24= 0.

x25= 0.

x26= 0.

* V vsakem koraku izpiSemo trenutni pribliZek in razliko. =)
rint [PaddedForm[i, 2], ": x", i, "=", PaddedForm[ xnn, {nn, nn}], ", e=",
ScientificForm [PaddedForm[razlika, 3]]]; xn=xnn; i++; n=1+1; Sow[xnn]]];

40656965974, e= 4.93x107"

66593070544, e= 2.59x107"

.51379511320, €= 1.52 x107"

.59822094908, e= 8.44x10°

54978886895, €= 4.84x10°

57707163526, €= 2.73 x10 2

.56154035620, €= 1.55 x1072

57032987573, €= 8.79x10°
56533891635, €= 4.99x10°
56816755285, €= 2.83x10°
.56656268424, €= 1.6x10°
56747267292, €= 9.1x107"
56695651409, €= 5.16x10*
56724922924, €= 2.93x10*
.56708321110, e= 1.66x10""
56717736501, €= 9.42x107°
56712396556, €= 5.34x10°
.56715425048, €= 3.03x107°
.56713707452, e= 1.72x107°
56714681572, €= 9.74x10°
56714129106, €= 5.52x10°
.56714442433, e= 3.13x107°
.56714264731, e= 1.78x10°
56714365514, e= 1.01x107°
56714308356, €= 5.72x10
56714340772, €= 3.24x107

56714322388, €= 1.84x107
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27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:

43:

Konvergenco zaporednih priblizkov Se nariSemo z ListPlot [ ], kjer riSemo vrednosti s seznama priblizki (Flatten| ]

x27=

x28=

x29=

x30=

x31=

x32=

x33=

x34=

x35=

x36=

x37=

x38=

x39=

x40=

x41=

x42=

x43=

0.

0.

0.

0

0.

0

0.

0

0.

56714332814, €= 1.04x107

.56714326901, €= 5.91x10°

56714330255, €= 3.35x107°

56714328353, e= 1.9x10°

.56714329431, €= 1.08x10°°
.56714328820, e= 6.12x107°

.56714329167, €= 3.47x10°°

56714328970, €= 1.97x10°°

.56714329081, e= 1.12x107°
.56714329018, e= 6.33x10*°

.56714329054, e= 3.59x107*°

56714329034, e= 2.04x10*°

.56714329045, e= 1.15x10*°
.56714329039, e= 6.55x10 "

.56714329042, e= 3.71x107*

56714329040, e= 2.11x 10

.56714329041, e= 1.19x10**

spusti zunanje oklepaje), graf pa oblikujemo z vrsto opcij:

pl = ListPlot [Flatten [priblizki[[2]]], PlotStyle -» PointSize[0.02],

PlotJoined -» False, PlotRange - All, Frame - True, DisplayFunction - Identity];

P2 = ListPlot [Flatten [priblizki [[2]]], PlotStyle -» PointSize[0.02],
PlotJoined - True, PlotRange - All, Frame - True, DisplayFunction - Identity];

Show[pl, p2, DisplayFunction - $DisplayFunction];

10 20 30 40

= 3.2 ReSevanje nelinearne enacbe z regula falsi in s sekantno metodo

Pri metodi regula falsi tvorimo zaporedje priblizkov:

K1) = _ ) ex)
@)
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kjer sta ¢ in zacCetni pribliZek konca intervala, na katerem lezi reSitev. Pri sekantni metodi fiksno tocko ¢ nadomestimo s
priblizkom v prejsnem koraku x*~D.

nn=11; eps = .1x10~-10; (*» Stevilo mest pri izpisu in natanénost radunanja. *)
inval = {}; (* Seznam, na katerega dodajamo vmesne pribliZke. =*)

c=0.1; x0 =xn=.9; (* Fiksna todka in zadetni priblizZek. %)

inval = AppendTo [inval, {{c, f[c]}, {xn, £[xn]}}];

(* ZapisSemo zacdetne vrednosti in priblizke. =*)

razlika = Abs[c - x0]; (* Zacetna razlika. =*)

i=0; (» Stevec zaporednih pribliZkov. =)
Print["n ", "xn"];
Print[i, " ", xn];

(* Zanka, v kateri radunamo zaporedne pribliZke do zahtevane vrednosti in na seznam
inval dodajamo izradunane pribliZke v vsakem koraku ter jih izpiSemo. %)
While[razlika > eps, xnn = xn - £[xn] (c-xn) / (f[c] - £[xn]); razlika = Abs[xnn - xn];
Print[i, " ", PaddedForm[xnn, {nn, nn}],
", eps=", ScientificForm [PaddedForm[razlika, 3]]];
xn = xnn; inval = AppendTo [inval, {{c, f£[c]}, {xn, £[xn]}}]; i++]

0 0.68789991505, eps= 2.12x107"
1 0.61458966766, eps= 7.33x107°
2 0.58637144745, eps= 2.82x10°°
3 0.57503370412, eps= 1.13x107°
4 0.57039780476, eps= 4.64x10°
5 0.56848849887, eps= 1.91x107°
6 0.56769979908, eps= 7.89x10°
7 0.56737359948, eps= 3.26x10°
8 0.56723861721, eps= 1.35x10"
9 0.56718274939, eps= 5.59x107°
10 0.56715962423, eps= 2.31x107°
11 0.56715005177, eps= 9.57x10°
12 0.56714608928, eps= 3.96x107°
13 0.56714444901, eps= 1.64x10°
14 0.56714377001, eps= 6.79x10
15 0.56714348894, eps= 2.81x10""
16 0.56714337259, eps= 1.16x10
17 0.56714332443, eps= 4.82x10°
18 0.56714330449, eps= 1.99x10°
19 0.56714329624, eps= 8.25x10°
20 0.56714329282, eps= 3.42x107°
21 0.56714329141, eps= 1.41x107°

22 0.56714329082, eps= 5.85x10 *°
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23 0.56714329058, eps= 2.42x10 *°
24 0.56714329048, eps= 1.x10*°
25 0.56714329044, eps= 4.15x10
26 0.56714329042, eps= 1.72x10 "

27 0.56714329041, eps= 7.12x10 **

Na seznamu inval so zacetne in koncne tocke intervala, na katerem je reSitev za vsak korak. Grafi¢no prikaZzemo konver-
genco k reSitvi z risanjem ¢rt med koncema intervala. Uporabimo ukaz Line [] in vse €rte zbreremo v seznam crte, ki ga v
naslednjem ukazu nariSemo skupaj z grafom enacbe.

crte = Table[Line[inval[[i]]], {i, 1, Length[inval]}];

Show [enacba, Graphics [crte]];

ReSitev poi§€emo Se s sekantno metodo:
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c=0.1; x0=xn=.9;

inval = {};

inval = AppendTo [inval, {{c, f[c]}, {xn, £[xn]}}];
razlika = Abs[c - x0];

i=0;
Print [nn n, "xn"];
Print[i, " ", xn];

While[razlika > eps, xnn = xn - £[xn] (c-xn) / (f[c] - £[xn]); razlika = Abs[xnn - xn];
Print[i, " ", PaddedForm[xnn, {nn, nn}],
", eps=", ScientificForm [PaddedForm[razlika, 3]]];
c =xn; (* Fiksno todko zamenjamo s prejsSnim priblizZkom. =)
xn = xnn; inval = AppendTo [inval, {{c, f[c]}, {xn, £[xn]}}]; i++]

0 0.68789991505, eps= 2.12x107"
1 0.54949032185, eps= 1.38x10"
2 0.56827490980, eps= 1.88x10 "
3 0.56715464407, eps= 1.12x10°
4 0.56714328319, eps= 1.14x10°
5 0.56714329041, eps= 7.22x107°

6 0.56714329041, eps= 4.62x107"
Zdaj je konvergenca veliko boljSa, hitro pridemo v blizino reSitve, kar se vidi tudi iz graficne predstavitve pribliZzevanja
reSitvi:

crte = Table[Line[inval[[i]]], {i, 1, Length[inval]}];

Show [enacba, Graphics [crte]];

= 3.3 Resevanje nelinearne enacbe z Newtonovo (s tangentno) metodo

Pri Newtonovi metodi tvorimo naslednje zaporedje priblizkov:

x(n+l) — x(n) _ -/“(X(n)) .
7 ()

Dolociti moramo odvod funkcije, katere nicle iS¢emo:
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df[x_] =D[£[x], x];

nn = 11; (*» Stevilo mest izpisa. *)
eps =0.1x104-10;
x0 =xn=0.9; (* Zadetni priblizek. =)
razlika = Abs [x0];
i=0; ( Stevec zaporednih pribliZkov. =)
Print["n ", "xn"];
Print[i, " ", PaddedForm[xn, {nn, nn}]];
(* Zanka, v kateri radunamo zaporedne priblizke,
dokler je razlika zaporednih priblizZkov ved&ja od zahtevane natanénosti. *)
While[razlika >= eps,
i++;
xnn = xn - £[xn] /df [xn];
razlika = Abs[xnn - xn];
Print[i, " ", PaddedForm[xnn, {nn, nn}],
", eps=", ScientificForm [PaddedForm[razlika, 3]]];
Xn =

xnn];

0 0.90000000000

1 0.52359182321, eps= 3.76x10°"
2 0.56601654173, eps= 4.24x107°
3 0.56714257522, eps= 1.13x10°
4 0.56714329041, eps= 7.15x107

5 0.56714329041, eps= 2.88x10 "’

Tokrat pridemo do reSitve enako hitro kot pri vgrajeni funkciji FindRoot [] . Primerjajmo zaporedje izracunanih
pribliZkov s tistim, ki smo ga dobili kot rezultat uporabe vgrajene funkcije FindRoot []:

priblizki

{ 0.90000000000, 0.52359182321, 0.56601654173,
0.56714257522, 0.56714329041, 0.56714329041}

= 3.4 ResSevanje sistema nelinearnih enacb z iteracijo
S FindRoot [] reSujemo tudi sisteme nelinearnih enacb:

priblizki = {};

koren = FindRoot [{x*3+y*3-6x+3=0, x*"3-y*3-6y+2=0}, {{x, 0.5}, {y, 0.33}},
EvaluationMonitor :> AppendTo [priblizki, PaddedForm[{x, v}, {8, 8}11,
WorkingPrecision - 8]

{x—>0.53237037, y > 0.35125745}

priblizki // TableForm

{ 0.50000000, 0.33000000}
{ 0.53196318, 0.35102761}
{ 0.53237031, 0.35125741}
{ 0.53237031, 0.35125741}
{ 0.53237037, 0.35125745}
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Definirajmo funkciji f1 in f2 tako, da sta reSitvi sistema reSitvi enacb f1 =0 in f2 = 0:

fl[x_, y ] :=x*3+y"*"3-6x+3;
f2[x_,y_ ] :=x*3-y*"3-6y+2;

Ukaz ImplicitPlot[] nariSe implicitno podano funkcijo. Na podlagi grafov obeh funkcij lokaliziramo reSitev in dolo¢imo
zacetni pribliZek.

ImplicitPlot [{£1[x, y] =0, £2[x, y] = 0}, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}1;

1F

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z iteracijo pridemo do reSitve s konstrukcijo funkcij gl in g2, ki ju tvorimo iz enacb f1 =0 in f2 =0 tako, da veljax =gl iny
=g2.

gllx_, y_]:
g2[x_, y_]:

(x*3+y*3+3)/6;
(x*3-y*3+2)/6;

Sestavimo Jacobijevo matriko:

jix_, y_1 = {{P[gl[x, y], x], DIgl[x, yl, y]}, {D[g2[x, y], x], D[g2[x, y], v]}};

j[x, y] // MatrixForm

%2 v°
2 2

x? y?
22

2

in pripadajoco normo:

afx_, y_] :=Max[Table[{Sum[Abs[j[x, y][[i, k]]1], {k, 1, 2}]1}, {i, 1, 2}]];

s katero preverimo konveregencni pogoj q < 1
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q[5/6, 1/2]

17

36

Tvorimo zaporedje priblizkov:

0:

0.

10:

5

nn = 8; (x Stevilo mest izpisa. *)

x0=xn=0.5; y0=yn=1/3.; (* Zadetna priblizZka. =)
eps = 107-8; (* Zahtevana natancénost. =)

razlika = Max[Abs[x0], Abs[y0]];

i=0;

rl = {}; (* Seznam, na katerega dodajamo zaporedne priblizke.

Print[i, ":", xn, " ", yn];
(* V zanki ponavljamo iteracijo,

*)

dokler je razlika zaporednih pribliZkov ved&ja od zahtevane natanénosti. #)

While[razlika > eps, i++;
xnn = gl[xn, yn]; ynn =g2[xn, yn];
razlika = Max[Abs[xnn - xn], Abs[ynn -yn]];
rl = Append [rl, N[razlika, nn]];
Xn = Xnn; yn = ynn;

Print[i, ":", PaddedForm[xn, {nn, nn}], " ", PaddedForm|[yn, {nn, nn}]]];

0.333333

.52700617 0.34799383

.53141838 0.35070440

.53220164 0.35115685

.53234027 0.35123975

.53236501 0.35125427

.53236942 0.35125688

.53237020 0.35125735

.53237034 0.35125743

.53237037 0.35125744

0

.53237037 0.35125745

rl

{0.0270062, 0.00441221, 0.000783264, 0.000138622, 0.0000247493,

4.40292x107°, 7.85x107', 1.39795x10 ', 2.49113x10 ", 4.43758 x107°}

= 3.5 ResSevanje sistema nelinearnih enacb z Newtonovo metodo

Zaporedne priblizke po Newtonovi metodi za reSevanje sistemov nelinearnih enacb tvorimo tako:

IRCES VR () S/om\N T 5L m)
) )

Definiramo Jacobijevo matriko sistema:

jlx_, v_1 = {{D[£f1[x, y], x], D[£f1[x, y], v]}, {D[£f2[x, y], x], D[£f2[x, v], v]}};
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in njen inverz:

invj[x_, y_] = Inverse[]j[x, y]]

e e P e ey

36 - 18 x? +18y? - 18 x? y? 36 - 18 x% +18y? -18 x%y?

{7 3 x? ’ -6 +3x° }}

36 -18x°+18y?-18x%y? 36-18x°+18y%-18x%y?

Tvorimo zaporedje priblizkov in na seznam rl dodajamo razliko zaporednih priblizkov.

nn = 8; (*» Stevilo mest izpisa. *)
x0 =xn = {0.5, 0.33}; (* Zadetni priblizek. =)
eps = 107-8; (* Zahtevana natancénost. =)
razlika = Sqrt [x0.x0];
i=0;
rl = {};
Print [PaddedForm[xn, {nn, nn}]];
While[ (razlika > eps), i++;
xnn = xn - invj[xn[[1]], xn[[2]]1].{f1[xn[[1]], xn[[2]]], £2[xn[[1]], %xn[[2]]]};
(* . pomeni produkt matrike z vektorjem. =*)
razlika = Sqrt [ (xnn - xn) . (xnn - xn) ];
(* Tukaj je . skalarni produkt vektorjev pribliZkov. =)
rl = Append [rl, Max[Abs[xnn[[1]] -xn[[1]]], Abs[xnn[[2]] -xn[[2]]]11;
Xn = Xnn;
Print [PaddedForm[xn, {nn, nn}]]];

{ 0.50000000, 0.33000000}
{ 0.53196318, 0.35102761}
{ 0.53237031, 0.35125741}
{ 0.53237037, 0.35125745}

{ 0.53237037, 0.35125745}
rl

{0.0319632, 0.000407122, 6.51617x10 °, 1.66533x10 "}

Zaporedje izraCunanih priblizkov primerjamo z rezultati FindRoot []:

priblizki // TableForm

{ 0.50000000, 0.33000000}
{ 0.53196318, 0.35102761}
{ 0.53237031, 0.35125741}
{ 0.53237031, 0.35125741}
{ 0.53237037, 0.35125745}

4 Sistemi linearnih enacb

Splosna naloga je poiskati reSitev sistema linearnih enacb, ki ga lahko zapiSemo v matri¢ni obliki:
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N ary ... aln N
Ax=b,  Kjerje A= , b=(by, ... by

apy ... dpp

V Mathematici so nam na voljo Stevilne funkcije in ukazi, s katerimi lahko reSimo zgornji problem oziroma transformiramo
matriko koeficientov enacb v primernejso obliko. IS¢emo lahko tudi lastne vrednosti in lastne vektorje, reSujemo homogene
sisteme. Z LinearSolve [] reSimo splosni linearni sistem, algoritem uporablja Gaussovo eliminacijo z delnim pivotiran-
jem, matriko lahko razcepimo z LUDecomposition[] v produkt zgornje in spodnje trikotne, z QRDecomposition|[]
v produkt ortogonalne in trikotne, Eigenvalues[] in Eigenvectors [] vrneta lastne vrednosti in lastne vektorje ...

= 4.1 LU-dekompozicija

Najprej v jedro naloZimo nekatere naprednejse funkcije za delo z matrikami:
<< LinearAlgebraMatrixManipulation®

Definirajmo matriko a:

a={{24, 12, 36, 6}, {12, 9, 15, 4},
{8, 6, 13, 2}, {6, 5, 8, 2}};

in poi§¢imo njen razcep v zgornjo in spodnjo trikotno matriko ter reSitev sistema z:

b= {31 5! 2/ 3};

Resitev pois¢emo z LinearSolve[]:

x = LinearSolve [a, b]

13
{73, 0, 1, 7}

n je dimenzija matrike:

n = Dimensions [a] [[1]]

4

Matrika 1 bo spodnja trikotna matrika, na zacetku jo definiramo kot enotno matriko dimenzije n:

1l = IdentityMatrix [n]

({1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, O, 1, O}, {0, O, O, 1}}

a // MatrixForm

24 12 36 6
12 9 15 4
8 6 13 2
6 5 8 2
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(* LU-dekompozicijo izvedemo s tremi zankami For,
v katerih se pomikamo po vrsticah in kolonah v vsakem koraku eliminacije,
hkrati pa v matriko 1 vpisujemo koeficiente spodnje trikotne matrike. %)
For[r=1, r<n-1, (* r je tekoca vrstica. x)

For[i=r+1l, i<n,

For[k=r+1, k<n,

a[[i, k1] =a[[i, k1] -a[[i, r]1]la[lx, k]]/allxr, £]1;

(* Matrika a bo zgornja trikotna. x)

k++];

1[[i, r]] =a[[i, r]]/a[[r, r]]; (¥ 1 bo spodnja trikotna matrika. x)
a[[i, r]] =0;

i++];

Print [MatrixForm[a]];
(* IzpiSemo transformirano matriko a na vsakem koraku eliminacije. =*)

r++]
24 12 36 6
-3 1
1 0
1
0 2 -1 >
24 12 36
0 3 -3 1
2
0 0 3 -3
1
0 0 1 -z
24 12 36 6
0 3 -3
2
0 0 3 -3
1
0 0 0 i

a in 1 sta zdaj zgornja in spodnja trikotna matrika:

MatrixForm[a]
MatrixForm[1]

24 12 36 ©

0 3 -3 1
2

0 0 3 -3
1

0 0 0 5

1 0 0 O

1

> 1 0 0

12

3 3 1 0

L2 1

4 3 3

Njun produkt pa je nerazcepljena matrika a:

l.a // MatrixForm

24 12 36 6
12 9 15 4
8 6 13 2
6 5 8 2
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Resitev dobimo z reSevanjem dveh sistemov s trikotnima matrikama:
y = LinearSolve [1, b]

7 4 13
3 5

x1 = LinearSolve [a, y]

13
{73, 0, 1, 7}

x == x1
True
a=1l.a;

Funkcija LUDecomposition[] vrne razcep matrike, permutacijski vektor, ki vsebuje informacijo o zamenjavi vrstic pri

pivotiranju, ter oceno pogojenosti matrike:

{1lu, permutacija, pogojenost} = LUDecomposition [a]

4 2 7 2 9 16 2
{{{6/ 5/ 8/ 2}/ {_l Y A 4 ’_}/ {2/ —r T 1}/ {4/ 12/ - _}}/ {4/ 3/ 2/ 1}/ 1}
3 3 3 3 2 2 3 3

Z vektorjem permutacije vrstic tvorimo permutacijsko matriko p:

p = IdentityMatrix [n] [ [permutacija]]

{{OI OI OI l}’ {OI OI ll O}’ {OI ll OI O}’ {ll OI OI O}}

Matrika, ki je bila razcepljena, je produkt permutacijske matrike in matrike a:

p.a // MatrixForm

6 5 8 2
8 6 13 2
12 9 15 4
24 12 36 6

ZLUMatrices[] dobimo spodnjo in zgornjo trikotno matriko v eksplicitnem zapisu:

{1, u} = LUMatrices [1lu]

{{{1, 0, 0, 0}, {g 1, 0, o}, {2, L o}, {4, 12—, 1}}
72 9

2 2
{{6, 5,8, 21, {o, g *g}' {o, 0 - 1}, {o, 0, 0, E}}}

MatrixForm[1]

1 0 0 0

4

;7 1 0 0
3

2 5 1 0



Praktikum iz numericnih metod z Mathematico 30

MatrixForm[u]

Wl

Z LUBackSubstitution[] reSimo sistem:

x2 = LUBackSubstitution [{lu, permutacija, pogojenost}, b]

13

{73, 0, 1, 7}

Za razcep permutirane matrike s prej zapisanim programom dobimo enak rezultat:

a=p.a; (» Zacetna matrika je permutirana. x)

For[r=1, r<n-1, (¥ r je tekoca vrstica. %)
For[i=r+1l, i<n,
For[k=r+1, k<n,
a[[i, k]l =a[[i, k]] -a[[i, r]]a[lx, k]]l/a[[x, r]];
(* Matrika a bo zgornja trikotna. x)

k++];

1[[i, r]] =a[[i, r]]/al[r, r]]; (¥ 1 bo spodnja trikotna matrika. *)
a[[i, r]] =0;

i++];

Print [MatrixForm[a]];

(*» IzpiSemo transformirano matriko a na vsakem koraku eliminacije. =*)

r++]
6 5 8 2
2 7 2
0 -3 3 -3
0 -1 -1 0
0 -8 4 2
6 5 8 2
27 2
3 3 °3

9
0 0 -3 1

wln

1 // MatrixForm

1 0 0 0
4
3 1 0 0
3
2 > 1 0
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= 4.2 Choleskyjeva dekompozicija

Za pozitivno definitne matrike uporabimo razcep Choleskega. Definirajmo matriko a:
a={{9, 12, 6}, {12, 17, 13}, {6, 13, 65}};

Preverimo, ali so lastne vrednosti matrike pozitivne. Funkcija Positive vrne True, ¢e je njen argument pozitivno Stevilo,
Eigenvalues|[] pa poisce lastne vrednosti matrike. Ukaz Map [, izraz] deluje s funkcijo f na vsak element izraza:

Map [Positive, Eigenvalues [a]]

{True, True, True}

Ali je matrika a hermitska?

Conjugate [Transpose [a]] = a

True

u bo zgornja trikotna matrika velikosti dim(a). Na zacetku je u = 0:
u = IdentityMatrix [Length[a]] - IdentityMatrix [Length[a]];

(*# Zgornjo trikotno matriko tvorimo po razcepu Choleskega v dveh zankah For. x)
For[i =1, i < Lengthl[a],
ul[i, i]] =sqrt[a[[i, i]] - Sum[u[[], i]172, {j, 1, i-1}11;
For[k=1i+1, k <Length[a],
ul[i, k]] = (al[i, k1] - Sum[u[[3, i]]u[[], k]],
{3, 1, i-1}1) /ulli, i]1;
k++];

i++];
Rezultat dekompozicije je:

u // MatrixForm

o o w
o o
[SERG NN

Z vgrajeno funkcijo dobimo enak rezultat:

CholeskyDecomposition [a] // MatrixForm

3 4
0 1
0 0

N U N

Produkt transponirane u in u je enak nerazcepljeni matriki a:

Transpose [u] .u

{{9, 12, 6}, {12, 17, 13}, {6, 13, 65}}
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= 4.3 Jacobijeva iteracija

ReSitev linearnega sistema lahko ra¢unamo iterativno z zaporednimi pribliZki, ki konvergirajo k reSitvi. V matri¢ni obliki
razdelimo matriko na vsoto zgornje in spodnje trikotne in diagonalne matrike a=s+z+d. Jacobijevo iteracijo dobimo z
zaporedjem priblizkov:

- - -
dx "D=p-(s+z)x ™,

kar lahko zapiSemo tudi tako:

X +h=m x W4c,

[V}
n

{{10, _11 _2}1 {_11 10! _3}1 {_21 _31 10}};
= {7, 6, 5};

o
1

n je diagonalna matrika, ki vsebuje elemente diagonale matrike a. Funkcija Tr [] (trace) brez opcije List izracuna sled
matrike, z vkljuceno opcijo List pa vrne seznam elementov na diagonali matrike:

n = DiagonalMatrix [Tr[a, List]]
{{10, o, 0}, {0, 10, 0}, {0, O, 10}}
Sestavimo Se dve pomozni matriki:

p=n-a

{{o0, 1, 2}, {1, 0, 3}, {2, 3, 0}}

m = Inverse[n] .p

1

1 3 3
(o = {0 21 5 20
10 5 10 10 5 10
in izracunamo maksimum normo matrike m, s katero mnozimo zaporedni priblizek v vsakem koraku:

Norm[m, Infinity]

1

2

5
Ker je llmll < 1, zaporedje priblizkov konvergira. Izracunamo Se vektor c:

c = Inverse[n].b

{ 7 3 1}
10 5" 2
Izberemo zacetni priblizek

x0 = {0.0, 0.0, 0.0};

in definiramo pravilo za racunanje priblizkov:
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jacobi[x_] :=m.x+c;

Zaporedje priblizkov tvorimo s funkcijo NestList[f,g,n], ki uporabi n + 1 krat funkcijo f na izrazu g:

NestList [jacobi, x0, 9]

{{0.,0.,0.}, {0.7, 0.6, 0.5}, {0.86, 0.82, 0.82},

{0.946, 0.932, 0.918}, {0.9768, 0.97, 0.9688}, {0.99076, 0.98832, 0.98636},
{0.996104, 0.994984, 0.994648}, {0.998428, 0.998005, 0.997716},

{0.999344, 0.999158, 0.999087}, {0.999733, 0.99966, 0.999616}}

Tocéna resitev:

LinearSolve [a, b]

{1, 1, 1}

» 4.4 Gauss-Seidlova iteracija

Pri Gauss-Seidlovi iteraciji izboljSamo konvergenco priblizkov tako, da uporabimo Ze izracunane komponente novega
priblizka. V matri¢ni obliki to pomeni:

.
(s+d) x "*D=pz x @

a= {{10, _11 _2}1 {_11 10! _3}1 {_21 _31 10}};
b={7,6, 5};
r = Length[a];

postopek za ra¢unanje zaporednih priblizkov je enak kot prej, le da je n zdaj trikotna matrika:

n = Table[If[i>=], a[[i, 311, 0], {i, 1, r}, {3, 1, r}]
{{101 OI O}I {’11 10/ O}I {’21 ’31 10}}

p=n-a

{{OI ll 2}’ {OI OI 3}’ {OI OI O}}

m = Inverse[n] .p

1 1 1 8 23 17
o sk o oo b o oo 5

Norm[m, Infinity]

33

100
c = Inverse[n].b
7 67 841

{10' 100 1000}

x0 = {0.0, 0.0, 0.0};
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gs[x_] :=m.x+c;

NestList [gs, x0, 9]

{{0., 0., 0.}, {0.7, 0.67, 0.841}, {0.9352, 0.94582, 0.970786},
{0.988739, 0.99011, 0.994781}, {0.997967, 0.998231, 0.999063},
{0.999636, 0.999682, 0.999832}, {0.999935, 0.999943, 0.99997},
{0.999988, 0.99999, 0.999995}, {0.999998, 0.999998, 0.999999}, {1., 1., 1.}}

LinearSolve [a, b]

{1, 1, 1}

m 4.5 Lastne vrednosti in lastni vektor;ji

Lastne vrednosti matrike A so Stevila A, za katera obstajajo reSitve homogenega sistema:
AX=AX,

ki je razli¢na od ni¢. ReSitve so lastni vektorji.

Funkcija Eigensystem[] vrne lastne vrednosti in lastne vektorje, samo lastne vrednosti dobimo z
uporabo Eigenvalues [ ], samo lastne vektorje paz Eigenvectors|[] .

Pois¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike a:
a={{4.2, 0.4, 0.2}, {0.4, 5.6, 0.8}, {0.2, 0.8, 6.4}};
Eigenvalues [a] // TableForm

6.94768
5.15862
4.0937

Eigenvectors [a] // TableForm

0.138608 0.535622 0.833005
-0.219849 -0.803495 0.553229
0.965637 -0.259817 0.00638518

Eigensystem[a] // TableForm

6.94768 5.15862 4.0937
0.138608 -0.219849 0.965637
0.535622 -0.803495 -0.259817
0.833005 0.553229 0.00638518

Lastne vrednosti simetricne matrike racunamo po Jacobijevi metodi z nizom rotacij matrike A, ki jo prevedejo v diagonalno
obliko U, T ...U," AU, ... U,,. Sestavimo funkcijo jac[mat, stevec], ki na dani matriki mat opravi Stevec rotacij. Kot rezultat

izpiSe v vsakem koraku priblizke lastnih vrednosti in sestavi matriko lastnih vektorjev lvek:
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jac[mat_, stevec_] := Module [ {a =mat, st = stevec}, lvek = IdentityMatrix[3];
(*# V Module sta spremenljivki a in st lokalni. x)
For[i =1, i<=st,
u = IdentityMatrix [3];
(* Definiramo rotacijsko matriko in dolocimo
najveéji izvediagonalni element, ki doloéi rotacijo. *)
el = Position[a, Max[Abs[a - DiagonalMatrix [Tr[a, List]]]11]1[[1]]1;
(* Vrstica in stolpec elementa. x)
k=el[[1]]; 1=el[[2]];
(* Kot rotacije. )
phi = ArcTan[-2a[[k, 1]]1/ (a[[l, 1]1] -al[k, k]1)1/2;
(* Elementi rotacijske matrike. x)
u[[k, k]] = Cos[phi]; u[[k, 1]] = -Sin[phi];
u[[1, 1]] = Cos[phi]; u[[1, k]] = -u[[k, 1]];
(* Nov priblizZek k diagonalni matriki. =)
a = Transpose [u] .a.u;
(*» Se nov pribli¥ek lastnim vektorjem. =)
lvek = lvek.u;
Print [TableForm[Tr[a, List]]];

i++]]

V stirih korakih dobimo:

jac[a, 4]

4.2
5.10557
6.89443

4.14732
5.10557
6.94711

4.09372
5.15918
6.94711

4.09372
5.15862
6.94766

lvek // TableForm

0.965309 0.219733 0.141055
-0.261078 0.803526 0.534962
0.00420807 -0.55323 0.833018

Pri posebnih oblikah matrik je koristno uporabiti izbrane metode, ki hitreje konvergirajo. Za iskanje lastnih vrednosti
tridiagonalne matrike uporabimo QR-metodo, kjer tridiagonalno matriko z vrsto zaporednih QR- dekompozicij prevedemo v
diagonalno. Mathematica pozna funkcijo QRDecomposition[], ki matriko a razcepi v produkt ortogonalne in zgornje

trikotne.

a = N[TridiagonalMatrix [Plus, 5]]; (* tvorimo tridiagonalno matriko =x)
stkor = 500; (* Stevilo zaporednih razcepov #*)
For[i =0, i < stkor, {g, r} = QRDecomposition[a]; a = Chop[r.Transpose [q]]; i++];

Po 500 korakih dobimo matriko a v diagonalni obliki z lastnimi vrednostmi originalne matrike na diagonali.
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MatrixForm[a]

20.0258 0 0 0 0
0 10.4179 0 0 0
0 0 -4.53355 0 0
0 0 0 4.2264 0
0 0 0 0 -0.136588

Eigenvalues [N[TridiagonalMatrix [Plus, 5]]] // TableForm

20.0258
10.4179
-4.53355
4.2264
-0.136588

= 4.6 Resevanje velikih linearnih sistemov

Metode numeri¢nega modeliranja, ki temeljijo na linearizaciji in diskretizaciji enacb (npr. metoda konc¢nih elementov),
praviloma vodijo do reSevanja velikih sistemov lineranih enacb. Matrike koeficientov enacb so velikokrat redke (vsebujejo
relativno malo od ni¢ razli¢nih elementov). V takih primerih lahko v Mathematici definiramo redke matrike s SparseAr -
ray in uporabimo napredne numeri¢ne metode za reSitev sistema linearnih enacb.

n = 1000; (*» Velikost matrike n*n. %)

pravila = {{i_, i_} » Random([], {i_, j_} /; Mod[Abs[i-]j], n/5] ==1->1.}; (* Doloéimo
pravila za tvorbo redke matrike: na diagonalo postavimo nakljuéne vrednosti,
zunaj diagonale pa po trakovih vrednosti 1. =)

sp = SparseArray [pravila, {n, n}];

MatrixPlot [sp]; (* Grafi¢no predstavimo strukturo matrike. =)

0 200 400 600 800 1000
0 0
200 200
400 400
600 600
800 800
1000 1000
0 200 400 600 800 1000

b = Table[Random[], {n}];

(* Tudi za vektor desne strani enadb izberemo nakljuéna Stevila. =*)
x = LinearSolve [ sp, b, Method -» Multifrontal]; // Timing

{0.01 Second, Null}
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4.7 Primer: ravninsko palic¢je
<< Graphics Arrow’

=10; (* Stevilo palic. %)
=2; (* Dimenzija problema. x)

5 8

= 6; (+ Stevilo vozliS&. *)

p=2; (+ Stevilo vpetih vozliS&. =)

ea =210.x1029x5x10%-4 10%-3; (* Modul elastiénosti x prerez,
uposStevamo se, da so sile v kN! %)

N
n

{{o, 0}, {2, 0}, {4, 0}, {6, 0}, {4, 2}, {2, 2}}; (» Koordinate vozliS&. )

H
n

{{o, o}, {0, 0}, {0, 0}, {0, O}, {0, -10}, {0, -20}}; (% Sile v vozlisS&ih. x)

id = IdentityMatrix [nd];

(* Seznam zacetnih in konénih tocék palic. =*)
palice = {{2, 1}, {3, 2}, {4, 3}, {5, 4}, {6, 5}, {6, 2}, {5, 2}, {5, 3}, {6, 3}, {6, 1}};

(* NariSemo zadetno paliéje s silami, ki delujejo. =*)
risisile = Table[Graphics [Arrow[z[[i]] - £[[i]] /15, z[[i]]]1], {i, 1, Length[z]}];

crte = Table[
Graphics [ {Dashing[{0.02, 0.02}], Line[{z[[palice[[i, 1]]1]], z[[palice[[i, 2]]1113}1}].,
{i, 1, Length[palice]}];

vozlisca = Table [Graphics [Circle[z[[i]], {.1, .05}]]1, {i, 1, Length[z]}];

oznake = Table [Graphics [Text [i, z[[i]] + {-0.1, 0.2}]], {i, 1, Length[z]}];

nodef = Show[crte, vozlisca, oznake, risisile];

(* Sestavimo incidenéno matriko palicéja =)
a = Table[ (Flatten[z]. (id[[2 palice[[stpalice, 1]] -1]] - id[[2 palice[[stpalice, 2]] -1]1])
(id[[2 palice[[stpalice, 1]] -1]] -id[[2 palice[[stpalice, 2]] -1]]) +
Flatten[z]. (id[[2 palice[[stpalice, 2]]]] - id[[2 palice[[stpalice, 1]]11]1])
(id[[2 palice[[stpalice, 2]]]] - id[[2 palice[[stpalice, 1]11])) /
Sqgrt [ (z[[palice[[stpalice, 1]]]] - z[[palice[[stpalice, 2]]11]) .
(z[[palice[[stpalice, 1]]]1] - z[[palice[[stpalice, 2]]111)1,
{stpalice, 1, Length[palice]}];
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(* in Se diagonalno matriko elastiénih konstant. =)
dd =

DiagonalMatrix [Table[ea/ Sqrt[(z[[palice[[stpalice, 1]]]] - z[[palice[[stpalice, 2]]]1]).

(z[[palice[[stpalice, 1]]]] - z[[palice[[stpalice, 2]]11)1,
{stpalice, 1, Length|[palice]}]];

(*# Dolocimo podpore,
za vsako komponento vozlisSéa posebej: pritrjeni sta prvo in &etrto vozlisSde. )
podpore = {{1}, {2}, {7}, {8}};

(* Sestavimo reduktor, ki bo izbral samo nepritrjene komponente. x)
r = Delete[IdentityMatrix [nd], podpore];

f0 = r.Flatten[f];

a0 = a.Transpose [r];

(*# redicurana togostna matrika =x)

kO = Transpose [a0] .dd.a0;

kO // MatrixPlot (* Grafidno prikaZemo strukturo reducirane togostne matrike. =*)

2 4 6 8
2 12
4 14
6 16
8 18
2 4 6 8
- DensityGraphics =

(* Izraéunamo pomike nepritrjenih
vozliSé: zaporedoma si sledita komponenti x in y po vrstnem redu vozliSé&. =)

ColumnForm [x0 = Inverse [k0] .£f0]

0.0000215312
-0.00101558
0.0000419609
-0.000917023
-0.000136301
-0.000854632
0.000118768
-0.00101668

(* Rekonstruiramo celotni wvektor pomikov. *)

x = Transpose [r] .x0;
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(* IzpiSemo pomike po vozlisS&ih. %)
izpis_pomikov = TableForm|[Table[{x[[21i-1]], x[[21]]}, {i, 1, Length[z]}],
TableHeadings - {Automatic, {"x", "y"}}]

X y
1 0. 0.
2 0.0000215312 -0.00101558
3 0.0000419609 -0.000917023
4 0. 0.
5 -0.000136301 -0.000854632
6 0.000118768 -0.00101668

(* Togostna matrika je lahko slabo pogojena, zato raje uporabimo QR-razcep. *)
sqdd = Sqrt [dd];

{g, u} = QRDecomposition [sqdd.a0];

(*» ReSitve so seveda enake kot prej. =*)
x = Transpose [r] . Inverse [Transpose [u] .u] . £0

{0., 0., 0.0000215312, -0.00101558, 0.0000419609, -0.000917023,
0., 0., -0.000136301, -0.000854632, 0.000118768, -0.00101668}

(* Definiramo nove koordinate vozlis$é& primerne za grafiéno predstavitev. =)
zdef = Flatten[z] + 150 x

{0., 0., 2.00323, -0.152337, 4.00629, -0.137553, 6., 0., 3.97955, 1.87181, 2.01782, 1.8475}

znovi = Table[{zdef[[i]], zdef[[i+1]]}, {i, 1, Length[zdef], 2}]

{{0., 0.}, {2.00323, -0.152337}, {4.00629, -0.137553},
{6., 0.}, {3.97955, 1.87181}, {2.01782, 1.8475}}

(* NariSemo premaknijeno paliéje. *)

crte = Table[
Graphics [ {Thickness [0.01], Line[{znovi[[palice[[i, 1]]]], znovi[[palice[[i, 2]]113}1}]1,
{i, 1, Length[palice]}];

vozlisca = Table[Graphics [Circle[znovi[[i]], {.1, .05}]1], {i, 1, Length[znovi]}];

oznake = Table [Graphics [Text [i, znovi[[i]] + {-0.2, 0.2}]], {i, 1, Length[znovi]}];

def = Show[crte, vozliscal];




Praktikum iz numeri¢nih metod z Mathematico

40

(* Na eni sliki prikaZemo premik pali¢ja zaradi delovanja zunanjih sil. =)
Show [nodef, def];

(* Izradunamo Se sile v vseh vozlis$é&ih. %)

sile =dd. (a.x)

{1.13039, 1.07256, -2.20294, -18.8562,

-13.3912, -0.0578324, 0.0817874, 3.2755, -4.63226, -23.5702}

(* Sestavimo seznam samo nepritrjenih vozliSé&. =)
prosti = Complement [Table[{i}, {i, 1, nd}], podpore]

({3}, {4}, {5}, {6}, {9}, {10}, {11}, {12}}

(* Reduktor, ki izbere samo nepritrjene komponente. =*)
s = Delete[IdentityMatrix [nd], prosti]

{1 o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O}, {0, 2, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O},
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, O, O, O, O}, {O, G, O, O, O, O, O, 1, O, O, O, O}}

(* Izradunamo Se sile v podporah. %)
k = Transpose [sqgdd.a] . (sqdd.a);
s.k.x

{15.5363, 16.6667, -15.5363, 13.3333}

5 Interpolacija, aproksimacija in numeri¢na integracija funkcij

= 5.1 Polinomska interpolacija
Funkcija g(x) interpolira funkcijo f(x), obi¢ajno podano z vrednostmi v diskretnih tockah x; k=0....,n, e velja:
f(x)=g(xe)-

Funkcija f(x) naj bo znana v tockah, danih s tabelo:
y = {{0, -0.5}, {0.1, 0}, {0.2, 0.2}, {0.3, 1}};

Konstruirajmo najprej Lagrangeev polinom, ki interpolira funkcijo f:
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intpol[x_] = Sum[y[[k, 2]]
Product [If[j =k, 1, (x-y[[J, 111) / (y[[k, 111 -yI[[3, 111)1, {3, 1, Length[y]}],
{k, 1, Length[y]}]

83.3333 (-0.3+x) (-0.2+x) (-0.1+x) -
100. (-0.3+x) (-0.1+x) x+166.667 (-0.2+x) (-0.1+x)x

Preglednejsi izpis Lagrangeveega interpolacijskega polinoma dobimo z ukazom Expand (% pomeni vsebino zadnje celice
out[]):

Expand [%]

-0.5+9.5x-60. x*+150. x°

Interpolacijski polinom dobimo tudi z vgrajeno funkcijo InterpolatingPolynomial []:

Expand [InterpolatingPolynomial [y, x]]

-0.5+9.5x-60. x%+150. x°

Pri konstrukciji Newtonovega interpolacijskega polinoma si pomagamo s tabelo razlik. Naj bo funkcija f dana z naslednjo
tabelo:

{{x0, y0}, {x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}};

=
n

n = Length[y]; (* dolZina tabele oziroma Stevilo to&k v katerih poznamo funkcijo *)

Deljene diference ra¢unamo rekurzivno:
diferenca[j_] := diferenca[j] = Table[ (diferenca[j-1][[k+1]] -diferenca[]j-1][[k]]) /
(y[[k+3, 111 -v[[k, 111), {k, 1, n-3}];
Podati moramo Se zacetno vrednost (prvo diferenco), da lahko rekurzivno izra¢unamo druge:

diferenca[l] = Table[(y[[k+1, 2]] -y[[k, 211) / (y[[k+1, 111 -y[[k, 1]11), {k, 1, n-1}];

Druga diferenca A? fje:

diferenca [2]

-y0+yl -yl+y2 -yl+y2 -y2+y3
{ -x0+x1 -x1+x2 -x1+x2 -X2+x3 }
4
-x0 + x2 -x1 + x3

Zdaj sestavimo Se Newtonov polinom:

1[x_] :=y[[1, 2]] + Sum[Product [(x -y[[j, 11]1), {3, 1, i}] diferenca[i][[1]], {i, n-1}]

Primer: izracunajmo f(1.6) funkcije, ki je dana s tabelo:

y = {{1.1275, 0.11971}, {1.1503, 0.13957}, {1.1735, 0.15931}, {1.1972, 0.17902}};

Clear [diferenca]
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n = Length[y];

diferenca[j_] := diferenca[]j] = Table[ (diferenca[j-1][[k+1]] -diferenca[j-1][[k]])/
(y[[k+3, 111 -y[[k, 111), {k, 1, n-3}];

diferenca[l] = Table[(y[[k+1, 2]] -yI[[k, 2]1)/ (y[[k+1, 1]1] -y[[k, 111), {k, 1, n-1}];

1[x_] :=y[[1, 2]] + Sum[Product [(x-y[[]J, 1]1]), {j, 1, i}] diferenca[i][[1]], {i, n-1}]

1[1.16]
0.147879

Podobno ravnamo pri konstruiranju Newtonovih polinomov, kadar je funkcija dana v ekvidistan¢nih tockah.
Clear [diferenca]
y={y0, y1, y2, y3};

n = Length[y];

diferenca[j_] :

diferenca[]j] = Table[diferenca[j-1][[k+1]] -diferenca[j-1][[k]], {k, 1, n-3}];

diferenca[l] = Table[y[[k+1]] -y[[k]], {k, 1, n-1}];

Tretja diferenca je, denimo, naslednja:
diferenca [3]

{-y0+3yl-3y2+y3}

Sestavimo Newtonova polinoma za interpolacijo naprej in nazaj:

Pl =y[[1]] + Sum[Product [q-k, {k, O, j-1}] diferenca[j][[1]]/3!, {j, 1, n-1}]
1 1

yO+Q(*y0+y1)+5(*1+q)q(y0*2y1+y2)+g(*2+OI) (-1+a) g (-y0+3yl-3y2+y3)

P2 =y[[n]] + Sum[Product [q+k, {k, O, j-1}] diferenca[j][[n-3]1/3!, {3, 1, n-1}]

1 1
y3+gq(1+q> (2+q) (fy0+3y173y2+y3)+§q(1+q) (y1-2y2+y3) +q(-y2+y3)

Primer: Sestavimo tabelo vrednosti integrala V2/x fole‘xz/ 2 d x na intervalu [1, 1.25] s korakom 0.05 in izra¢unajmo

vrednost integrala z Newtonovim interpolacijskim polinomom v tocki 1.235:

y = Table [Sqrt [2 /Pi] NIntegrate [Exp[- (x*2) /2], {x, 0, t}], {t, 1, 1.25, 0.05}]

{0.682689, 0.706282, 0.728668, 0.749856, 0.769861, 0.7887}

Najprej izracunajmo tabelo kon¢nih diferenc:

n = Length[y];
Clear [diferenca]
diferenca[j_] :=
diferenca[]j] = Table[diferenca[j-1][[k+1]] -diferenca[j-1][[k]], {k, 1, n-3}];
diferenca[l] = Table[y[[k+1]] -y[[k]], {k, 1, n-1}];

Tabelo pregledno izpiSemo. Diference uvrstimo v stolpce, red diference narasca od leve proti desni:
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stolpec[i_] := Join[diferenca[i], Table[" ", {k, 1, i}]];

TableForm [ {y, stolpec[1l], stolpec[2], stolpec[3]},
TableDirections -» {Row, Column}, TableHeadings - { {"f", "Af", "Azf", "A3f"}, None}]

£ Af N2E N3 f

0.682689 0.0235924 -0.0012064 8.66401x10°
0.706282 0.022386 -0.00119774 0.0000140205
0.728668 0.0211883 -0.00118372 0.0000189821
0.749856 0.0200045 -0.00116474

0.769861 0.0188398

0.7887

Zdaj izracunajmo vrednost funkcije v tocki 1.235. Ker je ta tocka blizu desnega kraji§€a intervala, na katerem poznamo
vrednosti funkcije, uporabimo Newtonov interpolacijski polinom za interpolacijo nazaj:

xi =1.235; x0=1.25; h=0.05;
qg=(xi-x0)/h;
P2 =y[[n]] + Sum[Product [q+k, {k, O, j-1}] diferenca[j][[n-3]]1/3!, {3, 1, n-1}]

0.783169

Sqgrt [2 /Pi] NIntegrate [Exp[- (u”*2) /2], {u, 0, 1.235}]

0.783169

Interpolacijske polinome lahko uporabimo tudi pri numeri¢nem odvajanju. Tabelirano funkcijo interpoliramo s polinomom in
nato izracunamo odvod interpolacijskega polinoma.

Vrednosti funkcije f so dane v ekvidistan¢nih tockah:
y = {y0, y1, y2};
Izrac¢unamo intepolacijski polinom:

intpol [x_] = Sum[y[[k]] Product [T£[j =k, 1, (x-3)/ (k-3)], {j, 1, Length[y]}],
{k, 1, Length[y]}]

N

1
(2-x%x) (3-%x)y0+ (3-%x) (-1+x)yl+— (-2+x) (-1+x)y2
2

Priblizki za odvode funkcije, dane z zgornjo tabelo so:

TableForm [Table [Simplify [ Expand [D[intpol[x], x]] /. x> j], {j, 1, Length[y]}]]
(-3yv0+4yl-y2)
(-y0 +y2)

(y0 -4yl +3y2)

N[ N N

= 5.2 Intepolacija s kubi¢nimi zlepki

S kubic¢nimi zlepki oblike:
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S ((X)=X - Sk.j(x = x¢)?

odsekoma interpoliramo funkcijo na intervalu [xy, x;]. Koeficienti sy ; so:

Sk.0= Yk Sk, 1 =dx-Pi Cmy+my )6, s 2=my /2, sy 3=(my 4 1-my )[6hy,

kjer je dy=(Yr+1-Yi)/hy in hy=xp,1-x;.. Momenti my, so reSitve tridiagonalnega sistema enacb:

P ymy 1 A2+ )my+ lygnye = g, we=6(dy-dy_1)

ob ustreznih robnih pogojih na kraji§¢ih (znana prva odvoda v krajiScih, druga odvoda v krajiScih sta enaka ni¢ (= naravni
zlepek), druga odvoda na robu sta ekstrapolirana, druga odvoda sta konstantna in druga odvoda na robu sta znana).

S kubic¢nimi polinomi interpolirajmo funkcijo, dano s tabelo:

y={{1, 0}, {4, 1.6}, {7, 2.5}, {10, 1.4}, {13, 3.7}};

Narisimo tocke:

points = ListPlot [y, PlotStyle -> PointSize [0.025]];

Poisc¢imo najprej kubic¢ne zlepke ob predpisanih prvih odvodih s1, s2 na robu:

h=3.;
sl =.001;
s2 = .001;

(* Sestavimo tabelo razlik. =*)
d=Table[(y[[i+1, 2]] -y[[i, 2]]) /h, {i, 1, Length[y] -1}]

{0.533333, 0.3, -0.366667, 0.766667}

(* Desne strani tridiagonalnega sistema. %)
u=Table[6 (d[[i+1]]-d[[i]]), {i, 1, Length[y] - 2}]
{-1.4, -4., 6.8}

(*# Linearni sistem skupaj z robnima pogojema. *)

a={{1.5h+2h, h, 0}, {h, 2 (h+h), h}, {0, h, 2h+1.5h}};
b={u[[1]]-3(d[[1]]-s1), u[[2]], u[[3]]1-3 (s1-d[[4]1])};
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(* Momenti notranjih toc¢k intervala. x)
m = LinearSolve [a, b]

{-0.125905, -0.558333, 1.0259}

(* dodamo Se mO =*)

m = Prepend[m, 3 (d[[1]] -s1l) /h-m[[1]] /2]
{0.595286, -0.125905, -0.558333, 1.0259}
(* in Se md &)

m = Append [m, 3 (s2-d[[4]]) /h-m[[4]] /2]

{0.595286, -0.125905, -0.558333, 1.0259, -1.27862}

(*# k-ti kubiéni interpolacijski polinom. *)
s[k_, x_] := (y[[k, 2]1 +
(d[[k]] -h (2m[[k]] +m[[k+1]]) /6) (x-y[[k, 1]]) +m[[k]] (x-y[[k, 1]])"2 /2+
(m[[k+1]] -m[[k]]) (x-y[[k, 1]1])"3 /6/h)
(-UnitStep[x-y[[k+1, 1]]] + (UnitStep[x-y[[k, 1111));

(* NariSemo celotno interpolacijsko funkcijo - zlepek. =*)
splotl =Plot[s[1l, x] +s[2, x] +s[3, x] +s[4, x], {x, 1, 13}];

2 4 6 8 10 12
(* ToCke tabele in interpolacija s kubiénimi zlepki. *)

Show [points, splotl];

Poisc¢imo Se naravni zlepek, ki ima druga odvoda na robu ni¢. Spremeni se tridiagonalni sistem:

{{2h+2h, h, 0}, {h, 2 (h+h), h}, {0, h, 2h+2h}};
{ul[1]1]1, ul[2]1, u[[311};

o e
non
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m = LinearSolve [a, b]

{0.0107143, -0.509524, 0.694048}

(* Dodamo mO =*)

m = Prepend [m, 0.]

{0., 0.0107143, -0.509524, 0.694048}

(* in m4. =x)

m = Append [m, 0.]

{0., 0.0107143, -0.509524, 0.694048, 0.}

(* NariSemo novo interpolacijsko funkcijo. *)
splot2 = Plot[s[1l, x] +s[2, x] +s[3, x] +s[4, x], {x, 1, 13}];

2 4 6 8 10 12
(* NariSemo todke in obe interpolacijski funkciji. =)
Show [points, splot2, splotl];

Mathematica pozna funkcijo SplineFit [], ki za dano tabelo tvori interpolacijsko funkcijo s kubi¢nimi zlepki, pri ¢emer
sta druga odvoda na robu ni¢ - naravni spline. Na voljo je v paketu NumericalMath, ki ga najprej naloZimo:

<< NumericalMath' SplineFit"

zlepki = SplineFit [y, Cubic]

SplineFunction [Cubic, {0., 4.}, <>]

Rezultat je objekt SplineFunction, definiran na intervalu [0, 4]. Interpolacijsko funkcijo lahko nariSemo:
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splot3 = ParametricPlot [zlepki [x], {x, 0, 4}];

2 4 6 8 10 12

Show [points, splot2, splotl, splot3];

Ogledamo si lahko tudi strukturo interpolacijske funkcije, iz katere lahko preberemo koeficiente posameznih kubi¢nih
polinomov v zlepku:

InputForm[zlepki]

SplineFunction[Cubic, {O0., 4.}, {{1, 0}, {4, 1.6}, {7, 2.5}, {10, 1.4}, {13, 3.7}},
{{{1, 3, 0, 0}, {0, 1.5839285714285718, 2.220446049250313*"-16,
0.016071428571428514}}, {{4, 3, 0, 0}, {1.6, 1.632142857142857,
0.04821428571428599, -0.780357142857143}},
{{7, 3, 0, 0}, {2.5, -0.6125, -2.292857142857143, 1.8053571428571429}},
{{10, 3, 0, 0O}, {1.4, 0.21785714285714286, 3.1232142857142855, -1.041071428571429}}}]

Enak rezultat dobimo, ¢e racunamo kot prej, le za korak postavimo h = 1:

=Table[(y[[i+1, 2]] -y[[i, 2]]1), {1, 1, Length[y] -1}];
Table[6 (d[[i+1]] -d[[i]]), {i, 1, Length[y] - 2}];
{{4, 1, 0}, {1, 4, 1}, {0, 1, 4}};

{ul[1]1], ul[[2]], u[[3]1]};

= LinearSolve [a, b];

= Prepend[m, 0.];

8 880 ¢ Qb
n

= Append [m, 0.];

s[k_, x_] :=

(y[[k, 2]1]1 + (d[[k]] -h (2m[[k]] +m[[k+1]])/6) (x-k+1) +m[[k]] (x-k+1)*2 /2+
(m[[k+1]] -m[[k]]) (x-k+1)*3 /6/h);



Praktikum iz numericnih metod z Mathematico 48

s[1, x]

1.58393 x+0.x°+0.0160714 x°

s[2, x]

1.6+1.63214 (-1 +x) +0.0482143 (-1 +x)°-0.780357 (-1 +x)°
s[3, x]

2.5-0.6125 (-2 +x) -2.29286 (-2 +x)°+1.80536 (-2 +x)°

s[4, x]

1.4+0.217857 (-3 +x) +3.12321 (-3 +x)>-1.04107 (-3 +x)°

= 5.3 Aproksimacija z metodo najmanjsih kvadratov

Aproksimacijo funkcije f{x), ki je dana s tabelo, i$¢emo z linearno kombinacijo funkcij g(x)=37/, c; g;(x). Koeficienti c; so

reSitve linearnega sistema:
Sroci(gs &) = (f.g), k=0,..m
Skalarni produkt je definiran z vsoto:

(. 8)=Xk=0 f (x) g (xc).
Dana je tabela tock:

Clear|[y]
xy = {{1, 0}, {4, 1.6}, {7, 2.5}, {10, 1.4}, {13, 3.7}};

TableForm|[xy, TableDirections - {Row, Column},
TableHeadings —» {None, {x, y}}]

x 1 4 7 10 13
y 0 1.6 2.5 1.4 3.7

Aproksimacijsko funkcijo i§¢emo kot linearno kombinacijo funkcij x/.
glx_] :={1, x, x*~2, x*3};

(#* x in y koordinate iz tabele. %)
xk = Transpose [xy] [[1]]
vk = Transpose [xy] [ [2]]

{1, 4, 7, 10, 13}
{0, 1.6, 2.5, 1.4, 3.7}

(* Matrika koeficientov cj. x)
a =Table[Sum[g[xk[[t]]][[i]] g[xk[[t]]1][[3]], {t, 1, Length[xk]}],
{j, 1, Length[g[x]]}, {i, 1, Length[g[x]]}]

{{5, 35, 335, 3605}, {35, 335, 3605, 41219},
{335, 3605, 41219, 489125}, {3605, 41219, 489125, 5948555}}
(* Desna stran - skalarni produkti. =x)
b = Table[Sum[yk[[t]] g[xk[[t]]]1[[]J]], {t, 1, Length[xk]}], {j, 1, Length[g[x]]}]

{9.2, 86., 913.4, 10488.8}
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(* Koeficienti. «)
c = LinearSolve [a, b]

{-1.6175, 1.77963, -0.270503, 0.0126543}

(* Aproksimacijska funkcija. )

fitfunc[x_] = c.g[x]

-1.6175+1.77963 x - 0.270503 %%+ 0.0126543 x>

(* NariSemo todke in aproksimacijsko funkcijo. =*)

Show [ListPlot [xy, PlotStyle » PointSize[0.025], DisplayFunction - Identity],

Plot [fitfunc[x], {x, 1, 13}, DisplayFunction - Identity],
PlotRange - All, DisplayFunction - $DisplayFunction];

Koeficiente aproksimacijske funkcije lahko poiS¢emo s FindFit []:

FindFit [xy, a0 +alx+a2x*2+a3x*3, {a0, al, a2, a3}, x]

{a0»>-1.6175, al - 1.77963, a2 - -0.270503, a3 - 0.0126543}

alizFit[]:

ft[x_] = Fit[xy, {1, x, x*2, x*3}, x]

-1.6175+1.77963 x - 0.270503 x? +0.0126543 x°

= 5.4 Aproksimacija z ortogonalnimi polinomi
Ortogonalne polinome p;(x), ki jih konstruiramo nad mnoZico tock tabelirane funkcije, uporabimo za aproksimacijsko
funkcijo:

(f.p)
(PrspPi)

8(X)=2s—o Pr(x).

Ortogonalne polinome konstruiramo rekurzivno:

(xppopi)
(PisPi)

IPe(x) = (Pep) Pr-1(x), po(x) = 1.

Pre1(0)= (x- Pr-1>Pk-1)



Praktikum iz numeri¢nih metod z Mathematico

Clear|[p];

xy = {{1, 0}, {4, 1.6}, {7, 2.5}, {10, 1.4}, {13, 3.7}}; (* Funkcijska tabela. =*)
(#* x in y vrednosti iz tabele. %)

xk = Transpose [xy] [[1]];

vk = Transpose [xy] [[2]];

n = Length [xk];

m=3;

pl-1, x_] =1; (* ZacCetni ¢&len rekurzije. x)

(* Rac¢unanje polinomov. =*)
plk_, x_] :=p[k, x] =
(x- (Sum[xk[[i]] p[k -1, xk[[i]]]1"2, {i, 1, n}]) / (Sum[p[k-1, xk[[i]]]"2, {i, 1, n}]))
plk-1, x] -If[k>0,
plk -2, x] Sum[p[k-1, xk[[i]]]*2, {i, 1, n}]/Sum[p[k-2, xk[[i]]]*2, {i, 1, n}], O];

(* Aproksimacijska funkcija. =*)
glx_] = Ssum[Sum[yk[[i]] P[], xk[[i]]], {i, 1, n}] /Sum[p[], xk[[i]1]]1"2, {i, 1, n}] P[], x],
{jr _17 m}]r

Expand [g[x]]

0.500823 - 1.02582 x + 0.605401 x%> - 0.0838477 x>+ 0.0034465 x*

(* NariSemo todke in aproksimacijo z ortogonalnimi polinomi. =*)

Show [ListPlot [xy, PlotStyle -» PointSize[0.025], DisplayFunction -» Identity],
Plot [g[x], {x, 1, 13}, DisplayFunction - Identity],
PlotRange - All, DisplayFunction - $DisplayFunction];

Mathematica pozna funkcijo PolynomialFit [], ki kostruira objekt FittingPolynomial. Potrebujemo paket
NumericalMath PolynomialFit" :

<< NumericalMath PolynomialFit"
pf = PolynomialFit [xy, 4]
FittingPolynomial [<>, 4]
Expand [pf [x] ]

0.500823 - 1.02582 x + 0.605401 x?> - 0.0838477 x>+ 0.0034465 x*
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= 5.5 Numeri€no integriranje

Integrala funkcije pogosto ne moremo izraziti analiti¢no s kombinacijo elementarnih funkcij, zato pri numeri¢nem ra¢unanju
integral nadomestimo z vsoto primerno uteZenih vrednosti funkcije v tockah na integracijskem obmocju. Kadar so tocke
znane vnaprej (po navadi ekvidistanéno razdelimo interval integracije), lahko na podlagi izbire polinomske baze x/ j=1,..,n

konstruiramo integracijske formule, ki so natancne za polinome stopnje j < n (trapezna, Simpsonova formula ...). Pri integral-
skih formulah (kvadraturah) Gaussovega tipa tocke, s katerimi raCunamo pribliZek integralu, niso znane vnaprej in jih
izra¢unamo v okviru konstrukcije formule.

Funkcijo

f[x_] :=2Exp[-x*2] /Sqgrt[Pi];

integrirajmo najprej z vgrajenim ukazom Integrate[], s katerim i§¢emo analiticni izraz za nedoloCen integral, ¢e ne
podamo me;j:

anint [x_] = Integrate [f[x], x]
Erf[x]

Dolocen integral izratunamo, ¢e navedemo spodnjo in zgornjo mejo integrala:
Integrate [f[x], {x, 0, Infinity}]

1

Sestavimo kratek program za raunanje doloCenega integrala s Simpsonovo formulo. Ra¢unamo integral zgornje funkcije na
intervalu [-1,1], katere graf je:

Plot[{f[x]}, {x, -3, 3}, Frame -» True, Axes - False];

-3 -2 -1 0 1 2 3

(* Program, ki za vhodne parametre: spmeja (spodnja meja integrala),
zgmeja (zgornja meja integrala) in n(interval razdelimo na 2n podintervalov.)
izrac¢una integral funkcije f po Simpsonovi formuli =)

simpint [spmeja_, zgmeja_, n_] := Module[{a, b, m, h}, a = spmeja; b = zgmeja;

m=n;
h=(b-a)/2/m;
simpson =

(h/3.) (f[a] + £f[b] +4Sum[f[a+ (2k-1) h], {k, 1, m}] +2Sum[f[a+2kh], {k, 1, m-1}])];

Zan = 10 dobimo:
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PaddedForm [simpint [-1, 1, 5], 7]

1.685431
Sestavimo kratek program Se za racunanje doloCenega integrala s trapezno formulo:

(* Podobno kot zgoraj podamo spodnjo in zgornjo mejo interval ter Stevilo delitev. %)

trapint [spmeja_, zgmeja_, n_] := (zgmeja - spmeja)
(0.5 (f[spmeja] + f[zgmeja]) + Sum[f[spmeja + i (zgmeja - spmeja) /n], {i, 1, n-1}]) /n

PaddedForm [trapint [-1, 1, 20], 7]
1.684017

Uporabimo lahko tudi funkcijo NIntegrate [ ], ki numeri¢no izracuna integral dane funkcije:

PaddedForm [NIntegrate [f[x], {x, -1, 1}], 7]

1.685402

Z GaussianQuadrature [] poiS¢emo tocke, s katerimi ra¢unamo pribliZek integralu in ustrezne uteZi:

<< NumericalMath'GaussianQuadrature’

Podamo Stevilo tock in meje intervala:

gq = GaussianQuadratureWeights [3, -1, 1]

{{-0.774597, 0.555556}, {0., 0.888889}, {0.774597, 0.555556}}
Priblizek je:
PaddedForm [Transpose [gq] [[2]] . f[Transpose [gq] [[1]]1], 7]

1.691079

Tocke, ki jih uporabimo za racunanje integralov v formulah Gaussovega tipa, so ni¢le ortogonalnega polinoma, ki ga konstru-
iramo podobno, kot smo naredili pri aproksimaciji funkcij, le da je skalarni produkt zdaj definiran tako:

b
(Pj» P) = [ w(x) pi(x) pi(x) dx,
kjer je w(x) uteZna funkcija. Numeri¢ni priblizek integralu funkcije f(x) na intervalu [a,b] je:
b—a ~n
8=~ k=1 Ck S (),
kjer so xnicle p,(x). Koeficienti c¢;so reSitve linearnega sistema:
b=axn i=[* id
TZk:l Ccr X! = fa w(x) x/ d x.

Na intervalu[-1,1] tako dobimo z utezno funkcijo w(x) = 1:

Clear|[p];
wix_]=1;
a=-1;
b=1;

pl-1, x_] =1; (* Zacetek rekurzije. x)
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(* Rekurzivno racdunanje polinomov. =*)
plk_, x_] :=p[k, x] = (x- (Integrate[tw[t] p[k-1, £t]*2, {t, a, b}]) /
(Integrate[w[t] p[k-1, t]*2, {t, a, b}])) p[k-1, x] -If[k>0, p[k-2, x]
Integrate[w[t] p[k-1, t]*2, {t, a, b}] / Integrate[w[t] p[k-2, t]*2, {t, a, b}], 0];

Za racunanje v treh tockah potrebujemo nicle polinoma p;(x) :

Expand [p[2, x]]

(*# Nic¢le polinoma sortirane po vrsti. x)
xk =x /. Sort [N[Solve[p[2, x] == 0, x]]]

{-0.774597, 0., 0.774597}

(* Matrika koeficientov linearnega sistema. x)
m= (b-a)/2Table[xk”*]j, {j, 1, 2}]

{{-0.774597, 0., 0.774597}, {0.6, 0., 0.6}}
m = Prepend[m, (b-a)/2{1., 1., 1.}]

{{1., 1., 1.3}, {-0.774597, 0., 0.774597}, {0.6, 0., 0.6}}

(* Desna stran linearnega sistema. %)
r = Table [Integrate [w[x] x*]j, {x, a, b}], {j, 0, 2}]

2
o0 2)
3
(* Koeficienti. =)
ck = LinearSolve [m, r]
{0.555556, 0.888889, 0.555556}
(* Numeriéni priblizek integrala. =*)
s=(b-a)/2sum[ck[[]]] £[xk[[3]11], {3, 1, 3}]

1.69108

Ce izra¢unane polinome normiramo tako, da velja p,(1) = 1, vidimo, da smo konstruirali Legendrove polinome:

1[n_, x_] :=p[n, x] /p[n, 1]

Expand[1[2, x]]

3x  5%°
-—

2 2

LegendreP [3, x]

3x 5 x3
-+

2 2
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