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OSNOVNO O MNOZICAH

1 Osnovno o mnozicah

1.1 Relacije vsebovanosti in enakosti

Za nase potrebe mnoZica pomeni skupino (zbirko, druzino, nabor,...) nekih
objektov. Ce mnozica A vsebuje objekt z, pravimo, da je = element mnozice
A in zapiSemo

x € A.

Dve mnozici sta enaki natanko tedaj, ko vsebujeta iste elemente. To zapiSemo
takole:
A=B =Vz(x€e A=z e B).

Ce mnozica A vsebuje vse elemente mnozice B (in morda Se kaksnega za
povrh), pravimo, da je B podmnoZica mnozice A in to zapisemo kot B C A:

BCA=Vz(xe B=>x€A).

Mnozici A in B sta torej enaki natanko tedaj, ko velja tako A C B kot
B C A. S simboli to zapiSemo kot

VAYB(A=B < AC BABC A)

Konéne mnoZice lahko dolo¢imo tako, da nastejemo vse njene elemente.
Na primer,

A:={2,3,5,7} ali X := {Sonce,Zemlja, Mesec}.

V splosnem mnozice podamo tako, da podamo pogoj za pripadnost. Na
primer,

P:= {z | z je naravno Stevilo, deljivo le z 1 in samim seboj}.
1.2 Operacije z mnozicami
Za dani dve mnozici A in B lahko definiramo njuno unijo in presek:
AUB={z|z€ AVz € B}, ANB={z |z € ANz € B}.

Ce mnozici A in B nimata nobenega skupnega elementa, je njun presek
mnozica, ki ne vsebuje nobenega elementa. TakSni mnozici pravimo prazna
mmnoZica in jo ozna¢imo s simbolom ().
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Za vsako mnozico A velja
PCA AUuhD=A in ANO=0.

Poleg operacij unije in preseka omenimo Se operaciji razlike in simetricne
razlike mnozic

A-B={z|ze ANz ¢ B}, A®B=(AUB)—-(ANB).

Mnogokrat je udobno v naprej izbrati mnozico vseh objektov, o katerih
zelimo govoriti. Taksni mnozici recemo univerzalna mnoZica in jo oznac¢imo
z U. Vse ostale mnozice so tedaj podmnozice mnozice . S pomocjo uni-
verzalne mnozice definiramo operacijo komplementa. Komplement mnozice
A vsebuje natanko tiste elemente univerzalne mnozice, ki jih A ne vsebuje:

A°={z|x & A}

Navedimo nekaj zanimivih lastnosti zgoraj definiranih operacij:

ANB=BnNA komutativnost preseka
AUuB=BUA komutativnost unije
(ANB)NC=An(BNC(C) asociativnost preseka
(AUB)UC =AU (BUCQ) asociativnost unije
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) distributivnost unije
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC) distributivnost preseka
(ANB) = A°U B¢ 1. de Morganov zakon
(AUB)“ = A°NB° 2. de Morganov zakon
AN(AUB)=A 1. absorbcijsko pravilo
AU(ANB)=A 2. absorbcijsko pravilo
ANA=A idempotentnost preseka
AUA=A idempotentnost unije
ANnh=10 presek s prazno mnozico
AUD=A unija s prazno mnozico

1.3 Presek in unija druzine mnozic

Poleg preseka in unije dveh mnozic v matematiki pogosto uporabljamo pre-
sek in unijo druzine mnoZic. Naj bo D mnozica, katere elementi so mnozice
(taksni mnozici ponavadi recemo druzina mnozic. Tedaj unijo druZine D
definiramo kot mnozico vseh tistih objektov, ki se pojavijo v vsaj eni od
mnozic iz D:

Up=JA={z344eDrzec A}
AeD
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Presek druzine D pa definiramo mnozic kot mnozico vseh tistih objektov, ki
so vsebovani v prav vsaki mnozici iz druzine D:

(D= () A={z|VA(AeD==zc A)}.
AeD

ZGLED. Naj bo D = {{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5}}. Tedaj je

=} in |JP={1,2,34,5}.

Dalje, za naravno Stevilo n definirajmo A, = {x | x € NAz > n}. Tedaj je

ﬂAn:(i) in UAn:N.

neN neN

1.4 Intervali v R

V matemati¢ni analizi igrajo pomembno vlogo mnozice realnih stevil, ki
lezijo med dvema predpisanima realnima Steviloma. TakSnim mnozicam
pravimo intervali. Definiramo ve¢ vrst intervalov, ki se lo¢ijo glede na to,
ali vsebujejo svoja mejna Stevila ali ne. Naj bosta a in b realni $tevili in naj
bo a < b. Tedaj definiramo:

[a,b] ={z |z € RANa <z <b} zaprti interval

(a,b) ={x |z eRANa <z <b} odprti interval

(a,b) ={z|z€eRANa<z<b} navzgor polzaprti interval

[a,b) ={z |z €eRAa<x<b} navzdol polzaprti interval

[a,00) ={z |z € RAa <z} navzgor neomejeni zaprti interval
(a,00) ={z|zeRAa<z} navzgor neomejeni odprti interval
(—oo,bl ={z|zeRANa <z} navzdol neomejeni zaprtii interval
(—o0,b) ={z |z €eRAa <z} navzdol neomejeni odprtii interval

ZGLED. Preveri, da velja

N0, =10 in (0,5]=0

mn
neN neN
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ZGLED. Preveri, da velja

U= 01

neN

1.5 Potencéna mnozica

Naj bo A dana mnozica. Mnozici, katere elementi so natanko vse podmnozice
mnozice A (vkljuéno s podmnozicama A in )) recemo potencéna mnoZica
mnoZice A. Ozna¢imo jo z oznako PA. Na primer, ¢e je A = {1,2}, potem
je

PA={0,{1},{2},{1,2}}.

Ni se tezko prepricati, da potenéna mnozica mnozice z n elementi Steje
natanko 2" elementov.
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1.6 Mnozice — vaje
1. Z matemati¢nimi simboli zapi$i naslednje mnozice:

(a) mnozico vseh lihih naravnih Stevil;

(b) mnozico vseh racionalnih stevil, ve¢jih od 1, katerih tretja po-
tenca je manjsa od 100;

(¢) mnozico skupnih veckratnikov stevil 12 in 20;

(d) mnozico vseh naravnih Stevil, ki so enaka kvadratu kakega celega
Stevila;

(e) mnozico vseh podmnozic mnozice naravnih stevil, ki vsebujejo

{0} kot svojo podmonozico.

2. S pomocjo standardnih ra¢unskih zakonov za presek, unijo in komple-
ment poenostavi naslednje izraze:
(a) (AN (BUA®))UB;
(b) (ANBNC)U(BNA)°NB;
(¢c) (A—B)UB)—(ANB).
3. Izracunaj naslednje preseke in unije neskonénih druzin mnozic (odgov-
ore utemelji):
o Upezlr:z € ZAN1—-2n <z <14 2n};
o Npezlz:x€ZAN1—-2n<x<1+2n};

n2+1],

9

b UnEN[nTH’
n+l

n
n2+1],

)

nnGN[ n n
d mnGN(nTilﬂnTH);
o Muenl5L, 721)

4. Naj bo A ={1,2,3,4,} in B = {3,4,5,6}. Zapisi presek potencénih
mnozic mnozic A in B.

5. Dokazi ali ovrzi naslednje trditve:
(a) P(ANB)=PANPB;
(b) P(AUB)=PAUPB,;
(c) P(A— B)=PA—-PB.



ODPRTOST, ZAPRTOST KOMPAKTNOST

2 Odprtost, zaprtost kompaktnost

V tem razdelku bomo opazovali mnozice v ravnini in prostoru, oziroma
splosneje, v n-razseznem prostoru R"™. Tocke prostora R"™ so urejene n-terice
(z1,...,2,) realnih stevil 2;. Ce je n = 2, si lahko taksne n-terice (1, x2)
predstavljamo kot tocke v ravnini, opremljeni s pravokotnim koordinatnim
sistemom. Podobno, ¢e je n = 3, si jih lahko predstavljamo kot tocke v
trirazseznem prostoru.

2.1 Razdalja in krogle v evklidskem prostoru

Ce sta x = (x1,29,...,2,) iIny = (y1,¥2,...,yn) dve tocki v R”, potem je
razdalja med njima enaka

dx,y) =+ —21)% + (2 — 22)% + ... + (Y — 7).

Mnozici R", opremljeni s tako definirano razdaljo, re¢emo tudi evklidski pros-
tor. Za tako definirano razdaljo velja tako imenovana trikotniska neenakost:

d(x,y) +d(y,z) > d(x,2z).

Mnozici tock, ki so od kake dane tocke x € R™ oddaljene za manj (ali
enako) od kakega danega pozitivnega stevila r, pravimo krogle. Natancneje,
mnozici

Ky (x) ={y e R" | d(x,y) <1}

recemo odprta krogla s polmerom r in sredis¢em x. Besedica odprta je dodana
zato, da poudari, da h krogli ne stejemo tudi tock na robu, tj. tock, ki so od
x oddaljene natanko r. Ce zelimo taksne tocke dodati, potem definiramo

K (x)={y eR":d(x,y) <1}

in govorimo o zaprti krogli.

2.2 Rob, notranjost, zunanjost

Naj bo A poljubna podnozica v R™. Tedaj za totko x € R™ recemo, da je
e notranja v A, brz ko obstaja r > 0, za katereka je K,(x) C A;
e zunanja za A, brz ko obstaja r > 0, za katerega je K,(x) C A;

e na robu A, Ge sta za vsak r > 0 preseka A N K, (x) in A N K,(x)
neprazna.
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Enostaven logic¢en premislek pokaze, da je vsaka tocka bodisi notranja
bodisi zunanja bodisi lezi na robu A. Mnozici vseh notranjih to¢k mnozice
A re¢emo notranjost A (oznaka: int(A)), mnozici vseh zunanjih tock re¢emo
zunangjost A (oznaka: ext(A)), mnozici robnih tock pa rob A (oznaka: 0A).

Oglejmo si zgleda, ki pokazeta, da lahko se za robno to¢ko mnozice A
lahko zgodi tako, da lezi v A, kot da lezi v AC.

ZGLED. Vzemimo mmozico A= {(z,y) | - 1<z <1A-1<y<1} CR2
Premislimo, da sta tocki x = (0,1) € A® iny = (1,0) € A na robu mnoZice
A.

Vzemimo poljuben r > 0 in si oglejmo krogli K,(x) in K, (y). Krogla K, (x)
vsebuje tocki (0,1 —r/2) in (0,1 + r/2), od katerih je prva v A, druga pa
v A®. To pomeni, da res za vsak r > 0 krogla K, (x) seka tako A kot AC.
Tocka x je zato na robu A. Podobno krogla K, (y) vsebuje tocki (1 —r/2,0)
in (14 17/2,0), od katerih je prva v A, druga pa v A®. Zato je tudi tocka y
na robu A. n

Mnozica A C R" je:

e odprta, Ce je vsaka njena tocka notranja (tj. ¢e ne vsebuje nobene robne
tocke);

e zaprta, ¢e vsebuje ves svoj rob.

Vecina (karkoli ze to pomeni) mnozic ni niti zaprtih niti odprtih, saj se
lahko zgodi, da mnozica vsebujo kako svojo robno tocko, ne pa vseh. Taksna
je, na primer, mnozica {(z,y) | -1 <x<1A-1<y <1} CR2

ZGLED. Odprta krogla K,.(x) je odprta mmoZica, zaprta krogla K,(x) pa
zaprta mnoZica.

Vzemimo poljubno tocko y € K,(x). Po definiciji krogle je d(x,y) < 7.
Naj bo 7' = (r — d(x,y)). Trdimo, da je K, (y) C K,(x). Res: vzemimo
poljuben z € K,/ (y). Iz trikotniske neenakosti sledi:

d(x,2) < dxy) +dy,2) < dGxy) + 5 (r — dxy) = S (dxy) +7) <7
To pomeni, da je z notranja tocka mnozice K,(x). Ker je bila z poljubna
tocka mnozice K, (x), je le-ta odprta mnozica.

Da dokazemo, da je K,(x) zaprta mnozica, je dovolj dokazati, da so vse
tocke izven K,.(x) zunanje, saj bo to pomenilo, da je vsaka morebitna robna
tocka vsebovana v K,(x). Vzemimo poljuben y ¢ K,(x) in definirajmo
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r" = 1(d(x,y) — r). S podobnim premislekom kot zgoraj dokazemo, da je

K, (y) C K,«(X)C. To pa zZe pomeni, da je K, (x) zaprta mnozica.
Za vajo premisli Se, da je rob krogle K, (x) ravno kroznica S,(x) = {y :
d(x,y) =r}. n

Naj bo A C R" poljubna mnozica. Tedaj mnozici AUJA pravimo zaprije
mmnoZice A. Ni tezko videti, da je zaprtje mnozice A zaprta mnozica in da
nobena njena prava podmnozica, ki Se vsebuje A, ni zaprta. Zaprtje mnozice
A je torej najmanjSa zaprta mnozica, ki vsebuje A.

2.3 Kompaktnost

Za podmnozice v R™, ki so vsebovane v kaki krogli K,(x), re¢emo, da so
omejene. Ostale mnozice so neomejene. Mnozicam, ki so tako zaprte kot
omejene, recemo, da so kompaktne. Nekaj zgledov kompaktnih mnozic:

e zaprte krogle K, (x);
e kroznice Sy(x);
e daljice.

In Se nekaj mnozic, ki niso kompaktne:

e odprte krogle K, (x); (niso zaprte)
e polravnine v R"; (niso omejene)
e premice. (niso omejene)

2.4 Odprtost, zaprtost, kompaktnost — vaje

1. Dolo¢i notranjost, rob in zunanjost naslednjih podmnozic v R?. Katere
od njih so zaprte, odprte, omejene, kompaktne? Dolo¢i njihova za-

prtja.
(@) {(z,y) | -1<z<yn-1l<y<ly
(b) {(z,y) | -1<z<yA-1<y<1}
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Dokazi naslednje:
2. (a) Unija dveh zaprtih mnozic je zaprta mnozica;
(b) Unija poljubne druzine odprtih mnozic je odprta mnozica;
(c¢) Unija poljubne druzine zaprtih mnozic ni nujno zaprta mnozica;
)

(d) Mnozica je odprta, ¢e in samo Ce je njen komplement zaprta
mnozica.
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3 Funkcije

V tem razdelku se bomo ukvarjali predvsem z realnimi funkcijami, torej
funkcijami, ki slikajo v mnozico realnih stevil. Vsaka funkcija je podana z
dvema parametroma: definicijskim obmodcjem in funkcijskim pravilom, pri
¢emer je definicijsko obmodje poljubna mnozica (navadno podmnozica v R
ali R™), funkcijsko pravilo pa napotek, ki vsakemu elementu iz definicijskega
obmocja priredi neki element iz R. Na primer, obi¢ajna kvadratna funkcija
je definirana nad definicijskim obmoé¢jem R in s pravilom z — 22, ki smo ga
vajeni pisati tudi kot f(z) = 22

Ce zelimo poudariti, da ima funkcija s funkcijskim predpisom f definici-
jsko obmocje enako D, napiSemo:

f:D—=R

Domenimo se Se, da funkcijam, ki so definirane na kaki podmnozici R™,
recemo funkcije n spremenljivk.

Kot vemo, pa v praksi definicijskega obmocja funkcije niti ne navajamo
eksplicitno. Na primer, ¢e napisemo f(x) = 22, potihem Ze predpostavimo,
da za definicijsko obmocje vzamemo najvec¢jo podmnozico mnozice realnih
Stevil, za katere je zgornji predpis smiselen. Taksnemu obmocju recemo tudi
naravno definicijsko obmocje. Ker je kvadrat 22 definiran za vsako realno
Stevilo x, je tako naravno definicijsko obmoéje predpisa f(x) = x? enako
mnozici R.

Funkciji f: D — R lahko priredimo graf

If={(z, f(x)) |z €D}

Ce je D C R, potem je graf I'f podmnozica ravnine R?, ki ima lastnost, da
jo vsaka navpi¢na premica seka seka v najve¢ eni tocki. Po drugi strani pa
je vsaka podmnozica R?, ki ima to lastnost, graf kake funkcije.

Seveda je s funkcijo njen graf natanko dolo¢en. Velja pa tudi obratno:
funkcija je natanko doloCena s svojim grafom. Zato je v matematiki navada,
da pojem funkcije in njenega grafa kar enacimo. Ce zelimo pojem funkcije
vpeljati povsem formalno, tedaj definiramo kar na taksen nacin:

Podmnozici f ravnine R?, za katero velja, da za vsak ¢ € R premica z
enachbo x = ¢ seka f v najve¢ eni tocki, recemo funkcija.

Poleg definicijskega obmocja Dy funkcije f, opazujemo tudi njeno zalogo
vrednosti, definirano takole:

Zy ={f(z) |z € D},
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oziroma sploSneje, za A C D definiramo f-sliko mnozice A takole:

[7(A) ={f(z) | = € A}.

Ce je f funkcija ene spremenljivke in poznamo njen graf (kot mnozico
v R?), potem definicjisko obmogje D dolobimo kot pravokotno projekcijo
grafa na z-os, zalogo vrednosti Z; pa kot pravokotno projekcijo grafa na
y-0s.

3.1 Injektivnost in inverz

Ce je f funkcija n spremenljivk, potem ze po definiciji velja, da za vsak
x € R™ obstaja najve¢ en y € R, da je y = f(x). Pri tem pa ni nujno res, da
bi za vsak y € R obstajal najve¢ en z, za katerega je y = f(x). Funkcijam,
ki vseeno imajo to lasntost, reemo, da so injektivne.

DEFINICIJA 3.1 Ce za funkcijo n spremenljivk f velja, da za vsak y € R
obstaja najve¢ en x € R", za katerega je y = f(z), potem recemo, da je
funkcija f injektivna.

Funkcija f ene spremenljivke je injektivna, ¢e vsaka vodoravna premica
seka graf I'f v najve¢ eni tocki.

Pojem injektivnosti funkcije je tesno povezan tudi s pojmom praslike.
Naj bo f funkcija in b € R. Tedaj mnozici

Fo) = {a: fx) = b}

reCemo f-praslika Stevila y. Podobno, ¢e je B C R, potem definiramo
f7(B) = {z: f(z) € B}.

ZGLED. Najbo f: R — R, f(x) = 2. Doloci praslike elementov —1,0 in 4
ter intervala [—4,4].

RESITEV: F(—1) = 0, F(0) = {0}, £~ (4) = {~2,2} in f([-4,4)) =
[0, 2]. u

Praslika f<(b) je lahko prazna (Ce b ¢ Z¢), lahko vsebuje en sam ele-
ment, lahko pa tudi ve¢. Ocitno velja, da je f injektivna, Ce in samo ¢e za
vsak b € R praslika f<(b) vsebuje najve¢ en element.

11
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Od tod sledi, da lahko vsaki injektivni funkciji f priredimo ¢nverzno
funkcijo f~1, ki dani element y € Z # preslika v tisti natanko doloceni element
x € R, za katerega je f< (y) = {z}, oziroma f(z) =y.

Definicijsko obmo¢je inverzne funkcije f~! je ravno Z, njena zaloga
vrednosti pa je Dy:

Zp-1=Dy,  Di1=2

Ce je injektivna funkcija ene spremenljivke predstavljena z njenim grafom,
potem njen inverz dobimo tako, da jo prezrcalimo preko simetrale lihih kvad-
rantov.

ZGLED. Naj bo
f:R—=R, f(z) =2z —1.

Iz formule vidimo, da gre za premico, ki gre skozi tocki T1(0,—1) in To(1,1).
Sledi, da je Dy = Zy = R. Ce taksno premico sekamo s poljubno vodor-
avno premico, dobimo v preseku natanko eno tocko. Torej je f injektivna.
Poiséimo ji inverz.

Inverzna funkcija f~! preslika v izbrani z ravno vrednost funkcije f(z),
torej 2z — 1. Se pravi f~1(2z — 1) = x za vsak = € Z; = R. Ce oznacimo
y=2x—1in izrazivmo x z y, dobimo x = yTH Se pravi, f~1(2x — 1) =
flly)=a= y—;rl Ce spremenljivko y preimenujemo v z, dobimo:

z+1

LR =R, fHx) = 5

Torej inverzna funkcija je spet premica, ki pa gre tokrat skozi tocki (—1,0)
in (1,1) (torej ravno skozi tocki, ki ju dobimo iz T in T3 z zrcaljenjm preko
simetrale lihih kvadrantov). Prepri¢ajmo se se, da je (f~!)~' = f. Po
definiciji inverzne funkcije, preslika funkcija (f~!)~! v izbrani € R ravno
vrednost funkeije (f71)(z), torej Z+t. Ce oznagimo y = ZH
z 7, dobimo z = 2y — 1. Se pravi, (f~1)"!(y) = 2y — 1 in ¢e preimenujemo
spremenljivko y v , ugotovimo, da je (f71)~!(x) = f(z) za vsak z € R. Se

pravi, (f~1)~1 = f. n

in izrazimo x

3.2 Operacije nad funkcijami

V tem razdelku si bomo ogledali ve¢ na¢inov, kako iz ene ali dveh funkcij
dobiti novo funkcijo. Pri¢nimo z operacijo skrcitve funkcije.
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Skrcitev funkcije

Ce je f funkcija in A podmnozica defincijskega obmocja Dy, potem lahko
definiramo novo funkcijo

fla=A(z,y): z € A, (2,y) € [},

ki ji recemo skréitev funkcije f na mnoZico A. Ker je skéritev f|4 o¢itno
podmnozica funkcije f, to pomeni, da ostane funkcijsko pravilo funkcije f
veljavno tudi pri njeni skréitvi. Pri tem pa zmanjSamo definicijsko obmocje
funkcije f. Skrcitev funkcije se od funkcije torej razlikuje le po tem, da ima
manjsSe definicijsko obmocje.

Na prvi pogled operacija skréitve nima pravega smisla: Zakaj bi kréili
definicijsko obmocje funkcije? Glavni razlog ti¢i v tem, da lahko funkcija,
ki ni injektivna, po skréitvi postane injektivna. Injektivnim funkcijam pa
lahko iS¢emo inverzne funkcije.

ZGLED. Oglejmo si funkcijo f: R — R, f(z) = 22, in ji skréimo definicijsko

obmocje tako, da bo postala injektivna. Kaj je inverz tako skréene funkcije?

Funkcija f ni injektivna, kot smo ugotovili v enem od prejsnjih zgledov. Ce
pa jo skréimo na interval [0, 00), dobimo funkcijo

f’[O,oo): 0,00) = R, f(x)= z2,

ki je injektivna. Njen inverz je obicajna korenska funkcija, ki nenegativno
realno stevilo z preslika v kvadratni koren /z. Korenska funkcija \/~ torej ni
inverz kvadratne funkcije f, kot bi kdo mislil, temvec njene skréitve f|i )-
Ker je Dy, ., = [0,00) in je Zfloe) = [0,00), je tudi D - = [0,00) in
Z, = [0,00). Graf funkcije / dobimo tako, da graf skrcene kvadratne
funkcije f |[0700) prezrcalimo preko simetrale lihih kvadrantov. ]

Kompozitum funkcij

Cesta f: A— Rin g: B — R dve funkciji, lahko definiramo novo funkcijo
z definicijskim obmocjem C' = g~ (Dy N Z;) in predpisom

(fog)(z) = flg(x)).

13
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ZGLED. Najbo f:R =R, f(z) =22 ing: R - R, g(z) =z + 1. Kaksni
funkciji sta kompozita fog in go f?

Pois¢imo najprej definicisjko obmocje kompozita fog. Ker je Dy N Z, = R,
je g7 (DN Zy) = g (R) = R in zato Doy = R. Funkcijsko pravilo dobimo
tako, da v funkcijsko pravilo za f namesto = vstavimo g(z) = z+ 1. Dobimo

(fog)(x) = (z+1)?=2® 422+ 1.

Oglejmo si ze kompozitum v obratnem vrstnem redu, g o f. Ker je
DyNZ¢ =[0,00) in ker je f([0,00)) =R, je Dyor = R. Funkcijsko pravilo
funkcije g o f dobimo tako, da v pravilo za g vstavimo f(z) = 2% namesto.
Dobimo:

(go f)(z) =2®+1.

Definicijsko obmocje in zalogo vrednosti kompozita najlazje dolo¢imo,
¢e zaloga vrednosti druge funkcije sovpada z definicijskim obmocjem prve.
Torej, ce je Dy = Z,, potem je Dyog = Dy in Zfoqg = Zy.

Kompozitum inverzne funkcije f~' z originalno funkcijo f je vedno
identicna funkcija. Natancneje, ¢e je f: A — R in je B = Zj, potem
je

foft=idg in  flof=idy.

Vsota, produkt in kvocient funkcij

Dvema realnima funkcijama realne spremenljivke pa lahko priredimo novo
funkcijo tudi na druga¢ne nacine. Naj bosta f: A — Rin ¢g: B — R funkciji
in ozna¢imo C' = AN B. Tedaj lahko definiramo:

e (f+9): C=R, (f+9)(@)=fz) +g(x),
° (f9):C =R, (fg)(x)=f(z) g(=),
e LiC\{z|g(a) =0} >R, (L)) =Y.

N
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ZGLED. Naj bosta f in g funkciji podani z definicijskim obmodji in predpi-
som takole:

f:]0,00) = R, f(zx) =242 g: R R, g(z) =2 -1.

Poiséi njuni vsoto, produkt in oba kvocienta.

Ocitno je:
o (f+9):[0,00) =R, (f+g)lo)=v+2+2°-1=2"+z-1,
o (fg):[0,00) =R,  (fg)(x) = (z+2)(2? 1) =2’ +22° —2 -2,
o 0,00\ {1} =R, f(x)= 55

3.3 Vaje iz funkcij na splosno

1. Dolo¢i naravna definicisjka obmocja naslednjih predpisov:

(a) fl2) = 25

(b) fla) = Va? T

(¢) f(x) = log(a? — 3z — 4);
(@) fla,y) = 22

(&) flay) = v/I—a?— 4.

2. Naj bo f: D — R poljubna funkcija ene spremenljivke. Za vajo
premisli ali za poljubni mnozici A, B C R velja naslednje. Za enakosti,
ki ne drzijo, poiSc¢i protiprimer in morebitno dodatno lastnost f, ki bi
zagotovila enakost. Ali velja vsaj vsebovanost v kako od obeh smeri?

(a) f7(ANB) = f=(A) N f7(B);
(b) fT(AUB) = f(A)Uf7(B);
(c) f7(ANB) = f7(A)Nf7(B);
(d) f7(AUB) = f7(A)Uf7(B)

NamiG: Veljajo tocke (a), (b) in (d), tocka (c) pa velja le kot vsebo-
vanost z leve proti desni, v celoti (kot enakost) pa le v primeru, ko je
f injektivna.
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(a) f:R—=R, f(z) = L5
(b) f:R—R, f(x) =2?—2—2;
(c) f: R =R, f(x) =log(l + z?).
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3.4 Pregled elementarnih funkcij
Konstantne funkcije

Za vsako stevilo ¢ € R lahko definiramo konstantno funkcijo v.: R — R,
definirano s predpisom ~.(z) = c.

Konstantne funkcije niso niti injektivne niti surjektivne. Zaloga vred-
nosti vsebuje natanko eno Stevilo: c.
Identi¢cna funkcija
Identi¢na funkcija id: R — R je definirana s predpisom id(z) = x. Identi¢na
funkcija je bijektivna in je enaka svojemu inverzu: id ™! = id.
Potenéne funkcije in korenske funkcije

Prudukt identi¢ne funkcije s seboj je kvadratna funkcija:
id-id: R > R, (id -id)(z) = id(z) - id(z) = z -z = 2.

Ce tako dobljeno kvadratno funkcijo se enkrat pomnozimo z identiteto, do-
bimo kubicno funkcijo:

id-id-id: R = R, (id -id -id)(z) = id(z) - id(z) -id(z) =z -z -2 = 2.

17

V splosnem, ¢e identiteto n-krat pomnozimo samo s seboj, dobimo potencno

funkcijo eksponenta n € N.

Potencna funkcija fo,_1 z lihim ekponentom
an_li R — R, X = $2n71,

je injektivna, zato ji lahko pois¢emo inverzno funkcijo, ki jo imenujemo
korenska funkcija stopnje 2n — 1 in oznac¢imo takole:

w3/ R—R.
Potenc¢na funkcija fo,, s sodim eksponentom
fon: R > R, T — 2,

ni injektivna. Slika Zy,, je enaka mnozici [0, 00). Ce funkciji skréimo defini-
cijsko ombocje na interval [0, o), dobimo injektivno funkcijo

fonljo,00) 1 [0,00) = R, e L
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katere inverzna funkcija je korenska funkcija sode stopnje:
%/~ 1 [0,00) = R.
7 nekaj dela bi se prepricali, da pri poljubnih @ > 0 in m,n € N velja
naslednja enakost:
Var = */a".

To nas napelje na naslednjo poenostavitev zapisa kompozita korenske in

potenc¢ne funkcije:
am == Va" = /d".

S tem smo raz8irili pojem potence pozitivnega realnega Stevila z naravnih
eksponentov na pozitivne racionalne potence. Z dogovoroma

;=1 in aiT::%, a,r>0,reQ
razsirimo definicijo potence a” pozitivnega realnega Stevila a na vse racionalne
eksponente 7.

Naj bo nazadnje = poljubno realno stevilo. Najbo R, ={r € Q | r < z}
in oznac¢imo z af** mnozico {a” | » € R,;}. Ce je a < 1, je mnozica a®
navzdol omejena, ¢e pa je a > 1, je a® navzgor omejena. V prvem primeru
definiramo a® := inf af**, v drugem pa a® := supaf®. S tem smo definicijo
potence a” pozitivnega realnega Stevila a razsirili z racioanlnih na poljubne
realne eksponente x.

Ni se tezko prepricati, da pri tem ostanejo v veljavi vsa obic¢ajna racunska
pravila - pri poljubnih a,b > 0, z,y € R velja:

x

a _
(a®)Y =a™, a® - a¥ =a*tY, — = a® Y, (ab)* = a™b".
a
Polinomi
Ce nekaj funkcij fi, fo, . . ., fn pomnozimo s konstantnimi funkecijami Yers Vegs - - -

nato pa dobljene funkcije seStejemo:

Yer f1 + Ve o + oo+ Ve [,

dobimo funkcijo, ki ji pravimo linearna kombinacija funkcij fi, fo,..., fn s
koeficienti ¢y, ca, . . ., cp.

Linearni kombinaciji potencih funkcij in konstantne funkcije v recemo
polinom:

p(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,z"” aQ, A1, - -+, 05 € R.

» Vens
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7 drugimi besedami, polinomi so funkcije, ki jih dobimo iz konstant in iden-
titete z mnozenjem in seStevanjem.

Ker so konstantne funkcije in identiteta definirane za vsa realna Stevila,
so zato za vsa realna §tevila definirani tudi njihovi produkti in vsote, torej
polinomi. Polinomi (razen izjemoma) niso injektivni.

Ce je p polinom, mnozici {x | p(z) = 0} re¢emo mnoZica nicel polinoma
p. Iskanje nicel polinoma je naceloma tezak postopek, in ¢e nimamo velike
sreCe, pri n > 5 celo neresljiv problem. Priblizke nicel lahko sicer poiséemo s
pomodjo razlicnih numeriénih prijemov (ki jih tu ne bomo omenjali). Ce pa
ima polinom kako racionalno niclo, jo lahko pois¢emo s pomocjo naslednje
trditve.

TRDITEV 3.2 Naj bo p(z) = ag +a1x + asx? + ...+ a,x" poljuben polinom
stiopnje n s celimi koeficienti a;. Ce je g, p € Z, q € N, racionalna nicla
polinoma p (in sta stevili s in q tuji), tedaj s deli ap, q pa a,.

Ko poistemo kako racionalno ni¢lo, denimo r € Q, p(r) = 0, lahko
polinom p(z) delimo z linearnim polinomom z — 7 in dobimo polinom p; (x)
stopnje n — 1. Nicle polinoma p;(z) so hkrati nicle polinoma p(x) in vsaka
ni¢la polinoma p(z) razliéna od r je hkrati ni¢la polinoma p; (x). Iskanje nicel
polinoma p(x) lahko torej nadaljujemo z iskanjem nicel polinoma p; ().

Preverjanje, ali je dano racionalno Stevilo r res nic¢la polinoma, in deljenje
s polinomom x — r lahko opravimo s pomoc¢jo Hornerjevega algoritma.

Racionalne funkcije

Ce sta p in ¢ dva polinmoma, potem funkciji g recemo racionalna funkcija.
Naj bo P mnozica tistih realnih stevil x, za katere je ¢(z) = 0. Tedaj je
definicijsko obmocje racionalne funkcije % enako R\ P. Stevilom P re¢emo
poli funkcije g.
surjektivne.

Racionalne funkcije v sploSnem niso niti injektivne niti

Eksponentna funkcija in logaritemska funkcija

Najboa > 1ina # 1. V razdelku o potenéni funkciji smo definirali potenco
a® za vsako realno Stevilo x. Tedaj je eksponentna funkcija z osnovo a
definirana takole:

exp,: R > R, exp, () = a”.

Naravno definicijsko obmocje ekponentne funkcije so vsa relna Stevila. Last-
nosti:

19
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i) Zexp, = (0,00),

ii) exp, je narascajoca za a > 1 in padajoca za a < 1, (zgled za a = 1/2
ina=2)

iii) Eksponentna funkcija je injektivna.

Zadnja lastnost nam omogoca, da definiramo inverz eksponetne funkcije.
Inverzni funkciji pravimo logaritemska funkcija z osnovo a:

log,: (0,00) — R, log, = exp,'.
Lastnosti:
1) Zloga = Dexpa =R,

ii) log, je narascajoca za a > 1 in padajoca za a < 1, (zgled za a = 1/2
ina=2)

iii) Logaritemska funkcija je bijektivna.

V informatiki igrata med ekponetnimi in logaritemskimi funkcijami naj-
pomembnejSo vlogo tisti z osnovo 2. Zaradi dejstva, da v vsakdanjem
zivljenju obicajno uporabljamo desetiski Stevilski sistem, je poleg osnove
2 pogosto uporabljana tudi osnova 10. V tehnic¢ni literaturi pogosto z oz-
nako log oznacujejo ravno logaritem log;,. Mi se bomo domenili drugace.
V matematiki se namre¢ izkaze, da je med vsemi osnovami najprikladnejsa
osnova e, kjer je e = lim(1 + 1/n)". Logaritmu z osnovo e retemo tudi
naravni logaritem. Za naso rabo bomo zapis osnove pri naravnem logaritmu
izpuscali in pisali kar log namesto log,, desetiski logaritem pa bomo striktno
pisali z log;y. Omenimo Se, da je v tehniéni literaturi naravni logaritem
navadno oznacen z In.

Prehajanje med logaritmi z razliénimi osnovami nam omogoca formula

_ logy(x)
log, (z) = logbw'

Poleg zgornje formule veljajo Se naslednja rac¢unska pravila:

log, (zy) = log,(x)+log,(y) ,loga(g) = log, (z)—log,(y) ,1og, (b") = xlog, (D).
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Kotne funkcije

Kotnih funkcij ne bomo definirali na povsem korekten nacin, saj se bomo
sklicevali na geometrijske pojme, kot so: dolzina krivulje, kot in orientacija.

Naj bo K = {(z,y) | 22 + 3?} enotska kroznica v ravnini R%. Naj bo
xz € R in odmerimo dolzino |z| od tocke (1,0) po kroznici K v nasprotni
smeri urinega kazalca (e je x > 0) oziroma v smeri urinega kazalca (ce
je z < 0). Ordinato tocke, do katere prispemo, ozna¢imo s sinz in jo
imenujemo sinus kota x. Abscisa dobljene tocke je tedaj kosinus kota x in
ga oznaCimo s cosz. Na ta nacin dobimo kotni funkciji sinus in kosinus:

sin: R >R, cos: R —R.

Z definicijskim obmoé¢jem enakim mnozici R in zalogo vrednosti [—1, 1].
Iz geometrijskih razlogov veljajo naslednje zveze med sinusno in cosi-
nusno funkcijo:

e cos(z) = sin(§ — ),
e sin?(z) + cos?(x) =1,
e sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

e cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),

e sin(x) + sin(y) = 2sin(22ﬂ) cos(5Y),

e cos(z) + cos(y) = 2 cos(ZEY) cos(ZHL),
o cos(z) — cos(y) = —25in(E5L) sin(%5Y),

Poleg funkcij sin in cos med kotne funkcije pristevamo tudi funkciji

sin . CcoS
tan = — n ctg = —.
cos sin

Pri tem velja:
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i) Dian =R\ {7n/2 +kr | k € Z}, Detg = R\ {km | k € Z};

i) Zian = thg =R;

iii) tan(x + y) = (tan(x) + tan(y))/(1 — tan(x)tan(y));

)
)
)
iv) tan(—z) = —tan(z), ctg(—z) = —ctg(x);
Nekaj nalog:
1. Izracunaj cos(), ¢e ves, da je sin(z) = —i in ?ﬂf <z < 2m;
2. Resi enacbe:
(a) 2sin?(z) + sin(z) = cos(x) + sin(2z);
(b) 4sin(z) 4+ 3cos?(z) = 3;
(c) sin(2z) = sin(2z + §).
Kotne funkcije so periodicne.

DEFINICIJA 3.3 Funkcija f: R — R je periodi¢na s periodo w, Ce za vsak
xz € Rvelja f(r4+w) = f(x—w) = f(z). Perioda w je osnovna, ¢e ni naraven
veckranik kake druge periode.

TrRDITEV 3.4 Funkciji sin in cos sta periodi¢ni z osnovno periodo 2w, funkciji
tan in ctg pa z osnovno periodo .

Ker so kotne funkcije periodi¢ne, seveda niso injektivne. Ce zelimo doseci
injektivnost kotnih funkcij, moramo skréiti njihovo definicijsko obmocje. Na
ta nacin pridemo do inverznih funkcij, ki jim pravimo kroZne funkcije.

Krozne funkcije

Skréimo definicijsko obmocje funkcije sin na interval [—m/2,7/2]. Skrcena
funkcija sin \[_W /2,x/2] je narascajoca in zato injektivna. Njen inverz oznacimo

arcsin: [—1,1] = R, arcsin = (sin \[_W/Q’ﬂ/g])_l.

Podobno dobimo funkcije arccos, arctan in arcctg kot inverze skréitev funkcij
cos, tan in ctg:

arccos: [—1,1] - R, arccos = (cos \[Oyﬂ])_l ,
arctan: R — R, arctan = (tan|[,,,/27,r/2})*1 ,

arcctg: R - R, arcctg = (Ctg|[0,w])71 .
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4 Teorija stevil

Teorija stevil se ukvarja s celimi Stevili. Mnozico celih Stevil zapiSsemo kot
7 =1{0,1,-1,2,-2,3,-3,.. .}
in jo razdelimo na mnozico naravnih Stevil
N={1,2,3,...,},
mnozico negativnih celih Stevil
N~ ={-1,-2,-3,...}

in mnozico, ki vsebuje le stevilo 0.

4.1 Delitelji in veckratniki
Med najosnovnejse pojme teorije Stevil sodi pojem deljivosti.

DEeFINICIJIA 4.1 Celo stevilo m deli celo stevilo n, ¢e in samo ¢e obstaja
taksno celo stevilo k, da je n = km. V tem primeru pisemo m | n in re¢emo,
da je m delitelj stevila n, da je n deljiv s Stevilom m in da je n veckratnik
Stevila m.

Opazimo, da je 0 veckratnik vsakega celega Stevila (saj je 0 = 0-m za
vsak m € 7Z) in da je edino $tevilo, ki ga 0 deli, stevilo 0 (saj je k-0 =0 za
vsak k € Z). Po drugi stran pa Stevili 1 in —1 delita prav vsa cela stevila
(sajjen=mn-1inn = (—n)-(—1) za vsak n € Z) in poleg stevil 1 in —1
nimata prav nobenih drugih deliteljev.

Naj bosta m in n poljubni stevili. Tedaj najvecje naravno Stevilo, ki
deli tako m kot n ozna¢imo z ged(m,n) in ga imenujemo najvecji skupni
delitelj stevil m in n. (Oznaka ged izvira iz angleskega poimenovanja greatest
common divisor). Najmanjse naravno Stevilo, ki je deljivo tako z m kot z
n, pa imenujemo najmanjsi skupni veckratnik stevil m in n in ga oznac¢imo
z lem(m,n) (angl. least common multiple). Celi stevili m in n sta tuji, e
velja ged(m,n) = 1.

Omenimo Se, da je relacija deljivosti tranzitivna relacije. Natanc¢neje,
velja naslednje:

TRDITEV 4.2 Cer | m inm |n , tedajr | n.

DokaAz: Iz definicije deljivosti sledi, da obstajata celi stevili k in ¢, za
kateri je m = kr in n = ¢m. Tedaj pa je n = £kr, od koder sledi, da je n
deljiv z r. [ |
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Funkciji div in mod

Naj bo n poljubno celo Stevilo in m poljubno nenicelno celo stevilo. Kot
smo ze opazili, kvocient n/m tedaj ni nujno celo Stevilo, kar pomeni, da v
mnozici celih §tevil obi¢ajna operacija deljenje ni dobro definirana. Namesto
obicajnega deljenja zato vpeljemo operacijo celostevilskega deljenja, ki Ste-
viloma n in m priredi celostevilski koliénik k = ndivm ter ostanek r =
nmodm. Celostevilski koli¢nik k£ in ostanek r sta natanko dolocena s pogo-
jem:

n=km+r; k,reZ, 0<r<|m|-1.

4.2 Prastevila

DEFINICIJA 4.3 Od 1 razliéno naravno Stevilo je prastevilo, ¢e poleg samega
sebe in 1 ne premore nobenega drugega naravnega delitelja.

TRDITEV 4.4 Vsako od 1 razlicno naravno stevilo je deljivo z vsaj enim
prastevilom.

DokAz: Dokaz bo potekal z indukcijo na naravno stevilo n. Za n =
1 trditev ne trdi niCesar, za n = 2 pa je pravilna, saj je 2 res deljiv s
prastevilom, namre¢ kar z 2. Privzemimo torej, da je n > 3 in da je vsako
naravno Stevilo, ki je manjse od n, deljivo s kakim prastevilom. Dokazati
moramo, da tedaj isto velja tudi za Stevilo n.

Ce je n prastevilo, tedaj je deljivo s prastevilom n. Ce n ni prastevilo,
tedaj je deljivo s kakim naravnim Stevilom m, 2 < m < n—1. Po indukcijski
predpostavki je m deljiv z nekim prastevilom p. Tedaj pa iz Trditve 4.2 sledi,
da p deli n. [ |

TRDITEV 4.5 Prastevil je neskon¢no mnogo.

DokAz: Pa recimo, da jih je le kontno mnogo; oznacimo jih s pq,
P2, ..., Pn. Oglejmo si stevilo m = pips...pm + 1. OCitno je m vecji od
vsakega od prastevil p;, zato ni prastevilo. Iz Trditve 4.4 tedaj sledi, da je
p deljiv s kakim prastevilom; denimo s p;. Tedaj je

m =pi1...0-1PiPi+1---Pm + 1 = kp;

za kak k € Z, in zato 1 = p;(k — p1...Pi—1Di+1---Pm)- To pa je nemogoce,
saj 1 ni deljiv z nobenim prastevilom, torej tudi ne s p;. [ |
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DEFINICIJA 4.6 Najbodo p1,po, ..., pr poljubna, paroma razli¢na prastevila
in ai,...,a; poljubna naravna stevila. Tedaj zapisu

a1, g
n_p11p22...pk

pravimo razcep Stevila n na prafaktorje.

TRDITEV 4.7 Vsako od 1 razli¢no naravno Stevilo premore razcep na prafak-
torje. Razcep je do vrstnega reda faktorjev en sam.

Vcasih je priroc¢no v razcep naravnega Stevila n vrini Se kako prastevilo, s
katerim n ni deljiv; tako prastevilo mora seveda v razcepu nastopati z ekspo-
nentom 0. Na ta na¢in omogoc¢imo, da poljubni dve naravni §tevili a,b € N
zapisemo z naborom istih prastevil: a = p{'p5?---pp*, b = pf1p§2 . -p'gk,
«;, B; > 0. S pomocjo razcepa na prafaktorje lahko dokazemo ve¢ zanimivih
trditev:

TRDITEV 4.8 Naravno Stevilo m deli naravno Stevilo n, ¢e in samo e za
njuna razcepa na prafaktorje velja naslednje:

n=p'ps?---ppk, m:p?1p§2-~-p£’“, b; < a; zavsaki € {1,...,k}.

TRDITEV 4.9 Naj bodo a,b in ¢ poljubna cela stevila. Ce sta a in b tuji
Stevili in ¢e a deli be, tedaj a deli c.

TRDITEV 4.10 Naj bosta a in b poljubni celi Stevili in ¢ njun skupni delitelj.
Tedaj je ged(%, %) = 84(@bh),

c

Iz zgornje trditeve neposredno sledi, da sta za poljubni celi stevili a in b
. .- . b .
Stevili gcd?a,b) n ) tuji.

Racunanje gcd in lem s pomoéjo razcepa na prafaktorje

Vzemimo naravni stevili m in n. Ce je katero od njih enako 1 (denimo
n = 1), potem je o¢itno

ged(m,1) =1 in lem(m,1) = m.

Predpostavimo sedaj, da je m,n > 2. Naj bodo py, ..., p, tista prastevila,
ki delijo tako m kot n. Tedaj imata razcepa Stevili m in n na prafaktorje
obliko

« n 4 o
(& oY v
n = pllpg 'Tll‘.'T€é7

25



26

TEORIJA STEVIL

pri cemer je g; # rj za vsak par indeksov 7, j. V tem primeru velja:

ged(m,n) = pllni“{alﬁﬁl} ... pmin{an,fn}
lcm(m, ’I’l) = prlnax{al”gl} .. ‘pglax{an,ﬂn} . q?l . ng . 7"1“ - rzé

Od tod neposredno sledi naslednje:
TRDITEV 4.11 Za poljubni naravni Stevili m in n velja enakost
ged(m,n) - lem(m,n) = mn.

4.3 Diofantske enacbe

Enacbe, pri katerih is¢emo zgolj celostevilske resitve, se imenujejo diofantske
enacbe. Oglejmo si nekoliko podrobneje linearne diofantske enacbe, torej
enacbe oblike

a1x1 + asxo + ... + apT, = C, ()
kjer so a;, ¢ = 1,...,n, in ¢ poljubna cela stevila, z;, ¢ = 1,...,n, pa
neznanke. Resitev enacbe (*) je vsaka n-terica (x1,...,xzy) celih stevil, ki

zadosca (x).
Oglejmo si najprej primer, ko imamo eno samo neznanko:

ax =c, a#0. (+)

Ce bi dopuséali tudi racionalne resitve, bi zgornja enacba imela natanko eno
resitev, namre¢ z = c¢/a. Ker pa nas pri diofantskih ena¢bah zanimajo le
celostevilske resitve, bo imela diofantska enacba (+) resitev tedaj in le tedaj,
ko bo a delil ¢ (in bo zato ¢/a celo stevilo).

Nekoliko bolj zanimiva je linearna diofantska ena¢ba z dvema neznankama:

ar+by=c, a,b#0. (x).

Premislimo najprej, kako je z racionalnimi resitvami. Ker je a # 0, lahko
zgornjo enakost preoblikujemo v x = (¢ — by)/a. To pomeni, da lahko za
poljuben y najdemo ustrezen x, tako da bo par (z,y) resil enacbo (x).
Racionalnih resitev enacbe (x) je torej neskonéno mnogo pri poljubnih ko-
eficientih a, b in c.

Ce pa zahtevamo, da so resitve celostevilske, pa se pojavi tezava, saj
stevilo x = (¢ —by)/a niti pri celostevilskih y ni nujno celo. Velja pa nasled-
nje:
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IZREK 4.12 Diofantska enacba
ax +by=c, a,b#0, (x)

je resljiva, ¢e in samo ce je Stevilo ¢ deljivo z najvecjim skupnim deliteljem
Stevil a in b. V tem primeru je resitev neskonéno mnogo. Ce je (o, yo) neka
resitev enacbe (x), so ostale resitve enacbe (x) oblike

x=x0— kb, y=uyo+kd, ke,
kjer je a’ = a/ ged(a,b) in b’ = b/ ged(a,b).

Doxkaz: Obstoj resitve, v primeru, da ged(a,b) deli ¢, bomo pokazali v
nadaljevanju, ko bomo predstavili postopek za iskanje resitve. Osredoto¢imo
se torej na preostale trditve iz izreka.

Denimo, da je enacba (x) resljiva. Tedaj obstajata taksni stevili zg, yo €
7, da je axg + bxg = c. Ce je m poljuben skupni delitelj stevil a in b, tedaj
je a =1rm in b = tm za neki celi stevili r in ¢, in zato

¢ = axo+ byy = rmxo +tmyy = (rxo + tyo)m.

Od tod sledi, da vsak skupni delitelj stevil a in b (tudi ged(a, b)) deli c.
Naj bo (xg,yo) poljubna resitev enacbe (x) in x = xo — kb', y = yo + ka’
za neko celo stevilo k. Tedaj je

ax + by = a(zg — kb') + b(yo + ka') = axg + byo = c,

kar dokazuje, da je tudi (z,y) resitev enacbe.

Dokazati moramo le Se, da je res vsaka resitev enacbe (x) oblike z =
xo + kb, y = yo — ka’. Pa naj bo (x1,y1) Se neka resitev enacbe (x). Tedaj
je (axo+byo) — (axy +byy) = 0, in zato a(zo — 1) = b(yy —yo). Ce iz slednje
enakosti pokrajSamo najvecji skupni veckratnik stevil a in b, dobimo

a'(xo —x1) = b (y1 — yo)-

Iz trditve 4.10 sledi, da sta stevili @’ in b’ tuji. Tedaj pa iz trditve 4.9 sledi,
da je k = (y1 — yo)/a’ celo stevilo. Pri tem velja

;o (y1 —yo)b' _ o _
ro—kb = To— T = xo—(xo—x1) = 21, Yo+ka = yo+(y1—v0) = Y1,

in resitev (x1,y1) je res zahtevane oblike. [ |
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4.4 Razsirjeni Evklidov algoritem

Razsirjeni Evklidov algoritem uporabljamo za ra¢unanje najvecjege skup-
nega delitelja danih celih $tevil in za reSevanje linearnih diofanstskih enacb
z dvema neznankama. Sam postopek lahko opiSemo takole:

VHODNI PODATEK: Par (a,b) nenicelnih celih stevil.

(Tﬂv Zo, yO) = (CL, 17 0)7
(rla X1, yl) = (ba 05 ]-),
1:=1;
dokler r; # 0 izvajaj
1:=14 1;
k‘l‘ =Ti—9 diV Ti—1;
(ris iy i) i= (T2, T2, Yi—2) — ki(ric1, Tim1, Yi—1);
konec zanke

VRNI: (751, Zi—1, Yi—i)-

TRDITEV 4.13 Naj bosta a in b nenicelni celi stevili. Tedaj trojica (d, z,y),
ki jo vrne razsirjeni Evklidov algoritem z vhodnim podatkom (a,b), zadosca
pogoju

ar +by =d, d=gecd(a,d).

DokAz: Za stevila 1;,a; in b; iz opisa razSirjenega evklidovega algo-
ritma za vsak ¢ > 0 z indukcijo dokazimo enakost

ax; + by; = 1. (*)

Ta enakost ocitno veljazai =0ini = 1, saj je axg+byg = a-1+b-0 = a = rg
inaxr;+by; =a-04+b-1 =b=1r;. Denimo sedaj, da je ¢ > 2, in privzemimo,
da enakost (x) velja za vse indekse manjse od izbranega i. Tedaj

axi+by; = a(xi—o—kizi—1)+b(yi—2—kiyi—1) = axi—2+byi—o—k(ax;—1+by;i—1).

Po indukcijski predpostavki je slednje enako r;_o — kr;—1 = r;. S tem smo
dokazali enakost (%), in zato tudi ax + by = d.

Dokazati moramo Se, da je ged(a,b) = d. V izreku 4.12 smo ze dokazali,
da iz enakosti ax + by = d sledi, da ged(a,b) deli d. Dokazati moramo Se,
da d deli tako a kot b (in zato tudi ged(a,b)).

Razsirjeni Evklidov algoritem se ustavi takrat, ko vrednost ostanka r;
pade na nic, Stevilo d, ki ga algoritem vrne, pa je zadnji nenicelni ostanek
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(ozna¢imo njegov indeks z n). Ker je 0 = rpq1 = 11 — krp = 11 — kd,
vidimo, da d deli r,—1. Dokazimo, da d deli r; za vsak i € {0,...,n}. Pa
denimo, da temu ni tako, in vzemimo najvec¢ji indeks j, za katerega 1, ne
deli 7 (seveda j < n—2). Ker je rjio =1r; —krji1, jer; =rjpo+krjpr. Iz
definicije indeksa j sledi, da sta Stevili 741 in 742 deljivi z d, in zato tudi
stevilo r;. To pa je v protislovju z naso predpostavko. S tem smo dokazali,
da d res deli r; za vsak ¢ > 0, torej tudi 79 = @ in 1 = b. S tem je izrek
dokazan. [ |

Trditev 4.13 nam pove, kako poiskati resitev diofantske enacbe azx +
by = ¢ kadar je ¢ = ged(a,b). Kaj pa, ¢e je ¢ nek pravi veckratnik stevila
ged(a, b), na primer ¢ = tged(a,b). Tedaj najprej z razsirjenim Evklidovim
algoritmom poiscemo reditev (2,y’) enacbe az’ + by = ged(a,b). Ce to
enakost pomnozimo s Stevilom ¢, vidimo, da je xg = tz’, yo = ty’ res resitev
prvotne diofantske enacbe.

ZGLED. Poisc¢i vse resitve diofantske enacbe

4333z + 623y = 21. (%)

29

Izvedimo razsirjeni Evklidov algoritem z vhodnim podatkom (a, b) = (4333, 623).

i T x; yi |k
0| 4333 1 0

1 623 0 1

2 595 1 —6 6
3 28 -1 7 1
4 7 22 —153 | 21
5 0 -89 619 4

Algoritem torej vrne trojico (7,22, —153). Trditev 4.13 tedaj pravi, da je
ged(4333,623) = 7 in

4333 -22 + 623 - (—153) = 7.
Enakost pomnozimo s 3 in dobimo:
4333 - 66 + 623 - (—459) = 21.

Od tod razberemo, da je zp = 66 in yg = —459 resitev enacbe (x). Iz
Izreka 4.12 sledi, da je poljubna resitev enacbe (*) enaka zj, = 66 — %23k =
66 + 89k, yj, = —459 + 4333k = —459 + 619k, za kak k € Z. n
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4.5 Modularna aritmetika

DEFINICIJA 4.14 Naj bo m poljubno naravno Stevilo. Pravimo, da sta celi
stevili z in y kongruentni po modulu m, ¢e in samo ¢e m deli y — z. Pri tem
piSemo

r =y (modm) ali tudi =z =, y.

Relacija kongruence je v tesni zvezi z operacijo celostevilskega ostanka
mod . Velja namrec naslednje:

TRDITEV 4.15 Za poljubna stevila x,y € Z in m € N velja
r =y (modm) < zmodm =ymodm.
Dokaz: Zapisimo z = km + r in y = fm + s, kjer je r = xrmodm in
s =ymodm. Ce jer = s, tedaj o¢itno m deli stevilo y — z = m({ — k).
Denimo sedaj, da je z = y (mod m). Dokazati moramo, da od tod sledi
r=s. Kermdelisteviloy—ao=0(—-—km+s—r,je { —k)+s—r=tm
za neki t € Z, in zato s —r = m(t + k — ¢). Vendar stevili s in r obe lezita
na intervalu med 0 in m — 1, zato tudi njuna razlika po absolutni vrednosti

ne presega Stevila m — 1. Iz zgornje enakosti tedaj sledi, da je t+k — £ =0,
in zato s = r, kot je bilo potrebno dokazati. [ |

Kot kaze naslednji izrek, je relacija kongruence lepo uglasena z operaci-
jama seStevanja in mnozenja.

IZREK 4.16 Naj velja x1 = y1 (modm) in x9 = y2 (modm). Tedaj velja tudi
1+ 22 =y1 +y2 (modm) in x129 = y1y2 (mod m).
DokAz: Pisimo y; — x1 = kym in yo — 29 = kem. Tedaj je (y1 + y2) —
(1 + x2) = (k1 + k2)m, in zato x1 + x2 = y1 + y2 (mod m).
Pri dokazu druge kongruence moramo biti nekoli zviti. Ra¢unajmo:
Y1ye — 2122 = y1(y2 — ¥2) + (Y1 — 21)22 = (Y1k2 + k1z2)m.
Torej m deli in razliko yi1y2 — z1x2, in zato x1x9 = y1y2 (mod m). [ |

Od tod lahko z uporabo indukcije izpeljemo naslednji sklep.

TRDITEV 4.17 Ce je x = y(modm) inr € N, tedaj je tudi " = 4" (modm).
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Naslednji izrek pa nam pove, na kaksen nacin lahko iz kongruence krajsamo
multiplikativne faktorje.

IZREK 4.18 Naj bodo a,x,y poljubna cela stevili in m poljubno naravno
Stevilo. Tedaj velja sklep

ar = ay (modm) = =z =y (mod m)
DokAz: Naj bo velja ax = ay (mod m). Tedaj obstaja k € Z, tako da
je ay —ax = km. Na levi izpostavimo a in enakost lahko delimo z ged(a, m).

Dobimo
a m

—(y—2)=k————.
ged(a, m) (v =) ged(a, m)
Iz trditve 4.9 sledi, da sta Stevili gcd&m) in gcd?;m) tuji. Trditev 4.10 pa
tedaj pravi, da —=— deli y — x, kot smo Zeleli pokazati. [ |
ged(a,m)

Zgornjo trditev najveckrat uporabimo v dveh skrajnih primerih: ko je a
tuj m in ko a deli m. Sklepa, ki ju dobimo v teh dveh primerih, zapisimo
posebej:

PosLEDICA 4.19 Naj velja ax = ay (mod m).
(i) Ce je gcd(a,m) = 1, tedaj je x = y (mod m).

(ii) Ce a deli m, tedaj z = y (mod 2).

4.6 Kolobar ostankov

Skozi ves razdelek naj m predstavlja poljubno fiksno naravno stevilo, vecje
ali enako 2. Mnozico vseh moznih ostankov pri deljenju s stevilom m
oznazimo takole:

L =40,1,...,m —1}.

Na mnozici ostankov Z,, definirajmo operaciji, ki ju bomo imenovali
sestevangje in mnoZenje po modulu, m in oznacevali z @ in ©. Za a,b € Zy,
naj bo

a®b=(a+b)modm in a® b= (ab) modm.

Ti dve operaciji se v mnogocem obnasata podobno kot navadno sestevanje
in mnozenje, zato bomo, kadar ne bo nevarnosti za pomoto, krozec okoli
znakov + in - izpusScali. Ni se tezko prepricati, da Z,, skupaj s tema dvema
operacijama tvori kolobar.
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V kolobarju Z, pa se lahko nekateri elementi obnasajo nekoliko ne-
navadno. Oglejmo si na primer elementa 6 in 4 v Zg. Njun obicajni produkt
je enak 24, kar je deljivo z 8. Zato v Zg velja enakost 6 ® 4 = 0. V kolo-
barju ostankov je torej produkt dveh nenicelni Stevil lahko enak 0. Taksna
Stevila si zasluzijo ime: imenujemo jih delitelji nica. Ni tezko razmisliti, da
je nenicelni element x kolobarja Z,, delitelj nica, ¢e in samo ¢e x ni tuj n.

4.7 Obrnljivi elementi v Z,

Naj bo n poljubno naravno Stevilo, ve¢je ali enako 2. Zaradi enostavnejSega
zapisa bomo v tem razdelku operaciji @ in ® v kolobarju Z,, pisali kar kot
obicajna “plus” in “krat”. Kadar bo obstajala nevarnosti za nesporazum,
bomo posebej poudarili, ali imamo v mislih obi¢ajne operacije v Z ali pa gre
za operacije v Zy,.

DEFINICIJA 4.20 Naj bo z poljuben element kolobarja ostankov Z,. Ce v
7., obstaja element Z, za katerega v kolobarju Z, velja xZ = 1, re¢emo, da
je element x obrnljiv v Z,,, element & pa imenujemo inverz elementa x in ga

oznaéimo z x 1.

Za zgled si oglejmo element 2 v Z7. Ker je 2-4 = 8 = 1(mod7), je 2
obrnljiv element v Z7 in 2~1 = 4. Ce si ogledamo spodnjo tabelico mnozenja
v kolobarju Z7, se hitro prepricamo, da je v Z7 obrnljiv prav vsak nenicelni
element.

L Jof1]2[3[4[5]6]
0J0/0]/0]0]0]0]0
1J0/1]2(3/4]5]6
2 0(2/4]6]1|3]5
5(0(3(6[2(5|14
1[0 [4[1]5]2(6]3
500531642
6/0[6]5]4]3]|2]1

Inverze lahko precitamo iz spodnje tabele.

x ||112(3[4]5]6
x 145236

Precej drugacna je situacija v kolobarju Zg. Oglejmo si tabelico mnozenja.
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(o) Nenll Hen) Nenll Han) Nen) | Han)
=N O N O N
WO WO WO w
N OIN| ] O &~
N W[ Ol O Ot

Qx| W N~ O

Vidimo, da imata sta edina obrnljiva elementa kolobarja Zg Stevili 1 in
5. Pri tem, kot vedno, velja 17! = 1. Nekoliko nenavadna pa je enakost
571 =5.

Vprasajmo se torej, ali znamo za dano naravno Stevilo n ugotoviti, ka-
teri elementi kolobarja Z, so obrnljivi, ne da bi izracunali celotno tabelico
mnozenja. Odgovor se skriva v naslednjem izreku.

[ZREK 4.21 Nenicelni element a kolobrja Z,, je obrnljiv, ¢e in samo ce je tuj
proti Stevilu n.

DokAz: Problem prevedimo na obicajne operacije med celimi Stevili.
Element a € Z, je obrnljiv v Z,, ¢e in samo ¢e obstaja Stevilo z, za katerega
je ax = 1(modn), oziroma, ¢e in samo ¢e obstajata celi Stevili z in y, za
kateri je ax — 1 = ny. Taksni Stevili pa obstajata, ¢e in samo ¢e je resljiva
naslednja diofantska enacba

ax —ny = 1. (*)

Kot vemo pa ima zgornja enacba reSitev, ¢e in samo ce sta Stevili a in n
tuji. S tem je izrek dokazan. [ |

Dokaz pa nam je povedal tudi, kako inverz danega elementa dejansko
izracunati. Potrebno je resiti diofantsko enacbo () in po potrebi poiskati
tisto resitev, za katero je x na intervalu med 0 in n — 1. (Premisli, da lahko
taksno resitev vedno najdemo.)

ZGLED. Izracunaj 3171 v Zses
Resiti moramo diofantsko enacbo 31z + 365y = 1. To lahko storimo z

razsirjenim Evklidovim algoritmom. [

Koliko obrnljivih elementov pa premore kolobar Z,,7 Kot pravi izrek 4.21,
natanko toliko, kot je naravnih Stevil med 1 in n — 1, ki so tuja stevilu n.
Stevilo taksnih stevil je tako pomembno, da nosi svoje ime.
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4.8 Eulerjeva funkcija

DEFINICIJA 4.22 Naj bo n poljubno naravno stevilo, vecje ali enako 2. Stevilo
tujih naravnih Stevil med 1 in n — 1 ozna¢imo z ¢(n). Dodatno definiramo
Se (1) = 1. Tako definirani funkciji ¢: N — N re¢emo Fulerjeva funkcija.

TRDITEV 4.23 Ce je p prastevilo in r poljubno naravno stevilo, je

— r— r 1
e(p)=p —p t=p"p-1)=p (1—5).

Ce sta a in b tuji naravni stevili, je

p(ab) = p(a)p(b).

Zgornja trditev nam omogoca, da izra¢unamo Eulerjevo funkcijo ¢(n) za
vsako naravno Stevilo n, ¢e ga le znamo razcepiti na prafaktorje. Namrec,
ce je

n :p?lng . 'plf:k

razcep Stevila n na prafaktorje, tedaj je

o(n) = oI )e(py?) - p(pi*) = pi' (1 — p11>p32<1 - p12) ceppR(1 - plk) =
1 1 1
:n(l—zjl)(l—;?)'“(l—;k)-

4.9 Mali Fermatov izrek in Eulerjev izrek

IzZREK 4.24 (Fermat) Naj bo p prastevilo in a naravno Stevilo, tuje p. Tedaj
je a1 = 1 mod p.

Opomba. Zgornji izrek lahko povemo tudi v jeziku kolobarjev ostankov.
Izrek namre¢ pravi, da za vsako prastevilo p in element a € Z, \ {0} velja
aP~t =1.

DokAz: Oglejmo si elemente a,2a,3a, ..., (p — 1)a of Z,. Ce sta dva
izmed njih enaka, denimo ia = ja, potem z mnozenjem z a~* v Z, dobimo
i = j (spomni se, da je element a v Z, obrnljiv, da je tuj proti p. S tem smo
dokazali, da so zgoraj nasSteti elementi paroma razli¢ni, in ker jih je ravno
p — 1, tvorijo mnoZico vseh nenicelnih elementov v Zj:

{a,2a,3a,...,(p—1)a} ={1,2,3,...,p—1}.
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Ce zmnozimo vse elemente mnozic na levi in desni strani enakosti, dobimo
naslednjo enakost v Z,:

(p—1)=1-2-3---(p—1)=a-2a-3a---(p—1a=(p—1)la "

Vendar (p— 1)! je tuj proti p, zato ga smemo iz leve in desne strani enakosti
v Z, pokrajsati. Od to dobimo enakost al=1v L. [ |

Zgornji izrek pa lahko nekoliko posplosimo. Najprej opazimo, da je
©(p) = p—1 za vsako prastevilo p. Zato lahko izraz aP~! interpretiramo tudi
kot a?®). Ob tej interpretaciji se izkaze, da lahko pogoj, da je p prastevilo,
izpustimo. Velja namre¢ naslednji izrek.

IZREK 4.25 (Euler) Naj bo n poljubno naravno Stevilo in a Stevilo, ki je
tuje n. Tedaj je a?™ = 1mod n.

Dokaz Eulerjevega izreka je na las podoben dokazu malega Fermatovega
izreka, le da namesto s Stevili a,2a,...,(p — 1)a pricnemo z elementi za,
kjer z pretece vse obrnljive elemente iz Z;,. Podrobnosti dokaza lahko izdela
bralec sam.

ZGLED. S pomocjo Eulerjevega izreka izracunaj 184099 mod 26

Najprej izra¢unamo 1840 mod 26 = 20. Zato 184099 = 20199 mod 26. Ker
20 ni tuje 26, Eulerjevega izreka ne moremo uporabiti takoj. Zato 20199
pisemo kot 41995 . 51995 74 razcep 20 = 4 - 5 smo se odlozili zato, ker je 5
med delitelji Stevila 20 najvecji, ki je tuj 26.

Ker je ged(5,26) = 1, lahko stevilo 519%° mod 26 izra¢unamo neposredno
s pomocjo Eulerjevega izreka. Ker je ¢(26) = 12, najprej zapisemo 1995 =
12-166 + 3 in od tod dobimo

51995 = (512)166 .53 = 5% = 21 (mod 26).

Pri ra¢unanju ostanka 4'%%> mod 26 moramo biti nekoliko iznajdljivejsi.
Najprej zapisemo 4199 = 23990 in oznacimo = = 23" mod26. Tedaj je
x = 23990 _26¢, kjer ¢ = 23990 div 26, in zato x = 2y za neko naravno Stevilo
y. Od tod dobimo 2y = 2390 (mod 26), od koder sledi y = 2398 (mod 13),
in zato y = 23 mod 13. Slednji ostanek pa lahko izra¢unamo s pomocjo
Eulerjevega izreka (oziroma celo s pomocjo Femratovega malega izreka). Ker
je ©(13) = 12 in 3989 = 332 - 12 + 5, je

23989 = 95 = G mod 13,
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in torej y = 6 in x = 12. S tem smo dokazali kongruenco
4199 = 12 (mod 26).
Racun zaklju¢imo takole:
18401995 = 201995 = 41995 . 51995 — 19.53 = 60.25 = 8- (—1) = 18 (mod 26).

4.10 Kriptografski sistem RSA

Za zgled uporabe modularne aritmetike si oglejmo kriptografsko metodo,
imenovano RSA, ki omogoca posiljanje tajnih sporo¢il med veé¢ udelezenci,
pri cemer vsebino tajnega sporocila lahko razbere le tisti, ki mu je bilo
sporocilo poslano.

Sistem RSA sodi med kriptografke sisteme z javnim kljuéem. Posebnost
teh sistemov je, da vsak udelezenec komunikacije, ki zeli prejemati tajna
sporocila od ostalih udelezencev, javno objavi svoj javni kljué (geslo), ki
ga ostali uporabijo za Sifriranje njemu namenjenih sporocil, v tajnosti pa
ohrani svoj privatni kljuc, ki je potreben za desifriranje sporocil, ki so bila
zaSifrirana z njegovim javnim kljucem. Varnost metode sledi na dejstvu,
da je iz posameznikovega javnega kljuca zelo tezko (praktiéno neizvedljivo)
izrac¢unati njegov privatni kljuc.

Opisimo na kratko, kaj mora storiti oseba A, ki bi od osebe B Zelela
prejeti tajno sporocilo.

e Najprej nakljuéno izbere dve prastevili, p in ¢, ter izracuna

n=pq, e=¢n)=p-1¢-1).

Za varnost sistema je zelo pomembno, da sta prastevili p in ¢ tako
veliki, da Stevila n nihée, razen osebe A, ne zna razcepiti na produkt
prastevil. Danes se v praksi uporabljajo vsaj 100 mestna prastevila,
kjer pa je potrebna vecja varnost, pa Se vec¢ja prastevila.

e Izbere poljubno stevilo e € Z7, (Stevilo med 1 in ¢ — 1, ki je tuje ¢) in
s pomocjo razsirjenega Evklidovega algoritma izracuna inverz

d=e' €L,
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V praksi stevilo e izbremo tako, da naklju¢no izberemo Stevilo med 1
in o —1, nato pa z razsirjenim Evklidovim algoritmom testiramo, ali je
Stevilo e res tuje Stevilu ; Ce ni, postopek izbire Stevila e ponovimo.
Kot bomo videli kasneje, nekatere vrednosti Stevila e niso najbojse (na
primer, e = 1), zato zavrnemo tudi morebitne taksne nakljucéne izbire.

e Javno objavi stevili n in e (javni kljuc¢), sam pa varno shrani stevilo d
(privatni klju¢). Ostale podatke “pozabi”.

Zdaj pa si oglejmo, kaj mora storiti oseba B, ki Zeli osebi A poslati tajno
sporocilo.

e Svoje tekstovno sporocilo najprej pretvori v §tevilo m € Z,. To stori
na javno znan nacin in tako, da bo vsak, ki bo poznal Stevilo m,
brez tezav rekonstruiral zacetno tekstovno sporoéilo. Ce je tekstovno
sporocilo predolgo, ga najprej razbije na manjSe dele, jih pretvori v
zaporedje Stevil v Z,,, in izvede spodaj opisani postopek za vsak ¢len
tega zaporedja.

e Prebere javni klju¢ (n,e) osebe A, izracuna stevilo
c=mmodn
in ga poslje osebi A.

Ko oseba A prejme Stevilo ¢, uporabi svoj privatni kljué¢ d in izra¢una
Stevilo

d

m' = ¢*modn.

Izkaze se, da je Stevilo m’ kar enako originalnemu Stevilu m. Nazadnje oseba
A iz stevila m’ = m rekonstruira tekstovno sporoé¢ilo osebe B.

Vidimo, da celotna metoda temelji na naslednji trditvi.

TRDITEV 4.26 Naj bosta p in q razlicni prastevili in naj bo n = pq ter
¢ = (p—1)(¢—1). Nadalje, naj bo e poljuben obrnljiv element kolobarja Z,
ind=e"'c Z;, njegov inverz. Tedaj za vsako celo stevilom, 1 <m < n-—1,
iz enakosti ¢ = m®modn sledi enakost ¢ modn = m.

Doxaz: Ker je d inverz elementa e v Z,, obstaja celo stevilo z, za
katerega je ed — zp = 1. Tedaj

d med — m1+:mp —

¢ m - (m?%)* mod n.
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Ce je ged(m,n) = 1, potem iz Eulerjevega izreka sledi m¥ = 1modmn, in
zato ¢ = mmod n.

Predpostavimo torej lahko, da m ni tuj n. To se zgodi le, ¢e bodisi p
bodisi ¢ deli stevilo m. Brez izgube splosnoti lahko predpostavimo, da je m
veckratnik stevila p. Tedaj je tudi stevilo ¢¢ = m®® deljivo s p, in zato

¢ =m = 0mod p.

Ker m ni hkrati deljiv tudi s ¢ (saj bi sicer ne bil manjsi od n), smemo
uporabiti Fermatov izrek in ugotoviti, da je m?~! = 1mod q. Zato velja

¢ =mt = !t =y (m(q_l))(pil)x = mmodgq.

Od tod sledi, da imata stevili ¢?modn in m enaka ostanka pri deljenju s p
kot tudi pri deljenju s q. Ni tezko videti, da imata tedaj enaka ostanka tudi
pri deljenju z n = pq. Ker sta obe stevili manjsi ali enaki n, sta zato enaki.
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5 Relacije

V matematiki (in tudi zunaj nje) imamo velikokrat opravka s pojmom
relacija. Na primer, v mnozici Stevil lahko vpeljemo relacijo <, ali pa relacijo
#, ali denimo = (mod 3), itd. V geometriji lahko vpeljemo relacije vzpored-
nosti, skladnosti in podobno. Tudi v vsakdanjem zivljenju si lahko mislimo
relacije kot so: “z je oce y”, “x ima rad y”, “z je starejsi od y”, itd. Kako
ta intuitiven pojem vpeljati na korekten nacin?

Denimo, da imamo neko relacijo R med objekti mnozice A. Ta relacija
dolo¢a mnozico

{(z,y) | z je vrelaciji R zy} C Ax A.

Ocitno je zgornja mnozica z relacijo R natanko dolo¢ena. Velja pa tudi
obratno. Vsaka podmnozica R C A x A dolo¢a neko relacijo, namre¢ tisto,
za katero velja:

x je v relaciji z y natanko tedaj, ko je (z,y) € R.

V tem smislu lahko pojem relacije in podmnozice mnozice A x A kar enac¢imo.
V resnici na ta na¢in dobimo tako imenovane dvomestne relacije. Seveda pa
poznamo relacije, ki povezujejo ve¢ kot dva objekta, na primer, v geometriji
lahko vpeljemo “premica x je v relaciji s premicama y in z, ¢e seka y in z pod
istim kotom”, ali pa v teoriji Stevil, “x, y in z so v relaciji, ¢e je z4+y = 27, itd.
Taksne trimestne relacije lahko predstavimo s podmnozicami kartezicnega
produkta A x A x A.

DEFINICIJA 5.1 Naj bo n naravno stevilo. Podmnozici R mnozice A™ = A x
Ax...x A pravimo n-mestna relacija na mnozici A. Ce je (x1,xa,...,,) €
R. retemo, da so elementi 1,29, ..., z, v relaciji R. Ce je n = 2, dejstvo
(z1,22) € R zapisemo tudi kot x; Rxs.

Od sedaj dalje se bomo ukvarjali le z dvomestnimi relacijami. Ce je
mnozica A, na kateri je relacija definirana, konéna (in ne prevelika), si lahko
dvomestno relacijo predstavimo tudi s pomocjo grafa relacije, ki ga dobimo
takole:

Vsak element mnozice A predstavimo kot tocko v ravnini, za vsak par
elementov a,b € A, za katera velja aRb, pa nariSemo usmerjeno daljico od a
dob. Cejea="0 (in torej aRa), potem namesto usmerjene daljice nariSemo
zanko skozi a (ukrivljeno ¢érto, ki se pri¢ne in konca v a).
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ZGLED. Narisi graf relacije R na mnoZici {2,3,4,5,6,7,8,9} definirani s

predpisom xRy = = deli y.

Narisemo osem tock v ravnini (denimo enakomerno razporejenih na obodu
.. .. . .- . . .. - %

kroga), jih oznacimo s Stevili 2,3, ...,9, nariSemo usmerjene daljice 24, 26,

2%, :%, ?3, 4@ in dodamo Se zanko na vsako od osmih tock. [

Naj bo R dvomestna relacija na mnozici A. Tedaj mnozici
Dr = {z | 3y(zRy)}
reCemo domena realcije R, mnozici

Zr={y| Jz(zRy)}

pa zaloga vrednosti realcije R. Ocitno velja R C D x Zg. Unija DrU ZR se
imenuje polje relacije R. Na grafu domeno relacije prepoznamo kot mnozico
tock, iz katerih kaze vsaj ena usmerjena daljica (ali zanka), zalogo vrednosti
pa kot mnozéio tock, v katero kaze vsaj ena usmerjena daljica (ali zanka).

5.1 Operacije na relacijah

Iz danih relacij R in T na mnozici A lahko tvorimo nove relacije na mnozici
A. Oglejmo si nekaj nacinov:

Komplementarna relacija: Elementa z,y € A sta v komplementarni
relaciji R natanko tedaj, ko nista v relaciji R:

rRy & —(x Ry).

Graf komplementarne relacije nariSemo tako, da nariSemo usmerjene daljice
povsod, kjer jih prej ni bilo, stare pa zbriSemo.

ZGLEDL: Ce je R relacija “biti veéji ali enak” na mnozici naravnih stevil,
je komplementarna relacija R relacija “ne biti ve¢ji ali enak”, kar je na
mnozici naravnih Stevil isto kot “biti strogo manjsi”. Komplementarna
relacija relacije “biti sin od” je “ne biti sin od”. Podobno, ¢e je R relacija
“biti vzporeden” na mnozici vseh premic v ravnini, potem sta dve premici
v komplementarni relaciji R, ¢e in samo ¢e nista vzporedni.

Inverzna relacija: Elementa .,y € A sta v inverzni relaciji R~!, natanko
tedaj, ko sta v obratnem vrstnem redu, y, x, v relaciji R:

tR'yeyRa.
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Velja: D1 = Zg in Zg-1 = Dg. O¢itno tudi: (R~1)~! = R. Graf inverzne
relacije dobimo tako, da spremenimo usmeritev vsem usmerjenim daljicam.

ZGLEDI: Inverz relacije < na mnozici R je relacija >. Inverz relacije
“moz” na mnozici drzaljanov RS je “Zena”. Inverz relacije “je sosed ali

soseda” pa je kar relacija “je sosed ali soseda”.

Kompozitum relacij: Elementa x in z sta v sestavljeni relaciji T' o R, Ce
lahko najdemo kak element (recimo y), za katerega velja xRy in yRz. S
simboli:

x(ToR)z< Jy(x RyANy R 2).

Graf kompozita T o R dobimo tako, da na isto sliko nariSemo grafa relacij
T in R, prvega z modro barvo, drugega z rdec¢o, nato pa vsak zaporedni par
rdece in modre usmerjene daljice (v tem vrstnem redu) nadomestimo z novo
(¢rno) usmerjeno daljico. Stare (rde¢e in modre) daljice seveda zbrisemo.

ZGLED. Kaksne relacije na mnoZzici ljudi predstavljajo nasledngji kompoziti:
e brat” o “je sin”; “je sin” o “Je brat”; “je sin” o “je oce”; “je oce” o “e
sin”. Pri tem zaradi enostavnosti predpostavimo, da ima vsaka oseba otroke
z najve¢ eno drugo osebo, le-ta pa je nasprotnega spola.

e x (“je brat” o “je sin”) y < x “je necak (po oCetovi strani)” y;
e x (“jesin” o “je brat”) y < x “jesin” y A z ima brata;
e z (“jesin” o “jeocte”) y & (x =y A xima sina) V(z je moski in ima
sina z y);
e z (“jeoce” o “jesin”) y & x =y V x je brat ali sestra y.
|

Zgornji zgledi kazejo, da v sploSnem ne velja komutativnostni zakon R o
T = ToR. Velja pa asociativnostni zakon, Ro(T'0S) = (RoT')oS, in obi¢ajno
pravilo za racunanje inverza sestavljene relacije, (RoT)™ ' =T"1o R71.

Na vsaki mnozici A z vsaj dvema elementoma imamo vedno vsaj tri
relacije: wuniverzalno relacijo U = A x A, prazno relacijo () in identiteto
I ={(z,z) | x € A}. Oc¢itno za poljubno relacijo R velja:

e Rol=10R=R,
e Ro)=0o R =10,
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e 1 RoUy < (3u)(uRy),
e tUoRy< (Jv)(xzRv).

5.2 Lastnosti relacij

Naj bo R dvomestna relacija na mnozici A. Tedaj pravimo:
o R je refleksivna < (Vo € A)(xRx);
e R je irefleksivna < (Vo € A)(xRz);
e R je simetricna < (Vx € A)(Vy € A)(x Ry = y Rx);
e R je asimetricna < (Vo € A)(Vy € A)(zx Ry = y Rx);
e R je antisimetricna < (Vr € A)(Vy € A)(x RyANyRx = x =y);
o R je tranzitivna < (Vz € A)Vy € A)(Vz € A)(x RyAy Rz = x Rz);
o Rje sovisna < Ve e A)\Vye A)(z #y= (xRyVyRx));
e R je strogo sovisna < (Vo € A)(Vy € A)(x RyVyRuz).

Zgornje lastnosti relacij se seveda odrazajo tudi na grafu relacije. Tako
je, na primer, relacija refleksivna, ¢e skozi vsako tocko poteka zanka, simetri-
¢na, ¢e graf z vsako usmerjeno daljico vsebuje tudi njej nasprotno usmer-
jeno daljico (v tem primeru takSen par navadno nadomestimo z eno samo,
neusmerjeno daljico), tranzitivna, ¢e z vsakim parom zaporednih usmerjenih
daljic graf premore tudi usmerjeno daljico od prve do tretje tocke v taksnem
zaporedju itd.

Za vajo premisli, katere od zgoraj nastetih lastnosti imajo naslednje
relacije:

e < na mnozici R,
e < na mnozici R,
e “kongruenten modulo 5” na Z,

e C na P(N).
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5.3 Ekvivalencna relacija in relacije urejenosti

Relacija je ekvivalencéna, Ce je hkrati refleksivna, simetri¢na in tranzitivna.
Najpreprostejsi zgled je kar identiteta I. Nadaljni zgledi so kongruenca po
modulu m v mnozici Z, vzporednost v mnozici premic v ravnini, “biti enako
star” na mmnozici ljudi itd.

Lastnost “biti ekvivalen¢na relacija” lahko izrazimo tudi v jeziku inverza
in kompozita relacij.

TRDITEV 5.2 Relacija R je ekvivalenéna relacija na mnozici A natanko
tedaj, ko je Dr = A in velja R"' o R = R.

Graf ekvivalencne relacije razpade na nekaj med seboj nepovezanih groz-
dov, pri Cemer znotraj posameznega grozda najdemo vse mozne usmerjene
daljico (vkljuéno z vsemi zankami). Tem grozdom pravimo tudi ekvivalencni
razredi relacije. Ekvivalen¢éne razrede natancneje definiramo takole:

DEFINICIJA 5.3 Naj bo R ekvivalen¢na relacija na mnozici A in a € A.
Tedaj mnozici
R(a) ={z € A| aRx}

reCemo ekvivalenéni razred elementa a. Mnozici
A/R={R(a)|ac A}
vseh ekvivalen¢nih razredov recemo faktorska mnoZica glede na R.

Mnozici R = {A1,...,A,} nepraznih, paroma disjunktnih mnozic A;,
katerih unija je enaka A, reGemo razbitje mnozice A. Ni se tezko prepricati
v naslednje:

TRDITEV 5.4 Faktorska mnozica A/R ekvivalenc¢ne relacije R C Ax A tvori
razbitje mnozice A.

Velja pa tudi obrat zgornje trditve: Denimo, da je R razbitje mnozice
A. Definirajmo relacijo R na A takole: xRy < “x in y lezita v isti mnozici
razbitja R”. Ni tezko videti, da je tako definirana relacija R ekvivalenc¢na,
faktorska mnozica A/R pa kar enaka R.

Relacijam, ki so tranzitivne, re¢emo tudi relacije urejenosti. Relacije
urejenosti razvrstimo v razliéne skupine (in podskupine), glede na to, katere
dodatne lastnosti Se imajo:
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DEFINICIJA 5.5 Naj bo R tranzitivna relacija na mnozici A. Ce je Se:

e refleksivna in antisimetri¢na, ji retemo delna urejenost;

e antisimetri¢na in strogo sovisna ji reCemo linearna urejenost;
e asimetri¢na, ji reCemo stroga delna urejenost;

e asimetri¢na in sovisna, ji reCemo stroga linearna urejenost.

TRDITEV 5.6 Vsaka strogo sovisna relacija je refleksivna.
Dokaz: Naj bo R strogo sovisna relacija na mnozici S. Tedaj za

poljuben par elementov z,y € S velja xRy ali yRz. Ce za y vzamemo kar
x, dobimo: zRz ali xRx, kar je isto kot xRx. [ |

Neposredno iz definicije skupin urejenosti in zgornje trditve tedaj sledi:

e R je linearna urejenost = R je delna urejenost;

e R je stroga linearna urejenost = R je stroga delna urejenost.
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6 Kompleksna stevila

V prejsnjem razdelku smo videli, da ima znotraj mnozice relanih stevil vsaka
linearna enacba, to je enacba oblike az + ¢ = b, kjer je a # 0, natanko eno
reSitev. Videli smo tudi, da imajo nekatere kvadratne enacbe eno ali ve¢
resitev. Zal pa ni res, da bi imela vsaka kvadratna enacba oblike

ax® +br +c=0, a#0, (1)

kaksno resitev znotraj mnozice R. Vemo, da ima enacba (1) realne resitve
le, e je b> — 4ac > 0. V posebnem primeru enacba

22 =-1 (2)

znotraj R nima reSitve.
Ce se zelimo tej tezavi izogniti, moramo Stevilsko mnozico razsiriti in
vpeljati mnoZico kompleksnih stevil C.

DEFINICIJA 6.1 Mnozica kompleksnih Stevil je definirana kot mnozica vseh
urejenih parov realnih stevil:

C:=RxR.
Pri tem za kompleksno stevilo z = (x,y) definiramo
Re(z) =2 in Im(z)=y.

Mnozica C je torej definirana enako kot dvorazsezni vektorski prostor
nad obsegom R. Zato si jo veckrat predstvljamo kot obi¢ajno ravnino in
ji re¢emo tudi kompleksna ravnina. Operacija seStevanja je v mnozici C
definirana enako kot v vektorskih prostorih:

DEFINICIJA 6.2 Za poljubni kompleksni stevili z1 = (21, y1) in 20 = (22, y2)
definiramo: 21 + 22 = (21 + 22, Y1 + ¥2).

Kot vemo, v splosnih vektorskih prostorov mnozenja dveh vektorjev ne
moremo vpeljati tako, da bi veljala obicajna ra¢unska pravila: komuta-
tivnost, asociativnost, in distributivnost proti vsoti. Dvorazsezni primer
pa je izjema. V mnozici C lahko vpeljemo mnozenje na taksSen nacin, da
bodo zanj veljala vsa obi¢jna pravila, ki jih poznamo Ze iz mnozice realnih
Stevil. To storimo takole:
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DEFINICIJA 6.3 Za poljubni kompleksni stevili z1 = (x1,y1) in 22 = (22, y2)
definiramo: z129 = (:L‘1:L‘2 — Y1Yy2, T1Y2 + l‘zyl)-

Za zgled preverimo, da za tako definiranem mnozenje velja asociativnos-
tni zakon. Naj bodo z; = (z1,91), 22 = (z2,y2) in 23 = (x3,y3) poljubna
kompleksna Stevila. Tedaj je

(2122)23 = (33116‘2 — y1y2, T1Y2 + T2y1) (T3, y3) =

(122 — y1y2)xs — (z1y2 + 22y1)y3, (T122 — y1y2)ys + (T1y2 + x2y1)x3) =
(3319525'33 — X3Y1Y2 — T1Y2Y3 — T2Y1Y3, T1T2Y3 — Y1Y2¥Y3 + T1ZT3Y2 + 932$3y1)

Po drugi strani pa je
z1(2223) = (@1, Y1) (T273 — Yoy3, T2Ys + T3y2) =

x1(T273 — Yoys3) — Y1(T2ys + 3y2), T1(22y3 + T3y2) + Y1 (T2x3 — Yoys3) =
(17273 — T1Y2y3 — T2Y1Y3 — T3Y1Y2, T1T2Y3 + T1T3Y2 + T2T3Y1 — Y1Y2Y3)-
Obakrat smo dobili enak rezultat, zato je mnozenje kompleksnih Stevil res

asociativno.

Strogo gledano realna stevila niso podmnozica kompleksnih stevil. Kljub
temu pa lahko mnozico R na smiseln nac¢in vlozimo v mnozico C. Vsakemu
realnemu stevilu a € R priredimo v mnozici C predstavnika (a,0) € C. Hitro
se vidi, da je predstavnik produkta dveh realnih stevil (ab, 0) enak produktu
ustreznih predstavnikov (a,0)(b,0). Podobno velja tudi za vsoto. To nam
pove, da je mnozica R vlozena v mnozico C skladno z operacijami mnozenja
in seStevanja.

Oznac¢imo posebej Se kompleksno stevilo
i:=(0,1),
za katerega oCitno velja
#=(-1,00=-1€R

Pri zgoraj vpeljanih oznakah se poljubno kompleksno stevilo (z,y) € C
enoli¢no zapise kot vsota
x4y, x,y € R.



ABSOLUTNA VREDNOST KOMPLEKSNEGA STEVILA

6.1 Absolutna vrednost kompleksnega Stevila

DEFINICIJA 6.4 Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = x +iy, z,y €
R, je definirana s formulo:

|z| = Va2 + y2.

Ce si kompleksno stevilo predstavljamo kot tocko v kompleksni ravnini,
je njegova absolutna vrednost ravno oddaljenost Stevila od izhodiséa kom-
pleksne ravnine. Ce pa si kompleksno stevilo predstavljamo kot vektor v
ravnini, je njegova absolutna vrednost kar njegova dolzina.

Podobno, absolutna vredsnot razlike

|2 — wl

je ravno razdalja med tockama z in w v kompleksni ravnini. Iz geometrijske
interpretacije absolutne vrednosti sledi trikotniska neenakost za kompleksna
Stevila:

TRDITEV 6.5 Za poljubni kompleksni Stevili z in w velja neenakost
|z +w| < |z| + |w].

DokaAz: 'V zgornjo trditev se najlazje prepricamo, ¢e si ogledamo trikot-
nik, ki ga v kompleksni ravnini tvorijo tocke 0, z in z4w. Stranice trikotnika
nosijo vektorji z, w in z + w. Ce verjamemo, da je dolzina vsake stranice
manjsa od (ali najveé¢ enaka, ¢e je trikotnik izrojen) vsoti dolzin drugih dveh
stranic, dobimo iskano neenakost.

Seveda takSen razmislek ni strog dokaz trditve. Pravi dokaz trditve lahko
naslonimo zgolj na definicijo absolutne vrednosti kompleksnega stevila. W

TRDITEV 6.6 Za poljubni kompleksni Stevili z in w velja:

|2w| = |2 [w].
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6.2 Konjugirana vrednost

Kompleksnemu §tevilu z = = + iy, =,y € R, priredimo Stevilo
zZi=x—1y,

ki mu pravimo konjugirana vrednost kompleksnega Stevila z.

TRDITEV 6.7 Za poljubni stevili z,w € C velja:
i) 2=z,

ii) z+w=Z+w in ZwW = zZw,

i) Re(z) = 3(z + %) in Im(2) = 5(z — ),

iv) |z| = V22

POSLEDICA 6.8 Bodiapx"+a,—12" " '+...4a124+ag = 0 polinomska enacba
z realnimi koeficienti. Ce je kompleksno Stevilo z njena resitev, potem je
njena resitev tudi Stevilo Z.

DokAz: Iz tocke ii) trditve 6.7 sledi, da pri poljubnem polinomu p(x) in
pri poljubnem kompleksnem stevilu z velja p(z) = p(z). Ce je torej p(z) = 0,

je tudi p(z) = p(z) =0 = 0. |

6.3 Polarni zapis kompleksnega Stevila

Tako kot lahko vsaki toc¢ki v ravnini pois¢emo bodisi njeni pravokotni ko-
ordinati bodisi njeni polarni koordinati, lahko tudi kompleksnemu Stevilu v
kompleksni ravnini poleg pravokotnega zapisa r +1iy, z,y € R, najdemo tudi
polarni zapis.

Bodi z = z + iy, x,y € R, poljubno kompleksno Stevilo. Tedaj je

z = |z|(cos ¢ + isin @), (%)

kjer je ¢ kot med realno osjo kompleksne ravnine in poltrakom iz izhodisca
ravnine skozi tocko z. Tak$nemu kotu ¢ recemu tudi argument kompleksnega
Stevila z in ga oznacimo z

arg z.



POLARNI ZAPIS KOMPLEKSNEGA STEVILA

Po definicji lezi stevilo arg z vedno na intervalu [0, 27).

Ker sta cos in sin periodi¢ni funkciji s periodo 2, je lahko namesto kota
¢ = argz € [0,2m) v formulo (x) vstavimo tudi katerikoli kot oblike ¢ + 2k,
kjer je k poljubno celo stevilo. Na ta na¢in dobimo poleg osnovnega po-
larnega zapisa $e neskonéno mnogo dugih (enakovrednih) polarnih zapisov.

Polarni zapis nam omogocCa preprostejSe mnozenje, potenciranje in ko-
renjenje kompleksnih Stevil.

Bodita z in w poljubni kompleksni Stevili, ki ju zapiS§emo v polarni obliki:
z = |z|(cosp +ising) in w = |w|(cosy + isiny).
Tedaj je
zw = |z||w|(cos ¢ cos P — sin ¢ sin ) + i(cos psin + cos P sin @) =

|zw]|(cos(p + ) + isin(¢ + )).

Iz tega je razvidno, da se kompleksna Stevila mnozijo tako, da se absolutne
vrednosti zmnozijo, argumenti pa sestejejo.

Iz zgornjega med drugim sledi, da se kompleksna Stevila potencirajo
tako, da se potencirajo njihove absolutne vrednosti, argumenti pa mnozijo
z eksponentom:

2" = |z|"(cosn¢g + isinne). (+)

Zgornja formula nam omogoca za dano kompleksno Stevilo w in dano
narabno Stevilo n poiskati vsa Stevila z € C, ki zadoscajo enakosti 2z = w.
ZGLED. Poisci vsa kompleksna stevila z, ki zadoscéajo enakosti 28 = 1.

Kompleksno stevilo 1 lahko v polarni obliki zapiSemo natanko na naslednje
nacine:
1 = cos2knm + isin 2kw, k € Z.

Iskano stevilo z naj ima polarni zapis enak
z = |z|(cos ¢ + isin ¢).
Iz formule (+) sledi, da je
|| =1 in 8p = 2km, kjer je k poljubno celo stevilo.

Sledi, da je |2| = 1in ¢ = k%, k € Z. Ce to razpisemo, dobimo osem
razli¢nih resitev:
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<0

<1

22

z3

24

<5

<6

27

cos0+4sin0 =1,

2 2
cosZ—l—z'sinZ:\g—l—i\g,
7r+‘ LT
— in— =
0052 1S > 7,

2 2
cos3Z—|—isin32:—\2[+i\2[,
cosm +isinm = —1,

T T \@ \@

5T 4 isingT = V2 _ V2
CoSs 4+zsm 1 5 12,
00532 +isin2g = —iin

V2
4 2

V2

60872 —I—isin?z = — ——.
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