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ERSTER THEIL.

Geometrische Formenlehre und Planimetrie.

[. Die einfachsten Korperformen und die wichtigsten ebenen
‘geometrischen Gebilde.

Der Wiirfel.

Der Wiirfel wird auf einem Tische so aufgestellt, dass eine Fliche den Schiilern
zugewendet ist.

§ 1. Der Wiirfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen
Seiten begrenzt ist. Ein von allen Seiten begrenzter Raum heilit ein
Korper. Der Wiirfel ist ein Korper. |

Der Wiirfel ist nach drei Hauptrichtungen Fig. 1.
ausgedehnt: von rechts nach links, von vorne —
nach hinten, von unten nach oben. Die Aus- SRR
dehnung von rechts nach links heift gewohnlich
Liinge, die von vorne nach hinten Breite und die

von unten nach oben Hohe.
Ein Korper hat drei Ausdehnungen:

Linge, Breite und Hohe.

§. 2. Die Grenzen eines Kor pers heifen Flichen. Der Wiirfel wird
von sechs Flichen begrenzt. Diese sind: die obere, untere, vordere,
hintere, rechte und linke Fliche. Da der Wiirfel von sechs Flichen
begrenzt wird, heiBt er auch Sechsflichner oder Hexaeder.

Alle Fliichen des Wiirfels sind ebene Flichen.

Jede Fliche des Wiirfels ist nach zwei Hauptrichtungen aug-
cedehnt. Die untere k Fliche von rechts nach links und von vorne nach
hinten, die vordere Fliche von rechts nach links und von unten nach
oben u. s. w.

Eine Fliche hat zwei Ausdehnungen: Liinge und Breite (Hohe).

Die untere Fliche, auf welcher der Wiirfel steht, sowie auch die
obere Fliche, heifen Grundflichen; die tibrigen vier Flichen werden
Seitenflichen genannt.

Die Flichen eines Wiirfels zeigen gegeneinander eine zweifache

Lage.
1. Die beiden Grundfliichen treffen-nie zusammen, soweit man sie

auch in ihren Richtungen erweitert, sie heifen parallel; von den

!
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Seitenfliichen sind die vordere und hintere, ebenso die rechte und linke
zueinander parallel. Am Wiirfel gibt es also drei Paare paralleler
Flichen.

2. Jede Seitenfliche trifft mit jeder der Grundfliichen zusammen,
sie schneiden.einander. Dasselbe ist bei zwei benachbarten Seiten-
fliichen der Fall. Am Wiirfel stehen je zwei sich schneidende Flichen
senkrecht (normal) aufeinander.

Alle Grenzflichen des Wiirfels zusammen bilden dessen Ober-
fldche. |

§. 3. Die Grenzen einer Fliche heifien Linien. Jede Fliiche am
Wiirfel wird von vier Linien oder Kanten begrenzt. KEine Kante
entsteht da, wo zwel Flichen zusammenstoffen. Am Wiirfel kommen
im ganzen 12 Kanten vor. |

Alle Kanten des Wiirfels sind gerade Linien.

Jede Kante des Wiirfels ist nur nach einer Richtung aus-
gedehnt; z. B. die vordere obere von rechts nach links.

Eine Linie hat nur eine Ausdehnung: die Linge.

Die 8 Kanten an den Grundflichen heilen Grundkanten, die
tibrigen 4 Kanten heifen Seitenkanten.

Die Kanten des Wiirfels haben gegeneinander eine dreifache Lage.

1. Der Wiirfel hat Kanten, welche einen Punkt gemeinschaftlich
haben; diese schneiden einander in diesem Punkt. Die am Wiirfel
sich schneidenden Kanten stehen aufemandel senkrecht und liegen 1n
derselben Fliche.

2. Es gibt Kanten, Welche dleqelbe Rlehtung besitzen, sie treffen
nicht zusammen, so weit man sie auch \ellcmgert Sie heiflen parallel.
Am Wiirfel kommen 3 Gruppen von je 4 parallelen Kanten vor; je
zwel derselben liegen in derselben Fliche.

3. Der Wiirfel besitzt auch Kanten, die weder parallel sind, noch
sich schneiden, auch wenn sie beliehig verlingert werden; z. B. die
vordere obere und die rcchte untere Grundkante; sie liegen nicht in
derselben Fliche. Derartige Kanten heiflen sich kreuzende.

Die Kanten des Wiirfels haben gegen die Flichen desselben eine
zweifache Lage. Die vordere obere Kante trifft die untere Grundfliche
nicht, dies wiirde auch bei beliebiger Erweiterung beider nicht geschehen.
Diese Kante 1st mit der unteren Grundfliche parallel. Die Seiten-
kanten hingegen treffen die untere Grundfliiche, sie sechneiden dieselbe.

Alle Kanten des Wiirfels stehen auf den IFliéichen, welche sie
schneiden, senkrecht.

~ Eine nach allen Seiten begrenzte ebene Fliche heifit eine ebene
IFigur. Die Grenzlinien einer Figur heilen Seiten derselben. Jede
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Fliche des Wiirfels ist eine vierseitige Figur. Da die Seiten gerade /

Linien sind, heift die Figur geradlinig; da alle Seiten gleich sind,
heifit sie gleichseitig. _
Alle Grenzlinien einer Figur zusammen bilden ihren Umfang.
Der Umfang einer Fliche des Wiirfels ist eine gebrochene Linie.
§. 4. Die Grenzen einer Linie heifen Punkte. Jede Kantenlinie
des Wiirfels wird von zwei Eckpunkten begrenzt. Ein Eckpunkt
entsteht da, wo drei Flichen zusammenstolen. Der Wiirfel hat 8 Eck-

punkte. Der Wiirfel ist ein eckiger Korper.
Die Eckpunkte des Wiirfels sind nach keiner Richtung aus-

gedehnt;\sie sind weder lang, noch breit, noch dick.

Ein Punkt hat keine Ausdehnung.

Eine Fjigur, welche vier Seiten hat, hat auch vier Eckpunkte
und heifit deshalb ein Viereck. Jede Fliche am Wiirfel ist. ein
gleichseitiges! Viereck.

§. 5. Zwei Kanten, welche sich treffen, bilden einen Winkel. Jede
Fliche des Wiirfels hat vier Winkel. Am ganzen Wiirfel sind 24 Winkel.

Die Kanten, welche einen Winkel bilden, heifien die Schenkel und
der Eckpunkt, in dem sie zusammentreffen, der Scheitel des Winkels.

Ein Winkel, dessen Schenkel aufeinander senkrecht stehen, heifit
ein rechter. Am Wiirfel kommen lauter rechte Winkel vor.

Jede Fliche am Wiirfel hat vier rechte Winkel, sie ist recht-
winklig; da diese Winkel gleich sind, ist sie gleichwinklig. Eine
I'igur, welche gleichseitig und gleichwinklig ist, heifit regelmifBig.
Das regelmiifiige Viereck heifit Quadrat. Am Wiirfel ist also jede
Fliiche ein Quadrat.

Die Flichen am Wiirfel haben gleiche Grofie und gleiche G e-
stalt; imfolge dessen lassen sie sich so aufeinander legen, dass sie sich
decken; sie sind congruent. Ein Korper, welcher von lauter con-
gruenten und regelmifigen Iiguren begrenzt wird, heit regelmifig.
Der Wiirfel ist ein regelméfiger Korper.

8. 6. Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines
- Quadrates durch eine Gerade, so erhilt man eine Diagonale desselben.
Jedes Quadrat hat zwei Diagonalen, die untereinander gleich, aber
grofler als eine Seite sind. |

Die Diagonalen eines Quadrates sind zu den Seiten desselben
schief. Die Winkel zwischen den Diagonalen und den Seiten eines
Quadrates heilen spitze. (Fig. 2.) Der Durchschnittspunkt der Dia-
gonalen halbiert jede derselben. Die vier Eckpunkte eines Quadrates
sind daher von diesem Punkte gleich weit entfernt; er heifit deshalb

der Mittelpunkt des Quadrates.
1%

¥ .d"'}_
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Fig. 2. Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte
. eines Wiirfels (einer gehort der oberen, der andere der
unteren Grundfliche an) durch eine Gerade, so erhilt

>§ man eine Diagonale des Wiirfels. Jeder Wiirfel hat

vier Paare gegeniiberliegender Eckpunkte, mithin auch
vier Diagonalen. Alle schneiden einander in demselben
Punkt und werden durch ihn halbiert.

Verbindet man die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen
eines Wiirfels durch eine Gerade, so erhiilt man eine Achse des Wiirfels.
Der Wiirfel besitzt drei gleich lange aufeinander senkrecht stehende
Achsen; sie schneiden einander in dem Durchschnittspunkt der Diago-
nalen und werden durch denselben halbiert. Dieser Punkt heifit daher
der Mittelpunkt des Wiirfels. |

'§. 7. Eine Gerade, welche die Richtung eines Bleilothes d. 1. eines
frei hiingenden durch eine Bleikugel gespannten Fadens hat, heifit loth-
recht oder vertical. Eine Gerade, welche die Richtung eines auf
einem ruhigen Wasserspiegel schwimmenden Stiibchens hat, heifit hori-
zontal oder wagrecht. Eine Gerade, welche weder horizontal noch
lothrecht ist, heilit sehrige.
| Jede ebene Fliche, welche durch eine lothrechte Gerade gelegt
wird, heifit lothrecht oder vertical; hingegen heifit sie horizontal, wenn
alle in ihr enthaltenen Geraden horizontal sind. Ist eine ebene Fliche
weder horizontal noch vertical, so heifit sie schriige.

Mithin sind die oberen und unteren Kanten des Wiirfels in der
betrachteten Lage horizontal, die Seitenkanten vertical, die Diagonalen
der Seitenflichen und die Diagonalen des Wiirfels schrige. Die Grund-
flichen sind horizontal, die Seitenflichen vertical.

§. 8. Jede Kante des Wiirfels ist durch ihre Endpunkte begrenzt.
Denkt man sich eine Kante iiber ihre Endpunkte ohne Ende verliingert,
so erhilt man eine unbegrenzte Gerade oder einen Strahl. Er-
weitert man eine Begrenzungsfliche des Wiirfels iiber die Kanten hinaus
ohne Ende, so erhilt man eine unbegrenzte Ebene. Denkt man
sich zwei in einer Kante eines Wiirfels sich schneidende Flichen er-
weitert, so begrenzen sie theilweise einen Raum, welcher Keil genannt.
wird. Erweitert man die drei an einer Ecke eines Wiirfels zusammen-
stofenden Flichen, so heiBt der theilweise begrenzte Raum ein Drei-
kant und zwar ein rechtwinkliges Dreikdnt, weil die Kanten und
Flichen desselben aufeinander senkrecht stehen.

| Weder ein Keil noch ein Dreikant ist ein Korper, weil sie den
Raum nicht vollstindig begrenzen. -



Raumgebilde und Raumgrdlien.

§. 9. Korper, Fliichen, Linien und Punkte nennt man Raumgebilde.
Die ersteren drei sind im Raume ausgedehnt und heifen deshalb Raum-
orifien. Der Punkt hat keine Ausdehnung und ist daher keine Raumgrofe.

Entstehung der Raumgréfien durch Bewegung.

§. 10. Die Raumgrsfien konnen durch Be we g un g erzeugt werden.

1. Bewegt sich ein Punkt im Raume so, dass er stets dieselbe
Richtung der Bewegung beibehilt, so 1st der von ihm zuriickgelegte
Weg eine Gerade. Ein Gerade kann durch zwei Bewegungen eines
Punktes erzeugt werden, deren Richtungen entgegengesetzt sind.

2. Bewegt sich eine gerade Linie im Raume in einer bestimmten
Richtung, die aber mit der Ausdehnung der Geraden selbst micht zu
sammentiillt, so entsteht eine ebene Fliche.

3. Bewegt sich eine ebene Fliche im Raume in einer anderen
Richtung, als in der sie selbst ausgedehnt ist, so entsteht ein Korper.
So kann man den Wiirfel durch Bewegung eines Quadrates entstanden
denken.

Das quadratische gerade Prisma.

1,/ Der Korper in Fig. 3 hat zwei Grundflichen, welche con-
oruente parallele Quadrate sind, und vier congruente Seitenfliichen, von
welchen je zwei gegeniiberliegende parallel sind, je zwei
anstoffende aufeinander senkrecht stehen. Alle Seiten- Fig. 3.

fliichen stehen auf den Grundflichen senkrecht.
Jede der Seitenflichen ist ein Viereeck, das nur
rechte Winkel enthiilt; je zwei gegeniiberliegende Seiten |
desselben sind gleich, je zwei anstoBende ungleich.
Ein solches Viereck heilit ein Rechteck.
Im Quadrat und im Rechteck sind je zwel gegen-

tiberliegende Seiten parallel; ein solches Viereck wird | = /

ein Parallelogramm genannt. Weil das Quadrat und
das Rechteck nur rechte Winkel enthalten, heiflen sie

v

)_
L7

rechtwinklige Parallelogramme.- Das Quadrat ist ein rechtwinklig gleich-

seitiges, das Rechteck ein rechtwinklig ungleichseitiges Parallelogramm.
Der betrachtete Korper hat 8 gleiche Grundkanten, vier ebenfalls
untereinander gleiche Seitenkanten. Die Seitenkanten sind den Grund-

kanten nicht gleich.
Welche Kanten des geraden quadratischen Prismas sind @) parallel, 5) hori-

zontal, ¢) vertical? 2
Ein Korper mit parallelen und congruenten Grundflichen und so

vielen Parallelogrammen als Seitenfliichen, als jede der Grundfliichen
Seiten besitzt, heifit ein Prisma. ‘
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Mithin ist der betrachtete Korper ein Prisma; da die Grundflichen
Quadrate und die Seitenkanten auf den Grundflichen senkrecht sind,
/80 heifit er das quadratische senkrechte oder gerade Prisma. Da er ™
nicht von durchaus congruenten Flichen begrenzt wird, so ist er kein
regelmifiiger Korper.

Auch der Wtirfel ist ein Prisma.

Das rechtwinklige Parallelepiped.

§. 12. Der in Fig. 4 dargestellte Korper hat zu Grundflichen
parallele congruente Rechtecke und zu Seitenfliichen rechtwinklige
Parallelogramme. Nach § 11 ist derselbe eben-
: falls ein gerades Prisma. Er hat acht Grund-
/ kanten, von welchen je vier gleich lang sind,
und vier gleiche Seitenkanten.

Ein Prisma, in welchem die Grundflichen
Parallelogramme sind, heift ein Parallel-
epiped. Der betrachtete Korper ist daher
wie der Wiirfel und das gerade quadratische
Prisma ein Parallelepiped. Da alle drei Prismen nur rechtwinklige
Parallelogramme als Begrenzungsfliichen enthalten, so sind sie recht-
winklige Parallelepipede.

Die quadratische gerade Pyramide.

15¢ Der in Fig. 5 dargestellte Korper ist von 5 Flichen begrenzt ;
cine derselben ist horizontal, die vier anderen sind schriige und treffen
| in einem Punkte, der Spitze, zusammen. Die Grund-
Fig. 5. fliche ist ein Quadrat, jede der Seitenfliichen hat
drei Eckpunkte und auch drei Seiten, und wird daher
ein Dreieck genannt. In jedem dieser Dreiecke sind
zwel Selten gleich, ein solches Dreieck heifit ein gleich-
schenkliges; die gleichen Seiten werden Schenkel ge-
nannt, die ungleiche Seite ist die Grundlinie. Alle

~vier Seitendreiecke sind congruent.

Der Korper besitzt 8 Kanten; vier davon heifien
Grundkanten, die vier anderen, in welchen je zwei
Seitenflichen einander schneiden, heien Seitenkanten. Sowohl die
Grundkanten als auch die Seitenkanten sind untereinander gleich. Der
Korper hat 5 Ecken, die an der Grundfliiche liegenden sind Dreikante,
die Ecke an der Spltze ist ein Vierkant, weil sie vier Kanten besitzt.

Der betrachtete Korper heift eine Pyramide; eine Pyramide wird
gerade oder senkrecht genannt, wenn die Seitenkanten gleich sind. Da
in der vorliegenden Pyramide tiberdies die Grundfliiche ein Quadrat ist,
so heifit sie die quadratische gerade Pyramide. Sind die Seitenkanten

\

Fig. 4.

I
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den Grundkanten gleich, so ist die Pyramide eine vierseitige gleich-
kantige Pyramide.

Der quadratische gerade Pyramidenstumpf.

§. 14. Legt man durch den Korper in Fig. 5 eine zur Grundfléiche
parallele Ebene, so zerfillt er dadurch in zwei Korper; der obere ist
wieder eine gerade quadratische Pyramide, der untere

heift eine abgestumpfte Pyramide oder ein Pyra- Fig. 6.
midenstumpf. (Fig. ¢.) Der vorliegende Pyra- i C/

ﬂmidenstumpf ist von 6 Flichen begrenzt. Die obere
und untere heiflen die Grundfliichen und sind Quadrate. e
Sie stimmen in der GroBie nicht iiberein und kénnen / ;
daher nicht zur Deckung gebracht werden; sie haben

aber gleiche Form. Figuren von verschiedener Grofe il o
aber gleicher Form heiflen #hnlich. &

Die Seitenflichen dieses Pyramidenstumpfes [
sind Vierecke, in welchen zwel Gegenseiten parallel,
die beiden andern nicht parallel sind. Ein soleches Viereck heifit ein
Trapez. Sind die nicht parallelen Seiten gleich, so heifit das Trapez
oleichsehenklig. Die Seitenfliichen des betrachteten Pyramidenstumpfes
sind congruente gleichschenklige Trapeze.

Der betrachtete Korper hat acht Grundkanten, von denen je vier
einander gleich sind, ferner vier gleiche Seitenkanten.

Welche Lage haben die Grundkanten, welche die Seitenkanten?

Ein aus einer geraden Pyramide entstandener Pyramidenstumpf
heiBt ebenfalls ein gerader. |

Das schiefe Parallelepiped.

§. 15. Der Korper in Fig. 7 hat zu Grund-
flichen Rechtecke, zu Seitenflichen vier Vier-
ecke, die auf den Grundflichen nicht senkrecht
stehen. Je zwei gegeniiberliegende Seiten in einem
dieser Vierecke sind parallel, daher ist jedes der-
selben ein Parallelogramm ; zwei benachbarte Seiten
derselben stehen aber nicht senkrecht aufeinander,
sondern schief, die Winkel sind nicht rechte,
sondern schiefe. Ein solches Parallelogramm heifit
ein schiefwinkliges. (Fig. 8.)

Die beiden Grundflichen sind congruent, Fig. 8.
von den Seitenflichen sind je zwel gegeniiber-
liegcende ebenfalls congruent.

Der Korper hat 8 Grundkanten, von welchen
je vier einander gleich sind; er besitzt vier gleiche

Fig. 7.
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und parallele Seitenkanten. Die Ecken sind Dreikante. Da die Grund-
fliichen dieses Prismas (§ 11) Parallelogramme sind, so ist es ein Parallel-
epiped, da die Seitenkanten schief zu den Grundflichen sind, ein
schiefes Parallelepiped.

Die Grundfliichen konnten auch schiefwinklige Parallelogramme sein.

Die schiefe vierseitige Pyramide.

§. 16. Der Korper in Fig: 9 1st eine Pyra-
mide, da er eine Grundfliiche (ein Quadrat) und
zu Seitenfliichen (vier) Dreiecke hat, die in einem
Punkte zusammenstolien. Der betrachtete Korper
ist aber von der in Fig. 5 dargestellten Pyramide
dadurch verschieden, dass die Seitenkanten ver-
schiedene Linge besitzen. Daher haben auch die
Seitenfliichen ungleiche Seiten und sind mithin

\/ umngleichseitige nieht congruente Dreiecke. Eine

“ golche Pyramide heifit eine schiefe Pyramide; die
Grundfliiche muss nicht ein Quadrat, sondern kann
irgend ein Viereck sein.

Der schlefe vierseitige Pyramidenstumpf.
§.17. Legt man durch eine schiefe vierseitige Pyramide eine zur

Grundfliiche palallele Ebene, so zerfillt sie in zwei Korper, der obere
ist wieder eine schiefe vierseitige Pyramide, der untere eine abgestumpfte
Pyramide oder ein Pyramidenstumpf. (Fig. 10.)
Die Grundfliichen sind #hnliche Vierecke;
Fig. 10. die Seitenfliichen sind Vierecke, in welchen zwei
| cegeniliberliegende Seiten parallel, die beiden
andern nicht parallel und ungleich sind. Eine
solche Figur heifit ein ungleichschenkliges Trapez.
Die vier Seitenfliichen lassen sich nieht zur Deckung
bringen, sind also nicht congruent.
Der vorliegende Pyramidenstumpf hat acht
Grundkanten und vier ungleiche Seitenkanten. An
den acht Ecken liegen Dreikante.

Welche Lage haben die Grundkanten, welche die
Seitenkanten ?

: Ein Pyramidenstumpf, welcher aus einer schiefen Pyramide ent-
standen ist, heilit ebenfalls schief. Der betrachtete Korper ist ein vier-
seitiger schiefer Pyramidenstumpf.
. An den in den §§. 1—17 betrachteten Korpern kamen
Punkte, Gerade, Winkel, Dreiecke und Vierecke zur Be-

sprechung.




Der Punkt.

§. 18. Der Punkt hat keine Ausdehnung; er kann daher nicht
gesehen, sondern nur an einer bestimmten Stelle gedacht werden. Um
ihn zu versinnlichen, zieht man um die Stelle, an welcher er gedacht
wird, einen kleinen Ring oder bezeichnet dieselbe mit einem Sternchen
und setzt dazu, um ihn benennen zu konnen, einen Buchstaben oder
eine Ziffer. Z. B. |

A a 1 1
0 . - -+

Die gerade Linie.

§. 197 Bestimmung der Lage einer Geraden.

Durch einen Punkt lassen sich unzihlig viele gerade Linien in
allen moglichen Lagen denken. Ist noch ein zweiter Punkt gegeben,
so wird es unter allen friitheren Lagen der Geraden nur eine einzige
ceben, in welcher die Gerade durch beide Punkte gebt.

Die Lage einer Geraden ist demnach durch zwei
Punkte vollkommen bestimmt.

Eine gerade Linie wird mit Hilfe des Lineals gezeichnet.

Aufgabe: |

1. Wie viele verticale Gerade sind durch einen Punkt moglich?
2. Wie viele horizontale Gerade sind durch einen Punkt moglich?

8. 20. /Unbegrenzte und begrenzte Gerade.
1.-Die Gerade ist an sich unbegrenzt und heilit als solche ein

Strahl. Nimmt man in derselben (Fig. 11) einen Punkt 4 an, so
Fig. 11. | Fig. 12.
¢ A ek A

-

ran
W o

=g

wird sie in zwei Theile getheilt, welche

von diesem Punkte aus in zwel einander

enteegengesetzten Richtungen ausgedehnt <

sind und Halbstrahlen genannt werden.

Ein Halbstrahl ist demnach eine

durch einen Punkt (Grenzpunkt)

halb begrenzte Gerade. Er wird

durch den Grenzpunkt 4 und einen zweiten

in ihm liegenden Punkt B (C) oder mit einem einzigen Buchstaben a

bezeichnet. |
Gehen mehrere in einer Ebene liegende Gerade (Fig. 12) durch

denselben Punkt S, so bilden sie ein Strahlenbiischel. Der allen

Y
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Geraden gemeinschaftliche Punkt S wird Mittelpunkt oder das
Centrum des Strahlenbiischels genannt. Durch den Mittelpunkt wird
jeder Strahl in zwei Halbstrahlen zerlegt, welche dieselbe Lage, aber
entgegengesetzte Richtung haben.

2. Nimmt man in einer Geraden zwei Punkte an (Fig. 13), so
heift der durch dieselben begrenzte Theil der Geraden eine Strecke.

"Eine Strecke ist daher eine durch zwei Punkte ganz
begrenzte Gerade. Die beiden Grenzpunkte nennt man ihre End-
punkte, oder auch den einen den
Anfangspunkt, den anderen den
"i ;B; Endpunkt. Um eine Strecke zu
2 i benennen, setzt man an jeden ihrer
Endpunkte einen Buchstaben und spricht diese in der Reihenfolge A B
oder B A aus, je nachdem man sich die Strecke durch die Bewegung
eines Punktes von 4 nach B oder umgekehrt von B nach A ent-
standen denkt.

Die zwischen zwei Punkten gezogene Gerade (Strécke)
18t die kiirzeste Verbindungslinie derselben und wird des-

halb die Enfernung oder der Abstand (Distanz) der beiden Punkte
genannt.

8. %1. Vergleichung zweier Strecken hinsichtlich ihrer Linge.

Um zwei Strecken hinsichtlich ihrer Linge zu vergleichen, lege
man sie so aufeinander, dass sie einen Endpunkt gemeinschaftlich haben.
Iallen dann die anderen zwei Endpunkte ebenfalls zusammen, so sind die
beiden Strecken einander gleich. In Fig. 14 ist AB = C'D. Wenn

Ig. 14. Fig. 15.
F o 1B r L

1
i
i

Fig. 13.

4 2 & i
aber die anderen Endpunkte der beiden Strecken nicht zusammenfallen,
so sind die Strecken ungleich, und zwar ist diejenige die kleinere,
deren zweiter Endpunkt zwischen die Endpunkte der anderen fillt,
diese die grofiere. In Fig. 15 ist HF> G H oder G H< EF.

Eine Gerade hat nur eine Lage, eine Griofie, hingegen zwei

Richtungen, die entgegengesetzt sind. A B (Fig. 14) von A nach B
und von B nach A.

§. 22. Vergleichung zweier Geraden hmsmhthch ihrer gegen-
seitigen Lage.

1. Zwei Gerade, welche in derselben Ebene liegen und, wenn sie
noch so weit verliingert werden, nie zusammentreffen, heilen gleich-
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laufend oder parallel. Dass die Geraden AB und C'D (Fig. 16)
parallel sind, driickt man dadurch aus, dass man schreibt: 4 B | CD.
Der zwischen zwei par- ~ Fig. 16.

allelen Geraden liegende 4 V5

Theil der Ebene heifit ein
Parallelstreifen. C | = p

2. Zwel Gerade, welche in einer Ebene liegen und, hinreichend

parallel, wie ADbL :
und C'D. (Fig. 17.) e 16

Zwei nicht par- // 5
allele Gerade heifenin A

der Richtung nach dem £ 77— ___

gemeinschaftlichen ¢ \

Schnittpunkte hin ¢ on-

vergierend und nach der entﬂ'egengesetzten Rithtung divergierend.

Aufgaben:

1. Welche Lage gegeneinander haben die Geraden, welche von den Punkten
eines frei fallenden Korpers beschrieben werden ?

2. Welche Lage gegeneinander haben die von einem leuchtenden Punkte aus-
gchenden Strahlen ?

Der Winkel.

§. 23. Entstehung und Bezeichnung eines Winkels.

Dreht man den Halbstrahl O 4 um O (Fig. 18) in der Richtung
des Pfeiles in die Lage O B, so wird der von ihm beschriebene Theil
der Ebene ein Winkel genannt. Die
Halbstrahlen, welche einen Winkel
bilden, nennt man die Schenkel, B
ihren Schnittpunkt den Scheitel des
Winkels. _

Man bezeichnet einen Winkel ent- |
weder durch einen DBuchstaben am et

Scheitel oder durch einen kleinen
Buchstaben, den man in die Offnung des kaels setzt, oder durch drei

Buchstaben. Im letzteren Falle steht ein Buchstabe am Scheitel, und
die zwei anderen an beliebigen Punkten der beiden Schenkel; diese
Buchstaben werden bei der Benennung eines Winkels in einer solchen
Ordnung gelesen, dass der am Scheitel stehende die Mitte einnimn{t.
In dem Winkel (Fig. 18) ist O der Scheitel, O A und O B sind die
Schenkel, und der Winkel heift: Winkel O, oder Winkel m, oder Winkel

AO B, oder Winkel B O A.

Fig. 18.

)

7

verlingert, zusammentreffen, heiflen ungleichlaufend oder nicht
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Die Grofle eines Winkels hingt nur von der Grofie der Drehung ab.

Da die Schenkel Halbstrahlen sind, so konnen sie in der Zeichnung

durch kiirzere oder lidngere Gerade zur Anschauung gebracht werden.

Die Grofie eines Winkels ist unabhiingig von der gewihlten Linge der
Schenkel.

§. 24. Vergleichung zweier Winkel beziiglich ihrer Gréfie.

Um zwei Winkel beziiglich ihrer Grofie miteinander zu vergleichen,

legt man dieselben so aufeinander, dass die Scheitel und ein Paar Schenkel

i 7 derselben zu-

Fig. 19, sammenfallen;

andere Paar

+ Schenkel
gleichfalls zu-
- sammen, S0
sind die beiden

e Fio. 20 Winkel
| cleich; im
entgegenge-
setzten Falle

;! { ) i K DA

kleinere,
dessen zweiter Schenkel zwischen die Schenkel des anderen fillt.
In Fig. 19 ist L ABC = < DEF. InFig. 20 ist L GFH << <X IKL.
§. 25. Eintheilung der Winkel hinsichtlich ihrer Grélie.
Dreht sich der Halbstrahl O 4 (Fig. 21) in einer Ebene um seinen
Grenzpunkt O so lange, bis er in die Richtung O C kommt, also eine
Vierteldrehung ausfiihrt, so sagt man, er steht auf seiner urspriinglichen

Richtung senkrecht oder normal (CO | AO) und nennt den dadurch
entstandenen Winkel einen

UF’ rechten.
A - Fithrt man mit dem
Lo | | Halbstrahl O C' neuerdings
e & | 5 ein Viertel einer Umdrehung

~aus, so kommt er in die

Lage OZF man erhilt wieder

einen rechten Winkel C'O E.

Die beiden rechten Winkel

-z geben als Summe den Winkel
o .
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| AOE, dessen Schenkel in dieselbe Gerade nach entgegengesetzten
| Richtungen fallen. Ein solcher Winkel heiit ein gestreckter; er
entsteht durch eine halbe Umdrehung. Ein rechter Winkel ist also die
Hiilfte eines gestreckten. Alle rechten, ebenso alle gestreckten Winkel
| sind einander gleich.

' Betriigt die Drehung des Halbstrahles OA4 weniger als eine halbe
Umdrehung, so heifit der entstandene Winkel ein hohler, oder con-
caver; jeder hohle Winkel ist also kleiner als ein gestreckter.

Ein Winkel 40 B, zu dessen Entstehung weniger als eine Viertel-
umdrehung erforderlich ist, heift ein spitzer und ein Winkel 40 D,
zu dessen Entstehung mehr als eine Viertel-, jedoch weniger als eine
halbe Umdrehung erforderlich ist, ein stumpfer. Ein spitzer Winkel
ist also kleiner, ein stumpfer grifier als ein rechter, aber klemer als
ein gestreckter; beide heiflen schiefe Winkel.

Der gestreckte Winkel bildet die obere Grenze der Winkel, die
an den bis jetzt beschriebenen Korpern vorkommen.

Aufgaben?
1. ‘Was fiir Winkel kommen «) am Wiirfel, ) am geraden quadratischen Prisma,
“~“¢) am schiefen Parallelepiped, d) an der geraden quadratischen Pyramide vor?
2\ Nenne Gegenstinde im Lehrzimmer und auferhalb desselben, an denen
“~""a) rechte, b) spitze, ¢) stumpfe Winkel vorkommen.
3% Was fiir einen Winkel beschreibt die Windfahne, wenn sie sich a) von Nord
=4 _\nach Siid, &) von Ost nach Siid, ¢) von Ost nach Siidwest dreht?
Was fiir einen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in 10, 15, 25,
30 Minuten?

.QQV as fiir einen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr um 2, 3, 4, 5, 6 Uhr?

-
-,

) Das Dreieck.

§. 26. Erkldrungen.

1. Eine von drei Strecken begrenzte ebene Figur heiitein Dreieck.
Die drei Strecken heiffiecn Seiten des Dreieckes.

Jedes Dreieck 4 B(C' (Fig. 22) hat drei Seiten, drei Winkel
und drei Eckpunkte. Jede Seite hat zwei an-
liecende und einen -gegeniiberliegenden
Winkel. Jeder Winkel wird von zwei Seiten eing e-
schlossen, die dritte liegt ihm gegeniiber.

2 Nenne in dem Dreiecke A B C (Fig. 22) alle drei Seiten

und alle drei Winkel!
Nenne zu jeder Seite die anliegenden Winkel und den

gegeniiberliegenden Winkel !
Nenne zu jedem Winkel die Seiten, von denen er eingeschlossen wird, und

die Seite, welche thm gegeniiberliegt !
2. Diejenige Seite, iiber welcher man sich ein Dreieck errichtet
denkt, heift die Grundlinie. Da man sich iiber jeder Seite ein

| .B-
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Fig. 28. Dreieck errichtet denken kann, so kann im allge-
e meinen auch jede Seite Grundlinie sein. Der Scheitel
des Winkels, welcher der Grundlinie gegeniiber liegt,
wird die Spitze oder der Scheitel und die Senk-
rechte, die vom Scheitel auf die Grundlinie gefiillt
5 TR 8 wird, die Hohe des Dreieckes genannt. Sie gibt den
Abstand des Scheitels von der Grundlinie an.

Nimmt man im Dreiecke 4 BC (Fig. 23) AB als Grundlinie an,
so ist ' der Scheitel und, wenn C'D | AB ist, C.D die Hohe.
Die Summe der Seiten eines Dreieckes heifit der Umfang desselben.

§. 27. Eintheilung der Dreiecke nach den Seiten.

In Beziehung auf die Linge der Seiten unterscheidet man
ungleichseitige, gleichschenklige und gleichseitige Drei-
ecke. (Fig. 24.) Fig. 24. Ein Dreieck

heifit ungleich-
seitlig, wenn in

F
C J .
demselben keine
| Seite einer andern
gleich ist, wie
_ / ABC; gleiceh-
A o ST 5 G H

schenklig, wenn

e — R m—

zwei Seiten einander gleich sind, wie D K F; und gleichseitig wenn

alle drei Seiten gleich sind, wie G H.J.

Im gleichschenkligen Dreiecke nennt man die gleichen Seiten die
Schenkel, die dritte Seite die Grundlinie und den ihr gegeniiber-
liegenden Eckpunkt den Scheitel des Dreieckes.

§. 28. Eintheilung der Dreiecke nach den Winkeln.
NachderGroBe der Winkel unterscheidet manspitzwinklige,

rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke. (Fig. 25.)

' Ein Dreieck
heifit spitzwink-
lig, wenn es drei
spitze Winkel hat,
wie ABC'; recht-

\ \ winklig, wenn es

> Pty e >, einenrechtenWinkel

hat, wie /' £; und

stumpfwinklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat, wie JG H.

Im rechtwinkligen Dreiecke nennt man die Seite, welche dem
rechten Winkel gegeniiberliegt, Hypotenuse, die beiden andern Seiten

Katheten. |

Fig. 925,




Das Viereck.

§. 29. Erklirungen.
1. Eine von vier Strecken begrenzte ebene

Figur wird ein Viereck genanaut.
Ein Viereck hat vier Seiten, vier kael

und vier Eckpunkte.
Die’ Strecke, welche zwei gegeniiber-
liegende Eckpunkte verbindet, heiit Diagonale. %

Wie viele Diagonalen kinnen in einem Vierecke gezogen werden?
Nenne in dem Vierecke ABCD (Fig. 26) alle vier Seiten und alle vier

Winkel! Nenne die Diagonalen!
Die Summe der Seiten eines Viereckes heifit der' Umfang desselben.

§. 30. Eintheilung der Vierecke nach der ELage der Seiten.

Nach der Lage der Seiten unterscheidet man drei Arten von
Vierecken: Parallelogramme, Trapezeund Trapezoide. (Fig.27.)

Ein Parallelogramm (I. in Fig. 27) ist ein Viereck, in welchem
beide Seitenpaare parallel sind.

In einem Parallelogramm kann man irgend eine Seite als Grund-
linie annehmen; die Senkrechte, welche auf die Grundlinie von der
gegeniiberliegenden Seite gezogen wird, ist dann die Hohe.

Ein Trapez (II. in Fig. 27) 1st ein Viereck, in welchem nur ein
Paar von Seiten parallel ist. Die nicht parallelen Seiten heifien Schenkel.
Im Trapeze wird nur eine der beiden Parallelseiten als Grundlinie
angenommen, und die Hohe ist dann die Senkrechte, die von der
andern Parallelseite auf sie gefillt wird. Iine besondere Art des
Trapezes ist das gleichschenklige Tlapez (I11l. . in _Fig. 27 in
welchem die nicht parallelen Seiten einander gleich sind.

Ein Trapezoid (IV. in Fig. 27) ist ein Viereck, in welchem
kein Paar von Seiten parallel ist. Eine besondere Art des Trapezoides

. ist das Deltoid (V. in Fig. 27), in welchem zwei Paare gleicher an-

stolender Seiten vorkommen.
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§. 31. Eintheilungr der Parallelogramme nach der Grofe der

Seiten und Winkel.
- 1. Sind in einem Parallelogramm alle Winkel rechte, so heifit es

rechtwinklig, sind sie schief, so heifit es schiefwinklig. Sind
in einem Parallelogramm alle Seiten gleich, so ist es gleichseitig,
sind aber nur die Gegenseiten gleich, die an derselben Ecke liegenden
ungleich, so ist es ungleichseitig.
9. Mit Riicksicht auf die GrioBe der Seiten und der Winkel
unterscheidet man vier Arten von Parallelogrammen (Fig. 28). Das
T Fig. 28. | | ungleichseitige
e . " b - schiefwinklige
e =% Parallelograinm
R““;};j’f S (1) heiBt Rh o m-
| Dboid,dasgleich-
| Dano ﬂg ' " seitige schief-
winklige (L) Rhombus das unglelchseltlge rechtwinklige (IH)
Rechteck und das glewhseltlge rechtwinklige (IV) Quadrat.

8. 32. Die achsiale Symmetrie.

1. Symmetrische Lage zweier Punkte. Zwei Punkte P
und 7 (Fig. 29) liegen in Bezug auf eine Gerade SS' symmetrisch,
wenn ihre gerade Verbindungs-
linie PP’ auf der Geraden S5
S = normal steht und von derselben
' halbiert wird.

2. Symmetrische Lage
zweler Grebilde (Figuren).
Zwei Gebilde (Figuren) A B C und
A'B'C" (Fig. 29) sind in Bezug
auf eine Gerade S symmetrisch,
wenn jedem Punkte des einen Ge-
bildes ein symmetrisch liegender
Punkt des andern entspricht.

Die Gerade S§' heifit die
Symmetrieachse oder Sym-

, : metrale und die beiden Punkte
S - oder Gebilde, welche in Bezug
auf S8’ symmetrisch liegen, einander symmetriseh zugeordnet
oder kurz zugeordnet. |

Zwei Gebilde, welche einander symmetrisch zugeordnet sind, kinnen
durch Drehung um die Symmetrale zur Deckung geblacht werden, sie

sind daher congruem‘

o [Fv
da:
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Aufgaben:
1. Es ist die Symmetrale und ein Punkt gegeben ‘der zugeordnete Punkt zu finden.
2. Es ist die Symmetrale und a) eine Strecke, 5) ein Winkel, ¢) ein Dreieck
gegeben und das zugeordnete Gebilde zu zeichnen.

3. Symmetrische Figuren (Gebilde). Eine Figur (Gebilde)

heifit symmetrisch, wenn gich dieselbe durch eine Gerade mm zwel
symmetriseh liegende Hilften theilen lidsst. Nach der Anzahl der Geraden,
durch welche eine Figur (Gebilde) in zwei symmetrische Hilften getheilt
werden kann, heift dieselbe ein-, zwei-, drei-, mehrachsig symmetrisch.
Von den bisher betrachteten Gebilden sind die fblgenden sym-
metrisch:
«) die unbegrenzte Gerade: jede ihrer Normalen kann als
Symmetrale derselben angesehen werden;
b) die Strecke. Die Normale in ihrem Halbierungspunkte ist ihre
Symmetrale; man nennt sie kurz Streckensymmetrale;
¢) der Parallelstreifen. Die Parallele 1n “der Mitte desselben und
jede Normale zu seinen Begrenzungsgeraden sind Symmetralen;

d) der Winkel. Seine Halbierungslinie ist die Symmetrale; man

nennt sie kurz Winkelsymmetrale;

¢*) das gleichsehenklige Dreieck; die Hohe auf die Grundlinie

ist die Symmetrieachse;
) das gleichseitige Dreieck; jede Hohe ist eine Symmetrie-

achse ;

q) das Qua.dl at; jede Seitensymmetrale und jede Diagonale ist

eine Symmetrleachse
L) das Rechteck; jede Seitensymmetrale ist eine Fig. 31

Symmetrleachse, | S
i) der Rhombus; jede Diagonale ist eine e

Symmetrieachse; _ ah ok
k) das gleichschenk- Hig. o0; | // \\'z
lige Trapez; die u - -/6'

Symmetrale der beiden /
Parallelseiten ist die It \ // \
Symmetrieachse (Fig. / | X \'
30); | A F BRI D
/) das Deltoid; die Dia- _, v S
gonale zwischen den
Eckpunkten, an denen die gleichen Seiten liegen, ist die Symmetrie-
achse (Fig. 31). |

#) Der Schiiler schneide diese und die folgenden Figuren aus Papier aus und
iberzeuge sich durch Drehung um die Symmetralen von der Richtigkeit der aus-
gesprochenen Sitze.

Moénik-S pielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 9

)

s N
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Das regelmidllige sechsseitige Prisma.
8. 33. Der in I'ig. 32 dargestellte Korper ist ein regelmilbiges
sechsseitiges Prisma. Die Grundflichen sind regelmiifice Sechsecke,
d. h. geradlinig begrenzte Figuren mit sechs gleichen
Fig. 32. Seiten und eben so vielen gleichen Winkeln. Sie sind
| > parallel und congruent. Der Korper hat 12 Grund-
Km___ 1 kanten und 6 Seitenkanten, welche auf den Grundfliichen
' | und den Grundkanten senkrecht stehen. Die Seiten-
| ~ fliichen sind sechs Rechtecke. |
e 11 Ein gerades Prisma heifit regelmiiflig, wenn die
| | Grundflichen regelmifiige Vielecke sind; es ist aber
kein regelmiBiiger Korper. (§ 5.)
\t 4 / ~ Beschreibe ein regelmifiiges a) dreiseitiges, &) fiinf-
seitiges Prisma.
Die regelmidflige fiinfseitige Pyramide.
§. 34. Der in Fig. 33 dargestellte Korper ist eine regelmiiBige
fiinfseitige Pyramide. Die Grundfliiche ist ein regelmifiges Fiinfeck,
die Seitenkanten sind einander gleich und treffen in
einem Punkt zusammen. Die Seitenfliichen sind eon-
/;’1\\ gruente gleichschenklige Dreiecke. Der Korper hat
//;\\ fiinf Grundkanten und fiinf Seitenkanten. Da die Seiten-
[ \ kanten dieser Pyramide gleich sind, so ist sie zugleich
eine gerade. FEine Seitenkante kann auch- dieselbe
f <] Linge haben wie eine Grundkante, in diesem Falle
Hi\ heifit die Pyramide gleichkantig.
. \ Eine Pyramide heifit regelmifiig, wenn sie gleiche
b 7 Seitenkanten und zur Grundfliiche ein regelmiifiges
Vieleck hat. Sie ist aber kein regelméfBiiger Korper.

Hig. 33.

Das Vieleck (Polygon).

§. 39. Erkldrungen.
1. Eine von mehr als vier Seiten begrenzte ebene Figur heift ein

Vieleck oder Polygon. (Fig. 34.) Nach der

Iig. 34. Seitenzahl unterscheidet man Fiinfecke, Sechsecke ete.
In weiterem Sinn werden auch die Dreiecke und Vier-
ecke Polygone genannt.

Jedes Vieleck hat so viele Eckpunkte und so
viele Winkel, als es Seiten hat.

Eine Strecke, “welche zwei nicht unmittelbar
aufeinander folgende Eckpunkte eines Vieleckes ver-
¢ bindet, heifit Diagonale. '
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§. 36. Eintheilung der Vielecke nach der Grofle der Seiten
und Winkel.

Ein Vieleck heifit gleichseitig, wenn alle Seiten einander
gleich sind; sonst ungleichseitig. Ein Vieleck heit gleich-
winklig, wenn alle Winkel einander gleich sind; sonst ungleich-
winklig. Ein Vieleck heifit regelmiéafiig, wenn alle Seiten und
alle Winkel gleich sind; sonst unregelmiédfig. So ist z. B. der
Rhombus ein gleichseitiges, das Rechteck ein gleichwinkliges, das
Quadrat ein regelmifiiges Viereck.

8. 37. Achsiale Symmetrie eines regelmélligen Vieleckes.

Jede Symmetrale «) einer Seite, b) eines Winkels ist auch eine
Symmetrale des ganzen Polygones. (Nachweis durch Deckung.) Hat
ein Polygon eine gerade Anzahl von Seiten, so fallen die Symmetralen

a) je zweier paralleler Seiten, ) zweier Gegenwinkel zusammen.
Hat ein Polygon eine ungerade Seitenzahl, go fillt jede Seitensymmetrale
mit einer Winkelsymmetrale zusammen, Mithin hat jedes regelmiilige
Polygon so viele Symmetralen, als es Seiten hat. (Fig. 35 a und 0.)

Alle Symmetralen eines regelmifigen Polygones schneiden einander
in demselben Punkt O, der «) von allen Ecken, ) von allen Seiten
oleichen Abstand hat. Er heifit der Mittelpunkt des regelmiifiigen Vieleckes.

Die centrische Symmetrie.

8. 38. Zwei Punkte 4 und 4’ (Fig. 36) liegen centrisch beziiglich
des Punktes O, wenn die Strecke 4 4‘ durch O halbiert wird. Der
Pankt O heifit das Centrum.

Zwei Gebilde liegen beziiglich des Punktes Hig 20,

O centrisch, wenn jedem Punkt des einen ein B’
centrisch liegender Punkt des andern entsprichf. 67“~;9f\//c.
Die gleichen und parallelen Strecken 4B und A4‘B’ B el 2,
(Fig. 36) liegen beziiglich des Punkfes O centrisch. |

2*
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Liegen umgekehrt zwei Strecken centrisch, so miissen sie gleich und
parallel sein.

Von zwei centrisch liegenden Gebilden lisst sich jedes durch eine
in der Zeichnungsebene um das Centrum vorgenommene Drehung von
180° mit dem andern zum Decken bringen.

Ein Gebilde heifit centrisch, wenn es einen Punkt hat, in Bezug
auf welchen die Punkte des Gebildes paarweise centrisch liegen.

Centriseche Gebilde sind:

1. Ein Strahl. Jeder Punkt desselben kann als Centrum an-
genommen werden.

2. Eine Strecke. Symmetriecentrum ist der Halbierungspunkt.

Fig. 87. 3. Zwei sich halbierende Strecken. Ihr
D B 0 Durchschnittspunkt ist das Centrum.

4. Jedes Parallelogramm. Der Durch-
schnittspunkt der Diagonalen O¢(Fig. 37) ist
das Centrum. Jede durch O gehende und
durch zwel Seiten des Parallelogrammes be-
orenzte Strecke wird in O halbiert.

A =

O. Jedes regelmifiige Polygon von gerader Seitenzahl. Der Mittel-
punkt O des Polygones ist das Symmetriecentrum. - (Fig. 35 b.) Jede
durch O gehende und durch zwei Seiten des Polygons begrenzte Gerade
wird in O halbiert.

Der gerade Cylinder.

§-39. Die Fig. 38 stellt einen geraden Cylinder dar. Dieser
wird von drei/Flichen begrenzt; zwei derselben, die Grundflichen, sind

‘ebene, parallele und congruente Figuren, die dritte,
, 7 die Mantelfliiche des Cylinders, ist keine ebene, sondern
e N eine gekriimmte Fliche. Weil der Cylinder nicht
~————"| von lauter ebenen Flichen, sondern auch von einer
' krummen Fliche begrenzt ist, heit er ein krum m-
flichiger Korper; die friilher betrachteten Korper
. waren eckige.
Die Grundflichen des Cylinders sind von einer
‘ krummen Linie begrenzt. In jeder derselben gibt es
einen Punkt (Centrum), der von allen Punkten des
Umfanges (Peripherie) gleich weit entfernt ist. Eine
solche Fliche heifit eine Kreisfliche, die sie beglenzende krumme Linie
Kreislinie. Die gerade Verbindungslinie eines Punktes derselben mit
dem Mittelpunkt heilt Halbmesser oder Radius. Eine Strecke, welche
- zwei Punkte des Umfanges verbindet und durch den Mittelpunkt geht,

e,
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heift Durchmesser(Diameter). Alle Halbmesser und daher auch alle
Durchmesser eines Kreises sind einander gleich. Jeder Durchmesser
theilt den Kreis 1in zwei Halbkreise.

Verbindet man die Endpunkte zweier paralleler in derselben
Richtung gezogener Radien der beiden Grundflichen durch eine Gerade,
so fillt dieselbe in die Mantelfliiche des Cylinders; sie heilt eine Seite
desselben. Bei dem betrachteten Cylinder steht jede Seite auf den
beiden Grundfliichen senkrecht, der Cylinder heifit daher ein senkrechter
oder gerader Cylinder. Die gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte der
beiden Grundfliichen heift die Achse des Cylinders. Bei dem geraden
Cylinder ist sie auf den beiden Grundflichen normal. Einen geraden
Cylinder kann man durch Verschiebung eines horizontalen Kreises in
verticaler Richtung oder durch Rotation eines Rechteckes um eine
seiner Seiten entstanden denken. '

Der gerade Kegel.

§. 40. Der in Fig. 39 dargestellte Korper ist ein gerader Kegel;
er ist von zwei Flichen begrenzt, der Grundfliiche und dem Mantel. Die
Grundfliiche ist ein Kreis, also eine ebene Fliche,

der Mantel hingegen ist eine krumme, in einen Fig. 39.
Punkt auslaufende Fliche. Dieser Punkt heifit die /
Spitze des Kegels. Verbindet man dieselbe mit einem / !\
Punkte des Umfanges der Grundfliche durch eine X,

Gerade, so fillt diese in die Mantelfliche und heifit !
eine Seite des Kegels. Alle Seiten des geraden Kegels / | B =\
stehen gegen die Grundfliche schief und sind gleich
lang. Die gerade Verbindungslinie der-Spitze mit _} \
dem Mittelpunkt der Grundfliche ist die Achse ( 2
des Kegels; sie steht beim geraden Kegel auf der Q
(xrundﬂa,che senkrecht.

Einen geraden Kegel kann man durch Rotatlon eines rechtwinkligen
Dreieckes um eine seiner Katheten entstanden denken.

Der gerade Kegels@umpf

§ 41. Wird ein gerader Kegel (F]g 40) durch eine mit der
Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfigur ein Kreis.
Der Kegel zerfillt durch einen solechen Schnitt in zwei Theile, emen
zwischen der Grundfliiche und der Schnittfliche liegenden Theil, welcher
ein abgekiirzter gerader Kegel oder ein gerader Kegel-
stumpf heifit, und einen zwischen der Schnittfliiche und dem Scheitel
liecenden kleineren Kegel, welcher der Erginzungskegel des
Stumpfes genannt wird. Der Kegelstumpf wird von zwei parallelen

FEErs: \
o 2 _;
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ungleichen Kreisen als Grundflichen und der zwischen ihnen ent-
haltenen Mantelfldche begrenzt.

Die Strecke Oo, welche die Mittelpunkte der Grundfliichen ver-

bindet, heifit die Achse; sie steht auf den beiden Kreisflichen senk-

recht. Eine Strecke, welche die Endpunkte zweier

Fig. 40. paralleler in derselben Richtung gezogener Radien

- o der beiden Grundflichen verbindet, fillt in die

Mantelflsiche des Stumpfes und heifit eine Seite
desselben; z. B. 4 a.

Lot Einen geraden Kegelstumpf kann man sich
C{,w#,»\ dadurch entstanden denken, dass sich ein Trapez
/’f AOoa, m welchem ein Schenkel Oo auf den
§ \ beiden parallelen Seiten senkrecht steht, um diese
o Seite als Achse herumdreht; der andere Schenkel

A a beschreibt dabei die Mantelfliiche, die beiden
parallelen Seiten A O und ao erzeugen die Grund-

flichen des -geraden Kegelstumpfes. In einem geraden Kegelstumpfe
sind alle Seiten gleich.

§. 42. Erkldrung und Entstehung einer Kugel.

Der in Fig. 41 dargestellte Korper ist eine Kugel. Sie ist von
emer einzigen gekriimmten Fliche begrenzt, deren Punkte von einem
innerhalb derselben liegenden Punkt, dem Mittel-
Fig. 41 punkt oder Centrum, gleich weit abstehen. Die
Strecke zwischen einem Punkt der Oberfliiche und
dem Centrum heift Halbmesser oder Radius;
eine Strecke, welche zwel Punkte der Oberfliiche
. einer Kugel verbindet und durch den Mittelpunkt
- geht, heift Durchmesser (Diameter).
Alle Radien und daher auch alle Durchmesser

einer Kugel sind einander gleich.

Man kann sich eine Kugel durch eine
halbe Umdrehung eines Kreises NASQ um
den Durchmesser VS (Fig. 41) entstanden denken; der Durchmesser NS
heiit die Achse, seine Endpunkte werden die Pole der Kugel
genannt. Die emzelnen Lagen der sich drehenden Kreislinie heiBen
Meridiane, und die Kreislinien, z. B. C' R, welche die Punkte der sich
drehenden Kreislinie beschreiben, Parallelkreise. Die Meridiane sind
alle einander gleich, die Parallelkreise haben verschiedene Griofe. Der
grofite Parallelkreis ist der Aquator 4Q, d. i. derjenige Kreis, welcher
von dem Halbierungspunkte A des Halbkreises VA S beschrieben wird.

.
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chnittfiguren an der Kugel.
chneidet man eine Kugel durch eine Ebene, so ist die Schnitt-
fliche ein Kreis, welcher um so griofier ist, je niher am Mittelpunkte
der Schnitt gelegt wird. Am grioften wird er, wenn die Schnittebene
durch den Mittelpunkt der Kugel geht;l ein solcher Kreis, dessen Mittel-
punkt im Mittelpunkte der Kugel liegt, dessen Halbmesser also so grof
ist als der Halbmesser der Kugel, heift ein
crofiter Kreis der Kugel. Der Aquator, sowie

alle Meridnankreise sind griofite Kugelkreise.
2./5chneidet man eine Kugel durch eine
ene;

Eb so zerfillt der Kugelkorper in zwei Theile,
welche man Kugelabschnitte nennt. Geht
die Schnittebene durch den Mittelpunkt, so theilt
sie den Kugelkorper in zwei symmetrische Kugel-
abschnitte, welche Halbkugeln heiflen; fiir
jede nicht durch den Mittelpunkt gehende Schnitt-
ebene sind die Kugelabschnitte ungleich. Die
ogekriimmte Fliche eines Kugelabschnittes heiit eme Kugelmiitze
oder Calotte. | /_\
3,/Wird eine Kugel durch zwei parallele Ebenen geschnitten,

so heifit der zwischen ihnen befindliche Theil des Kugelkorpers eine g

Kugelschicht und der dazu gehorige Theil der Kugelfliiche eme
Kugelzone.

§ 44. Der Kreis.

a) Entstehung der Kreislinie.

Dreht sich eine Strecke O A (Fig. 43) um den Punkt O in der
Ebene so lange, bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage kommt, so
beschreibt der Punkt A eine Linie, deren |
Punkte von O gleichen Abstand haben, also Fig. 43.
einen Kreis (§-39). O ist der Mittelpunkt,
A O ein Radius, 4 D ein Durchmesser. Die
von der Kreislinie eingeschlossene Figur
heifit Kreisfliiche.

Der Kreis ist eine centrische und eine
achsial-symmetrische Figur. Jeder Durch-
messer ist eine Symmefrieachse.

b)) Punkt und Kreis.

Ein Punkt liegt in der Peripherie,
auBerhalb oder innerhalb derselben, je nach-
dem sein Abstand vom Mittelpunkt (Centralabstand) gleich dem Radius,
groBer oder kleiner als derselbe ist.
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¢c) Die Gerade und der Kreis.
Eine Gerade kann mit einer Kreislinie zwe1l Punkte oder nur
einen Punkt oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich haben.

Eine Strecke 4 B (Fig. 44), welche zwei
Punkte des Umfanges verbindet, heilit eine
Sehne. Geht eine Sehne durch den Mittel-
punkt, so ist sie ein Durchmesser.

Eine Gerade C'D (Fig. 44), welche durch
die Verlingerung einer Sehne A B iiber ihre
Endpunkte binaus entsteht, heifit eine Secante.
Eine Gerade ZF, welche mit der Kreislinie
nur einen Punkt 4 gemeinschaftlich hat und
T iibrigens ganz auBlerhalb des Kreises liegt, heift
eine Tangente des Kreises.

Die Durchmesser eines Kreises bestimmen ein Strahlenbiischel. Man
bedient sich desselben zum Zeichnen der Kreislinien aus freier Hand.

d) Theile der Kreislinie.

Jeder Theil des Umfanges, wie z B. AB (Fig. 43) wird ein
Kreisbogen genannt; die Hilfte des Umfanges heifit inshesondere ein
Halbkreis, der vierte Theil ein Quadrant, der sechste ein Sextant,
der achte ein Octant. Um die GriBe eines Kreisbogens im Vergleich
zum ganzen Kreisumfange angeben zu konnen, theilt man diesen in 360
gleiche Theile und nennt einen solchen Theil einen Bogengrad. Ein
Bogengrad (°) wird in 60 Bogenminuten (‘) und eine Bogenminute in
60 Bogensecunden (") eingetheilt.

Aufgaben:

1. Wie viele Bogengrade kommen auf einen Halbkreis, wie viele auf den Qua-
dranten, den dritten, fiinften, sechsten, achten, zehnten Theil des Kreis-
umfanges?

2. Der wievielte Theil des Kreisumfanges -ist ein Bogen von 10°, 20° 30° 36°,
40°% 60°, 90° 120°7?

e) Theile der Kreisfliche.

1. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment, d. i. ein
Theil der Kreisfliiche, welcher von einer Sehne 4 B (Fig. 44) und dem
durch diese abgeschnittenen Bogen begrenzt wird. Da zu jeder Sehne
zwel Bogen gehoren, so zerschneidet sie auch den Kreis in zwei Seg-
mente. Spricht man von einem, so ist das kleinere gemeint:

2.-Der Kreisausschnitt oder Kreissector, d. i. ein Theil
der Kreisfliche, welcher von zwei Halbmessern und dem dazwischen
liegenden Bogen begrenzt wird, wie 40 B (Fig. 44).
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§ 45. Messen der Winkel.
1. Zur Messung der Winkel nimmt man einen bestimmten Winkel

als Einheit an und untersucht, wie oft dieselbe in dem zu messenden
Winkel enthalten ist.

Die Einheit des Winkelmafies i1st der 90. Theil eines rechten
Winkels. Dieser wird ein Winkelgrad genannt. Der 60. Theil eines
Winkelgrades heift eine Winkelminute, der 60. Theil einer Winkel-
minute eine Winkelsecunde.

Wie grofl ist ein gestreckter Winkel?

Zwischen welchen Grenzen liegt ein hohler, ein spitzer, ein
stumpfer Winkel ?

2. Theilt man den Bogen eines Halbkreises in 180 gleiche Theile,
so heifft jeder dieser Theile ein Bogengrad. Zieht man vom Mittel-
punkte des Kreises zu den Endpunkten eines jeden Bogengrades Halb-
messer, so entstehen um den Mittelpunkt herum 180 Winkel (Centri-
winkel), welche zusammen einen gestreckten Winkel bilden. Diese
Winkel sind untereinander gleich, da bei je zweien, wenn man sie
cehorig aufeinander legt, die Bogen und daher auch die Schenkel
zusammenfallen. Zu jedem Bogengrad gehort also ein Centriwinkel
von einem Winkelgrad; ebenso zu einer Bogenminute und einer Bogen-
secunde ein Centriwinkel von einer Winkelminute, beziehungsweise
einer Winkelsecunde. Daher hat jeder Centriwinkel eben so viele
Winkelgrade, Winkelminuten und Winkelsecunden als der zugehorige
Bogen Bogengrade, Bogenminuten und Bogensecunden enthiilt.

Wegen dieser Ubereinstimmung ist es moglich, einen Winkel
durch den Bogen zu messen, zu welchem er als Cenfriwinkel gehort,
obwohl Bogen und Winkel ungleichartig sind.

Zum Messen und Auf- Fig. 45.
tragen der Winke] bedient 90
man sich des Winkel- ; 6o
messers oder Trans- - /,.
porteurs. (Fig.45.) Dieser 4 |
ist ein in 180 Grade einge-
theilter Halbkreis aus Papier,
Holz oder Metall, bei wel-
chem die Kante 0...180
den Durchmesser und der

Punkt M den Mittelpunkt

vorstellt. ; _
3. Erhabene Winkel. Die Drehung eines Halbstrahles wurde in

§ 25 auf eine halbe Umdrehung beschriinkt; sie kann aber auch grofier
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sein. Die so entstehenden Winkel heiflen erhabene oder convexe Winkel,
z. B. AOB (Fig. 46). Ein Winkel, welcher durch eine ganze Um-
drehung entsteht, heifit em voller Winkel. Seine
Fig. 46. Schenkel liegen in einer Geraden nach derselben
| Richtung. FEin erhabener Winkel hat mehr als
A e /@ 180° ein voller Winkel 360°.
{8 Zwei von demselben Punkt ausgehende Halb-
s strahlen bilden zwei Winkel; unter dem Winkel
B derselben meint man den Kkleineren, wenn nicht
das Gegentheil ausdriicklich gesagt ist.
Die Grade, Minuten und Secunden der Winkel werden so wie die
der Bogen durch ° ‘, ‘’ bezeichnet.

Aufgaben:

1. Wie viele Grade hat der Winkel, den der Stundenzeiger einer Uhr in 1, 3,
5, 6, 8, 10 Stunden beschreibt?

9. Wie groB ist der Winkel, den der Minutenzeiger in 1, 4, 15, 34, 48 Zeit-
minuten beschreibt?

3 \Vle orofl 1st der kael welchen die belden Zieiger emer Uhr um 1, 2, 4,

, 9, 11 Uhr bilden?
4. ’\Ilss die an verschiedenen eckigen Koérpern vorkommenden Winkel mittelst

des Transporteurs!

5. Zeichne beliebige Winkel, schitze zuerst ihre Gréfe nach dem Augenmafe
ab und miss sie dann mit dem Transporteur!

6. Zeichne zuerst nach dem Augenmafe aus freier Hand und dann mit Hilfe des
Transporteurs einen Winkel von 90° 45° 60° 30° 80° 50° 120° 175°% 200°,
2700, 285°, 300°: |

E§ 46., Complementare und supplementédre kael

etriigt die Summe zweier Winkel 90°, so heifen sie complementme
Winkel; jeder der beiden Winkel wird das Complement des andern
genannt.

Betriigt die Summe zweier Winkel 180, so heifien sie supplementire
Winkel; jeder wird das Supplement des andern genannt.

Aufgaben: | .

1. Wie grof ist das Complement eines Winkels von a) 35° &) 48°12‘
c) 75987427

2. Wie gro§ 18t das Supplement eines Winkels von a) 53°, b) 96°20°, ¢) 187°21°28?

§ 47. Die Ellipse.

An dem gerétden 'Cy]jnder und Kegel kann noch eine andere krumme
Linie zur Anschauung gebracht werden.

Schneidet man diese Korper durch eine Ebene, welche zur Gmnd
fldche nicht parallel ist und alle Seiten trifft, so erhilt man als Durch-
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schnittsfigur derselben mit dem Mantel eine krumme Linie, welche
Ellipse genannt wird.

Man kann sie an dem Niveau einer Flissigkeit erkennen, welche in einem
Gefil, das die Form eines geraden Cylinders oder Kegels hat, sich befindet. wenn
man demselben eine schrige Stellung gibt.

Construection der Ellipse. |

Befestigt man in den Punkten 4 und B (Fig. 47) die Enden einer
Schnur, spannt dieselbe mittels eines Stiftes M und fihrt mit diesem
um die beiden Punkte so herum, dass die

Schnur immer gespannt bleibt, so be- Fig. 47.
schreibt der Stift eine Ellipse. Y

. Die Punkte A4 und B nennt man f’//_[‘\M
die I?rennpunkte der Ellipse. Die Ent- f/ //'*/ \
fernungen eines Punktes M/ von den beiden p<4,;j_ = $ om0 8 D
Brennpunkten, d. i. die Strecken 4 M und ~\ 4 B ;J

B M, heiffien die Leitstrahlen dieses .\\\ﬂ \_/
Punktes. e |
F

D€ Strecke C' D, welche durch die
Brennpunkte geht, heifit die grofe
Achse; die Endpunkte C' und D derselben heiflen die Scheitel der
grofien Achse, und der Halbierungspunkt O der Mittelpunkt der Ellipse.

@ie Strecke £ F, welche im Mittelpunkte auf der grofen Achse
senkrecht steht, heift die kleine Achse; die Punkte £ und Z sind
die Scheitel derselben.

Ais der Entstehung der Ellipse geht hervor, dass sich die Léingen
der beiden Leitstrahlen 4 M und B M von Punkt zu Punkt verindern,

dass aber ihre Summe stets dieselbe bleibt. Dlek; Summe stellt die
Linge der Schnur dar und diese ist der groBen Achse gleich. In der
Ellipse ist also die Summe der Leitstrahlen eines jeden
Punktes gleich der grolen Achse.
Ple Ellipse ist eine zwelachsig symmetrische Flgur die beiden
Achsen sind die Symmetralen.
Wie grof§ sind die Leitstrahlen A E und BE?
| Eine Strecke, welche zwei Punkte der Ellipse verbindet, heifit eine
Sehne derselben. Geht die Sehne durch den Mittelpunkt, so heifit sie
¢in Durchmesser. Die beiden Achsen sind Durchmesser der Ellipse.
Alle Durchmesser werden durch den Mittelpunkt halbiert. Daher ist
die Ellipse eine centrische Figur, das Centrum ist O.
Eine gerade Linie, welche mit der Ellipse nur einen Punkt ge-
meinschaftlich hat und tibrigens ganz auferhalb der Ellipse hegt heift
eine Tangente der Ellipse.
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Je Kkleiner die Entfernung der Brennpunkte vom Mittelpunkte,
oder je kleiner der Unterschied zwischen der grofen und der kleinen
Achse ist, desto mehr nihert sich die Ellipse einem Kreise.

Markiert man auf einem Lineale drei Punkte und lasst zwei derselben auf
den Schenkeln eines Winkelkreuzes gleiten, so beschreibt der dritte Punkt eimne

Ellipse.

II. Gerade Linien und Winkel.

‘§. 48. Zeichnendes Rechnen mit Strecken.

1.Addition zweier oder mehrerer Strecken. Um zwei oder
mehrere Strecken zu addieren, legt man sie In einer Geraden so neben-

- einander,
| — dass der End-
A b6 ° HE e 7 punkt der ersten
| - mit dem Anfangs-
. D punkte der zwei-
E F | ten, der Endpunkt

_ der zweiten mit
dem Anfangspunkte der dritten Strecke u. s. w. zusammenfillt; dann
ist die Strecke zwischen dem Anfangspunkte der ersten und dem End-
punkte der letzten Strecke die gesuchte Summe. In Fig. 48 ist
AF = AB+CD + EF.

2. Subtraction zweier Strecken. Um zwei Strecken zu

‘subtrahieren, legt man die kleinere so auf die grofere, dass zwel End-
punkte derselben zusammen-

J Fig. 49. fallen; dann ist die Strecke
i A J '_zwischen den anderen End-
punkten die gesuchte Differenz
¢ = (Unterschied). In Fig 49 ist

BE = AB—CD.

3. Multiplication einer Strecke mit einer ganzen
Zahl. (Verwelfachen einer Strecke.) Eine Strecke wird mit einer ganzen

1 Zahl multipliciert

et _ (vervielfacht), in-

E ﬁﬁ ¢ ~ dem man dieselbe

- | | | in der frither an-
o | ] ¢ Y 4 gegebenen Weise

g0 oft als Addend

setzt, als die ganze Zahl anzeigt. Ist z. B. die Strecke 4B (Fig. 50)
mit 4 zu multiplicieren oder zu vervierfachen, so trigt man dieselbe auf
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einer Geraden viermal nebeneinander auf; es ist dann A E= ADB X 4
oder A E das Vierfache von A4 B.

4, Division einer Strecke. @) Durch eine ganze Zahl
(Theilung). Eine Strecke durch eine ganze Zahl dividieren heifit, die-
selbe in so viele gleiche Summanden zerlegen, als die ganze Zahl an-
zeigt. Der Quotient ist eine Strecke. Ist eine Strecke in 2, 4, 8§,
16 . . . gleiche Theile zu theilen, so theile man dieselbe vorliufig nach
dem Augenmafie in zwei, jede Hiilfte wieder in zwei, jedes Viertel
wieder in zwei gleiche Theile u. s. w. Ist eine Strecke in 6 gleiche
Theile zu theilen, so theilt man dieselbe zuerst in zwei gleiche Theile
und jede Hiilfte in drei gleiche Theile. |

b) Durch eine Strecke, Eine Strecke durch eine Strecke dividieren
heift untersuchen, wie oft die letztere in der ersten enthalten ist.
(Messung.) Der Quotient ist eine Zahl. Z. B. (Fig. 50) AL£: 4B = 4.

Aufgaben:
1. Es sind drei horizontale Strecken zu zeichnen, dieselben beziiglich ihrer
Lange zu vergleichen und zu addieren.
Es sind drei verticale Strecken zu zeichnen und zu addieren.
Es sind zwel verticale Strecken zu zeichnen und ihre Differenz zu ermitteln.
Es ist eine gegebene Strecke mit 7 zu multiplicieren.
Es ist a) eine horizontale, &) eine verticale, ¢) eine schrige Strecke in 3, 4,
5, 6, 8, 10 gleiche Theile zu theilen.

8. 49. Messen der Strecken.

Auf der Division einer Strecke durch eine Strecke beruht die
Bestimmung der Liinge einer Strecke d. i. das Messen derselben.

Eine Strecke m essen heifit untersuchen, wie oft eine als Léin gen-
einheit angenommene Strecke in der zu messenden enthalten ist. Die
Zahl, welche dieses anzeigt, heiBt die MaBzahl der Strecke.

Die Einheit des osterreichischen Lingenmafes ist
das Meter (m), das in 10 Decimeter (dm) & 10 Centimeter (cm)
4 10 Millimeter (mm) eingetheilt wird. Ein Meter ist nahezu der
zehnmillionste Theil eines Erdmeridianquadranten. 1000 Meter =
1 Kilometer (km), 10 Kilometer = 1 Myriameter (um).

7Zum Ausmessen der Lingen dienen Stibe von Holz oder Metall,
aut welchen eine oder mehrere Liingeneinheiten nebst den Unter-
abtheilungen aufgetragen sind; sie heifen Mafistéibe. '

Anfingern ist anzurathen, dass sie zur Ubung des Augenmafes verschiedene
Lingen zuerst anniherungsweise mit dem Auge abschitzen und dann mit dem Mag-

stabe genau messen.

o

DRl ol

Aufgaben:
1. Die Summe folgender Strecken zu suchen:
a) 3dm 8 cm b mm, 7T dn 9 cm 6 mm, 8 dm 6 mm;

b) 3 km 86 m, 5 km 817 m.



. Die Differenz folgender Strecken zu suchen:
a) 3m8dm 5cm, 1 m2 dn 3 cm;
b) 13 m 4 dm 7 cm, 8 m 9 dm 8 cm;
¢c) 4 km, 1 km 27 m.
. Die Strecke 3 m 8 dm 9 ¢cm @) mit 3 zu multiplicieren, 5) ihren 5. Theil

zu berechnen.
. Wie oft sind 3 Zm 826 m in 15 km 304 m enthalten?

§. 50. Zeichnendes Rechnen mit Winkeln.

L 1. Addition der Winkel. Zwei Winkel ABC und DEF
(Fig. 51) werden addiert, indem man sie so nebeneinander legt, dass
sie den Scheitel
und ein Paar
Schenkel  ge-
meinschaftlich
haben und das
andere Paar
Schenkel auf
die entgegenge-
setzten  Seiten
des gemein-

/J 1 1 schaftlichen féllt. In Fig. 51 ist <C ABG = <L ABC + X DEF.

2. Subtraction der Winkel. Zwei Winkel A BG und D EF
Fig. 51 werden subtrahiert, indem man den kleineren so auf den
groferen legt, dass sie den. Scheitel und ein Paar Schenkel gemein-
schaftlich haben und das andere Paar Schenkel auf dieselbe Seite des
gemeinschaftlichen fillt. In Fig. 51ist L A BC =<3 ABG — <X DEF.

3. Multiplication eines Winkels mit einer ganzen
Ziahl. (Vervielfachen eines Winkels.) Ein Winkel 40 B (Fig. 52)
wird mit einer ganzen Zahl multipliciert

Mg 62 (vervielfacht), indem man denselben in

E. der oben angegebenen Weise so oft als
2 Addend setzt, als die ganze Zahl anzeigt.
o By In Fig. 52 ist <C AOE — <X AOB X 4.
G ey TR 4. @) Division eines Winkels
;’(‘\‘“-aa_ \\ s durch eine ganze Zahl. (Theilung
i s eines Winkels.) Einen Winkel durch
Bf \\““Rah;\i;;; 0 eine ganze Zahl dividieren heiif, den-

AE‘ // 2 selben in so viele gleiche Summanden

zerlegen, als die ganze Zahl anzeigt.
Der Quotient ist also ein Winkel. Zu diesem Zwecke beschreibe man
aus dem Scheitel des zu theilenden Winkels mit einem beliebigen Halb-
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messer einen Kreisbogen, welcher beide Schenkel durchschneidet, und
theile den zwischen den Schenkeln gelegenen Theil des Kreishogens in
so viele gleiche Theile, als die ganze Zahl anzeigt. Verbindet man

jeden Theilungspunkt mit dem Scheitel des Winkels, so erscheint der-
selbe als Summe so vieler gleicher Winkel, als die ganze Zahl anzeigt.

In Fig. 52 ist “’E‘iOE L A O

') Division eines Winkels durch einen Winkel. (Mes-
sung.) Dadurch wird untersucht, wie oft ein Winkel in einem andern

enthalten ist. Der Quotient ist also eine Zahl. Z. B. (Fig. 52) < AO E:
<X A0 B = 4.

Aufgaben:

1. Was fiir. ein Winkel ist die Summe a) eines rechten und eines spitzen,

) eines rechten und eines stumpfen, ¢) eines gestreckten und eines hohlen
Winkels?

Wie grof ist die Summe aller Winkel, die in einer Ebene um einen gemein-
schaftlichen Scheitel herum liegen?

Wie grof ist die Differenz @) eines gestreckten und eines rechten, 4) eines
vollen und eines gestreckten, ¢) eines vollen und eines rechten Winkels?

4. Was fiir ein Winkel ist die Differenz @) eines rechten und eines spitzen,
b) eines stumpfen und eines rechten, ¢) eines gestreckten und eines stumpien,
d) eines vollen und eines rechten, ¢) eines vollen und eines stumpfen, f) eines
vollen und eines spitzen Winkels?

5. Was fir ein Winkel ist das Doppelte @) eines rechten, 4) eines stumpfen,
¢) eines gestreckten Winkels?
6. Was fiir ein Winkel ist die Hilfte a) eines rechten, &) eines stumpfen,
¢) eines gestreckten, d) eines erhabenen, e¢) eines vollen Winkels?
7. Die Summe folgender Winkel zu suchen: /r) J ( (J \Tg;
i A

bo

o

a) 52°% 89° 124° und 76°; A
b) 28°24'30“ 33°45'56“, T4°98'53“, 22°16‘37". [k L2
8. Die Differenz folgender Winkel zu suchen:
ay 128", 13"
b) 216°34’28", 78°94/17%; |
¢) 78°16'47“ 5892356 ' L
d) 23° 14°2538". |
9. Den Winkel 43°38/35" a) mit 3 zu wmrlTliphgieren, 5) in 5 gleiche Theile zu
theilen. '
10. Untersuche, wWie oft™ig Winkel von a) 8% 0) 15'28“ ¢) 12°35'49” beziiglich
in eingm Winkel von g 96°, 5) 108°16% ¢) 100°46'32“ enthalten 1ist.

§. 91. Neben- und Schejtelwin

a) Nebenwinkel. Veplimge

einen “Schenkel eines hobdet Winkels s

Mcheitel hinaus, so entsteht sein Neben-
winkel. Nebenwinkel sind also zwei

Winkel, welche einen Schenkel gemeinschaft-

/

mal




 lich haben, und deren zwei andere Schenkel nach entgegengesetzten
Richtungen in einer Geraden liegen. AO B (Fig. 53) ist ein Neben-
winkel von BOC'; ebenso ist 40D ein Nebenwinkel von D O C.

Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich zwei
Rechten oder 130°

b) Scheitelwinkel. Verlingert man beide Schenkel -eines
hohlen Winkels iiber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Scheitel-

o =l winkel In Fip. D4 sind o wndic. 5 wnd 4

Scheitelwinkel.

g o Scheitelwinkel entstehen durch dieselbe Drehung ;
62 denn dreht man (Fig. 54) A B um O in der Richtung
des Pfeiles bis in die Lage C'D, so beschreibt 40O
den Winkel ¢, BO den Winkel ¢; daher ist a == e.
Zwel Scheitelwinkel sind daher einander gleich.
Aufgaben:

. Wie groB ist der Nebenwinkel eines Winkels von a) 65°% &) 28°40°

g) L15% 485 ) 73" 19° 597 f

Die Differenz zweier Nebenwinkel betrigt 28°; wie grof ist jeder derselben?

Yon zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grof als der andere; wie

orof ist jeder? | |

Ein Winkel 1st a/ 37% &) 68°27, ¢) 53°36‘43“; wie grof ist der Scheitel-

winkel seines Nebenwinkels ? : |

5. Wenn in Fig. 54 der Winkel a 69°17/26" betrigt, wie groff ist jeder der
Winkel 6, ¢, d?

6. Wie grof 1st der Winkel der von den Halbierungslinien zweier Nebenwinkel

gebildet wird?

- ~B

e

Q0 o

=

Senkrechte und parallele Gerade.

Senkrechte und schiefe Gerade.

S- 92. Aus den Lehrsiitzen von den Neben- und den Scheitel-
winkeln folgt: | |

Ist von den Winkeln, welche zwei sich schneidende Gerade mit-
einander bilden, einer ein rechter, so sind es auch die andern; ist einer
von jenen Winkeln ein schiefer, so sind es auch die andern.

Bilden zwei1 sich schneidende Gerade miteinander rechte Winkel,
so heiflen sie aufeinander senkrecht oder normal; bilden sie mit-
einander schiefe Winkel, so heillen sie gegeneinander schief.

Ist in Fig. 53 der Winkel 40D ein rechter, so ist DO | AC;
dagegen steht BO auf AC schief.

~ Die Senkrechte wird auch Normale oder Loth genannt. Loth
recht oder vertical ist wobl zu unterscheiden von senkrecht oder normal.
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Parallelentheorie.
§. 53. Die Erklidrung von parallelen Geraden ist in §. 22 enthalten.

) ;
Durech einen Punkt auBlerhalb einer Geraden kann
mit dieser nur eine Parallele gezogen werden (Grund-
satz von den Parallelen.)

Gegenwinkel, Wechselwinkel und Anwinkel.

§. ©4. Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so ent-
stehen um die beiden Schnittpunkte acht Winkel. Die vier Winkel,
weleche zwischen den beiden geschnittenen Geraden liegen, heifien
innere, die andern vier d4ufiere Winkel. In Fig. 55 sind 4B
und C'D die beiden geschnittenen Geraden, EF ist die schnei-
dende Gerade oder Transversale; ¢, d, m und = sind innere, a, b, o
und p #ubere Winkel.

Ein dullerer und ein innerer Winkel, welche ver-

1 R
schiedene Scheitel haben und auf derselben Seite der TR
Schneidenden liegen, heiflen Gegenwinkel. Zwel A
aufere oder zwei innere Winkel, welche verschiedene 4 \ a 3 B
Scheitel haben und auf verschiedenen Seiten der ﬁ
Schneidenden liegen, werden Wechselwinkel ge- (;i_*_,;_"f_a_n: s
nannt. Zwei dullere oder zwei innere Winkel, welche ; )2 p
auf derselben Seite der Schneidenden liegen, heiflen 8% \

- Anwinkel.
| Gegenwinkel: @ Wechselwinkel: Anwinkel :
a und m, | a und p, a und o,
R RSN S b i P
G o A C o i | Chig Yy
e nien: G e, diis L

§. 55. Lehrsiitze. 1. Wenn zwei parallele Gerade von
einer dritten geschniiten werden, so sind

a) je zweil Gegenwinkel einander gleich,
b) je zwei Wechselwinkel einander gleich,

¢) je zwel Anwinkel supplementir.
Voraussetzung. AB || CD (Fig.BG). |
Bekhauptang: “lica=m, 8. a0 —p 5. a + o= 180"
b= n, D=0 b + p = 1807,
cie—p =0 ¢c + m= 130",
d-=:7, di == d -+ n = 180"

MocCnik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d..Goom. f. Realsch. 3
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Fig. 56. Beweis. Bewegt sich die Gerade 4B parallel

z - mit sich selbst, so bildet sie, da sich dabei ihre

/ Lage gegen L F nicht &ndert, mit dieser stets die-

4— 2 dé » selben vier Winkel; es fallen also, wenn A8 nach

CD gelangt, je zwei Gegenwinkel aufeinander, Gegen-

. _mln winkel sind daher einander gleich, je zwei Wechsel-
O/p 2 winkel gehen in zwei Scheitelwinkel iiber, sind also
7 ebenfalls einander gleich; je zwei Anwinkel endlich

werden zu Nebenwinkeln, betragen also zusammen 180°.

2. Umgekehrt folgt: Wenn zwei Gerade von einer dritten
so geschnitten werden, dass entweder zwel Gegenwinkel
oder zwei Wechselwinkel gleich, oder zwei Anwinkel
supplementéir sind, so miissendie geschnittenen Geraden
parallel sein.

Daraus ergibt sich die groBe Wichtigkeit der Gegen-, Wechsel-
und Anwinkel. Um mit Gewissheit behaupten zu konnen, dass zwel
Gerade parallel sind, solite man zeigen, dass sie fort und fort ver-
lingert doch nie zusammentreffen. Da aber eine solche Verlingerung
nicht ausfiihrbar ist, so wird die parallele Lage zweier Geraden ganz
einfach durch die Winkel entschieden, welche entstehen, wenn diese
Geraden von einer dritten geschniften werden.

Ein Grundsatz (§. 53) enthiilt einen Satz, dessen Richtigkeit ohne
Beweis zu erkennen ist, wihrend ein Lehrsatz eines Beweises bedarf.
Ein Lehrsatz besteht aus Voraussetzung und Behauptung. Vertauscht
man dieselben miteinander (& 55, 1 und 2), so erhilt man die Umkehrung
des Lehrsatzes. |

Aufgabe:

Es sei in Fig. 56 der Winkel a = 103°47’ 25"; wie grof ist jeder der Winkel
ey i N0, E

§. 56. Lehrsiitze. 1. Stehen zwei gerade Linien auf
einer dritten senkrecht, so sind sie parallel

Fig. 57. Voraussetzung: Es sei (Fig. 57)
P AB | MN und CD | MN.
- s Behauptung: 4B || CD.

Beweis: Da a —= R und b = R, 80
ist auch a = b; die Geraden 4 B und C'D
bilden also mit der sie Schneidenden M N
gleiche Gegenwinkel, folglich sind sie parallel.
M g LA 2. Steht von zwei Parallelen

B | D die eine auf eimer Geraden senk-
recht, so steht auch die andere auf ihr senkrecht. (Fig.57.)
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Voraussetzung: Es sei AB||CD und AB | MN.

Behauptung: CD | MN.

Beweis: Wegen AB|CD ist a = b, wegen AB | MN ist
@ — &; daher.wf anch b — R dii. OD V| MN,

3. Von einem Punkt ldsgst sich auf eine Gerade nur
eine einzige Normale errichten. |

Wiren C'D und C'E (Fig. 58) senkrecht Fig. 58.
auf 4 B, so wiren m und n als rechte Winkel C
supplementir; da sie aber Anwinkel sind, so
miissten ¢'D und CZ parallel sein, was nicht
moglich ist, da sie den Punkt ' gemeinschaft-
lich haben. |

Die Linge dieser vollig bestimmten Senk- % m = 3
rechten gibt den Abstand des Punktes von der Ik
Geraden an.

Auch in einem Punkt einer Geraden lisst sich auf
diese nur eine einzige Normale errichten.

§. 97. Lehrsiitze. 1. Zwei Winkel deren Schenkel paar-
"weise einander parallel sind, sind einander gleich, wenn
beide Paare der parallelen Schenkel nach derselben Seite
oder nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind.

2. Zwel Winkel, deren Schenkel paarweise einander
parallel sind, betragen zusammen 180°% wenn nur ein
Paar der parallelen Schenkel nach derselben Seite, das
andere aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

3. Es sei (Fig. 59) AB|| DE uwnd AC | DF

Fig. 59.
| 11 111
C F z g5k
bi, iy o e e
: v
H/a e B Al2 fn A/‘q s Y p

In I sind die parallelen Schenkel der Winkel « und m gleich-
oerichtet. Es sei z B. 2 = 75% da o und m Gegenwinkel zu dem
Winkel « zwischen Parallelen sind, so muss jeder derselben eben-
falls 75° sein, sie sind also einander gleich.

In II sind die parallelen Schenkel der Winkel ¢ und m entgegen-
gesetzt gerichtet. Es sei & = 75% dann ist sowohl @ als Wechsel-
| | o |
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winkel und m als Gegenwinkel zu & bei Parallelen ebenfalls 75%; m
und ¢ sind daher einander gleich.
In III haben die Winkel ¢ und = auch paarweise parallele

Schenkel es ist jedoch nur ein Paar nach derselben Seite, das andere

Paar aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet. Es sei z. B. y = 1059,
dann ist @ als Anwinkel zu y 75° und » als Wechselwmkel zu y 105°%

Daher a + n = 180"
8. 5S. Centriwinkel, Sehnen und Bogen eines Kreises.

Zu jedem Centriwinkel gehort ein bestimmter Bogen, eine bestimmte
Sehne, ein bestimmter Kreisabschnitt und Kreisausschnitt. Dasselbe
gilt von einem Bogen, Kreisabschnitt und Kreisausschnitt. Zu einer
hestimmten Sehne hingegen gehoren zwei Bogen, zwei Centriwinkel,
zwei Kreisabschnitte und zwei Kreisausschnitte. Wenn nicht das Gegen-
theil bemerkt ist, wird immer das kleinere dieser Stiicke als zur Sehne
gehorig angesehen. |

Yon den Centriwinkeln, Sehnen und Bogen desselben Kreises oder
gleicher Kreise gelten folgende Lehrsiitze:

1. Zu gleichen Centriwinkeln gehoren gleiche Sehnen und gleiche

Bogen.

2. Zu gleichen Sehnen gehoren gleiche Centriwinkel und gleiche
Bogen.

3. Zu gleichen Bogen gehioren gleiche Sehnen und gleiche Centri-
winkel.

Von der Riehtigkeit dieser Sitze iiberzeugt man sich, wenn man
entweder zwel gleiche Centriwinkel, oder zwei gleiche Sehnen, oder
zwel gleiche Bogen annimmt und dann die betreffenden Kreisausschnitte
ibereinander gelegt denkt; man findet, dass unter jeder dieser Voraus-
setzungen die beiden Kreisausschnitte sich decken, dass also fiir jede
derselben auch die angefiihrten Behauptungen richtig sind.

8. 59. Constructionsaufgaben.

1. Einen Punkt zu bestimmen, welcher von einem gegebenen
-~ Punkt einen gegebenen Abstand hat.

Beschreibt man aus dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt mit
dem gegebenen Abstand als Halbmesser einen Kreis, so geniigen alle
Punkte dieser Kreislinie den Bedingungen der Aufgabe.

Eine Aufgabe, welche unendlich viele verschiedene Auflosungen
zuliisst, heilt unbestimmt, im Gegensatz zu einer bestimmten, welche
entweder nur eine einzige Auflosung, oder eine beschrinkte, genau be-
stimmbare Anzahl von Auflosungen besitzt; nach der Anzahl der Auf-
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l[6sungen ist sie ein-, zwei- oder mehrdeutig. Die vorliegende Aufgabe
ist demnach unbestimmt. |

Kine Aufgabe heilit iiberbestimmt, wenn mehr Bedingungen ge-
geben sind, als zur Auflosung erforderlich sind.

Z. B. Von einem gegebenen Punkt A mit einem gegebenen
Radius » einen Kreis zu beschreiben, der durch einen bestimmten
Pankt B geht; die Aufgabe ist nur miglich, wenn » — 4 B ist. Sonst
ist sie unmoglich. Im allgemeinen sind tiberbestimmte Aufeaben un-
loslich, weil die gegebenen Stiicke die zur Auflosung erforderlichen Be-
dingungen meist nicht erfillen.

2. Emen Punkt zu bestimmen, welcher von zwei gegebencn.
Punkten einen gegebenen Abstand hat.

Es secien (I'ig. 60) 4 und B die ge-
cgebenen Punkte, C'D der gegebene Abstand. S G 7 D
Die gesuchten Punkte miissen in den Durch- /\
schnittspunkten zweier Kreise liegen, welche cead s o
von den Mittelpunkten 4 und B mit CD ; Bow
als Radius beschrieben werden. Da sich im \ g
allcemeinen die beiden Kreislinien in zwei \ /

Fig. 60.

Punkten M und N schneiden, so gibt es zwei o
verschiedene Punkte, welche der Aufgabe A@;
genugen. ~

Ist CD gleich der Hilfte der Strecke A B, so erhilt man nur einen einzigen
Punkt, welcher in der Mitte von A B liegt; ist C D kleiner als die Halite von 4 B,
so erhalt man keinen Punkt.

Die Aufgabe kann also eindeitig oder zweideutiz bestimmt, aber
auch unmoglich sein.

3. Einen Punkt zu bestimmen, welcher von zwei gegebenen
Punkten verschiedene gegebene Abstinde hat. Die Auflosung ist der-
jeuigen der Aufgabe 2 analog.

4. Einen gegebenen Bogen Fig. 61.
zu iibertragen, d. h. einen Bogen
zu zeichnen, der einem aus
dem Mittelpunkte O (Fig. 61)
beschriebenen Bogen M N ,
gleich 1st. | | -

Man ziehe die beliebige Gerade O‘4’ und beschreibe aus O' mit
dem Halbmesser O' M’ — O M einen Bogen, welcher die Gerade O’ A’
in M' schneidet. Trigt man nun von M’ die Sehne M N auf, so erhilt
man V' und es ist dann Bogen M'N' — Bogen M N (§. 58).

| F-le
M
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- Durch eine gleiche Construction Lisst sich auch ein gegebener
Winkel iibertragen. (Fig. 61.)

Fio. 62. 5. Durch einen Punkt (' auBlerhalb einer
; gegebenen Geraden A4 B zu dieser die Parallele

£ zu ziehen.
Ly a) Man ziehe durch C' (Fig. 62) eine Gerade,
g weleche die gegebene Gerade AB in D
_J’? schneidet, und construiere zu dem Winkel
/ C'D B im Punkte C einen gleichen Gegenwinkel

D N B . PCQ; danm ist CQ || AB.

b) Die Construction wird am einfachsten, wenn die Winkel €' und D
rechte sind; man fiihrt sie mit Hilfe eines Winkelbrettchens aus,
welches die Form eines rechtwinkligen Dreieckes hat. (§. 50, 1.)

IH Eigenschaften der Strecken- und Winkelsymmetrale und
aus denselben sich ergebende Constructionen.

§. 60. a) Es sei C'D (Fig.63) die Symmetiale

e der Strecke A B, also AC=BC und CD | AB

D (§. 32). Verbindet man irgend einen Punkt M der

v Symmetrale mit den Endpunkten der Strecke und

N dreht die rechte Hilfte der Figur um CD als

Achse um 180° so muss, da die Winkel bei C

/ _ als rechte gleich sind, CB in die Richtung von
A - B AC fallen, weil BC — AC fillt ferner B auf

A, somit BM auf 4 M.

Jeder Punkt der Streckensymmetrale hat also von
den Endpunkten der Strecke gleiche Abstinde; und um-
gekehrt: ~

Hat ein Punkt von den Endpunkten einer Stleck
gleiche Abstinde, so liegt er in der Symmetrale der

Strecke.

Fig. 64. b) Es gei C'D (Fig. 64) die Symme-

e trale des Winkels A C'B, also QC AC'D

S 59 — B D. (§ 32.) Fillt man von irgend

| s einem Punkt M der Symmetrale auf

C < \M p die Schenkel des Winkels AC' B die
3 Normalen M P und M Q und dreht die

S / untere Hilfte 4 C'D der Figur um C' D
:Q“\ als Achse um 180°% so muss C'A in

A die Richtung - von C'B fallen, weil
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LACD = QL BCD ist, MQ muss auf M P fallen, weil von einem
Punkte (M) auf eine Gerade (C' B) nur eine einzige Senkrechte moglich ist.

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat also von
den beiden Schenkeln des Winkels gleiche Abstande
und umgekehrt:

Hat ein Punkt von den Schenkeln eines Winkels
gleiche Abstinde, so gehort er der Symmetrale des-
selben an. |

§. 61. Constructionen.

@) Die Symmetrale einer gegebenen Stleo]\e AB (I‘lg 65) AN
constr uieren.

Bestimmt man nach §. 59, 2 zwei Eunkte _ I'ig. 65.
C und D so, dass jeder derselben von den End- C
punkten 4 und B der gegebenen Strecke gleiche : >}(
|

Abstinde hat, so ist durch CD ‘die Lage der
Symmetrale der Strecke A B bestimmt. |
Dieselbe Construction liefert auch die Auf-
losung fiir folgende Aufgaben :
//'b) Die Symmetrale zweier gegebener Punkte
A (30nst1'uieren. // —
 ¢) Eine gegebene Strecke zu halbieren. /

 d) Zu einer gegebenen Geraden AB (Fig. 66) von einem aulfler
ihr liecenden Punkte C' die Normale zu z1eheq\

Man bestimme nach §. 59, 1 auf der /
Geraden zwei Punkte M und N, welche
~von C' gleich weit abstehen, und construiere
" zu MN die Symmetrale C'D, so ist diese
zu A B normal. . v

Durch dieselbe Construetion wird auch 7 r
die Aufgabe gelost: |

¢) Zu einem gegebenen Punkte (C) den
in Beziehung auf eine gegebene Gerade (42B) >I§
symmetrisch liegendenPunkt (D)zu bestimmen.
Es muss hier MD = MC sein.

/) Autf eine gegebene Gerade A B (Iig.67) [/
in einem gegebenen Punkte C' derselben die ///

Normale zu errichten.
Man bestimme in der Geraden zwei

Punkte M und N so, dass CM = CNist, 4 | ki B
und construiere die Symmetrale von MN ; M 4

At i1 2 B

S

‘_J

Fig. 66.
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zur Bestimmung derselben ist aufer ' noch ein zweiter Punkt I)
erforderlich, so dass DM = DN ist.

g) Die Symmetrale eines gegebenen Winkels B}f’ Fl&‘ 638) za
construieren, d. h. den Winkel zu halbieren. & f

Bestimmt man auf den Schenkeln zwei Punkte Miand N, welche
vom Scheitel A gleich weit abstehen, und dann in der Winkelfléiche:
den Punkt D so, dass er von M und N gleichen Abstand hat, so ist 4 D
die Symmetrale der Strecke M N, folglich ist sie auch, wie man sich

Fig. 68. durch Deckung iiberzeugen kann, die Symmetrale
des Winkels BAC. |

Durch diese Construction kann auch folgende
Aufgabe gelost werden :

h) Eihen gegebenen Kreisbogen zu halbieren
S . Man halbiere den zugehorigen Centriwinkel.
/ o Durch wiederholte Anwendung der Con-

structionen ¢, ¢ und 2 kann man eine- Strecke,
einen Winkel, einen Bogen in 4, 6, 8 . . . gleiche
< Theile theilen. o

1V. Das Dreieck.

1. Lehrsiitze iiber Seiten und Winkel eines Dreieckes.

§. 62. In jedem Dreiecke istdie Summe zweier Seiten
grober als diec dritte; denn die Gerade AB (Fig. 69) ist die
kiirzeste Linie zwischen 4 und B, also ist die
Iig. 69, o gebrochene Linte ACB d.i. AC - CB griofler

| //\ als A B.
i Aus drei Linien, deren Lidngen 2 m, 3 m

> und 4 m sind, 18t demnach ein Dreieck moglich;
n ‘_,,)( /T, vergleicht man jede dieser 3 Seiten mit dex
| ; Differenz der beiden andern, so ergibt sich:

Jede OSeite eines Dreieckes ist griofier als die
\Differenz der beiden andern. ) X

Wenn zwei Seiten eines Dreieckes 24 m und 17 m sind, zwischen welchen

Grenzen liegt die dritte Seite?
In welcher Beziehung steht ein Schenkel eines gleichschenkligen Dleleck@s -

gur Grundlinie? a
7 §. 63. Verlingert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die)
~ Verliingerung mit der anstofenden Seite einen Winkel, welcher ein
~ Aufenwinkel des Dreieckes heilt, Wahlend die drei Winkel 1m
) Dreieck innere Winkel sind. /

e —



CBD (Fig. 70) ist ein AuBenwinkel des Dreieckes 4 BC. f‘"’ ;-;,if/
§. 64. @) Die Summe der drei Fie. 70. By //f |
inneren Winkel eines Dreieckes g | /'

18t gleich zwei Rechten oder 180°

Beweis. Wird die Seite A B des
Dreieckes 4 BC (Fig. 70) verlingert und
durch B die Gerade B E || A (' gezogen, so 4
entstchen die zwei Winkel m’ und »/, von
denen m' dem Winkel m als Gegenwinkel, »* dem Winkel » als Wechsel-
winkel bei Parallelen gleich ist. Die Summe der drei Winkel m, n, »
ist daher so grof als die Summe der Winkel m’, n, . Die letztere
Summe aber betriigt einen gestreckten Winkel oder zwei Rechte; also
muss auch die Summe von m, n und » zwei Rechte betragen.

Aus diesem Satze folgt :
1. Zwel Dreieckswinkel betragen zusammen weniger
als 180°.

Koénnen in einem Dreiecke zwei rechte Winkel, oder zwei stumpfe Winkel,
oder ein rechter und ein stumpfer Winkel vorkommen? Jedes Dreieck hat daher
wenigstens wie yiele spitze Winkel ? C:l

2. Sind in einem Dreiecke zwei Winkel bekannt, so
findet man den dritten, indem man die beiden gegebenen
Winkel addiert und ihre Summe von 180° subtrahiert.

b)- Jeder AuBenwinkel eines Dreieckes ist gleich der
Summe der beideninnerenihm nichtanliegenden Winkel.

Denn der Auflenwinkel ¢CBD (Fig. 70) ist die Summe der
Winkel m’ und #'; diese sind aber den Winkeln m und » gleich.

Aufgaben.
1. In einem Dreiecke sei der Winkel *
ya) m = 6b° ¥ g == Sag 10, Qz =198 45" 91
w = 87% = T102° 9% . =— 74" 48549

wie grof} 1st der dritte "Winkel #?
9. Wie grof ist jeder der Winkel, wenn 1) m =n =1, 2) m = n und » = 57”?\
éyn einem Dreiecke ist ein Winkel 63° 35, die Differenz der beiden andern
= betrigt 12° 27‘; wie grof ist jeder derselben? ]
4. In ¢inem Dreieckigind zwel 1nnere Winkel

b

a) m = 24°, L — 65° 12/, \{ moe= 127 45748,
/?z = a2 n =79° 54/; i — 81 Y56 ‘
wie grof ist-der entsprechende Aufenwinkel?
"~ 5. Kin AuBenwinkel eines Dreieckes sei 102° 25 39, ein innerer ithm nicht an-
L/liegender Winkel 40° 40° 52“; wie groB ist der andere ihm nicht anliegende
Winkel? :
6. Wie grofj ist in einem rechtwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen
Winkel? |
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7. In einem rechtwinkligen Dreiecke sei ein spitzer Winkel
a) 62°, b) 38° 89, ¢c) 49° 17° 25“;
wie grof ist der andere spitze Winkel?

8. In einem rechtwinkligen Dreiecke betrigt der eine Aufenwinkel an der

Hypotenuse
a) 96°, b) F117° 48- ¢) 133%-B67 50
wie groff ist der zweite Aufenwinkel an der Hypotenuse?

9. Ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges und ein stumpfwinkliges Dreieck mit
den drei Hohen zu zeichnen und die Lage derselben anzugeben. |

§. 65. 1. Es sei in dem Dreiecke 4 BC (Fig. 71) die Seite
A C =B

Stellt man sich das Dreieck 4 BC noch einmal, und zwar um-
gewendet als 4' B'C"' vor, so kann

man das letztere so auf das erstere
legen, dass sich die Winkel C' und

& /\C'
- \ (" decken; dann fillt der Punkt B’
auf A, der Punkt A' auf B, die
\ Seite B' A‘ auf A B, und ist deshalb
A B B'/

Hag =71,

\

\ , der Winkel B'= 4; B’ ist aber = B,
4 also ist auch B — A. Hieraus folgt:

Gleichen Seiten eines Dreieckes liegen gleiche
Winkel gegeniiber. |

2. Ist umgekehrt in dem Dreiecke 4 BC' der Winkel B — A,
so kann man auf gleiche Weise die Seite B' 4’ mit der Seite A B sich
decken lassen und zeigen, dass die Seite 4 C' — B( sein muss; d. h.:

Gleichen Winkeln eines Dreieckes liegen gleiche
Deiten gegeniiber. ‘

Aus dem ersten Satze folgt:

a) In einem gleichschenkligen Dreiecke stnd die
Winkel an der Grundlinie einander gleich.

b) In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei
Winkel einander gleich. '

o

Aufgaben. e

1. Wie grof} ist jeder Winkel eines gleichseitigen Dreieckes? @ ¥,

2. Wie grof ist jeder Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei-
eckes, wenn der Winkel am Scheitel ein rechter ist? "*?" {)g

3. Der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist a) 23° 35/
b) 65° 10 36, c) 118° 48‘ 29“; wie grof ist ein Winkel an der Grundlinie?

4, Wie grof 1st der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes, wenn
ein Winkel an der Grundlinie a) 15° 12/, b) 48° 5/ 49*, ¢) 78° 41’ 17" betragt?

5 Wenn der AuBenwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes 130°
ist, wie grof ist ein Winkel an der Grundlinie? Welcher Satz ergibt sich

daraus?
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§. 66. Ist (Fig. 72) AB = AD, also das Dreieck 4 B.D gleich-
schenklig, so”sind die Winkel m und » an der Grundlinie einander
gleich. Dreht man BD um B bis B(C, so erhilt
man das Dreieck 4 BC. Vergleicht man die Winkel Fig. 72.
der Dreiecke A B.D und A BC), so findet man 4 — A4, 4
A B ("> m, folglich ist 4 C'B um ebensoviel kleiner
als n oder m. In dem Dreiecke ABC ist dem-
nach die Seite 4C > 4 B und zugleich der Winkel &
ABC > ACB. B C

‘Daraus folgt:

1. Der groBeren Seite eines Dreieckes liegt ein
groferer Winkel gegentiiber; und umgekehrt:
- .2. Dem grioBeren Winkel eines Dreieckes liegt eine
‘grofere Seite gegeniiber.

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist daher die Hypotenuse,

in einem stumpfwinkligen Dreiecke die dem stun%]ﬁnkel

Lo

gegeniiberliegende Seite die grifte. |

Aufgaben. oo 4

1. Wenn in emem Dreiecke <t 4 = 72°% < B = b55° ist, welche Seite dé"é‘h

selben 18t die grofte?

2. Wenn in einem Dreiecke die Seiten 75 cm, 48 ¢m, 90 em sind, welcher Winkel
1st der grofte, welcher der kleinste?

3. Ist es moglich, dass in einem Dreiecke mit zwei Seiten von 76 mm und 98 mm
Léange der ersten ein Winkel von 95° gegeniiberliegt ?

§. 67. Zieht man von einem Punkte A4 (Fig. 73) zu einer Ge-
raden BC dle/ﬁmmale AD und zugleich mehrere schl,_ Fec
AE AF, AG, so entstehen die recht- —

winkligen Dreiecke ADE, ADF, ADG@, Fig. 73.
in denen die Kathete A D kiirzer ist als jede N o4
der Hypotenusen 4 £, A F, A G.

Daraus fol t e

Die Normale 1ist die ”"l{ulifeste
Strecke, die von einem Punkte zu

einer geraden Linie gezogen werden p g _
k ann. b\

S. 68. Aufgaben. : \

1. Einen Winkel von a) 60% ) 30°% ¢) 120°% d) 150° zu constrmemn \

a) Durch Construction eines glemhseltwen Dreickes.

b) Durch Halbierung eines Winkels von 60°. |
¢) und d) Durch Construction des Nebenwinkels von 60°, bezng]mh von 305,

Einen Winkel von a) 90°% b) 45° c¢) 135° zu construieren. *j
a) Nach §. 61 f. | 7

b

b) und c) Durch Halbierung eines Winkels von 90° und durch Qfonstructlon |

des Nebenwinkels von 45°. | = ek e e




. Die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Theile zu theilen.

Auflosung. Man bestimme die Grofe eines Centriwinkels, mdem
man 360° durch die Zahl der verlangten gleichen Theile des Kreises dividiert,
construiere diesen Winkel am Mittelpunkte, und trage die durch seine Schenkel
abgeschnittene Sehne in der Peripherie herum. |

Einige Theilungen des Kreisumfanges lassen sich geometrisch aus-

- fithren. Dem 3ten, 4ten, 6ten, 8ten, 12ten Theile der Peripherie entspricht
ein Centriwinkel von beziiglich 120% 90°% 60° 45° 30°.

Mechanisch kann die Construction der Winkel und daher die Kreis-
theilung mit Hiife des Transporteurs vorgenommen werden.

4. Einen Halbkreis in Grade zu theilen, oder emen Transporteur anzufertigen.

Damit der Halbkreis von Grad zu Grad getheilt erscheine, muss er
180 gleiche Theile erhalten. Zu diesem Ende theile man den Halbkreis zu-
erst in -3 gleiche Theile; durch zweimaliges Halbieren derselben ergeben sich
12 ¢leiche Bogen, jeder von 15°  Wird ferner durch Versuche jeder solche
Bogen in 3, und jeder neu erhaltene Bogen in 5 gleiche Theile -getheiit, so0
erhalt man 180 gleiche Theile, deren jeder einen Grad umiasst.

2. Construction der Dreiecke und Congruenz derselben.

8. 69. Erklirung. Zwei Raumgriofien heilen congruent, wenn
sie dieselbe Griofle und dieselbe Gestalt haben, so dass sie aufeinander
gelegt sich vollstindig decken.

Damit zwei Dreiecke congruent sind, miissen alle sechs Bestand-
stiicke, die drei Seiten und die drei Winkel, paarweise gleich sein.

In congruenten Dreiecken liegen gleichen Seiten

cleiche Winkel, und gleichen Winkeln gleiche Seiten

gegeniiber. ' 4

‘Da durch die Grofe gewisser Seiten und Winkel eines Dreieckes
auch die Grofle der anderen, z. B. durch die Grofle zweier Winkel die
Grofle des dritten Winkeis, bestimmt ist, so kann man aus der Gleich-
heit von weniger als sechs Bestandstiicken in zwei Dreiecken auf ihre
Congruenz schliefen.

Um zu sehen, wie viele und welche Bestandstiicke in zwei Drei-
ecken paarweise gleich sein miissen, damit die Dreiecke congruent seien,
braucht man nur zu untersuchen, wie viele und welche Stiicke erforder-
lich sind, um mit denselben ein Dreieck von bestimmter Grofe und
Geestalt construieren zu konnen, weil dann alle Dreiecke, welche in
diesen Stiicken iibereinstimmen, congruent sein miissen. |

1. Ist nur ein Bestandstiick, ein Winkel oder eine Seite gegeben,
so lassen sich unzéhlie viele verschiedene Dreiecke construieren, die
“alle jenes Stiick enthalten. Durch ein Bestandstiick ist also die Grofie
und Gestalt eines Dreieckes nicht bestimmt.
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2. Auch mit zwei1 Bestandstiicken: mit zwei Winkeln, mit einer
Seite und einem anliegenden Winkel, mit einer Seite und dem gegen-
iiberliegenden Winkel, oder mit zwei Seiten konnen unzihlig viele ver-
schiedene Dreiecke construiert werden. Durch zwe1l Bestandstiicke ist
also die Griofe und Gestalt eines Dreieckes nicht bestimmt.

)

5. Sind drei Bestandstiicke des Dreieckes gegeben, so konnen es
sein: a) alle drei Winkel; ) eine Seite und zwei Winkel (die zwei
anliegenden oder ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel);
¢) zwei Seiten und der von ihmen eingeschlossene Winkel; d) zwei
Seiten und der einer derselben gegeniiberliegende Winkel; ¢) alle drei
Seiten. |

Da durch zwei Winkel eines Dreieckes auch der dritte Winkel
bestimmt ist, mit zwei Winkeln sich aber kein bestimmtes Dreieck
construieren ligst, so wird auch durch drei Winkel ein Dreieck nicht
bestimmt. Der erste der angefiihrten fiinf Fille liefert also keine
bestimmte Construetion. | '

Es bleiben demnach nur die letzten vier Fiille zu untersuchen iibrig.

X§. 70. Ein Dreieck zu construieren, wenn eine Seite
und zweil Winkel gegeben sind.

Die Construction ist nur moglich, wenn die Summe der belden
Winkel kleiner

ist als 180°. :

Die zwei & | C ¢
Winkel sind p \ / \
entweder die P
der gegebenen / \/ / o i~ \
Seite anliegen- in B n

den, oder ein

_ ibr anliegender und der ihr gegeniiberliegende Winkel.

a) Es sei (Fig. 74) c die ﬂegebene Selte und die Winkel m und

~ n die ihr anliegenden Winkel.

Man ziehe A B = ¢; dadurch smﬁ‘\zwel Eckpunkte des Dreieckes,

A und B, bestimmt. Tmfrt man in 4 den Winkel m, und in B den

Winkel n auf, so geben die Geraden 4C und B( die Richtungen der
zweiten und der dritten Seite des Dreieckes an; der dritte Eckpunkt C
kann daher nur in dem Schnittpunkte dieser Geraden liegen. Man
erhilt also aus den gegebenen drei Stiicken nur das Dreieck A4 B C.
Construiert man mit denselben drei Stiicken ein zweites Dreieck 4' B’ (',
so unterscheidet es sich von dem ersten nur durch den Ort, an dem es
sich befindet, es ist nur eine Copie desselben und mit thm congruent.
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Daraus folgt:

X1. Durch eine Seite und die beiden ihr anliegenden

Winkel wird ein Dreieck vollstindig bestimmt. A

2. (I. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken eine Seite
und die beiden ihr anliegenden Winkel paarweise
gleich, so sind die Dreiecke congruent,

b) Sind von einem Dreiecke eine Seite, ein anliegender und der
gegeniiberliegende Winkel gegeben, so ist dadurch auch der dritte
Winkel bestimmt; dann sind aber eine Seite und die beiden anliegenden
Winkel bekannt. Dieser Fall ldsst sich also auf den fritheren a) zuriick-
fiihren, und man kann allgemein sagen: Durch eine Seite und
zwel Winkel wird ein Dreieck vollstindig bestimmt.

Da rechtwinklige Dreiecke immer den rechten Winkel gleich haben,

so gilt anch der Satz:

Zwel rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn
sie 1. die Hypotenuse und einen spitzen Winkel, 2. eine
Kathete und einen gleichliegenden spitzen Winkel paar-
weise gleich haben.

Aufgaben.

1.~Construiere ein Dreieck mit der Seite 2 c¢m 9 mm und den anliegenden

Winkeln 60° und 45°.
9. Construiere ein Dr eieck, in welchem eine Seite 27 mm, ein anliegender Winkel
b 45% und der gegeniiberliegende Winkel 75° betragt.
3 Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
“" a) eine Kathete (25 mm) und der anliegende spitze Winkel (30°);
s by eme Kathete (3 ¢72) und der gegeniiberliegende Winkel (75°);
,3), die Hypotenuse (4 c¢m) und ein anliegender Winkel (53°).
4. Construiere ein gleichschenkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
a) die Grundlinie (28 mm) und ein anliegender Winkel (759);
b) die Grundlinie (3 ¢m) und der gegeniiberliegende Winkel (150°);
¢) der Schenkel (26 mm) und ein Winkel (30°) an der Grundlinie.
5. Kin gleichschenkliges rechtwinkliges Dreleck zu construieren, wenn die H}pote-
nuse (35 mum) gegeben ist.

~X§ 71. Ein Dreieck zu construieren, wenn zwei Seiten
und der von ihnen emﬂ*es@hlossene Winkel gegeben sind.

Es seien ¢ und b (Fig. 75) die
Fig. 75. zwel gegebenen” Seiten und i der

-

¢ von 1ihnen eingeschlossene Winkel.
Um mit diesen drei Stiicken ein
Dreieck zu construieren, zelchne

trage dann auf dessen Schenkeln
die gegebenen Seiten ¢ und & auf.

A\ / \ \ man zuerst einen Winkel 4 — m,
A B



: 47

Dadurch ist die Lage der Eckpunkte B und C, daher auch die dritte
Seite bestimmt. A4 BC ist dann dasjenige Dreieck, welches die ge-
gebenen drei Stiicke enthiilt.

Wann ist die Construction nur moglich ?

Da die Construction nur ein Dreieck ergibt, so folgt:

Xl DurchzweiSeitenunddenvonihneneingeschlossenen
Winkel wird ein Dreieck vollstindig bestimmt.

2. (II. Congruenzsatz.) Sindinzwei Dreiecken zwei Seiten
und dervonihneneingeschlossene Winkel paarweise
gleich, so sind die Dreiecke congruent. X

XZWBI rechtwinklige Dreiecke sind demnach con-
gruent, wenn sie die beiden Katheten paarweise gleich
haben. W % i N

e

Aufgaben. N N

1. Construiere ein Dreieck mit den Seiten 2 cm und 3 cm, welche einen Winkel
von 60° einschliefien. | |

2. Zwei Strecken betragen 27 mm und 32 mm; zeichne mit denselben ein Dreieck, - N
in welchem der von ihnen eingeschlessene Winkel 45° betrigt.

3. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck; ~wenn dessen Schenkel (88 mm) und
der Winkel am Scheitel (150°) gegeben smd

4. Construiere ein rechtwinkliges Dreleck dessen Katheten 2 cm 2 mm und
2 em 6 mm sind.

/ B. Construiere ein glelchschenkhges 1echtw1nkllo‘es Dreieck, dessen Kathete

B 0

2 c¢m betragt. ) ~

o

L
Sy
e,

8. 72. BinDreieck zu construieren, wennzwei Seiten
und der einer dieser Seiten gegenﬁbel'liegen?igéwinkel
cegeben sind. ‘E\

Der gegebene Winkel kann der grofieren oder der klelneleﬁ der
beiden Seiten gegeniiberliegen.

a) Es seien (Fig. 76) a und b die beiden gegebenen Seiten, und
zwar sei @ > b; der der grifieren Seite gegeniiberliegende Winkel sei m

Man trage denVSTinke:I _ . . |
m auf und mache den eil- | : 7 _ oo
nen Schenkel 4C gleich | = 6 f

der Seite b; dadurch sind *}\
zwel Eckpunkte des Drei- /-"’
eckes, 4 und € bestimmt. i
Der dritte Eckpunkt B

muss in dem zweiten

Schenkel 4B und zu-
glelch in der Krelslmle liegen, welche a,us l

.' f’ f _
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punkt dieser Kreislinie mit dem Schenkel 4 B sein. Die Kreislinie
schneidet den Schenkel 4 B in zwei Punkten B und B‘, und man er-
hilt somit zwei Dreiecke 4 BC und 4 B'C. Von diesen enthiilt jedoch
nur das erste die gegebenen drei Stiicke.

Wann ist die Aufgabe moglich ?

Da die Aufgabe nur eine Losung hat, so folgt:

I. DurchzweiSeitenund den der grofBeren dieser Seiten
gegeniiberliegenden Winkel ist ein Dreieck voll-
stindig bestimmt.

0O

(III. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreieckenzwei Seiten
und der der griofieren dieser Seiten gegeniiber-
liegende Winkel paarweise gleich, so sind die Drei-
ecke congruent.

Daraus ergibt sich:

Ziwelrechtwinklige Dreiccke sind congiuent, wenn
sie die Hypotenuse und eine Kathete paarweise gleich
haben.

Aufgaben.

1. Construiere ein Dreieck, worin die Seiten 2 ¢m und 3 em 5 mm vorkommen
und der zweiten Seite ein Winkel von 75° gegeniiberliegt.

2. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse 25 mm und
eine Kathete 2 cm 1ist.

b) Iis seien (Iig. 77) @ und b die zwei gegebenen Seiten, und
zwar a < b, und der Winkel, welcher der kleineren Seite gegeniiber-
liegt, se1 m.

Durch ein #hnliches Verfahren, wie oben unter a), erhiilt man zwei
Dreiecke A BC und 4 B'C, welche beide die gegebenen drei Stiicke
enthalten, aber in der Griofie und
Gestalt verschieden sind. Durch
zwel Seiten und den der kleineren

; Seite gegeniiberliegenden Winkel

4 / ist also im allgemeinen ein Drei-

/\ eck nur zweideutig bestimmt;

e = /</ es kann aus der Gleichheit dieser

S % , Stiicke anf die Congruenz der Drei-
& Dk nicht geschlossen werden.

Damit der aus €' mit der kleineren Seite a beschriebene Bogen
den Schenkel ‘4 B schneide, muss a grofler sein als die zur dritten Seite
gehorige Hohe. Ist die kleinere Seite a gleich dieser Hohe, so fallen

die beiden Schnittpunkte B und B’ in einen einzigen zusammen, d. i
der Kreisbogen beriihrt die dritte Seite, und man erhiilt ein recht-
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winkliges Dreieck. Ist endlich a kieiner als die Hihe, so entsteht kein
Dreieck. Welche Eigenschaft muss der gegebene Winkel haben?

§. 3. Ein Dreieck zu construieren, wenn alle drei
Seiten gegeben sind.
| Die Construction ist nur moglich, wenn die dritte Seite kleiner
als die Summe und grofer als die
Differenz der beiden ersten Seiten
ist; die ersten zwei Seiten kinnen z
willkiirlich gewiihlt werden. 1 b

Es seien (Fig. 78) a, b, c
die Lingen der drei Seiten. Trigt
man die Strecke A B — c¢ auf,
so sind dadurch zwei Eckpunkte
des Dreieckes, A und B, bestimmt;
der 3. Eckpunkt muss der Durch-
schnittspunkt zweier Kreise sein,
welche von den Mittelpunkten 4
und B mit den Radien & und a
beschrieben werden. Da sich aber
die beiden Kreise in zwei Punkten
¢ und " schneiden, so erhilt man zwei Dreiecke 4 BC' und 4 BC",
welche die gegebenen drei Seiten haben.  Diese zwei Dreiecke haben
jedoch dieselbe Grifle und Gestalt, da sich, wenn das Dreieck A4 B ("
um die Seite A B umgéwendet und auf das Dreieck 4 B (' gelegt wird,
beide Dreiecke decken; denn A B ist die Symmetrale von C'(".

Fig. 78.

C

e

1

Daraus folgt:
1. DurchdreiSeitenisteinDreieckvollstindigbestimmt.

2. (IV. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken alle drei
Seiten paarweise gleich, so sind die Dreiecke con-
gruent.

Aufgaben.
1. Construiere mit den Seiten 38 mm, 30 mm, 41 mm ein Dreieck.

9. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenun die Grundlinie 24 mm und ein

Schenkel 29 mm 1st. _
3. Construiere ein gleichseitiges Dreieck mit der'Seite 28 mm.

§. 4. Ein Dreieck zu ibertragen.
Um diese Construetion auszufiihren; darf man nur drei Stiicke des

segebenen Dreieckes withlen, welche ein Dreieck bestimmen, und mit
denselben das neue Dreieck construieren. Am einfachsten ist die Con-

struection mittelst der drei Seiten.

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl, u, Anfangsgr, d. Geom, f. Realsch, 4

*
-
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3. Symmetrie des gleichschenkligen und gleichseitigen Dreieckes.

§. 5. Es sei (Fig. 19) AC = BC, also das Dreieck ABC
gleichsehenklig. Die Symmetrale der Grundlinie muss durch C' gehen.
(§ 60 a.) Dreht man das Dreieck BC'D um CD
um 180°% so deckt es AC'D. TFolglich ist ¢ = d.

Die Symmetrale der Grundlinie eines
gleichschenkligen Dreieckes, die Hohe
und die Symmetrale des Winkels am
Scheitel fallen in dieselbe Gerade.

Das gleichsehenklige Dreieck ist mithin eine
einachsig symmetrische Figur. Seine Symmetrie-
achse ist die Hohe.

Fig. 79.

§. 6. Aus den Sidtzen iiber das gleichschenklige Dreieck §&. 75
ergibt sich:

In einem gleichseitigen Dreiecke ist jede Hohe zu-
gleich eine Seiten- und eine Winkelsymmetrale.

Das gleichseitige Dreieck ist eine dreiachsig sym-
metriseche Figur; jede seiner drei Hohen ist eine Symmetrieachse
des Dreieckes. |

Aufgaben.
1. Ein gleichschenkliges Dreieck zu construieren, wenn die Grundlinie (32 mm)

und die Hohe (22 mm) gegeben sind.

Ein rechtwinkligesggleichschenkliges Dreieck zu construieren, wenn die Hohe

(35 mm) gegeben ist.

3. In welcher Linie liegen die Scheitel aller glemhschenkhgen Dreiecke iiber
derselben Grundlinie ?

4. Kin gleichseitiges Dreieck aus seiner Hohe (30 mm) zu construieren.

1O

V. Grundeigenschaften des Kreises.

1. Gerade und Winkel in Beziehung auf den Kreis.

§. V7. Jede Sehne 4 B (Figur 80) eines Kreises kann als die
GrundlinieemesgleichschenkligenDreieckes, dessen Scheitel
im Mittelpunkte liegt und dessen Schenkel Halbmebsu
Fig. 80. des Kreises sind, angesehen werden.
Aus §. 75 folgt:
1. Zieht manineinem Kreise vom Mittel-
o punkte die Senkrechte auf eine Sehne, so

o wird diese dadurceh halbiert.
/\ 2. Die Symmetrale einer Sehne geht

AkC/B durch den Mittelpunkt des Kreises.

2
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§. 8. Errichtet man in dem Endpunkte eines Halb-
messers auf denselben die Senkrechte, so ist diese eine
Tangente des Kreises.

Beweis. Es sei (Fig. 81) 4B { OD. Jede v

zu AB gezogene schiefe Strecke, wie OFE, OF,.. ., Bl o
ist linger als die Senkrechte OD; also liegen die /( \
S

Punkte E, F... auBlerhalb der Kreislinie. Die p

Gerade AB hat daher mit der Kreislinie nur den F’ T R

Punkt D gemeinschaftlich, ist also/eine Tangente S

des Kreises. i 4 ‘j
Zusatz. Die auf der Tapgente eines/Kreifes im Be- > J—

riithrungspunkte errichtete Normweht durch den —
Mittelpunkt des Kreises. 5

Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkt eines Kreises heift
der Centralabstand. Ist der Centralabstand einer Geraden Kkleiner,
ebenso grof oder grifer als der Radius, so istbeziehungsweise die Gerade
eine Secante, eine Tangente, oder sie liegt ganz aufierhalb des Kreises.
Und umgekehrt.

§. 79. Uber die auf die Centriwinkel sich beziehenden Sitze
siehe §. 58. |

Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie eines Kreises liect
und dessen Schenkel Sehnen des Kreises siund, '
heiBt ein Peripheriewinkel.

AOB (Fig. 82) ist ein Centriwinkel, der auf
dem Bogen AB aufsteht; AC'B ist ein Peripherie-
winkel, der auf demselben Bogen AB aufsteht.

Ein Peripheriewinkel BDC, dessen zuge-
horiger Bogen ein Halbkreis ist, heillit ein Winkel

. _"3-——--
im Halbkreise.

§. 80. Ein Peripheriewinkel istdie Hil#fo

>

winkels, der auf demSe Iben Bogen aufstehits: == ﬁ\\

g

b = '_* _-L\".\\"-

Bewe1s. Der Mittelpunkt eines Kreises kann in Bézie_:hung_ anr =
einen Peripherie- ' AE s
winkel eine drei-
fache Lage haben:
-er liegt entweder
auf einem Schenkel
des Peripheriewin-
kels (Fig. 83, 1I),
oder er liegt in der
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Winkelfliiche des Peripheriewinkels (Fig. 83, II), oder er liegt aufier-
halb der Winkelfliiche desselben (Fig. 83, II1).
1. Fall. Der Winkel m ist der Auflenwinkel am Scheitel des

m
5

2. Fall. Dieser lisst sich auf den ersten zuriickfiihren. Zieht
man den Durchmesser C'D, so ist « die Hilfte von m, & die Hilfte
von n; daher ist auch die Summe a -+ b, d. i. Q. AC B, die Hiilfte
der Summe m -+ n oder des Winkels 4 O B,

3. Fall. Zieht man auch bhier den Durchmesser C' D, so ist
(1. Fall) BC'D die Hilfte von BOD, ebenso ACD die Hilfte von
AO D, folglich auch die Differenz von BCD und ACD, d. 1. < ACB
die Hilfte der Differenz von BOD und A0 D, d. i. des < A0 B.

Da ein Centriwinkel durch den ganzen zugehorigen Bogen ge-
messen wird, so hat ein Peripheriewinkel die Hilfte des zugehorigen
Bogens zum Maf.

Daraus folgt: |

1. Peripheriewinkel, welche in demselben Kreise
auf gleichen Bogen aufstehen, sind einander gleich.

2. Ein Winkel im Halbkreise ist ein rechter. Denn
er hat die Hilfte des Halbkreises zum MapB.

§. 81. Aufgaben.

1. Ein Centriwinkel eines Kreises sei a) 649 b) 87° 45, ¢) 128° 13’ 50“, d) 642°;
wie grof ist der Peripheriewinkel iiber demselben Bogen ?

2. Em Peripheriewinkel eines Kreises sei a) 56° b) 41° 37, ¢) 108° 12 12
d) 643°; wie grof ist der Centriwinkel iiber demselben Bogen ?

3. Wie grof 1st ein Peripheriewinkel eines Kreises, wenn der zugehorige Centri-
winkel iiber § der Peripherie aufsteht?

4. Von demselben Punkt auf der Peripherie eines Kreises werden zwei Sehnen
gezogen, welche Bogen von 130%° und 702° abschneiden; welchen Winkel
bilden die Sehnen?

Constructionsaufgaben.

-~ § 8. a) Durch drei Punkte 4, B, C (Fig. 84), welche

nicht in einer geraden Linie liegen, einen Kreis zu be-

schreiben.

- Fig. 84, Man ziehe die Strecken 4 B und BC und er-

~ richte die Symmetralen derselben; dann ist nach

¢ §- 71, 2 der Durchschnitt derselben der Mittelpunkt
und O A der Halbmesser des gesuchten Kreises.

Durch eine analoge Construetion kann auch

der Mittelpunkt eines Kreises oder eines Kreis-

e o e bogens gefundeﬂ%

oleichschenkligen Dreieckes B O ('; daher a =

/




b3
8/

,,.f‘

}1) Dirch einen Punkt in dem Umfange eines Kreises
an diesén die Tangente zu zichen.

Au ?/osun 2. Man errichte in dem gegebenen Punkte auf den
Halbmesger die Senkrechte; diese ist die verlangte Tangente (§. 78).

) Dureh einen Punkt 4 aufBerhalb eines Kreises an
diesen eine Tangente zu ziehen. — ;

Auflosung. Man verbinde (Fig. 85) den gegebenen Punkt A
mit dem \Ilttelpunkte O des gegebenen Kreises durch die Strecke 40,
halbiere diese in C, und beschreibe aus € mit dem Halbmesser C A
einen Kreis, welcher den gegebenen in den Punkten ) und £ schneidet.
Zieht man nun 4D und AZFE, so sind diese
beiden Geraden, da die Winkel A DO und
AFEO als Winkel im Halbkreise rechte smd"’ 5
Tangenten des Kreises. g :

Aus der Congruenz der Dreiecke ADO A'i _,-,
und 4 E O folgt, #ass die Ta,noenten AEund AD ~ 0\

einander gleich sind. 5
§. 83. Ubungsaufg_a-b’én:

1. Aus einem gegebenen Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, welcher eine

gegebene Gerade berihrt.
Einen Kreis zu zeichnen. welcher eine gegebene Gerade in einem geﬂ'ebeuen

Punkte beriihrt.
/3. Mit einem gegebenen Radius einen Kreis zu zeichnen, der eme gegebene

Gerade in einem gegebenen ‘Punkte’ beriihrt.

'_,.l-l""

2. Sehnen- und Tangentendreiecke.

§. 84. Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 86) DO die Sym-
metrale der Seite 4 B, und F'O die Symmetrale der Seite AC. Dann
ist der Schnittpunkt O der beiden Symmetralen sowohl von 4 und B,
als auch von 4 und C, somit auch von B und C
gleich weit entfernt. Hat aber der Punkt O von
B und C gleiche Abstinde, so muss er auch in
der Symmetrale der Seite B(' liegen.

Die drei Seitensymmetralen eines
Dreieckes schneiden also einander in
demselben Punkte, der von den drei
Eckpunkten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkt O Ildsst sich mithin ein

Kreis beschreiben, der durch die Eckpunkte des
Dreieckes geht. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O von einem

Eckpunkt. Er heifit dem Dreieck umgeschrieben, das Dreieck ist dem
Kreigse eingeschrieben (Sehnendreieck).

1O

Fig. 86.
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Wo liegt der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises @) bei einem spitz-
winkligen, ) bei einem rechtwinkligen, ¢) beil einem stumpfwinkligen Dreieck ?

8. 85. Es sei in dem Dreiecke A BC' (Fig. 87) AO die Sym-
metrale des Winkels BAC und CO die Symmetrale des Winkels 4 C B.
Dann ist der Schnittpunkt O der beiden Symmetralen sowohl von den

Schenkeln A B und A C, als auch von
T e den Schenkeln AC wnd BC, somit
c auch von AB und BC gleich weit
| entfernt. Hat aber der Punkt O von
: den Schenkeln AB und BC gleiche
Abstidnde, so muss er auch in der Sym-

< metrale des Winkels 4 BC liegen.
= - Die drei Winkelsymmetra-
len eines Dreieckes schneiden

also einander in demselben Punkte, der von den drei
Seiten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkte O lasst sich ein Kreis beschreiben, der die Seiten
des Dreieckes Dberiihrt. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O
von emmer Seite. KEr heibt dem Dreieck eingeschrieben. (Tangenten-
dreieck.)

Im gleichseitigen Dreieck fallen die Mittelpunkte des ein- und umgeschriebenen
Kreises zusammen; denn jede Seitensymmetrale eines gleichseitigen Dreieckes ist
zugleich eine Winkelsymmetrale desselben. :

3. Lage zweier Kreise gegeneinander.

Mig, 88— §. 86. Zwei Kreise heiflen coneentrisech oder
excentrisch, je nachdem sie einen gemeinschaftlichen
Mittelpunkt haben, oder nicht. Die zwischen den Peri-
pherien zweier concentrischer Kreise liegende Fliiche
heit Kreisring. (Fig. 88.)

8. 87. Die durch die Mittelpunkte zweier excen-
trischer Kreise gelegte Gerade heifit Centrale, der
Abstand der Mittelpunkte Centralabstand. Da in die Centrale ein
Durchmesser eines jeden der beiden Kreise fallen muss, so ist sie die
gemeinschaftliche Symmetrale derselben.

Daraus folgt: _

1. Haben die Umfinge zweier Kreise nur einen Punkt gemein-
schaftlich, so muss dieser in der Centrale liegen. In diesem Falle be-
rilhren sich die beiden Kreise, der gemeinschaftliche Punkt heifit

Beriihrungspunkt.
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2. Haben die Umfiinge zweier Kreise zwel Punkte gemeinschaftlich,
so liegen diese symmetrisch beziiglich der Centrale. Die Centrale ist
daher auch die Symmetrale der gemeinschaftlichen Sehne, der zuge-
horigen Centriwinkel und Bogen. Die Kreise schneiden sich.

Die Beriihrung kann von auflen (Fig. 89) oder von innen (Fig. 90)
stattfinden, je nachdem der kleinere Kreis aufierhalb oder innerhalb des
groferen liegt. Im ersten Falle ist der Centralabstand der Summe, im

zweiten der Differenz der beiden Radien gleich.
Fig. 89. Fig. 90. Fig. 91.

e

/ ) :
/ / ~
’ " .y
O O' | \ e -
-‘I i-. \ 5‘;’67\ 3
\ \ \ 4 y
\ \
: 21 / \ / H\‘\ \\H 3 ;
/ L MH%:M;:—:’:‘__—X.

Da in einem Dreiecke jede Seite zwischen der Summe und der
Differenz der beiden andern liegt, so ist (Fig.91) R +r>00'> R — .
Schneiden sich also zwei Kreise, so ist der Centralabstand kleiner als
die Summe, aber grofer als die Differenz der beiden Radien.

Von zwei excentrischen Kreisen, welche sich weder beriihren noch-
schneiden, kann der kleinere inmerhalb oder auflerhalb des grilieren
liegen. Im ersten Falle ist der Centralabstand kleiner als die Differenz,

im zweiten grofler als die Summe der Halbmesser.

§. 88. Ubungsaufgaben.
1. Die Lage zweier Kreise zu bestimmen, fir welche der Centralabstand und

die Halbmesser folgende Werte haben:

a) Centralabstand 8 dm, Halbmesser 5 dm und 8 dm; 3 Q“

b) ,, 2 dm, A 7T dm , 4 dm; "4

W, % 9 dm, = 6.dn ., 2 .dm:

d) ¢ 6 dm, = 8 dm 58w / N

e) > 4 dm, - Qdnm . .o dms IS S e 5 BEES
J) ” 0, » 6 dn , 3 dm. 4

9 Mit den Halbmessern 35 mm und 21 mm zweil Kreise zu consfruleren die

" sich a) von auflen, b) von innen beriihren.
3. Aus einem gegebenen Punkte einen Kreis zu construieren, welcher einen

cgegebenen Kreis berihrt.
VI. Das Viereck.
D

Winkelsumme eines Viereckes.
§. 89. Zieht man in dem Vierecke (Fig. 92) die Diagonale
A C, so wird dadurch d}?'Viereck ' | Drei gt und es sind
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die vier Winkel des Viereckes so grofi, als die sechs Winkel der zwei
Dreiecke zusammengenommen; die Winkel der beiden Dreiecke be-
tragen nun 4 £.

Daraus folgt:

Die Summe aller Winkel eines Vier-
eckes ist gleich vier Rechten oder 360°.

Wenn in einem Vierecke alle vier Winkel gleich sind,
wie grof} ist jeder derselben ?

Wie viele spitze, rechte, stumpfe oder erhabene
Winkel kann ein Viereck enthalten?

Fig. 92.

D

Aufgabe.
Incinem: Vaereck asti<i A — 2 R-<j:B =2 R =0 C —= "R <
zu berechnen.

Allgemeine Eigenschaften der Parallelogramme.

84 90., Es sei (Fig. 93) AB||DC uwnd AD || BC, also ABCD
ein Parallefogramm. Zieht man die Diagonale B D, so sind m und n,
und ebenso p und ¢ einander gleich, denn sie sind paarweise Wechsel-
winkel bei Parallelen; daher ist ANABDXXACBD (1. Congruenz-
satz), und folglich 4 B=CD und AD = BC.

1. Jedes Parallelogramm wird durch
eine Diagonale in zwei congruente

61'
D’ﬁ‘? Dreiecke getheilt. |
\ 2. In einem Parallelogramme sind je
2 plp zwel gegeniiberliegende Seiten

gleich; oder
Parallele zwischen Parallelen sind einander gleich.
Sind in einem Parallelogramme zwei anstofende Seiten gleich, so
sind es alle. ' '

Nach der Linge der Seiten unterscheidet man daher gleich-
seitige und ungleichseitige Parallelogramme.

Fig. 93.

Aus dem obigen zweiten Satze folgt auch:
Normale zwischen Parallelen sind einander gleich.

Die Normale zwischen zwei Parallelen gibt den Abstand der-
selben an.
Aufgabe.

'L Zu emer gegebenen Geraden in einem gegebenen Abstand die Parallele

zu ziehen.

Man errichte zu der Geraden eine Normale, mache diese gleich dem gegebenen
Abstand und ziehe zu ihr im KEndpunkte wieder die Normale; diese i1st zu der ge-
gebenen Geraden in dem gegebenen Abstand parallel (§. 56).




Y|

Q}‘.}l/a) Es sei in dem Vierecke A BCD (Fig.93) AB=CD
und D =< B C.
Zieht man die Diagonale B D, so ist A ABDXNBCD (IV. Con-

gruenzsatz); da A B— C'D ist, muss auch m = n, daher, da diese
Winkel Wechselwinkel sind, 4 D || B C sein; wegen A D = B (' folgt
ebenso p=¢, und somit A B| DC. Es ist also AB | DC und
A D | BC, mithin das Viereck 4 B (D ein Parallelogramm.

?

Sind also in einem Vierecke je zwei gegeniiber-
liegende Seiten gleich, so ist das Viereck ein Parallelo-
gramm.

6) Es sei (Fig. 93) AB = CD wnd 4 B| CD.

Ziebt man die Diagonale B D, so ist p = ¢ als Wechselwinkel
bei Parallelen, daher A\ A B DY B(C' D (IL.), und folglich 4 D = B C.
Dann ist aber nach dem vorhergehenden Satze 4 B C D ein Parallelo-

oramim. |
Sind also in einem Vierecke zwei gegeniiberliegende

Seiten gleichund parallel, soistdas Viereck ein Parallelo-
g Iramam. |

§ 92,/ Da die Schenkel zweier gegeniiberliegender .
Winkel eines Parallelogrammes parallel und entgegen-
"gesetzt gerichtet sind, so sind sie gleich.

Welche Eigenschaft haben zwei an derselben Seite liegende Winkel eines
Parallelogrammes? ( ”

Ist in einem Parallelogramme ein Winkel ein rechter, so sind es
auch die iibrigen; ist ein Winkel ein schiefer, so sind es auch die tibrigen.

Nach der Grofie der Winkel unterscheidet man daher recht-
winklige und schiefwinklige Parallelogramme.

In einem Parallelogramme ist ein Winkel a) 48° 18/, b) 94° 35’ 40, ¢) 108°
28' 15“; wie grof ist jeder der drei andern? ,

93. Zieht man in dem Parallelogramme 4 BC'D (Fig. 94)
die Diagomalen 4 C' und B D, so ist A A0 B2 ('O D (1. Congruenz-
satz), weil A B = CD, a = ¢, b = d 1s8t; es
miissen daher die den gleichen Winkeln gegen-
iiberliegenden Seiten gleich sein, also BO = DO,
A0 = (C0O. Daraus folgt:

In jedem Parallelogramme hal-
bieren die Diagonalen einander. A e

Jede in einem Parallelogramme
durch den Schnittpunkt O (Fig. 94) der Diagonalen ge-
zogene Strecke wird in diesem Punkte halbiert.
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Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der Congruenz der

Dreiecke 4 O F und £ O C. Der Punkt O heit der Mittelpunkt des
Parallelogramms. Es folgt daraus, dass jedes Parallelogramm eine cen-
triseche Figur ist; das Centrum ist der Durchschnittspunkt der Diagonalen.

Das Rechteck, der Rhombus und das Quadrat.

§\\94 ‘Das Rechteck hat folgende besondere Eigenschaften:

I Dﬂe Dlagonalen eines Rechteckes sind einander
glinial

Es sei A BC D (Fig.95) ein Rechteck; dannist A ABCNABD

(II. Congruenzsatz) und daher 4 C' = B D.

2. Dem Rechteck lisst sich ein Kreis

Tig. 95. umschreiben, d.h.es istein Sehnenviereck;

der Mittelpunkt desselben ist der Durch-

o i ¢ schnittspunktderDiagonalen. (§.93 u. 94, 1.)

f‘T\ f/""‘\ 3. Das Rechteck ist zweiachsig symme-

& /ﬁaG‘ trisch; jede der zwei Seitensymmetralen ist eine
A}_i..\--.\:f_ jj \/é Symmetrieachse des Rechteckes. |

Dass die Symmetrale & F' der Seite 4 B das

Rechteck in zwei symmetrisch liegende Theile theilt,

ergibt sich, wenn man den einen Theil £ B C' F um

diese Linie als Achse um 180° dreht; es fillt dabei B auf 4, BC in

die Richtung yon 4D wegen <L B= <) 4, C' auf D wegen BC = A D,

und dah YF auf D F.

Der Rhombus hat folgende besondere Eigenschaften:

l1.Jede Diagonale eines Rhombus ist
Flg- 96. die Symmetra,le der andern. |

2. Der Rhombus ist zw eiachéig Sy m-
metrlqch jede der zwei Diagonalen ist
eine Symmetl_leacl_lse desselben.

e 7 E:

,»’/;

| : /->\\1 /
P / - Die Siitze 1 und 2 ergeben sich aus 4 D —
_ ' N/  €D=BC=AB(Fig.96). Damithin 40 mitCO
S0 B durch eine Drehung um 180° um B D zur Deckung
gebracht werden kann, go ist dies auch mit 4 B.D
und CB D der Fall, ebenso bei A DC und A BC. Daraus folgt, dass die
Diagonalen eines Rhombus zugleich die Symmetralen der Winkel sind.

B

-

2/
4

3. Dem Rhombus lisst sich ein Kreis einschreiben, d. h. er ist ein
Tangentenviereck. Der Mittelpunkt ist der Durchschnittspunkt der
Diagonalen, der Radiuas der Abstand desselben von einer Seite. (§. 95, 2

und $. 60 0.)
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Auf gftbe
- Zu beweisen, dass ein Rhombuq dm(,h die beiden Diagonalen in v,ler con-

gruente Dreiecke getheﬂt wird. ' . /
96..Lin Quadrat 4 BC D (Fig. 97) vereinigt 111 ‘sich die

Eigenschalten des Rechteckes und des Rhombus. ;

Man hat daher folgende Siitze: L S Fig. o7,

1. Die Diagonalen eines Quadrates sind , ;
einander gleich und zueinander normalj
sie gind die Symmetralen der Winkel, welche sie Lol
durchschneiden. f ey G

2. Das Quadrat ist vicrachsig<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>