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Vorwort

Die Mathematik ist eine Mausefalle. Wer einmal in
dieser Falle gefangen sitzt, findet selten den Ausgang,
der zuriick in seinen vormathematischen Seelenzustand
leitet. Es wiirde viel zu weit fiithren, den Grund dieser
typischen Erscheinung bloBzulegen. Wir wollen uns
daher nur mit der Feststellung ihrer Folgen hefassen.

Die erste Folge der ,,Mausefallen-Eigenschaft'‘ der
Mathematik ist ein groBer Mangel an mathematischen
Pidagogen. Nur sehr selten trifft mathematisches Kén-
nen und leicht falliche Darstellung zusammen. Dadurch
aber ergibt sich als zweite Folge der ,mathematische
Minderwertigkeitskomplex* breiter Schichten Gebil-
deter und Bildungsfreundlicher.

Man milverstehe mich nicht. Ich will nicht angreifen,
sondern dasGegenteil : ich befinde mich selbst im Zustand
der Verteidigung. Denn es ist durchaus nicht gewéhn-
lich, daB3 ein Laie sich anmaBt, die strengste aller Wis-
senschaften vorzutragen.

Da ich aber die eigenen Leiden und die Leiden meiner
Mitschiiler seit jeher beobachtete, reifte in mir der Plan,
gleichsam mein Erlebnis der Mathematik noch in
einem verhéltnismiBig niedrigen Bildungsstadium auf-
zuzeichnen. Denn ich muB nach meiner eigenen Er-
kenntnis der ,,Mausefalle** befiirchten, da8 ich in einigen
Jahren selbst den Riickweg nicht mehr finden wiirde.

Es kam aber noch ein anderer triftiger Grund dazu,
der mich zu meinem Unternehmen veranlaBte. Es ist
handgreiflich, daB Mathematik, mathematische Me-
thoden und die Begriffswelt der Mathematik zunechmend
in alle Wissenschaften, ja sogar ins Alltagsleben ein-
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dringen. Und es ist ein durchaus unbefriedigender Zu-
stand, beinahe ein Kulturskandal, dal sich der Leser
einer halbwegs ernsten Abhandlung plétzlich einem
Reich von Hieroglyphen gegeniibersehen kann, das ihn
erschreckt und vertreibt; oder dal er sich gar mit
einem ironischen Achselzucken ciner kleinen Schar Ein-
geweihter abspeisen lassen muB. Ich meine da durchaus
nicht die Héhen der Relativitiits- oder Quantentheorie,
sondern Dinge, die in jeder Zeitschrift fiir Volkswirt-
schaft oder Medizin stehen kionnen. Von der Statistik
ganz zu schweigen, die inshesondere in den angel-
siichsischen Lindern heute schon durch und durch
mathematisiert ist. Zudem tritt die Mathemalik noch
viel versteckter im téglichen Sprachgebrauch auf. Wir
lesen in der Zeitung vom ,,integralen Faszismus'’, von
,Mittelwerten'’, von ,,Durchschniltstemperaturen®, von
noptimalen Leistungen®, von ,kritischen Kurven-
punkten*, von , Kraftfeldern u. dgl.: Ausdriicke, die
unmiltelbar der Mathematik und der mathematischen
Physik entlehnt sind.

Es ist nun durchaus unnétig, dal man solche Worte
bloB als leeren Schall empfingt oder gar sich selbst
dadurch minderwerlig oder ungebildet erscheint. Denn
der Inhalt solcher Worte ist ebenso groBartig als sinn-
bildhaft und ebenso faBlich als erlernbar.

Eines natirlich ist Voraussetzung: Eine gewisse,
ganz unerldBliche Miithe des Lernens. Als etwa um
300 v. Chr. G. der groBte Geometriker Griechenlands,
Euklid, in Alexandrien von seinem Konig Ptolemaeus
Philadelphus nach einer ,,bequemen'* Unterrichts-
methode der Mathematik gefragt wurde, erwiderte er
kithn: ,,Zur Mathematik fithrt kein Kénigsweg.'* Jeder
oberflichliche Kenner des Wesens dieser Wissenschaft,
die sich, rein im Geistigen wurzelnd, Stufe Gber Stufe
aufbaut, muB3 diesen Worten des groBen Griechen bei-
stimmen. Es folgt aus solcher Erkenntnis aber durchaus
keine Notwendigkeit defaitistischer Verzweiflung, denn
zwischen ,,Ko6nigswegen* und ,,Himalajabesteigun-
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gen** gibt es nach dem Gesctz des stetigen Ubergangs,
dem Prinzip der Kontinuitdt, unzihlige Zwischen-
moglichkeiten.

Verdienstvolle und ausgezeichnete Gelehrte wie
Georg Scheffers, S. P.Thompson und Gerhard Kowalewski
haben diese Situation voll erfaBt und versucht, solche
Zwischenstufen zu bauen. Die Einfiilhrungswerke dieser
drei groBen Piidagogen sind eine dauernde Bereicherung
der Kultur. Und nichts liegt mir ferner als die Ver-
messenheit, elwa mit der wunderbaren Plastik eines
Scheffers, mit der berauschenden Prizision und Eleganz
Kowalewskis oder mit dem gottlichen Humor und der
Reichhaltigkeit Thompsons wetteifern zu wollen. Aber
— und dieses ,,Aber‘‘ ist entscheidend: Alle die drei
angefiihrten Standardwerke setzen etwas voraus, was
nicht vorausgesetzt werden kann, wenn man den mathe-
matischen Minderwertigkeitskomplex restlos beseitigen
will: Ndamlich Gymnasialbildung oder zumindest eine
Beherrschung der Elementarmathematik. Wie sehr aber
oft gerade elementare Begriffe trotz aller Liebe zur
Mathematik und trotz seinerzeit genossenem Mittel-
schulunterricht fehlen, habe ich am eigenen Leibe ge-
fiihlt, als ich mich weiterzubilden begann und den
Kuxs fur hohere und statistische Mathematik besuchte,
der im Osterreichischen Bundesamt fiir Statistik ge-
halten wird. Dieses Erlebnis war auch die eigentliche
Auslosungsursache meines — in voller und betonter
Ehrfurcht vor wirklicher Wissenschaft unternommenen,
besser gewagten — Versuchs. Denn ich lernte, daB es
dreierlei Notwendigkeiten gibt, ein solches Buch ent-
weder sich selbst zusammenzustellen oder es als Be-
helf von einem ,,Mitschiller** geliefert zu bekommen.
Erstens kann es Ziel eines ,,Beflissenen®, etwa eines
Arztes, Volkswirtschaftlers, Kaufmanns, Industriellen,
Tagesschriftstellers, Naturwissenschaftlers — aber auch
eines Militdrs, Beamten, Angestellten, Arbeiters, jungen
Médchens oder Schiilers sein, die Begriffswelt der ,,un-
heimlichen** Mathematik in einer anderen als der schul-
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miBigen Weise vom Einmaleins bis zum Integral
kennenzulernen, um sich dabei das Allgemeinste anzu-
eignen und dadurch eine gewisse innere Beruhigung zu
erhalten. Es kann aber auch sein, daB der ,,Beflissene**
mehr will. Er wird dann nach meiner bescheidenen Ein-
fihrung sich getrost der starken Fihrerhand eines
Scheffers, Thompson oder Kowalewski anvertrauen und
iiber diese Briicke so weit vordringen als er nur will;
bis er in der ,,Mausefalle* sitzt und meine Wortver-
schwendung und Naivitit gar nicht mehr begreift.
Solche Leser werden mein besonderer Stolz sein, wenn
sie mich auch nachtriglich griindlich verachten sollten.
SchlieBlich kann es aber auch vorkommen, daB Ler-
nende sich meines Buches gleichsam als verfemten
Hilfsmittels bedienen. Dafiir bitte ich alle Pddagogen
um Verzeihung und ersuche, mir keinen Ankliger zu
senden, weil ich ,,die Jiinglinge verderbe‘. Ich erklire
diesen Jiinglingen auch an dieser Stelle apodiktisch,
daB sie bei Widerspriichen nicht mir, sondern dem be-
rufenen Lehrer zu glauben haben.

Weil ich eben von Lehrern sprach: Es ist mir eine
ebenso angenehme wie unabweisliche Pflicht, dem aus-
gezeichneten Mathematiker Dr. Walther Neugebauer
zu danken, der mich als Leiter des schon erwiihnten
Kurses in das eigentliche Zentrum der Mathematik ge-
fihrt hat und mir die wahre GréBe dieser Wissenschaft
erst voll zum BewuBtsein brachte. Der Dichter Novalis
hat gesagt: ,,Das Leben der Gétter ist Mathematik. Alle
gottlichen Gesandten miissen Mathematiker sein. Reine
Mathematik ist Religion. Die Mathematiker sind die ein-
zig Gliicklichen. Der echte Mathematiker ist Enthusiast
aus sich selbst. Ohne Enthusiasmus keine Mathematik.*

Sollte es mir gelungen sein, dieses Geistes einen Hauch
meinen Lesern zu vermitteln, dann wiire ich sehr glick-
lich. Denn leider erzeugt der ,,mathematische Minder-
wertigkeitskomplex** wie jeder solche Komplex Ge-
fiihle des Hasses und Ressentiments. Die herrliche grie-
chische Mathematikerin Hypatia, die einzige Frau, der

12



in der Geschichte der Mathematik Rang zuerkannt
wird, ist sicher nicht allein aus religiosem Fanatismus
vom Pgbel gesteinigt worden; und auch dem groflen
Leibniz habe ich in den Augen einiger konsequenter
und unerbittlicher Antimathematiker dadurch keinen
Dienst erwiesen, daBl ich den Mittelpunkt seines Ge-
nies, die Mathematik, herauszustcllen und nach dem
lauten Zeugnis wirklich Berufener mit Erfolg zu ge-
stalten mich erkiihnte.

Diesen Abscheu vor der reinsten, fast méchte ich
sagen heiligsten aller Wissenschaften soll eben dieses
Buch bekémpfen helfen. Oberflichliche Geistesnéischer
halten Mathematik fiir den Gipfel des Materialismus.
Diesen sei gesagt, dal nicht nur fiir indische, babyloni-
sche und fgyptische Priester Religion und Mathematik
in Nachbarschaft lebten und wirkten. Auch Pythagoras,
Platon, Cusanus, Pascal, Newton, Leibniz — um nur
einige Namen zu nennen — schépften eben aus der
Mathematik die Erkenntnis, daB die ,,sicherste** aller
Wissenschaften, an ihren Grenzen verschwimmend,
wahren Glauben und wahre Demut vor dem Gott-
lichen erweckt.

Doch wir werden noch oft im Gange unseres gemein-
samen Vordringens Gelegenheit haben, solche Probleme
zu streifen. Jetzt sei noch kurz die ,,Rollenverteilung**
in meinem Buche herichtet: Soweit dies in der Mathe-
matik, die ja durch die Zusammenarbeit von Jahr-
tausenden sich aufbaut, moglich ist, habe ich das vor-
liegende Buch allein verfaBt. Der Mathematiker
Dr. Walther Neugebauer ging es zwar — dies zur Beruhi-
gung kritischer Leser — nach Fertigstellung genau durch
und gab mir einige wertvolle Winke. Ich wollte diesem
Fachmann jedoch keinerlei Mitverantwortung auf-
biirden und lieB ihn deshalb selbstindig zu Worte
kommen, um so mehr, als ich den Rat des franzosi-
schen Mathematikers Pierre Boutroux, beim Unter-
richte die Darstellungsmethode zu wechseln, vielleicht
allzu reichlich befolgt habe.
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GroBen Dank muB ich auch dem Mitglied des Wiencr
Kiinstlerhauses, Herrn Maler Hans Strohofer, abstaitin,
der es nicht unter der Wiirde sciner erprobten Kunst
fand, nach meinen Angaben simtliche Textfiguren zu
zeichnen.

DaB aber mein ganzes Unternchmen in sehr schwerer
und beschréinkender Zeit wirklich in die Tat umgesetzt
werden konnte, habe ich der oplerwilligen und unent-
wegten Kulturbereitschaft meines Freundes und Ver-
legers Paul Zsolnay und der tatkriftigen Unterstitzung
durch meinen Freund und Berater in artibus, Direktor
Felix Costa zu verdanken. Die gewissenhalte Herstellung
des Buches und die groBe Miihe, ihm ein schmuckes
und freundliches Gesicht zu geben, bleibt auch dann
ein Verdienst, wenn sich meine zeitweilige Desertion
aus dem Gebiet reiner Kunst als MiBgriff heraus-
stellen sollte.

Und nun — es geht nicht anders, da zur Mathematik
bekanntlich kein Konigsweg fiihrt — miissen wir, der
Leser und ich, gemeinsam arbeiten, intensiv arbeiten,
um vom Einmaleins bis zum Integral zu gelangen. Die
prinzipielle Maoglichkeit hoffe ich geboten zu haben.
Das Weitere werden mir die Widersacher sagen.

Wien, 8. September 1934.
EGMONT COLERUS



Erstes Kapitel
»,Wahre Kabbala

Im Wartezimmer des Arztes sitzt cin Patient. Er ahnt,
daB er nicht so bald vorgelassen werden wird. Daher
beschlieBt er, sich die Zeit mit Lektiire zu vertreiben.
Auf dem Tisch liegen allerlei Prospekte von Heilanstal-
ten und von Dampferlinien. Besonders angelockt wird
er durch ein Bild, das gleichsam die ganze Pracht siid-
licher Meere und tropischer Stidte offenbart. Er schligt
das Biichlein neugierig auf und ist schr enttéuscht.
Denn er versteht kaum ein Wort. Der Prospekt, der
allem Anschein nach eine Dampferlinie nach Sid-
amerika anpreist, ist — der Patient weiBl nicht einmal
das genau — in portugiesischer Sprache verfaBt. Gleich-
wohl gibt er das Studium nicht auf. Die Bilder der
Kajiiten, der Speisesile, der Zwischenhifen sind ebenso
schon wie versténdlich. Aber noch etwas anderes ver-
steht der Leser, ohne ciner Ubersetzung zu bediirfen:
die langen Ziffernkolonnen, Ziffernzusammenstellungen,
eingestreuten Berechnungen, Angaben von Ankunfts-
und Abfahrtszeiten.

Ich bin darauf gefaBt, daB Sie mein Beispicl fiir kin-
disch, fir selbstverstindlich, wenn nicht gar fiir lippisch
ansehen. Wer auch hat je daran gezweifelt, daB heute
sich fast alle Kulturvélker derselben Ziffernschrift be-
dienen ? Was soll daran verwunderlich oder gar proble-
matisch sein? Schade also um den Einleitungssatz. Die
Ziffer 3 bedeutet in einem’ portugicsischen Text dasselbe
wie die Ziffer 3 in einem deutschen oder englischen Text.
Und die Berechnung 5214 X 7 = 36498 ist ebenfalls un-
abhiingig von dem Land, in dem sie angestellt wird. Und
damit SchluB!
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Ich gebe gerne und willig zu, daB sich gegen diese
erziirnte Beweisfithrung und gegen ihr Ergebnis wenig
oder nichts einwenden léaBt. Ich protestiere ausschliel-
lich dagegen, daB diese Beweisfithrung jede weitere Lr-
orterung abschneiden will. Ja, ich behaupte sogar, daB3
uns gerade eine nihere Durchleuchtung eben unseres
lippischen Beispieles sehr geradlinig in innerste Riitsel
der Mathematik hincinfiihren und uns di¢ Kenntnis
einer grofen Anzahl wichtigster Grundbegriffe vermitteln
wird.

Mein Gegner hat némlich einiges tibersehen. Vor allem
ist es nur vorstellungsmiBig dassclbe, wenn ein Deut-
scher oder wenn ein Portugiese den Prospekt liest und
sich dabei mit den Ziffern beschiiftigt. Denn der Portu-
giese gebraucht andere Worter fur die Ziffern als der
Deutsche. Und ein Englénder, ein Franzose, ein Schwede
wieder andere. Diese Aussprache der Ziffern greift bis
in die Geheimnisse des Ziffernsystems. So etwa sagen
wir fir 24 vier-und-zwanzig, der Englinder dagegen
sagt twenty-four, also zwanzig-vier. Der Franzose sagt
fiir ach.zig nicht octante, was eine logische Fortsetzung
von trente, quarante usw. bedeutete, sondern iiberrascht
uns mit der multiplikativen Bildung quatre-vingt, was
sich etwa mit ,,viermalzwanzig'* iibersetzen liefe.

Bevor wir aber in diese Geheimnisse nédher hinein-
leuchten, mochte ich noch auf die groBe Gefahr hin-
weisen, die das Sprechen von Zifferngruppen mit sich
filhren kann. Es ist z. B. ein beliebter Aufsitzer, einen
Nebenmenschen zur schriftlichen Festlegung der Zahl
Elftausendelfhundertelf zu veranlassen. Jeder, der diese
Zahl hort, schreibt beherzt 11.111 hin, was bekanntlich
Elftausendeinhundertelf zu lesen ist. Elftausendelf-
hundertelf aber miite man richtig 12.111 schreiben, da
es sich ja dabei um die Summe von 11.000, von 1100
und von 11 handelt.

Wir stellen also als erstes Ergebnis fest, daB unsere
zugegeben internationale Ziffernschrift mit unserer an-
deren, der Buchstabenschrift, nur sehr mittelbar zu-
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sammenhéingt und vor allem ganz anderen Grundsétzen
untersteht. Die Ziffernschrift ist nimlich an sich eine
reine Begriffsschrift, wihrend die Buchstaben von
vornherein nicht Symbole fiir Begriffe, sondern Sym-
bole fiir Laute sind, aus denen sich erst spéter, in den
Wortern, Symbole fiir Begriffe bilden. Der Begriff 3
erfordert in Ziffernschrift eben nur ein einziges Zeichen.
In Buchstabenschrift gewinnt man die Drei im Deut-
schen durch eine ganz bestimmte Zusammensetzung
der Buchstaben d, e,i und r. Und im franzésischen Trois
sogar erst durch Kombination von fiinf Buchstaben.

Das alles ist jedoch erst der Beginn unserer Erdrte-
rung. Wir stehen am FuBl des Zahlenberges, den wir
besteigen wollen. Wir haben némlich bisher von Ziffern
und Zahlen gesprochen, durchaus aber noch nicht von
dem wunderbaren Gebilde, das man als Ziffernsystem
bezeichnet und das der grofite Stolz des menschlichen
Geistes sein sollte.

Mein Widersacher wird mir jetzt wieder einen nahe-
liegenden Einwand machen. Er wird nimlich sagen:
pWenn du mit deinem Ziffernsystem das meinst, was
jedes Kind in den ersten Klassen der Volksschule be-
herrscht, also die sogenannte dekadische Schreibweise
oder das Zehnersystem, dann laB uns gefilligst in Ruhe.
Wir kennen diese Schreibweise, wenden sie téglich an
und sind durchaus nicht gesonnen, decin Schreib-
bediirfnis durch unser Interesse zu unterstiitzen. Soll-
test du aber mit Zahlentheorie, mit Forschungen von
Gauf}, Dirichlet, Dedckind, Kronecker und anderen
groBen Gelehrten anriicken wollen, dann wisse, daB3 wir
das Buch schon hier zuschlagen und dem Buchhindler
zurlickgeben werden. Du hast némlich in diesem Fall
dein Versprechen der Voraussetzungslosigkeit und der
Beschrinkung auf das wirklich Notwendige nicht er-
fillt.

»wieder vortrefflich, lieber Gegner*’, muB ich darauf
antworten. ,,Du hast aber nur nicht daran gedacht,
dal meine Erorterung der Geheimnisse des Ziffern-
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systems durchaus nicht Selbstzweck ist. Es fillt mir
nicht im entferntesten ein, wirklich Zahlentheorie zu
dozieren. Es fillt mir aber auch nicht ein, bloB zu er-
kliren, warum man Zweitausendfinfhundertvierzehn
eben 2514 schreibt. Oder besser, ich will es bei solchen
Erklirungen nicht bewenden lassen. Eben weil ich
nichts voraussetzen darf, muBl ich an das allgemein
Bekannte ankniipfen, um schon im ersten Kapitel sehr
hohe Begriffe der Mathematik faBbar zu machen. Aber
ich will jetzt unser Zwiegesprich unterbrechen und die
Untersuchung zusammenhiingend fortsetzen.*

Wir wollen einen der groBten Minner zitieren, den
die Geschichte des Geistes hervorgebracht hat: Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646—1716), den Panhistor, den
Alleswisser. Leibniz war bekanntlich auch einer der
ganz groBen Mathematiker und der ecigentliche Bahn-
brecher der Unendlichkeitsanalysis, der sogenannten
Infinitesimalrechnung oder ,héheren Mathematik®.
Leibniz also hat scine allgemeine Lehre von den Sym-
bolen (von den ,,bedeutungsvollen Zeichen*’, kénnte man
populir sagen) eine ,,cabbala vera“, eine wahre Kabbala
genannt. Was Kabbala, kabbalistisch usw. bedeutet,
dirfte bekannt sein. Magie, Zauber, Beschwérungs-
formeln, mystische Kriifte, entfesselt durch Worte und
Symbole, liegen in diesem Begriffskreis der Kabbala,
Nun sind aber die mathematischen Zeichen als sehr
maBgebende Bestandteile in jenem Leibnizschen Symbol-
Kalkiil, in jener allgemeinen Lehre von den Symbolen,
enthalten.

Ich bin mir bewuBt, daB diese erste Andeutung
Leibnizscher Geistesfliige nicht sofort verstiindlich sein
kann. Wir wollen also den Ausspruch Leibnizens fiir
unsere Zwecke moglichst vereinfachen und festhalten,
daB in der mathematischen Schreibweise selbst eine Art
von Zauberkunst, cine ,,wahre Kabbala‘® steckt. Wir
konnen uns aber den Gedanken noch durch einen kleinen
Ausflug in die Geschichte der Mathematik, besser, in
die Geschichte des Ziffernrechnens verdeutlichen. Mein
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Gegner hat unrecht gehabt, wenn er tiber unser tbliches
Zehnersystem so verdchtlich sprach. Es ist das un-
geheuerste und gar nicht ausdriickbare Verdienst
dieses Systems, daB es fiir einen Elementarschiiler er-
lernbar ist. Geschichtlich sicht die Angelegenheit weit
anders aus. \Was heute Schulaufgabe des Elementar-
schiilers ist, war vor wenigen Jahrtausenden Preis-
ritsel fur allergr6Bte Mathemaliker. Denn es fehlte
damals eben die gleichsam selbsttitige Maschine des
Ziflernsystems, die wahre Kabbala der richtigen
Schreibweise.

Gestatten Sie mir hier vorerst eine kleine Abschwei-
fung. Ich sprach von der richtigen Schreibweise. Das
war auf das System als Ganzes gemeint. Unterhalb
dieser schon hioheren Bedeutung des Wortes ,,Schreib-
weise'* mochte ich darauf aufmerksam machen, da8
auch der Kenner aller mathematischen Zauberzeichen
nur dann leicht und sicher mit diesen Zeichen umgehen
wird, wenn er zwei scheinbar banale Regeln befolgt.
Zuerst soll er so nett und dbersichtlich wie moglich
schreiben. Nicht herumstreichen, nicht Verschiedenes
durcheinandermengen, nicht irgendwohin an den Rand
oder in Zwischenriume Nebenrechnungen hinkritzeln.
Zweitens aber soll der Anfinger — und dieses An-
fingerstadium reicht sehr, sehr hoch hinauf in unsere
Wissenschaft — nie aus Ungeduld Zwischenstufen
tberspringen und Zwischenoperationen im Kopf durch-
fuhren. Wir haben uns auf die ,,Kabbala* festgelegt und
die Zauberzeichen wollen aufgeschrieben sein. Wenn
aber jemand besonderen Wert darauf legt, Rechnungen
jeder Hohenstufe im Kopf auszufithren, um seine Vor-
stellungskraft zu Gben und zu priifen, dann mége er,
etwa vor dem Einschlafen, Berechnungen anstellen,
die Ergebnisse notieren und diese dann am folgenden
Tag sauber und Schritt fiir Schritt mittels der wahren
Kabbala nachpriifen. Es ist dies ein fast sportlicher
Ratschlag. Der Fechtlehrer, der Tennistrainer, der Box-
lehrer 148t den Schiiler zuerst jeden Schlag und Hieb
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beinahe zeitlupenmiilig in groBter Prizision Phase fiir
Phase durchfithren. Der persénliche Stil und das indi-
viduelle Tempo entwickelt sich von selbst als Ver-
schleifung der Grundformen. Leider auch die Fliichtig-
keit und die Schlamperei.

Wir wollen aber wieder zum Hauptgegenstand zu-
riickleilen. Ich erwiihnte, dal das heute so selbst-
verstindliche Ziffernrechnen durchaus nicht stets eine
Selbstverstiindlichkeit war. Erst im zwo¢lften Jahr-
hundert nach Christi Geburt wurde die wahre IKabbala
Gemeingut des Abendlandes. Wiederum sehr verein-
fachend sei erwiihnt, daB damals zwei Schulen des
Rechnens um den Rang stritten. Die Schule der
Abazisten und die Schule der Algorithmiker. Abacus
ist das uralte, schon im Altertum gebriuchliche Rechen-
brett. Man stelle sich eine Tafel vor, die durch senk-
rechte Linien geteilt ist. Jede der Kolonnen bedeutet
eine sogenannte Stufenzahl, also Einer, Zehner, Hun-
derter, Tausender usw. Um nun mit dem ,,Abacus‘* zu
rechnen, legt man in jede Kolonne die entsprechende
Anzahl von Marken oder Tifelchen. Wir hiitten etwa
504.723 und 609.802 zusammenzuzihlen, zu addieren.

Wie man sicht, ergibt sich durch Zusammenzihlung
der weillen Téfelchen (erste Zahl) und der schwarzen
Tafelchen (zweite Zahl) das richtige Resultat 1,114.525.
Eine Null wird in diesem Abacusrechnen noch nicht
verwendet. AuBerdem muBten wir beriicksichtigen,
daB 15 Hunderter gleich einem Tausender und 5 Hun-
dertern, daB8 14 Tausender gleich einem Zehntausender
und 4 Tausendern und da3 11 Hunderttausender gleich
ciner Million und cinem Hunderttausender sind. Néher
soll auf die Spielarten der ,,Abazisten-Kunst‘, des
Rechnens mit dem Rechenbrett, nicht eingegangen
werden. Man wird aber unschwer erkennen, dal die
»swahre Kabbala' der anderen Schule, der Algorith-
miker, den Sieg erringen mubBte.

Nun sind wir an einem Punkt angelangt, der unsere
starkste Aufmerksamkeit erregen soll. Vorweg noch
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eine Worterklirung. Algorithmus (Algorithmiker) ist
eine Verballhornung eines Namens. Des Namens
Muhammed ibn Musa Alchwarizmi. Dieser ostarabische
Mathematiker Alchwarizmi stammte aus Khorassan
und lebte spiter in Bagdad. Zwischen 800 und 825
n. Chr. Geb. schrieb er unter anderem ein grundlegendes
Werk iiber das Rechnen mit den indischen (den so-
genannten arabischen) Zahlzeichen oder Ziffern. Und
zwar unter Verwendung des Stellenwertsystems. Er
kannte auch schon die Null und schrieb sie als kleinen
Kreis. Auf verschiedenen Wegen, durch die Kreuzziige,
aber auch durch die arabischen Hochschulen in Toledo,
Sevilla und Granada, gelangten die arabischen Werke
in lateinischen Ubersetzungen zur Kenntnis der abend-
léndischen Gelehrten und unter diesen Werken auch
das Buch Alchwarizmis iiber die indischen Ziffern.
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Wir wiederholen: Die Algorithmiker fithrten unter
dem Namen ,,Algorithmus‘‘ das indische Ziffernsystem
mit Stellenweriberiicksichtigung im Abendland ein.
Damit war der erste Schritt zur ,,wahren Kabbala*
getan. Denn nicht mehr unbeholfene Rechenbretter
lieferten die Ergebnisse von Rechenoperationen, sondern
eine recht geheimnisvolle Zauberschrift gestattete es,
die verwickeltsten und groBten Rechnungen mit un-
fehlbarer Sicherheit durchzufiihren. Fiir den ganzen
groBen Zauber war nichts anderes erforderlich als zehn
Zeichen von 0 bis 9, ein Stiick Papier, eine Feder und
die Kenntnis des kleinen Einmaleins.

Es ist heute kaum mehr moglich, sich in die Stim-
mung von Rechnern zuriickzuversetzen, die ctwa
85.243 mit 9621 nicht mehr auf dem Rechenbrett, son-
dern auf einem Fetzchen Papier zu multiplizieren
hatten. Magische Schauer der Begliickung miissen da-
mals diese Rechner iiberkommen haben. Und wie so oft
schien ihnen wahrscheinlich die oberste Spitze des
Turmes von Babel erklommen, von der man unmittelbar
den Himmel beriihren kann.

Wir sind aber gezwungen, aus dieser geschicht-
lichen Rickversetzung wieder in kiihlere Bereiche zu-
riickzukehren. Es ist uns némlich erst zur Not Kklar,
dal das Wort Algorithmus soviel wie schriftliches
Rechenverfahren auf Grund einer bestimmten Zeichen-
schrift bedeutet. Und dies noch auflerdem innerhalb
eines geschlossenen Systems, das gleichsam fiir uns
einen Teil der Denkarbeit selbsttitig leistet und uns
dabei Gebiete zuginglich macht, in die unsere Vor-
stellungskraft tiberhaupt nicht reicht oder wo sich diese
Vorstellungskraft zumindest sehr leicht verirren kann,
Wir miissen also die Ursachen der Zauberkraft dieses
speziellen Algorithmus, genannt dekadisches oder
Zehnersystem, genauer untersuchen.



Zweites Kapitel

Das Zehnersystem

Dabei stoBen wir zuerst auf die schon angedeutete
ungcheure Einfachheit des Systems. Zehn Ziffern-
symbole sind eigentlich das ganze Material, womit wir
es zu tun haben. Wenn wir weiters ein paar Ver-
kniipfungssymbole wie die Zeichen ,,plus‘, ,,minus",
pmal** und ,dividiert durch** (4, —, X, :) und endlich
das Gleichheitszeichen (=) hinzunehmen, beherrschen
wir als tichtige Algorithmiker bereits eine ganze Welt
des Zahlenrechnens. Allerdings gehért als eine der
wichtigsten Voraussetzungen noch etwas Weiteres zu
unserer algorithmischen Kunst, das uns selbstversténd-
lich scheint, aber gerade der Schliissel des Geheimnisses
ist: das sogenannte Stellenwertsystem.

Als drastisches Beispiel einer Schreibung ohne
Stellenwert sollen die sogenannten romischen Ziffern
herangezogen werden. Ein ,,Algorithmiker* Roms
wiirde aufgefordert werden, etwa die Zahlen
MDCCCXLIX und MMCXXIV auch nur zu summieren.
Er wird bei den Zehnern und Einern in grifite Ver-
legenheit kommen, zum Abacus, zum Rechenbrett
greifen und zugeben miissen, dall er eigentlich keinen
Algorithmus besitzt. Der Algorithmiker des indischen
Systems findet es nicht einmal der Miihe wert, diese
Zahlen 1849 und 2124 untereinanderzuschreiben. Nach
wenigen Sekunden verkiindet er das Ergebnis 3973 als
Sumime.

Jetzt wollen wir aber unmittelbar auf das Problem
losgehen. Unter Stellenwertsystem verstehen wir eine
Schreibweise von Zahlen, die jeder Ziffer einen anderen
Wert zuteilt, wenn sie an anderer Stelle steht. Auch
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wenn es dieselbe Ziffer ist. Und zwar bedeutet, da
das Gesetz der GroBenfolge von links nach rechts ein-
gehalten wird, etwa eine 3 an letzter Stelle 3, an vor-
letzter Stelle 30, an drittletzter Stelle 300, an viert-
letzter Stelle 3000 usw. Von sogenannten Dezimal-
bruchstellen sprechen wir noch nicht. Wir behandeln
vorliufig nur ganze Zahlen, eingedenk des Ausspruchs
Kroneckers, dal} die ganzen Zahlen von Gott stammen
und alles iibrige Menschenwerk sei.

An unserem Beispiel mit der Drei sehen wir schon,
daB der Stellenwert sich von rechts nach links jeweils
verzehnfacht. Daher der Name Zehnersystem oder de-
kadisches System. Die Zehn heiBt dabei die Grundzahl
des Systems.

Obwohl wir damit gewaltig vorgreifen, wollen wir
zur Vereinfachung der folgenden Ausfiihrungen einen
neuen Begriff einfiihren. Némlich den der Potenz. Es
handelt sich dabei eigentlich um nichts anderes als um
eine Multiplikation einer Zahl mit sich selbst, fiir die
man ein besonderes abgekiirztes Zeichen schreibt. Wir
wollen aber vorliufig tiber das sogenannte ,,poten-
zieren* oder ,,zur Potenz erheben‘‘ uns in keiner Weise
verbreiten, sondern an Hand weniger Beispiele bloB die
Schreibart klarmachen. Zehn mal zehn nennt man zehn
zur zweiten Potenz und schreibt 10%2. Zehn mal zehn
mal zehn heilt,,zehn der Dritten*‘ oder,,zehn zur Dritten*
oder ,,zehn zur dritten Potenz‘‘ und wird 103 geschrie-
ben. 10X 10X 10 X 10=10%; 10X 10X 10X 10X 10=10%
usw. Natirlich kann man diese Zahlen auch aus-
rechnen. So ist 102=100, 105=100.000, 5*=5 X 5=25,
63=6-6-6=216 usf. Als erstc Potenz einer Zahl be-
zeichnet man die Zahl selbst, weil sie gleichsam nur ein-
mal in der Multiplikation auftritt. Also 10'=10, 5'=5,
291=29 usw. Die erste Potenz, also der kleine Einser
rechts oben, wird gewdhnlich nicht geschrieben. Wir
miissen aber noch eine Potenz einfiihren, deren merk-
wiirdiges Ergebnis an dieser Stelle nicht erklirt werden
kann. Nimlich die sogenannte nullte Potenz. Wir

4



stellen also die Forderung, daB eine Zahl iiberhaupt
nicht als Faktor in einer Multiplikation mit sich selbst
vorkommt. Das bedeutet etwa 10° oder in Worten: zehn
der nullten Potenz. Jeder wird mit Recht erkliren, daB
eine solche Forderung ein vollendeter Unsinn ist. ,,Multi-
pliziere etwas iiberhaupt nicht mit sich selbst, mache
eine Rechnung (noch dazu eine Multiplikation), in der
der einzige erlaubte Faktor, namlich die bestimmte Zahl,
nullmal, also iiberhaupt nicht vorkommt. Und sage mir
das Ergebnis.”* Das ist die Fragestellung. Ich muB, wie
erwiihnt, vorliufig héflichst um Entschuldigung bitten
und mitteilen, daB jede, aber auch jede Zahl?), zur
nullten Potenz erhoben, das Resultat eins gibt. Also ist
10°=1, 259=1, 275.859°=1 usf. bis zu jeder GroBe.

Also wiederholt: Irgendeine Zahl zur nullten Potenz
gibt eins. Zur ersten Potenz sich selbst. Zur zweiten
Potenz die Zahl mit sich selbst multipliziert. Zur dritten
Potenz die Zahl mit sich selbst und noch einmal mit sich
selbst multipliziert usw. Insbesondere fiir die Zahl zehn:
10°=1, 10'=10, 102=100, 10*=1000, 10*=10.000, . ...

Ein Mensch mit gutem Blick wird bei Betrachtung
dieser Zahlenfolge sogleich merken, daB bei der Zehn
die kleine Ziffer rechts oben (der sogenannte Potenz-
anzeiger oder Potenzexponent) die Anzahl der Nullen an-
gibt, die die betreffende Zehnerpotenz besitzt. Sicherlich
ein wichtiger und fiir das Ziffernsystem aufschluBreicher
Zusammenhang. Wir wollen uns aber nicht weiter ver-
lieren, sondern jetzt beherzt in die Tiefen und Héhen
der Zahlensysteme vorstoBen. Denn wir haben bereits
das ganze Riistzeug zur Durchforschung unseres
Ziffern-Algorithmus in der Hand.

Bei Betrachtung des Rechenbrettes wird es jedem
klar geworden sein, daB. sich eine beliebige Zahl des
Zehnersystems aus einer gewissen Menge von Einern,
von Zehnern, Hunderlern usw. zusammensetzt. Wir

1) 0° ist davon ausgenommen, da 0 in diesem Zusam-
menhang nicht als Zahl zu betrachten ist
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werden uns nun bemiihen, einc geeignete Schreibweise
zu finden, die den inneren Bau jeder Zahl bloBlegl,
ohne dafl wir hiezu den ungelenken Abacus (das Rechen-
brett) zu Hilfe nehmen miilten. Nach dem Vorher-
gegangenen diirfte es nicht allzu schwer sein, diese
Schreibweise zu entdecken. Es ist die sogenannte addi-
tive oder summatorische Recihe!), und zwar eine
Potenzreihe. Die gelehrten Ausdriicke mégen niemand
abschrecken. Denn ein Beispiel wird den Vorgang sofort
verdeutlichen. Nehmen wir etwa an, wir hiitten die Zahl
1,483.706 in eine solche Reihe aufzulésen. Mit unseren
bisherigen Kenntnissen sind wir dazu ohne weiteres
imstande. Wir schreiben also zuerst noch primitiv:

6X14+0x104-7X%(10x10)4+3x%(10x10x10)+
+8X%(10X10x10x10)4+4X%(10%xX10x10x 10X 10)+-
+1x(10Xx10x10%x10x10x10).

Dazu wird zuerst bemerkt, da jede Zahl, mit der
Null multipliziert, wieder 0 gibt und daB ich daher
umgekehrt jede Null als Produkt irgendeiner Zahl mit
der O auffassen kann. Wir beniitzen diese Umkehrung
hier bewuBt zur systematischen Ergiinzung der Reihe
beziiglich der Zehnerstelle. Aullerdem wollen wir nun
weitere Vereinfachungen vornechmen. Zuerst werden wir
das lastige schiefe Kreuz (X) fur die Multiplikation
fallen lassen und dafiir den Punkt anwenden, wie dies
in der Mathematik allgemein iblich ist. Dann werden
wir die Ausdriicke in den Klammern als richtige Po-
tenzen darstellen. Und schlieBlich werden wir anmerken,
daBl man innerhalb einer solchen Reilie die Ziffern, die
vor den Potenzen stehen, die ,,Koeffizienten* nennt.
6,0, 7, 3, 8, 4, 1 — kurz die Ziffern, aus denen unsere
Zahl besteht — erscheinen in der Potenzreihe nur mehr
als ,,Koeffizienten®. Dieser Begrilf ist vorliufig zur

1) In der Mathematik heilt ,,Reihe* stets eine additive
oder subtraktive Aneinanderreihung von Zahlen oder
GroBen.
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Notiz zu nehmen. Mehr kann an dieser Stelle dariiber
noch nicht gesagt werden.

Wir schreiben also jetzt, mathematisch korrekt:
1,483.706 = 6-10° 4 0-10* + 7-10% 4 3-10% 4+ 8-10%4
+4-1054-1-108.

Damit ist der innere Bau des Zehnersystems mit
Stellenwert vollstindig und eindeutig bloBgelegt. Ich
will aber die sogenannte ,,Diskussion*, die Erérterung
der Angelegenheit, auf die Gefahr hin zu langweilen,
nicht dem Leser iberlassen, sondern sie mit ihm gemein-
sam durchfiithren. Wir sehen zuerst, daB die sogenannte
GroBenfolge eingehalten ist. Die Potenzen von zehn
folgen cinander in der Reihe als 109, 101, 102, 102 usf.
Daran éndern auch die Koeffizienten nichts. Denn selbst
9-10° (also 9:1=9) muB stets kleiner sein als 0-10!
(also 0-10=0), weil diese Null an der Zehnerstelle
nichts anderes bedeutet, als daB in der Zahl mindestens
10 Zehner vorhanden sind, da ja eine Zahl nie mit der
Null beginnen darf. Als Beispiel diene die Zahl 109,
die als Reihe geschrieben 9-1094-0-10141-102 lauten
wiirde. Dall 10° gleich 1 ist, wurde schon erwihnt. Es
ist nun weiter klar, daB die Reihe theoretisch ins
Unendliche fortsetzbar ist. Das heiBt, es gibt keine noch
so grole Zahl, die nicht in Form einer solchen Reihe
aufsteigender, mit Koelfizienten versehener Zehner-
potenzen geschrieben werden kénnte. Natiirlich ist
umgekehrt jede solche Reihe wieder in eine dekadische
Zahl riickiibertragbar. 5-10°4-7-1014-0-10248-1034-
+9-10%4-3-105 ist nichts anderes als die Zahl 398.075,
némlich noch einmal zum Uberdruf3 in Worten: 5 Einer,
7 Zehner, 0 Hunderter, 8 Tausender, 9 Zehntausender
und 3 Hunderttausender. Mit Absicht wird erst hier
erwihnt, daB ein vollkommenes Ziffernsystem noch
voraussetzt, da die sogenannten Stufenzahlen (die
Zehnerpotenzen) rein sprachlich mit eigenen Worten
bezeichnet werden kénnen (zehn, hundert. tausend
usw.). Streng durchgefiihrt ist die Sache in unserem
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System nicht. Wir haben merkwiirdigerweise eigene
Worte bloB fiir 10!, 102 und 103, also zehn, hundert
und tausend. Zehntausend und hunderttausend sind
multiplikative Zusammensetzungen. 108 oder die Million
hat wieder ein eigenes Wort. Tausend Millionen (10°)
oder die Milliarde erscheint als néchste strenge Be-
zeichnung. Und dann folgen, nach Potenzen der Million,
die Billion (1,000.0002=10"2), die Trillion (1,000.0003=
=108), die Quadrillion (10%!), die Quintillion (103°) usf.
Die Ursache dieser UnregelmiiBigkeit diirfte meines
Erachtens in praktischen Bedirfnissen liegen, die sich
historisch ergeben haben. Geld und Heerwesen erfor-
derten urspriinglich nur Obereinheiten bis tausend. Und
es war angeblich erst der Reichtum Marco Polos, der
den Begriff der Million notwendig machte. Die ganz
hohen Einheiten (Billion usw.) nennt auch der gewdhn-
liche Sprachgebrauch ,,astronomische Zahlen‘ und
zeigt so ihr Anwendungsgebiet und ihre Entstehung.

Wir wiederholen also endgiiltig: Das Zehnersystem
oder das dekadische Ziffernsystem, verbunden mit dem
Stellenwertsystem, ist ein Algorithmus. Es gestattet uns
vorldufig in der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division mit gréBter Leichtigkeit alle Rechnungs-
operationen durchzufiihren, deren Regeln wir heute
schon in der Elementarschule beherrschen. Das Zehner-
system besteht aus eigenen, von den Buchstaben durch-
aus verschiedenen Begriffssymbolen, die die Zahlwerte
von O bis 9 bedeuten. Grundzahl des Systems ist die
auf die 9 folgende Zahl, die zehn heiBt und 10 ge-
schrieben wird. Fiir weitere Stufenzahlen (Zehner-
potenzen) existieren zum Teil eigene Worte wie hundert,
tausend, Million, Milliarde, Billion usf.

Nun sind wir so hoch auf unseren Zahlenberg ge-
stiegen, daB wir den Ausblick und die Ubersicht tber
ein ins Unendliche verlaufendes, veristeltes Tal, das
Tal des Zchnersystems, gewonnen haben. Wir bemerken
aber, daB wir uns noch sehr tief unter dem Gipfel be-
finden. Was werden wir vom Gipfel aus erblicken ? Gibt

28



es noch andere Tiler? Oder ist der Berg ein Hoch-
plateau, eine beziehungslose Steinwiste?

Wir machen Rast und griibeln. Und dabei féllt uns
allerlei Beunruhigendes ein. Was bedeutet es, da3 wir die
Worte elf und zwolf gebrauchen, worauf dann dreizehn,
vierzehn, fiinfzehn, sechzchn usw. folgt? Was bedeutet
das riitselhafte quatrevingt der Franzosen? Das sind,
vom Zehnersystem aus betrachtet, Systemstérungen,
Entgleisungen. Dariiber gibt es keinen Zweifel. Quatre-
vingt (viermal zwanzig) hat eine verzweifelte struktu-
relle Ahnlichkeit mit vierzig. Und elf und zwdlf sehen
direkt wie eine Fortselzung der Zahlen eins bis zehn
aus. Sie sind, wenigstens oberflichlich betrachtet, un-
zusammengesetzt, Warum sagt man nicht statt elf
einzehn und statt zwolf zweizehn ? Warum ist tiberhaupt
gerade die Zehn die Grundzahl unseres Systems? Ist
zehn durch irgend etwas vor einer anderen Zahl aus-
gezeichnet ? Ist das Zchnersystem gleichsam ein durch
Golt gegebenes System ? Oder ist gar nur die Tatsache,
daB wir zchn Finger besitzen und unsere Urahnen einst
an den Fingern zihllen, daran schuld, daB wir das
Zehnersystem bevorzugen?

Wir wollen aber unseren Zahlenbergwanderer nicht
zu lange griibeln lassen. Und wir flistern ihm daher
zu: Das Zehnersystem ist theoretisch durch nichts, aber
auch durch gar nichts vor einem System beliebig an-
derer Grundzahl bevorzugt. Es hat im Laufe der Ge-
schichte schon Sechzigersysteme, Fiinfersysteme, Zwan-
zigersysteme und Zwolfersysteme gegeben. Der grofe
Leibniz hat im Jahre 1690 in Rom sogar das merk-
wiirdigste aller Systeme, das Zweiersystem (Dyadik oder
binarische Arithmetik) entdeckt, das sich tberhaupt
nur der 0 und der 1 als Ziffern bedient. Und unser
Quatrevingt ist tatséichlich ein unzeitgeméfer Rest
cines keltischen Zwanzigersystems (Finger plus Zehen!),
der sich in die franzosische Sprache hiniibergeschli-
chen hat.



Drittes Kapitel

Nichtdekadische Ziffernsysteme

Da wir nun den Bau, die Struktur des Zehnersystems
so gut kennen gelernt haben, wollen wir kiihn versuchen,
irgendein anderes System selbsténdig aufzustellen?). Wir
wiihlen zuerst eine Grundzahl, die kleiner ist als zehn,
etwa die Zahl sechs. Und wir werden streng nach dem
Muster des Zehnersystems unseren neuen Algorithmus
aufbauen und zuschen, wie weit wir damit kommen.
Zuerst ganz simpel und nach dem Gefliihl: Wir haben
im Zehnersystem zehn Zahlzeichen, zehn Ziffern-
symbole, nimlich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 gebraucht.
Folglich, so schlielen wir, werden wir fiir unser Sechser-
system mit sechs Ziffern, also 0, 1, 2, 3, 4, 5 auskommen.
Wie aber sollen wir die Sechs schreiben, dic Sieben, die
Acht, die Neun? Jetzt denken wir an unsere Potenz-
reihe. Die Grundzahl zur ersten Potenz wurde 10! ge-
schrieben. Oder einfach 10. Es war also die erste zwei-
stellige Zahl. Wir werden somit auch im Sechsersystem
die Grundzahl 10 schreiben, nur daB sie hier nicht zchn,
sondern sechs bedeutet.

Ich gebe zu, daB jetzt viele Leser verwirrt sein
werden, weil sie noch an die Gottgegebenheit des
Zehnersystems glauben. Darum wollen wir Schritt vor
Schritt weiterwandern und uns zuerst die ersten zwanzig
Zahlen des Zehnersystems aufschreiben. Darunter die
gleichwertigen ersten zwanzig Zahlen des Sechsersystems.
1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20
1,2,3,4,5,10,11,12,13, 14, 15,20, 21,22, 23, 24,25, 30,31, 32

1) Der weniger gelibte Leser darf die Einzel-Berech-

nungen in diesem Iapitel ohne Schaden fir das End-
ziel tberschlagen.
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Wie man sieht, ergibt sich die Schreibweise un-
mittelbar aus der Tatsache, daB man im jeweiligen
System eben nicht anders schreiben kann. Denn mit
finf Ziffern und der Null kann ich den Begriff sechs
nicht anders schreiben als eben 10. Ebenso wie ich mit
neun Ziffernzeichen und der Null die Zwolf nie anders
ausdriicken kann als eben durch 12,

Nun wollen wir uns die Stufenzahlen ansehen. Diese
miissen (im Zehnersystem geschrieben) die Werte von
6¢, 6, 6%, 63, 6* usw. haben. Also, noch immer im
Zehnersystem, die Werte 1, 6, 36, 216, 1296 usw. Ich
konnte somit in Reihenschreibung eine beliebige Zahl
des Sechsersystems folgendermaBen ausdriicken:

2:6°14-614-0-6243-63+5-6%, was bedeuten wiirde:
2:14+4:640-36+4+3-21645-1296 und dekadisch ge-
schrieben das Ergebnis 7154 lieferte. Bemerkt sei, dal
auch in dekadischer Schreibart die ,,Koeffizienten* nie
die Fiinf iiberschreiten diirfen, da sonst die GroBen-
folge verletzt werden koénnte und die Zahl im Sechser-
system nicht schreibbar wiire. Nun kommt ein kiihner
Griff. Wir wollen jetzt die besprochene Zahl im Sechser-
system aufschreiben. Dazu ist gar nichts nétig, als die
Koeffizienten einfach nebenecinanderzustellen. Und zwar
von der héchsten Potenz absteigend. Unsere Zahl lautet
also im Sechsersystem geschrieben53.042. Denn das heifit
eben nichts anderes als 2:6°4-4:614-0-6243-63-4-5-64!
Und wir stellen fest: 53.042 (Sechsersystem) ist gleich
7154 (Zehnersystem). Wir wollen zum UberfluB noch die
Probe machen und nun beide Zahlen in Reihen auflésen:

7.154(Zehnersystem) =4-10°4-5-1014-1-1024-7-10°
53.042 (Sechsersystem)=2-6°4-4-6140-62-43-6%45-64
oder .
4-14+5-104-1-100+47-1000 muB} gleich sein

2:144:640-3643-2164-5-1296.

Natiirlich stimmt die Rechnung. Denn sowohl die
erslte Reihe als die zweite Reihe ergeben (dekadisch
geschricben) als Resullat 7154.
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Nun wollen wir uns aber von der Dekadik abwenden
und unsere Zahl 53.042 (Sechsersystem) in eine Reihe
des eigenen Systems auflosen. Wir erhalten dann:

53.042=2-10°4-4-10'-}0-10%-}- 3-1034-5-10%, wobei
10 nicht mehr die Zehn des Zehnersystems, sondern dem
Werte nach die 6 des Zehnersystems bedeutet.

Wir wollen aber noch viel mehr. Wir wollen sehen, ob
sich auch das Sechsersystem als Algorithmus bewiihrt,
d. h. ob es geeignet ist, Rechenoperationen nach Art
unserer vertrauten Addition, Multiplikation usw. zu
gestatten. Zu diesem Behufe miissen wir uns aber noch
ein Hilfsmittel bereitstellen. Ndmlich das ,,Einmaleins**
des Sechsersystems. Auf den ersten Blick sieht es wie
die Recheniibung eines soeben wahnsinnig Gewordenen
aus. Emlgos Nachdenken und ein Blick auf die Ziffern-
reihen sowie die Ul)erlegung, daB wir eben nur mit
sechs Ziffernzeichen operieren kénnen, wird die Gemiiter
bald wieder beruhigen.

Wir wagen also unser Hexeneinmaleins:

1-1=1 2:-1= 2 3-1= 3 4-1= 4 5:1= 5
1-2=2 2:2= 4 3:2=10 4-2=12 5-2=14
1-3=3 2-3=10 3-3=13 4-3=20 5-3=23
1-4=4 R-4=12 3:4=20 4-4=24 5-4=32
1-6=5 R-5=14 3-5=23 4-5=32 5-5=41

Wir werden nun addieren, subtrahieren, multi-
plizieren und dividieren, als ob wir nie etwas vom
Zehnersystem gehort hitten. Zuerst eine Addition:

4320
5041
13410

Man muB stets, wenn zwei Zahlen zusammen 6 er-
geben, die Zehn denken. Also 1 und 5 gibt 10, bleibt
eins. Vier und eins sind fiinf, plus zwei ist 11, bleibt eins.
Null plus eins ist eins, plus drei ist vier. Fiinf plus
vier ist dreizehn. Natiirlich diirfte man nicht zehn, elf
und nicht dreizehn sagen, sondern etwa sechs, einsechs
und dreisechs. Die Hauptschwierigkeit ist also eine
sprachliche. Wenn wir einmal Worte fiir die Stufen-
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zahlen haben, dann ist jedes System ebenso leicht zu
handhaben wie das dekadische.
Nun eine Subtraktion:
5201
—3544
1213
In Worten: Elf (einsechs) weniger vier gibt drei, bleibt
eins. Vier plus cins ist fiinf. Fanf von zehn (sechs) ab-
gezogen, gibt cins, bleibt eins. FFunf plus cins ist zehn
(sechs). Dies abgezogen von zwolf (zweisechs) gibt zwei,
bleibt eins. Drei plus eins ist vier. Abgezogen von fiinf
ist eins.
Jetzt die versprochene Multiplikation; wozu das
»Einmaleins** als Hilfsmittel dienen soll.
342531
15123
3425
155055
Zur Multiplikation wollen wir durch Umrechnung in
das Zchnersystem die Probe machen.
3425 (Sechsersystem) = 5-6°4-2-6'+4-6243-63=809
(Zehnersystem),
31 (Sechsersystem) = 1:6°43:6' = 19 (Zehnersystem).
Die dekadische Multiplikation ergibt nun
809-19
7281
15371

Wenn wir richtig gerechnet haben und wenn weiters
unsere Behauptung wahr ist, daB die Gesetze des
Algorithmus im Sechsersystem dieselben sind wie im
Zehnersystem, dann muf 15.371 (Zehnersystem) gleich
sein mit 155.055 (Sechsersystem), also in Reihen auf-
gelost 1-10°47-10'+3-10245-10241:10*=5-6°4
~+5-6'4+0-62+5-634+5-6*1+1:65. Zu unserer Freude
besteht die erforderliche Gleichheit der beiden Reihen,
wovon sich jeder leicht iiberzeugen kann. Wir sind also

O Colerus: 11 a3



nur noch die Division im Sechsersystem schuldig, die
wir sogleich nachtragen wollen. Wir sind kiihn und haben
keine Scheu vor grofBlen Zahlen. Also:
22%813:425 —=2413 (alles im Sechsersystem)
1041
2123
000

Die Division ist, wie man sagt, aufgegangen. Natiirlich
muBten wir uns auch bei der Division die ganze Zcit
iiber vor Augen halten, daB wir es mit dem Sechser-
system zu tun haben: schon bei der ersten Abschiitzung,
die in jedem System beim Dividieren notwendig ist.
Wenn man beginnt, muBl man sich bei der Division
fragen, wie oft der Divisor im Dividenden enthalten
sein kann bzw. im jeweiligen Teil der Zahl, die zu
dividieren ist. Konkret: Wie oft war 425 in der ersten
Gruppe 2004 enthalten? Im Zehnersystem hiitte ich es
mit vier probiert. Im Sechsersystem muB ich bedenken,
daB die 20 wertmiBig soviel bedeutet wie 12, wiihrend
die 4 in beiden Systemen 4 bedeutet. Da nun nach
der 20 noch eine Null folgt, wihrend nach der 4 eine 2
steht, lag die Sache fiir mich so, als ob ich (dekadisch
geschrieben) 120 durch 42 zu teilen gehabt hitte. Ich
mufite also zuerst mit 2 probieren. Fiir die zweite
Stelle ist 31 durch 4 zu probieren. 31 bedeutet aber 19
des Zehnersystems. Also schreibe ich probeweise 4 an
usf. Im tbrigen kann und muBl man, wie beim Zehner-
system, zu diesen Proben das jeweilige Einmaleins, in
unserem Falle also unser ,,Hexeneinmaleins‘’, heran-
ziehen?).

Nun wollen wir aber, unerséttlich wie wir schon ge-
worden sind, als frischgebackene Zahlentheoretiker noch
die unbedingte Gewidhr haben, daB unsere Division
auch stimmt. Dazu haben wir zwei Wege. Erstens, wie
bei der Multiplikation, die Riickiibertragung der ganzen

1) wodurch es sich erlibrigt, jedesmal beim Probieren
ins Zehnersystem zuriickzurechnen!
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Rechnung ins Zehnersystem, in dem wir uns begreif-
licherweise sicherer fiihlen. Wir sind aber diesmal zu
stolz, diesen banalen Weg zu gehen. Wir wollen némlich
unserem Algorithmus noch stirker auf den Zahn fiihlen,
wenn dieses schreckliche Bild erlaubt ist. Und wir
schlicBen so: Der geiingstigte Elementarschiiler, der
nicht weiB, ob seine Division richtig ist, macht einfach
die ,,Gegenprobe*, indem er den Divisor mit dem
Quolienten multipliziert und hierauf zusieht, ob er
dadurch den Dividenden erhilt. Schematisch:

Dividend : Divisor = Quotient,

Divisor X Quotient = Dividend.

Da wir, wie schon erwihnt, das Zehnersystem iiber-
haupt nicht mehr heranzichen wollen und uns als
Elementarschiiler des Sechsersystems betrachten, multi-
plizieren wir (alles im Sechsersystem) die Zahlen

2413-425

14500
5230
21313
2004013

Wir sind befriedigt. Denn die Gegenprobe ist ge-
lungen und wir haben richtig den Dividenden erhalten.
Unser Widersacher hat uns aber auf die Finger gesehen
und bezichtigt uns einer Unkorrektheit. Er macht uns
ndmlich darauf aufmerksam, daB wir nicht, wie im
Schema, Divisor mal Quotient, sondern Quotient mal
Divisor angeschrieben haben. Obwohl nun jeder uns
beistehen und sagen wird, daB dies glelchgultlg sei, weil
ja auch 5-4 dasselbe Ergebnls liefert wie 4-5, sind wir
unserem Widersacher gleichwohl dankbar und ergreifen
die Gelegenheit zu einer kleinen Abschweifung.

Addition und Multiplikation sind die sogenannten
aufbauenden Rechnungsarten. Sie fiigen zusammen,
vermehren. Erzeugen eine Zusammensetzung, eine Syn-
these. Und heilen deshalb, streng wissenschaftlich, die
synthetischen oder einfacher die thetischen Operationen.

8 35



Subtraktion und Division dagegen l6sen auf, vermin-
dern, bauen ab. Man nennt sie analytische oder, auch
einfacher, die lytischen Operationen. Es ist klar oder,
vorsichtiger gesagt, wahrscheinlich, daB sowohl die
Gruppe der aufbauenden als auch die Gruppe der losen-
den Rechnungsarten gewisse gemeinsame Gruppen-
eigenschaften haben werden. Wir wollen aber an dieser
Stelle durchaus noch nicht tiefer dringen. Wir wollen
den Einwand unseres Widersachers nur dazu beniitzen,
festzustellen, daB Addition und Multiplikalion im
Gegensatz zu Subtraktion und Division eine sehr
wichtige Gruppengemeinschaft besitzen, die jeder kennt:
Ihre Einzelbestandteile, Glieder, Posten, oder wie man
es nennen will, sind vertauschbar, ohne daf} sich das
Ergebnis éndert. 54-44-7=4+4745=74+445 usw.
Ebenso 4-5:7=5:7-4=7-5-4 usw. Regel: Bei den auf-
bauenden (thetischen) Rechnungsarten herrscht das Prin-
zip der Vertauschbarkeit der Bestandteile (Prinzip der
Kommutativilit). Bei den auflésenden (Iytischen) Rech-
nungsarten, die nebenbei bemerkt auf unserer Stufe
auch stets nur aus zwei Posten bestehen, gilt dieses
Prinzip auf keinen Fall. Sie sind gleichsam ecinseitig
gerichtet. Es ist grundverschieden, ob ich von 5 die 4
oder von der 4 die 5 abziche. Ebenso verschieden ist
es, ob ich 12 durch 3 dividiere oder 3 durch 12. Ich
gebe zu, daB diese Abschweifung auf unserer Stufe noch
wie das dberflissige Breittreten einer Selbstverstind-
lichkeit aussieht. Ich deute deshalb an, daB es noch
einige hohere thetische (aufbauende) und Iytische
(Issende) Rechnungsarten gibt, bei denen alles nicht
mehr so einfach liegt und deshalb der Untersuchung
wert ist.

Wir wollen aber jetzt wieder zu unseren Zahlen-
systemen zuriickkehren. Unsere Versuche im Sechser-
system haben uns neugierig gemacht. Und wir glauben
zwar, daB mit einer Grundzahl unterhalb von zehn der
ganze Zauber des Algorithmus, der wahren Kabbala,
stimmt, daB es aber durch nichts bewiesen ist, ob sich
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eine Grundzahl, die grofer als zehn ist, auch fiir ein
Stellenwertsystem eignet. Wir diirfen aus rein rechen-
okonomischen Griinden nicht ins Uferlose schweifen
und etwa 50 als Grundzahl wihlen. Natiirlich wire es
moglich. Aber die Potenzen von 50 wachsen so schwin-
delnd schnell, daB wir jeden Uberblick verlieren
wiirden. AuBerdem brauchen wir bekanntlich stets so-
viel einzelne Zahlzeichen als die Grundzahl Einheiten
anzeigt. Woher sollen wir diese Zeichen nehmen, wenn
wir nicht allein Tage aufwenden wollen, um sie zu er-
finden und zu erlernen?

Wir begniigen uns also mit der Tatlsache, daB die
Grundzahl gréBer als zchn sein soll, und wiihlen als
echte Kabbalisten die Zahl 13. Mit der Nebenabsicht,
zu zeigen, daB sich auch eine sogenannte Primzall, eine
durch keine andere ganze Zahl Lleilbare Zahl, zur
Grundzahl cines Systems eignet. IHHiezu sei wieder eine
Bemerkung cingeschaltet. Unsere dekadische Grund-
zahl 10 ist nur durch 5 und durch 2 teilbar. Die Zahl
12 aber durch 2, 3, 4 und 6. Deshalb hat man schon
mehr als einmal ganz ernsthaft vorgeschlagen, das
Zehnersystem zu verlassen und zum Zwdélfersystem
tiberzugehen. Es hiitte fir das Minzwesen, die MaB-
und Gewichtseinteilung geradezu unschiitzbare Vor-
teile, abgeschen davon, daB die Einteilung des Tages
(Ziffernblatt der Uhr) und die Winkelteilung des
Kreises mit dem Zwolfersystem leicht zu vereinen wiire.
Als Gegengriinde gegen das Zwoélfersystem sprechen
hauptsiichlich die Naturtatsachen unserer Fingerzahl
und unseres sonstigen Koérperbaues, der in groben Um-
rissen stets die Finfheit und die Zweiheit bevorzugt
(Augen, Ohren, Arme, Beine, Finger, Zehen). AuBlerdem
ist das ganze MetermaBsystem mit all seinen Auslidufern
in dezimaler Art mit der Erde verbunden, da der
Meter seit der franzosischen Revolution als der zchn-
millionste Teil des Erdmeridianquadranten definiert ist.
Alle anderen MaBe wie Liter, Kilogramm usw. sind aber
wieder mit dem Meter dezimal gekoppelt. Und schlieB3-
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lich ist durch einen kosmischen Zufall die wichligste
WeltgroBe, die sogenannte Lichtgeschwindigkeit, pro
Zeitsekunde fast genau 300.000 Kilometer?).

Es ist sonach wenig Aussicht, dafl wir in abschbarer
Zeit auf ein anderes Ziffernsystem umlernen miissen.
Gleichwohl werden wir uns weniger aus praktischen als
aus sehr wichtigen prinzipicllen Griinden noch ein
biBchen mit unserem Dreizehnersystem beschiiftigen.
Wieder wollen wir vorerst die ersten Zahlen, diesmal
die ersten dreilig, im dekadischen und im Dreizehner-
system zu Vergleichszwecken untereinander schreiben.

1,2,3,4,5,6,7,8,09, 10, 11, 12, 13, 14, 15
1,2,3,45,6,7,8,9, A, B, C, 10,11, 12

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A, 1B, 1C, 20, 21, 22, 23, 24

Wie man merkt, haben wir, da wir im Dreizehner-
system, einschlieBlich der Null, dreizehn einfache
Ziffernzeichen brauchen, die groBen lateinischen Buch-
staben A, B und C als Ziffern herangezogen. Wiihrend
beim Sechsersystem Ziffern des dekadischen Systems
tibersprungen wurden und einfach nicht vorkommen
(6, 7, 8, 9), ist es hier genau umgekehrt. Das Zehner-
system iberspringt drei Ziffern des Dreizehnersystems
(A, B, C).

Wir konnten nun auch hier ein Hexencinmaleins an-
schreiben, in dem etwa 5:8=31 und 7-7=3A usw.
wiire, wollen aber diese FlciBaufgabe sowie die Er-
kenntnis, daB im Dreizehnersystem A-B=86, jenen
Lesern zur Durchfithrung iiberlassen, die tiefer in die
Ziffernsysteme eindringen wollen.

Gleichwohl miissen wir unser Dreizehnersystem
irgendwie rechtfertigen. Wir wiihlen hiezu eine Multi-
plikation. Und zwar die Multiplikation der Zahlen

1) Hatte ich selbst den Meter im Zwolfersystem als
10,000.000ten Teil des Meridianquadranten definiert, so
wiire die Lichtgeschwindigkeit pro Sekunde im Zwdlfer-
system 26mal co grof3, also 260.000 ,,Kilometer des
Zwolfersystems. Somit eine weniger ,,runde‘ Zahl.
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92B und A7, was im Rotwelsch des Dreizehnersystems
ctwa Neunhundertbeundzwanzig mal Siebenundazig
auszusprechen wiire. Also:

92B-A7

7126

In Worten: A mal B ist 86 bleibt 8, A mal 2 ist
17 plus 8 ist 22, bleibt 2. Amal 9 ist 6C plus 2 ist
71. Weiter: 7mal B ist 5C, bleibt 5. 7 mal 2 ist 11
plus 5 ist 16, bleibt 1. 7mal 9 ist 4 B plus 1 ist 4C.
Hierauf die Addilion. Einerstelle: C. Zweite Stelle:
646 ist ebenfalls C. Dritte Stelle: C4+2=11, bleibt
eins. Vierte Stelle: 441=5 plus 1 ist 6. Fiinfte
Stelle: 7. Also: 76.1CC als Ergebnis.

Da wir uns nicht allzu sehr abquilen wollen, ris-
kieren wir jetzt die Banalitit und machen diesmal
die Gegenprobe im Zehnersystem. Und zwar durch
Reihenauflésung.

92 B (Dreizehnersystem) =B-13°4-2-13149-132=
=11-142-13+49-169=
=1558 (Zehnersystem),

A7 (Dreizehnersystem) =7-13°4-A-13'=7-1+4
+10:13=137 (Zehnersyst.).

Nun multiplizieren wir im Zehnersystem:

1558137
4674
10906
213446
Als Ergebnis der Multiplikation im Dreizehnersystem
hatten wir 761 CC erhalten. Diese Zahl muB 213.446
im Zehnersystem gleich sein.
Also: G-13°4C-1314-1-1324-6-138+7-13% soll gleich
sein 213.446 (Zehnersystem). Schreiben wir rein deka-
disch mit gleichzeitiger Ausrechnung der Potenzen.

12:1394-12-13141-169-46-2197 728561 =
=124 1564169+ 13.182-4199.927 = 213.446
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Somit haben wir das erwartete Resultat erhalten und
bewiesen, daB auch im Dreizehnersystem, also in einem
System, dessen Grundzahl hoher als zehn ist, die Rechen-
regeln des Stellenwertsystems anwendbar sind. Ich mull
bemerken, dal der Mathematiker ecinen solchen ,,Be-
weis‘ durchaus nicht gelten liBt. Er nennt unser Vor-
gehen hochstens Bewahrheitung oder Verifikation. Wir
wollen uns aber vorliufig mit unserem minderwerligen
nBeweis‘‘verfahren begniigen, da es in unserem Falle
ungefihrlich und eindeutig ist.

Nun stehen wir plotzlich auf dem Gipfel des Zahlen-
berges. Die Mihe des Anstieges, das dornige Gestriipp
von Ziffern und Rechnungen hatte unseren Blick bisher
auf den Boden geheftet. Jetzt aber, nach all den Be-
schwerden, nach allem Schwei8 und aller Geduld,
diirfen wir in hoher Luft herumblicken. Was sehen wir ?
Wir sehen und ahnen unendlich viele Tiiler, die irgend-
wie dem Tal des Zehnersystems gleichen und doch
wieder von ihm verschieden sind in Viclfalt und GroBe
ihres Beginnes. Alle leiten ins Unendliche, Unbegrenzte.
Alle haben Platz und Plitzchen fiir simtliche natiir-
lichen Zahlen. Und dennoch échst in jedem Tal
jedes Zahlenpflidnzchen gleichsam in anderer Farbe und
Dicke . . .

Wir wollen aber unseren Vergleich nicht zu weit
treiben. Begniigen wir uns mit dem bildlichen Ge-
danken, auf einem Gipfel zu stehen, von dem aus wir
alle Zahlensysteme des Stellenwerttypus tiberblicken.
Jedes dieser Systeme ist, soviel erkannten wir, ein
unfehlbarer selbsttitiger Algorithmus, eine Denk- und
Rechenmaschine. Bei allen Systemen ist der Bau der-
selbe: Eine Grundzahl; sovicl Ziffernzeichen einschlie3-
lich der Null, als die Grundzahl Einheiten enthiilt;
Stellenwert, indem jeder Koeflizient, jede innerhalb
der Zahl geschriebene Ziffer, mit der Potenz der Grund-
zahl multipliziert zu denken ist, die seiner Stelle zu-
kommt. Und zwar kommt der Einerstelle die ritsel-
hafte nullte, jeder folgenden Stelle eine je um eins
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hohere Potenz zu. Die ausgerechneten Potenzen nennt
man Stufenzahlen. Und es ist notig, wenn man praktisch
rechnen will, da die Stufenzahlen wenigstens in den
ersten Stufen sprachlich mit eigenen Worten benannt
sind. In jedem System gibt es einziffrige, zweiziffrige,
dreiziffrige Zahlen usf. Die Ziffernanzahl einer Zahl ist
stets um eins groBer als die Potenz der Grundzahl, die
dem hochsten Stellenwert zugeordnet ist. (Bei 1268,
also ciner vierziflrigen Zahl, ist die Potenz der hoch-
sten Stelle, der Tausenderstelle, die dritte Potenz,
da 103%=10-10-10=1000; bei 2,586.933, also bei
sicben Ziffern, hat dic Millionenstelle die Potenz
sechs, da 10°=10-10-10-10-10-10=1,000.000 usw.)
Ferner gelten in jedem Ziffernsystem mit Stellenwert-
schreibung dieselben Rechenregeln fiir die Rechnungs-
arten der Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-
vision.

Bevor wir zum letzten Ergebnis unscrer Unter-
suchung der Ziffernsysteme vordringen, soll noch er-
wiihnt sein, daB der Algorithmus, die wahre Kabbala,
nicht nur Voraussetzung cines miihelosen schriftlichen
Rechnens ist. Das indische Stellenwertsystem ist sogar
die Voraussetzung fiir die Moglichkeit der allbekannten
zauberkriftigen mechanischen Rechenmaschinen, die
in ihrer verbreitetsten Form als Registrierkassen in
Geschiiften und als Taxameteruhren in Autodroschken
zu sehen sind. Die eigentlichen Rechenmaschinen, wie
sie in Banken, Buchhaltungen, technischen Biiros usw.
verwendet werden, basieren auf zahlentheoretischen
Uberlegungen. Und es ist durchaus kein Zufall, daB es
gerade der grofe Leibniz, der Bahnbrecher und Durch-
dringer der wahren Kabbala, war, der im Jahre 1674
in Paris dic erste Rechenmaschine konstruierte, die
schon alle Grundbestandteile und Prinzipien der
heutigen Wunderwerke (TIM, Mercedes-Euklid usw.)
enthiclt.

Wir wollen aber auBer dem Begriflf des Selbsttitigen
cines richtig und zweckvoll erfundenen Algorithmus,
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dessen Wert nun jeder von uns voll begreifen wird, als
Ergebnis unserer Mithen noch andere Grundbegriffe
der Mathematik gewinnen und festhalten, die besonders
in den héheren Gebieten unserer Kunst von ungeheuerer
Bedeutung sind: die Begriffe der Allgemeinheit, der
Gestaltgleichheit und der Formbeharrung. Da wir aber
keine Philosophie der Mathematik treiben wollen,
werden wir auch diese sehr theoretischen Begriffe bild-
haft aus unseren bisherigen Untersuchungen ableiten.
Wir gingen vom Zehnersystem aus, hielten es zuerst
fiir gottgegeben, sahen aber schlieBlich, daB es nur ein
zufiilliges System unter unziihligen moglichen Systemen
war. Dadurch fanden wir gleichsam die allgemeine
Form ecines Ziffernsystems mit Stellenwertschreibung.
Wir stellten fiir dieses System, das irgendeine beliebige
Zahl als Grundzahl haben kann, allgemeine Regeln
auf, die nicht mehr an einen speziellen Fall gebunden
sind, sondern fiir alle Systeme gelten, also allgemein
sind. Die Systeme miissen sonach gestaltgleich sein.
Gestaltgleichheit heiBt in der gelehrten Sprache
»I1somorphismus. Und die Formbeharrung oder die
»Invarianz‘ bedeutet, daBl bei gewisser Gestaltgleich-
heit sich eine Reihe von Regeln nicht #indert, obwohl
die konkrete Erscheinungsform verschieden scin kann.
Das Zchnersystem, das Scechsersystem, das Dreizehner-
system und alle unziihligen anderen Stellenwertsysteme
sind gestaltgleich. Daher sind z. B. die Regeln der
Multiplikation fir alle Systeme dieselben. Die Stellen-
wertsysteme zeigen Formbeharrung gegeniiber der
Multiplikation oder sind gegen die Multiplikation in-
variant, gleichsam unempfindlich. Es ist der Multi-
plikation gleichgiiltig, in welchem System sie erfolgt.
Sie geht stets denselben Weg und fithrt stets zum
gleichen Ergebnis. So konnte man jede Rechenmaschine,
ohne ihr Prinzip zu é&ndern, durch Auswechslung
weniger Teile sofort auf ein Sechser- oder Dreizehner-
system umstellen. Sie wiirde dann gehorsam das Er-
gebnis, im anderen System geschrieben, liefern.
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Wir wollen aber unsere Betrachtungen nicht zu weit
treiben. Denn wir verletzen sonst die Genauigkeit, da
unsere eigentlichen Kenntnisse der Mathematik, ma-
teriell betrachtet, die eines Elementarschiilers von neun
Jahren noch kaum iibersteigen.

Auflerdem sind uns plétzlich Zweifel gekommen.
Wir haben uns der Dyadik, des Zweiersystems des
groBen Leibniz erinnert und dabei entdeckt, dafl das
ganze Einmaleins dieses Systems, das ja nur die 0 und
die 1 als Ziffern kennt, aus einem einzigen Ansatz,
néimlich 1-1=1 besteht. Fir Schiiler ist ein solches
Einmaleins sicherlich verlockend. Wir aber sind schr
verwirrt. Denn wir haben behauptet, man kénne in
jedem Dbeliebigen System nach denselben Regeln
rechnen. Wie soll ich aber multiplizieren, wenn ich nur
weill, daB 1 mal 1 gleich 1 ist?

Noch eine zweite Frage quélt uns. Wir wollten mit
unseren bisherigen Kenntnissen selbsténdig versuchen,
zu berechnen, wieviel zweiziffrige, dreiziffrige, vier-
ziffrige, zehnziffrige Zahlen es in einem System irgend-
einer beliebigen Grundzahl gibt; und sind dabei auf
allerlei Hindernisse gestofen.

Wir werden uns also notgedrungen noch weiter mit
Ziffern und ganzen Zahlen beschéftigen miissen, bevor
wir endgiiltig der ,,Zahlentheorie' den Riicken kehren
und uns der sogenannten Algebra, dem Rechnen mit
allgemeinen Zahlen, zuwenden kénnen; wo uns erst der
wahre Formenzauber, die ganz groBe Kabbala der
Mathematik erschauern lassen wird.

Viertes Kapitel

Symbole und Befehle
Nach unserem Rundblick vom unheimlichen Zahlen-

berg steigen wir in eines der Tiler nieder und betreten
damit ein neues Zauberland der GréBen und Formen.
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Wir greifen behierzt cine der vielen Fragen auf, die uns
stets zunehmend zu quiilen begannen. Ist es nicht mehr
als unerklirlich, so fragen wir uns, dal wir in jedem
Zahlensystem imstande waren, aus einer sehr beschriink-
ten Anzahl von Ziffernzeichen nach und nach die ganze
Well der natirlichen Zahlen bis hinauf zum Unend-
lichen aufzubauen? Und nun hat uns der groBe Leib-
niz sogar zugemutet, an diese Moglichkeit auch dann
zu glauben, wenn wir gar nur die Null und die Eins
besitzen ?

Wir wandeln von jetzt an fast ausschlieBlich in un-
serem uns seit Kindheit vertrauten indisch-dekadischen
Zahlental. Das wollen wir vorweg feststellen. Um uns
aber weiter zurechtzufinden, will ich schon am Beginn
unseres Weges auf irgendeine Tafel das magische Zei-
chen 3! schreiben. Was soll diese Ziffer mit dem Ruf-
zeichen bedeuten? Ifast wie ein harter Befehl sicht
das aus. Aber was wird uns befohlen? Was soll ich mit
einer einzelnen Ziffer weiter anfangen? Soll ich sie
zerspalten, veréindern, vergréBern, verkleinern? Bin
ich im Negerland, wo ein Wilder mit herrischer Geste
cinen bgsen unartikulierten Laut ausstoft?

Etwas Geduld! antworte ich. Ich wollte mil meinem
Zauberzeichen zweicrlei. Némlich zuerst unseren Ein-
blick in die innerste Eigenart mathematischer Form-
gebung vertiefen; weiter aber den Zauberschliissel zur
Bewiiltigung all unserer beiingstigenden Probleme
gleich am Anfang bereitstellen. Natiirlich kann der
Befehl nicht bloB 3!, sondern ebensogut 115! 25! 2731
102077! oder irgendwic anders lauten.

Bevor wir aber auf diesen besonderen Befchl, der
durch das Rufzeichen gekennzeichnet ist, niiher ein-
gehen, wollen wir uns ganz allgemein die Arten und
Zwecke der mathematischen Befehle ansehen. Wir haben
némlich, ohne es zu bemerken, bisher schon eine ganze
Reihe mathematischer Befehle gehorsam befolgt, da
wir an diesen Gehorsam schon von der Elementar-
schule her gewohnt waren. Wir haben feslgestellt, daBl
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die einzelnen Ziffern und die aus den Ziffern zusammen-
gesetzten Zahlen Sinnbilder oder Zeichen oder, wie
man auch sagen kann, Symbole fir gewisse Mehrheits-
begriffe sind. Wir haben weiter von einem System und
von einem kunstvollen Rechenverfahren, dem Algo-
rithmus, gesprochen. Innerhalb dieser Welt liegt aber
noch etwas anderes: Eben die Befehle! Und erst die
Aufzeichnung und die allgemeine Verstidndlichkeit
solcher Belehle setzt uns in den Stand, die Einzelziffer
zum System und zum Algorithmus zu erweitern. Wenn
man Rechnungsarten Operationen nennt, kénnte man
von Operationsbefehlen und deren schriftlicher Auf-
zeichnung, den Operationssymbolen, sprechen. Kurz
ausgedriickt kann cin Befehl auch ,,Operator'* heiBen.
Doch wir wollen im folgenden unser einfaches Wort
»Belehl** gebrauchen, womit natirlich stets ein mathe-
matischer Befehl, eine Aufforderung zu einer mathe-
matischen Handlung gemeint ist.

Wie es den Rekruten im Kasernenhof oder auf dem
Ubungsplatz zuerst #uBerst schwierig ist, auf ein kurzes
Kommando eine Reihe verwickelter Gewehrgriffe oder
durchaus nicht einfacher Marsch- oder Paradeforma-
tionen richtig und genau durchzufiihren, so ist es die
groBte Schwierigkeit fiir uns Rekruten der Mathematik,
den ,,Befehl* zu verstehen und prizise zu belolgen. In
dicser ,,mathematischen Disziplin‘“ aber bestcht neun
Zchntel der mathematischen Fertigkeit.

Wie es unser Vorsatz ist, wollen wir mit dem Ein-
fachsten beginnen. Wir wollen die ersten Einzelschritte
und Salutieribungen der Mathematik auf Befchl aus-
fiihren.

Man wird iiber solche Formulierungen vielleicht iiber-
rascht sein und mein unentwegter Widersacher wird
mich neuerlich iberflissigen Wortreichtums bezich-
tigen. Ich kann ihm aber nicht helfen. Denn ich habe
dic Absicht, den Integralbegriff ebenso deutlich zu
machen wie das Additionszeichen. Und dieses Vor-
haben ist ohne groBe anderweitige Voraussetzungen in
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keiner anderen Art als der meinen durchfiihrbar.
Ubrigens haben wir ja schon von den ,,Befehlen* ge-
sprochen. Das Pluszeichen ist ein Befchl. Das Integral-
zeichen ist auch ein Befehl. Ein billchen komplizierter
als das Pluszeichen, aber im Wesen nichts anderes.

Mein Widersacher hilt sich die Ohren zu. Er arg-
wohnt, ich wolle schon jetzt das Integral behandeln.
Ich will aber nur Mut machen. Und auBerdem vor-
liufig die Addition nicht wesentlich iberschreiten;
soweit es niimlich die prinzipiellen Schwicrigkeiten be-
trifft.

Wir stellen also fest, daB die Addition ein Befehl ist.
5+4+4=9. Was heit das? Das heiBL: ,,Mein licber
Freund, nimm fiinf Einheiten und zihle vier weitere
Einheiten hinzu!** Kleine Pause fiir die Durchfiihrung.
Was dann? Nun, dann setzt man ein Symbol, das so-
genannte Gleichheitszeichen, hinzu, was nichts anderes
bedeutet als: ,,Melde gehorsamst, ich habe den Be-
fehl befolgt.* ,,Nun, und ?*‘ fragt der Befehlende. Dar-
auf die Antwort: ,,Nach Ausfiilhrung des Befchles er-
scheint rechts ein neues Sinnbild, genannt die Neun.*
»Es ist gut, abtreten!*

Da meine militaristische Darstellungsart zart-
besaitete Gemiiter irritieren koénnte, wollen wir jetzt
den Kasernenhof verlassen und abstrakter reden. Auch
die Subtraktion ist solch ein Befehl, auch die Multi-
plikation und die Division. Und jeder von uns wei}
schon, daB ein mathematischer Befehl sehr verwickelle
Durchfiithrungsvoraussetzungen haben kann. Etwa die
Division mehrstelliger Zahlen im Dreizehnersystem.
Auch die Tatsache, daB in cinem bestimmten Ziffern-
system gerechnet werden soll, ist ein mathematischer
Befehl. Natiirlich auch die Potenzierung.

Wir verfiigen fiir unseren Begriff des mathemati-
schen Befehls also schon tiber ein recht groBes An-
schauungs- oder Beispielmaterial, wenn man so sagen
darf. Und deshalb wollen wir wieder zum Ausgangs-
punkt zuriickkehren, zu dem Zeichen, das uns gleich-
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sam rein #uBerlich durch das Rufzeichen als Befehl
erschien. Was also heiflit 3! in der Kommandosprache
der Mathematik? Vorgebildete werden antworten, es
handle sich um die ,,Fakultit von drei, oder (was
nicht ganz richtig ist) um drei ,,Faktoriclle®. Gut, wir
wollen Fachausdriicke nicht ignorieren. Es ist wirklich
die ,,Fakultit'* von drei. Aber wir wollen gleichwohl
in unserer Kasernenhof- oder Kochbuchsprache den
Befehl, der in dem Rufzeichen und nur in diesem Ruf-
zeichen liegt, verdeutlichen. Er lautet allgemein: ,,Man
nchme die Eins, multipliziere sie mit zwei, multipli-
zicre das Erhaltene mit drei, multipliziere jetzt mit
vier, alles dies mit fiinf und so fort, bis der letzte Multi-
plikator, die letzte Vervielfachungszahl, dieselbe Zahl
ist wie die, neben der das Rufzeichen steht." Steht
also das Rufzeichen bei der Eins, dann hat man nichts
weiter zu tun. Etwa wie bei einer Zahl, die zur ersten
Potenz erhoben wird. Wir wollen aber jetzt nicht weiter
erliutern, sondern ganz unbefangen die mysteridsen
., Fakultiiten'* einer Reihe von Zahlen berechnen.

11=1 1
21=1.2= 2
81=1.2.8= 6
4]1=1.2-8-4= 24
5!1=1.2.3.4-5= 120
6!1=1.2:3.4.5-6= 720
71=1.2.3.4.5.6-7= 5.040
8!=1.2.3.4.5.6-7-8= 40.320
91=1.2.8-4.5.6-7-8-9= 362.880
10! =1.2.3.4.5-6-7-8.9.10= 3,628.800
111=1.2.3.4.5-6-7-8.9-10-11= 39,916.800
12! =1.2.3.4.5-6-7-8-9.10-11-12= 479,001.600
13! =1.2.3-4.5:6:7-8.9-10-11-12.18= 6. 227 020.800
14! =1.2.3.4.5.6-7-8-9-10-11-12-18.14= 87.178.291.200
15!=1.2.3.4.5.6-7-8.9:10-11:12-13.14-15= 1.,807.674,368.000
16!=1.2.3-4.5:6-7-8-9-10-11-12-13-14:15-16 = 20,,922 789, ,888.000

Wie man sicht, fithrt unser Befehl, das Rufzeichen,
bald zu ungeheuren Konsequenzen. Harmlos, fast heim-
tickisch, beginnt die Reihe der Ergebnisse und steigt
plotzlich stets zunehmend zu Zahlen an, die bald jede
Vorstellungsgrenze iiberschreiten. Eine Fakultit von
100 etwa ist schon ein Zahlenungeheuer gigantischer
GroBe. Und zwar cine 158ziffrige Zahl.
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VWir wollen auf Feinheiten nicht allzu genau ein-
gehen, sehen aber schon rein optisch, daBf diec Reihe
der , Fakultiten cine gewisse Ahnlichkeit mit Po-
tenzen hat. Der Unterschied besteht darin, daB Dbei
der Potenz stets dieselbe Zahl als Multiplikator er-
scheint, wiihrend bei der Fakultiit der Multiplikator
schrittweise wiichst. An dieser Stelle wollen wir zum
Vergleich eine moglichst niedere Zahl potenzieren und
an das altberihmte Beispiel vom Schachbrett erinnern.
Sehr abgekiirzt lautet die Fabel folgendermaBen:
Der indische Konig Shehram stellt es Sessa Ebn Daher,
dem Erfinder des Schachspicles, frei, sich etwas Belie-
biges zu wiinschen. Dieser macht ein harmloses Gesicht
und sagt.: ,,GroBer Konig, mein Wunsch ist fiuBerst un-
bescheiden. Ich will in Weizenkornern belohnt sein. So-
vie] Weizenkérner mégen mir zukommen, als sich auf
dem letzten Felde ergeben, wenn man auf das erste Feld
deines Schachbretts ein Korn und auf jedes folgende Feld
die doppelte Zahl des Vorhergehenden legt.* Der Konig
lacht schallend und sichert die Gewihrung zu. Er ist iiber-
zeugt, daB sich der verriickte Erfinder nicht einmal ein
ganzes Brot aus den Weizenkornern backen kann. Er
erwacht allerdings sehr bald recht unsanft aus seiner Illu-
sion. Denn die Zahl der Weizenkérner betriigt 1 X 2=2,
X 2=4, 4X2=8, 8X2=16, 16 X 2=32, 32X 2=064,
64X 2=128, 128Xx 2=2566 oder (1-2-2:2:2-2...) und
so weiter bis zum letzten Feld des Schachbrettes.
Da das Schachbrett 64 Felder hat, ist die Kérnerzahl
2%, weil ja auf dem ersten Feld nur cin Korn liegt.
Das ist aber die Zahl

9,,,223.372,,036.854,775.808.

Was dicse Zahl bedeutet, soll dadurch verdeutlicht
werden, daB die Weizenmenge ,,auf dem letzten Felde
des Schachbrelts einen Wiirfel von 7-48 Kilometer
Seitenliinge fiillen wiirde, wenn man den durchschnitt-
lichen Raumbedarf cines Weizenkornes mit 4545 Kubik-
millimeter annimmt. In diesem, einer tatsichlichen
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Zihlung entnommenem Falle besteht ein Liter Weizen
aus 22.000 Kornern.

Unser Konig liBt sich aber auBerdem die Weizen-
menge in Kamelladungen umrechnen. Dadurch wird das
Bild noch erschreckender. Denn wenn man, in unserem
MaBsystem ausgedriickt, jedem Kamel 140 kg Weizen
auflidt und annimmt, ein Kamel benélige im ,,Giinse-
marsch** fiinf Meter Plalz, dann wird die Kamel-
karawane, die unseren Weizen transportiert, bei einer
Beteiligung  von  2,,303.539,469.744 Kamelen nicht
weniger  als  11,,617.697,348.720 Meter, also iber
11Y/, Milliarden Kilometer lang. Diese Karawanenlidng:
bedeutet aber etwa die 8fache Entfcrnung des Saturn
oder die H0fache Entfernung des Mars von der Sonne.

Noch ecine dritte Verdeutlichung: Die Weltweizen-
ernte betrug im Durchschnitt der Jahre 1927 bis 1931
etwa 1236 Millionen Meterzentner jihrlich, das heiB3t
unser armer Konig hitte dem Erfinder ca. 2609
Weltweizenernten des zwanzigsten Jahrhunderts, die
mit Traktoren und Kunstdiinger erzielt wurden, zur
Verfiigung slellen missen, um sein Versprechen ein-
zuldsen.

Unsere Korneranzahl ergab sich als 19stellige Zahl.
Der Leser wird jetzt ein wenig ahnen, was etwa die
158stellige Zahl der ausgerechneten 100-Fakultdt be-
deutet.

ifanftes Kapitel
Kombinatorik

Nach diesem Exkurs iiber das GréBenwachstum durch
verschiedene mathemalische, #uBerlich harmlos aus-
schende ,,Befehle® wollen wir uns dorthin vortasten,
wo man mit ,,Fakultiten* rechnet: In das Gebiet,
fiir das der Begriff dieses 1-2:3-4:5-6:7-8 usw., also
der Begriff des Rufzeichens neben der Zahl, cinge-
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filhrt wurde. Es ist ein Teil des Algorithmus der so-
genannten Kombinatorik, der Kombinationskunst im
weiteren Sinne. Da das Wort ,,kombinieren* jedem ge-
laufig ist, wollen wir uns nicht mit einer Verdeutschung
abplagen. Man konnte allenfalls von Zusammensetzungs-
oder Umstellungskunst sprechen, ich glaube aber, wir
bleiben licber beim Worte Kombinatorik.

Wieder féllt es uns nicht im entferntesten ein, etwa
jetzt eine Reihe von Definitionen oder Festsetzungen
voranzustellen, wie es mathematisch korrekt wiire. Wir
sind Rekruten und Wildlinge und entdecken alles, was
uns interessiert, auf erfahrungsmiifliger Grundlage.
Wobei ich auf den entsetzten Seitenblick unseres Wider-
sachers so weit nachgebe, feierlich zu erkliren, daB das
niemals heiflen soll, die Mathematik sei eine Erfahrungs-
wissenschaft. Mathematik stammt, grob gesagt, aus-
schlieBlich aus dem Kopf, kann ohne jede Erfahrung
aufgebaut werden und wird auch in ihren Ergebnissen
durch Erfahrung niemals bestitigt oder widerlegt. Son-
dern lediglich durch Uberpriifung der Korrektheit ihrer
logischen Operationen. Das aber nur nebenbei fiir phi-
losophisch interessierte Leser, die sich zu diesem Gegen-
stand das Wort ,,a priori* oder ,,aprioristisch* vor-
merken wollen.

Arbeiten wir also, ohne den Widersacher weiter zu
beachten, zuerst mit dem uns schon bekannten mathe-
matischen Material. Fragen wir zum drittenmal, wie es
moglich ist, aus den zehn Zeichen des dekadischen Sy-
stems alle Zahlen der Welt zusammenzusetzen. Jeder,
der sich etwa die Zahlen 123, 132, 213, 231, 312, 321
ansieht und halbwegs ein Fingerspitzengefiihl fiir die
Bedeutung von Worten hat, wird sagen, man ,kom-
biniert'* eben aus den einzelnen Ziffernzeichen die ver-
schiedenen Zahlen. Vollsténdig richtig! Alle Zahlen
der Welt in den von uns erdrterten Systemen kommen
,,kombinatorisch zustande. Wir verstellen die Ziffern,
sctzen die Zahlen durch Vertauschungen der Zeichen
zusammen und geben so jeder Zahl gleichsam cin an-
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deres Gesicht. Vom Stellenwert soll hier nicht gesprochen
werden. Uns interessiert lediglich die Unterscheidungs-
moglichkeit der &uBeren ,,Zahlenbilder*’, wenn man so
sagen darf. Ich entdecke aber, wenn ich alles recht
tiberlege, groBe Unterschiede in der Art, wie ich zu-
sammensetze. Bei Zahlen, deren Stellenzahl unter zehn
liegt, verwende ich von den zehn Zeichen stets nur héch-
stens eines, zwei, drei usw. bis neun fir jede Gruppe.
Dabei darf ich noch, wie bei 1111 oder 1212 oder 1112,
cine und dieselbe Ziffer mehrmals anschreiben. Bei
zehnziffrigen Zahlen kann ich alle zehn Ziffern ver-
wenden und sie bloB untereinander vertauschen. Etwa
1234567890 oder 1347658092 usf. Es gibt aber auch zehn-
ziffrige Zahlen, bei denen Ziffernzeichen mehrfach vor-
kommen. Etwa 1.000,000.000 oder 2.322,234.777. Bei
Zahlen mit mehr als 10 Ziffern schlieBlich miissen
einzelne Ziffern mehrmals vorkommen, da ich einfach
nicht finfundzwanzig verschiedene Zeichen schreiben
kann, wenn ich nur zehn Zeichen besitze.

Wir haben in ein wahres Wespennest gestochen. Und
ich denke, unser erster Schritt hat uns mehr verwirrt
als aufgeklirt. Wie soll man dieses, ins Unendliche ver-
laufende Zahlenchaos mit einem Algorithmus packen ?
Was helfen da alle ,,Befehle*, wenn einem der Kopf
nur so schwirrt? Mit ,,Experimenten‘ ist nichts getan.
Bei ecinigermaBen hoherer Stellenzahl kommen wir —
das wird bald offenbar werden — zu einer Anzahl von
Moglichkeiten, deren Erschépfung, auch wenn wir Tag
und Nacht , kombinieren*, Zeiten erforderte, die sich
nur im Lebensalter von Sonnensystemen ausdriicken
lieBen. Unser erster ,,Algorithmus* (des Ziffernsystems)
ist ein Zauberlehrling geworden und beginnt in den
eigenen Wassern zu verschwimmen. Also doch ein Be-
fehl! In die Ecke, Besen, sei’s gewesen!

Die wahre Kabbala ist nur mit der Kabbala zu bén-
digen. Wortzauber, Symbolzauber kann nur wieder
durch Wortzauber neutralisiert, unschiidlich gemacht
werden.
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Und wir beginnen damit, daB wir die Kombinatorik
kombinieren, also den Teulel mit dem Beclzebub aus-
treiben. Um aber dic Gegenstiindlichkeit nicht zu ver-
lieren, wollen wir unscre Kombinatorik der Kombi-
natorik, unsere Kombinatorik zweiler Potenz, in Bei-
spicle einkleiden. Zum SchluBl aber werden wir priifen,
ob wir alle Moglichkeiten ersehopft haben und gleichsam
ein geschlossenes System der Kombinatorik aufstellten.

Sechstes Kapitel
Permutation

Eine biedere Familie einer leider lingstvergangenen
Zeit besteht aus den beiden Ellern und zwolf wohl-
geratenen, gesunden Kindern. Die Familie sitzb zu-
frieden um den Mittagstisch. Plotzlich wird ein Junge
vorlaut. Er behauptet, stets nur den Rest der Suppe
zu bekommen, da sein Platz bei Tisch ein ungiinstiger sci.
Die Familie ist vertriiglich und ist gewohnt, Meinungs-
verschiedenheiten im Kompromiwege beizulegen. Kurz,
es wird beschlossen, von nun an die Tischordnung jeden
Tag zu veriindern, da das Dicnstmiidechen nicht dazu
zu bringen ist, ihren Rundgang beim Servieren irgend-
wie anders als seit jecher vorzunchmen. Aus dem Er-
eignis entwickelt sich ein allgemcines Gespréch und
man schiitzt die Zeit, die es dauern kann, bis alle mog-
lichen Tischordnungen erschopft sind. ,,Nun, ecinige
Tage*, meint der eine Junge. ,,Sagen wir lieber cinige
Wochen*, wirft ein Midchen tberlegen ein. Schlief-
lich einigt man sich auf ein Jahr. ,,Es gibt doch dafiir
eine Formel*, 1Bt sich der ilteste Sohn vernehmen.
,,Nun, und wofiir hiiltst du unseren Fall, mathematisch
gesprochen ?*“ priift schmunzelnd der Vater. Der ilteste
Sohn sinnt eine kurze Weile. Dann sagt er: ,,Da ecs
sich um die Umstellung ciner Tischordnung handelt,
ist es nicht gleichgiiltig, ob Eva neben Alphons oder
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ob Alphons neben Eva sitzt. Das sind hier zwei ver-
schiedene Fiille. Auflerdem werden keine Gruppen ge-
bildet. Wir alle, wir vierzchn Personen, werden jedes-
mal in eine andere Reihenfolge gesetzt. Es ist dasselbe,
als wenn ich vierzehn Dinge, vicrzehn Elemente, wie
man in der Mathematik sagt, nacheinander in alle
moglichen Reihenfolgen bringen sollte. Diese Art der
Durcheinanderwechslung heifit Permutation. Und ihre
Formel lautet: Die Zahl der Elemente als Fakultiit.
In unserem Falle also die Vierzehn mit einem Rul-
zeichen. Vierzehn-Fakultat!** Der Vater nickL be-
friedigt. Papicr und Bleistift werden in der Pause zwi-
schen Suppe und Fleischgericht geholt und die &lteren
Kinder rechnen mit roten Kopfen. Wie groB ist diese
141, diese Hexenzahl? Lin furchtbares Ergebnis! Die
Zahl lautet: 87.178,291.200. Was soll man mit diesen
Milliarden Moglichkeiten beginnen? Wie lang braucht
man dazu? Ach, das Jahr hat ja 365 Tage! Dividieren
wir also durch 365. Wieder wird gerechnet. Und ahnungs-
los, rein dem ncuen ,,Algorithinus* folgend, verkiindet
Alphons, der Schnellrechner unter den Geschwistern:
»lch erhalte als Quotienten die Zahl 238,844.633.¢¢
»WeiBt du, was das heit 7** ruft entsetzt der Philosoph
unter den Séhnen. ,,Es heiit, daB wir mit unserer
Tischordnung erst in fast 239 Millionen Jahren fertig
sind, wenn wir alle Moglichkeiten erschépfen wollen.
Und daB wir iber 119 Millionen Jahre brauchen, wenn
wir téiglich zweimal und noch immer [ast 60 Millionen
Jahre, wenn wir bei Friihstick, Mittagmahl, Vesper
und Abendessen die Tischordnung verindern?* ,,Und
ich werde sterben, bevor ich eine anstindige Suppe be-
komme*’, jammert hilflos der Jiingste.

Wir haben an diesem Beispiel zugleich die geradezu
dimonische Vielfalt der Vertauschungsmoglichkeiten,
die Zauberkraft des ,,Fakultits*‘-Befehls und die erste
Art einer moglichen Kombinatorik darstellen wollen.
Nun haben wir wieder neues ,,Matcrial** und wollen
es systematisch durchforschen.
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Zuerst noch zur Beschwichtigung des Lesers: Unsere
biedere Familie, abgeschreckt durch die Kombinatorik,
ist auf einen einfacheren Ausweg verfallen, die be-
rechtigte Klage des jiingsten Sohnes zu beriicksichtigen.
Das Dienstmédchen erhielt den Auftrag, ohne Riick-
sicht auf den Platzinhaber, mit dem Servieren stets bei
einem und demselben Sessel zu beginnen. Die ganze
Familie aber ,,versetzte'’ sich jeden Tag um ecinen
Sessel, und zwar im Sinne der Drehung des Uhrzeigers.
In bezug aufeinander, auf die jeweiligen Sitznachbarn,
war also die Tischordnung unverindert. Wurde aber
der Tisch als Bezugssystem betrachtet, dann énderte
sie sich jeden Tag. Durch diese Losung war jeder Tisch-
genosse alle fiinfzechn Tage einmal der Erste, der die
Suppe erhielt.

Mathematisch betrachtet liegen auch bei dieser An-
ordnung vierzehn einzelne Permutationsfiille vor, von
denen wir einige ‘aufschreiben wollen:

1,2,3,4,5,6,7, 8 910,11, 12, 13, 14 (erster Tag)
2,3,4,5,6,7.8 9,10, 11,12, 13, 14, 1 (zweiter Tag)
3,4,5,6,78,9,10, 11, 12, 13, 14, 1, 2 (dritter Tag

usw.
14,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13 (vierzehnter Tag
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14 (funfzehnter Tag}

Nur sind die angedeuteten vierzehn Fille (der erste
und fiinfzchnte sind ja gleich) nach einem anderen Prin-
zip, nidmlich dem der sogenannten Kreisvertauschung
oder zyklischen Vertauschung aus der Gesamtmenge
der moglichen 87.178,291.200 Permutationsfille kiinst-
lich herausgegriffen, weil die weitere Nebenbedingung
der relativen Unveréinderlichkeit der Tischordnung
hinzugekommen ist.

Wir haben im obigen Beispiel die zu vertauschenden
Sitzplatze mit Ziffern bezeichnet. Man kénnte sie auch
mit Buchstaben nach der Reihenfolge des Alphabets be-
zeichnen. Natiirlich bedeutet an sich eine solche Nume-
ricrung ebensowenig eine gréBenmiBige Rangord-
nung wie etwa die Numerierung der Sitze einer
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Sitzreihe im Theater. Ich kénnte die zu vertauschenden
Dinge ebensogut durch Farben, durch Namen, durch
irgendwelche Unterscheidungszeichen charakterisieren.
Deshalbspricht man bei solchen ,,Anzeigern*‘, bei solchen
Markierungen der Unterscheidung sonst vollkommen
gleichwertiger Dinge, von ,,Indizes‘* (Einzahl: ,,Index"
oder auf deutsch ,,Anzeiger*). Dieser pure Anordnungs-
zweck von Zahlen oder Buchstaben spielt, besonders
seit Leibniz, dessen Genie auch diesen ,,Algorithmus
der Ordnung* cinfiihrte, cine zunehmend bedeutungs-
volle Rolle in der Mathematik. Nun wollen wir uns
etwas nicht ganz leichtes verdeutlichen. Wir be-
haupteten apodiktisch, die Dinge seien gleichwertig und
die Nummern oder Indizes, oder wie wir sie sonst nennen
wollen, hiitten keine GréBenbedeutung. Gleichwohlspricht
man ruhig davon, daB etwa das mit zwei bezeichnete
Ding ,,h6her* oder das ,héhere Element‘ sei als das
mit eins bezeichnete Ding. Man sollte korrekter sagen:
Ding 2 ist das mit dem ,,héheren Index** bezeichnete
Ding gegeniiber dem Ding 1. Ansonst sind Ding 1
und Ding 2 gleich, vor allem gleich gro1). Es handelt
sich hier wieder um eine Kabbala. Némlich die Kabbala
der Anordnung oder Zuordnung. Ich konnte einfach
nicht sprechen, nicht schreiben, wenn ich die Indizes
nicht nach einem Gréflenprinzip anreihen diirfte. Das
Alphabet ist da vielleicht korrekter und weniger zwei-
deutig als die Indizierung durch Ziffern, die ja ihre
GroBenbedeutung irgendwie unbewuBt mitschleppen.
Der Buchstabe d steht im Alphabet ,,héher* als der
Buchstabe b. Folglich ist das Ding d in der Kom-
binationslehre ,,hoher gereiht als das Ding b?2).
Durch diese Festlegung des ,,Platzranges* ergibt sich

1) s ist auch denkbar, daB die Dinge verschieden
grof sind, ohne daB ich auf die GrdoBe achte. Es inter-
essierf mich lediglich ihr ,,Dingsein*, ihr Einheits-
charakter.

?) Man nennt diese Anordnung auch die ,,lexiko-
graphische''. (Wie in einem Lexikonl)
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der fiir alle kombinatorischen Uberlegungen grund-
legende Begriff der ,,guten Ordnung* oder der ,,Wohl-
ordnung'’. Eine Wohlordnung liegt dann vor, wenn ich
z. B. bei der Permutation in folgender Art fortschreite:

abe, acb, bae, bea, cab, cba, oder in Ziffern
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Durch diese Art des Fortschreitens, wobei stets das
ntiefere’ Element solange als nur irgend moglich an
scinem Platz gehalten wird, kann uns kein kombina-
torischer Fall entgehen, wir steigen, wie man sagt,
von der ,niedersten® zur ,,héchslen'* Permutation in
»guter Ordnung'* auf und erhalten als Beweis der Be-
endigung unserer Bemiihung am SchluB die Umkehrung
der Ausgangspermutation. Wihrend in der ,,niedersten*
Permutation kein Element vor einem nicdereren stand,
steht in der ,,héchsten** Permutation jedes Element
vor einem niedereren. Ich will nicht allzusehr verwirren,
kann aber doch nicht umhin, zu bemerken, daB3 bei
ciner Auffassung der Permutationen als wirkliche
Zahlen tatsiichlich auch die niederste Permutation die
niederste Zahl und die héchste Permutation die héchste
Zahl darstellt (123..... 321). Dazwischen liegen,
groBenméBig wohlgeordnet, alle anderen Zahlen, die
sich aus 1, 2 und 3 bilden lassen.

Doch wir wollen energisch von diesem letzten Zu-
sammenhang wegdenken und wieder zu unseren gréBen-
fremden Indizes zuriickkehren. 123 bedeutet fiir uns
jetzt dasselbe wie 321 oder 231, néimlich irgendeine
beliebige Permutation der drei erwiihnten Indizes.

Nun wollen wir das Problem lésen, wieso unser
ritselhafter ,,Befehl*, unsere ,,Fakultdt', unsere 3 mit
dem Rufzeichen, so treffsicher die Gesamlzahl mog-
licher Permutationen angibt. Zuerst behaupten wir der
Vollstindigkeit halber oder, wic man heute sagt, ,,zur
Aufrechterhaltung des Systems'* cinen logischen Un-
sinn. Wir haben Ahnliches schon bei den Potenzen,
und zwar bei der nullten und ersten Potenz kenncn-
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gelernt. Wir verlangen also zu wissen, wie groB3 die Per-
mutationszahl isl, wenn wir nur ein Element besitzen.
Deutlicher: ,,Stelle ein Element in Wohlordnung so-
lange um, bis du alle Moglichkeiten erschopft hast.*
Nach gehoriger Uberlegung formulieren wir den einea
Unsinn mathematisch durch einen zweiten, womdoglich
noch gréBeren. Wir schreiben stolz hin: Zahl der Per-
mutationen ist gleich 1! (Eins Fakultiit.) Oder in
Worten: Um das Resultat zu erhalten, soll man 1,
von 1 beginnend, solange mit den néchsthéheren Zif-
fern multiplizieren, bis man endlich zur Eins gelangt!
DaB sich dabei wieder die Zahl Eins ergibt, ist kaum
unklar.

Nach diesem logischen ExzeB wollen wir vorsichtig
weiterkalkulieren. Was geschieht bei zwei Elementen?
Schreiben wir in Wohlordnung an:

ab b a

Kein Zweifel: Wir haben die Zahl aller méglichen
Permutationen von der niedersten zur hdchsten durch-
laufen. Und nun wollen wir messerscharf denken, um
einen Ubergang zu der uns schon als Behauptung be-
kannten Formel zu finden. Was haben wir gemacht?
Wir haben a solange als moglich an seinem Platz ge-
halten und inzwischen gleichsam b permutiert. Als wir
damit fertig waren, haben wir b an erste Stelle geriickt
und a permutiert. Wir haben also die Permutation
der Einzelelemente zweimal vorgenommen. Ein Einzel-
element hat aber bloB eine Permutation, folglich ist
die Permutationszahl aus zwei Elementen 1:2, oder in
unserer Form geschrieben 2!, also gleich der Fakultit
von zwei, was als Ergebnis die Zahl 2 liefert.
Bei drei Elementen ergibt sich:

abe bac cab
ach beca cba

Wenn wir wieder unsere Methode anwenden, kéonnen
wir behaupten, daB wir dreimal das uns jeweils noch
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zur Verfiigung stehende erste Element moglichst lange
festgehalten und inzwischen die zwei anderen Elemente
permutiert haben. Da aber die Permutationszahl
zweier Elemente gleich ist 1-2, so muB ich diese Zahl
jetzt noch mit 3 multiplizieren. Also fiir 3 Elemente:
Permutationszahl ist 1-2-3 oder 3! oder drei Fakultit
oder die Anzahl 6. Fiir 4 Elemente ergibt sich:

abed bacd cabd dabe
abdec bade cadb dachbh
acbd bcad ¢cbad dbac
acdb beda cbda dbeca
adbec bdac cdab dcab
adcb bdca cdba dcba

Wir wollen jetzt nicht mehr den ganzen Vorgang
wiederholen. Wir haben, kurz gesagt, das erste Element
jeweils solange festgehalten, bis die Permutation der
drei tbrigen Elemente vollzogen war. Da ich aber vier
Elemente habe, also vier Elemente an erste Stelle
setzen konnte, muB ich die Permutationszahl von drei
Elementen mit vier multiplizieren. Also 4mal 1-2-3
oder 1:2:3-4 oder 4! oder vier Fakultit oder 24.

Wenn wir jetzt weitergehen, miissen wir analog fin-
den, daB jede Permutation aus verschieden indizierten
Elementen soviel Umstellungsmoglichkeiten aufweist,
als die Zahl der Elemente betrigt, zu welcher Zahl ich
aber auflerdem noch das Rufzeichen setze. Also Zahl
der Permutationen aus 10 Elementen ist gleich 10!,
aus 75 Elementen ist gleich 75!, aus 3124 Elementen
ist gleich 3124! usw. bis ins Unendliche.

Nun konnte es aber vorkommen, daB nicht lauter
verschiedene Elemente oder Indizes gegeben sind,
sondern daB einige davon gleich sind. Ich soll, grob
gesprochen, etwa drei Apfel, zwei Birnen und eine
Kirsche so vertauschen, daB alle mdglichen Grup-
pierungen dieser drei Obstsorten auftreten, wobei ich
aber nicht darauf achten muB, ob ich die Birne 1 oder
die Birne 2 nehme. Das heit: der Permutationsfall

58



»Birne 1, Birne 2, Birne 3, Apfel 1, Kirsche, Apfel 2‘
gilt als gleich mit dem Fall ,,Birne 3, Birne 1, Birne 2,
Apfel 2, Kirsche, Apfel 1 und mit dem Fall ,,Birne 2,
Birne 1, Birne 3, Apfel 2, Kirsche, Apfel 1 usw. Nennen
wir der Einfachheit halber die Apfel alle a, die Birnen b
und die Kirsche ¢, dann hitten wir ,,wohlgeordnet*
als erste Permutation

aabbbc und als letzte ecbbbaa.

Es ist zu zeitraubend, die Formel fiir solche Fille, ge-
nannt ,,Permutationen mit mehrfachem Auftreten ein-
zelner Elemente*, abzuleiten. Ich bitte also um Kredit,
wenn ich die Formel ecinfach anfiihre. Sie lautet in
unserem Falle: Gesamtzahl der Permutationen, also
6!, dividiert durch die Fakultiten der wiederholten
Elemente, die miteinander zu multiplizieren sind. Also

6! dividiert durch das Produkt von 2!, 3! und 1!, was

als Bruch geschrieben gleich ist 5 g: “=l_l,‘;i'ff;::':l=60.

Ich werde unsere Obstarten also in 60 verschiedene
Gruppierungen bringen konnen. Fir mathematisch
agilere Leser sei noch beigefiigt, daB diese Formel eigent-
lich die allgemeinere ist. Ich kénnte bei jeder Permuta-
tion fragen, wic oft jedes Element auftritt. Und dann
etwa bei fiinf verschiedenen Elementen beherzt

schreiben: Zahl der Permutationen = 1—};—?—'341'!—51—', da ja

jedes Element nur einmal auftritt. Wie man sieht, ergibt
sich ein richtiges Resultat. Und unsere erste Formel
wird, wie man sagt, zu einem Spezialfall der zweiten,
allgemeineren.

Zum AbschluBl der Permutationsbetrachtung noch
ein Beispiel. Wie hoch ist die Anzahl der Permuta-

tionen aus abbbbe ? Natiirlich ygi; = lef’;‘;_j_,‘jl = 30.

Der blicksichere Leser wird dabei noch merken, da8
wenn ich die Rufzeichen wegdenke, die Ziffernsummen
oberhalb und unterhalb des Bruchstrichs stets gleich
sein miissen; was ja klar ist, da ich zuerst die Fakultit
der ganzen Elementenzahl als Bruchzihler und dann
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die Fakultiten der diese Elementenzahl zusammen-
setzenden Elementengruppen als Bruchnenner an-
schreibe.

Natiirlich lieBe sich itiber dic Permutation noch viel
sagen. Es giibe auch noch eine grofle Anzahl von Pro-
blemen, die wir erértern konnten. Da es sich aber bei
der Permutation durchaus nicht um die fiir die Mathe-
matik im allgemeinen und fir unsere Absichten im
besonderen wichtigste Form der Kombinatorik han-
delt, wollen wir mit der Feststellung schlieBen, daB bei
der Permutation stets alle Elemente verwendet werden
miissen und daB diese Elemente umgestelll werden, da3
also die verschiedene Reihenfolge der Elemente dafiir
entscheidend ist, ob verschiedene Permutationsfille
vorliegen. Es gibe ja stets nur einen ecinzigen Fall
aus so und soviel Elementen, wenn ich nur die Mi-
schung und nicht die Reihenfolge beachten wiirde. Die
Permulation ist also nichts als ein Umstellen der
Reihenfolge, ein Durcheinandermischen.

Siebentes Kapilel

Kombination im engeren Sinne

Diese Feststellung wurde durchaus nicht ohne Ab-
sicht gemacht, wie wir gleich niher erfahren werden.
Wir wollen uns der zweiten Art der Kombinatorik aber
wieder nicht theoretisch, sondern bildlich ndhern und
kehren deshalb in den uns schon vertrauten Kreis der
vierzehnkopfigen Familie zuriick. Wir treffen sie eben
an, wie sie nach dem Mittagessen — es ist ein Feier-
tag — auf harmlose Unterhaltung sinnt. Als ein Karten-
spiel vorgeschlagen wird, erinnert man sich der ver-
hexten Tischordnung, und die Frage wird laut, wie
lange es wohl dauern wiirde, bis alle Moglichkeiten ciner
taglichen Tarockpartie erschopft wiiren. Aber beileibe
nicht in bezug auf dic Viclfalt der Spiele, sondern in
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bezug auf die Zusarnmenstellung der Partner. Es ist an
Spiclpartien zu je vier Personen gedacht. Jeden Tag soll
die Partie anders zusammengesetzt sein. Und alle vier-
zehn Personen kommen als Mitspieler in Betracht.

Man ist verschiichtert und wagt keine Voraussagen.
Vielleicht dauert es wieder Millionen von Jahren? Auf
jeden Fall ist es besser, man vertraut sich der Kabbala,
dem Algorithmus der Kombinatorik an, bevor man
fruchtlos herumrit. Und der mathematisch versierte
Sohn behauptet sofort, cs handle sich in diesem Fall
um die sogenannte ,,Kombination im engeren Sinne‘.
Vierzehn Personen heifle auf mathematisch soviel wie
vicrzehn Dinge oder vierzehn Elemente. Und die aus
diesen Elementen zu bildenden Vierergruppen hieSen
Quaternen, ein Ausdruck, der ja von der Lotterie und
von der Tombola her geliufig sei. Hier komme es
durchaus nur auf die Zusammensetzung jeder Quaterne
und nicht etwa auf die Reihenfolge, auf eine Umstel-
lung innerhalb der Gruppe an. Denn die Gruppe Mutter,
Vater, Alphons, Eva sei dieselbe Tarockpartie wie
Vater, Alphons, Mutter, Eva oder Eva, Vater, Mutter,
Alphons usf. Berechnen kénne man die Sache #uBerst
schnell, denn es existiere dafiir ein eigenes einfaches
Zauberzeichen, der sogenannte ,,Binomialkoeffizient‘.
Nebenbei bemerkt, habe dieser Name mit unserem Bei-
spiel nichts zu schaffen. Man schreibe einfach die Zahl
der Elemente oben, die Grée der Gruppe unten, mache
zwei Klammern, lese ,,14 iiber 4 oder umgekehrt
114 tief 4 und rechne den ,,Befehl* nach gewohnter

Weise aus. Dann erhalte man 1:)___14-11-2_:;_211, das
aber ergebe die Zahl 1001, und die Tarockpartien
wiren somit in 1001 Tagen, also in nicht einmal drei

Jahren durchgespielt.

Jetzt falt man wieder Mut, da man zu einer vorstell-
baren Zahl gelangt ist, und ein Midchen wirft cine
zweite Frage auf. ,,Der Zufall hat es gewollt, sagt das
Midchen, ,,da unter uns zwolf Geschwistern sechs
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Jungen und sechs Midchen sind. Es wiirde mich inter-
essieren, wieviel voneinander verschiedene Tanzpaare
man aus uns Geschwistern bilden kann. Das muf3 doch
auch so eine Kombination sein. Denn es sind zwolf
Dinge, wie es so schon heilt. Dann werden Zweier-
gruppen gebildet. Und schlieBlich ist es gleich, ob Al-
phons mit Eva oder ob Eva mit Alphons tanzt.* ,,Du
hast recht, Grete‘‘, meint der mathematische Bruder.
»Es ist eine Kombination aus Amben. So heilen die
Zweiergruppen. Wie das Ambo in der Lotterie, das ja
auch nichts anderes ist als eine Gruppe aus zwei Zahlen.
Nebenbei konnte man deine Aufgabe unelegant noch
einfacher als kombinatorisch erledigen. Von den sechs
Midchen tanzt jedes mit jedem der sechs Briider. Also
sechsmal. Also gibt es sechsunddreiBig verschiedene
Tanzpaare.” ,,Und wozu braucht man dann deine
Zauberformel ?** fragt Eva. ,,In diecsem Fall konnte
man einfach kalkulieren. Ich will dir aber zeigen, daB
die verschmiihte Zauberformel unsere Rechnung erst
durchsichtig macht. Und daB sie unsere Hausverstands-
kalkulation bestéitigt. Also: Alle Amben aus zwdlf

Elementen ergeben (2) Kombinationsfiille. Nun wiiren

unter diesen Amben aber Paare aus je zwei Briidern
und aus je zwei Schwestern. Also nicht das, was wir
anstreben. Wir haben némlich die weitere Bedingung
gestellt, daB es richtige Tanzpaare sind. Miissen also
die gleichgeschlechtlichen Paare abziehen. Diese gleich-
geschlechtlichen Paare aber sind wieder Kombinations-
falle. Und zwar gibt es hier je 6 Elemente bei den Brii-
dern und 6 bei den Schwestern. Also je (:) gleich-
geschlechtliche Amben. Elgentlich ist die Rechnung
schon fertig. Sie lautet: ( )—(g)—(g)—(l:)—2-(g)=
_%;—1—2-——66 30=36, also genau das Ergebnis,
das wir erwarteten.‘

Bevor wir die vom groBSen Mathematiker Leonhard
Euler und spéteren eingefiithrte Schreibart, den ,,Be-
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4 2
bei der Permutation, unsere ,,Indizes“ hervorholen

und uns die ,,wohlgeordneten* Kombinationsfille an-
sehen. Wieder sind wir unersiittlich und behaupten, es
gebe ,,Unionen", Einsergruppen. Das sind die Elemente
selbst. abcdef hat also sechs ,,Unionen*. Damit ist
die Kombinationsméglichkeit abgeschlossen. Zweier-
gruppen heilen Amben; Dreiergruppen Ternen; Vierer-
gruppen  Quaternen; Fiinfergruppen Quinternen;
Sechsergruppen Sexternen; Siebenergruppen Septernen;
Achtergruppen Okternen. Weiter ist die sprachliche
Moglichkeit nicht recht gegeben. Novernen, Dezernen,
Undezernen usw. sind keine hiibschen Worte. Vor
allem sind sie ungebrduchlich. Man kann ja ruhig
Neunergruppen, Zwanzigergruppen, Dreihundertfiinf-
zehnergruppen usw. sagen.

Bilden wir zuerst aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6
die Ternen (Dreiergruppen)

fehl* (“), (12) usw. niher erliutern, wollen wir, wie

123 135 234 256
124 136 235 345
125 145 236 346
126 146 245 3566
134 156 246 456

Das Zcichen der Beendigung der Operation ist hier
der Umstand, daB soviel der letzten aller Elemente
ohne Unterbrechung wohlgeordnet auftreten miissen,
als die Gruppe Elemente hat. Hier also die letzten drei
Elemente 4, 5 und 6. Hatten wir Amben von 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, so hieBe die erste Ambe 12 und die
letzte 89. Wir sehen weiter, daB in der Kombination
niemals ein ,hoheres‘* Element vor einem ,,tieferen‘
stehen darf. 42 als Ambe in einer Kombination ist un-
moglich. Denn es mufBl vorher schon 24 als Ambe ge-
geben haben?) und dieselbe Zusammensetzung darf nie-
mals mehrfach vorkommen.

1) Dies gilt nur, wenn ich bei Aufstellung der Amben
»Synthetisch* vorgegangen bin. Fur ein wahlloses Auf-
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Bilden wir noch zur Ubung die Viercrgruppen aus
den Elementen a, b, ¢, d, e, f, g.

abcd acde adef aefg bede bdef befg cdef cefg defg

abce acdf adeg bedf bdeg cdeg
abef acdg adfg bedg bdig cdfg
abcg acef beef

‘abde aceg beeg

abdf acfg befg

abdg

abef

abeg

abfg

Die Art und Weise, wie man vorzugechen hat, ist
klar ersichtlich. Man schreibt aus den ersten vier Ele-
menten die erste Quaterne an und wechselt, solange cs
geht, das jeweils letzte Glied gegen cin héheres um.
Geht dies nicht mehr, dann erhdht man das vorletzte
UsW.

Die Gesamtzahl der méglichen Kombinalionen findet
man nun durch folgende Uberlegung. Ich habe etwa
6 Elemente gegeben und soll daraus Amben Dbilden.
Ich muB also jedes dieser sechs Elemente mit jedem
der jeweils tibrigbleibenden (6—1) Elemente, also mit
5 Elementen verbinden. Ich hitte also 6-5=30 Amben.
Nun ist das zuviel. Denn bei diesem Vorgehen erhalte
ich jede Ambe doppelt, ndmlich einmal als ,,ab* und
einmal als ,,ba*, da ich ja jedes der Elemente mit den
ubrigen verbinde. Die richtige Zahl der Kombination

ist also 6'—“:;—” oder (g), da dieser ,,Befehl* f—:: be-
deutet. Wenn ich zu Ternen aufsteigen will, muB ich
jede der schon gebildeten Amben mit den in der be-

treffenden Ambe nicht vorkommenden restlichen (6—2)

Elementen verbinden. Ternenzahl ist also &;1-’ _E;_ﬂ),

stellen von Amben geniigt es, daB3 ich eine Ambe, etwa

42, nicht mehr wiederholen darf, wenn ich sie einmal an-
geschrieben habe. Auch nicht als 24.
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da ich auch hier wieder die unfreiwillige Permutation
durch eine Division durch 3 riickgiingig machen muB.

Man kann in dieser Art weitergehen. Da aber das
Bildungsgesetz der Rechnung schon jetzt klar ist, wollen
wir etwa die Quinternenzahl aus 10 Elementen direkt
anschreiben. Sie betrigt 10-(10-1)(10-2)-(10-8)-(10-4) _

_ (10) —959. 1.2:3-4:5

Nun wollen wir uns den Zauberschliissel, jenes (0)
oder ( 4) oder wie es heiBen mag, niher anschen. Es

ist klar, daB es auch einen Befehl bedeutet. Nur hat
dieser Kombinationsoperator oder Binomialkoeffizient
oder wie wir ihn nennen mégen, sehr merkwiirdige
Eigenschaften. Man kann nimlich den Befehl auf ver-
schiedene Art befolgen. Zuerst in der von uns bisher
angewendeten. Vor allem bemerken wir, daBl die oben-
stehende Zahl stets groBer oder hiochstens gleich groB
mit der untenstehenden sein muB. Unter dieser Be-
dingung lautet der Befehl: ,,Verwandle das Zauber-
zeichen in einen gewdhnlichen Bruch oder in eine Di-
vision, indem du zuerst unten die Fakultit der unten-
stehenden Zahl anschreibst und dann oben, beginnend
von der dort stehenden Zahl, soviele jeweils um eins
verkleinerte Faktoren aufstellst, als die untere Zahl an-
gibt.* Das sieht verwickelt aus. Daher rasch noch drei
Beispiele:

(17)_17-16-15-14-19-12 dor (8)_8-7-6-5-4-820dcr (19) 19.18

6/ T 123458 —1.2.3.4.5.6.7

1.2 °

Kurz, ich beginne unten von eins bis zur unten-
stehenden Zahl. Und oben setze ich gleichviel Fak-
toren- von der obenstehenden Zahl herunter an.

Zum gleichen Ergebnis gelange ich auch in anderer
Art. Ich kann namlich (lg) auch als 6!—(117—!_6)' an-
sctzen. Das hieBe:

1-2-3-4-5:6:7-8:9-10-11-12-13-14-15-16-17
1-2:3-4:5-6X1:-2:3:4:5-6:7-8-9-10-11
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Jeder halbwegs Rechengewandte sieht, daB man
durch 11! kiirzen kann und da8 dann dasselbe bleibt,
wie nach dem ersten Verfahren. Nur sind die oberen
Faktoren (12 bis 17) jetzt in aufsteigender Reihenfolge
geschrieben.

Aber noch etwas anderes ergibt sich, das wir an

einem iibersichtlicheren Beispiel klar machen wollen.

(:) ist nach der zweiten Lesart 8!(:_3-8)1’ also :%'51

oder ausgeschrieben i%:—_ss und es steht mir
frei, ob ich durch 1:2-3 oder durch 1:2-3-4-5 kiirzen
will. Nebenbei bemerkt, kénnte ich nicht nur entweder
durch 3! oder durch 5! kiirzen, sondern nach jeder
dieser Kiirzungen noch durch andere GroBen. Wir
wollen aber annehmen, daB man nur entweder durch
3! oder durch 5! kiirzen soll. Kiirze ich nun durch 51,
dann erhalte ich % oder, wenn ich die Reihenfolge
oben umkehre, %:g, also nichts anderes als die erste
Lesart von (g), was wir schon im ersten Beispiel fest-
stellten. Wenn ich aber durch 3! kiirze, dann erhalte

ich zu meiner Uberraschung etwas anderes. Nimlich

4-5-6.7-8 . 8.7-6-5-4
1.2:3-4:5 1-2-3-4-5
Was heiBt das aber ? Es muf8 da etwas nicht stimmen.
Denn nach der ersten Lesart wire das doch die Aus-
rechnung von : . Daran gibt es nichts zu deuteln.
8) soll also gleich sein mit (g)? Ist so etwas maglich ?
SchlieBlich kénnen wir es ja ausrechnen und verifizieren.
(8)_8-7-6 8)_8-7-6-5-4_56
3/71-2:3 5/71:2:3:4:57
Wir haben uns also nicht getiuscht. Kombinatorisch
gesprochen gibt es aus 8 Elementen ebensoviel Ternen
wie Quinternen. Und ebensoviel Amben wie Sexternen.

Denn (:) muBl gleich sein (g), da die zweite Lesart

—56 und (
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8 8l 81 . (8 81 8! .
das gleiche Resultat fiir beide Fille liefert.

Wenn wir nun eine Reihe solcher ,,Befehle** anschrei-

ben, etwa (’1’) (g) (:) (:) (g) (:) (g) (:), dann wissen
wir jetzt, da der erste Operator mit dem letzten, der

zweite mit dem zweitletzten, der dritte mit dem dritt-
letzten, der vierte mit dem viertletzten das gleiche Re-
sultat licfert.

Denn stets gilt die Beziehung:

Elementenzahl Elementenzahl
uber = Ober
Gruppengrdfe Elementenzahl minus GruppengraBe

Die Ausrechnung unserer obigen Reihe wiirde er-
geben: 9 Unionen, 36 Amben, 84 Ternen, 126 Qua-
ternen, 126 Quinternen, 84 Sexternen, 36 Septernen,
9 Okternen. Also genau wie vorausgesagt.

Diese sonderbare Symmetrie, diese RegelmiBigkeit
wird uns spéter, beim sogenannten ,,binomischen
Lehrsatz*, noch beschiftigen, da sie uns einen zauber-
kriftigen Algorithmus zur Berechnung schwieriger
Potenzierungen von Summen liefert.

Wir kénnen jetzt also auch kombinieren im engeren
Sinne. Und fiigen nur noch hinzu, daB man die Ziffer,
die angibt, ob Amben, Ternen usw. zu bilden sind, auch
die ,,Klasse** der Kombination nennt. (:) heiBt also:
»Rechne nach einer der zwei Lesarten dicsen Zauber-
schliissel aus und du erhiiltst die Zahl der Kombina-
tionen dritter Klasse aus fiinf Elementen.” Damit er-
halten wir nach obiger Beziehung gleichzeitig auch die
Zahl der Kombinationen zweiter Klasse aus fiinf Ele-
menten, da ja :) gleich (5_5_8), also gleich (:) ist.

Nun gibt es, wie bei der Permutation, auch hier die
Maoglichkeit der sogenannten ,,Wiederholung*. Nur be-
deutet es bei der Kombination etwas anderes. Korrekt
gesagt, gibt es bei der Permutation nur ein mehrfaches
Vorkommen gleich indizierter oder gleich benannter
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Dinge (Birnen, Apfel, mehrere a oder b, mehrere 1
oder 3). Bei der Kombination mit unbeschriinkter
Wiederholung dagegen erhalte ich dic Erlaubnis, jedes
Element sooft anzuwenden, als ich will. Ich darf also
bei 5 Elementen abcde etwa solche Ternen bilden:

aaa,abb, bbe,dee, ddd usw.

Die Ableitung der Formel, die uns die Zahl solcher
. Kombinationsmoglichkeiten angibt, ist schwierig und
langwierig. Wir wollen daher bloB8 das Ergebnis an-
fihren. Die Formel lautet:

aber

Zahl der Elemente plus Klassenzahl minus eins
Klassenzahl

Hatten wir also etwa 8 Elemente, aus denen wir mit
der Erlaubnis unbeschrinkter Wiederholung Qua-

ternen Dbilden sollen, dann schreiben wir =N

4
= (1:) = ;%(;%s = 330, was naturgemi8 viel mehr ist,

als die Zahl unwiederholter Quaternen aus 8 Elementen,
die bloB (§) = F7:37 =70 betragen wiirde.

Als Abschluf3 unserer Betrachtungen iiber die Kom-
bination im engeren Sinne wollen wir ,,zur Erhaltung
und Vervollstindigung des Systems‘* wie schon sooft
wieder einmal einen sinnlosen Befehl erteilen. Wir Re-
kruten der Mathematik miissen uns zur Festigung un-
serer Disziplin an derartige Befchle gewdhnen. Denn
beim Milit4r gibt es bekanntlich kein ,,unméglich‘‘ und
Befehl ist Befehl. Wir verlangen also zu wissen, wie
groB irgendeine Zahl ,,iiber** Null ist. Natiirlich nicht
schlechtweg eine Zahl dber Null. Sondern das ,,iiber*
in unserer kombinatorischen Schreibweise ausgedriickt.

Also wie groB ist etwa g ? Selbstversténdlich eine

Aufgabe fiir das Irrenhaus oder fiir Spiritisten. Denn es
wird ja bloB verlangt, ich solle (in der ersten Lesart)
oben die 9 nullmal, um je eins bei jedem weiteren Faktor
vermindert, als Faktor setzen. Als Erholung soll ich
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dann unten 0! anschreiben. Also alle Zahlen, beginnend
mit der Eins, bis ich endlich zur Null gelange. Diese
letzte Forderung gliche dem Befehl, solange auf den
Berg hinaufzusteigen, bis ich dadurch das darunter-
liegende Tal erreicht héatte. Wir treiben aber wieder
den Teufel mit dem Beelzebub aus. Wir wenden die
Gegen-Kabbala an. Es gibt noch eine zweite Irrenhaus-
aufgabe, die allerdings harmloser ist. Nédmlich die Zahl
iiber sich selbst. In unserem Fall also (g) Das liBt

; : 0:8.7.6-5:4.8.2.1
sich wenigstens berechnen, und zwar als R

und liefert offensichtlich 1 als Ergebnis. Es ist tibrigens
auch ohne Rechnung klar, daf} es nur eine einzige Kom-
bination aus allen Elementen gibt, wenn die Klassen-
groBe der Elementenzahl gleich ist. Nun ,.erhalte ich
das System‘‘. Ich habe vorhin gesehen, daB wenn ich
die Binomial-Koeffizienten (kombinatorische Arbeits-
befehle) einer und derselben Elementenzahl, geordnet
nach der kontinuierlich je um eins erhéhten Klassen-
grofBe, in eine Reihe anschreibe, je zwei gleich weit
von den beiden Enden abstehende Binomial-Koeffi-
zienten das gleiche Ergebnis liefern. Da nun infolge
dieser allgemeinen Eigenschaft dieser ,,Befehle* z. B.
(?) und (g) gleich waren, brauchen wir nur noch nach-
zuschen, wo g und (g) stehen. Sie stchen, das ist
offensichtlich, in unserer Reihe vor (?) und nach (g),
Und zwar jeweils als unmittelbare Nachbarn. Da wir
aber nun weiter schon wissen, daB (g) gleich 1 ist, so
mul (g) an der entsprechenden Stelle auf dem ent-
gegengesetzten Ende der Reihe auch gleich eins sein.
(o) ist also dem Wert gleich der Eins. Unser Algorith-
mus hat uns dber Abgriinde geleitet, auf deren Boden
kein menschliches Auge mehr sieht. Wir sind auf einer
Seite in die Gefilde rettungsloser Unvorstellbarkeit
hineingeschritten und haben auf der anderen Seite
plétzlich ein klares, einfaches, rundes, greifbares Re-
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sultat gewonnen. Diese Zwischenbemerkung nur zur
weiteren Charakterisierung des Wesens eines taug-
lichen Algorithmus. Wenn wir diesen Begriff einmal
durch und durch verstehen, dann wird uns — es sei
noch einmal gesagt — die ganze Unendlichkeitsanalysis,
die so sehr gefirchtete Differential- und Integral-
rechnung, nur wie ein Kinderspiel, und zwar ein sehr
buntes, berauschend vergniigliches Kinderspiel an-
muten.

Wir miissen aber von einer anderen Scite her er-

proben, ob unser Gewaltstreich mit dem (:)=l nicht

das System zersprengt. Dazu verwenden wir eine weitere
Eigenschaft unseres Befehls, daB nimlich, wie schon

erwiihnt, (g) auch mit (930) gleich sein muB, da ja

etwa (:) stets gleich ist (93 4), also (g) Schon der erste

Anblick von (g) und (,°) zeigt, daB Gleichheit vor-
liegt.

Zum SchluB wollen wir noch eine andere Eigentiim-
lichkeit nur kurz erwihnen, die eine derartige voll-
stindige Reihe von Binomial-Koeffizienten einer und
derselben Elementenanzahl besitzt. Ihre sogenannte
Quersumme ist nimlich stets die Zahl 2 zur Potenz
der Elementenanzahl erhoben, in unserem Falle also
2% oder 512. Wenn wir nun alle Ergebnisse als additive
Reihe nebeneinanderstellen, so erhalten wir:

1494364844126+ 12684436494 1=512.

Hier waren, wie man sicht, (g) und (g) schon als
Fliigelleute mit von der Partie. Da nun — eine weitere
Anmerkung — die Klassenzahl von 0 bis zur Elementen-
anzahl lauft, so ergibt sich bei ungerader Elementen-
zahl eine gerade Gliederzahl der Reihe und umgekehrt.
Wir hatten die Klassen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, also
10 Klassen. Daher auch zehn Arbeitsbefehle und zehn
Summenglieder. Bei 4 als Elementenanzahl ergibe sich
(g) (:‘) (;) (;‘) (:), also fiinf (ungerade Anzahl!) Reihen-
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glieder, und zwar 1, 4, 6, 4, 1. Die Quersumme ist
wieder die entsprechende Potenz von 2, nimlich
924—16. Wieder sind weiters die von beiden Enden
gleich weit abstehenden Binomial-Koeffizienten gleich
groB. Nur die Sechs in der Mitte oder (;) spielt gleich-
sam eine Doppelrolle als eine Art von Doppelglied. Das
ist aber auch aus dem Wesen der geraden Zahl zu er-
kldren. Bei 10 iiber einer Klasse zwischen 0 und 10
mufB} einmal in der Reihe das Glied ,,10 tber 22+ oder
19) yorkommen. Das aber ist gleich (10 5) also wieder
gleich (l ) Bei ungerader Elementenzahl ist ein solches
Januskbphges Mittelglied nicht méglich, da etwa (u)
gleich ist (1 ) (u), (6) aber schon mit (1 ) =
= (5) wieder nach der anderen Rxchtung zuriickschligt.
Es gibt eben kein ,,11 Giber - s =5} keine ganze

Zahl ist und daher als kombmat.orische KlassengroQe
nicht in Betracht kommt.

Achtes Kapitel

Variation

Im Zuge unserer kombinatorischen Durchforschung
der Kombinatorik haben wir bisher zuerst den Fall
untersucht, daB jedesmal alle Elemente verwendet
werden miissen. Sie werden also bloB ausgewechselt,
umgestellt, in andere Reihenfolge gebracht. Das war
die Permutation. Dabei gab es noch den Unterfall, daf3
jedes der Elemente auch mehrfach oder wiederholt vor-
kommen diirfe. Natiirlich hdchstens bis zur Anzahl der
Gesamtmenge der Elemente. Als zweite Moglichkeit
betrachteten wir die Kombination im engeren Sinne,
bei der nur ein gewisser Teil der Elemente in sogenannten
Kombinationsgruppen oder Klassen verwendet werden
durfte, wobei noch festgesetzt war, daB eine Gruppe nur

71



dann als von einer anderen verschieden galt, wenn sic
eine andere Mischung der Elemente enthielt, wenn sie
anders zusammengesetzt war. Auch hier befaten wir
uns mit dem Unterfall der Wicderholung einzelner Ele-
mente, und zwar der sogenannten unbeschriinkten
Wiederholung, was soviel bedeutete, wie die Moglich-
keit, die Gruppen hochstens durchwegs aus ein und
demselben Element in klassenhoher Wiederholung zu-
sammenzustellen. Es bleibt also eigentlich bei unserer
,,Jombination der Kombinatorik*‘, die selbst ein Kom-
binationsfall im engeren Sinne ist, nur mehr eines
iibrig, n#éimlich eine beschriinkte, auf Gruppen oder
Klassen abgestellte Verwendung von Elementen, wobei
jedoch nicht nur die Mischung, die Zusammensetzung
innerhalb der Klasse, sondern auch die Reihenfolge
innerhalb der Klasse als Unterscheidungsmerkmal einer
Gruppe von der anderen in Betracht kommt. Hitten
wir etwa die Elemente abcdef, so wiire jetzt cine
Ambe nicht nur ab oder de, von deren Mischungsart
es keine andere mehr gébe, sondern es wiiren jetzt auch
die Amben ba und ed moglich. Es handelt sich also
gleichsam um eine permutierte Kombhination oder — wie
diese Art der Kombinatorik heit — um die Variation:
um die allgemeinste Art der Kombinierungskunst.

Unsere schon mehrfach zu Rechnungszwecken miB-
brauchte Familie hitte etwa beschlossen, jede Woche
finf ihrer Kinder in eine Theaterloge zu schicken. An
sich wiire das, wie die Tarockpartien, eine Kombination
im engeren Sinne der Elementenanzahl zwélf und der
KlassengroBe fiinf. Nun behaupten aber die Kinder,
daB man von jedem Platz der Loge aus einen anderen
Biihneneindruck hat. Und daB die Gerechtigkeit erst
dann erfiillt sci, wenn jedes Kind innerhalb seiner
Gruppe auf jedem Platz gesessen ist. Also Tarockpartie
verbunden mit Sitzordnung, um in friitheren Bildern
zu sprechen.

Wir sind, denke ich, mathematisch bereits gelenkig
genug, unsere ,,Variation'* rasch zu erledigen. Wir
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kénnen uns den Variationsbefehl in zwei Etappen zer-
legen: Zuerst kombinieren, dann innerhalb der Kom-
binationsgruppe permutieren! Das heit aber mathe-
matisch nichts anderes als den Kombinationsbefehl mit
dem Permutationsbefehl durch Multiplikation ver-

binden. Also in unserem Beispiel (1:) mal 5! oder

121-10-28 % 1-2-3-4-5 oder, da sich die Finf-Fakultat
des Bruchnenners mit der Fiinf-Fakultit der Per-
mutation kiirzt, einfach 12:11:10:9-8=95.040. Unsere
guten Geschwister witrden also tiber 1821 Jahre brauchen,
um ihren Theaterplan durchzufiihren. Etwas weniger
zeitraubend als die Tischordnung, aber immerhin selbst
fiir geduldige Menschen eine gewisse Zumutung.

Wir hitten aber zur Variation auch direkt kommen
konnen, wenn wir so vorgegangen wiren, wie bei der
ersten Aufstellung des Arbeitsbefehls fiir dic Kombi-
nation im engeren Sinne. Dort machten wir die schon
erhaltene Variation durch eine Division durch die
Klassen-Fakultit wieder geradezu riickgingig. Ich
kann, um schon Gesagtes kurz zu wiederholen, folgender-
maBen kalkulieren: Zwolf Elemente sind vorhanden.
Zuerst die Unionen. Also Einsergruppen. Davon gibt
es natiirlich nur 12. Will ich daraus Amben (Zweier-
gruppen) bilden, dann muf} ich jede Union mit den
ibrigen 12—1=11 andcren Elementen verbinden.
Ambenzahl ist also 12:11=132 bei zwolf Elementen.
Um Ternen zu gewinnen, habe ich jede Ambe mit den
nunmehr restierenden 12—2=10 anderen Elementen
zu koppeln. Ternenzahl also 12-11-10=1320 usw. Ich
habe also, begonnen von der Elementenanzahl, um je
eins bei jedem Faktor absteigend, solange zu multi-
plizieren, bis dic Zahl der Faktoren so groB ist wie die
KlassengréBe. Es ist nicht tblich, man konnte aber
fir diese ,,Anti-Fakultit‘‘l) auch einen ecigenen Be-

1) Die ,,Anti-Fakultat* ist ebenso wie die Fakultit ein
Spezialfall eines umfassenderen Arbeitsbefehls, der
»»Faktoriellen*‘.
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fehl, etwa 124, einfiihren, was soviel hieBe wie
12-11-10-9-8. Durch diese Neuerung hitte die Va-
riation ihren eigenen Arbeitsbefehl, was sie auch, rein
duBerlich, sofort kenntlich machen wiirde. Weiters
wiirde sich der Kombinationsbefehl, etwa 1:) in der
neucn Art geschrieben (;:", sogleich selbsttitig als
gleichsam entpermutationisierte Variation darstellen.
Doch das nur nebenbei. Wir sind jetzt noch eine
Moglichkeit schuldig, ndmlich die Variation mit un-
beschrinkter Wiederholung einzelner Elemente inner-
halb der Variationsgruppen. Wir machen einen Augen-
blick Halt. Denn wir sind, ohne es recht bemerkt zu
haben, plétzlich an einem Markstein unserer Unter-
suchung angelangt. Auf einem Gipfel, der, noch weit
hoher als der Zahlenberg, es uns ermoglicht, riesige Zu-
sammenhdnge zu iiberblicken. Was heillt Variation mit
unbeschrinkter Wiederholung aus so und so viel Ele-
menten? Vorldufig heiBt es fir uns nichts anderes, als
daB wir Amben, Ternen, Quaternen bilden sollen und
innerhalb dieser Gruppen nicht nur permutieren, son-
dern auch ein und dasselbe Element beliebig oft an-
schreiben diirfen. So ergeben etwa Ternen aus den
Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6, variiert mit Wiederholung,
Formen wie 111, 123, 321, 211, 335, 616, 422 usw.
Blicken wir ein wenig niher und schérfer hin, dann er-
schauern wir unvermittelt. Das sieht ja fast wie die
Bildung aller Zahlen aus!? Es sieht nicht blo8 so
aus. Es ist das Grundgesetz der Bildung von Zahlen.
Wir nehmen nur noch die Null hinzu, erginzen die Ele-
mentenzahl auf zehn, geben den Variationsbefehl mit
Wiederholung: und wir haben die ganze Dekadik vor
uns ausgebreitet liegen. Mit einer einzigen Einschrin-
kung: Nullen diirfen nicht vor anderen Ziffern stehen.
Doch das werden wir spiter erértern. Wir sagen jetzt,
daB die Unionen 'die einziffrigen, die Amben die zwei-
ziffrigen, die Ternen die dreiziffrigen Zahlen sind usw.
Da wir aber nicht wissen, wie man die Anzahl der
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Variationen so und sovielter Klasse mit Wicderholung
berechnet, miissen wir uns noch einige Augenblicke
Disziplin auferlegen. Wir wollen also die Dekadik ver-
lassen und ganz kithl untersuchen, wie viele solcher
Variationen mit Wiederholung wir jeweils aus abcde,
also aus 5 Elementen bilden kénnen. Ich beginne wieder
mit den Unionen, den Einsergruppen. Da ich aber hier
unbeschrinkt wiederholen darf, beniitze ich nicht die
»Anti-Fakultit*, sondern verbinde zur Ambenbildung
jede der Unionen mit jedem Element. Also aa, ab,
ac, ad, ae, ba, bb, be, bd, be, ca, ¢cb, cc, cd, ce, da,
db, dc, dd, de, ea, eb, ec, ed, ee. Ich erhalte also
5X5=25 Amben. Zur Ternenbildung verbinde ich
jetzt jede Ambe mit jedem Element, wodurch ich
5X5X5=125 Ternen erhalte. Quaternenzahl ist
5X5X5X5=625 usw. Ich habe hier also weder
Fakultiten, noch Binomial-Koeffizienten, noch Anti-
Fakultiten vor mir, sondern einfach Potenzen. Dabei
ist die Basis (wie man die zu potenzierende Zahl nennt)
die Elementenanzahl, Potenzanzeiger die KlassengrsBe.
In unserem Fall, wo aus fiinf Elementen Variationen
mit Wiederholung zu bilden waren, ist

die Unionenzahl =5'=5

die Ambenzahl = bH2=25

die Ternenzahl =5H3=125

die Quaternenzahl = 54=625
usf.

Nun wollen wir wieder zu unseren Zahlensystemen
zuriickkehren. Wir behaupten, daB alle Stellenwert-
systeme nichts anderes sind als wohlgeordnete Varia-
tionssysteme mit unbeschriinkter Wiederholung, wobei,
wie schon erwiihnt, als Nebenbedingung die Null nie
vor einer Zahl erscheinen darf.

Wir wollen also jetzt zuerst einmal das Zehner-
system durch Variationsgruppen aufbauen. Es sei ein-
geschaltet, daB wir im folgenden der Einfachheit halber
unter ,,Variation** nicht die Variation schlechthin, son-
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dern die ,,Variation mit unbeschriinkter Wiederholung**
verstechen werden. Nach dieser Festsetzung, die wir
aber bloB bei der Erorterung der Ziffernsysteme gelten
lassen, beginnen wir unsere Aufgabe.

DaB die ersten zehn einzifirigen Zahlen die Unionen
unseres Variationssystems sind, ist klar. Nach der For-
mel gibt es 10!, also wirklich zehn solcher Unionen
oder Einsergruppen. Denn die Elementenzahl ist hier
und fiir die ganze Dekadik 10 und die Klassengrofle
fiir Unionen 1. Bei den Amben miissen wir schon vor-
sichtiger sein. Nach der Formel konnen aus unseren
zehn Ziffernzeichen 102, also 100 Amben gebildet werden.
Nun weil3 aber jeder, daB es bloB 90 zweiziffrige Zahlen,
niimlich 10 bis 99 gibt. Ist also das dekadische System
doch kein vollstindiges Variationssystem? Existieren
am Ende Zahlen, die wir in unserer Dekadik iibersehen
haben? Jedenfalls ein héchst unheimlicher Gedanke.
Wir antworten: Ja, es existieren solche Zahlen. Nur
stellen sie sich als sehr harmlos heraus. Es sind niimlich
die zehn Amben, dic mit der Null beginnen. Also 00
bis 09, was rein groBenmiilig nichts anderes bedcutet
als die zehn einziffrigen Zahlen inklusive der Null und
nur kombinatorisch einen Sinn hat, da ja in der Kom-
binatorik nur das Dingsein jedes Elementes und nicht
seine GroBenbedeutung beachtet wird. In der Kom-
binatorik ist daher die Ziffer, wie stets wieder betont
wird, ein wertfremder Anzeiger, ein Index, eine Unter-
scheidungsnummer, nie aber eine GroBenbezeichnung
oder ein Mengensymbol! Ternen, um weiterzubauen,
miifite es 103=1000 geben. Wieder existieren in Wirk-
lichkeit weniger Ternenzahlen, dreiziffrige Zahlen. Nam-
lich 900, also die Zahlen von 100 bis 999 einschlieBlich.
Und wieder stellt es sich heraus, daB sich das Ritsel
sofort 1ost, wenn ich die aus Nullen bestehenden oder
mit Nullen beginnenden Ternen abziehe, nimlich die
Gruppen 000 bis 099. Dazwischen liegen Formen wie
003 und 054, also alle einziffrigen und zweiziffrigen
Zahlen. 10® weniger der Anzahl einziffriger und zwei-
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ziffriger Zahlen, also 1000 weniger 90 weniger 10 ist
aber 900, was wir cben erhalten wollten. In gleicher
Art geht es weiter. 104 ist gleich 10.000. Vierziffrige
Zahlen aber gibt es bloB 9000. Wieder handelt es sich
um Subtraktion der Quaternen von 0000 bis 0999.
Also um simtliche einziffrige, zweiziffrige und drei-
ziffrige Zahlen. Und 10.000 weniger 900 weniger 90
weniger 10 ist die richtige Anzahl der vierziffrigen
Zahlen, niimlich 9000.

Durch eine kleine Uberlegung aber kénnen wir uns
die Formel noch vereinfachen. Wenn wir néimlich nach
unseren obigen Aufstellungen bedenken, dal sich die
Anzahl der zweiziffrigen Zahlen darstellt als

102—10'=100—10=90, die der dreiziffrigen als

108— (102— 101)— 101=102— 102+ 10— 10*=
—108—102=900,

die der vierziffrigen als

104—[103— (102— 101)— 101]— (102— 101)— 101=

=101—[103— 102+ 10— 101]— 102+ 10'— 101=

=104—[103— 102]— 102=108— 10°+ 102— 102=
=104—105=9000,

die der fiinfziffrigen als

105—{10*—[10°—(102— 10%)— 101] —(10*— 10)— 10%}
—[109—(102— 101)— 10]— (102— 10t)— 101=105—
{10 —[105— 102+ 10— 101 ]— 1024 10— 101} —
—[103— 102+ 10— 101]— 102+ 10— 101=105—
—{10%— 107+ 102— 102} — 1034 102— 102=105— 104+
+108— 102+ 102— 108+ 102— 102=105— 104=

=100.000—10.000=90.000, usw.,

so sehen wir, daB wir, um die Anzahl der Zahlen der
so und so vielten Gruppe oder Ziffernzahl zu erhalten,
bloB8 die nichstniedere Potenz abzuziehen brauchen.
Also etwa die Anzahl aller siebenstelligen Zahlen des
Zehnersystems ist zu gewinnen durch die Formel
107—10¢=10,000.000— 1,000.000=9,000.000, némlich
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von 1,000.000 wohlgeordnet als Variationssystem bis
9,999.999. Auf einfacherem Wege wiiren wir zu unserem
Ergebnis dadurch gelangt, daB wir alle Zahlen bis etwa
1000 von vornherein als Ternen aufgefaBt hitten. Und
uns gefragt hitten, bei welchen Ternen die Gruppen be-
ginnen, die Eins an die Spitze zu stellen. Dies wird ab
100 der Fall sein, da diese Terne innerhalb der Wohl-
ordnung die niederste ist, die mit der Eins beginnt. Da
ich nun weiter Ternen mit einer oder mehreren Nullen
an der Spitze nicht brauchen will, so habe ich von 103
die Ternen von 000 bis 099, also offensichtlich 102
oder 100 Ternen abzuziehen. Sie stellen vom Stand-
punkt des Zahlenwertes alle ein- und zweiziffrigen
Zahlen einschlieBlich der Null dar. Es gibt aber noch
eine dritte Art zu kalkulieren. Ohne jede Heranziehung
der Kombinatorik, rein aus dem Ziffernsystem heraus.
Ich kann né@mlich sagen: 103=1000 ist die erste vier-
ziffrige Zahl des Systems, da unter ihr 999 liegt. Die
hochste zweiziffrige Zahl ist augenscheinlich 99, da nach
ihr die 100 als erste dreiziffrige Zahl folgt. Also ist die
Anzahl der dreiziffrigen Zahlen 999— 99=900.

Nun meldet sich mein Widersacher zum Wort, der
schon die ganze Zeit mifltrauisch zugesehen hat. ,,Eben
wollte ich auf diese Art der Bestimmung der Anzahl
belicbigziffriger Zahlen aufmerksam machen, sagt er
hémisch. ,,Es wurden mit deiner Variation Berge ge-
wilzt und zum SchluB ein Méuslein geboren. Du hast
nimlich, von schlechtem Gewissen gepeinigt, zuletzt
selbst schamhalft eingestanden, dal3 das Problem leichter
ohne Kombinatorik zu lésen ist. Du bist eben dem be-
rihmten Grundsatz treu geblieben: Warum einfach,
wenn es auch kompliziert zu erreichen ist?**

Nun, licber Widersacher, es ist eben doch nicht so
einfach. Ich wollte ja doch einiges auf meinem Umweg
vermitteln. Es war eine SerpentinenstraBe der Erkennt-
nis. Denn wir haben nicht weniger geleistet als die Be-
wahrheitung des Ziffernsystems durch die Kombina-
torik und die Bewahrheitung der Kombinatorik am
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Ziffernsystem. Unsere Dekadik hat sich weiter dabei
als lickenloses Variationssystem mit unbeschrinkter
Wiederholung erwiesen. Der Algorithmus der Dekadik
und der Algorithmus der Kombinatorik spielen wie
zwei feinberechnete Zahnriiderwerke ohne jeden ,,toten
Gang** incinander. Die groBen Zusammenhinge unter
den ,,von Gott geschaffenen ganzen Zahlen'* werden
immer klarer. Wir verstehen die Bedeutung und den
Unterschied der Zahl als GréBe und der Zahl als Index,
als Ordnungsnummer. Und wir wollen jetzt noch einen
Schritt weitergehen, wieder einen Schritt hdchster Ver-
allgemeinerung. Wir verlassen das Zehnersystem. Und
fragen, wieviel zweiziffrige Zahlen es im Sechsersystem
gibt. Und dabei vertrauen wir uns ruhig dem Algorith-
mus der Kombinatorik an. Basis ist die Elementen-
zahl. Potenzanzeiger die KlassengroBe. Also gibt es
62—6'=30 =zweiziffrige Zahlen im Sechsersystem.
Schreiben wir sie an: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22,
23, 24, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 40, 41, 42, 43, 44, 45,
50, 51, 52, 53, 54, 55, worauf die 100 folgen miiBte.

Unsere Voraussage stimmt also. Und es stimmt
ebenso, dal es im Dreizehnersystem 13%— 133=26.364
vierziffrige Zahlen gibt.

Diese neue Zauberformel macht uns auf die Dyadik,
das Zweiersystem Leibnizens, neugierig. Wie sieht es
dort aus? Wir wollen nun untersuchen, wie viele ein-,
zwei- usw. bis sechsziffrige Zahlen in diesem unheim-
lichen System, das nur die 0 und die 1 als Ziffern ver-
wendet, vorkommen.

Einziffrige Zahlen: 2 (ohne die Null 1)
Zweiziffrige Zahlen: 22—2l= 4— 2= 2
Dreizifirige Zahlen: 23—22= 8— 4= 4
Vierziffrige Zahlen: _ 2" 28=16— 8= 8
Finfziffrige Zahlen: 25—2i=32—16=16
Sechsziffrige Zahlen: 2 —26=64—32=32 usf.

Wie man erkennt, gibt es noch eine vierte Regel, die
Zahlen bestimmter Ziffernanzahl zu berechnen. Man
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nimmt némlich die Anzahl der Einziffrigen ohne die
Null und multipliziert sie fortlaufend mit der Grund-
zahl des Systems. Also hier 1X2=2 (Zweiziffrige),
2X 2=4 (Dreiziffrige), 4X 2=8 (Vierziffrige) usw. Im
Zehnersystem: 9 (Einziffrige) mal 10 gibt 90 Zwei-
ziffrige. 90X 10 gibt 900 Dreiziffrige usw. Im Sechser-
system: 5 Einziffrige mal 6=30 Zweiziffrige. 30 Zwei-
ziffrige mal 6=180 Dreiziffrige usf. Das soll aber nur
angedeutet werden, obgleich es auch in kombinatorische
Tiefen fihren wiirde.

Wir wollen jetzt endlich unsere Dyadik erledigen.
Zuerst schreiben wir unsere Zahlen an.

Zchnersystem: 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
Zweiersystem: 1, 10 11 100 101 110, 111 1000 1001

Zehnersystem: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
Zweiersystem: 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, 10000

In eine Reihe aufgelost, bedeutet etwa 1100 des
Zweiersystems:

1100 (Zweiersystem) =0:20-4-0-2141-224-1-23=
=0-40+4448=12 (Zehnersyst.).

Das also wiire in Ordnung. Als letzten Versuch wagen
wir eine Rechnungsoperation im Zweiersystem, etwa
eine Multiplikation. Dabei sind wir von vornherein ver-
stort, da wir als ganzes Einmaleins nichts anderes be-
sitzen als tatséchlich nur 1X 1=1, also gleichsam das
nallerkleinste Einmaleins‘. Wie sollen wir da multipli-
zieren? Wir sehen mit Schrecken voraus, dall wir uns
bisher fruchtlos gemiiht haben und daB jetzt unser
gerithmter Algorithmus in Triimmer fliegen mufl. Aber
wir sind schon verantwortungsbewuflte mathematische
Forscher und beiflen die Zihne aufeinander. Ohne zu
wissen, was es bedeutet, schreiben wir zwei Mischungen
aus Nullen und Einsern hin und multiplizieren drauf
los: Mit unserem ,,allerkleinsten Einmaleins*. DaBl da-
bei 1X0=0, ist selbstverstindlich. Denn die Null-
multiplikation ist fiir alle Systeme ,,invariant, un-
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verinderlich. Nichts mal irgend etwas ist Giberall nichts.
DaB3 aber Zahlen des Zweiersystems nur die Eins und
die Null enthalten diirfen, ist Voraussetzung. Wenn
also unser Algorithmus ebenfalls ,,invariant'‘ gegen alle
Systeme ist, was wir schon mehrmals behaupteten,
dann mufl die Multiplikation gelingen. Also los:

101101011 X110

101101011
101101011
000000000

100010000010

Zur Probe losen wir die sonderbaren Zahlen in Reihen
auf. Der Multiplikand ist

12041214 0-2841-234-0:24 +1:25+1-26 4 0-274-1-28 =

=1+42+40-48-40-4324 64404256 =363
Multiplikator ist
02041214122 =042+ 4=6

Jetzt steigt die Aufregung bis zum Siedepunkt. Denn
363 X 6, also 2178 soll gleich sein dem Zahlenmonstrum
100010000010, also der Reihe

0-204-1-214-0-2840-22 4-0-244-0-254-0-26 4 1-274 0-28

+0:2940-2104-1.211 =042 +0-+0+0-+0-+04128+

40404042048,

was zu unserer staunenden Freude gleich ist 2178.

Unser Algorithmus der Ziffernsysteme, der einfachen
vier Rechnungsoperationen und der Kombinatorik hat
also trotz peinlicher Priifung sich tiberall bewihrt und
auf allen Linien gesiegt. Nicht einmal die ,,Dyadik*
mit ihrem ,,allerklcinsten Einmaleins** konnte ihn er-
schiittern. Das Multiplizieren in diesem System war
sogar besonders leicht. Nur die Addition verursachte
etwas Kopfzerbrechen, da im Zweiersystem 14 1=10,
bleibt eins, und 104-1=11, und weiter 114 1=100,
bleibt 10 usf. Wenn ich aber meine Zahlenreihe, die
wir uns angeschrieben haben, vor mich hinlege, dann
ist auch das Addieren ein Kinderspiel. Ich verwende
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eben da eine Art ,,Eins plus Eins‘ statt des ,,Einmal-
eins'‘, das ich bei diesem einfachsten System gar nicht
brauche.

Jeder wird es jetzt verstehen, daB der groBe Leibniz
das Zweiersystem mit der Erschaffung der Welt aus
dem Nichts verglich. Bei einem Einsersystem hitte
ich nur die Null als Ziffer. Also das pure Nichts. Ich
kann in keiner Weise eine Zahl bilden. Nehme ich
aber — Symbol fiir den Schopfungsakt Gottes — auch
nur die Eins hinzu, dann ertént das ,,es werde Licht**
durch den Kosmos der GroBen und Formen. Die un-
endliche Vielfalt aller ganzen Zahlen liegt plétzlich
vor mir, ich kann sie bilden, anschreiben, hinauf bis
zu jeder GrofBe. Ich kann ihren Algorithmus entdecken,
kann rechnen, kombinieren, variieren — kurz, das
ganze Reich der Zahl ist mir durch diesen einen Schritt
unterténig geworden.

Trotzdem aber diirfen wir uns mit dieser Hohe, auf
der wir schon stehen, nicht zufriedengeben. Neue Auf-
gaben, die an uns herantreten werden, fordern eine
groBere Allgemeinheit unserer Gedanken, erheischen
wieder und wieder neue Algorithmen. Und die Dimonen
der Mathematik, die wir zu wecken begannen, werden
uns nicht ruhen lassen, bis wir im Besitz immer neuer
Zauberzeichen der ,,wahren Kabbala‘ sind, mit denen
wir uns, so ahnen wir, einen guten Teil der sichtbaren
und der unsichtbaren Welt erschlieBen und unter-
jochen konnen.

Neuntes Kapitel
Erste Schritte in der Algebra

Nicht blo8 an einer Stelle, sondern vielleicht zehnmal,
vielleicht noch o6fter, haben wir es bisher beinahe als
quilend empfunden, daB wir zu hoherer Allgemein-
heit nicht aufsteigen durften. Wir hatten uns strenge
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Bindungen auferlegt. Wir hatten es uns verboten, das
Gebiet der natiirlichen Zahlen zu verlassen oder zu
iiberschreiten. Gleichwohl begleitete uns der Schatten
hoherer Algorithmen auf Schritt und Tritt. Und an
einer Stelle, wo sich das Ausdrucksbediirfnis nicht mehr
zuriickdimmen lieB, haben wir in verkappter und
tickischer Art das Verbot tiibertreten. Und zwar in
der Form eines besonders strafbaren Deliktes. Wir
haben nimlich eine Rechnungsoperation mit dem An-
spruch auf allgemeine Giiltigkeit nicht in natirlichen
Zahlen, sondern (man erschrecke!) in Worten durch-
gefiihrt. Wir sagten:

Dividend : Divisor = Quotient
Divisor X Quotient = Dividend.

Wie groB dieser Frevel war, werden wir erst viel
spiter ermessen konnen. Und wir haben die Untat
bei den Binomial-Koeffizienten sogar noch wieder-

Elementenzahl

holt, indem wir dort von Gber ) sprachen
Klassen-GrdBe

und den Eulerschen Operationsbefehl der Kombinatorik
anstatt mit Ziffern mit Worten versahen. Wir werden
aber jetzt nicht bereuen, sondern im Sinne des Goethe-
wortes: ,,Fehlen kann jedermann, aber wie er des
Fehlens Folgen trigt, unterscheidet den reinen vom
gemeinen Geiste'* versuchen, unseren Fehler in den
Dienst des reinen Geistes zu stellen.

Dazu ist es aber notwendig, unsere anderen Vor-
sitze peinlich streng zu halten. Und zu diesen Vor-
siitzen gehort in erster Linie unsere Vereinbarung, alles
mit dem Einfachsten und Konkretesten zu beginnen.

Wir hitten die Bodenfliche eines Zimmers auszu-
messen, um fir dieses Zimmer einen Spannteppich zu
kaufen. Das Zimmer ist nicht sehr groB. Es hat fiinf
Meter Lange und vier Meter Breite. Ohne viel zu grii-
beln, wird jeder behaupten, die Bodenfliche betrage
zwanzig Quadratmeter, da man fiinf Viererreihen oder
vier Finferreihen von Meterquadraten auf den Boden

6° 83



legen konne und legen miisse, um ihn vollstéindig zu
bedecken. Wir kénnen auch schreiben 5X 4=20 oder
4 5=20. Man sagt sogar, das Zimmer sei 4X 5 groB.
Das also wiire in Ordnung. Wenn ich ein anderes Zim-
mer zu bespannen hitte, das 6 X 8 grol wiire, wiirde
ich wieder multiplizieren und 48 Quadratmeter Spann-
teppich einkaufen usf. Was heit aber dieses ,,und so
fort' an dicser Stelle? Doch wohl nichts anderes als
jedes ,,und so fort'* in der Mathematik. Es heil3t, daB
jede weitere Rechnung nach dem gleichen ,,Bildungs-
gesetz' vorzunehmen ist. Was ist aber ein ,,Bildungs-
gesetz'*? Wieder nichts anderes als ein hoherer all-
gemeinerer Befehl. Er lautet in unserem Falle: ,,Wenn
du die Fliche eines rechteckigen Vierseits gewinnen
willst, dann multipliziere die Linge mit der Breite.*
»Welche Linge mit welcher Breite?** fragen wir zu-
riick. ,,Nun, jede jewecils gegebene Linge mit der dazu
gehorigen gegebenen Breite. Oder multipliziere auch in
verkehrter Reihenfolge. Denn auch ganz allgen ein ist
die Multiplikation durch Vertauschbarkeit der Fak-
toren (durch Kommutativitit) ausgezeichnet. Jeder
wird jetzt einwerfen, er wisse, um was es sich hier
handle: Um eine Formel! Und zwar um die Formel
zur Berechnung der Fliche des Rechtecks. GewiB, es
handelt sich um diese Formel, die man fiir gewohnlich
Fr=a-b anschreibt. Fg hei8t Fliche des Rechtecks.
Und a-b oder b-a heiBt Linge mal Breite oder Breite
mal Lange. Was aber in aller Welt haben wir jetzt
wieder angestellt? Zuerst haben wir den Algorithmus
und den Befehl auf Worte, hier sogar auf Buchstaben
ausgedehnt.

Wir wollen nicht weiter forschen, sondern sogleich
ein anderes Beispiel bringen. Jedermann ist es Kklar,
daB ein Apfel plus zwei Apfel die Summe von drei
Apfeln liefert. Vier Apfel und drei Birnen dagegen sind
entweder 7 Obststiicke oder aber eine neue Mengen-
einheit, etwa ,,Teller voll Obst“. Ebenso sind 5 Apfel
mal drei gleich 15 Apfel. Und 27 Birnen dividiert durch
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9 sind 3 Birnen. Wenn ich fiir Apfel a, fir Birnen b
und fiir Obststiicke ¢ schreibe; weiter fiir ,,Teller voll
Obst** etwa d, so kann ich ansetzen:
la4-2a=3a; 4a-+3b=7¢c oder 4a-}3b=d;
5aX 3=156a; 27b:9=3b.

Das sieht nun schon verzweifelt nach einem neuen
Algorithmus, nach einer neuen selbsttiitigen Denk- und
Rechenmaschine aus. Nun gehe ich aber noch weiter und
stelle mir ein neues Problem: Ich frage jetzt nach etwas.
Etwa: ,,Wieviel Einheiten muf ich zu 28 addieren, um
cine Zahl zu erhalten, die dreimal so groB ist wie die
gesuchte Zahl der Einheiten?** Wie gesagt, wir kennen
diesec Zahl noch nicht, die ich zu 28 addieren soll. Sie
ist mir unbekannt. Und heiBt daher die ,,Unbekannte*.
Sie ist, wic man auch im gewdhnlichen Leben sagt,
»,das unbekannte x** in unserer Rechnung. Nennen wir
sie also x. Ich soll also dieses x zu 28 addieren. Gut.
Das kann ich schreiben. Damit ist der erste Befehl
ausgefithrt. Nun soll dieses x-428 aber gleich sein
der dreifachen unbekannten Zahl. Zu unserem Staunen
hat sich hier plétzlich das bisher nur als Konstatierung
oder als Vollzugsmeldung aufgetretene Gleichheits-
zeichen (=) plétzlich in einen Befehl verwandelt. Und
zwar in den Befehl x4-28=3x, was soviel heilt wie:
x+28 soll gleich sein oder soll gleichgemacht werden
dem dreifachen x, dem 3-x oder dem 3x1). Aber wie?
Nun, wir wollen solange fiir das x Zahlen suchen, bis
der Gleichmachungsbefehl ausgefithrt ist. Und wir
finden, daB bei x=14 sich schreiben liBt: 14}-28=3-14
oder 42=42, was offensichtlich richtig ist.

Aber auch hier wollen wir noch nicht verweilen. Wir
merken bloB an,daB diese sonderbare ,,Gleichmachungs*‘-
maschine eine Gleichung heit und daB zur ,Auf-

1) 3x kann ich for 3-x deshalb schreiben, weil auch
3 Teller dreimal Teller oder dreimal ein Teller sind usw.
Der ,,Koeffizient** ist in diesem Sinne nichts anderes als
ein verkappter Multiplikator.
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losung’* solcher Gleichungen die Kenntnis zahlreicher
Regeln notwendig ist. Wir werden all das genau kennen-
lernen. An dieser Stelle aber wollen wir nicht vor-,
sondern zuriickblicken und iiberlegen, wodurch die
Beispiele vom Bodenteppich, von den Apfeln und Birnen
und von der unbekannten Zahl x miteinander zu einer
Art Verwandtschaft verbunden sind.

Vorlaufig kénnen wir nur etwas AuBerliches fest-
stellen. Wir haben plotzlich unsere gleichsam nackten
natiirlichen Zahlen verlassen und Buchstaben mit Zif-
fern verbunden; wobei wir auBerdem noch diese neuen
Symbole durch unsere schon bekannten Verkniipfungs-
symbole oder durch die Befehle miteinander verbanden.
Wir wenden also jetzt unsere algorithmischen Kiinste,
unsere ,,wahre Kabbala* plotzlich nicht nur auf Zif-
fern, sondern auf irgendwelche Dinge an. Auf Dinge,
von denen ich von vornherein oft gar nicht weill, was
sie bedeuten. Der Buchstabe a war einmal die Linge
des Zimmers, dann ein Apfel. Er kann aber auch weder
ein Apfel noch eine Linge, sondern eben das a selbst
sein. Denn drei Buchstaben a mal 7 sind 21 Buch-
staben a. Er kann aber noch weniger sein als der Buch-
stabe a. Namlich irgend etwas. Gleichsam ein ,,Irgend-
etwas‘‘, bei dem nur gefordert wird, daB es in derselben
Rechnung stets dasselbe vollkommen unbestimmte
»irgendetwas bleibt. Denn auch drei noch unbe-
stimmte ,,Irgendetwas* plus zwei noch unbestimmten
nirgendetwas'* sind gleich fiinf noch unbestimmten
nirgendetwas*’. Und das unbekannte x ist noch érger.
Es ist nicht nur unbestimmt, sondern muB3 erst ge-
sucht werden. Es ist dic gesuchte Losung eines mehr
oder weniger verwickelten mathematischen Rétsels.

Auf jeden Fall haben wir eine neue Begriffsschrift
cingefiihrt, bei der den Schriftzeichen recht nebulose
Gegenstiinde oder Groflen entsprechen. Sie sind noch
chaotisch, ungeformt. Und durchaus nicht von Gott
erschaffen wie die natiirlichen Zahlen. AuBerdem alles
andere, nur nicht eindeutig.
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Eben deshalb aber, weil sie nicht eindeutig sind, weil
sie gleichsam eine Generalvollmacht darstellen, einen
Blankowechsel, in den ich mir nach Belieben den Be-
trag einsetzen kann (mit Ausnahme des x, bei dem ich
unter Umstéinden einen bestimmten Betrag einsetzen
muB), erlauben mir diese Symbole, die Gestaltbilder
gewisser Bezichungen vollkommen allgemein und fiir
jeden Fall gultig hinzuzeichnen. Fgp=a-b ist nicht
nur der Flicheninhalt meines Zimmers, sondern die
Bodenfliche jedes rechteckigen Zimmers. Mehr noch:
Es ist der Flacheninhalt jedes Rechtecks tiberhaupt!
Und 3a-+4-2a=>5Ha ist ebenso die richtige Summe von
drei und zwei Apfeln als von drei und zwei Linealen
und von drei und zwei Lokomotiven. Es ist aber auch
die richtige Summe von drei plus zwei Buchstaben a,
von drei plus zwei Ziffern, von drei plus zwei Fiinfern
oder Dreizehnern, also tiberhaupt von drei plus zwei
gleichartigen Dingen oder Grdfen. Aber auch, noch
nebelhafter, von drei plus zwei ,,Irgendetwas*.

Wieder hat uns eine ,,wahre Kabbala‘, eine bloBe
Art der Schreibung, einen neuen Zauber geliefert. Den
Symbolzauber der allgemeinen Rechnung oder der Al-
gebra. Korrekter gesagt sind wir in den Besitz von
allgemeinen Zahlen gelangt, die sich durch vorlaufige
Unbestimmtheit von den natiirlichen oder konkreten
Zahlen unterscheiden.

Bevor wir aber unseren neuen groBen Zauber, diese
»ars magna‘ (groBe Kunstfertigkeit) oder ,,artium
ars* (Kunst der Kiinste), wie man sie auch genannt
hat, niher untersuchen, wollen wir ein paar Worte
iiber ihren Ursprung und iiber die Geschichte ihres
Namens einfiigen. Derselbe arabische Mathematiker
Alchwarizmi, den wir schon als Paten des Wortes
Algorithmus kennengelernt haben, verfaBte unter an-
deren eine Abhandlung, betitelt ,L’Al’djebr ou ’al
moukabalah*. Die genannte Abhandlung bezog sich auf
gewisse Rechenvorschriften fiir Gleichungen, die wir
hier noch nicht erértern kénnen. Wir wollen aber fest-
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stellen, daB eine sonderbare Laune der Geschichte es
fugte, Alchwarizmi doppelt zu verewigen: Sein ver-
ballhornter Name ergab den Ausdruck ,,Algorithmus**
und der verballhornte Titel der erwéhnten Abhandlung
wurde zum Wort ,,Algebra‘‘.

Nun war der Tatbestand durchaus nicht etwa so,
daB das Abendland eine vollstiindig fertige Kunst, eine
feste Schreibweise oder cin geschlossenes System des
Buchstabenrechnens von den Arabern {ibernommen
hétte. In einer langen Entwicklung, die von den alten
Indern iiber die Araber, iiber Vieta bis auf Descartes
und Hudde reicht, vervollkommnete sich Schritt fiir
Schritt unsere ,,groBe Kunst‘. Bis sie, so ecigentlich
erst am Ende des 17. Jahrhunderts, eine Allgemein-
heit, Gelenkigkeit und Ausbildung erreichte, die der
unseren halbwegs &hnlich ist. Erst bei Leonhard
Euler aber finden wir fast durchweg cine Schreib-
weise, die von uns als voll gegenwirtig empfunden
werden kann. Wir werden ibrigens in anderem Zu-
sammenhang noch mehr als einmal auf die Geschichte
der Algebra zuriickkommen, die hier nur allerfliichtigst
angedeutet wurde.

Nun aber bitte ich, sich durch etwas philosophi-
schere Erwigungen, die wir gemeinsam anstellen miis-
sen, nicht abschrecken zu lassen. Ihre wirkliche Schwie-
rigkeit wird weit geringer sein als etwa die Umrechnung
von einem Ziffernsystem in ein anderes. Wir wollen
uns aber eben durchaus nicht mit mechanischen Rechen-
regeln begniigen, sondern dem inneren Bau der Algebra
auf den Grund gehen.

Zehntes Kapitel

Algebraische Schreibweise

Kehren wir zuerst zu unserer Zimmerbodenfliche
und zum Spannteppich zuriick. Nur daB wir auch hier
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einen Schritt der Verallgemeinerung machen wollen,
und nicht mehr den Gegenstand, sondern nur mehr
dic Form betrachten werden. Wir werden also jetzt
und in Zukunft vom ,,Rechteck* sprechen. Von einer
geometrischen Form, die dadurch gekennzeichnet ist,
daB vier, paarweise parallele Gerade (Strecken) ein
Viereck mit vier sogenannten rechten Winkeln bilden,
also paarweise aufeinander senkrecht stehen, in senk-
rechter Art zusammenstoBen. Das ist die Flichen-
gattung, fiir die unsere Formel Fp=a-b gilt; wobei
(was wir ‘willkiirlich festsetzen) a die lingere Seite,
die Linge, b dagegen die kiirzere Seite, die Breite, be-
deutet. DaB also etwas ,,breiter als lang* ist, kommt
fir uns infolge dieser Definition nicht in Betracht.
»Breiter als lang* hat n#mlich, rein geometrisch und
groBenmiilig betrachtet, tiberhaupt keinen Sinn. Es
ist vielmehr sinnvoll bloB in bezug auf die Lage eines
Gegenstandes. Doch das nur nebenbei.

Nun kommen wir gleichsam zur ,,algebraischen* Be-
dcutung des Produkies a-b, wenn wir uns die All-
gemeinheit dieser Formel voll vergegenwirtigen. Das
a kann jede belicbige Zahl bedecuten, die zwischen 0
und einer unendlich groBen Zahl liegt. Vorausgesetzt,
daB es unserer Nebenbedingung entspricht und jeweils
grofler ist als das danebenstehende b, das ebenfalls
jede beliebige Zahl bedeuten kann. Ein Rechteck 2 X 1
ist ebenso denkbar, wie ein solches von den AusmaBen
1,994.373 X 284.786 und in beiden Fillen bedeutet das
Ergebnis der Mulliplikation den Flicheninhalt, aus-
gedriickt in Quadrat- (Geviert-) Einheiten, deren Be-
deutung vorldufig nicht untersucht werden soll, da sie
jedem von uns als Quadratmeter, Quadratzentimeter
usw. hinléinglich bekannt sind. Nun wollen wir unseren
algebraischen Algorithmus an den Grenzen seiner An-
wendungsméglichkeit prifen. Und wollen zu diesem
Behuf bei feststehender Linge die Breite so groB als
moglich wachsen und so stark als méglich abnehmen
lassen. Da gibt es nun, unter Beachtung unserer Fest-
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setzungen, zwei ,,Grenzfille', zwischen denen alle
tibrigen ,,Normalfille’* liegen. Es kann nimlich ge-
schehen, daB die Breite ebenso groB wird wie die Lénge,
so daB man nicht mehr weil}, was Liinge und was Breite
ist. Also das b wird gleich dem a, die Breite ist bis
zum Betrag der Linge gewachsen. Dazu wird bemerkt,
daB unser Wachstum nicht kontinuierlich, sondern
sprunghaft von Zahl zu Zahl weiterschreitet, da wir ja
bisher nur die natiirlichen, ganzen Zahlen gebrauchen.

’ R

>b

o 1 2 3 4 5

Fig. 2

>0

Da nun b gleich wird mit a, kann ich schreiben:
Frp=a-a, was wir schon als Produkt gleicher Fak-
toren in der Form einer Potenz kennengelernt haben.
aX a ist also gieich a2, ,,a der Zweiten'* oder auch ,,a
zum Quadrat‘’. Aus dem Rechteck ist ein Quadrat
geworden. Ich gebe zu, daB wir unsere Bedingung, dafl
die Linge stets groBer sein mull als die Breite, etwas
weitherzig ausgelegt haben. Némlich in ihrer negativen
Form: ,,Die Breite darf nicht groBer sein als die
Lange. Wir haben also ein wenig geschwindelt und
haben eine ,,Liicke des Gesetzes** beniitzt, um uns ein-
zuschleichen. Das wollen wir jedoch auf uns nehmen
und nun den zweiten ,,Grenzfall** suchen. Was geschieht,
wenn die Breite so klein wie méglich, wenn sie Null
wird? Fr=a-0=0! Also die Fliche des Rechtecks
wird Null. Geometrisch gesprochen: Es bleibt als

90



,,Rechteck nur eine Strecke a, und die ist nach den
Regeln der Geometrie nur nach einer Richtung hin
ausgedehnt, néimlich nach der Lénge. Eine Breite be-
sitzt sie durchaus nicht. Also habe ich nach der Flichen-
formel das Gegenteil einer Fliche errechnet. Fiirwahr
eine erstaunliche Kraftprobe unseres Algorithmus und
ein guter Beweis des Incinanderspielens mehrerer Algo-
rithmen: des ,,algebraischen' und des puren Zahlen-
algorithmus. Unsere Denkmaschine beginnt erfreulich
sicher zu funktionieren. Wir wagen uns deshalb an
eine weit schwerere Aufgabe. Wir stellen eine zweite
Nebenbedingung. Dafl sich némlich die Léinge zur
Breite ganz allgemein verhalten soll wie 5 zu 2. Ob
das fiinf und das zwei Lichtjahre, Kilometer oder Klei-
neres sind, ob es liberhaupt im Metersystem ausge-
driickt wird, ist gleichgiiltig. Es konnten Zoll, Werst,
Yards, altgriechische Parasangen, Kinder-Nasenliingen,
Spannen, FuB, Stadien, was immer sein. Fp=a-b=
=5X 2=10. Der Flicheninhalt unseres Rechtecks ist
stets funf mal zwei gleich zehn GeviertmaBen des vor-
geschrichenen MaBsystems. Nun wollen wir uns, ohne
ein bestimmtes MaB zu fordern, die Sache in verschie-
dene Einheiten untergeteilt hinzeichnen.

1 2 3 s s

Fig. 3

Jedes dieser Rechtecke hat, in seinem besonderen
MaB gemessen, 10 Gevierteinheiten seiner MaBgrée
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an Flacheninhalt. Stets stimmt die Formel: a=5,
b=2, folglich a:-b=5X2=10. Wenn ich mir nun,
wieder nicht kontinuicrlich, sondern mit einem letzten
merkbaren Sprung, das kleinste aller méglichen Recht-
ecke erzeugt denke, in dem jetzt sowohl die Linge als
die Breite Null werden, dann ergibt die Rechnung
Fp=a:-b=0X0=0. Unser kleinstes Rechteck hat
also wieder die Fliche Null, das heiBt, es entbehrt
iiberhaupt ciner Flichenausdehnung. Wihrend aber im
vorhergeschilderten Fall wenigstens die Liinge zuriick-
blieb (oder, was man bei Verletzung unserer ersten
Bedingung: ,,Linge stets groBer als Breite** auch hatte
durchfithren kénnen, wenn man die Breite gelassen
und die Lénge auf Null gebracht hitte, so da 0 X b=0),
sind in unserem jetzigen Fall die Fliiche, die Linge und
die Breite zugleich verschwunden. Zuriickgeblieben ist
ein pures Nichts, ein geometrischer Punkt, ein Gebilde
ohne jede Ausdchnung. Es ist aber ritsclhafterweise
doch noch etwas anderes zuriickgeblicben, was wir im
ersten Schrecken iibersehen haben. Namlich dic Be-
dingung, daB sich die Seiten des Rechtecks wie 5 zu 2
verhalten. Da sich diese Bedingung als vollkommen
unempfindlich gegen MaBsystem und absolute GréBe
zeigte, da sie Formbeharrung (Struktur-Invarianz) gegen
jede, aber auch jede GréBen bewies, diirfen wir den Satz
der griechischen klassischen Geometrie, das Gesctz
Euklids, daB das Verhiltnis zweier Gréfen von
deren absoluten GroBen unabhingig sei, als allge-
meinsten Satz fordern. Und wir behaupten, natiir-
lich durch keine Anschauung unmittelbar unterstitzt,
dafl auch innerhalb unseres Punktes die nicht mehr
vorhandene Lénge des nicht mehr vorhandenen Recht-
ecks sich zu seiner nicht mehr vorhandenen Breite ver-
halte wie 5 zu 2. Kurz, das ,,Nichts fiinf* mal dem
,,Nichts zwei* gibt als Fliche das ,,Nichts zehn‘. Also
die Fliche eines bizarren nichtexistenten Rechtecks,
das ein mathematischer ausdehnungsloser Punkt und
doch ein Rechteck ist. Wenn wir das niimlich nicht
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annehmen, geraten wir von der anderen Seite, rein
algebraisch und algorithmisch, in die Zwickmiihle.
Schreiben wir, der Denkmaschine und der wahren
Kabbala blind vertrauend, einmal unsere Bedingung
als sogenannte Proportion

a verhilt sich zu b sowie 5 sich zu 2 verhilt, oder
a:b=>5:2,
cine Schreibart, die jedem von der Elementarschule her
bekannt ist. Wenn ich nun a und b gleichzeitig bis auf
Null verkleinere, erhalte ich
0:0=5:2.

Wenn nun weiter plotzlich die beiden Nullen das
gleiche bedeuteten, dann wiirde 0:0 gleich eins. Denn
jede Zahl durch sich selbst dividiert gibt eins. Dann
miite aber, damit der Gleichheitsbefehl zu Recht be-
steht, auch 5 dividiert durch 2 gleich 1 sein, was offen-
bar eine unsinnige Forderung ist. Ich habe also, nach
dieser Uberlegung, nur die Wahl, mir die sogenannte
»Proportion** so vorzustellen, daB die beiden Nullen
sich zu:inander wie 5:2 verhalten. Und man sagt
dann, daB 0 durch 0 dividiert an sich ein unbestimmter
Wert sei, der von Fall zu Fall indirekt bestimmt werden
miisse und auch bestimmt werden diirfe.

Wir sind aber jetzt in der zweiten Zwickmiihle. Es
gibt eine Regel fiir die Proportion, die besagt, daB das
Produkt der beiden AuBenglieder dem Produkt !der
Innenglieder gleich sein miisse. Wenn also

0:0=5:2, dann muB
0X 2 gleich sein 05
und das ist tatsidichlich richtig, da ja 0X 2 gleich 0,
also dasselbe wie 0 X 5=0 ist. Der Deutlichkeit halber
moge die Regel iiber di¢ Produkie der &ulleren und der
inneren Glieder an einem anderen Beispicl demon-
striert werden.
13:39 =7:21, woraus folgt
13X 21=39X 7 oder 273=273.
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Nun sind wir aber noch nicht fertig mit unseren
Zweifeln. Denn wir koénnen die Richtigkeit der Pro-
portion algebraisch auch auf andere Art erhalten. In-
dem wir schrieben:

(5% 0):(2%x 0)=(5%x 1):(2% 1), was wieder
0:0=>5:2 ergiibe.

Ich bin zu dieser Schreibweise berechtigt, da ich ja
die ins Verhiltnis zu setzenden Einheiten voraus-
setzungsgemil so gro wahlen darf als ich will. Also
als Nullen oder als Einser oder als Zweier usw., da sich
die Richtigkeit eines Verhéltnisses nicht dndert, wenn
ich beide Glieder mit einer beliebigen Zahl multipliziere.

Wir sind jetzt — mit voller Absicht — zu einer Zeit,
wo wir noch nicht einmal die einfachsten Regeln der
Algebra beherrschen, tief in die Grundlagen der héheren
Mathematik, der Unendlichkeitanalysis, eingebrochen.
Wir sind dabei, allerdings bloB ungefdhr, einem Ge-
dankengang des groBen Leibniz gefolgt, der Ahnliches
unter dem Titel: ,,Herleitung der Differentialrechnung
aus dem gewohnlichen algebraischen Kalkil‘* darlegte.
Wir haben aber natirlich dadurch noch nicht die
Grundwiderspriiche, unsere ,,Zwickmiihlen*, aufgeklirt.
Wir wissen nur, daBB wir vor der Wahl stehen, entweder
Unvorstellbares annehmen zu miissen, indem wir
einen nach beiden Richtungen unausgedehnten Punkt
als Rechteck unterschiedlicher Seitenlinge denken
sollen; oder aber den Algorithmus, das Rechensystem,
die Sicherheit der Proportion zum Teil aufzugeben. Auf
jeden Fall macht uns die ,,verriickte’* Annahme des
verschieden groBen Nichts nach L#nge und Breite
weniger Unannehmlichkeiten als die starre Leugnung
solcher MOglichkeiten.

Nun verlassen wir aber, scharf von unserem Wider-
sacher geriigt, unsere vorgreifenden Betrachtungen
und wenden uns jetzt den Apfeln und Birnen zu. DaB
ein Apfel plus fiinf Apfeln gleich sechs Apfeln ist, dirfte
als Problem fiir uns vorldufig nicht in Betracht kommen
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Boser sieht es schon aus, wenn wir einmal behaupten,
3 Apfel plus 5 Birnen scicn 8 Obststiicke oder auch
wieder ein Teller Obst. Wenn wir den Apfel mit a,
die Birne mit b, das Obststiick mit ¢ und den ,,Teller
voll Obst** mit d benennen, dann diirfen wir schreiben

3a4-5b=8c¢ oder
3a+5b=d.

Da es nun eine unanfechtbare Wahrheit der Mathe-
matik ist, daB zwei Gr6Ben, die einer dritten gleich sind,
auch untereinander Gleichheit aufweisen, ergibt sich

8c=d

oder 8 Obststiicke bedeuten einen Teller voll Obst.
Auch diese SchluBfolgerung wollen wir noch als un-
problematisch hinnehmen, da wir sie ja eigentlich de-
finitorisch vorausgesetzt haben, als wir aus der Addition
von 3 Apfeln und 5 Birnen den neuen Artbegriff eines
Tellers von Obst, und zwar eines bestimmten, eben so
zusammengesetzten bildeten. Viel mysteridser ist die
Behauptung, daB 3 Apfel plus 5 Birnen 8 Obststiicke
seien; obgleich sie auf den ersten Blick selbstversténd-
licher erscheint als die Behauptung iiber den Teller.
Sie hat nimlich eine schwerwiegende Folge. Wenn
wirklich 3 Apfel plus 5 Birnen gleich 8 Obststiicken
sein sollen, dann habe ich unbewuBt eine Rechnungs-
operation durchgefiihrt. Ich habe némlich in gewissem
Sinn durch Bildung eines Oberbegriffs eine Gleichheit
der Apfel und Birnen auf hoherer Ebene erzeugt. So-
bald ich in Obststiicken zu rechnen beginne, brauche
ich tiberhaupt nicht mehr a und b und c zu schreiben.
Ich kann dann einfach 34-5=8 schreiben und alle
Bezeichnungen bis zum Endresultat vernachlassigen.
Prinzipiell ist die Rechnung in Obststiicken nichts
anderes, als ob ich fiberhaupt nur Apfel oder nur Birnen
vor mir hitte. Jede einzelne Frucht ist ein Obststiick
und a wird gleich b und beides ist gleich ¢ (a=b=c).
Ich rechne also nicht mehr mit den Buchstaben, son-
dern mit den ,,Koeffizienten*.
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Nun kann ich aus dieser Betrachtung einen sehr all-
gemeinen, alles Bisherige verbindenden Begriff der
»Algebra* gewinnen. Bekanntlich bleibt jede GroBe,
wenn sie mit 1 multipliziert wird, sich selbst gleich. Daher
kannich, um die gewohnliche Zahlenrechnung als Unter-
fall in die Algebra ecinzubezichen, siimtliche moglichen
Zahlen einfach als Koeffizienten betrachten, wiihrend
an Stelle der Apfel oder Buchstaben tiberall ,,Einser*
treten. 5 Einser plus 17 Einser geben 22 Einser. Oder

54-17=22.

9348 Einser mal 15=140.220 Einser oder 9348 X 15=
=140.220. Alle Rechnungen mit unbenannten Zahlen
in irgendeinem Zahlensystem sind also algebraische
Operationen von Zahlen, die mit ,,Einsern‘ benannt
sind. Oder Operationen mit Koeffizienten von ,,Ein-
sern‘. Dadurch haben wir einen priichtigen ununter-
brochenen Zusammenhang, einen kontinuierlichen, ste-
tigen Ubergang aus den Ziffernsystemen zur Algebra
gewonnen. Es sei noch bemerkt, daBl die Multipli-
kation mit der Eins natiirlich in jedem, selbst im dyadi-
schen System die multiplizierte Zahl selbst als Resultat
liefert. Alle Ziffernsysteme sind formbeharrend, in-
variant gegeniiber der Multiplikation mit eins.

Nach dieser Zusammenfassung alles Bisherigen, glaube
ich, wird es jetzt keine grundsitzliche Schwierigkeit
mehr geben, tiefer in die Algebra einzudringen. Zuerst
eine Vorfrage. MuB man stets mit Buchstaben und
Zahlen gemischt rechnen? Oder kénnte man, wie man
mit Zahlen allein rechnet, so auch mit Buchstaben
allein rechnen? Eine sehr berechtigte Frage, die wir
sofort nidher untersuchen wollen. Wir wollen sie als
das ,,Problem der allgemeinen und konkreten Koeffi-
zienten'* formelméBig fiir unseren eigenen Gebrauch
umschreiben.

Was ,,konkrete Koeffizienten* sind, haben wir an
mehr als einer Stelle schon gezeigt. Plump gesprochen,
sind es die Bezeichnungen fiir die Mengen irgendwelcher
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Einheiten. Bei 5a ist 5 der Koeffizient, a die Einheit,
in der ich rechne. Bei 5a47b+4-3c¢+4-8d... sind 5, 7,
3, 8 die Koeffizienten, a, b, ¢, d ... die verschiedenen
Einheiten, derer ich mich bedienc. In diese ,,Einheiten*
oder ,,allgemeinen GréBen‘* darf ich jede beliebige
Zahl cinsctzen, wenn ich dicse eingesctzte Zahl nur
durch die ganze Rechnung bis zum Ergebnis festhalte.
Die eingesetzte Zahl bleibt in der ganzen Rechnung
dieselbe, bleibt gleich, konstant, unverénderlich. Daher
nennt man a, b, ¢, d ... auch ,,Unveriinderliche** oder
»,konstante GroBen oder cinfach ,,Konstante*‘. Eine
Jahrhunderte alte Entwicklung und Ubereinkunft hat
es mit sich gebracht, dal man die Konstanten im all-
gemeinen mit den kleinen Buchstaben des lateinischen
Alphabets bezeichnet. Und zwar mit Buchstaben vom
Anfang des Alphabets bis etwa zum u hinauf. Von
u ab sind die Buchstaben fiir andere Zwecke reserviert,
die wir spiiter erdrtern werden. r, s und t nehmen eine
Art von Zwischenstellung ein und diirfen nur dann, wenn
es unvermeidbar?) ist, als ,,Konstanten'* beniitzt werden.
Aber auch am Beginn des Alphabets sind mehrere
Plitze konventionell besetzt. Der Buchstabe e dient
seit Euler ausnahmslos zur Bezeichnung der Basis des
sogenannten ,,natiirlichen Logarithmensystems®, der
Buchstabe i seit GauB} als Schreibung der ,,imaginiiren
Zahl** und der Buchstabe h wird in der héheren Mathe-
matik gern als beliebig kleine ZuwachsgroBe verwendet.
Auch das d ist (als Operationssymbol der Differential-
rechnung) bei Konstantenbezeichnungen in der hiheren
Mathematik zu vermeiden. Da wir nun in einer gréBeren
Rechnung als Alphabet nur a, b, ¢, f, g, k, I, m ...
hitten und diese unterbrochene Reihenfolge der wahren
Eleganz und Ubersicht widerspricht, bedient sich die
modernste Algebra (auch noch aus anderen gewichtigen
Griinden) der im Wesen von Leibniz vorgeschlagenen

') Z. B. wenn zahlreiche Buchstaben in lexikographi-
scher Anordnung erforderlich sind, wie bei Koeffizienten
langer Potenzreihen.
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indizierten oder Indexschreibweise. Allgemeine GroBen
gleicher Art, etwa Summanden einer additiven Reihe,
werden mit dem gleichen Buchstaben geschrieben, dem
rechts unten als Unterscheidungsmerkmal der soge-
nannte Index angefiigt ist. Also a,, a,, a; as, usw.
Als Beispiel zeigen wir eine beliebige dekadische Zahl
in dieser Schreibart, wobei wir sogar den Index 0
verwenden.

Deckadische Zahl =ag10°4-a,10'+a,10%4ag10%+4
+a 104} usw.

Mein Widersacher, den ich absichtlich provozierte,
fihrt sofort dazwischen und wirft mir ein, daB ich hier
die Koeffizienten mit Buchstaben bezeichnete, wihrend
ich fir die Einheiten Zahlen schrieb. Recht so! Wir
wollen ja sehen, wie wir tiberhaupt ohne Zahlen aus-
kommen koénnen.

Wir miissen aber griindlicher antworten, um den
Widersacher zum Schweigen zu bringen, denn er gesti-
kuliert noch immer. Also zuerst: a, a,, a, ag usw.
bedeutet nur, daB an diesen Stellen, in der Reihenfolge
der ,,Indizes*, Ziffern stehen konnen. Sonst nichts.
Hier bei der Dekadik natiirlich nur Ziffern von 0 bis 9.
Dabei darf auBerdem neben der héchsten Potenz nur
eine der Ziffern 1 bis 9 stehen, da ja die Zahl nicht mit
Null beginnen soll. Also zwei ,,Nebenbedingungen‘‘.
Innerhalb dieses Rahmens kann ich fiir jedes a stets
die Ziffer setzen, die mir paBt. Also a,=5, a,=7,
a,=1, ag=4, a,=0, azj=2. Ich hiitte dann die dekadi-
sche Zahl 204.175. Ich konnte aber auch wihlen:
a,=0, a,=2, a,=5H, ag=9, a,=8, a;=9 und hiitte
die Zahl 989.520; oder a,=0, a,=0, a,=0, a;=0,
a,=0, a;=6 und hitte 600.000 usw. Ich habe also
durch meine Schreibweise das Gestaltbild einer de-
kadischen Zahl gegeben, die natiirlich auch nicht sechs-
stellig sein muB. Ich kénnte ja aq, a,, ag, a,, a;, usw.
durch irgendwelche Ziffern ausdriicken und erhielte
dann irgendeine 7-, 8-, 9-, 10-, 11-zilfrige Zahl. Ich
darf natiirlich auch anders indizieren. Etwa:
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a,10%4}-a,10'4a410%--a,10%4a,;10%4a,1054- . . .,
wodurch ich den Vorteil gewinne, da mir der héchste
Index sofort die Stellenanzahl der Zahl sagt, wihrend der
Potenzanzeiger die Nullenanzahl angibt. Wir sehen also,
daB wir schon wieder cine selbsttitige Denkmaschine,
einen Algorithmus der Ordnung, gewonnen haben.

Wie wir es schon gewohnt sind, wollen wir jetzt
weiter verallgemeinern. Wir wollen jetzt nicht mehr
eine dekadische, sondern eine Zahl irgendeines Systems
schreiben, wobei wir wissen, daBl dic Grundzahl eines
Stellenwertsystems mindestens zwei (Dyadik) betragen
muB, wiithrend die Koeffizienten von der 0 bis zu einer
Zahl laufen diirfen, die um cins kleiner ist als die Grund-
zahl, Die hochste Stellenziffer (der jeweils neben der
hochsten, noch verwendeten Potenz stehende Koeffi-
zient) dagegen darf nur von 1 bis zu der um eins ver-
minderten Grundzahl ,,Jaufen‘. ,,Laufen‘ heilt in der
Mathematik, daB eine allgemeine Zahl alle Werte zwi-
schen den jeweiligen Grenzen annehmen darf. Hier na-
tirlich nur ganzzahlige.

Wohl vorbereitet wollen wir noch eines feststellen:
Die Grundzahl werden wir allgemein g nennen. Da sie
stets gleich bleibt, das heiBt innerhalb des Systems
sich nicht &ndern kann und darf, erhilt sie keinen
Index. Wohl aber einen Potenzanzeiger, da ja das
Steigen der Potenzen von Stelle zu Stelle das Wesen
eines Stellenwertsystems ist. Nun kénnen wir schon
schreiben: Zahl des Systems g=a,g’}a,g'} asg%+
+a,g3tazgt+a,g°+ ... Nun will ich daraus eine
Zahl des Sechsersystems machen. g ist also gleich
6, wihrend a,;, a, usw. nur von 0 bis einschlieBlich 5
laufen diirfen. a4, die ich als hochste Stelle willkirlich
festsetze, sogar nur von 1 bis 5. Also etwa: a,=2,
a,=3, a;=0, a,=b, a;=1, ag=2.

Reihe=2-:6943-6'40-62+5-6% 4 1-6% - 2:65 (deka-
disch) oder als Zahl des Sechsersystems 215.032.

Nun verwende ich dieselbe allgemeine Reihe fiir das
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Zweiersystem und wihle: a,=1, a,=0, a;=0, a,=1,
a,=0, ag=1.

Zahl des Zweiersystems=101.001 (g ist dabei 2).
Oder ich will im Dreizehnersystem arbeiten, also mit
g=13. Dabei sei a,=9, a,=A, a,=5, a,=0, a;=C,
ag="7. Also: Zahl des Dreizchnersystems="7C0.5A9
(wobei wir A und C als Ziffern betrachten).

Man sieht, daB ich mit obiger Reihe a,g%-a,g!4-. ..
das allgemeine Gestaltbild jeder Stellenwertzahl vor
mir habe. Ich brauche bloB unter Beachtung gewisser
Bedingungen einzusetzen.

Wir koénnen es an dieser Stelle noch gar nicht ermessen,
was wir damit gewonnen haben. Es ist die allgemeinste
Aufgabe, das Endziel der Algebra, nunmehr mit diesen
Strukturbildern zu rechnen, als ob es wirkliche Zahlen
wiiren. Das heilit, ich darf den Algorilhmus konkreter
Zahlen auf allgemeine Zahlen anwenden. Ich kann sie
addieren, subtrahieren, multiplizieren, dividieren, po-
tenzieren usw. Und brauche dann erst in das Ergebnis
konkrete Zahlen einzusetzen, wenn es mir nicht iiber-
haupt geniigt, die allgemeine Formel, gleichsam ein
neues Gesetz, als Ergebnis aufzubewahren, um es irgend
einmal zu verwenden.

Nun haben wir aber noch immer nicht die Frage be-
antwortet, ob wir unter Umstéinden auch ganz ohne
Ziffern auskommen konnen. Wir wissen zwar schon,
daB man nicht nur ,,Einheiten‘’, ,,Konstanten* mit
Buchstaben schreiben kann, sondern sogar die Koeffi-
zienten. Wir haben aber als ,,Anzeiger** noch immer
Ziffern verwendet. Rechts unten bei den Koeffizienten
als Platznummer, als Reihenfolgeanzeiger, rechts oben
bei der Grundzahl als Potenzanzeiger. Denken wir nun
energisch von den Zahlensystemen weg, vergessen wir
sie einfach und schreiben wir uns eine summarische
Aufeinanderfolge allgemeiner Zahlen, irgendeine, meinet-~
wegen abgeschlossene Reihe an, in der tiberhaupt keine
Ziffer vorkommt, und sehen wir dann zu, ob wir dieser
Reihe einen konkreten Sinn abgewinnen kénnen. Etwa:
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258" +ap8® +808°+-2ag1 +a.8°+-arg!+8538+angh*).
Was kann das heiBen? Nun, es kann heillen, was wir
wollen! Mit der einzigen Einschriankung, dafl g stets
gleich bleiben soll und daB die Indizes und die Potenz-
anzeiger steigend geordnet sind, da uns dies durch
dic alphabetische Reihenfolge nahegelegt wird. Fiigen
wir noch Ganzzahligkeit als Bedingung hinzu, dann
kann unsere Reihe lauten:

15:75 - 8-7° 4-932-7104-20- 713 0-7254-1- 726410 749

+ 42.535- 71:000-000 gder 0-0°4-0-0'4-0-024-0-015+4

+1-0304-17-0314-2.0504-27. 0042,

Kurz, wir konnen hier schon zu einer sehr groflen
Mannigfaltigkeit von Auslegungen unseres ,,Gestalt-
bildes** gelangen, weil es sich bei diesem Gestaltbild
um nichts anderes als um eine Addition beliebig stei-
gender Potenzen von g handelt, die mit ganz beliebigen
Koeffizienten kombiniert werden dirfen.

Noch allgemeiner wiire die Reihe:

a,bs}-apcd--a,df-}-agmb-J-ag0b.

Hier habe ich iiberhaupt nur mehr die Bedingung,
daB alle Koeffizienten beliebig sind, wihrend die Grund-
zahlen der Potenzen voneinander verschieden sein
sollen. Die Potenzanzeiger dagegen sind weder steigend
noch fallend geordnet. Eine solche Reihe konnte in
Ziffern etwa folgendermafBen lauten:

0-27-25- 734 4-940018 - 74- 1104 1.3¢,

Wir wollen aber durch Weitertreiben der Allgemein-
heit nicht den Anschein erwecken, als ob nur solche
Reihen, bestehend aus Koeffizienten mal Potenzen, die
man dann addiert, moglich wiren. Es gibt ungleich
verwickeltere und zusammengesetztere Gestaltbilder,
die nur aus Buchstaben bestehen. Wir wollten im Ge-

*) Bei Indizierungen und Potenzanzeigern diirfen wir
eher auch ,,verbotene‘ Buchstaben wie e, d, h usw.
verwenden |
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genteil nur an ganz einfachen Strukturen (Gestalten)
zeigen, daB man sowohl Indizes, als Koeffizienten, als
Grundzahlen, als Potenzanzeiger usw. in Buchstaben
schreiben darf. Ich darf jede Zahl, jede Grofie als Buch-
staben anschreiben, vorausgesetzt, da mich ihr kon-
kreter Wert vorliufig noch nicht interessiert. Das ist
cben das ,,Allgemeine* an der Algebra. Nur werden
mir trotz aller Allgemeinheit manchmal plétzlich kon-
krete Zahlen auftauchen, die ich einfach nicht ver-
meiden kann. Dies hat seinen Grund in der Gestalt der
Rechnungsoperationen (der Befehle). Wenn ich ver-
lange, man solle mir sagen, wieviel a-a-a ist, kann nie-
mand behaupten, cs sei a», sondern man muBl a3schrei-
ben. Aber auch da giibe es einen Ausweg: und zwar,
wenn ich behauptete, ich wiiBte noch nicht, in welchem
Ziffernsystem ich das Resultat schreiben solle. Im
Zweiersystem etwa wiire a-a-a die Potenz a'* und im
Dreiersystem al0. Jetzt also kann ich antworten,
a-a-a sei a», da der Exponent n, der Potenzanzeiger,
erst durch die Angabe des Ziffernsystems rcalisicrbar
wird. Ebenso wiire es bei einer Addition a-}-a-}a--a--
+a=5a. Bei vorliufig unbestimmtem Ziffernsystem
diirfte ich behaupten a-}a-a--a-a sei vorliufig ma.
Den Wert von m konnte ich erst sagen, wenn man
mir mitteilte, in welchem System ich es schreiben solle.
Und so fort.

Elftes Kapitel

Algebraische Operationen

Nun wissen wir aber schon so viel von der Algebra,
daB wir uns mit ihren Rechenregeln befassen miissen.
Vor allem leuchtet es uns ein, dal wir den Algorithmus
der Ziffernsysteme nicht ohne weiteres auf unsere
Buchstaben iibertragen konnen. Wir konnen weder
wirkliche Stellenwertsysteme bilden, da ja alles all-
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gemein und unbestimmt bleiben soll, noch kénnen wir
etwa in der Art des Ziffernrechnens addicren, subtra-
hieren, multiplizieren und dividieren. Dies auch des-
halb nicht, weil ja dieser Algorithmus dirckt mit dem
Stellenwertprinzip zusammenhiéingt. Wenn man sagte:
a+4b=c, bleibt eins — wiirde auch ein Nichtmathe-
matiker mit Recht lachen.

Wir wollen uns jetzt also, stets unsere Apfel, Birnen
usw. vor dem inneren Auge, zuerst die Grundrechnungs-
arten zusammensuchen und dann etwas kithner werden.

a+b heiBt, daB ich zwei zwar konstante aber be-
liebige, voneinander verschiedene Gréfen addieren soll.
Verschieden sind sie, weil ich sie verschieden benannt
habe. Was soll ich damit anfangen? a--b bleibt a-4b,
wenn ich bloB ,,ausrechnen* will. Héchstens kann ich
sagen, es sei auch b+-a, da bei der Addition das Gesetz
der Kommutativitit, der Vertauschbarkeit der Sum-
manden, gilt. Weiter ist a4-b-4c-+d natiirlich auch
nur a+b-+4c+4d oder a4+b+4d+c oder b4c4a-+4d

usw., a-|a=2a, das wissen wir schon. Folglich ist etwa
a+a+4a-+4b+b+c4ctctc+d=3a+42b}-4c4-d.

Den Koeffizienten 1 schreibt man nicht. d heiBt so-
viel wie 1d oder 1 mal d. Indiziert geschrieben, wobei

ich besser die verponten Buchstaben vermeiden kann,
hitte ich fiir das vorherige Gestaltbild:

a,+a;+a,+a,+2s+agtag+-agtazta,=
=3a,+2a,+4az+a,.
Nun hiitte ich zwei additive Ausdriicke vor mir,
die ich addieren soll. Etwa:
3a+427b+10c+ d-415e4+ 8f und
7a+4 O0b4- 9c¢4-13d4 6e-4-101f
Summe: 10a+4-27b+419c+414d-4-21e4-109f.
Wie man sieht, addiert man einfach die Koeffizienten

und hat (natirlich ohne Stellenwert) eine Art von Ad-
ditionsschema aufgestellt. Ich hitte die beiden Aus-
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driicke, durch ein Pluszeichen verbunden, mit oder
ohne Klammern, einfach in eine lange Reihe schreiben
konnen. Etwa so:

(3a+27b+10c+d+ 15e+81)4(7a+ 0b+9c+ 13d+
+6e4101f)=3a+27b+10c+d+ 15e+8f+7a+
+0b+49c413d+6¢4101f=10a+27b+19¢+ 14d+
+21e+4 1091

Natirlich kann man verschieden indizierte oder mit
verschiedenen Potenzanzeigern verschene, daher nur
scheinbar gleiche GroBen nicht addieren, d. h. nicht
durch neue Koeffizienten verschmelzen.

a,+ta,=a,+}a,=a,+a,, was ich auch immer treibe.
Ebenso ist a% 4-a%4-a® nie etwas anderes als a?4 a4 a3
oder steigend geordnet a}-a%+4a? oder fallend ge-
ordnet a®--a%24a® oder ungeordnet a2+ a%4-a® oder
a3+ a’}-a? oder a}-a3f-al

Kurz, es sind im zweiten Beispicl zwar sechs Permu-
tationen der Reihenfolge moglich, da drei Elemente
vorliegen (Zahl der Permutationen also 3!1=1:2-3=6),
aber ansonsten &ndert sich das Gestaltbild durchaus
nicht.

Die Subtraktion, so sagten wir, sei einseitig gerichtet.
a—b ist also nichts als a—b. Und 2a—6b+47c—a-
+4b—2c ist soviel wie 2a—a+4b—6b47c—2¢
oder a...: hier stocken wir. Denn plotzlich steht ein
neuer Begriff vor uns. Wir kénnen zwar die a und dic
¢ behandeln, nicht aber die b. Denn wie soll ich von
4 Birnen 6 Birnen abzichen? Wir wollen uns simpel
aus der Schlinge befreien. Ebenso, sagen wir, wie ein
Kaufmann, der 100 Zechinen besitzt und 120 schuldet,
diese Tatsache verbucht. Er bleibt eben 20 Zechinen
schuldig, besitzt minus 20 Zechinen, wenn das Para-
doxon gestattet ist. In der Mathematik ist es sicherlich
gestattet. Unsere Rechnung ergibt als AbschluB a, 5c
und minus 2b, oder angeschrieben a—2b--5c¢ oder
a-+5c—2b oder 5¢—2b-}a usw. Wenn wir aber nur
4b—6b zu berechnen hitten, miiBten wir schreiben
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4b—6b= —2b. Damit sind wir zum Begriff der ne-
gativen Zahlen vorgestoBen, die wir als negative kon-
krete und negative allgemeine (algebraische) Zahlen
betrachten wollen. Wir kénnen sic uns als Abschnitte
auf einer Linie aufgetragen denken.

L ) } Ay e 4= 2 e $ ¥ } =

veeer =5 -4 =3 2 - 0O 1 42 43 44 5 seees

L u : } : ot g t g u =

---- -Q; -G. -Q: -Q, -G, O 0, +Qx: +Qy +3s +Qg **re
Fig. 4

Die Null ist an sich keine Zahl. Sie wird nur oft be-
handelt, als ob sie eine Zahl wire. Sie ist das Nichts.
Und ist deshalb weder allgemcin noch konkret oder
beides. Wie man will. Es ist uniiblich, bei positiven
(Plus-) Zahlen das Pluszeichen zu schreiben. Bei ne-
gativen Zahlen oder Minuszahlen mufl man das Minus-
zeichen schreiben. Dies ist eine Analogie zur Schreibung
der néichsthoheren zusammensetzenden und auflésenden
Operation. Dreimal a schreibt man 3-aoder 3 X a oder 3a.
Gewohnlich 3a. Die Operation 3:a kann man nur 3:a

oder %— schreiben.

Nun miissen wir aber noch die Klammern einfiihren,
um zu hoherer Betrachtungsweise aufsteigen zu kénnen.
Die Klammern, die wir schon einige Male kommentarlos
verwendeten, etwa beim Binomial-Koeffizienten, be-
deuten, daB alles, was innerhalb der Klammern steht,
gleichsam als eigenes Reich, zusammengehért. Wenn
man den Inhalt der Klammern herausnimmt, kann man
die Klammern weiter nicht beachten und mit dem Inhalt
so verfahren, als ob es ecin selbstdndiger Ausdruck
wiire. Etwa .

10.000— (50204 23— 448)="?

Zuerst nehme ich den Inhalt der Klammern, rechne
ihn aus, erhalte 4595 und kann jetzt ohne Klammern
10.000—4595=5405 schreiben. Wenn ich jedoch ge-
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dacht hitte, die Klammer sei iiberfliissig, und sie vor
der Berechnung ihres Inhaltes fortgelassen und ge-
schrieben hitte: 10.000—5020-423—448, wiirde ich
4555, also etwas durchaus Falsches erhalten haben.
Versuchen wir noch ein anderes Beispiel

15.375— 320 (8220— 26+ 400) =
R
15.0554 8594 =23.649.

Schreibe ich nun in unerlaubter Art:
15.375— 320+ 8220—26-}-400, so erhalte ich merk-
wiirdigerweise auch 23.649, also die richtige Zahl. Wie
ist das zugegangen? Darf man also Klammern einfach
fortlassen? Um es gleich zu verraten: Man darf sie
fortlassen, wenn ein Pluszeichen unmittelbar vor der
Klammer steht, und man darf sie nicht oder erst nach
Ausrechnung oder nach bestimmten Verdnderungen
fortlassen, wenn ein Minuszeichen unmittelbar vor der
Klammer steht. Um dies aber zu erkliren, miissen wir
tiefer in das Wesen der negativen Zahlen eindringen.
Hiezu wollen wir simtliche Zahlen mit ,,Vorzecichen*
(+ oder —) versehen und in Klammern setzen, um die
,, vorzeichen‘ von den ,,Opcrationsbefehlen‘* zu unter-
scheiden, die mit den gleichen Zeichen (4 oder —) ge-
schriechen werden. 547 heiflt nimlich, sobald wir ein-
mal nicht mehr nur mit natiirlichen, sondern mit po-
sitiven und negativen Zahlen zu rechnen haben, eigent-
lich soviel wie (45)4-(47), was (4-12) ergibt. Eine
Subtraktion wie 12—7=5 heilt aber soviel wie
(+12)—(+7)=(+5).

Nun wollen wir uns den Sinn der beiden Rechnungs-
operationen, Addition und Subtraktion, einmal auf der
Zahlenlinie ansehen, bevor wir uns mit den Operationen
mit negativen Zahlen befassen.

e T S
..... =5 - -3 -2 -1 0 +1 +9 4.3 dh #5 seens
Fig. b
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Es ist ohne viel Nachdenken einleuchtend, da3 der
»Additionsbefehl* auf dieser Zahlenlinie in verschie-
dener Art befolgt werden kann. Addieren wir von Null
nach rechts, also lauter positive Zahlen, dann mu8 ich
durch Addition stets weiter nach rechts riicken. Etwa:
(+1)+(42)=(+3) und hicrauf (43)4(4-1)=(-+4)
usw. Addiere ich nun gleichsam das Spiegelbild, also
links der Null (—1)4-(—2), so erhalte ich (—3). Und
weiter (—3)-+4(—1)=(—4). Denn ich habe gleichsam
Schulden aufeinander gehéuft. Bei Subtraktionen, die
entweder nur rechts oder nur links von der Null bleiben,
muB die Richtung umgekehrt sein. Ich riicke von aulen
gegen die Null vor. Also etwa (-+44)—(43)=(+1)
oder im Spiegelbild: (—4)—(—3)=(—1), in welchem
Fall ich gleichsam von der Schuldsumme 4 die Schuld-
summe 3 weggenommen, mich also entschuldet, d. h.
niiher an die Null (die Schuldenfreiheit) herangepiirscht
habe. Anders miissen die Verhiltnisse liegen, wenn ich
bei meinen Rechnungen die Null diberschreite. Ich hitte
etwa (4+3) und (—2) zu addieren. Hier muB ich so-
zusagen die Zahlenlinie bei der Null zerschneiden und
die Teile entsprechend aneinanderlegen.

-4 -3 2 4 o0

" N
———

=2)  (H) [(s]]

P S
Fig. 6

Und zwar so weit, daB jede MinusgréBe oberhalb
der entsprechenden PlusgréBe steht. Sind Schulden
und Guthaben in dieser Art gleichgemacht, dann sehe
ich zu, ob sich bei einer dieser beiden Kategorien ein
UberschuB ergibt. Da-ich aber weiters durch die gegen-
seitige Aufhebung der Schulden und der Guthaben
einen neuen Nullpunkt erzeugt habe, schreibe ich ihn
in Klammern zu dem Teil der Zahlenlinie, auf dem sich
der UberschuB ergab. Hier also zu dem ,,Plus*-Teil.
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Und numeriere von dieser necuen Null weiter. Die
untere Zahl (hier 4-3) zeigt an, wieweit ich vorriicke,
die obere, eingeklammerte, zeigt das Ergebnis, hier
also (41) an. Daher: (43)4(—2)=(+41). Hiezu
wieder das Spiegelbild:

-2) 1) 0
< L .
-4 -3 2 -1 0
4 3 92 4 O
Fig. 7

Hier tiberragt der Minusteil den Plusteil. Plus 2 und
Minus 2 heben sich zur neuen Null. Daher Ergebnis:
die ncue Zahl oberhalb der Minusdrei, also

(=3)+(+2)=(—1).

Nun hitten wir noch die Subtraktion mit Uber-
schreitung der Nullgrenze. Hier miissen wir besonders
aufmerksam vorgehen. Wir wihlen etwa (42)—(—1).

Was mag das ergeben? Wir haben von cinem Gut-
haben von 2, Schulden im Betrage von 1 wegzunehmen.
Wir haben also nicht nur das Guthaben behalten, son-
dern noch Schulden weggenommen. Folglich ergibt un-
sere Rechnung: Guthaben 2, weggenommene Schuld 1,
also Guthaben 3. Oder (42)—(—1)=(-3).

Nun wollen wir alle bisher behandelten und dazu
noch andere mogliche Fille untereinanderschreiben,
um daraus Regeln ableiten zu konnen.

(+ 1)+ (+2)=(+3) (+3)4-(—2)=(+1)
() e ] Jee i) (—3)+(+2)=(—-1)
(+4)—(+3)=(+1) (+2)—(—=1)=(+3)
(—=4)—(=3)=(-1) (—=2)—(+1)=(-3)

Wenn wir die Aufstellung sorgfiltig betrachten und
uns auszudenken versuchen, wie wir diec Klammern
vermeiden konnten, kommen wir zu folgendem Er-
gebnis:
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+14-2= 43 43—2= 41

—3—1=—4 —34-2= —1
+4—3=+1 +2+1=+3
et ] -l

Was bedecutet das nun? Wohl nichis anderes, als
daB der ,,Befehl** sich mit dem ,,Vorzeichen* in einer
merkwiirdigen Art verbinden kann. Die erste Reihe,
vor der kein Befehl stand, habe ich unveriindert ge-
lassen und ecinfach die Klammer fortgenommen, da
sich durch dieses Fortnchmen durchaus nichts &ndern
kann, was auch ein Blick auf die Zahlenlinie bestitigt.
Wo aber der Befehl vor der Klammer stand, sind nach
Fortlassen der Klammer teils Verinderungen ein-
getreten, teils ist alles beim alten geblieben. Und zwar
hat 4 mit + wieder 4, 4+ mit — ein —, — mit 4
ein —, — mit — ein -4 ergeben. Noch zusammen-
gefaBter: Sind Vorzeichen und Befehl gleich, dann re-
sultiert Plus. Sind sie ungleich, dann resultiert Minus.
Diese Regel gilt aber nicht nur fiir eine Zahl in einer
Klammer, sondern auch fiir mehrere. Eine genaue Ab-
leitung dieser Beziechungen wiirde sehr langwicrig sein.
Daher wollen wir uns mit dem Erkannten begniigen
und es anzuwenden versuchen. Etwa:

20— (34+5—746—9)=20—3—5+47—6-}9=22

was auch das Resultat wire, wenn ich den Klammer-
ausdruck ausgerechnet, also 20— (—2), somit 204 2=22
geschrieben hitte. Nun ist uns ein Ritsel klar, das uns
vorhin undurchsichtig blieb. Warum wir némlich bei
cinem Plus vor der Klammer, die Klammer einfach
weglassen konnen. Trifft namlich Plus auf Plus, so
bleibt das Plus. Trifft es dagegen auf Minus, dann
bleibt das Minus. Etwa:

254 (6—8+4+412—3)=2546—844+12—3=36

oder mit vorheriger Ausrechnung der Klammer
254-11=36. Wir kénnen aber nun auch Zahlen, die
groBer sind als andere, von diesen subtrahieren. Etwa:
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13—20=(+13)—(+420)=(—7) oder 13—20= —7,
da ich hier gleichsam mit 13 Zechinen eine Schuld
von 20 zahlen soll, also um 7 zu wenig oder 7 Zechinen
Schulden habe.

Es wird ausdriicklich bemerkt, daB dies alles cin
wenig beildufig vorgetragen wurde. Weit eleganter
konnte man auch das Vorzeichen als ,,Befehl” auf-
fassen, nimlich als Befehl, auf der Zahlenlinie soweit
vorzuriicken, als die Zahl anzeigt. Und zwar in der
Richtung, die das ,,Vorzeichen'* befichlt. Dann heiBt
(43) soviel als: ,,Riicke nach rechts bis 3 vor!* Und
(—7) hieBe: ,,Riicke von der Null nach links bis 7
vorl“ Nun kann dieser Vorriickungsbefchl mit einem
Verkniipfungsbefehl (Addition oder Sublraktion) zu-
sammenlreffen. Man soll, wie wir es schon versuchten,
auf der Zahlenlinie umherriicken und dabei verkniipfen.
Wenn wir nun von den konkreten Zahlen ganz abschen,
und nicht einmal allgemeine Zahlen anschreiben, son-
dern bloB untersuchen, wie sich ein Zusammentreffen
von ,,Befehlen** auswirkt, haben wir eine Operation
nur mit Befehlen oder ein sogenanntes ,,Symbol-
kalkiil** vor uns. Wir diirfen in diesen hochsten Zweig
der Kabbala noch nicht niher cindringen. Aber wir
wollen feststellen, daB wir einen simplen IFall der ,,Be-
fehlsverbindung** oder des ,,Symbolkalkiils** ausfiihren,
wenn wir sagen, dal sich gleiche Plus- und Minus-
befehle zu Plus, ungleiche dagegen zu Minus ver-
kniipfen.

Nun wollen wir zu mehrfachen Klammern vor-
stoBen. Wir haben sie schon einmal ohne nihere Er-
klirung angeschricben. Jetzt wollen wir uns einen Fall
solcher ineinandergeschachtelter Klammern ansehen.
Es wire etwa gefordert, da3 das Resultat von (34—
—7+42) von 6 abzuziehen sei. Was hiebei heraus-
komme, sei von 15 abzuziehen und dazu noch 5 zu ad-
dieren. Das Ganze aber sei von 23— 746 zu subtra-
hieren. Und zwar all dies, ohne eine vorherige Aus-
rechnung vorzunehmen. Wir setzen an:
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(28— 74-6)—{15—[6—(3+4—742)]+5}="?

Die Regel lautet, daB Klammern, die ich duBerlich
als sogenannte runde, eckige und geschwungene von-
einander unterschied, am sichersten von innen nach
auflen aufgelost werden. Ich kénnte auch von auBlen
nach innen auflésen, dies ist jedoch erfahrungsgemif
unsicherer in der Handhabung. Also zuerst die Auf-
losung der runden Klammern:

23— 74+6—{15—[6—3—4+7—2]+5)="?
Dann werde die eckige Klammer aufgeldst:
23—746—{15—6+4-3+4—7+2+45)="?
Und endlich die geschwungene:
23—7+46—154+6—3—44+7—2—5=6,

ein Ergebnis, das ich natiirlich auch durch Einzelaus-
rechnung der Klammern erhalten hitte. Alles vor den
Klammern ist niimlich 22, alles in den Klammern er-
gibt 16, die Differenz ist also 6. Wenn wir den Vor-
gang verfolgen, so sehen wir, daB bei der Klammer-
auflosung manche Ziffer mehr als einmal das Vorzeichen
wechselt, bis sie schlieBlich, nachdem sie in dieser
Rechenmaschine durch eine Vielzahl einander kreuzen-
der Befehle hin und her gerissen wurde, im klammer-
losen Ausdruck ihr endgiiltiges Vorzeichen erhilt. Es
sei nur angedeutet, daBl dieser Wechsel eine Multipli-
kation der Befehle bedeutet, was wir spéter niher aus-
fithren werden.

Es ist ndmlich hochste Zeit, zur Algebra zuriick-
zukehren, die wir bei der Erérterung der Subtraktion
verwirrt verlieBen. Jetzt wird sie uns bei dieser Rech-
nungsoperation keine Riitsel mehr aufgeben. Denn
wenn ich etwa zwei Apfel besitze und zwei hergeben
muB, habe ich 0 Apfel oder nichts. Besitze ich aber
6 Apfel und muf} 4 hergeben, dann bleiben mir 2 Apfel.
BesiBe ich aber 3 Apfel und miiBte 7 abgeben, so ware
ich 4 Apfel schuldig. Und hétte ich endlich cine Schuld
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von 5 Apfeln und dazu noch eine von 3 Apfeln, so wire
die Gesamtschuld 8 Apfel usw.

(+5a) sind 5 Apfel Besitz, (—8a) sind 8 Apfel
Schulden. Und ich denke, daB wir jetzt dic Zwischen-
stufen nicht mehr zu durchforschen brauchen, sondern
gleich zu Klammerausdriicken iibergehen diirfen. Und
dies sogar mit verschieden benannten Zahlen.

152 —{6a--[3h45c —2a]+[3e—(5a7-+b)]4r)=
=16a—{6a+4[3b-}-Hc —2a]4-[3c—bHa7—Db |{c}=
=152—{6a+- 3l.+Hc—2a 4 3c—bHa7—b )=
=15:— 6a— 3l.—Hc+42a — 3¢+ Ha74+b —c =
=16a+ 4b— 9c.

Wie man merkt, ist in der Algebra ein sogenanntes
»Ausrechnen** innerhalb der Klammern nur dann még-
lich, wenn innerhalb der Klammern gleichbenannte
Groflen stehen. Also etwa:

17a—[6b+(9a—3b-+}c5a—2c+4b)+2b]=?
Hier konnte ich vor der Klammeraufldsung

17a—[8b-4(14a—2b—c)] schreiben, was schlieBlich

17a—[8b+ 14a—2b—c]=17a—6b—14a+4-c=

=3a—6b--c ergiibe.

Schon die ganze Zeit iiber hatten wir es auf der
Zunge liegen, daB die Addition und auch die Subtrak-
tion vertauschbar in den Einzelbestandteilen ist, wenn
man bei jeder Zahl ihr ,,Vorzeichen*, ihren Befehl stehen
laBt; oder auch das Ergebnis aller Befehle, die die Zahl
etwa erhalten hitte. Wir gelangen auf diese Art zum
Begriff der sogenannten algebraischen oder arithmeti-
schen Summe. Es gibt niimlich, von einem gewissen
Gesichtswinkel aus betrachtet, iiberhaupt keine Sub-
traktion, sondern nur eine Addition von Plus- oder
Minuszahlen. 5—3—2--4 kann ich schreiben + (4 5)-
-+ (—3)4(—2)4(+4). Man konnte natiirlich eben-
sogut behaupten, es gebe nur Subtraktionen. Und hiitte
dann gleichsam die algebraische oder arithmetische Dif-
ferenz. In unserem Fall —(—5)—(+4-3)—(4-2)—(—4),
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was wieder dasselbe, néimlich (}4) als Ergebnis liefert.
Es existiert also auch ein Gesetz der Kommutativitit
oder der Vertauschbarkeit der Befehle, wobei ich bei
einer Pluszahl zudem nie weil, ob sie ihr Plus aus Plus
und Plus oder aus Minus und Minus erhalten hat.
Doch dies nur nebenbei. Festgestellt soll werden, daf3
wir unser Beispiel als Summe, als Addition schreiben
und auBlerdem die Summanden vertauschen diirfen.
Also etwa: +(—2)4(+45)4(+4)+(—3), was na-
tirlich wieder (44) ergibt.

Wir sind in der Allgemeinheit unserer Auffassungen
wieder um ein gutes Stiick weitergekommen und wollen
daher (was nicht der Logik, aber unserer gesteigerten
Waghalsigkeit entspringt) neben das Prinzip der Ver-
tauschbarkeit ein der Multiplikation -eigentiimliches
neues Prinzip, nimlich das der beziiglichen Zuteilung
oder der ,,Distributivitiit'* stellen. Wir behaupten, dafl
5(74+4—349) gleich ist 5:7+45-4—5-345-9=35+1
+20—15445=85, was augenscheinlich stimmt, da
nach Ausrechnung der Klammer 5-17, also ebenfalls
85 resultiert.

Allgemein geschrieben ist
a(b4+c—d+4e—f)=ab4ac—ad-+tae—af, was wir in
diesem Beispiel natiirlich nicht weiter priifen kénnen.
Wir konnten es hochstens durch Einsetzen konkreter
Ziffern verifizieren. Um das grundlegende Prinzip je-
doch anschaulicher zu machen, bedienen wir uns in
euklidischer Art eines geometrischen Beweises. Und
zwar wollen wir vorliufig lauter Additionen in die Klam-
mern stellen. Etwa:

a(b4+c+d+4c+f)=ab4factadfactaf.

a a ‘a a a
~——— e —— e
b c d e f
Fig. 8
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Die Flachen der fiinf Rechtecke, die wir aneinander-
gereiht haben, sind nach der uns schon bckannten
»,Spannteppich‘-formel: ab, ac, ad, ae und af. Die
Summe aller Rechtecke also ab-}-ac-}-ad-}ae+af.
Diese Summe ist aber nichts anderes als das grofe dick-
gerinderte Rechteck. Wollen wir niimlich das groBe
Rechteck unmittelbar in seiner Fliche ausdriicken, dann
miissen wir die ,,Liinge*, die sich als (b4-c4d-}-e--{)
angeben ldBt, mit der ,,Breite** a multiplizieren. Also
a (b4c+4d-+4e+f). Da beide Berechnungsarten das-
selbe Ergebnis liefern miissen, ist a (b+c+d-}-e4-f)=
=ab-+}ac+ad+}aetaf, womit unsere obige Behaup-
tung auch allgemein verifiziert ist.

Wir iiberlassen es der Laune des Lesers, sich die ein-
zelnen Teil-Rechtecke auszuschneiden und unser Prin-
zip auch fiir den Fall zu verifizieren, als innerhalb der
Klammern Minuszeichen auftreten. Er wird dann die
»positiven* Rechtecke nebeneinanderlegen und die ,,ne-
gativen'* durch Dariiberlegen abziehen. Und wird weiter
beweisen, daB er als Ergebnis wieder dasselbe erhilt,
wie wenn er bei gleichbleibendem a die untere Linie,
die aus b, ¢, d usw. besteht, unabhéngig davon durch
Addition und Subtraktion bestimmt hitte.

Nun konnen wir dieses ,,Prinzip der beziiglichen Zu-
teilung* oder ,,Distributivitat* auch auf ,,Polynome*,
d. h. auf Ausdriicke ausdehnen, die nicht blo3 aus
ciner, sondern aus zwei oder mechreren Zahlen bestehen.
Wir wollen diesmal euklidisch-geometrisch beginnen:

b{ b{ b{ b{ b
g =¥ 7
a a: a a: Q.
c d \_‘éﬁ-/
Fig. 9
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Hicr erhalten wir acht Rechtecke. Und zwar, gleich
als Flichen ausgedriickt, ac, ad, ae, af und oben be,
bd, be, bf. Die Gesamtflicheist aber (a-}b) - (c+d-}-e-f).
Also ist, verwechselt (kommutativ) geschricben,

(c+d+e+f)-(a+b)=ac+ad+actaf+bef-bd4-
+be--bf.

Damit haben wir das Grundgesetz oder die Grund-
rechnungsregel der algebraischen Multiplikation fest-
gestellt. Sie lautet: Ist ein mehrgliedriger Ausdruck
mit einem anderen mehrgliedrigen Ausdruck zu multi-
plizieren, dann multipliziere man (unter Vorzeichen-
beriicksichtigung)?!) zuerst mit dem ersten Glied des
zweiten Polynoms alle Glieder des ersten Polynoms und
hicrauf mit dem zweiten Glied des zweiten Polynoms
alle Glieder des ersten Polynoms usw. oder umgekehrt.
Denn hier gelten Vertauschbarkeit und Zuteilung neben-
einander. Die Regel sieht sehr kompliziert aus, ist aber
nichts anderes, als das, was wir in der Elementarschule
als Multiplikation lernten. Sogar noch etwas Ein-
facheres, da die Multiplikation der Elementarschule
neben Distributivitit und Vertauschbarkeit der Fak-
toren noch den Stellenwert und die GréBenfolge zu be-
riicksichtigen hat. Auch das wollen wir spiiter zeigen.
Vorerst jedoch eine einfache Multiplikation algebraischer
Polynome (Viel-Glieder-Ausdriicke).

(7a4+-5b+8c+9d+-e)-(2f+4g+6h) = 14af 4 10bf-}-
+ 16cf4 18df42cf-}28ag+20bg+432cg+| 36 dg+-
+4eg+42ah+30bh+4-48ch+454dh+6¢ch.

An dicsem Ergebnis ist nichts weiter zu vereinfachen.
Man konnte gewisse Umformungen vornehmen, das
wollen wir jedoch jetzt nicht erértern. Wie man sieht,
haben wir die konkreten Zahlen, die Koeffizienten, ein-
fach mitcinander multipliziert. Es ist das natiirlich im

1) Dafor wieder gilt unser Gesetz der Befehlsver-
lbslnnpfung: Gleiche Vorzeichen geben Plus, ungleiche
linus.
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Wesen nichts anderes als die Multiplikation der all-
gemeinen Zahlen a, b, ¢ usw. Nur konnten wir infolge
eines eigenen Algorithmus die konkreten Zahlen mit-
einander zu neuen Zahlen verschmelzen. Wir hiitten ja
eigentlich zuerst anschreiben sollen: 7a-2f oder 7-2-a-f,
dann 5b-2f oder 5:2-b-f usw. Nun kann es auch vor-
kommen, daB infolge eines anderweitigen Algorithmus
auch dic allgemeinen Zahlen verschmelzbar sind. Haben
wir etwa (2a+4-3b)-(5a-7ab) miteinander zu multi-
plizieren, so miiten wir anschreiben:

(2a+43b)-(da-}7ab)=>5a-2a-}5a-3b-47ab-2a-
+7ab-3b=10aa-}15ab- 14aab+}21 abb.

Nun wissen wir aber schon, was a-a und b:b be-
deutet. Also SchluBergebnis: 10a%+4-15ab--14a%b+
+21ab2

Wir wollen auf Grund des letzten Beispiels einen
neuen Begriff gewinnen. Nimlich das sogenannte
,,Herausheben‘* von Faktoren. Dieses ,,Herausheben‘
ist eine Folge des Gesetzes der beziiglichen Zuteilung
(Distributivitit) oder auch seine Umkehrung. AuBer-
lich kénnen wir dadurch einen ungeklammerten Aus-
druck in Klammergruppen oder in einen Faktor, der
mit einer Klammergruppe zu multiplizieren ist, ver-
wandeln. Wir verwenden unser letztes Resultat:

10a2+415ab-414a%b4- 21 ab2,

Wenn wir fragen, welche Zahl iiberall enthalten ist,
so sehen wir auf den ersten Blick, daB a dieser Bedin-
gung geniigt. Wir wollen also jelzt a als ,,Faktor‘
herausheben.

10aa+15ab+ 14aab--21abb.

Was ist der andere Faktor? Natiirlich 10a-+15b-
+ 14ab-}-21bb. Also diirfen wir jetzt fiir das obige Re-
sultat auch schreiben: a(10a-15b--14ab-}-21bb),
da die Multiplikation ja wieder zum ersten Ausdruck
zuriickfithren wiirde. Wir konnen aber auch in anderer
Art ,,herausheben*. Etwa:
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2(ba®*4-7a%)-}3(5ab{7ab?) oder

10a2+4-b(15a+ 14a2-1-21 ab) oder
10a2-}-15ab-}7ab(2a--3b) oder
10a24-ab[1547(2a-+3b)] oder
a{l0a+-b[1547(2a-3Db)]} usw.

Das ,,Herausheben' bei verwickelteren Ausdriicken
ist eine Kunst, die geiibt sein will. Das Herausheben
ist oft von ungeheurer Bedeutung, da durch Umfor-
mungen besonders bei Briichen, deren Zihler und
Nenner algebraische Ausdriicke sind, das Kiirzen er-
moglicht werden kann. Doch wir wollen nicht vor-
greifen. Wir wollen uns vielmehr das Gesetz der Zu-
teilung noch bei negativen Zahlen ansehen. Schreiben
wir, vorldufig als ,,algebraische Summe*, die Aufgabe
[(+a)+(—2b)] [(+¢c)+(—3d)], dann erhalten wir
als Ergebnis:

(++¢) (4-a) 4 (4-¢) (—2b)-(—3d) (+a) 4 (—3d) (—2b)=
=ac — 2be s 3ad + 6bd,

was wir auch erhalten hitten, wenn wir simpel
(a —2b) (c—3d)= ac—2bc—3ad +6bd gerechnet
hitten. Wieder gilt die Regel, daB die Multiplikation
ungleicher Vorzeichen Minus, die Multiplikation gleicher
Plus ergibt. Nun wird man fragen: Wo sind im zweiten
Fall die Vorzeichen? Wir antworten: Sie sind als ,,Be-
fehlsverschmelzung'* vor den Zahlen zu suchen. Das
(a—2b) heiBt eben algebraisch [4(-+a)4-(—2b)] oder
[—(—2)—(+2b)] oder [+(4-a)—(+2b)].

Bei der distributiven Mulliplikation treffen neue Vor-
zeichen auf diese Vorzeichen, so daB etwa die erste
Zahl des Resultats so entstanden sein kann: 4-(-a)-
++(+c) oder (—a)-—(--c), was stets ac ergibt.
Das zweite Glied kénnte dagegen in folgender Art zu-
standegekommen sein :4-(—2b) - 4 (4 ¢) oder —(+2b)-
+ 4+(4c) oder 4-(—2b)-—(—c), was stets — 2bc liefert.

Wir erweitern jetzt unsere Vorzeichen- oder Befehls-
verkniipfungsregel und sagen: Treffen multiplikativ
eine Anzahl von Vorzeichen zusammen, d. h. sind sie
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zu verkniipfen, dann gibt jede Anzahl von Plus stets
wieder Plus. Bei Minus nur eine gerade Anzahl, da sich
die Minuszeichen paarweise zu Plus verbinden. Eine un-
gerade Anzahl von Minus ergibt Minus. Treffen da-
gegen Plus und Minus in beliebiger Anzahl zusammen,
dann erhalten wir ohne Riicksicht auf die Anzahl der
Plusfaktoren ein positives Resultat, wenn die Minus in
gerader Anzahl vorkommen. Sonst ein negatives Re-
sultat. Also etwa:

(4+a)-(+Db)-(+4c)=(+abe) (ungerade Anzahl)

(4a)-(+Db)-(+4c):(4d)=(+abed) (gerade Anzahl)

(—a):(—Db)-(—ec):(—d)=(+4abed) (gerade Anzahl)
(—a)-(—Db):(—c) =(—abc) (ungerade Anzahl)
(4+a)-(+Db)-(+4c)-(—d)-(—e)=(+abcde) (gerade An-
zahl der Minus)
(4+a)-(+b):(—c):(—d):(—e)=(—abede) (ungerade
Anzall der Minus).

Wir sind nunmehr imstande, bei geniigender Aufmerk-
samkeit jede ganzzahlige algebraische Multiplikation zu
bewiltigen. Wir wollen ein etwas verwickelteres Bei-
spiel rechnen:

(pab+43ad-9bc) (abc—6de)=

=bab%c+-3a%bed 4-9ab2c2—30abde—18ad2%—54 bede.

Ein weiteres Beispiel

(a—b) (2a+3b)=2a%—2ab-}3ab—3Db2

Hier taucht etwas auf, das wir noch nicht antrafen.
Es kommt némlich ab zweimal vor. Einmal als (—2ab)
und das zweitemal als (43ab). Wir diirfen hier ad-
dieren bzw. subtrahieren, da das ab ebenso eine alge-
braische GroBe ist, wie das a oder das b allein. Also:
(—?2ab)4(43ab)=1ab oder ab. Folglich das End-
resultat: 2a?-4-ab—3b% Bei diesem Addieren (Subtra-
hieren) ist groBe Vorsicht und Sauberkeit der Schrift
notwendig, damit kein Irrtum vorfillt. Nur wenn die
ganze Gruppe der allgemeinen Zahlen gleich ist, darf
addiert und subtrahiert werden. Also etwa 7a2 und 4a?
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oder Habc?—3abc®. Dagegen wiire es unmdaglich, die
Zusammenziehung des Zweiglieder-Ausdruckes Habc®—
—3ab? auf einen Einzelausdruck durchzufiihren. Denn
abc? oder abcec ist der Gruppe ab®% oder abbe so fremd
wie der Apfel der Birne, obgleich sie einander dhnlich
sehen. Ahnlichkeit sagt gar nichts, nur durchgingige
unbedingte Gleichheit entscheidet tiber die Addier(Sub-
trahier)barkeit |

Nun wollen wir einen weiteren Algorithmus allgemein
durchforschen, nimlich den der Potenzierung. Was Po-
tenzierung ist, wissen wir schon. Es ist eine aufbauende,
zusammensetzende, synthetische oder thetische Rech-
nungsart, der Befehl, eine Zahl (die Basis) sooft als
Faktor zu setzen, als der kleine Anzeiger (Exponent)
oben rechts angibt.
a®=a-a, a®=a-a-a, a®=a-a-a-a-a-a usw. Wie multi-
pliziere ich nun Potenzen miteinander? Etwa a? mit
a’. Schreiben wir es uns an:

(a-a)X (a-a-a-a-a-a-a).

Da nur Multiplikationen vorliegen, kann ich schreiben :

a-a-a-a-a-a-a-a-a=abd,

Wie verhalten sich nun die Anzeiger 2 und 7 zum An-
zeiger 9? Sehr einfach: 9 ist die Summe 2} 7. Die An-
gelegenheit ist eigentlich klar. Jeder Anzeiger befiehlt,
sooft mit sich selbst zu multiplizieren, als seine Anzahl
angibt. Verbinde ich mehrere Potenzen derselben Basis
multiplikativ miteinander, dann habe ich sooft mit
sich selbst zu multiplizieren als alle Anzeiger zusammen,
also ihre Summe angeben. Also ist etwa al5-a8—=al6+6—
=a? und b1°.b1.b7=Dp10+11+7=}28 ysw., Wenn ich
als Formel ganz allgemein diese Regel ausdriicken will,
kann ich schreiben: an-.am.af.-as=an+m+r+s oder
beLdbt=he+d+f ysw. Nun stelle ich mir eine andere Auf-
gabe. Was geschieht, wenn ich eine Potenz potenzieren
will? Etwa a? zur fiinften Potenz oder (a3)5. Hier miissen
wir tiberlegen. Was heiflt das? Doch nichts anderes als

a3.93.a3.93. 93 —a3+3+34+34+3—753,
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Also wieder eine héchst einfache Regel. Erhebe ich
eine Potenz zur Potenz, dann sind die Anzeiger mit-
einander zu multiplizieren. Ganz allgemein (a®)m=anm
oder ein komplizierterer Fall [(Ls)m]r=Lamr ysw,

Zur Vervollstindigung unserer Untersuchung sei
wiederholt, daB jede Zahl zur nullten Potenz die Eins
als Resultat liefert. Im Besitz der allgemeinen Schreib-
weise konnen wir jetzt behaupten: a®=1, wobei a alle
Werte von eins bis zu einer beliebig groBen Zahl an-
nehmen kann. Weiter ist a%-at=a%+n=an, da ja auch
1.an=a®, an-a ist selbstverstindlich a®-al=an+1,
Wenn wir uns schlieBlich fragen, wie groB3 [(a®)3]5 ist,
so ergibt sich a%5, also a® oder cins. Dies ist ebenfalls
klar, da ja a® an sich schon eins ist, und eins zu jeder
beliebigen Potenz wieder eins ergibt. Denn man kann
1 sooft als man nur will als Faktor sctzen, ohne dafB3
etwas anderes resultiert als 1.

Der tiefer blickende Leser wird hier eine sonderbare
Verkniipfung aller drei uns bisher bekannten theti-
schen Rechnungsarten am Werke schen. Potenzieren
heiBt multiplizieren mit sich selbst. Multiplikation von
Potenzen hat Addition der Anzeiger zur Folge. Poten-
zieren der Potenz erzeugt Multiplikation der Anzeiger.
Wir wollen hierzu nur andeuten, daB3 dieser ganze Algo-
rithmus nichts ist, als eine stets hoher getirmte Ad-
dition mit gleichzeitiger Angabe, wie oft zu addieren
ist. Denn 32=3-3, ist nichts anderes als die 3 dreimal
als Summand gesetzt, also 343-3. Und 32-33=35—=
=3-3-3:3-3, ist wieder nichts anderes als die 3 dreimal-
dreimal-dreimal-dreimal, also 81mal als Summand ge-
setzt. Das aber ist 243 oder 35.

Kenner von Rechenmaschinen werden das gut ver-
stehen. Denn jede sogenannte Multiplikationsmaschine
beruht darauf, da3 die gleiche Zahl additiv solange auf-
summiert wird, bis der Multiplikationsbefehl erfiillt ist.
D. h. bis der gleiche Summand sooft ancinandergereiht
ist, als der Multiplikator (der Multiplikations,,anzeiger*)
angibt. Um nicht zu verwirren, brechen wir unsere Be-
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trachtung ab und stellen nur fest, daB bisher jede theti-
sche Operation aus der niichstniederen hervorging. So
ist, wenn wir als Reihenfolge Addition, Multiplikation,
Potenzierung annehmen, jede Multiplikation eine durch
den Multiplikator befohlene Addition gleicher Summan-
den (die dem Multiplikanden gleich sind) und jede Po-
tenzierung cine Multiplikation gleicher Faktoren (der
Basis), wobei hier der Potenzanzeiger befiehlt, wie oft
dic Basis als Faktor gesetzt werden soll.

Wir diirfen nun vermuten, daB die Division in &hn-
licher Art mit der Subtraktion zusammenhingt. Unsere
Vermutung ist vollkommen berechtigt, wie ein ein-
faches Beispiel zeigt. Subtrahieren wir etwa von 120
fortlaufend 13, so erhalten wir

120—13=107 (1. Subtr.), 55—13=42 (6. Subtr.),
107—13= 94 (2. Subtr.), 42—13=29 (7. Subtr.),
94—13= 81 (3. Subtr.), 29—13=16 (8. Subtr.),
81—13= 68 (4. Subtr.), 16—13= 3 (9. Subtr.).
68—13= 55 (5. Subtr.),

Jetzt geht es in positiven Zahlen nicht mehr weiter.
Wir konnten neunmal subtrahieren und erhielten drei
als Rest. Die ,,Division‘* ergibt

120:13=9, also genau dasselbe.
-3

Wir haben somit die Division als fortgesetzte Sub-
traktion entlarvt, was ebenfalls jeder Kenner von Re-
chenmaschinen wei. Die Grundfrage der Division
kann also nicht nur lauten: wie oft ist der Divisor im
Dividenden enthalten und was bleibt fiir ein Rest?
Sondern ebenso berechtigt: Wie oft kann ich dieselbe
GroBe von einer anderen abziehen und was bleibt
schlieBlich ibrig, wenn ich nicht ins Negative vor-
stoBen will?

Nun sehen wir aber neuerlich an unserem Beispiel
die geradezu ungeheure Uberlegenheit des Divisions-
algorithmus gegeniiber der fortgesetzten Subtraktion.
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Dort neun Subtraktionen mit ebensoviel Fehlerquellen,
hier ein einziger Griff, uin zum Resultat zu kommen.
Die mechanische Rechenmaschine kann sich dic fort-
gesetzte Subtraktion erlauben. Erstens irrt sie nicht,
weil ihre Zahnrdder nur richtig arbeiten konnen.
Zweitens ist die Umdrehungszahl ihrer Bestandteile
fast beliebig zu steigern (heute schon durch Elektro-
motoren). Und drittens ist eine maschinelle Wieder-
gabe unseres schriftlichen Divisionsverfahrens {iber-
haupt kaum méglich, da ja auf der Maschine die not-
wendige Gegenmultiplikation auch in Form fort-
gesetzter Addition erfolgt. Dies aber nur nebenbei.

Wir stehen jetzt, um in unseren algebraischen For-
schungen zu einem vorliufigen Abschlu8 zu gelangen,
vor dem Problem, wie man in allgemeinen Zahlen divi-
diert. Wir wollen vom cinfachsten Fall beginnen. Was
ergibt a:b? Antwort: Nichts anderes als a:b. Denn
die Division ist nicht verwechselbar, nicht kommutativ,
da sie wie die Subtraktion nach einer Richtung hin
auflost, sie ist einseitig gerichtet. Wir kénnten hoch-

stens anders schreiben, etwa a:h=T:-. Das ist aber kein

Gewinn, sondern nur eine andere Schreibart, ein anders
notierter Befehl. Etwa wie a-b dasselbe heiBt wie
ab oder axXb. Wir kénnten fiir die Division schliel3-
lich auch ,,a durch b** oder ,,a dividiert durch b* oder ,,a
gebrochen durch b‘‘ schreiben. Oder gar ,,a verhilt sich
zu b* (wobei aber noch ein Nachsatz anzufiigen wire).

Wie bei der Multiplikation wollen wir drei Méglich-
keiten der Division allgemeiner Zahlen untersuchen.
Niamlich das Verhalten einzelner allgemeiner GroBen
mit und ohne Koeffizienten, das Verhalten von Po-
tenzen und das Verhalten von ,,Mehrgliederausdriicken**
(Polynomen).

Beziiglich einzelner GroBen wurde schon erwihnt,
daB bei Ungleichnamigkeit (a:b) nichts weiter zu
machen ist. Ich stehe dabei vor einem Befehl, den ich
erst néher ausfiihren kann, sobald ich in die allgemeinen
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Zahlen ,einsetze‘’. Etwa a=12, b=3. Dann ist natiir-
lich a:b=12:3=4. Es gibt aber auch andere Kon-
stellationen. Was etwa ist 3a:a? Wir fragen hier, wic
sich die Menge von 3 Apfeln zu einem Apfel verhilt.
Oder wie oft ein Apfel in einer Menge von drei Apfeln
enthalten ist. Die Antwort ist einleuchtend: 3a:a=3.
Und ganz allgemein n-a:a=n. Ebenso ist 15a:3a=5
und ba:a=b. Da weiter jede Zahl, durch sich selbst
dividiert, als Ergebnis 1 liefert, so ist a:a=1. Ich denke,
wir diirften auch einsechen, daB 25abcd:5ac gleich
ist mit 5bd. Man muB sich bloB bei jeder Division die
,,Probe‘‘ vor Augen halten. Im letzten Fall 5bd -5ac=?
Ausmultiplizieren ergibt sofort 25abed und bestatigt
unsere Behauptung. Das also béte weiter keinerlei
Schwierigkeiten.

Nun wollen wir uns das Verhalten von Polenzen ge-
legentlich der Division néher ansehen. Und zwar zu-
erst als multiplikative Gruppen geschrieben. Was ergibt

(a-a-a-a-a-a):(a-a-a)="?

Ich habe zuerst den Ausdruck in der ersten Klam-
mer durch a, dann noch einmal durch a und schlie8-
lich noch einmal durch a zu dividieren, da es ja gleich
ist, ob ich etwa 27 durch 9=3-3 oder zuerst durch 3
und dann noch einmal durch 3 dividiere. Unsere obige
Division der sechsmal als Faktor gesetzten a durch
die dreimal als Faktor gesetzten a ergibt als Resultat
nach unseren bisherigen Erkenntnissen

a-a-a-1-1-1=a-a-a.

Oder a®:a=a% Weiter ergiibe (b:b:b-b-b:b-b):
:(b-b) soviel wie b-b:b-b-b-1-1 oder b-b-b:b-b=Dh?
und ich erhielte b7:b®=h8. Die Regel ist uns schon
offenbar. Wir haben wieder eine Art von Spiegelbild
vor uns und sehen deutlich die Verkniipfung der beiden
auflésenden (lytischcn) Rechnungsarten der Division
und der Subtraktion. Denn a®:a3=a%%=a? und
b7:b2=Db7-2=D15, Als alte Algebraiker brauchen wir
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nicht mehr lange herumzureden, sondern bilden die
Formel am:ar—am-n, was sich auch sofort bei am:am=
=am-m=ga%=1]1 bewiihrt und als tauglicher Algorith-
mus erweist. Natiirlich ist am:a=am-! und am™:a° oder
am;]—am-0=am, Allfillige Gegenproben miissen rich-
tige Ergebnisse licfern. Z. B. am:a=am-1, Gegenprobe
a-am-l=gl.am—1=gal+m—1=am ysw, Zum AbschluB noch
ein verwickelteres Beispiel, um das gleichzeitige Spiel
mehrerer Algorithmen aufzuzeigen:
39a?bbcrdm+2;13a4ced3=3a7—4. b5 . cr—s. dm+32-3=
=3 a3bscr -ldm—l’

wozu bemerkt wird, daB wir uns das Nichtvorkommen
einer Potenz im Divisor?) stets so vorstellen kénnen, als
ob die betreffende Basis dort in der nullten Potenz
(ist gleich eins) gestanden wire. In unserem Beispiel
39a7bbcrdm+2;13a4h0c®d3, was fiir die b-Potenz in der
Ausrechnung b%-°=D% ergibt, also das Resultat nicht
indert. Uberhaupt — wir haben es schon bei den Zahlen-
systemen gesehen — bewihrt sich die Einfithrung von
nullten Potenzen oft zur eleganten Abrundung gesetz-
miBig verlaufender Gestaltbilder.

Nach einer kleinen Vorbemerkung werden wir uns
an die vorliufig schwierigste algebraische Aufgabe, die
Division von Vielgliederausdriicken, wagen. Es gibt
bei derartigen Ausdriicken gewisse Ordnungsprinzipien,
die in manchen Fillen unentbehrlich sind, obwohl sich
durch das ,,Ordnen‘ an der GroBe des Ausdrucks
nichts findert. Jeder Soldat weiB3, daB8 die Mannschafts-
anzahl einer Kompagnie, auch ihre Kampfkraft, kaum
dadurch verindert wird, daB ich die durcheinander-
stehenden Soldaten fiir Marschformation oder Parade
nach der KorpergroBe antreten lasse. Ich habe dabei
aber doch gewisse Vorteile. Lasse ich etwa aus ent-
wickelter Reihe richtig in Marschformation iibergehen,
dann marschieren die groBSten Leute in den ,,Doppel-

1) Spiter werden wir auch vom Nichtvorkommen im
Dividenden sprechen !
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reihen* (Viererreihen) an der Spitze der Truppe und
reien durch raumgreifendere Schritte ihre nach hinten
zunchmend kleineren Kamecraden im Tempo mit. Auch
bei Schwenkungen entwickelter Linien wird der kleinste
Mann als Drehpunkt gewiihlt, wihrend der grofte
»Fligelmann* den lingsten Weg zu machen hat. Kurz,
fiirs Marschieren bewihrt sich unser Ordnungsprinzip,
da es in gewisser Art klare Beziehungen schafft, die man
fir Sonderzwecke bewufBt ausniitzen kann.

Wir trafen schon einmal ein solches Ordnungsprinzip.
Es war die ,,GroBenfolge* in den Stellenwertsystemen.
Sie ist nichts anderes als eine Entwicklung der Zahlen
nach ,steigenden oder ,fallenden* Potenzen der
Grundzahl des Systems; ,steigend oder ,,fallend*, je
nachdem man die Zahl von vorn oder hinten ansieht.
Sicherlich schreiben wir in unserem Zehnersystem fal-
lende Zehnerpotenzen von links nach rechts an. Denn
91.435 hcift ja 9:10441-10344-10243-1014-5-100.

Dieses Anschreibeprinzip koénnen wir nun auf al-
gebraische Ausdriicke iibertragen, sofern uns als Potenz-
anzeiger konkrete Zahlen gegeben sind oder wenn wir
aus irgendwelchen Nebenbedingungen wissen, in welcher
GroBenfolge allgemeine Potenzanzeiger sich ancinander-
reihen.

a®4-a’4} at—a%4al®—ab kénnen wir nach [allenden
Potenzen von a auch schreiben

alé| a7—gb-| atf-ad3—al

Hatten wir dagegen am--ar}at—ab—ad}-al zu
ordnen und wiilten wir weiter, da der im Alphabet
hoherstehende Anzeiger stets irgendeine noch unhe-
stimmte aber unzweifelhaft hohere Zahl darstelle als
der im Alphabet an ticferer Stelle stehende Buchstabe,
dann dirften wir fallend ordnen:

atf-ar{-am-|-ab—ad—ab,

Da wir aber gewohnt sind, uns alle algebraischen
Dinge moglichst allgemein vorzustellen, treffen wir bei
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der Weiterfithrung unseres Gedankens auf gewisse
Schwierigkeiten. Es kénnen némlich verschiedene Po-
tenzen in multiplikativ verbundenen Gruppen vorliegen,
wie 19a2bc?’d4 oder 5a’b3%5d® usw. Und es kann sich
weiters ergeben, dal wihrend wir nach Potenzen von
a ordnen, die Potenzen von b durcheinandergeraten;
wenn wir nach b ordnen, die von a; wenn wir nach ¢
ordnen, die von a, b und d usw. Dafiir gibt es natiir-
lich keinen anderen Ausweg als den EntschluB, was wir
als Ordnungsprinzip wihlen wollen. Ordnen wir Bii-
cher im Biicherkasten nach der GroBe, dann konnen
wir sie nicht gleichzeitig nach Materien ordnen, wenn
GroBe und Materie nicht schon von vornherein irgend-
wie zusammenhiingen.

Nun wollen wir kithn die Division von Vielglieder-
ausdriicken versuchen, da wir uns schon im Besitz
aller Vorkenntnisse wissen. Es wiére etwa der bosartig
ausschende Ausdruck

(10a*b-+435a%h+45a8b®h—4abc?h—14a2¢2h2—
— 18a3b2%c?h?) durch (—2c%h-}-5a3)
zu dividieren.
Erste Regel: Beide Ausdriicke sind nach fallenden

Potenzen der ersten allgemeinen Zahl, also nach fallen-
den Potenzen von a, zu ordnen. Wir schreiben

(45a8bth+35a5h+ 10asb— 18a3b2c2h?— 14a%cthe—
—4abe?h):(5a8—2c%h)=1?

Der weitere Vorgang dhnelt unserer dekadischen Di-
vision. Wir versuchen niimlich zuerst, wie oft das erste
Glied des Divisors (5a?) im ersten Glied des Dividenden
(45a®b%h) enthalten ist. Dann machen wir die Gegen-
multiplikation, indem wir das erste Resultat (Quotient)
mit dem Divisor multiplizicren und vom Dividenden
bzw. von ciner dem Divisorpolynom entsprechenden
Anzahl von Dividendengliedern subtrahieren. Finden
wir im Dividenden kein weiteres Glied, von dem man
subtrahieren kann, dann mufl man dieses nichtsubtra-
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hierbare Glied hinunterstellen und je nachdem additiv
oder subtraktiv mit dem ,,Rest‘, der uns geblieben
ist, verbinden. Nun sehen wir wieder zu, wie oft das
erste Glied des Divisors in jenem Glied des Restes ent-
halten ist, das die héchste Potenz der ersten allgemeinen
Zahl aufweist. Das Resultat kommt in den Quotienten.
Hierauf Gegenmultiplikation. Und so fort. Wir rechnen
also:

(45aﬂb'h+35a'h+10a*b 18a®b%c*h*—14ac*h2—4abeth): (5a:—2¢h)=

F18a’b2ezh* =9a*b*h+-7ath42ab
0 35a*h 0
35azh F14a%cth:
0 10a‘b 0
+10a‘b +4abezh
0 0

Die Division ist ausgegangen (wie man sagt) und hat
als Ergebnis (9a?b?h--7a*h-}-2ab), also einen eben-
falls nach fallenden Potenzen von a geordneten Aus-
druck geliefert. Zu obigem Schema wird angemerkt,
dal wir die Subtraktion symbolisch einfach durch Vor-
zeichenidinderung vollzogen haben, da ja bekanntlich
das Minus die Vorzeichen dndert. Hierauf addieren wir
algebraisch, wodurch wir das Resultat erhalten. Dabei
gilt bei den Doppelvorzeichen nur das untere. Um noch
deutlicher zu scin, hatten wir durch die erste Gegen-
multiplikation (45a8b2h— 18a3b2¢2h?) erhalten. Im Di-
videnden finden wir diese beiden GréBen ebenfalls. Wir
konnten jetzt schreiben: (45a®b2h—18a3b2c2h?) des
Dividenden minus dem Ergebnis der Gegenmultipli-
kation, also (45a%b%h — 18a3b2¢2h?) — (45a8b2h —
— 18a3b%c2h?) = 45ab%h — 18a3b2c?h? — 45a8h2h 4
-+ 18a%b%c?h?, was offensichtlich die Null ergibt. Um
weiterzudividieren, suchen wir jetzt die héchste, noch
nicht durch Subtraktion verschwundene a-Potenz und
finden 35a%h. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden schreiben
wir sie unter den Strich, als ob es sich um einen Rest
handelte und verfahren analog weiter wie oben gezeigt.

Es ist nun durchaus nicht unsere Aufgabe, uns zu
algebraischen Rechenkiinstlern auszubilden. Beispiele zu
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Ubungszwecken findet man in jedem Mittelschullehr-
buch in sorgfaltiger Auswahl. Auch die Algebra des
groBen Leonhard Euler?) ist fiir diesen Zweck ein aus-
gezeichnetes Ubungsbuch. Da wir zu ganz anderen
Zielen steuern und die Struktur, das Gefiige, die Ge-
stalt der Mathematik bloBlegen wollen, um selbst der
Integralrechnung gewachsen zu sein, begniigen wir uns,
zum AbschluBl dieses Teils der Algebra konstanter (be-
stimmter) allgemeiner GréSen noch eine harmlose Di-
visionsaufgabe anzufiigen:
(a2—2ab-}+b?): (a—b)=a—b
—a*'¥ ab
0 — ab--b2
F ab 4 b?
0 0

Weiter das Beispiel:
(a’+b'i): (a-b)=a®—ab - b2
—g? :L__ al

0 —a*b--b?

F a?b F ab®
0 -}ab%}-b3
4+ ab® 4+ b3
0 0

Damit wiren wir zu einem weiteren Rastpunkt ge-
langt. Wir beherrschen jetzt die vier Grundrechnungs-
arten Addition, Subtraktion, Division und Multipli-
kation sowie die Potenzierung ganzzahlig in simtlichen
konkreten Ziffernsystemen und in allgemeinen (algebrai-
schen) GroBen. Und wir sind damit geriistet, innerhalb
gewisser Schranken uns jetzt dem mathematischen
Riétselraten und Ritselldsen, der Lehre vom unbekann-
ten x, der Lehre von den Gleichungen, zuzuwenden, die
uns Briicke sein wird zum Anstieg in hohere und hochste
Regionen unserer Kunst.

1) Reclam-Bibliothek.
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Zwolites Kapitel

Gemeine Briiche

Nur noch ein kleines Hiigelchen haben wir zu iiber-
steigen, um uns dann ungehindert in den Ebenen der
mathematischen Riitsel bewegen zu kénnen. Es handelt
sich dabei mehr um eine besondere Schreibart fiir die
Division als um eine prinzipielle Neuerung in unserem
Algorithmus.

Historisch am spitesten wurde der Doppelpunkt als
Divisionszeichen eingefiihrt, den wir bisher fast aus-
schlieBlich verwendeten. Es war die glickliche Hand des
groBen Leibniz, die dieses Symbol schuf!). Der soge-
nannte Bruchstrich als Zeichen der Division ist viel
ilteren Ursprungs.

Unter einem Bruch hat man vorerst nichts anderes zu
verstehen, als eine noch unausgefiihrte oder eine mit ganz-
zahligem Ergebnis nicht weiter durchfithrbare Division.

Ausnahmsweise beginnen wir diesmal algebraisch mit
allgemeinen Zahlen, deren GréfBe und GroBenverhéltnis
in keiner Weise feststeht, und schreiben uns als Typus

eines Bruches etwa %— an, was so viel heiBt, wie a ge-

brochen durch b, oder a durch b, oder a dividiert durch
b, oder a:b, oder a im Verhiltnis zu b. Die oberhalb des
Bruchstriches stehende Zahl heiBt der Bruchz#hler,

die unterhalb stehende Zahl der Bruchnenner. Ist der

Zahler gleich eins, also allgemein - L L usw., dann

a' Db e
sprechen wir von Stammbriichen. Ist der Zahler kleiner

als der Nenner, dann heit der Bruch ein echter; was

1) In der Abhandlung ,,De maximis et de minimis*
usw. Acta Eruditorum vom Jahre 1684.
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man allgemein schreiben kénnte < 5 Wwobei a<b. Das
hier erstmalig vorkommende sogc 'nannte Ungleich-
heitszeichen (>, <) deutet mit der Spitze stets auf
die kleinere GroBe, mit der Offnung auf die groBere
Zahl. Natirlich darf man auch umgekehrt, d. h. von
rechts nach links lesen und kann sagen, wenn man
etwa (5+4+7—2)> (143—2+41) vor sich hat und die
Klammerausdriicke ausrechnet: 10 ist groéBer als 3
oder 3 ist kleiner als 10.

Um aber wieder zu den Briichen zuriickzukchren,

heiBt also der Bruch % dann ein echter, wenn a<<b.
Und dann ein unechter, wenn a>>b. In konkreten Zahlen
wiire % ein Stammbruch und zugleich ein echter Bruch.
% ist ein echter Bruch. % oder % sind unechte Briiche,
weil wir sie aus ganzen Zahlen und aus Bruclu‘n zu-
sammcngesctzt schrelhen konnen. Nimlich 1+— oder
l+— oder 12 bzw. 1—

Im Rechnungsverfahren der alten Kgypter und der
Gricchen - spielten die Stammbriiche ecine besondmc
Rolle. So etwa schrich man bel dcn Agyptcrn fiir E

die Stammbruchsumme -+ +24 + = 58 + = 87 - 232 und
in Griechenland waren ahnhche Reihenbildungen an der
Tagesordnung. Wir sind es heute gewohnt, die Stamm-
briiche eher zu vernachlissigen, da wir mit Briichen
aller Art und jeder Form leicht und sicher umgehen
konnen. Nurin der Integralrechnung spielt das Verfahren
der sogenannten Partialbruchzerlegung, das solchen
Stammbruchauflésungen &hnelt, eine schr groBe Rolle.

Der Begriff des Bruches lehrt uns aber noch anderes.
Er gibt uns némlich tiberhaupt erst den Begriff einer

zerlegten ganzen Zahl. -;— ist der dritte Teil der Eins.
-:— ist der siebente Teil der Fiinf usw. Es tritt also hier

etwas auf, und zwar bei den echten Briichen, was iiber
das Wesen der Division hinausgeht. Es wird nicht mehr
gefragt, in welche ganze Zahlen ich eine ganze Zahl
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ganzzahlig zerlegen kann, wie etwa bei 12:3=4, wo
eben vier Dreier die Zwoll ergeben oder 12 durch 3
die 4 hervorbringt; sondern das Problem lautet hier,
welche Zwischenzahlen zwischen den ganzen Zahlen

ich durch Teilung ganzer Zahlen gewinnen kann. ;, :,
:, ?, :g licgen alle zwischen O und 1. Und wir kénnten

unendlich vicle solcher Zahlen zwischen null und eins
legen, wenn wir nur stets den Zihler kleiner wihlen
als den Nenner. Alle echten Briiche liegen sonach zwi-
schen null und eins. Und ihr Wert wird bei gleichem

Ziihler desto kleiner, je groBer der Nenner ist. % sind
groBer als 739, was jedem klar ist, der das Wesen der

Teilung einigermaBen durchschaut. Sind Zihler und
Nenner einander gleich, dann handelt es sich um eine

andere Schreibart fiir die Zahl eins. Denn % ist so viel

wie a:a, was stets die Eins ergibt. Ist der Zihler 0,
dann liegt Nullmultiplikation mit dem betreffenden

Bruch vor. Wir kénnten dann auch schreiben: 0-— "

oder T’ g, was selbstverstindlich O liefert. Ist da-
gegen der Nenner gleich 0, dann geraten wir in arge
Verlegenheit. Wir sollen etwas durch nichts dividieren.
Also a:0=? Wollten wir die Gegenprobe machen, so
miiBten wir eine GréBe suchen, die mit 0 multipliziert
a ergibt. Offensichtlich ein unmégliches Verlangen, da
jede Zahl, auch die groBte, mit Null multipliziert
wieder O ergibt. Kalkulieren wir jedoch anders (ich
mochte sagen ,,dynamisch* und nicht ,statisch*),
dann diirfen wir folgenden SchluB8 machen: Dividieren
wir 5 etwa durch 100, dann erhalten wir 5 Hundertel.
Dividieren wir 5 durch 47, dann erhalten wir schon viel
mehr. Noch mehrerhalten wir bei einer Division durch 21,
noch mehr bei der Divisibn durch 7, noch mehr bei der
Division durch 5; welch letztere Operation eins ergibt.

Teilen wir durch 3, so erha]ten wir g oder 11 Teilen
wir durch 2, so crhalten wir — oder 2 ..2 , teilen wir durch
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1, so erhalten wir 5. Wiirden wir jetzt weiter durch
alle Zahlen, die zwischen 1 und der O liegen, also durch

alleechten Briiche teilen, etwa % i —-E;—-- usw., so erhielten

‘20 865
wir rasch zunehmend gréBere Werte. Denn 5:% ist
schon 100, 5 dividiert durch 3—;5 bereits 1825, 5 dividiert

durch 1oofooo schon 500.000 usw. Die Null selbst aber

ist stets noch kleiner als der kleinste Bruch, d. h.

als der Bruch, der den gréB8ten Nenner hat. ;'

ergibt stets bX riesige Zahl, also cine fiinffach riesige
Zahl. Die riesigste Zahl geniigt aber noch nicht, um
den Nenner, der als Bruch auftritt, zur Null zu machen.

Denn ist noch stets groBer als Null. Daher

1
riesigste Zahl
muf} % finfmal groBer sein als die allerriesigste Zahl,
die ich mir tiberhaupt denken konnte. Und eigentlich

b

noch viel groBer. Man sagt daher abgekirzt, daB 4
gleich sei unendlich. Oder mit Zeichen g=co.

Was wir eben nur so beiliufig kalkulierten, gehért
eigentlich schon in die Unendlichkeitsanalysis und
heiBt ein ,,GrenzprozeB‘ oder eine ,,Limes-Bestim-

mung®. Ich kann néimlich nicht sagen, daB -(—5,- gleich

unendlich ist, sondern nur, daB es nach unendlich
strebt. Dal es zu einer Grenze (lateinisch: Limes) hin-
eilt, die schlieBlich durch die Unendlichkeit gegeben
sein muf}, da ich ja stets Steigerungen von riesig, rie-
siger, allerallerriesigst, mehrfach allerallerriesigst usw.
bis ins Unbegrenzte vornehmen kann, wobei das ,,Bil-
dungsgesetz*, das Wachsen des Resultats, stets erhalten
bleibt.

Wir zeigen absichtlich, trotz aller Warnungen des
Widersachers, an passender Stelle Ausblicke auf das
Endziel. Denn wir sind der Meinung, daB gerade die
sogenannte ,niedere Mathematik* ihren oft unheim-
lichen, sprunghaften und unbefriedigenden Charakter
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hauptséchlich dadurch erhilt, daB man an solchen
Stellen entweder Dogmen aufstellt oder sich wie die
Katze um den heiBlen Brei schleicht. Wir schleichen
nicht und sagen es heraus: Die Behauptung a:0=o0
ist unmoglich, da auch co mal 0 nur Null geben kann,
wenn man die Sache rein statisch auffaBt. Wenn wir
die Null jedoch als eine durch Anniherung gewonnene
allerallerkleinste Zahl, also als sogenannte ,,Limes-Null**
und das Unendlich als nebelhaft riesige Riesenzahl, also
als ,,Limes-Unendlich** auffassen, dann diirfen wir,
ohne unseren Algorithmus zu sprengen, ruhig behaupten
a:lim0=limeco, was praktisch auf a:0=co0 hinaus-
kommt. Wir trafen auf ein dhnliches Mysterium schon
bei unserem Rechteck, wo wir sogar 0:0 als Verhéltnis
zu bestimmen hatten.

Auflerdem gewinnen wir aber durch unseren Ansatz
noch ein sonderbares Ergebnis. Da niamlich irgendeine
beliebige Zahl (bei uns 5, die wir ganz willkirlich
wiihlten) durch lim0Q dividiert das Resultat limco lie-
fert, so muB auch die Gegenprobe stimmen. Also:
5:lim0=limeo , folglich lim0-limeo =5; dasselbe wiirde
aber fir 7:1im0 oder 530:1lim0 oder fiir irgendeine be-
liebige endliche Zahl a gelten. Daher ist lim0-limeo
gleich irgendeiner belicbigen endlichen Zahl. Es ist dies
das erstemal, daB wir ein sogenanntes unbestimmtes
Ergebnis einer Rechnungsoperation erhalten.

Nun sind wir striiflich weit von unseren ,,Briichen**
abgeirrt. Wir wollen aber noch weiter abirren, da wir
eben frither das Wort ,,Verhaltnis‘‘ ausgesprochen haben.
Was soll das wieder fiir ein Nebensinn der Division
sein, wenn ich sage: ,,a verhilt sich zu b* und dafiir

5 oder a:b schreibe? Am einfachsten werden wir es

durchschauen, wenn wir' der Sache ecinen Messungs-,
einen geometrischen Sinn unterlegen. Die Kanten einer
rechteckigen Tischplatte seien abgemessen und als
6 Meter Linge und 2 Meter Breite festgestellt worden.
Jedes Kind sagt sofort, daB sich die Linge zur Breite
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wie 6 zu 2 verhilt. Oder 6:2=3, d. h. der Tisch ist
eben dreimal so lang als breit. Beim sogenannten Ver-
hiilltnis mache ich also die eine der zu vergleichenden
(ins ,,Verhiltnis** zu setzenden) GréBen zur MaBeinheit
der anderen. Ich hitte nimlich auch sagen konnen:
Breite verhilt sich zur Liinge wic 2:6 oder -z.—'odor %—
oder der Tisch ist ein Dritte] mal so breit als lang.
MaQhbestimmen aber heilit suchen, wie oft die Einheit
im Ganzen enlhalten ist. Das heiflL aber wicder: durch
die Einheit dividieren. Im ersten Falle war die Breite
die Einheit. Und die Linge enthiclt drei Einheiten. Im
zweiten Falle war die Linge die Einheil und die Breite
enthielt eine Dritteleinheit. Wenn wir nun jedoch die
Frage nach der Einheit vertagen und eine auBen-
stehende Einheit, etwa das Meter, heranzichen, kénnen
wir sagen: Linge zur Breite wie sechs zu drei Meter
oder 6:3 oder -g Ganz allgemein: Linge zur Breite
wie a:b oder -E-, in irgendeiner Einheit ausgedriickt.
Man nennt dieses doppelte Verhiltnis, das durch das
Gleichheitszeichen als identisch befohlen wird, eine

Proportion. Etwa:
a:b=6:3 oder

27:9=15:5 oder 21T7= % usw.

Da nun eine Proportion nichts anderes ist als eine
konkret geschriebene Gleichung bestimmter Form,
wollen wir uns mit den bisherigen Andeutungen be-
gniigen und die néhere Untersuchung erst bei den Glei-
chungen durchfiihren.

Jetzt miilssen wir aber endlich unsere Briiche vor-
nehmen und vor allem ihren Algorithmus, die bei
Briichen geltenden Rechenverfahren, durchforschen.

Zuerst die Addition und Subtraktion. Briiche, so
haben wir nebenbei festgestellt, sind neue Zwischen-
zahlen zwischen den ganzen Zahlen. Die echten Briiche
liegen wertméBig zwischen 0 und 1, die unechten
irgendwo anders in der Zahlenreihe. Natiirlich gibt es
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auch ein Vorzeichen vor Briichen. Also existieren po-
sitive und negative Briiche.

Wenn wir gemeine Briiche!) ohne Riicksicht auf
»Echtheit oder ,,Unechtheit* als neue Zahlen an-
sehen, dann sind sie fiir uns soviel wie Apfel, Birnen
usw. Ein Drittel sei der Apfel, ein Viertel die Birne,
ein Siebentel die Zitrone. Entscheidend fir den Cha-
rakter eines Bruches ist bloB der Nenner. Er benennt

den Bruch. 3 heiBt dreimal +. Der Zahler ist also ein

Koeffizient und -g- konnte lauten 3(%), also drei Birnen
neuer, gebrochener Gattung. Durch diese simple Uber-
legung ergibt sich der Algorithmus von Addition und
Subtraktion fir Briiche von selbst. Addierbar und sub-
trahierbar sind bloB gleichbenannte Briiche. D. h.
wir dirfen sie verschmelzen, dirfen sie auf den gleichen
Nenner bringen, und zwar in folgender Schreibweise:
1,5,7 2,0_14547—240 11 .2
3t3ts—3ts=— 8 37 %%
Liegen dagegen verschiedene Nenner vor, dann mul
ich erst einen neuen gemeinsamen Nenner suchen. Ich
darf die Art, wie dies geschieht, als bekannt voraus-
setzen und daher blof3 ein Beispiel fiir dieses , klcinste
gemeinsame Vielfache'* notieren.

1,2 5 4
ststs ="
Der gemeinsame Nenner ist hier 3-5-8-13, also 1560.
Um alle Briiche aufl 1560tel zu bringen, mul} ich natiir-
lich jetzt die Zihler dndern, damil jeder Einzelbruch

den urspriinglichen Wert hehilt. % etwa lautet als

1560tel geschrieben gleich %%, da ich durch Kirzen
1

wieder 3 erhielte. Praktisch miBte ich fragen, womit

ich den Zihler multiplizieren mufl, um den gleichen

1) Die Abgrenzung von den sogenannten ,System-
brichen*, die uns als Dezimalbrioche geldufig sind, er-
folgt spater.

135



Bruch wie frither zu erhalten. Da 1560 gleich ist
3-5-8:13, wire %- gleich ;:g:—g%:g usw. Unsere Rech-
nung ergibt also:

1.5-8-13 , 2-3-8-13 , 5-3-5-13 |, 4-3

358131538 131835131 133

__ 52046244975 —480 1639

- 1560 16607

Allgemein siihe eine Addition bzw. Subtraktion von
Briichen folgendermalen aus:

2atb , 3df* 19abed®
5¢ ' 7bh  3h®m
__2-7-3a22b®h®m+-3-5-3cdf*h*m —19-5-7ab2c?d*h __
- 5-7-3-b-c-h3m -
__42a?b?h®m-45cdf*h®m — 665ab%c2d®h
- 105 bch®m -
__42a*b*h®m+-45cdf?hm — 665ab?c2d?
- 105bch?m .

Ich denke, daB durch obigen allgemeinen Fall die
Struktur des Bruchaddierens und die Gewinnung des
gemeinsamen Nenners vollkommen durchsichtig ge-
worden ist. Falls der gemeinsame Nenner aus dem
Produkt aller Nenner besteht, dann habe ich jeden ein-
zelnen Zihler mit allen Nennern der anderen Briiche
zu multiplizieren, um ihn gleichnamig (gleichnennerig)
zu machen und dabei trotzdem gleichwertig zu erhalten.

Da wir Briiche als bestehend aus einem gleichsam
Namen gebenden Stammbruch (1 durch Nenner) und
einem Koeffizienten (Zihler) auffaBten, ergibt sich
sofort eine Multiplikationsregel. Ich kann einen Bruch
vervielfachen, wenn ich den Zihler (Koeffizienten) ver-

vielfache. Dreimal ein Siebentel sind 3-(7)=3%. Oder

4 1 1\_ 24 . ' _'b__ab
6 mal ﬁ=6-4-(ﬁ)=24(§3)=ﬁ. Allgemein: a-?=°?.
Da aber ein Bruch nicht nur gréBer wird, wenn ich
den Zihler vervielfache, sondern auch, wenn ich den

8_
5=

-5
5.
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Nenner verkleinere, kann ich auch auf andere Art
multiplizieren. Zweimal em Viertel ist auch einmal

ein Halb Oder 2- (1) 2 ;, was ich natirlich auch
als —_— erhalten hiit.te Allgemein a- (—b-)— Diese
zwvlte Regel wird zum ,,Kurzen“ verwendet. Etwa
9- §7 kann man als g;g iz 3) g, also a]s -g- anschrei-

ben. Was dasselbe ist, wie wenn 1ch eben gleich
durch 9 gekiirzt hiitte.

Sind Briiche mit Briichen zu multiplizieren, dann
geschieht dies, indem ich alle Nenner und alle Zihler
miteinander multipliziere. Etwa:

T T T T =bdlh oder konkret

1 52 9 90 45 __ 5

3271271008 504 56

Ich hiitte beim letzten Zahlenbeispiel schon ,,durch-
kiirzen** konnen. Ich darf ndmlich jeden Zahler mit
jedem Nenner kiirzen, da ja im Ergebnis alle Zihler
als Faktoren den neuen Zihler und alle Nenner als
Faktoren den neuen Nenner bilden. Doch das darf
ich wohl als bekannt voraussetzen, da es zum elemen-
tarsten Ziffernrechnen gehort.

Wir hiitten also nur noch die Division mit Briichen
und die Potenzierung von Briichen zu besprechen.
Nehmen wir die Potenzierung vor, da sie eine Abart
der Multiplikation ist.

a\s . a a a a a__a-a-a-a-a__ad
(F) heilt §5°5'5 D —b-b-b-b-b_b¥

Die Regel ist also duBerst einfach und sagt, dal} ich
sowohl den Zihler als den Nenner mit dem gemein-
samen Anzeiger potenzieren mul.

Zur Ausfithrung der Division von Briichen ist vorerst
nichts Neues zu erldutern. Da der Zihler gleichsam
die Menge der n-tel ist, so dividieren wir einfach den

Zihler. %:3 ist selbstversténdlich %, ebenso wie 3 Apfel
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durch 3 dividiert einen Apfel liefern. Verwickelter ist
die Angelegenheit, wenn wir vor der Frage stehen, wie
ein Bruch durch einen anderen oder wie eine ganze
Zahl durch einen Bruch zu dividieren ist. 5:%— kann ich
mir nicht sofort vorstellen. Jedenfalls ist das Ergebnis
groBer als 5, da -:— kleiner als 1 ist. Aber wic groB ist
dieses Ergebnis?

Wie die alten Agypter und Griechen wollen wir uns
zum ,,Stammbruch* fliichten. Allerdings in anderer
Art. Wir dberlegen némlich so: Wenn ich etwa 30
durch 15 zu dividieren hitte, kann ich ruhig auch an-
setzen 30:(5-3), was ja dassclbe ist. Nun steht es mir
frei, die Zahl 30 zuerst durch 5 zu teilen, was 6 ergibt,
worauf ich dann 6 weiter durch 3 teile und das End-
resultat 2 erhalte. Ich konnte 30 aber auch zuerst durch
3 dividieren und dann 10 durch 5 teilen, worauf ich
wieder 2 erhiclte. Mit unserem Bluch wollen wir dhn-
lich verfahren. Da wir a durcll zu dividieren haben,
scln eiben wir an ) Jetzt lulux wir zuerst durch

. Dieser Bruch lsL in du‘ Einheit viermal, folglich in
D Einheiten zwanzigmal enthalten. Nun muBl ich
weiter die zwanzig durch drei Leilen, was -232 oder 6%
ergibt. Versuchen wir ein anderes Beispiel: 7 wire
durch % zu dividieren. Also 7:(') -9-) Der Bruch ist in
7 Einheiten 63mal enthalten. 63 ist weiter durch 5 zu
dividicren. Das ergibt 6?3 oder 12%. Wenn wir uns den
Vorgang niher ansehen, entdecken wir, daB dabei der
Bruchnenner des Stammbruches mit dem Dividenden
zu multiplizieren und hierauf durch den Bruchzihler,
der ja in der Klammer als zweiter Faktor steht, zu
teilen ist. Allgemein:

Dividend: :2:::;— Dividend : (Zahlel xNenner) =

=(Dividend X Nenner):Zihler.
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Nun koénnte ich das letzte Ergebnis auch so schrei-
ben, daB ich ansetzte: Dividend: ;:::i‘;_-Dividendx
Xoemer  da jch ja das erste Schlubresultat auch

Dividend x Nenner

----- vanlr hitte schreiben diirfen.

Damit sind wir zum Begriff des ,,Kehrwertes** oder
preziproken Wertes'* eines Bruches gelangt. Der Kehr-
wert wird erhalten, wcnn wir thlcr und Nenner ver-
tauschen. Kehrwert von I ist =~ 7, von —g— der Bruch —g—
und allgemein von % der Bruch % Da wir weiter nur
vom ,,Dividenden'* sprachen und gar nicht behaupteten,
dieser Dividend miisse eine ganze Zahl sein (da sich
ja die Funktion des Dividierens hier lediglich in der
Befehls- und Symbolverinderung im Divisor abspielt),
dirfen wir jetzt ganz allgemein feststellen, daB irgend-
eine Zahl durch cinen Bruch dadurch dividiert wird,
dafl wir mit dessen Kechrwert multiplizieren. Also
n:%:n-%’-, wobei n eine allgemeine oder konkrete,
posilive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl
sein darf. Daher ist auch

m'dD m a_ ma

Wir versuchen nach der neuen Regel unserc ersten
Bcispi;le sgu behgndeln: b: 8—5 4_-5_ ) 7:%=
=7-g=5%=125. Unser Al“‘UllLllllan stunmb also.
Uberdies ist er gleichsam durch den Naturverstand zu
verifizieren. Allerdings ganz durchsichtig nur fiir Stamm-
briiche. Wenn ich némlich eine Zahl durch etwa -%- zu
dividieren habe, ist es klar, daB der Quotient die ver-
doppelte Dividenduszahl sein muB, also die Zahl mal 2
oder mal %, da ich jede ganze Zahl als Bruch mit dem
Nenner 1 schreiben kann. Im Voriibergehen wollen
wir noch einige Zahlenbeispiele rechnen:
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5.6_5 8 _40_20_ ,2
3836 I8 99
17 9 17 13221, 50

13T 9 171 17l

Unsere Uber]egungen fithren uns zum Begriff des
Doppelbruches, der ja nichts anderes ist als eine ge-

finderte Schreibweise der Division eines Bruches durch
a

einen Bruch. §:5 kann ich auch schreiben ->1) und

w

beides wird als Ergebnis bd licfern. I-Iatt.e n.h ]Ldoch

oder —c und erhalte 2 =

a'-g- so kann ich schreiben *

- &le

Wire aber - $ endlich durch ¢ zu tcxl(.n, so miiBte ich
ﬂ

b . 1
als Doppelbruch h schreiben und ¢4, also - als
I
Ergebnis berechnen. Der letzte Fall hat uns auch ge-
zeigt, wie ein Bruch durch eine ganze Zahl zu divi-
dieren ist?). Namlich durch Multiplikation mit dem

Kehrwert der als Bruch aufgefaflten ganzen Zahl.
Also: p:ic= 8.8 a1 28
=PI~ D e bec

Dlese Erkenntnis lu,fcrt uns eine weitere allge-

meine Rechenregel. Da wir die Division zweier ganzer

Zahlen auch als Bruchdivision ansetzen konnen, etwa

a:b=1: T—; ; a-5=-, erschen wir, daB wir statt

1rgendemer ganzzahhgun Division stets mit dem Kehr-
wert des Divisors multiplizieren dirfen. Etwa
1 100
100:25=100- 5 =25 —=—=4.

1) Beim Doppelbruch ist der sogenannte ,,Haupt-
bruchstrich** entweder durch Vermngerung oder durch
Verdickung zu markieren,

2) Natarlich kann ein Bruch auch in der Weise durch
eine ganze Zahl dividiert werden, dal3 man den Bruchzéihler

(Koeffizient) durch die ganze Zahl dividiert (—— b= -!-)
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Dieser Algorithmus findet weitestgehende Anwen-
dung im praktischen Rechnen und bei der Konstruk-
tion und Handhabung mechanischer Rechenmaschinen.

Wir hétten nun, nicht zum Zweck vollkommener Aus-
bildung im Rechnen, sondern zum Zweck prinzipieller
Durchleuchtung auch soviel von den gewdhnlichen
oder gemeinen Briichen durchgenommen, daB wir uns
den schon ldngst angekiindigten ,,Gleichungen* zu-
wenden konnen.

Dreizehntes Kapitel

Gleichungen

Wir haben schon einmal angedcutet, daB in der
Lehre von den Gleichungen das ,,unbekannte x‘* eine
Rolle spielt. Wir haben weiter behauptet, die Glei-
chung sei ein Algorithmus, eine fein ersonnene schrift-
liche Denk- und Rechenmaschine, um allerlei Ritsel
zu losen. SchlieBlich stellten wir fest, daB das Gleich-
heitszeichen bei der Gleichung nicht einfach eine Kon-
statierung, sondern geradezu einen Befehl bedeute.
Den Befehl néimlich, den Wert fiir das x so zu wihlen,
da8, wie man sagt, die Gleichung erfiillt oder die
Gleichheit tatséchlich hergestellt ist.

Ohne noch irgendwie zu theoretisieren, wollen wir uns
solch ein Riitsel selbst stellen. Wir fragen also: ,,Wie
grof} ist eine Zahl x, eine mir durchaus unbekannte
Zahl, die folgender Bedingung geniigt: Ich soll sie
zuerst mit 7 multiplizieren, 19 dazuzihlen, 4 weg-
nehmen und soll dadurch wieder die Zahl x, diesmal mit
10 multipliziert, erhalten.'* Mathematisch geschrieben:

7x+19—4=10x.

Ich kann selbstverstéindlich zuerst ausrechnen, was
auszurechnen ist. Und erhalte

7x+415=10x.
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Dann konnte ich in das x diec Zahlen, von 1 angefangen,
einsctzen und probieren und erhielte bei x=5 die

Gleichheit 35+ 15=>50.

Das Riitsel wiire also gelost. Die Zahl x ist 5. Dieser
Vorgang ist jedoch alles andere, nur nicht befriedigend.
Erstens weil ich ja noch gar nicht, ob dic Zahl x eine
ganze Zahl oder vielleicht gar ein Bruch ist. Ich wei3
weiter nicht, ob sie positiv oder negaliv ist. Und ich
weifl zum SchluB nicht, ob nicht etwa auBer der Fiinf
noch unendlich viel andere Losungen vorhanden sind.

Bevor wir aber darangehen, den Algorithmus fir
unsere Gleichungen zu suchen, werden wir das Wort
und das Wesen der Gleichung ciner niiheren Betrach-
tung unterziehen. Man verzeihe mir die Kctzerei. Aber
»Gleichung® ist kein ganz richliges Wort [ir das, was
hier vorgeht. Das lateinische ,,aequatio‘* war viel
besser. Im Lateinischen bedeuten die Worte, die aus
Zeitwortern und der Endsilbe ,,tio** zusammengesetzt
sind, stets eine Tiitigkeit. ,,Acquatio** ist also eine
,»,Gleichmachung®, eine ,,Gleichmacherei‘’, wie etwa
pprivatio’ (von privare = rauben) eine Beraubung,
eine Wegnehmung ist. Das Wort Angleichung, Aus-
gleichung usw. trife schon besser den Sinn. ,,Glei-
chung*’ allein ist etwas blaB. Da wir aber nichts Bes-
seres vorschlagen konnen, wollen wir nicht die Kritiker
und Negativisten spielen. Wir haben ja auch unsere
sprachliche Erérterung nur vorgenommen, um den
Worlsinn genau zu umschreiben und sind uns bewuBt,
daB die Anfechtung allgemecin gebriiuchlicher Fachaus-
driicke stets etwas Millliches an sich hat.

Wir stellen also fest, daB man unter Gleichung die
Forderung versteht, etwas gleichzumachen, etwas ins
Gleichgewicht zu bringen oder im Gleichgewicht zu
halten. Diese Forderung wire jedoch téricht und iiber-
flissig, wenn die Gleichheit schon von vornherein da
wiire. Sie soll eben nur da sein. Denn ich soll sie erst
durch eine richtige Wahl fiir das unbekannte x erzeugen.
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Wir sind noch nicht um einen Schritt weitergekom-
men. Wieder heiBt es bloB: wir sollen fiir das x etwas
Richtiges wiéhlen. Das aber liuft letzten Endes aufs
Probieren hinaus, was wir bereits ablehnten.

Nun giibe es aber doch noch eine Moglichkeit, das
unbekannte x rechnerisch und zwangsliufig zu finden:
Wenn es mir némlich geliinge, alle x auf die eine Seite
der Gleichung zu bringen und alle iibrigen GréB8en auf
die andere, miiBte ich schlieflich eine Glcichung von
der Form x=a oder nx=> finden.

Wenn ich einmal so weit wiire, hitte ich mein Pro-
blem gelést. Denn x=a ist direkt die Losung der
Gleichung und nx=b, in einem Zahlenbeispiel ctwa
3x=9, wiire leicht zu entwirren. Denn wenn 3x gleich
sind 9, dann ist x wohl gleich 3. Oder allgemein bei
nx=D) ist x=%.

Bis ich jedoch zu dieser Endform gelange, die mir
zudem noch die Sicherheit gewihrt, daB es nur die
eine Losung gibt, muB} eine nur halbwegs verwickelte
Gleichung soviel Anderungen durchmachen, daB dazu
die Kalkulation mit dem Hausverstand nicht gentgt.
Ich brauche dazu dringend einen allgemeingiiltigen und
verldBlichen Algorithmus, da ich mich, besonders bei
allgemeinen Zahlen, sofort in einem Labyrinth befinde,
aus dem ich keinen Ausweg mechr sehe. Es war auch
geschichtlich ein sehr langer Weg, bis dieser Algorith-
mus gefunden wurde. Volle Sicherheit iiber die Regeln
der Gleichungslehre wurde erst durch die Ausbildung
der Algebra im 16. und 17. Jahrhundert gewonnen.

Wir wollen, bevor wir den Algorithmus entdecken
gehen, noch eine deutliche Feststellung machen. In
jeder Gleichung gibt es zwei weltenweit verschiedene
Arten von GréBen oder Zahlen. Die Unbekannte, das
x!) und die sogenannten Konstanten, die schon am
Beginn der Rechnung bekannt sind oder doch so be-

1) Es wird mit Absicht vorliufig nur von einer Un-
bekannten gesprochen.
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trachtet werden, als ob sie bekannt wiren. Wir wollen,
ohne uns noch um Rechenregeln zu bemiihen, diesen
kardinalen Unterschied an Beispielen verdeutlichen. Wer
ihn nicht gleichsam gefiihlsmiBig macht, kann un-
moglich in hohere Gebiete der Mathematik vordringen.
Das x und die Konstanten sind geradezu verschiedene
Rassen von Zahlen, wenn dieser Vergleich erlaubt ist.
Die Konstanten sind beharrend, trige, konservativ.
Das x ist beweglich und vieldcutig, bis es seine rich-
tige GroBe gefunden hat. Erst dann und nur dann wird
auch das x zu einer eindeutigen und konstanten Zahl.
Vorher ist es, wie ein Kartenspieler sagen wiirde, ein
niolly Joker*. Allerdings nur prinzipiell. Denn in
einer bestimmten Gleichung hat das x einen vor-
bestimmten, nur noch nicht gefundenen Wert. Hitte
ich also etwa die Gleichung

7x+19—4=10x,
dann sind 19 und 4 ,,Konstanten*, 7x und 10x sind Viel-
fache der Unbekannten. Man kdnnte auch sagen, daB

die Unbekannte mit zwei verschiedenen Koeffizienten
auftritt. Hitte ich eine Gleichung
7x+13x4+9x—2x-}25=106,

dann darf ich selbstversténdlich die Addition und die
Subtraktion der Unbekannten durchfiihren. Es sind
ja auch Apfel, allerdings noch unbestimmt groBe. Und
es bestebt weiter die Forderung, daB das x in jedem
Fall dasselbe bedeutet. Solche Forderungen sind
unabhiingig von der vorliufigen Unbekanntheit der
GroBe. Denn wenn ich etwa sage, daB 5 Fixsterne
plus 3 Fixsternen minus 4 Fixsternen 4 Fixsterne
sind, brauche ich durchaus nicht zu wissen, wie gro3
diese Fixsterne sein mogen. Es ist eine arithmetische
Summe gleichnamiger Gré8en. Wir hatten also

7x+13x+9x—2x+425=106 oder 27x-}-25=106,

was schon einfacher aussieht, mir aber noch keine
Losung gibt. Im ersten Beispiel hatte ich alle Kon-
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stanten auf einer Seite des Gleichheitszeichens und die
Unbekannten waren getrennt, hier stehen alle x auf
ciner Seite und die Konstanten sind durch das Gleich-
heitszeichen getrennt. Es ist einfach zum Verzweifeln!
Wie eine Mauer hindert mich das Gleichheitszeichen,
mein Vorhaben auszufiihren und alle x auf die eine
Seite, alle Konstanten dagegen auf die andere Seite
zu bringen, was ja die Lésung oder zumindest die Zu-
ginglichkeit einer Losung durch den Hausverstand be-
deutete.

Nun ist es aber auch noch moglich, daB Gleichungen
tiberhaupt nur aus Buchstaben bestehen. Diese Glei-
chungsform ist sogar der hiufigere Fall in der Mathe-
matik. Also etwa

nx+a-+b—c=d—mx.

Hier versagt meine Vorstellungskraft vollstdndig. Ich
behaupte zwar, daB a, b, ¢, d, n und m von vornherein
bekannt sind. Und verlange nur, das x moge so aus-
gedriickt werden, daBl es sich als Zusammensetzung

dieser ,,Konstanten* priisentiert. Also etwa x= ':+xl:l+°
was, nebenbei bemerkt, die richtige Lésung der Glei-
chung ist. Aber wie kam ich zu diesem Monstrum von
allgemeinem Ausdruck? Wie vor allem hitte ich durch
Kalkulation darauf verfallen kénnen? Und wodurch

gewinne ich die Sicherheit, daB diese Behauptung, x
sei eben 9= :_::n""’ auch tatsichlich den Gleichmachungs-
befehl erfiillt ?

Wir wollen uns, ohne dadurch etwas Mathematisches
zu behaupten, mit einem Bild helfen. Wir stellen uns
vor, die Gleichung sei eine Waage. Auf der einen Waag-
schale lagen soundso viel Unhekannte und Konstante.
Da der Gleichmachungsbefehl erteilt wurde, ist die
Gleichung nur dann eine richtige Gleichung, wenn sich
die Waage im Gleichgewicht befindet. Ich muB sie
also, auch wenn ich etwas am Gleichgewicht gestort
habe, stets wieder ins Gleichgewicht bringen, weil ich
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sonst den Gleichmachungsbefehl verletzen wiirde:
Bleiben wir vorldufig im Bilde und betrachten wir die
Konstanten als Dinge bekannten Gewichtes, etwa
Messinggewichte, die Unbekannten dagegen als Ge-
genstinde unbekannten Gewichtes, ctwa Apfell). Unsere
Frage ldult also schlieBlich auf nichts hinaus, als wie
ich es fertighringe, das Gewicht cines Apfels festzu-
stellen, wenn vorerst auf einer im Gleichgewicht be-
findlichen Waage kunterbunt auf beiden Waagschalen
Apfel und Gewichte durcheinanderliegen. Konstruieren
wir aus der Gleichung 2x+ 15=3x-}3 unsere Waage.

Auf der einen Waagschale liegen 2 Kpft-.l und 15 De-
kagramm-Gewichte, auf der anderen 3 Apfel und 3 De-
kagramm-Gewichte. Und ich soll jetzt solange herum-
wechseln, ohne die Waage aus dem Gleichgewicht zu
bringen, bis ich weil, wie schwer ecin einziger Apfel ist.
Das ,,Ziinglein an der Waage* zeigt mir stets an, ob
der Gleichmachungshefehl erfiillt ist. Das ,,Nicht aus
dem Gleichgewicht bringen‘* heiBt natiirlich nur, daB3

1) Natorlich missen die Apfel untereinander genau
leich sein, was man auch wissen kann, wenn man ihr
ewicht nicht kennt.
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ich ein allenfalls gestortes Gleichgewicht wieder her-
stellen muB. Wenn ich das Gleichgewicht absolut er-
halten miiBte, darfte ich ja diberhaupt nichts &ndern.

Nun will ich — das ist das Endziel — auf einer Seite
nur Gewichte, auf der anderen nur Apfel haben. Worauf
ich endlich versuchen werde, auf der einen Seite nur
einen Apfel liegen zu haben.

Machen wir uns zuerst an die Gewichte, die den
,Konstanten‘ entsprechen. Es ist klar, daB sich nichts
am Gleichgewichtszustand dndert, wenn wir auf beiden
Seiten die gleiche Anzahl von Gewichten wegnehmen oder
dazugcben. Nehmen wir also vorldufig aus der rechten
Waagschale die drei Gewichte und aus der linken eben-
falls drei Gewichte. Die Waage hat hin- und herge-
schwankt, hat aber das Gleichgewicht wieder erhalten.

Sie sicht jetzt so aus:

ddd add
Fig. 11
Mathematisch ausgedriickt
2x+12=3x.

Nun brauche ich bloB noch links die zwei Apfel
fortzubringen und habe mein Ziel erreicht. Wieder
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wende ich den gleichen Trick an und sage mir, daB
ich je zwei Apfel auf beiden Seiten entfernen muB,
wenn ich die Gleichheit erhalten will.

Wir haben nun das Bild:

71&

@

%

was mathematisch x=12 und damit die Lésung der
Gleichung bedeutet. Ein Apfel ist 12 Dekagramm schwer.

Machen wir nun die Gegenprobe. Unsere urspriing-
liche Gleichung lautete:

2x+15=3x-}3.

Setze ich nun fiir x die zwélf, dann erhalte ich
2:12-+4+15=3-1243 oder 24+ 15=36--3 oder 39=239,
was offensichtlich stimmt.

Wir haben, rein aus der Anschauung, eine ungemein
wichtige Regel gewonnen. Wir wissen, daB die Gleich-
heit erhalten bleibt, die Gleichung sich nicht &ndert,
wenn ich rechts und links des Gleichheitszeichens die
gleiche GroBe addiere oder subtrahiere. Prizis for-
muliert: Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches;
Gleiches von Gleichem subtrahiert gibt Gleiches, was

Fig. 12
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natiirlich auch ohne Waage und ohne Anschauung ein-
leuchtend ist. Aber noch cinmal: All das gilt nur unter
der Voraussetzung, daB fiir x der richtige Wert gewihlt
oder berechnet wird, da ja sonst von Beginn an keine
Gleichheit bestanden hitte. Man sagt auch, dal} die
Gleichung unter der Bedingung des richtigen Wertes
fir die Unbekannte stehe.

Wir kénnten unser Bild von der Waage noch weiter
ausbauen. Wir wollen es aber nicht mehr zeichnen,
sondern uns der Vorstellungskraft anvertrauen. Und
da wird es uns klar, daB sich am Gleichgewicht der
Waage auch nichts &ndern kann, wenn wir den Inhalt
der beiden Waagschalen gleichzeitig in belicbhiger Weise
mit derselben Zahl multiplizieren. Ob ich etwa auf der
einen Scite einen Apfel und auf der anderen Seite zwdlf
Gewichte oder auf der einen Seite sieben Apfel und auf
der andercn 84 Gewichte habe, ist fiir das Gleichgewicht
unter der Voraussetzung einerlei, daB Apfel und Ge-
wichte untereinander gleich sind. Weiters ist es ebenso
gleichgiiltig fir den Balancezustand, wenn ich beide
noeiten'* der Gleichung durch die gleiche Zahl dividiere
oder zur selben Potenz erhebe. Unter ,,Seiten'* einer
Gleichung verstehe ich die Gesamtheit aller bekannten
und unbekannten GréBen, die vor oder nach dem Gleich-
heitsbefehl stehen. Bei 5x—4416=2x—8 ist (bx—
—4+416) die linke und (2x—8) die rechte ,,Seite**
der Gleichung.

Wir wollen uns nun mit dieser theoretischen Er-
kenntnis begniigen, daB eine gleichzeitige Anwendung
jeder der uns bekannten Rechnungsoperationen auf
beide Seiten der Gleichung (und zwar in gleicher quanti-
tativer Art) am Wesen der Gleichung, der Gleichheit
beider Seiten, nichts éindert. In der Praxis wird aus dieser
Regel ein eigener kabbalistischer Zauber, das sogenannte
»,Hiniiberschaffen‘* von Gréfen und das ,,Isolieren‘* der
Unbekannten x. Hitte ich etwa die Gleichung

5x—44-16=2x-8,
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so werde ich zuerst auf der linken Seite aus (—4--16)
die Zahl 12 bilden und hitte dann
5x+412=2x-8.

Nun kann ich nach unserem Beispiel von der Waage
versuchen, alle ,,Konstanten‘* auf die eine und alle
»Unbekannten auf die andere Scite zu bringen. Zu
diesem Behuf subtrahiere ich zuerst auf beiden Seiten
(2x-}8) und erhalte

bx+412= 2x48
—2x— 8=—2x-—-8
3x4 4= 0

Nun ist etwas passiert, was mich erschreckt. (3x+-4)
ist gleich 0. Heillt das etwa, dal jetzt alles in Dunst
aufgegangen ist? Und daf3 das x auch gleich 0 wird?
Geduld | Das kann es wohl nicht heiBen. Denn es steht
mir noch ein Ausweg offen. Vor allem habe ich ja noch
gar nicht alle x auf einer und alle Konstanten auf der
anderen Seite. Ich muB also jetzt entweder auf beiden
Seiten 3x oder 4 abzichen, um diese Trennung zu er-
zielen. Versuchen wir es mit 4.

3x+44= 0
—4=—4
3x=0—4

Ich erhalte also 3x=—4 und sehe, daB die verdich-
tige Null wieder verschwunden ist. Nun stehe ich
knapp vor der ,,Lésung* der Gleichung. Ich muB blo
noch das x ,,isolieren‘‘. Da ich 3x links stehen habe,
erhalte ich x, indem ich durch 3 dividiere. Die gleiche
Division muB ich aber nach meiner ,,Waage‘‘regel
auch rechts durchfiihren, um das Gleichgewicht zu
erhalten. Also:

3x:3=(_4):30der4 1
x=(—4):3=—3=—13.

Die Gleichung ist gelost. Nun wollen wir blo8 noch
zusehen, ob sie richtig gelost ist. Dazu setze ich in die
urspriingliche Gleichung ein:
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20 36 8 24 (Alles auf Drittel
-3 + 373 . T( gebracht.)
16 _ 16
3 — 3

Die Probe bewahrheitet unsere Rechnung.
Nun wollen wir das ,,Hiniiberschaffen* erliutern, da
es uns nicht einfallen wird, derart schwerféllig zu rechnen.

5x+4-12=2x-}8.

Wir beniitzen die frithere Gleichung. Und wir merken
an, daBl wir auch zu cinem Resultat gelangen, wenn wir
gleichzeitig versuchen, die 2x zu den 5x und die 12
zu den 8 hiniiberwandern zu lassen. Wie aber? Nun,
sehr einfach. Wir miissen 2x auf beiden Seiten zugleich
abziehen. Da es aber dadurch rechts tiberhaupt ver-
schwindet, konnen wir es gleich nur links abziehen. Also:

5x—2x-+12=8 oder 3x}12=8.

Jetzt lasse ich die 12 ,,wandern“. Das geschieht
durch Abzichen der 12 auf beiden Seiten. Dadurch
verschwindet 12 auf der linken Seite und wird nur
rechts abgezogen. Also:

3x=8—12 oder 3x= —4.

Nun soll die 3 vom x auf die andere Seite wandern.
Sie steht als Faktor. Folglich miissen wir beide Seiten
durch 3 dividieren. Da die 3 aber dadurch links ver-
schwindet, erscheint sie nur rechts als Divisor. Also
LErgebnis 4 :

x=(—4):3=—5=—1.

Wir sind fertig. Und haben unsere Regel gewonnen.
Sie lautet: Wenn eine GréBe idber das Gleichheits-
zeichen , hinliberwandert*, dndert sich ihr Operations-
befehl in die entsprechende Gegenoperation. Aus Thesis
wird Lysis, aus Lysis Thesis. Oder konkret: Aus Addi-
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tion wird Subtraktion, aus Subtraktion Addition, aus
Multiplikation Division, aus Division Multiplikation,
aus Potenzierung Radizierung (Wurzelziehen)!), aus
Radizierung Potenzierung.

Nun sind wir eigentlich jeder Gleichung gewachsen,
sofern sie linear ist, d. h. sofern die Unbekannte blof3
in der ersten Potenz erscheint. Warum eine solche
Gleichung ,linear‘* heif3t, wird uns spiiter geometrisch
klar werden.

Es steht dem Leser frei, unscre bisher erwihnten
Beispiele nach dem neuen Algorithmus zu bchandeln.
Wir wollen jetzt zur Verdeutlichung verwickeltere
Aufgaben durchrechnen. Etwa:

b(x— 2) — 2x=2(x— 1)
bx—10 — 2x=2x— 2
3x—10 =2x— 2
3x— 2x=—2-}10

x=8

Ein Beispiel mit lauter Buchstaben:

a(b—c¢-+ d)—b(a+ ¢— d)=ab— (b¢—bd —x)

a —ac:ta —ab—bcib =ab— bec-4bd+4x
ab—ac+ad—ab—bec+bd—ab+ bc—bd=x
—ab—actad=x
x=a(—b—c¢-d)

Zu dieser Aufgabe ist zu bemerken, daB die Um-
kehrung der ganzen Gleichung bzw. die Vertauschung
der Seiten jederzeit erlaubt ist. Es ist ja gleich, ob
man x=5 oder 5=x sagt. Das ergibt sich aus dem
Wesen des Gleichheitszeichens. Ich diirfte natiirlich
auch auf beiden Seiten mit (—1) multiplizieren und
wenn ich etwa (—x)=(—10) erhielte, schreiben:

—X)+(—1)=(—10):(—1) oder
(—=x)-( ,Z=S 0. ) (—1)

Eine solche Multiplikation wird stets dort angewendet,
wo das x negativ erscheint, da mich ja nur das positive x
interessiert. Hitte ich also am SchluBl (—x)=(4-a),

1) Wird spéter erodrtert!
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was soviel heiBt, wie minus x ist gleich plus a oder
minus a, dann schreibe ich oder denke ich

(—x) (—1)=$:I; a)(—1) oder
x=(Fa).

Man beachte, daB jetzt das a oben das Minus und
unten das Plus hat. Denn (+4a)-(—1)=(—a),
(—a):(—1)=(+a). Folglich entspricht das Minus vor
dem a der ersten und das Plus der zweiten Multiplikation.

Nun gibt es Fille, in denen eine Gleichung so aus-
sicht, als ob sie fiir uns unzuginglich wire, da das x
in einer anderen als der ersten Potenz vorkommt. Etwa:

(x+1) (x—1)=x24x+41.
Diese nur scheinbar zweitgradige oder ,,quadratische**
Gleichung stellt sich nach Ausrechnung als harmlose
»lineare'* Gleichung heraus.

x24x —x—1=x2+4x-+41

x’—x’+x—x—\ =1-41

(—x) (— 1) (— 1)
X=—
Ebenso sieht etwa die Gleichung m = +1—2 sehr

gelihrlich aus. Hier haben wir das x nur im Nenner.
Wir wollen schrittweise vorgehen: Zuerst bringen wir
die linke Seite auf gemeinsamen Nenner.

1 (x41)—1-(x—1)

=2
Tx=1) (x+1)
x+1—x+41_,
2 x4+x—1" "

9 )
—2—“_'_—1=2, das ist dasselbe wie
2:(xt-1)=2
2=2-(x2—1)
2=2x:—2
> P,

Bt
x2=2

163



Hier haben wir tatsichlich eine quadratische
Gleichung vor uns, die wir noch nicht lésen kénnen,
da wir das Radizieren oder Wurzelausziehen noch nicht

verstehen. Die Losung wire x=+)2=41-414...
Ein weiteres Beispiel:
5+x | 13+47x
2 3
(5+x)3-|—)(133—|-7x)-2=72

=72

(5+4x)-34(1347x)-2=72:2-3
154-3x 4264 14x =432
17x=432—15—26
17x=391

Eine allgemeine Bemerkung: Das Rechnen mit
Gleichungen ist eine der wichtigsten Angelegenheiten
der Mathematik. Es gibt dabei unziihlige Rechenvorteile,
Rechentricks, Rechenkiinste. Die ,,Gleichungsmaschine*
muBl jedem Mathematiker so bekannt sein, daB das
,,Hiniiberschaflen*, das ,,Isolieren* usw. wie im Traum
erfolgt. Jedes beliebige Lehrbuch der Arithmelik bringt
eine Unzahl gut ausgewdhlter und bunter Beispicle.
Besonders zu empfehlen ist die herrliche Algebra von
Euler, auf die wir schon hinwiesen. Wir raten also
dringendst, da es nun einmal keinen ,,Kénigsweg* zur
Mathematik gibt, woméglich Hunderte und Tausende
von Gleichungen zu lésen und sich auch selhst
Gleichungen anzusetzen. Diese Beschéftigung ist
mindestens so amiisant wie Kreuzwortritsel oder
Kartenspielen. Und es entwickelt sich dabei jener
sechste Sinn, den der Laie amn Mathematiker oft be-
staunt. Die Mathematisierung des Gehirns ist eine fast
physische Erscheinung wie etwa die schon unter-
bewuBte Sclbstverstiindlichkeit des Schwimmens, des
Radfahrens, des richtigen Schlages beim Tennis. Kurz,
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sie ist bis zu sehr hohen Graden reine Ubungssache.
Das was nicht geiibt oder nur beschriinkt geiibt werden
kann, spielt sich erst in so hohen Regionen der Mathe-
matik ab, daB es uns Rekruten kaum etwas angeht.
Wir wollen ja nicht Moltkes oder Napoleone werden,
sondern hochstens brave Offiziere. Aber — und das
ist das Herrliche an unserer Kunst — man weil8 nie,
ob nicht auch wir einmal in einer lichten Sekunde
etwas Umwiilzendes finden. Es ist nicht sehr wahr-
scheinlich, aber unméglich ist es durchaus nicht.

Wir wollen unser SelbstbewuBtsein aber wieder
dimpfen und den Traum vom ,Marschallstab im
Tornister* zuriickdringen. Und wollen, bevor wir
unseren Gleichungshegriff erweitern, noch eine so-
genannte eingekleidete oder Anwendungsaufgabe be-
rechnen. Etwa:

Ein Vater ist jetzt 48, sein Sohn 21 Jahre alt. Wie
alt war der Sohn, als der Vater das zechnfache Alter
des Sohnes hatte? Vor wieviel Jahren war der Vater
10mal so alt als sein Sohn?

Wir schlieBen folgendermaBen: Der Altersunterschied
zwischen Vater und Sohn betriigt 27 Jahre. Diese
Grole bleibt stets gleich, ist also eine Konstante.
Nennen wir das Alter des Sohnes, bei dem der Vater
10mal so alt war als der Sohn x, dann war der Vater
damals (x-27) Jahre alt. Dieses Alter soll aber nach
der Voraussetzung 10mal so hoch gewesen sein als
das des Sohnes, also 10-x. Folglich ist x427=10x,
womit wir den sogenannten ,,Ansatz‘‘, die Gleichung,
gewonnen haben. Wir denken jetzt nicht mehr, was
die GroBen bedeuten, sondern vertrauen uns unserem
»nAlgorithmus* an.

x+27=10x
%= 9x
27
X—T—3.

Der Vater war 30 Jahre, der Sohn 3 Jahre, als der
Vater 10mal so alt war als der Sohn. Das stimmt
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offensichtlich. Nun ist aber auch gefragt, vor wieviel
Jahren dieses Ereignis stattfand, wenn der Vater heute
48 Jahre ist. Wir subtrahieren 48—30=18 und ant-
worten: vor 18 Jahren. Der Sohn war damals 21 —18=3
Jahre alt.

Man konnte iibrigens, der zweiten Frage entsprechend,
die Gleichung auch so ansetzen, daB als x unmittelbar
die Zeit betrachtet wiirde, vor der der Vater 10mal so
alt war als der Sohn. Dann miillten wir schlieBen:
Der Vater ist jetzt 48 Jahre alt. Folglich war er vor
(48—x) Jahren 10mal so alt als der Sohn. Da aber der
Sohn jetzt 21 Jahre zihlt, lag dieser Zeitpunkt auch
fir den Sohn um (21—x) Jahre zuriick. Wir hitten
also die Gleichung

(48—x)=10-(21 —x) oder (21 —x)=-1i0-(48—x).
Losen wir die erste Gleichung, die ja mit der zweiten

identisch ist: (48—x)= 10-(21 —x)
48 —x =210—-10x

9x =210—48
9x =162
X =1T62=18

Die zweite Gleichung miite dasselbe Ergebnis
liefern. Es géibe aber noch eine dritte Art, die Aufgabe
zu bewiltigen. Da der Vater um 27 Jahre alter ist
als der Sohn, so zihlt der Sohn 0 Jahre, wenn der
Vater 27 Jahre alt ist. Der Sohn ist zu dieser Zeit
eben geboren. Nun muB3 der Vater um ein Neuntel
seiner Altersdifferenz dlter werden, um den Sohn zehn-
fach zu iibertreffen. Denn zu neun Teilen ein zehnter
gleicher hinzugefiigt gibt zehn Teile. Anders gesagt
sind %+Tl,-=-192. Ein Zehntel von % sind aber -1%-%’-=%
oder zehnmal ein Neuntel sind -192. Also erhielten wir als

Neuntel von 27 sofort 3, und der Vater wire 3 Jahre nach
der Geburt des Sohnes — mit 30 Jahren — 10mal so
alt wie sein zu diesem Zeitpunkt dreijihriges S6hnchen.
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Wir wollten bloB zeigen, welche Fiille von Ver-
wandlungsméglichkeiten und Diskussionsgelegenheiten
selbst ganz einfache Gleichungen bieten und wie sehr
hier schon die Geschicklichkeit des Rechners maB-
gebend ist, die klarste und eleganteste Losung zu
finden. Unsere Leser werden bald selbst dieses Gefiihl
fir mathematische Prizision und Eleganz bekommen.
Aber noch einmal: Hier beginnt die Kunst und hier
heiflt es tiben wie ein Akrobat.

Nun wollen wir noch eine Textaufgabe anschlieBen,
die beinahe klassische Beriihmtheit erlangt hat. Die
sogenannte ,,Grabtafel des Diophantos‘‘. Diophantos
war ein Mathematiker Alexandrias im vierten nach-
christlichen Jahrhundert. Er war ein genialer Arith-
metiker und Algebraiker, vielleicht der einzige, den das
Griechentum besa. Denn alle anderen griechischen
Mathematiker waren Geometriker. Jedenfalls war es
vornehmlich Diophantos, der die Lehre von den
Gleichungen ausbildete und mafigebenden EinfluB auf
arabische und mittelalterliche Mathematiker iibte.
Die Inschrift seines sagenhaften Grabsteins lautete:

Hier das Grabmal deckt Diophantos — ein Wunder
zu schauen:
Durch des Entschlafenen Kunst lehrt dich sein Alter
der Stein.
Knabe zu bleiben verlich ein Sechstel des Lebens ein
Gott ihm;
Fiigend das Zwélftel hinzu, lieB erihm sprossen die Wang ;
Steckte ihm drauf auch an nach dem Siebtel die Fackel
der Hochzeit,
Und fiinf Jahre nachher teilt’ er ein Sohnlein ihm zu.
Weh! ungliickliches Kind, so geliebt! Halb hatt’ es
. des Vaters
Alter erreicht, da nahms Hades, der schaurige, auf.
Noch vier Jahre den Schmerz durch Kunde der Zahlen
besiinft'gend
Langte am Ziele des Seins endlich er selber auch an.
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Um aus dem schénen Pathos elegischer Distichen
zu unserer kithleren Mathematik zuriickzukehren, stellen
wir fest, daB sich das uns vorliufig unbekannt lange
Leben des Diophantos (wir nennen es x) stufenweise
aus Teilen dieses Lebens und aus Jahresmehrheiten,

die angegeben, also konstant sind, zusammensetzt. Er

war % seines Lebens Knabe, also —i— Dann dauerte es

l—’;— Jahre, bis ihm der Bart sproB. Nach einem weiteren

Zeitraum von 3‘7- Jahren heiratete er. 5 Jahre spiiter

kam das Sohnlein zur Welt, das aber nur das Alter

von —;— Jahren errcichte. 4 Jahre noch iiberlebte

Diophantos den Sohn, dann starb er, x Jahre alt.
Unsere Gleichung hat also zu lauten:

X, X, X x
st t7+Hot+gt+i=x

Gemeinsamer Nenner der Briiche ist 84, da in 84
sowohl 6 als 12 als 7 und 2 enthalten sind und es zudem
das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen ist.
Somit schreiben wir:

14x , 7x , 12x , 420 , 42x , 336 _ 84x
B tst ettt s

Wir konnen nun beide Seiten der Gleichung mit 84
multiplizieren, wodurch alle Bruchnenner zugleich
wegfallen. Bleibt also:

14x+7x+ 12X+ 4204 42x 4336 =84x
75x+4+756 = 84x
756 = 9x
9x="756
x="756:9=284.

Diophantos ist also 84 Jahre alt geworden. Vierzehn
Jahre war er Knabe, mit 21 sprofte ihm die ,,Wang",
mit 33 Jahren heiratete er, mit 38 wurde ihm das
Sohnlein geboren, das 42 Jahre, also bis zu des Dio-
phantos 80. Jahre lebte. Trauernd verbrachte er die
letzten 4 Jahre bis zu seinem Tod, der eintrat, als er
84 Jahre zihlte.



Vierzehntes Kapitel

Unbestimmte Gleichungen

Wir haben den Geist des Diophantos hier nicht ohne
Absicht beschworen. Dieser groBe Mathematiker gilt
nimlich als Entdecker einer sonderbaren Art von
Gleichungen, der unbestimmten oder diophantischen
Gleichungen. Wieweit sie auf ihn zuriickzufiihren
sind, ist mindestens ebenso unbestimmt wie ,,scine
Gleichungen. Aus den erhaltenen Schriften des Dio-
phantos geht nach Ansicht der Mathematikhistoriker
nichts hervor, was ihn als Entdecker eben dieses
Gleichungstypus kennzeichnete. Da der Name aber
einmal eingebiirgert ist, wollen wir ihn beibehalten.

Was sind nun diese doppelt rétselhaften ,,dio-
phantischen** Gleichungen?

Wir wollen diesmal mit einer eingekleideten Aufgabe
beginnen und Wesen und Behandlungsart dieser hochst
wichtigen Gleichungen gemeinsam entdecken. Wir
fragen also: Welche zwei Zahlen sind so beschaffen,
dafl das Achtfache der ersten, vermehrt um das Drei-
fache der zweiten, als Summe 91 ergibt?

Das ist eine Frage, an die wir mit unserer bisherigen
Weisheit nicht herankénnen. Denn wir bemerken
sofort, daB} hier nicht ein unbekanntes x, sondern zwei
Unbekannte zu suchen sind, die wir mit x und y be-
zeichnen wollen. Wir schreiben also

8x+43y=9I.

Was sollen wir aber weiter machen? Nach unseren
Regeln wire 8x=91—3y und x=m;sy oder 3y=
=91—8x und y=2:%% Offenbar fihrt uns das

3
nicht weiter. Denn wir driicken dadurch stets nur die
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eine Unbekannte durch 91 und durch die andere Un-
bekannte aus. Ein gliicklicher Instinkt héitte mich dazu
gefithrt, x als 5 und y als 17 anzunehmen. Tats&chlich ist
8:5+3:17=40-4-51=91. Das wiire also eine Loésung.
Aberich argwohne,daB es nicht die einzige ist. Wir miissen
also auch hier nach einem Algorithmus suchen, nach einer
Kabbala, die uns unfehlbar ans Ziel fiihrt. Dabei miissen
wir noch eine Nebenbedingung erwihnen. Als Losung
einer solchen diophantischen Gleichung werden nur ganze
Zahlen akzeptiert. Sonst hiitten wir von vornherein un-
endlich viele Lésungen. Wir brauchten blo8 das x irgend-
einer Zahl, etwa 7, gleichzusetzen und erhiclten

8:743y=91
5643y=91
3y=91-56
3y=35
y=35:3=113.

3

Ich hiatte ja stets durch Wahl des x oder y die
Gleichung auf eine unbedingt losbare Gleichung mit
einer Unbekannten zuriickgefiihrt. Denn willkirliche
Wahl einer Zahl fiir eine Unbekannte hieBe nichts
anderes, als dalBl ich diese Unbekannte gleichsam fiir
den speziellen Fall zur Konstanten machte.

Wir fordern also Ganzzahligkeit der Losung gleich-
zeitig fur beide Unbekannten. Diese Ganzzahligkeit ist
aber nicht fiir jede Gleichung mit zwei Unbekannten
moglich. Doch davon spiter.

Bevor wir die geniale allgemeine Losungsmethode er-
lautern konnen, die uns Leonhard Euler geschenkt hat,
miissen wir vorher noch einen sehr gebriiuchlichen ma-
thematischen Kniff erlernen, der in dieser Methode eine
iiberragende Rolle spielt. Nimlich die ,,Anstellesetzung*
oder ,,Substitution*’.

Wihlen wir ein konkretes Beispiel. Niemand wird be-
haupten, daBl die Gleichung

2(x;4)+3(x;4)_4(x;4)=9_2(x;4)
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sehr anheimelnd aussieht. Bei niherem Zusehen merken

wir aber, daB der Ausdruck (X3") stets wiederkehrt

und daB sich das x in keiner als in eben dieser Kon-
stellation befindet. Ich kann nun dieses (x,';—") gleich-

sam als neue allgemeine GroBe, als neue Unbekannte
betrachten und es so behandeln, als ob es (in unserer
Sprechweise) ein Apfel wire. Diesen Apfel nennen
wir nun n und schreiben:

2n+3n—4n=9—2n.

Die Bedeutung des n schiebe ich in Gedanken vor-
liufig zuriick. Ich frage nicht, welchen Detailbau ein
Apfel hat, aus wieviel Kernen, Stengeln und Butzen
der Aplel bestcht, sondern ich vertraue mich sozu-
sagen einem groBeren Algorithmus an und versuche
zuerst herauszubringen, welche Zahl, welche Konstante
einem Apfel zugeordnet ist. Dann — so hoffe ich —
kann ich das Detail des Apfels weiter erforschen. Un-
sere neue Gleichung mit n als der Unbekannten ergibt:

2n+43n—4n42n=9, oder 3n=9 und n=3.

Nun weill ich aber, da ich es ja sclbst so einfiihrte,
daB n gleich ist (’—3'4). Ich habe jetzt also eine neue
Gleichung, in der n nicht mehr unbekannt, sondern
konstant und gleich 3 ist. Diese Gleichung lautet:
x—4

3

Das n ist aber, wie gesagt, gleich drei. Also ist das
x=9+4=13.

Wir iiberlassen es dem Leser, die Gleichung ohne
»Substitution*’, ohne ,,Anstellesetzung‘‘ einer neuen
Hilfs-Unbekannten oder Zwischen-Unbekannten direkt
auszurechnen. Sicherlich wird diese Probe oder die
Probe durch Einsetzen der 13 fiir das x die Richtigkeit
unseres Vorgehens beweisen.

Wir wissen also jetzt praktisch, was eine ,,Sub-
stitution* ist. Sie ist die Bezeichnung einer kompliziert

n— und x=3n-4.
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gebauten GroBe durch eine neue cinfachere Benennung.
Wenigstens auf unserer Stufe. In der hoheren Mathe-
matik, insbesondere in der Integralrechnung, wo Sub-
stitutionen eine ausschlaggebende und unentbehrliche
Rolle spiclen, kann es ebensogut vorkommen, daB eine
einfachere GroBe durch eine kompliziertere ersetzt
wird. Ubrigens kennen wir selbst schon solche Fiille.
Wenn wir aus irgendwelchen Griinden statt 1 etwa
150 schreiben oder b durch b-b® entstanden denken,
ist das eine Art von Substitution ins Kompliziertere.
Allerdings nur ecine schr spezielle Art. Um die groBte
Allgemeinheit zu wahren, missen wir sagen, dafl man
unter Substitution schlechiweg das Erselzen einer
GroBe durch cine andere versteht. Natirlich nicht
wahllos. Man darf bekannllich niecmandem ein x fiir
ein u vormachen. Aber man dar{ iiberall, wo x vorkommt,
dafiir u schreiben, wenn man am SchluB3 die ,,Bedin-
gungsgleichung nicht vernachléssigt, dal x eben u
ist oder x=u. Ich kann auch iberall fiir x den Wert 2u

schreiben. Oder % oder '2‘;6 . Das x ist dann am Ende

eben das Doppelte von u oder die Hiilfte oder ein 250tel.

Gut, wir haben gesehen, daB sich durch Substitu-
tionen komplizierte Rechnungen vereinfachen lassen.
Worin aber besteht eigentlich der Rechtstilel, dal ich
iberhaupt substituieren darf? Logisch ist die Sache

einfach. Wir haben etwa aus %" den Oberbegriff n
gebildet, der forderungsgemifl dieses (Eg_é) in sich
enthiilt. Denn wir substituieren ja unter der Bedin-

gung: n=’T‘4! Streng mathematisch sagen wir, daB

hier ein Fall von Isomorphismus, von Gestaltgleichheit
vorliegt. Die Struktur, dic Gestalt der Gleichung oder
sonstigen Rechnungsoperation ist durch das ,,Anstelle-
setzen'* nicht beriihrt worden, und die Koeffizienten
und die Befehle sind die gleichen geblieben. Alge-
braisch liegt ein System mehrerer Gleichungen, und
zwar ciner Grundgleichung und einer Bedingungs-
gleichung vor. Nimlich:
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2B+ 55 - 155 =02 (557

und —3—=n.

Aber auch das miissen wir vertagen, um endlich zur
diophantischen Gleichung zu kommen. Wir werden ja
dabei, wie schon angekiindigt, eine besondere Art von
Substitution durchfiihren, bei der zur ,,Bedingungs-
gleichung* noch andere Forderungen hinzutreten.

Wenn wir also unser Beispiel einer diophantischen
Glecichung:
3y+8x=91

in etwas umgestellter Form noch einmal anschreiben,
dann verlangt die Methode Eulers vorerst, daB wir die
cine Unbekannte durch die andere ausdriicken. Und
zwar aus gewissen praktischen Grinden die Unbekannte
mit dem kleineren Kocffizienten durch die Unbekannte
mit dem groferen Koeffizienten. Hier also y durch x.
Wir erhalten:

3y=91—8x
_91-—-8x
- 3
Das wiire der erste Schritt. Nun sollen wir — nach
Euler — den Bruch, der als unechter zu betrachten
ist, in Ganze und Restbriiche zerlegen. Also:
91 2x
y_-?——_30+——2x—T

Nun stellen wir die ,,Ganzen‘* und die ,,Restbriiche‘
nebeneinander:
2x 2x—1

y=30— 2x+——T_30 —2x— 3
Ebenfalls aus prakhschcn Riicksichten haben wir
vor den Bruch das Minus gestellt, so daB er nicht

+l—'aix, sondern —2’——-l lautet, was ja gréBenmdiBig

dasselbe ist.
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Nun beginnt der eigentliche Kalkiil. Wir haben, im
Sinne diophantischer Gleichungen, gefordert, daB das
y eine ganze Zahl sein muBl. Da das x auch cine ganze
Zahl sein soll, mul 30—2x ebenfalls eine ganze Zahl
liefern. Wenn aber iiberdies y eine ganze Zahl ist,

dann muB in der Summe oder Differenz 30— 2x—>x-1
-l ganze Zahl scin, da sonst die an-
deren Bedingungen hinfiillig wiirden. Nun beginnt die
Substitution*. Wir behaupten voraussetzungsgemaB,
2=l sei eine ganze Zahl und nennen sie n,;. Den

Index rechis unten fiigen wir bei, da wir vielleicht
mehrere Male substituieren miissen. Wir haben also
jetzt den Ansatz:

2x—1
3
Nach denselben Uberlegungen wie oben kann ich

diese neue Gleichung zuerst so umstellen, daB ich das
x durch n, ausdriicke.

n, (ganze Zahl)=

- _2x—1
=3
3n,=2x —1
2x =3n;+1
_3n,+41

- 2

Nun kann ich das x, das ja auch eine ganze Zahl
sein muB, wieder durch Zerlegung des Bruches in
Ganze und Restbriiche versinnbildlichen.

x=20t4 fnt Bt f=nct

Wieder ist die Uberlegung dieselbe. x und n, sollen
ganze Zahlen sein. Daher mul 5'-}1 auch eine ganze
Zahl liefern. Meine Vorsicht, das n zu indizieren, war
sehr angebracht. Denn diese neueste ganze Zahl "—‘2"'—'
nenne ich im Wege neuerlicher Substitution n,.

1+1
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Wir erhalten also:

n;+41
3"

Driicke ich nun das n,, lediglich ganzzahlig, durch
n, aus, dann resultiert

2ny,=n,+}1 oder
n,=2n,—1.

n, (ganze Zahl) =

Da jetzt alle Restbriiche verschwunden sind, kann
ich meine Aufgabe als gelost betrachten. Nur habe ich
noch eine, wenn auch nicht schwierige, so doch ver-
wickelte Aufgabe zu erfiillen. Ich muB némlich jetzt
das x und das y wiedergewinnen, wobei nichts stehen-
bleiben darf als das letztsubstituierte n, also das n,
in unserem Falle. Da nun n;=2n,—1 und n'—"'—l—nz,
so ist >;—n1+""H nichts anderes als 2n,—1+-n, oder
x=3ny— 1. Fiir y aber erhielten wir als lctztes Resultat

y=30—2x—221. Also ist y=30—2(3n,—1)— 251,

Da aber weiter 2"—3—1 nichts anderes als n, ist, da wir

es ja gleich n, setzten, so ist y=30—2(3n,—1)—n,.

Nun ist aber n, wieder gleich (2n,—1}. Folglich ist y,

nur durch Konstante und n, ausgedriickt:

y=30—2(3n;—1)—(2n;—1)=30—6n,+2—2n,+}
+1=33—8n,.

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir diese so-
genannte endgiltige und allgemeine L&sung unserer
diophantischen Gleichung noch einmal an, wobei wir
beim n, den Index fortlassen, da ja der Index ein
Unterscheidungszeichen ist und jeden Sinn verliert,
wenn man nichts mehr zu unterscheiden hat. n, oder n,
wie wir es jetzt nennen, ist eine beliebige ganze Zahl und

x=3n—1
y=33—8n.
Versuchen wir jetzt, ob unsere Eulersche ,,Lésung®
wirklich richtig ist. Wir diirfen, wie gesagt, in das n
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jede ganze, positive oder negative Zahl (hier figuriert auch
die Null als ganze Zahl) einsetzen. Die Gleichung lautete:

8x+43y=9l.
Fir n=0 ist x=0—1=—1und y=33—0=33.
Also: 8:(—1)4-3-33=(—8)499=091.
Fir n=1 ist x=3—1=2und y=33—8=25.
Also: 8:243:25=164}75=91.
Fir n=—1 ist x=—3—1=—4 und y=3348=41.
Also: 8:(—4)+3-41=—324123=091.
Fir n=5 ist x=15—1=14und y=33—40=—7.
Also: 8:144-3(—7)=112—21=91

usf. ins Unendliche nach Plus und Minus.

Wabhrhaftig ein zauberhalter Algorithmus, der es ge-
stattet, unendlich viele ganzzahlige Losungen fiir
zwei Unbekannte durch eine einfache Formel zu be-
stimmen! Unser erstes, bloB erratenes Wertepaar
x=5 und y=17 galt fiir n=2, da hicbei x=6—1=5
und y=33—16=17.

Nun kénnte man weitere Bedingungen stellen und
etwa nur Losungen zwischen 1 und 100 oder zwischen
—10 und 10 oder nur positive und nur negative
Loésungen zulassen. Praktisch sind solche Bedingungen
oft sehr wichtig. Der geilibtere oder spiirsinnigere
Leser wird leicht erraten, wie man solchen Einschriin-
kungen geniigt. Man setzt einfach von 0 aufwirts und
abwirts einige Zahlen fiir n ein, legt sich am besten eine
kleine Tabelle an und sieht dann bald, wieweit man
gehen darf?).

Doch die diophantischen Gleichungen sind uns
wieder nur Mittel zum Zweck gewesen, was spiter

1) Natarlich kdnnte man ganz korrekt auch Bedingungs-
ungleichungen ansetzen. Etwa x <10, also (3n—1)< 10,

folglich 3n<11 und n<l§l-. Also durfte das n hoch-

stens 3 betragen, wenn x kleiner als 10 sein soll. Nur
maBte man fir y auch eine Ungleichung ansetzen usw.
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deutlich werden wird. Wir wollen daher nicht tiefer
in ihre hochinteressanten Einzelgesetze eindringen und
wollen nur noch etwas hinzufiigen, was wir schon an-
deuteten. Némlich, da8 durchaus nicht jede Gleichung
mit zwei Unbekannten der allgemeinen Form
ax-}-by=c (wobei a, b, ¢ positive oder negative ganze
Zahlen)

auch eine wirkliche diophantische, das heiBt eine fiir beide
Unbekannten ganzzahlig losbare Gleichung darstellt.
Zum Charakter einer diophantischen Gleichung ist ein
weileres Erfordernis oder eine weitere Bedingung un-
erliBlich.

Nehmen wir zuerst an, wir hétten, wie man sagt, die
Gleichung auf die einfachste Form gebracht, das heifit
wir hitten sie solange auf beiden Seiten durch ein all-
falliges gemeinsames MalB dividiert, bis eine weitere
Division unméglich ist. Etwa hatten wir die Gleichung

9x+12y=>51 durch 3 dividiert und
3x+4y=17
als einfachste Form erhalten.
Ebenso hétten wir

32x+24y=124 durch 4 dividiert und
8x+46y=3l1
als cinfachste Form gewonnen.

Hier stutzen wir schon, denn es ist unerfindlich, wie
die Summe zweier gerader Zahlen eine ungerade Zahl
ergeben soll. 8x und 6y miissen aber, falls x und y
ganze Zahlen sind, gerade Zahlen sein. Denn 8-5 und
8:7 und 8:(—2) und 6:(—5) und 6-:(—=20) und 6-1
usw. sind unter allen Umstiinden gerade Zahlen.

Wir behaupten sogar, daB die Gleichung

3x+15y=19

keine diophantische ist. Und zwar deshalb, weil es
dabei nicht nur auf Geradzahligkeit der Koeffizienten
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ankommt, sondern vielmehr darauf, daB die Koeffi-
zienten von x und y iiberhaupt kein gemeinsames
MaB (hier 3) besitzen diirfen, das nicht auch in der
oder den Konstanten enthalten ist.

Diese Behauptung wollen wir nun als Beispiel eines
richtigen und giiltigen mathematischen Beweises ganz
allgemein erhiirten. Zuerst aber noch ein Veranschau-
lichungsheispiel.

9x+ 12y=>51 dividiert durch 3 ergibt
3x+4 4y=17.

3 und 4 haben kein gemeinsames MaB, es handelt sich
also hier um eine unzweifclhaft echte diophantische, ganz-
zahlig 16sbare Gleichung. Nach Euler ist die Losung:

3x4+4y=17
3x=17—4y
17—4 2 -2
X=—pa" y=5+ -3——y—%=5—y— y_3_ .
y—2

———n

3
y—2=3n
y=3n+42; x=5—(3n+2)—n=3—4n.

Hier haben wir kein indiziertes n gewihlt, da wir
sofort sahen, daBl wegen des isolierten y in Y—EE kein
weiterer Restbruch zu erwarten ist.

Bei n=3 wire demnach x=—9, y=11 und

3-(—9)+4-11=—27+444=17.

In diesem Fall ist also alles in bester Ordnung, wie wir
es erwartelen. Kehren wir aber jetzt wieder zum Beweis
und zu den allgemeinen Zahlen zuriick. In der Gleichung

ax-+by=c
sollen a, b und ¢ kein gemeinsames MaB8 mehr haben,
da ja sonst die Gleichung nicht auf die einfachste Form

gebracht wire. Nun hitten aber a und b noch ein ge-
meinsames MaB, was méglich ist, wie der Fall

8x+46y=31
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zeigt, wo 8 und 6 das MaB 2 haben. Allgemein gesprochen
konnte man sagen, daB a und b das MaB m hétten.

Das hiele aber weiter, daB und 2 o hoch immer ganze

Zahlen wiren. Diese ganzon Zahleu sind mit den als
ganzzahlig geforderten x und y-zu multiplizicren und

die Produkte zu summieren. Also i.ix+%-")' Nun
ist es klar, daB ich auch ¢ durch m dividicren muB,
wenn ich a und b durch m dividiert habe, da dies ja
der Balnnuevustand der Gle:chungs,,waage“ verlangt.

Denn —\+my “'H’y =g, wenn die urspriingliche

Gleichung ax-- by_c hieB. Da nun aber weiter c
im urspriinglichen Ansatz eine ganze Zahl war, dann
muBte sie, wenn sie der Summe zweier ganzer Zahlen
%x+!%y auch nach der Division durch m gleich sein
soll, selbstversténdlich durch m mit ganzzahligem Er-
gebnis teilbar sein. Was aber der Voraussetzung wider-
spricht, daB nur a und b durch m teilbar sind. Somit
ist eine Gleichung von der Form m-.-rx4m-sy=c,
wobei ¢ nicht durch m teilbar ist, niemals in ganzen
Zahlen fiur beide Unbekannte zu lésen, wenn m, r,
s und ¢ ganze Zahlen sind.

Noch einmal wiederholt: Eine diophantische Glei-
chung setzt voraus, daB die Koeffizienten der beiden
Unbekannten zueinander ,,ieilerfremd" sind, das heifit
kein gemeinsames MaB besitzen. Dagegen diirfen die
Koeffizienten der Unhekannten und die Konstante ein
gemeinsames MaB besitzen, wie etwa in der Gleichung
3x+4y=12 (4 und 12 haben das MaB 4, 3 und 12 das
MaB 3). Die allgemeinen Losungen dieser Gleichung wiéren

x=4—4n und y=3n, also etwa fiir
n=>5 ist x=4—20=—16 und y=

Probe: 3-(—16)+4-15=—48+60=12.



Fanfzehntes Kapitel

Negative und Bruchpotenzen

Es wiire sehr verlockend, die Lehre von den Glei-
chungen weiter zu durchforschen, weil wir dabei zudem
noch auf einen Gleichungstyp stoBen wiirden, der uns
den eigentlichen Zugang zur héheren und hdchsten
Mathematik erschlieft: auf die sogenannte ,,Funk-
tion*, die sich aus algebraischen Gleichungen zwanglos
herleiten 148t.

Wir bitten jedoch, diese Worte als eine vorldufig
héchst unprézise Andeutung hinzunehmen. Die néchsten
Kapitel werden uns schon in diese neue Zauberwelt
einfithren. Da wir uns aber in der Lehre von den Funk-
tionen viel ungehinderter bewegen kénnen, wenn wir
vorher noch die Geduld aufbringen, unseren Zahl-
begriff zu erweitern und den Algorithmus der Potenz
eingehender zu studieren, wollen wir uns dieser Miihe
unterziehen.

Wir erinnern uns, daB man Potenzen derselben Basis
dividierte, indem man den kleineren Potenzexponenten
vom gréfBeren abzog. Also etwa 105:103=105-3=10%
oder 100.000:1000=100. Oder a'?:a®=al?™—f=all usw.
Dabei hatten wir stillschweigend die Ubereinkunft ge-
troffen, daB der Potenzanzeiger des Dividenden stets
groBer oder hochstens gleich war mit dem des Divisors.
Also allgemein: Bei der Division am:an galt die Bedin-
gung m>n. Oder, was dasselbe wiire, n<<m. Da wir
weiters m und n stets positiv withlten, kamen wir nie-
mals in die Gefahr, als Ergebnis eine Basis mit einem
negativen Potenzanzeiger zu erhalten. Nun ist aber an
sich ein negativer Potenzanzeiger ganz gut denkbar.
Es fragt sich nur, welchen Sinn er innerhalb unserer
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verschiedenen Algorithmen hat, ohne unser Gesamt-
system, das wir bisher aufbauten, zu sprengen.

Wir wollen vorliufig noch daran festhalten, daB m
und n positive Zahlen sind, wollen jedoch diesmal die
Bedingungsungleichung umkehren und behaupten, n sei
grofler als m (n>m oder m<n). Da nun weiters ge-
fordert ist, daB der Anzeiger n dem Divisor zugehort,
erhalten wir bei der Division am:ar=am-n als Anzeiger
des Ergebnisses unbedingt eine negative Zahl, da wir
ja voraussetzungsgemilB GroBeres von Kleinerem ab-
ziehen sollen. Konkreter ausgedriickt: a=10, m=y5,
n=17; folglich 10°:107=105-7=10-2.

Mit konkreten Zahlen konnen wir zwanglos rechnen.
Wir werden uns also unser unangenehmes Ergebnis
einfach ausrechnen. Etwa in folgender Weise:

10-10-10-10-10
10-10-10-10-10-10-10°

Da wir nun offensichtlich die oberen fiinf Zehner-
faktoren mit fiinf Zehnerfaktoren des Nenners kiirzen
konnen, erhalten wir als Resultat 10‘:10"=10—fﬁ=;@-

. 1 .
Dieses i aber soll 10-2 sein!

Wir ahnen bereits den neuen Algorithmus, wollen
aber vorsichtshalber noch eine Probe machen.

108:10"=

1018 a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a 1
artiatt =

a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a a-a-a-a-a’
Und dieses i-—a%-ﬁ=% und das soll wieder gleich sein

all:gl6—gll-16—g—5,

Unsere gesuchte Regel lautet also héchst einfach:
Eine Basis a mit einem negativen Potenzanzeiger ist
gleich dem Kechrwert derselben Basis mit demselben
positiven Potenzanzeiger. Als Formel a-'=51i, wobei a
verschieden sein muf3 von 0.

Die letzte Einschrinkung hat ihren guten Sinn.
Denn wenn a=0, dann ist a—2= 31,;=%, und von diesem %-
wissen wir schon, daB es einen eigentlich unausdrick-
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baren Wert hat, den wir mit ,,Jimeo** oder mit dem
»Grenzwert, der nach unendlich strebt* bezeichneten.

Weiter brauchen wir iiber negative Potenzanzeiger
kaum ein Wort zu verlieren. Durch unsere einfache
Regel haben wir sie in unseren Algorithmus einge-
gliedert und wir kénnen Ausdriicke wie b(—4+3—2+6-8)_—
=b—5=$ ebenso sicher handhaben, wie ¢8ft+i—3=c9,

Aus dem Wesen des Kehrwertes folgt noch, daBl wir
% als a%:at=a%n=a-n darstellen kénnen. ﬁ dagegen
konnte man sich aus a%:a—r=a%(-"=an entstanden vor-
stellen. Durch diese Regel sind wir instand gesetzt,
jede Potenz nach Belieben durch Anderung des Vor-
zeichens des Potenzanzeigers aus dem Bruchziihler in
den Bruchnenner (und umgekehrt) zu dbertragen. Es
ergibt sich somit:

a? a0 a® a" 1
= und aa=gv oder ;ﬁ-za"“;
ai_ﬁ=an

Nun wollen wir aber unseren Algorithmus noch
erweitern. Wir behaupten n#imlich, es miisse auch
moglich sein, Potenzanzeiger in Form von gemeinen

5 1 8 4
Briichen anzuschreiben. Also etwa: 10¢, a¥, 159, 2019,

3 25
47, 9% usw,

Vorstellen kann man sich — das wird sofort klar
sein — unter einem Bruch als Potenzanzeiger vor-
ldufig gar nichts. Denn die Forderung, ich solle die
Basis 10 etwa %mal als Faktor setzen, erscheint auf
den ersten Blick als unsinniges Begehren. Selbst wenn
ich mir dadurch helfen will, daB ich die ¢ in 5-(F)

zerlege, weiB ich nur, daB ich die 10 zuerst mit 5 poten-

zieren darf, da ja auch (105)% gleich ist 10%. Die Poten-
zierung mit der 5 macht weiter keine Schwierigkeiten.
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Wie aber potenziere ich dann das Ergebnis 105=100.000
mit dem %? Wie setze ich 100.000 ein Sechstel mal als
Faktor? Grofler wird es dadurch kaum werden, da ich
es ja nicht einmal ein einziges Mal als Faktor setzen
soll. Ich stehe also hier allem Anschein nach vor einer
neuen abbauenden, lytischen Rechnungsart, die sich
zur Potenzierung verhilt, wie die Division zur Multipli-
kation oder die Subtraktion zur Addition.

Wir wollen verraten, um welche neue Rechnungsart,
um welchen ,,Befehl* es sich handelt: um das so-
genannte Wurzelzichen oder um die Radizierung. Und

1
(100.000)¢ heiBt als Befehl nichts anderes als: ,,Suche
eine noch unbekannte Zahl, die, sechsmal als Faktor
gesetzt, den Wert 100.000 ergibt.
a

Wenn wir allgemein c¢® vor uns gehabt hitten,
a 1

hatten wir schreiben kénnen: ¢® = (*)®, was soviel

heiBt, als man solle eine noch unbekannte Zahl d

suchen, die, bmal als Faktor gesetzt, wieder ¢* ergibt.

Also (d-d-d-d-d...... ) bmal als Faktor =" oder
d’=c".

Nun werden Wurzeln, was ja jeder wissen dirfte,

nicht nur in der Form des Kehrwertes von Potenz-

1 —

anzeigern, also als a?, b-’l", 10° usw.geschrieben,sondern
man hat seit vielen Jahrhunderten das sogenannte
Wurzelzeichen in Anwendung, das aus dem Wort
Radix (Wurzel) in der Weise entstanden sein soll, daB
man das kleine lateinische r der geschriebenen Schrift

zur Gestalt zerzog, woraus dann unser Zei-
chen y wurde. Wir schreiben also

H ' 3 T

Y5816, Ya-b, Y25a% usw.

Dabei erhilt die Wurzel den sogenannten Wurzel-
anzeiger oder Wurzelexponenten, der nichts anderes
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ist als der Kehrwert des Bruches, den wir als gebrochenen
Potenzanzeiger kennen lernten. Also:
2 ) L ]
u‘}=1’a_ oder 10° =(10%° =}'I0¢ usw.

Aus unserer Darstellung ergeben sich alle Regeln
iiber die Behandlung von Wurzeln mit Leichtigkeit.
Und wir empfehlen, zur Sicherheit jede verwickeltere
Rechnung mit Wurzeln durch cine Rechnung mit
gebrochenen Exponenten nachzupriifen oder den Algo-
rithmus zu wechseln:

3_ v 5 8 540 1:548:0
Vab.V®® ware a.a' =a® ‘=a # =
82 3 o
=a*'=(a®)* ' =yas,

Hat die Wurzel ecinen gebrochenen Anzeiger, dann
ist bei Schreibung als Potenz der Kehrwert zu nehmen.
Etwa

4 5 1 4

5 3
Vai=(a%)* =(a®5)* =Va® oder
1 5.1 1 14
Voi=Ya'=(a%) *=[(a®)"]" =[a¥]" =Va®.
Natiirlich ist auch ein Dividieren von Wurzeln
(Potenzen mit gebrochenen Anzeigern) moglich, wobei

auBerdem positive oder negative Ergebnisse resultieren
konnen. Etwa

53 1 1 &3 &1 8.3—7.5
Ya®:Yai=(a%":(a?)® =a°:a° =a® ®=a 1B =
X -} -B B 15 ]151 I
—a 10 —g 10 _yaui—ygori=]/ L _¥1 _ 1
a a Yar'=Ya _]‘, e

15
Yai yar
Zum AbschluB sei bemerkt, daB die zweile Wurzel
gewdhnlich nicht geschrieben wird, das heiBt daBya soviel
2 1

bedeutet wie ya, da ja eine }'a tiberhaupt kein Wurzel-

1
zeichen braucht, da ya =a1'=al=a sein muB.
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Wir sagten ,,zum Abschluf8*. Wir haben bewuBt
unsere Lehre von den Wurzeln nur sehr oberfldchlich
gebracht. Denn uns interessieren fiir unsere weiteren
Zwecke nicht Dinge, die in jedem Lehrbuch genau
und ausfiihrlich enthalten sind, sondern uns beschéftigt
ein ungleich tieferes Problem: Nimlich das innere
Wesen des Zahlbegriffs und die Erweiterung dieses
Begriffs durch die Einfilhrung der \Wurzeloperation,
des Radizierungshefehls, den man, nebenbei bemerkt,
in halbwegs einfacher Weise ohne Hilfe der sogenannten
Logarithmen nur in bestimmten und sehr beschrinkten
Fillen wirklich ziffernméBig ausfiihren kann?).

Sechzehntes Kapitel

Irrationalzahlen

Wenn wir uns die Frage vorlegen, unter welcher
Bedingung, rein allgemein betrachtet, eine Wurzel

berechenbar ist, dann finden wir, daB etwa ;/E dann
ein klares Ergebnis liefert, wenn a gleich ist einer

Zahl p% Denn dann ist ;’a_z;;ﬁiz p—fzpl:p. Wir
erhalten also p als Resultat und sagen p sei ,,die vierte
Waurzel** von a.

Nun miissen wir weiter zuschen, ob diese Méglichkeit
stets gegeben ist. Nehmen wir den einfachsten Fall an
und fordern wir, dal a eine ganze Zahl sci. Irgendeine
beliebige ganze Zahl. Wenn wir das einmal festgestellt
haben, bemerken wir sofort, daB ein groBer Zufall
notwendig ist, damit a wirklich die vierte Potenz
ciner anderen ganzen Zahl p darstellt. Denn innerhalb
der ersten hundert’ ganzen posiliven Zahlen etwa

1) Prinzipiell ist jede Wurzel aus einer konkreten Zahl
berechenbar. Das dafir ersonnene Verfahren erfordert
jedoch, wie erwiihnt, groBe Sorgfalt und Muhe, so daB
es fur die Praxis des Rechners kaum in Betracht kommt.
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finden wir an vierten Potenzen bloB 1, 16 und 8I.
Das heiflt, daB jeder ganzzahlige Wert fiir a, der nicht
eben 1, 16 oder 81 wiire, keine vierte Potenz einer
positiven ganzen Zahl darstellen wiirde. Die Zahl 25
etwa lige zwischen 2% und 34, die Zahl 90 zwischen 31
und 4% usw. In der Mathematik beniitzt man die
sogenannten ,,Ungleichungen* dazu, um dieses ,,Da-
zwischenliegen* auszudriicken. Da es sich um eine
duBerst wichtige Schreibweise handelt, die besonders
in der hoheren Mathematik ununterbrochen angewendet
wird, wollen wir etwas ausfiihrlicher davon sprechen.
Will ich etwa anmerken oder zur Bedingung stellen,
daB die Zahl b zwischen 30 und 40 liegt, so schreibe ich:
b ist groBer als 30, aber kleiner als 40 oder

30 < b < 40.

Will ich dagegen sagen, sie liege zwischen 30 und 40,
wobei sie aber auch eventuell 30 oder 40 selbst sein
kann, dann notiere ich

30 < b < 40.

Man nennt dieses Verfahren auch ,,zwischen Grenzen
einschlieBen* und bezeichnet hier 30 als die untere,
40 als die obere Grenze. Bei allgemeinen Zahlen weill
ich natiirlich nicht von vornherein, welche Zahl die
hohere oder die tiefere ist. Schreibe ich

a<b<ec,

dann liegt b zwischen a und c. Und ich erfahre erst
indirekt durch diesen Ansatz, daB a die kleinste, ¢ die
groBte der drei Zahlen ist?).

Um nun aus dieser Schreibweise die Nutzanwendung
fir unsere Wurzeln zu ziehen, konnen wir sagen,
25 liege zwischen 2% und 34 oder

20 <25 < 34

1) DaB3, wenn a<<b und b<e¢, auch a<le, ist ein Fall
des sogenannten Prinzips der Transitivitat.
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Es ist also offensichtlich, daB die vierte Wurzel

von 25 nicht in der Art }4/p—‘= p (wobei p eine positive
ganze Zahl) zu berechnen ist.

Nun besitzen wir aber doch eine zweite Art von
Zahlen, die in unendlicher Mannigfaltigkeit und Ab-
stufung zwischen den ganzen Zahlen liegen. Nimlich
die sogenannten gemeinen Briiche. Wir haben schon

behauptet, dal etwa die Stammbriiche %, il" '417’ —;—

. 1 . . .
usw. bis p—— zwischen O und 1 liegen, weilers aber

zudem noch alle iibrigen echten Briiche wie -:-, %, %,
%, %— ....bis L;'—ll). Da nun aber auch Zwischenwerte
zwischen beliebigen anderen ganzen Zahlen, etwa

zwischen 12 und 13 stets in der Form unechter Briiche,
also 2—;3= 1‘2-%— oder in der Form 12 4- ';T' 12 +-2—, 12 +%
usw. auszufiillen sind, haben wir berechtigte Hoffnung,

daB wir unsere ;’55, wo nicht ganzzahlig, so doch
durch einen Bruch lésen konnen. Und wir denken,
da 24=16, 3*=81, daB diese vierte WWurzel die Form
2 plus irgendeinem komplizierten Bruch haben wird,
etwa um 2 +-} herum, da 2%—: 3 zur Vierten gleich ist

1
9 9 9 9 6561 o, 75 5
T TT= —2%_20 63 . .. Wir haben also mit unserer

rohen Schitzung nicht sehr weit danebengegriffen. Nun
haben wir aber Briiche in unendlicher Zahl zur Ver-
fiigung und konnen erwarten, da wir mit einem Bruch,

der ein wenig kleiner als % ist, unsere vierte Wurzel

genau treffen werden. Das Ausprobieren wiirde groBe
Miithe verursachen und uns zudem vielleicht nicht
einmal die Sicherheit liefern, daB wir diesen Bruch
auch wirklich findep. Haben wir doch, dies sei nochmals
betont, unendlich viele Briiche zur Auswahl, deren
Nenner auch 200 Stellen haben kénnten oder 2000

i 1) Der Einfachheit halber wird oo fir lim o geschrie-
en.
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oder 2,000.000 Stellen. Vielleicht finden wir den

genauen Wert fiir y25 erst durch einen Bruch, dessen
Nenner 10.000 Quintillionen Stellen hat; oder diese
Zall noch multipliziert mit einer Billion Sextillionen.
Es wiire noch immer ein gemeiner Bruch. Und die
Stellenzahl des Nenners konnte stets noch weiter und
weiter erhdht werden.

Wir miissen also unser Problem allgemein stellen,
was nicht schwer ist. Wir wissen, daB es zwei Fille
gibt. Entweder ist bei der n-ten Wurzel von a dieses a
gleich pn. Dabei sollen a und p ganze positive Zahlen
sein. Oder aber unser a licgt zwischen zwei n-ten Po-
tenzen von p. Also pr<la<l(p+41)» Das (p-+1) ist die
auf p nichstfolgende ganze Zahl, wie etwa auf 17 die
Zahl (174-1)=18 folgt. Da wir weiter wissen, daBl im

n
zweiten Fall dic ya ganzzahlig nicht zu gewinnen ist,
fragen wir, ob sie durch cinen gemeinen Bruch | " aus-

driickbar sei. Dann miilte ]a gleich sein ] (r " da

n
dann auch (-:l)“ gleich wére (%)l—% und damit die

Wurzel als gemeiner Bruch berechnet wire. Es ist
selbstverstﬁndlich, daB r und s ,,teilerfremd* sind, da
wir den Bruch auf die emfachste Form gebracht haben.

Wir wiirden etwa nicht 2 -ﬁ, sondern = als Losung
anschreiben.

Tin

n n
Nun miiBte, da ya=]/(5)" ist, natirlich auch a
r

gleich sein (—s-)“, da sich nichts &ndert, wenn ich die
n__ n/r— n
Gleichung ¥ u=]( )" mit n potenziere, also (ya)r=

n
=(]/ (%)") anschreibe. Dies ergibt aber a= (—) Zur wei-
teren Unt.ersuchung muBl ich mich daran erinnern,
dal} a eine ganze Zahl ist. Dies war ja der Ausgangs-
punkt unserer Untersuchung. Wenn aber a eine ganze
Zahl ist, dann muB auch das, was ihr gleich ist, nédmlich
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(%)“ eine ganze Zahl sein. (%)" ist aber weiter gleich :—:_
Und r und s sind teilerfremd. Wenn aber Zihler und
Nenner teilerfremd sind, kann ich beide solange
potenzieren als ich will und sie kénnen nie ein ge-
meinsames MaB erhalten, da dadurch weder im Zihler
noch im Nenner ein neuer Faktor hinzutritt. Poten-

ziere ich etwa %-, dann erhalte ich

3:3:3-:3:3:3......... ins Unendliche
5:5:6:56:6:6 . ........ ins Unendliche

Somit bleiben auch die n-ten (beliebigen) Potenzen
teilerfremder Zahlen zueinander teilerfremd. Und teiler-
fremde Zahlen, durcheinander dividiert, kénnen nie-

mals eine ganze Zahl ergeben, also kann unser a nie-

mals (—E)" sein, solange die Bedingung der Ganzzahlig-

keit von a aufrechterhalten wird.

Unser Ergebnis ist geradezu erschreckend. Denn es
sagt nicht weniger, als daB ich trotz unendlicher Menge
der zwischen den ganzen Zahlen liegenden Briiche
keinen gemeinen Bruch finden kann, der es uns er-

¢
moglicht, etwa das Ergebnis von }25 auszudriicken.

4
Es gibt, da aber dieses y25 doch irgendein Resultat
liefern muB, dem wir ja mit 2—2— schon sehr nahe waren,

anscheinend auller den ganzen und gebrochenen Zahlen
noch einen anderen Typus von Zahlen, der sich in einer
unendlichen Kleinheit zweiter, hoherer (oder tieferer)
Ordnung zwischen die Briiche schiebt. Dazu haben
wir noch gewihnt, daB die Briiche alle Zwischenriume
zwischen den ganzen Zahlen ausfiillen.

Unser Ergebnis ist, wie die Griechen seit Pythagoras
sagten, ,,alogos‘, unaussprechlich, unsinnig. Es wider-
spricht der Vernunft, der ,ratio''!). Und wir nennen

1) Die Ableitung des Irrationalen von ratio im Sinne

von ,richtigem Verhaltnis‘* wird beim Begriff des In-
kommensurablen abgehandelt werden.
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diese neuen mysteritsen Zahlen, von denen wir noch
nicht einmal wissen, wie wir sie schreiben sollen, die
pirrationalen*, die nicht rationalen Zahlen.

Wie aber driicke ich nun diese unausdriickbaren
Zahlenmonstren, diese sonderbaren Zwischenzahlen
aus, wenn mir sowohl ihre Schreibung als Bruch wie
als ganze Zahl verwehrt ist?

4

Ich finde etwa fiir Y25 nach logarithmischer Aus-
rechnung den Wert 2:23606 ... Die Punkte sollen an-
deuten, daBl damit die Rechnung in keiner Weise ab-
geschlossen ist. Fiir eine andere ,,irrationale’* Zahl, die
sogenannte Kreiszahl z hat Leibniz eine Rechenregel

angegeben, die besagt, da man 3 durch folgende Reihe
finden koénne:

T 1 1 1 1 1 1 1 1 1|
-3ty vteotm Bt

Das heiBt 7 wire erst ausgedriickt, wenn ich diese

Reihe bis ins Unendliche berechnet hatte. Ich kann also
beliebig genau, niemals jedoch zu Ende rechnen.

Wir sehen schon jetzt zwei Moglichkeiten, irrationale
Zahlen auszudriicken, die in Wahrheit auf ein und das-
selbe hinauslaufen. Némlich die Schreibung in Form
von Dezimalbriichen und die Schreibung in Form un-
endlicher Reihen, die, wie die ,,Leibniz-Reihe** zeigt,
auch Addition und Subtraktion mischen kénnen, was
man ,,alternierende‘* Reihen nennt.

Nun wollen wir uns aber mit der sehr schwierigen
Lehre von den Reihen noch nicht ndher beschiftigen,
sondern sie nur so weit durchforschen, als sie uns zur
Bewahrheitung unserer Behauptung dient, daB beide
Schreibweisen fiir Irrationalzahlen eigentlich auf dem-
selben Prinzip, nidmlich eben auf der Darstellung un-
endlicher Reihen, beruhen.

Zur Prifbarkeit der Leibniz-Reihe wird jetzt schon
angefiihrt, daB die Kreiszahl z, dezimal geschrieben,
3-141592653589793 . . . . betréigt. Eine andere bekannte
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irrationale Zahl wire etwa noch die Basis der natiir-
lichen Logarithmen, genannt die ,,Zahl e*, die als
Reihe in der Form:

e=1+Tli+'2l'|+z‘:‘|+4lT|+ ....und als Dezimalzahl in der
Form e=2-71828182845904523536 . . . dargestellt wird.

Nun macht uns unser Widersacher mit Recht auf-
merksam, daB3 wir von Dezimalbriichen tiberhaupt noch
nicht gesprochen haben, folglich unter der Bedingung
voller Voraussetzungslosigkeit gar kein Recht besitzen,
Dezimalbriiche anzuschreiben. Weiters werden uns be-
gabtere und aufmerksamere Leser sofort einwerfen,
daB es ja auch genug Fille gebe, in denen eine gewshn-
liche Division, wie man sagt, nicht ,,aufgehe‘. Hier
mul} etwas nicht stimmen. Denn die Division irgend-
welcher ganzer Zahlen ist ja nichts anderes als ein
horizontal unter Verwendung des Doppelpunktes als
Befehl angeschriebener gemeiner Bruch. Und wir
haben behauptet, dal gemecine Briiche und Irrational-
zahlen zucinander geradezu gegensiitzlich seien; und
daB die Irrationalzahlen ,,zwischen' den niichstbenach-
barten gemeinen Briichen (oder Divisionen) ligen. Und
wir haben weiter so getan, als ob Irrationalzahlen erst
durch die lytische Operation des Wurzelzichens ent-
stehen wiirden, wo man doch wisse, dal etwa 20:6

oder 26—0 ebenfalls solch eine Irrationalzahl, n#mlich
3-33333333...... oder 33 (drei periodisch) oder

3+15+100+ o0+ oo+ o000+ oaoos + - - - a8 Er-
gebnis liefern.

Wir sind fiir diese Einwiirfe duBlerst dankbar. Denn
es ist eine auffallende Tatsache, daB sich selbst gute
Rechner und Menschen mit Gymnasialbildung in diesen
Unterschieden nicht zurechtfinden, ja, daB sie nicht
einmal dariiber nachgedacht haben oder daB sie nicht
entsprechend darauf hingewiesen worden sind. Daf ein
gemeiner Bruch von einer Irrationalzahl verschieden
ist, sieht jeder ein. Denn der gemeine Bruch ist abge-
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schlossen, fertig, vollendet; wihrend die Irrationalzahl
nie als Zahl, sondern stets nur als unendlicher, nie ab-
zuschlieBender ProzeB, als Rechenregel, als Bildungs-
gesetz, als Reihe darzustellen ist. Man kénnte daher
auch die ganze und die gebrochene Zahl als statische
Zahl, die Irrationalzahl, der Schreibung gemiB, als
dynamische Zahl bezeichnen. Sie ist keine GroQe,
sondern ecine Richtung nach einer GréBe hin, wiewohl
wir sie stets zum Teil unanfechtbar statisch machen
kénnen. Und dies, soweit wir wollen. Wenn wir bei

4
¥25 nur wissen wollen, wie groB diese Wurzel auf drei

4
Dezimalstellen ist, dann ist 25 eben 2:236. Wollen
wir aber wissen, wie gro8 sie iiberhaupt ist, dann kénnen
wir allerdings keine Antwort geben. Denn wir kénnen
nicht unendlich viel Dezimalstellen anschreiben. Das
konnen wir aber doch auch bei 3-333333 . . (periodisch)
nicht ausfiihren? Auch diese Zahl kénnen wir nie voll-
enden. GewiB! Nimlich als Dezimalbruch ist es un-
moglich. Wohl ist die Vollendung aber als gemeiner
Bruch in diesem Fall moglich. 33333 ... (periodisch)

ist ja nichts anderes als 22 oder 2 oder 10- (3). In dieser
6 3 3

Schreibung gibt es keinen Zweifel. Und ich kann auf der
Zahlenlinie mit dem Finger auf die Stelle zeigen, wo

dieses 10- (5) liegt. Namlich 3 nach 3. Denn 3 ist auch
4

3+% oder 3%. Die y25 aber, dieses 2:236.... finde

ich nicht einmal mit einem tberirdischen Mikroskop auf
der Zahlenlinie. Selbst dann nicht, wenn ich die gemeinen
Briiche wiiBte, zwischen denen es liegt. Denn es liegt dort
irgendwo in einer unendlichen Menge von anderen Irrati-
onalzahlen. Das erscheint sehr mystisch. Wir haben aber
leider in unserem Rahmen nicht die Moglichkeit, diese
hochst aufregende Angelegenheit restlos zu kliren?).

1) Begabteren Lesern sei anempfohlen, etwa bei G.
Kowalewski die Darstellung des ,,Dedekind’schen Schnit-
tes* zu studieren!



Siebzehntes Kapitol

Systembriiche

Wir wenden uns also der néherliegenden Aufgabe zu,
endlich die sogenannten Systembriiche zu untersuchen,
deren Spezialfall die Dezimalbriiche sind. Aus unseren
Untersuchungen tber Ziffernsysteme kénnen wir ent-
nehmen, was der Ausdruck ,,Systembruch* bedeuten
soll. Es gibt in jedem Stellenwerlsystem etwas, das
den ,,Dezimalbriichen** entspricht. Im Sechsersystem
folgen nach dem ,,Dezimalpunkt (der dort der
noeximalpunkt* heien miflte) die Sechstel, die Sechs-
unddreiBigstel, die Zweihundertsechzehntel usw. Im
dyadischen System nach dem ,,Binalpunkt‘‘ die Halben,
Viertel, Achtel, Sechzehntel usw., im Dreizehnersystem
nach dem ,,Tredezimalpunkt’* die Dreizehntel, Hundert-
neunundsechzigstel, Zweitausendeinhundertsiebenund-
neunzigstel usw. — und im Dezimalsystem die Zehntel,
Hundertel, Tausendtel usw. Allgemein sieht also
eine Stellenwertzahl mit Systembruchstellen folgender-
malBen aus, wenn die Grundzahl g hei3t und die Potenz-
anzeiger dekadisch geschrieben sind: Etwa eine fiinf-
stellige Zahl mit vier Bruchstellen:

4 3 ] 1 0 l l _1_ _!'—
mg¢+ng? +og? +pg’ +qg +r(g,)+S(g,)+t(g,,)+u(g..)
oder einfacher mit Verwendung von Minuspotenzen:

mg*-+ng®+-og®-+-pg'+qg’+rg-+sg-24-tg—+
+ ug—4.
Der ,,Dezimalpunkt* wiire zwischen qg® und rg-* zu

denken. Wir wollen aber hier nicht alle moglichen
Systeme durchrechnen und uns vornehmlich mit der

183



Dekadik begniigen. Eine dekadische Zahl mit Dezimal-
bruchstellen, etwa 50.341-7328, hat die Form: 5-104
+ 0°10% 4 3:10*+44-10'41-10°4 7-10-1+3-10-2
+2-10-34-8-10—%, was ihren Aufbau vollkommen
durchsichtig macht.

Also noch einmal : Unter einem Systembruch, der allge-
mein mit dem kleinen griechischen Buchstaben o (Sigma)
geschrieben wird, verstehen wir die Darstellung einer

- gebrochenen Zahl in einem Stellenwertsystem. Bevor
wir aber die einzelnen mdoglichen Typen =olcher System-
briiche feststellen, wollen wir ein neues Symbol kennen-
lernen, das es gestattet, die Schreibung systematischer
Reihen ganz wesentlich zu vereinfachen. Es ist der so-
genannte Summenoperator, das Summenzeichen, das
Zeichen ,,Summe von ...". Und wird durch den groBen
griechischen Buchstaben ' (Sigma) ausgedriickt. Hiezu
miissen wir weiters den ,,Bereich'* der Summierung ab-
stecken. Ein solcher ,,Bereich’* hat nur dann ecinen
Sinn, wenn es sich um lauter im wesentlichen struktur-
gleiche Ausdriicke handelt, die zu summieren sind und
die sich lediglich durch irgendwelche Anzeiger (Indizes)
unterscheiden. Wir beginnen zu ahnen, dall z. B. eine
als Reihe geschriehene dekadische oder eine Systemzahl
eines anderen Stellenwertsystems diesen Bedingungen
entspricht. Denn jeder Summand einer Stellenwertzahl
setzt sich aus dem Koeffizienten und aus der Grund-
zahl zusammen, von denen ersterer durch einen Platz-
index, letzterer durch einen Potenzanzeiger kenntlich
gemacht ist, wobei noch Platzindex und Potenzanzeiger
untereinander gesetzmiBig zusammenhiingen. Die Stel-
lenwertzahl a,g%} a,g'+ ag?ta,g%4a g4 a 054

Ja.g0 42,8
besteht in jedem Summanden aus a und g. Sie ist also
die Summe aller a mal g. Aber welcher a-g? Nun, der
mit 1 bis 8 indizierten a mal der mit 0 bis 7 poten-
zierten g, wobei in jedem Summanden (dies der Zu-
sammenhang) der Index urn 1 groBer ist als der Potenz-
anzeiger oder der Potenzanzeiger um 1 kleiner ist als
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der Index. Die Zahl ist also die Summe aller Ausdriicke
der Form a,g¥-! oder a,4,ge. Die Zeichen » (Ni) und g
(Rho) sind kleine griechische Buchstaben. Damit bin
ich aber noch nicht fertig. Denn ich weiB noch nicht, den
Bereich, innerhalb dessen die Summe zu bilden ist.
Wie werde ich mir da helfen? Nun, sehr einfach! Da
der Index als kleinsten Wert 1 und als gréBten Wert 8
aufweist, so ist die sogenannte untere Grenze des ,,Lau-
fens'* eben 1 und die obere Grenze dieses ,,Index-
Laufens* 8. Grenzen sind stets als einschlieBlich, als
inklusive aufzufassen. Der Potenzanzeiger dagegen hat
die untere Grenze 0 und die obere Grenze 7. Er ,,lduft*
von 0 bis 7. Wir machen hier — und es ist eine der
wichtigsten und grundlegendsten Bemerkungen des
ganzen Buches — darauf aufmerksam, daB man dieses
nLaufen das unstetige, das diskontinuierliche oder
das diskrete Laufen nennt. Es ist eigentlich ein ganz-
zahliges Springen von einem Index zum anderen, von
einem Polenzanzeiger zum anderen. Und wir verraten
zur Aufmunterung, daB das geftirchtete Integral im
Wesen nichts anderes ist als solch eine Reihensumme,
bei der das ,,Laufen‘ nicht sprunghaft, sondern stetig
flieBend erfolgt. Wenn wir uns also den Summen-
befehl 2 genau einpréigen, haben wir fiir den Intlegral-
begriff ungeheuer viel gewonnen. Denn der Summen-
operator ist ja nichts als der unstetige, vergroberte,
gleichsam mitl freiem Auge durchschaubare Integrations-
operator. Und — dies sei schon hier verraten — der
groBe Lcibniz hat auf jenen weltwichtigen Zettel vom
29. Oktober 1675 hingeschrieben, daB das neue (In-
tegral-) Zeichen [ nichts anderes bedeute als ,,Summe
von....". Dieses Zeichen ist auch nichts anderes als
ein in die Linge gezogenes groBes lateinisches S.

Da aber mein Widersacher mit den Fiusten auf den
Tisch trommelt und sich die Haare rauft, kehre ich
erschrocken zum Summenzeichen zuriick. Denn er be-
hauptet, nachdem er sich gefaBt hat, mit Recht, daf
wir noch nicht einmal wissen, was ein Dezimalbruch ist.
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Wir stellen also fest, daB sowohl der Index als der
Potenzanzeiger der aus a mal g gebildeten Gruppen
jeweils von einer unteren bis zu einer oberen Grenze
»lauft’‘. Das heiBt, er nimmt nacheinander, ganzzahlig
springend, jedoch nicht tiberspringend, alle Werte an,
die durch die ganzen Zahlen von der unteren bis zur
oberen Grenze gegeben sind.

Ich denke, wir sind soweit, unseren Summenoperator
anschreiben zu konnen. Er lautet:

8
L. 8
0, v s
20, 24129 oder 21, a,gv-1,

Logisch und plausibel schreibt man die untere Grenze
unter den Summierungsbefehl, dic obere Grenze iiber
den Befehl. Innen in der Mitte kann, aber muBl man
nicht schreiben, welche GroBe die ,,Jaufende* ist. Dann
folgt das Struktur- oder Gestaltbild des Summanden,
allgemein indiziert und mit allgemeinem Potenzanzeiger
versehen. Natiirlich diirften auch zwei, drei, vier, fiinf
allgemeine Zahlen und noch mehr neben dem Sum-
mierungszeichen stehen und sie konnten alle nur indi-
ziert oder nur mit Potenzanzeigern oder beides in be-
liebiger Mischung versehen sein!). Auch konnte ein
und dieselbe Zahl sowohl Index als Potenzanzeiger be-
sitzen. Das hieBe dann, daB sich die betreffende all-
gemeine Zahl #indert, doch aber ihre Potenzanzeiger
nach einem Gesetz steigen oder fallen. Um jedoch
nicht zu abstrakt zu werden, wollen wir jetzt, wohl
wissend, daB der Summenoperator anfinglich groBe
Schwierigkeiten macht, gemeinsam einige Beispiele
mehr oder weniger verwickelter Art durchrechnen.
Und dazu noch bemerken, daB der Summierungsbefehl
eine geradezu unabsehbare Vereinfachung beim Rechnen
bedeutet, da er es gestattet, sonst kaum anschreibbare
Ausdriicke spielend auf den Raum eines Ausdruckes
zusammenzufassen.

1) Von anderen Moglichkeiten wird hier absichtlich
nicht gesprochen.
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9

Wir hitten etwa %" a’h,41c3+2 gegeben. Wie sicht

die ,entwickelte* Summe aus? Nun, ganz einfach:
a%bgc4!--a%bcq84-athyc,04-afb ¢ 74-a%h, 8+
-+ a?bgc,t-adbycgl0-4-a%b, gt

Man muB naturgemiB bei der ,,Entwicklung* sehr
aufpassen. Aber notwendige Aufmerksamkeit und
Schwierigkeit sind in der Mathematik und auch sonst
im Leben durchaus nicht ein und dasselbe.

Nehmen wir jetzt einen praktischen Fall. Wie etwa

schreiben wir einen vierstelligen Systembruch des
Zehnersystems ? 4

4
Natiirlich so: 0-g°—|—%"| a,.-i; oder 0-g°4 g Ya, 8"
Die Entwicklung ergibt in der ersten Form:
0-g°+a1-—g1;+ag-é+a,-$+a4-%, in der zweiten Form
0-g%4a,g-14a,g—2+azg—34a,g~4, was offensichtlich
das gleiche bedeutet. Namlich O Einer, a; Zehntel,
ay Hundertel, a; Tausendtel, a, Zehntausendtel.
Nun darf ich natiirlich die ,,Laufgrenzen* auch
anders bestimmen. Wollte ich etwa einen n-stelligen

Dezimalbruch schreiben, wobei n eine unbestimmte
aber endliche Zahl bedeutet, dann miilte ich ansetzen:

n
0-g*+27 a,g7"=0-g"+aygt +ag 2+ ... +2ng ™.

Ich kann aber die Grenzen noch kiihner bestimmen.
Etwa fiir einen unendlichen Dezimalbruch, also fiir einen
Bruch, der stets wieder neue Dezimalstellen bringt:

[ -]
0-g°+21," 2,8~ =0-g0+a,g~ a2, f-a,g~ 2+ . . ..
eeeeFanpg®.

Endlich wollen wir versuchen, die allgemeinste Form
einer Stellenwertzahl irgendwie mit unserem neuen
,,Befehl* auszudriicken. Wir bemerken dazu, daB es
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wie bei fast allen derartigen Ansiitzen mdglich ist, den
Ausdruck in verschiedener Art zu finden. Wir wollen
irgendeine leichtfaBliche Form wiihlen:

-
Stellenwertzah]=ﬁ:’ a,z’, wobei (4 m) beliebig gro8

ist. Entwickelt liefert der ,,Befehl** die Reihe:

ang™tam- g1+ . .. +a,8°+a,g'+ag'+a_ 5714
Fa_g2...... A_pg8™®.

Unser neuer Algorithmus, bei dem ich mit Riicksicht
auf die Art, wie wir Zahlen anschreiben, die obere und
untere Grenze scheinbar sinnwidrig angesetzt habe,
liefert uns folgendes Ergebnis:

1. Index und Potenzanzeiger in jeder Gruppe a
mal g sind gleich.

2. Beide laufen ganzzahlig von m um je cins fallend
bis 0 und von da an als Minuszahlen dem Absolutwert
nach steigend bis —oo.

Wir wollen aber nicht zu tief dringen und nur noch
ein ganz eigentiimliches, aber sehr hiiufig verwendetes
System zeigeri, nach dem wir sogar ,alternierende*
Reihen gewinnen konnen. Das sind Reihen, bei denen
das Vorzeichen systematisch abwechselt. Versuchen
wir etwa die beriihmte Leibniz-Reihe

fir eine beliebige aber gerade Anzahl von Gliedern
anzuschreiben. Und zwar als Summierungshefehl. Wir
verwirklichen unsere Absicht durch folgenden Ansatz:

2n
Naherungswert fir S= vt (—1)"+
1

und wollen nun erforschen, wie unsere algorithmische
Maschine funktioniert:
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1 1

1. Glied: (—?‘—1):—1 (—1)1+1=—1—-(— 12=41
2. Glied: ‘(2‘-'21)_—“i (—1)=+1=%.-(_1)a=_.;7
3. Glied: -(-2—-_% (—l)a‘l’l:%'(—l)":—l—%
4. Glied: #(_1)41:%-(—1)5:_%—

usw.
1

2n-tes Glied: (z_zh")'__l

ent1___ 1 2ntl _
(- = (-1 =
— T 4n-T

Wir erhalten unfehlbar genau die Leibniz-Reihe. Es
mubB nur noch bemerkt werden, da8 2n der Ausdruck
fiir eine gerade Zahl ist. Denn man kann ein ganz-
zahliges n (und ein anderes kommt hier nicht in Be-
tracht) wihlen wie man will, so muB es, mit zwei
multipliziert, eine gerade Zahl ergeben. Ist n=2, dann
ist 2n=4. Ist n=27, dann ist 2n=>54 usw. Deshalb
ist 2n4-1, das sich beim 2n-ten Glied als Potenz-
anzeiger ergibt, eine ungerade Zahl. Auch dies palt
vortrefflich in unserem Algorithmus, da ja alle ,,ge-
raden* Glieder ungerade Anzeiger haben, etwa das
4. Glied den Anzeiger 5. Unser Zauberzeichen hat also
klaglos funktioniert, und wir haben dabei noch die
Genugtuung erlebt, zu beobachten, wie man die schein-
bar durch ein Zeichen unausdriickbare Bedingung des
regelméBigen Vorzeichenwechsels einfach dadurch in
den Algorithmus eingliederte, daB man eine Eigen-
schaft der Potenzen beniitzte. Die Potenzen negatliver
Zahlen ergeben ja bei geraden Anzeigern stets Plus-
und bei ungeraden Anzeigern stets Minuswerte!). Da-

1) Folgt aus den Regeln der ,,Befehlsverkniipfung‘.
Etwa ist (—a)*=(—a)-(—a):(—a) und (— a)é=(— a)-
*(—a)-(—a)-(—a):(—a)-(—a). Kommt aber das Minus
in einer Multiplikation in gerader Zahl vor, so ergibt
sich Plus far das Resultat, sonst Minus.
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mit sich aber sonst nichts &ndert und damit nur das
Vorzeichen hin und her springt, haben wir zudem noch
(—1) als Basis gewahlt. Wohl ein iiberaus raffinierter
Trick!

So verlockend es nun wire, diesen neuen Algorith-
mus, den wir noch einmal allerdringendst zum genauen
Studium empfehlen, weiter zu durchforschen, da das
Gezeigte ja nur einen sehr kleinen Ausschnitt aller
Moglichkeiten gibt, wollen wir jetzt endlich zu unseren
Systembriichen tibergehen. Und zwar an der Hand von
Beispielen. Vorausgesetzt wird, dall wir nur sogenannte
,,reduzierte** Briiche behandeln, das sind Briiche, deren
absoluter Wert kleiner ist als eins und deren Zihler
und Nenner teilerfremd sind, also kein gemeinsames
MaB besitzen. Nun hiufen sich leider plotzlich die
neuen Begriffe. Wir haben von ,absolutem‘ Werte
gesprochen und miissen diese Bezeichnung schnell
noch erkliren: Es ist offensichilich, daBl ,klciner als
eins‘“ zweierlei bedeuten kann. Nimlich zuerst das,
was man gewohnlich darunter versteht. Also etwa:

-lg ist kleiner als eins. % sind kleiner als eins. Uberhaupt

ist jeder echte Bruch kleiner als eins, weil ich eben
einen Bruch, der kleiner als 1 ist, einen echten genannt
habe. Nun gibt es aber noch eine zweite Bedeutung
von ,kleiner als 1%, die durch Einfiihrung der ne-
gativen Zahlen entsteht. Die O ist sicher kleiner als 1.
Noch kleiner als die 0 ist aber (—1), (—2), (—3) usw.
und tiberhaupt jede negative Zahl. Wer Schulden hat,
dessen Besitz ist sicher kleiner als der Besitz cines
Mannes, der eine Zechine sein eigen nennt. Ich kann
also eben wegen dieser zweiten Bedeutung des ,,klei-
ner als...‘ nicht behaupten, da8 nur echte Briiche
kleiner sind als eins. Deshalb betrachte ich bei jeder
Zahl drei Moglichkeiten ihrer GroBe: Ihren Wert po-
sitiv genommen, ihren Wert negativ genommen und
schlieBlich ihren absoluten, vorzeichenfremden Wert,
ihre Zahlenbedeutung an sich. Ich schreibe dann die
Zahl zwischen senkrechten Strichen und erkldre: [
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ist auf jeden Fall groBer als |3], obwohl natiirlich (—5)
bestimmt kleiner ist als (4-3), ja sogar als (—3).

Die ,,absolute’ Zahl |%| ist also stets kleiner als |1,

ebenso ist jeder andere, absolut betrachtete echte Bruch
kleiner als die absolut betrachtete Eins.

Nach diesem Zwischenspiel konnen wir endlich an
unsere Arbeit gehen. Wir versuchen zuerst, festzu-

stellen, welchen Wert etwa der Bruch 2186 besitzt. Wir

finden durch Division den Wert 0°075, haben also
einen sogenannten endlichen Dezimalbruch vor uns.

Ebenso bei T:E' der als Systembruch dezimal ge-

schricben 0032 als Ergebnis liefern wiirde. Dal
-%=0'5 und -;—=0'2 ergibt, weiB jedes Kind. Wenn wir
nun, der allgemeinen Schreibweise folgend, den Bruch-
ziihler eines ,,reduzierten‘* echten Bruches mit p, den
Nenner mit q bezeichnen, dann gilt die Regel, daB
jeder solche gemeine Bruch einen endlichen System-
bruch liefert, wenn der Nenner q des Bruches lediglich
aus den zwei Primfaktoren 2 und 5 der Grundzahl 10
unseres Dezimalsystems zusammengesetzt ist.

40=2:2-2-5=28-51, 126=5-5-5=>5%:2"1),
2=21-5° und 5=>5-2°.

Uberall in unseren Beispielen trifft also die Regel
zu. Daher kann man allgemein behaupten, daB ich
nur dann Hoffnung bzw. Sicherheit des ,,Aufgehens
einer Division habe, wenn nach durchgefiihrter Kiirzung
aller im Dividenden und Divisor enthaltenen gemein-
samen Teiler, der Divisor lediglich aus Potenzen von
2 und 5 zusammengesetzt bleibt, wobei 2 oder 5 auch
in der O-ten Polenz, das heiBt iberhaupt nicht auftreten
konnen. Wenn ich also etwa 227.513 oder allgemein
2%.5™ als Zahl bilde, dann muB jede andere rationale
Zahl der Welt, durch dieses 2n-5m dividiert, irgend-

1) Die Nullpotenz des fehlenden Faktors wird zur Er-
haltung der allgemeinen Regel angeschrieben !
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einmal einen abgeschlossenen Quotienten in ganzen
oder Systembruchzahlen liefern. Es liefert also jeder

Bruch der Form —f— ecinen endlichen, unperiodischen
2n pm

Systembruch. Ganz allgemein fiir jedes System erhalte
ich solch einen endlichen Systembruch, wenn ich den
Zahler p durch einen, lediglich aus Primzahlpotenzen
der Grundzahl g zusammengesetzten Nenner dividiere.
Im dyadischen System ist also jede Zahl durch einen
Nenner, der aus Potenzen von 2 besteht, endlich
dividierbar. Im Sechsersystem mufl der Divisor sich
zu diesem Zweck aus Potenzen von 2 und 3, im Zwdolfer-
system ebenfalls aus Potenzen von 2 und 3, im Dreilliger-
system aus Potenzen von 2, 3 und 5 zusammensetzen.
Und so fort. Wiederholt: Gewisse, eben niher er-
lauterte Formen von gemeinen Briichen liefern endliche

n
Systembriiche. Geschrieben ¢,=0-g°+J7a,g—7, wobei
1

die obere Grenze n verschieden von unendlich sein muf.

Wenn nun unser Bruch -:— im Nenner eine Zahl
stehen hitte, die nur Potenzen von Primfaktoren ent-
hélt, durch die die Grundzahl nicht teilbar ist (also
im Zehnersystem etwa 3 oder 7 oder 3 und 7), dann
ergibt sich als Resultat der Division ein sogenannter rein-
periodischer Systembruch. Es wiederholt sich eine Ziffer

oder eine Zifferngruppe bis ins Unendliche. %—etwa:
e e e s 8 P g
= 0-142857142857142857 ..., 7 = 0-428571428571.. .,
5 EaCEaaanas apanas 8 njs
o7 = 0238095238095, 17=0'363636, 5=0666.... usw.
Die Schreibweise ist gewohnlich so, dal man iiber die
periodische Einzelziffer oder tiber die beiden Begrenzungs-
ziffern der periodischen Zifferngruppen Punkte setzt.
Im letzteren Fall oft auch einen waagrechten Strich.
Also etwa 7-3 heiBt 7-3333333 usw., 05432189 oder
— P e et pr——"—
05432189 heillt 0'643218Y5432189 usw.
Nun giibe es noch als letzten Fall die Maglichkeit,
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daB der Bruchnenner (Divisor) zwar Primzahlpotenzen
enthilt, durch die die Grundzahl des Systems teilbar
ist; aber dazu noch andere Primzahlpotenzen von
Primzahlen, die mit der Systemgrundzahl teilerfremd
sind. Im Zehnersystem etwa 2 und 3, wie bei der Zahl 6.

-:— etwa ergibt als Systembruch 0-83333..... , also

einen Bruchtypus, den wir noch nicht angetroffen
haben. Er heifit ,,gemischtperiodischer** Bruch. Zuerst
kommt die 8 und dann erst die periodische 3. Hier
ist die Mischung &ullerst einfach. Es kann aber auch
vorkommen, daB sowohl die Gruppe vor der Periode,
als die Permde selbst aus mehreren Ziffern besteht.

Bei —=0 2"72/.87 ist die vorperlodlsche Gruppe em-

stellig, die Periode zweistellig. Bei o 5=0" 1153816153546
ist die vorperiodische Gruppe einst,elhg, die periodische

sechsstellig. Bei 0-26387 endlich (was als gemeiner Bruch
I“;i?—g—o ergébe) ist die vorperiodische Gruppe zweistellig,

also ebenfalls mehrstellig.

Eine weitere Art der Zusammensetzung des Divisors
oder Nenners gibt es aber nicht. Wir sind also, ohne
uns in die schwierige Lehre von den Systembriichen
weiter vertiefen zu konnen, gleichwohl berechtigt, fest-
zustellen, daBl die Verwandlung von gemeinen Briichen
in Systembriiche (dadurch auch die Division zweier
Zahlen) niemals etwas anderes liefern kann als cinen
endlichen Systembruch, einen reinperiodischen System-
bruch oder einen gemischtperiodischen Systembruch.

Eine irrationale Zahl, das heiBt ein Systembruch, der
ohne Regel und ohne oder mit einem anderen als dem
bisher geschilderten Bildungsgesetz der reinperiodischen
oder gemischtperiodischen Briiche ins Unendliche lduft,
ist als Ergebnis einér Division undenkbar. Er kann
nur aus Wurzeloperationen (Operationen mit ge-
brochenen Potenzexponenten) oder aus unendlichen
Summierungen von gewissen fallenden Polenzreihen
mit negativem Potenzanzeiger oder aus anderen Reihen
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von fallenden Briichen (etwa mit steigenden Fakul-
titen im Nenner) hervorgehen.

Wir sind also sicher, in jedem Bruch und in jeder
Division rationaler Zahlen als Resultat einer Aus-

rechnung eine rationale Zahl zu erhalten. -% =r (rationale

Zahl), wie immer p und q aussehen mdgen, ob sie nun
ganze, gebrochene, positive und negative Zahlen sind.
Nur irrational diirfen weder q noch p sein.

Wenn dem aber so ist, dann muf3 es auch mdglich
sein, jeden endlichen, jeden reinperiodisch-unendlichen
und jeden gemischtperiodisch-unendlichen Systembruch
in eine rationale Zahl, einen gemeinen Bruch der redu-
zierten Form -2 zuriickzuverwandeln. Einen unend-
lichen Systembruch mit einem nichtperiodischen
Bildungsgesctz oder einen unendlichen Systembruch
ohne jedes Bildungsgesetz dagegen werden wir niemals
riickverwandeln kdnnen, da es sich dabei ja um irratio-
nale Zahlen handelt, und es sich im gegenteiligen Falle
ergeben wiirde, daB eine irrationale Zahl in eine rationale
verwandelbar ist.

Zugleich aber wird diese ,,Riickverwandlung' eine
taugliche Probe auf unsere bisherigen Behauptungen
sein. Nur kénnen wir es uns vorlaufig noch gar nicht
recht vorstellen, wie es moglich sein soll, unendliche,
wenn auch periodische Briiche rechnerisch anzupacken.
Wir wissen zwar, daB 31 gleich ist 0333333 .. (perio-
disch ins Unendliche), wenn wir aber nur 0-333333333...
vor uns hitten, wiiBten wir nicht, wie wir daraus
einen gemeinen Bruch machen sollen. Wenigstens nicht
ohne scharfe und tiefe Uberlegungen.

Am einfachsten ist es wohl, einen endlichen Dezimal-
bruch zurickzuverwandeln. Etwa 0-225. Ich brauche
ihn bloB auszusprechen, als gemeinen Bruch zu schreiben
und erhalte das Resultat. Also 0-225=2"> das aher
ist, dur;:h 25 gekiirzt, nichts anderes als die ,,reduzierte

Form ", die sich nicht weiter reduzieren 1aBt. Will

194



ich unsere Regel dagegen streng wissenschaftlich
schreiben, dann setze ich an:

2" Cugm-—n

gm
Dabei ist das u (das kleine griechische ,,mi*) die
»laufende Zahl*, c¢ ist der jeweilige Koeffizient (bei
uns also 2, 2, 5) und g ist die Grundzahl des Systems
(bei uns 10). Das m bedeutet die Stellenzahl des end-
lichen Dezimalbruches (bei uns 3). Wir hitten also
cinzuscl.mn
2-10%-14-2-10%-24-5- 10:—3 2-1004-2-104-5-1
108 1000
225
— 1000°*
also dasselbe, was wir, gleichsam dem Naturverstand
folgend, erhielten. Unsere Formel hat aber den un-
geheuren Vorteil, daB sie allgemein fiir jedes Stellen-
wertsystem gilt und dadurch das genaue Gestaltbild
der Angelegenheit entschleiert.
Fir die Riickverwandlung reinperiodischer Briiche
in reduzierte gemeine Briiche beniitzen wir die Formel?):

om=—

Om=—

r
chog""
1
O ——o,
T P

was nichts anderes bedeutet, als daB man die Stellen
der Bruchperiode im Zahler als ganze Zahl anschreiben
muB}, wihrend im Nenner soviel Neuner zu setzen
sind, als im Zahler Ziffern stehen. Diese Erlduterung
ist selbstverstandlich nur fir das Dezimalsystem gedacht.

Wenn ich also etwa 03 zuruckzuverwandeln hitte,
schreibe ich emfach o und erhalte sofort. . Ebenso

be1 0'6, was — also = 7 ergibt. Der rempenodlsche Bruch

1) Die Ableitung der Riickverwandlungsformeln ist
for unsere Zwecke zu langwierig.
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0-076923 muBte 76:92:9 angeschrieben werden, was nach
Kurzung iy liefert. Allerdings miissen wir mit unserer
nZimmermannsregel* etwas vorsichtig sein, wenn wir
nicht durch die strenge Formel kontrollieren.

Beginnt néimlich die Periode mit einer Null oder mit
mehreren Nullen, dann sind die Nullen zwar im Zihler
nicht zu schreiben, da wir ja ganze Zahlen nicht mit 0
beginnen lassen diirfen. Wohl aber sind diese ,,Null-
koeffizienten‘* sorgfiltig fir die Zahl der Neuner zu
beachten, die in den Nenner kommen. Wir haben, da
die Periode einschlieflich der Null sechsstellig ist, in
den Nenner auch 6 Neuner gesetzt, obgleich der Zahler
nach Weglassung der Null nur fiinf Stellen behielt.

Die Riickverwandlung gemischtperiodischer Briiche
ist eine Art von Zusammensetzung aus den beiden
bisher besprochenen Verfahren. Wollte ich fiir das
Zehnersystem wieder die ,,Zimmermannsregel* geben,
so miite ich fordern: ,,Setze in den Zihler zuerst
alle Stellen des Dezimalbruches (also sowohl die nicht
periodischen als die Stellen der ersten Periode) als
ganze Zahl. Von dieser Zahl subtrahiere die, ebenfalls
als ganze Zahl geschriebenen, nicht- oder vorperiodi-
schen Stellen. Und stelle hierauf soviel Neuner in den
Nenner, als die Periode Stellen hat. An diese Neuner
aber hiinge noch soviel Nullen an, als die Stellenanzahl
der vorperiodischen Ziffern betragt!*

Hatte ich nach dieser Regel etwa 02272727 .. zu
behandeln, so miiBte ich ansetzen:
272 _2%_45_5

990 T 9907198 22

Wie man sieht, erhdlt man durch all unsere Riick-
verwandlungsanleitungen in der Regel unreduzierte
(ungekirzte) Briiche, die wir auf die endgiiltige Form %
(wobei p und q teilerfremd) bringen miissen. Das ist
aber eine harmlose Aufgabe, die eigentlich jeder Mittel-

o (m, r)=
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schiller der untersten Klassen anstandslos muB be-
willtigen konnen.

Natiirlich gibt es auch fiir diesen dritten und letzten
Fall der ,Rickverwandlung* einen eleganten allge-
meinen Befehl. Er lautet:

m-l-’r m
2'1, c1'gm+r—v — Y c“gm—u
1 1

o(m,r)=

) & @—1)
wobei m die Anzahl der vorperiodischen, r die Anzahl
der periodischen Stellen, g die Grundzahl des Systems,
¢ den jeweiligen indexmiBig zugeordneten Koeffizienten
bedeutet. Das » ist die ,,Jaufende‘* Zahl des ersten,
das u die ,laufende'* Zahl des zweiten Summations-
befehles, deren untere und obere Grenzen bei den
Summationssymbolen stehen.

Wir beherrschen jetzt das ganze Reich der System-
briche und sind imstande, willkarlich in jedem Ziffern-
system einen beliebigen Systembruch, der iiberhaupt
riickverwandelbar ist, anzuschreiben und ihn in einen
reduzierten gemeinen Bruch zu tberfiihren.

Schreiben wir etwa dezimal 0°2347i...., dann er-
halten wir nach der letzten, nur scheinbar monstrdsen

Formel:
_(2:10%-14-3-105-244-10°-347-105-44

O, y— — — T
+1-105-5) — (2-102-143-102-2) _
102 (10°—1) =
_28471—-23_ 23471 —23%)_ 23448 _ 1954
— 100-999 T 99900 ~ 99900 — 8325 °

Wie man an diesem Beispiel sicht, kann ein ver-
haltnismaBig einfach erscheinender gemischtperiodischer
Bruch einem sehr komplizierten gemeinen Bruch
entsprechen.

Nun blicken wir schon auf groBe Leistungen zuriick.
Denn uns ist jetzt das Gebiet der ganzen, der ge-

*) Siehe ,,Zimmermannsregel*!
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brochenen und der irrationalen Zahlen bekannt. All dies
nicht nur dem absoluten Wert nach. Denn wir kennen
auch positive und negative Zahlen. Und alle diese
Zahlen wieder in sdmtlichen méglichen Ziffernsystemen.
Noch mehr: Wir haben uns mit allgemeinen Zahlen
und da wieder mit konstanten und unbekannten
allgemeinen Zahlen befaBt. Da wir auBerdem auch den
Algorithmus der Gleichung mit einer Unbekannten und
den der sogenannten diophantischen Gleichung wenig-
stens dem Wesen nach erforscht haben, sind wir reif,
uns der groBten Aufgabe der Mathemalik zuzuwenden,
der Lehre von den Funktionen. Hier auch betreten
wir nicht mehr verschleiert, sondern offen und freudig
den eigentlichen Boden der héheren Mathematik und
wieder leuchtet uns der Geist des groBen Leibniz voran.
Denn er war es eigentlich, der in den Neunzigerjahren
des 17. Saeculums den Funktionsbegriff in seiner Tiefe
und Allgemeinheit erfaflte und der diesem Algorithmus
den Namen gab. Und wir pflichten Oswald Spengler
bei, wenn er die Funktion als die faustische oder abend-
lindische Zahl bezeichnet. Denn eben dieses ,,Fausti-
sche der hoheren Mathematik ist es, was sie so bunt,
so abenteuerreich, so aufregend — und dabei im tiefsten
Grunde so leicht macht.

Wir kiindigen es an dieser Stelle im vollsten Be-
wuBtsein des Umstandes an, dal wir diese Behauptung
werden durch die Tat beweisen miissen: Alles, was
noch in diesem Buche folgt, ist leichter als das Bisherige !
Wir werden von nun an viel sprechen, viel erkliren,
vie] gemeinsam diskutieren. Wir werden aber nicht
mehr mihselig rechnen und tifteln, sondern in mathe-
matischer Hohenluft uns an den kithnen Kunstgriffen,
bizarren Parodoxien und iiberraschenden, schier un-
faBbaren Losungen erfreuen.



Achtzehntes Kapitel

Funktionen (Algebraische Ableitung)

Wir hitten eine diophantische Gleichung einfacher
Art, etwa
3x—y=(—b).

Losen wir diese Gleichung zur Erzielung ganz-
zahliger Werte nach der Eulerschen Methode, dann er-

halten wir
x=‘%5 und y—;E=n, also x=n,

Und weiters [iir y die Losung 3n--5. Nun setzen wirin
das n die Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen GroBe ein:
n=1, x=1, y= 8; Probe: 3— 8=—5
n=2, x=2, y=11; Probe: 6—11=—5
n=3, x=3, y=14; Probe: 9—14=—5
n=4, x=4, y=17; Probe: 12—17=—5
n=>5, x=5, y=20; Probe: 15—20=—5

usw. ins Unbegrenzte.

Wir haben also durch die Eulersche Methode eine
unendliche Zahl ganzzahliger positiver Losungen ge-
funden. Wir kénnten ebensogut eine unendliche Zahl
negativer ganzzahliger Losungen erzielen. Denn:

n=—1, x=—1, y=2; Probe: —3—(+42)=—5

n=—2, x=—2, y=—1; Probe: —6—(—1)=—5

n=—3, x=—3, y=—4; Probe: —9—(—4)=—5
usw.

Wie man sieht, sind von n=(—2) alle Wertepaare
fur beide Unbekannten negativ, da ja das x=n und
daher das x negativ sein mufB, wenn n negativ ange-
nommen wird. Aber auch y muB stets negativ bleiben,
wenn n ganzzahlig kleiner wird als (—1). Denn die
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entgegenwirkende Pluskonstante in y=3n-5 ist 5
und wird bereits von 3:(— 2) nach der negativen Seite
in y=(—6)45 hiniibergeschoben. Um so mehr na-
tirlich bei n=(—3), also y=(—9)+45 usf.

Wir haben also bereits eine doppelte Unendlichkeit
von méglichen Ldsungen, némlich eine Unendlichkeit
von ganzzahligen positiven und von ganzzahligen ne-
gativen Wertepaaren. Zu dieser doppelten Unendlich-
keit kommt als Spezialfall, als Kuriosum das Werte-
paar fir n=—1, bei dem x=—1 und y=--2, auller-
dem das Paar fiir n=0, bei dem x=0 und y=>5 wird.
Es gibt also (2 X o0)-42 ganzzahlige Losungen.

Nun wollen wir unsere diophantische Gleichung ein
wenig umformen, ohne sic weiter zu verindern. Wir
schreiben n#mlich statt 3x—y=—5 die Form

Y= 3x+5

an, was wir ja ohne weiteres Bedenken tun diirfen. Und
jetzt setzen wir fest, daB uns nicht nur ganzzahlige,
sondern auch Werte in gebrochenen Zahlen inter-
essieren. Weiters bestimmen wir, daBl wir stets zuerst
in das x einsetzen und dann das zugchérige y suchen
wollen. Es ist — ohne daB3 wir es noch aus prinzipiellen
Griinden so machen — in unserem Falle einfacher, weil
y den Koeffizienten 1 hat und weil wir so alle Divi-
sionen vermeiden kénnen. Suchen wir also einige Werte-
paare in Bruchform:

_1l . _gl,. 3410 13
X=g ¥=3g+d=—7%—=3
=1 ;3.1 341618
x=g y=33Hb=—73—=7=6
_2 .2, 6435 41
X=n Y= gti=—g—=p
usw.
Natiirlich kénnen sich, wie bei x—— fiir y auch ganz-

zahlige Werte ergeben. Jedenfalls werden aber die
Fille weitaus iiberwiegen, in denen bei x als Bruch
auch y ein Bruch wird. Fiir unsere nicht mehr dio-
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phantische (das heiBt nicht mehr fiir x und y ganzzahlig
geloste) unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten
haben wir jetzt wieder unendlich viele Losungen in
Form von Briichen. Wie ,,michlig‘ aber diese neue
Unendlichkeit ist, geht daraus hervor, daB man schon
zwischen 0 und 1 dem x unendlich viele Werte erteilen
kann. Ebenso zwischen 1 und 2, zwischen 2 und 3,
usw. Dazu kommen auBlerdem noch alle Moglichkeiten,
in denen wir das x als negativen Bruch fordern, etwa
x=—% usw. Hier stehen wir, wenn wir genau zu-
sechen, vor folgenden unendlichen Mengen von L&-
sungen: Alle positiven Briiche fiir y ergeben vorwiegend
Briiche, und zwar positive fir y. Setzt man x=0,
das ich als den Bruch ,,Null durch irgendeine Zahl*
betrachten konnte, dann wird y=>5. Setze ich ne-
gative Briiche fir x, dann ergeben alle, ebenfalls
unendlich vielen Briiche von —é bis zum Wert x=—%
fir y noch positive Werte. Bei x=—% wird y=0.
Bei allen Briichen, die kleiner (das heilt weiter nach
links auf der negativen Zahlenlinie!) sind als —%, also
etwa — -g—, wird auch das y negativ.

Auf jeden Fall haben wir fiir unsere unbestimmte
Gleichung schon eine doppelte Unendlichkeit von
ganzzahligen und eine vielfache Unendlichkeit von ge-
brochenen Losungen. Dazu noch den Spezialfall x=—§.

Nun kénnten wir aber auf Grund unseres erweiterten
Zahlbegriffs noch auf den Gedanken verfallen, zwi-
schen je zwei Briichen fiir das x eine oder alle der un-
endlich vielen Irrationalzahlen einzusetzen. Etwa eine

4
Y25 o. dgl. DaB dadurch auch das y zur Irrational-
zahll) wird, ist einleuchtend. Hitten wir némlich die

1) Mathematisch korrekt heiBt eine Zahl, die aus ratio-
nalen und irrationalen Teilen besteht, wie etwa in un-

4
serem Fall y=3-}25 +5, eine ,,surdische Zahl*.
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Irrationalzahl x durch einen unendlichen Dezimalbruch
dargestellt und addieren dazu die Konstante, dann be-
steht eben das y aus ciner Summe von einem unend-
lichen nichtperiodischen Dezimalbruch und einer Kon-
stanten. Aus dieser Summierung aber resultiert wieder
eine Irrationalzahl.

Wir stehen also jetzt vor der unheimlichsten Menge
von unendlich vielen Loésungspaaren, einer Menge, die
offensichtlich gleichsam ecine potenzierte Unendlichkeit
ist. Und wir sehen mit einem beinahe mystischen
Schauer, daB unsere harmlose Gleichung

y=3x+45

eine unendliche Vielzahl von unendlich vielen Lésungen
sowohl auf der positiven wie auf der negaliven Seite
in sich trégt. Dazwischen gibt es einige merkwiirdige
Spezialfille und auBerdem ecine potenzierte Unendlich-
keit von Wertepaaren, bei denen das x und das y un-
gleiche Vorzeichen erhalten werden. Noch einmal
wiederholt: Wir kénnen dem x mit positivem oder ne-
gativem Vorzeichen jeden beliebigen Wert einer ganzen,
einer gebrochenen oder ciner irrationalen Zahl erteilen
und erhalten dadurch ein ,,zugehériges' y. Beide zu-
cinander gehorigen Werte nennen wir aber ein ,,Werte-
paar‘‘.

Um diesen merkwiirdigen Algorithmus, dessen un-
heimliche Vielféltigkeit wir vorldufig nur ahnen, noch
nicht aber in seinen Folgen begreifen, plastisch vor uns
zu schen, wollen wir uns eine einfache Maschine kon-
struieren, die wir in Gedanken ,,funktionieren‘* lassen.

Das Instrument sihe folgendermaBen aus (s. S.203).

Eine Art von Waagebalken hat auf der einen Seite
einen Zeiger, der entlang einer halbkreisférmigen, mit
Ziffern versehenen Skala spielt. Der Balken besteht
aus Schienen, die ebenfalls mit Ziffern in gewissen Ab-
stdnden versehen sind. Auf jeder dieser Schienen ist
ein ,Laufgewicht verschiebbar. Und dieses Lauf-
gewicht ist zudem noch auswechselbar. Nach primitiven
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Fig. 13

Gesetzen der Mechanik hingt die Wirkung eines Ge-
wichtes in diesem Falle nicht nur davon ab, wie schwer
es an sich ist, sondern auch davon, an welcher Stelle
des ,,Hebelarmes* es sich befindet. Ein Kilogramm
in der Entfernung 5 wird fiinfmal so schwer wirken
wie ein Kilogramm in der Entfernung 1. Bekanntlich
beruht auf diesem Prinzip die Dezimalwaage. Nun
hitten wir weiters folgende Festsetzungen getroffen:
Der Zeiger gibt uns jeweils auf der Skala gleichsam
den Belastungszustand unserer ,,variablen* Waage an.
Befindet sie sich im Gleichgewicht, dann steht der Zeiger
auf Null. Der Zeiger ist aber noch durch Spiralfedern
nach oben und unten festgehalten, die so konstruiert
sind, daB sie zwar auf Zug sehr stark reagieren, auf Zu-
sammendriickung jedoch keinen nennenswerten (theo-
retische Forderung: iiberhaupt keinen) Widerstand
leisten. SchlieBlich dient die untere Schiene zur Ein-
stellung der ,,Konstanten*, die obere zur Einstellung
des ,x“. Einheit ist in allen Fillen das Kilogramm.

Nun kénnen wir unsere Maschine fiir unsere Zwecke
bereits in Gebrauch nehmen. Und zwar wollen wir uns
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die Angeclegenheit in der Art einer Bedienungsanwei-
sung verdeutlichen: Setzen wir voraus, dall wir einen
Kasten mit verschiedensten Laufgewichten besitzen,
dann entnehmen wir ihm zuerst fiir unsere Gleichung

y=3x+5

ein schones Kilogrammgewicht und schieben es auf
die untere, mit der Bezeichnung ,,Konstante'* ver-
schene Schiene so weit, daB die Mittelpunktsmarke
des Laufgewichtes mit der Ziffer fiinf auf der Schicne
tibereinstimmt. Das Laufgewicht hat zu dicsem Zweck
ein ,,Fenster*. Man kann solche Gewichte an jeder
Apotheker-Dezimalwaage sehen. Da es sich um eine
Konstante, um eine unverinderliche GréBe handelt,
klemme ich das Laufgewicht fiir alle folgenden Fiille
fest. Natiirlich nur fiir solange, als ich die Gleichung

y=3x+5b

betrachte, in der die Konstante cben 5 ist. Im Gesamt-
system unserer Maschine muB jetzt unser Kilogramm
einen Zug nach unten ausiiben, der fiinfmal groBer
ist, als wenn ich das Laufgewicht bei der Marke 1 ge-
klemmt hétte. Und wenn ich nichts anderes cinstellen
wiirde, mii3te jetzt der Zeiger steigen und auf die Marke
b auf dem Kreisbogen zeigen. Denn wir setzen voraus,
daB die Spiralfedern in dieser Art berechnet sind. Nun
soll ich das ,,x* einstellen. Da es nicht als x schlecht-
weg, sondern als x mit dem Koeffizienten 3 auftritt,
wihle ich ein Laufgewicht von 3 Kilogramm, da uns
ein Kilogramm die konkrete Zahl 1 versinnbildlicht.
Wo aber soll ich das Laufgewicht hinschieben? Ich
bin in Verlegenheit und muB eine mathematische Uber-
legung anstellen. Und diese Uberlegung sagt mir
sofort, daB ich ja in das x einsetzen, also das x erst
wihlen soll. Daher nehme ich mir vor, das x zuerst
so zu wiihlen, daB sich die ,,Waage* im Gleichgewichts-
zustand befindet, daB also, was man ohne weiteres
sieht, der Zeiger auf Null fiir y zeigt. Wenn ich nun,
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ohne zu rechnen, bloB probiere, werde ich bemerken,
daB ich dieses gewiinschte Ergebnis erziele, wenn das

3-kg-Laufgewicht genau bei der Marke —% oder —I%
der oberen Laufschiene angelangt ist. Dort ergibt sich

nimlich die Gewichtsbelastung des linken Waage-
armes (den wir den negativen nennen wollen) mit
3 kg in der Entfernung (—%) und die des rechten (po-
sitiven) mit 1 kg in der Entfernung (4 5). Da sich aber
weiters nach den Gesetzen der Mechanik die jeweilige
Belastung als Produkt des Gewichtes mit der Ent-
fernung vom Drehpunkt des Waagebalkens darstellt,

so ist in einem Falle die Belastung 3-(—%)= —5 und

im zweiten Falle 1-5=5, also dem absoluten Wert
nach gleich. Da sich aber auf einer in unserer Weise
positiv und negativ bezifferten Waage ein Gleich-
gewicht nur ergeben kann, wenn derselbe absolute
Wert sowohl negativ als positiv auftritt, bedecutet
unser Ergebnis die gleichsam optische Bestétigung der
Tatsache, daB ich in der Gleichung

y=3x+45
das x als —%) wihlen muB, um fir das y die Null

zu erhalten. Dall die Konstante nicht weiter beriihrt
werden darf, haben wir schon gefordert. Wir kénnten
sic aber trolzdem auf unserer Maschine auch in anderer,
und zwar noch eleganterer Art einstellen. Wenn wir
uns némlich dberlegen, daB man die Gleichung
y=3x+-5 auch in der Form
y=3x!4-5x0

schreiben diirfte, da bekanntlich jede Nullpotenz 1 lie-
fert und dadurch an der Gleichung nichts #ndert,
konnten wir die obere Schiene mit x! und die untere
mit x° bezeichnen und die 5 als Koeffizienten von xY
betrachten. Dann aber diirften wir ein 5-kg-Gewicht
withlen und es bei der Marke 1 der unteren Lauf-
schiene festklemmen, wo es stehen bleiben kann, da
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x9 fiir jeden Wert von x eins geben muB, 5x° also in
jeder moglichen Form der Gleichung 5 kg mal Ent-
fernung 1, also 5 liefert. Dies jedoch vorldufig nur
nebenbei, Wir werden noch einmal darauf zuriick-
kommen.

Wir begniigen uns mit der ersten Version, daB wir
unsere ,,Konstante* als 1-kg-Laufgewicht bei der
Marke 5 der unteren Laufschicne festgeklemmt haben.
Und fiigen bei, da wir uns um diese ,,Konstante'
nicht weiter kiimmern werden, da sie fiir unsere spe-
zielle Gleichung gleichsam zum fixen, stechenden, kon-
stanten Bestandteil der Maschine geworden ist und
selbsttatig ihren EinfluB geltend machen wird.

Dagegen reizt es uns, mit dem zweiten Laufgewicht
zu experimentieren. Da ja, wie wir gesehen haben, die
Marke auf der Schiene direkt die GrioBe des jeweiligen
x bedeutet, steht es uns frei, das Laufgewicht innerhalb
des ,,Bereiches’ von —5 bis -5 an irgendeine be-
liebige, ,,willkiirliche** Stelle zu riicken, seinen Ort zu
»verindern*. Ortsverinderung bedeutet aber nach
dem Gesetz des Hebelarmes Belastungsverinderung,
und Belastungsverénderung ist eine GréBenveriéinderung.
Machen wir ein Experiment. Riicken wir etwa das

3-kg-Laufgewicht auf die Marke x— 1%-='—;-. Sofort be-

ginnt der rechte Waagebalken zu sinken und der
y-Zeiger auf der Skala zu splelen Nach einigem Schwan-

ken stellt er sich auf 9— ein. Nun ist aber Iur x—-;—
nach der Glexchung tatsachhch y—9— da 3- —+5—

";;25_“’ =9z (s. S. 207).

Wenn wir also x ,,willkirlich veréinderten*, hat sich
an unserer Maschine das y ,,zwangsliuflig veréindert*.
Nun sind wir soweit, nach richtigem ,,Funktionieren‘
unserer Maschine das Wesen der ,,Funktion* zu durch-
schauen?). Und wir stellen, vorldufig noch sehr un-

1) Diese Wortableitung des Begriffs ,,Funktion* gilt
nattrlich nur als Gedachtnishilfe fiir unsere Maschine.
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Fig. 14

genau, fest, daB eine Funktion dann vorliegt, wenn
sich durch ,,willkiirliche’* Versinderung einer Unbe-
kannten eine zweite Unbekannte ,,zwangsliufig** ver-
indert. Wenn wir weiter statt veriinderliche Unbe-
kannte einfach das Wort ,,die Verénderliche'* gebrau-
chen, dann konnen wir sagen, daB bei einer Funktion
jede an der ,,willkiirlichen Verdnderlichen x* vor-
genommene GroBenbestimmung die ,,zwangsliufige
Verédnderliche y** in gewisser Art in Mitleidenschaft
ziecht. Das Gesetz dieses Zusammenhanges heillt
Funktion. Unsere Maschine hat uns bisher das Er-
gebnis automatisch geliefert. Und zwar deshalb, weil wir
dieses ,,Gesetz** auf der Maschine einstellten. Das ,,Ge-
setz’* war aber nichts anderes als unsere Gleichung
y=3x-}5.

Und eben diese ,,Gleichung** heiBt in dieser Be-
leuchtungsweise eine Funktion. Ihr allgemeinstes Ge-
staltbild wird seit Leibniz: y=£(x) geschricben. Und
wird gesprochen: y ist eine Funktion von x. Was
nichts anderes heit, als daB y von irgendeiner mit x
verbundenen GriBe systematisch abhingt.
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An dieser Stelle muB ich eine ketzerische und re-
volutionsire Tat setzen, deren Legitimation ich aus
meiner Dichtereigenschaft herleite. Ich behaupte néim-
lich, daB der allgemeine wissenschaftliche Sprach-
gebrauch, der die willkirlich gewihlte Verinderliche
als die ,,unabhéingige'* und die zwangsliufig bestimmte
Veriinderliche als die ,,abhiingige** bezeichnet, insofern
sprachlich, psychologisch und p#dagogisch mangelhaft
ist, als der Gegensatz zwischen einer Position und der
durch die Vorsilbe ,,un* erzeugten Negation eindrucks-
mifig immer blasser wirkt als der Gebrauch sclb-
standiger positiver und negativer Ausdriicke. Zudem
ist das ,,un* als Vorsilbe in der deutschen Sprache
nicht einmal stets eine klare Verneinung, sondern
manchmal nur eine versteckte Steigerung ins Positive.
Man denke an Bildungen wie Untier und Unsumme,
wobei es schon aller Rabulistik bedarf, dieses ,,Uber-
tier'* und diese ,,Ubersumme* als Verneinungen zu
behaupten. Aber selbst wenn wir von einer solchen Aus-
nahme absehen, ist es sicherlich gegensiitzlicher und
plastischer, Lust und Schmerz als Lust und Unlust
einander entgegenzustellen. Und diese antithetische
Blasse steigert sich bei partizipialen als Hauptworter
gebrauchten Eigenschaftswortern wie abhiingige Ver-
inderliche und unabhiingige Veréinderliche ins MaB-
lose. Was noch dadurch verschirft wird, daB je-
mand assoziativ darauf verfallen koénnte, zu denken,
die Wahl des Wertes fiir die Unbekannte sei in einem
Falle nur von meinem Willen abhdngig, im anderen
dagegen von mir unabhiingig. Diese Auslegung wiire
aber genau das Gegenteil von dem, was mit den iib-
lichen Bezeichnungen gesagt werden soll. Wir wollen
jedoch nicht Verwirrung stiften, sondern nur recht-
fertigen, warum wir aus rein pidagogischen und psycho-
logischen Griinden in diesem Einfiihrungsbuch vom
allgemeinen Sprachgebrauch der Wissenschaft abgehen
und von der ,,willkiirlichen** (unabhingigen) und der
nzwangsldufigen'* (abhiingigen) Verénderlichen spre-
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chen werden. Noch einmal zusammengestellt: In der
nFunktion‘
y=3x-b, allgemein y=f(x)

ist das x die ,,willkiirliche*, ,,unabhéngige‘* Veriinder-
liche, das y die ,,zwangsldufige*, ,,abhéingige’* Ver-
anderliche. x und y aber heilen ,,die Verinderlichen*.

Nachdem wir nun einige Kenntnisse iiber den Sprach-
gebrauch der Funktionenlehre gewonnen haben, wollen
wir uns wieder unser Instrument, unsere Funktions-
berechnungsmaschine hernehmen und ein weiteres Ex-
periment machen. Wir riicken das 3-kg-Laufgewicht
vorsichtig ein Stiick auf der x-Laufschiene und beob-
achten dabei, was der Zeiger auf der y-Skala dabei
treibt: Wir sehen, daB er sich auch ununterbrochen be-
wegt hat. SchlieBlich ist er zwischen zwei Teilstrichen
der Skala stechen geblieben. Aber auch unser Lauf-
gewicht steht irgendwo an einer nicht genau auf der
Laufschiene bezeichneten Stelle.

Nun wollen wir, an Hand unserer Maschine, ein
neues Kunststiick vollfihren. Wir behaupten nim-
lich, daB die Laufschiene nichts anderes sei als die
Zahlenlinie. Da nun aber weiter, wie wir schon genau
wissen, die Zahlenlinie sich kontinuierlich (stetig) aus
allen ganzen, gebrochenen und irrationalen Zahlen zu-
sammensetzt, bedeutet jedes stetige Verschieben des
Laufgewichtes nichts anderes, als da3 unser x wihrend
dieses ,,Verschiebens*‘ alle Werte annimmt, die inner-
halb der ,,Verschiebungsgrenzen* liegen. Also die
Werte aller ganzen, gebrochenen und irrationalen
Zahlen, die sich zwischen diesen Grenzen befinden.

Dicser Begriff der ,,Stetigkeit* spielt in der Lehre
von den Funktionen, insbesondere seit den Entdeckun-
gen des groBen Mathematikers WeierstraB, eine un-
geheure Rolle. Wir begniigen uns aber vorldufig, eine
erste Andeutung dieses Begriffs gegeben zu haben; um so
mehr, als wir ihn in anderer, niimlich geometrischer Art
viel deutlicher erdrtern kénnen und erdrtern werden.
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Wir wollen uns dagegen mit dem, was wir bisher
iiber Funktionen wissen, an eine bestimmte Aufgabe
heranwagen, deren Sinn und Zweck uns aufs erste
noch verborgen bleibt. Da es sich jedoch um eine hchst
cinfache algebraische Aufgabe handelt, schen wir
keinen Grund, an ihr achtlos vorbeizugehen.

Wir fragen also, was mit dem y-Zeiger geschicht,
wenn wir unser X an irgendeiner Stelle um einen be-
stimmten Betrag wachsen lassen. Wahrscheinlich wird
sich da der Zeiger auch um einen gewissen Betrag be-
wegen. Da wir aber schon einmal in euklidischer Art
behauptet haben, das Verhiltnis sei unabhéngig von
den ins Verhiltnis gesetzten GroBen, kénnten wir als
sichtbares MaB der Verinderung etwa das Verhiltnis
beniitzen, das zwischen dem Zuwachs des x und dem
daraus zwangsldufig folgenden Zuwachs des y besteht.
Wenn wir weiter unseren Zuwachs zu x in eine ganz
allgemeine Form kleiden, also den Zuwachs an irgend-
einer Stelle eintreten lassen, ist es klar, daB ich dadurch
auch den damit verbundenen Zeigerausschlag fir y
gleichsam an ,,irgendeiner Stelle* erhalte. Ich konnte
mir ja die Skalen auf der Laufschiene und am Halb-
kreis ganz einfach verdeckt oder unleserlich vorstellen.

Also ,,irgendein x‘* oder ,,das x*, was dassclbe ist,
da ich ja x unbestimmt lasse, wiichst um den endlichen
Betrag von Ax. Das Dreieck (4) ist das grofle grie-
chische D (Delta). Und ist jedem Kind als Symbol
der dreieckigen ,,Delta‘miindung des Nil bekannt.
Das x schreibe ich neben unser Delta, um anzuzeigen,
daB es sich um einen Zuwachs von x handelt. Nun
resultiert daraus der zwangsldufig nach dem ,,Gesetz"
der Funktion erfolgende Zeigerausschlag auf der
y-Skala. Diesen nenne ich natiirlich 4y. Weiters ist
als selbstverstiindlich vorausgesetzt, daB unsere Funk-
tion auf der Maschine ,,eingestellt* ist, wozu aber blo8
notig ist, daB sich das 1-kg-Gewicht auf der Marke 5
der unteren Schiene und das 3-kg-Gewicht irgendwo
auf der oberen Schiene befindet.
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Rein algebraisch gesprochen lautet jetzt die Frage:
Wie verhilt sich unter der Bedingung der ,,eingestell-
ten* Funktion unser 4y zum Ax. Oder was fir ein
Ay folgt zwangsléufig aus der Veriinderung der Ein-
stellung um Ax?

Wir wollen, ohne weiter zu griibeln, rein rechnerisch
der Angelegenheit an den Leib riicken. Wenn wir die
nLuwichse' in unsere Gleichung (Funktion) einbauen
wollen, miissen wir wohl ansetzen:

(y+4y)=3(x+4x)+5.

Denn aus x ist nach dem erfolgten Zuwachs, nach der
Verschicbung des Laufgewichtes, (x-}A4x) geworden,
worauf das y zwangsldufig zu (y44y) werden muB.

Noch einmal zum UberdruB: Wir wissen gar nicht,
wie grofl das x ist. Wir wissen auch nicht, wie groB3
das dx ist. Wir fordern nur, daB es endlich sei. Es
konnte, nebenbei bemerkt, iiberhaupt jede Grole
haben. Wir wollen es aber klein nehmen, um dann
leichter weiterzukommen. Also

(y-+4y)=3(x+4x)45.

Gesucht ist Ay:Ax oder % Oder das Verhiltnis

zwischen 4y und Ax. Multiplizieren wir einmal aus,
um die Klammern loszubekommen.

y+A4y=3x+3-4x+5.

Nun machen wir einen Kunstgriff, der wieder von
Leibniz stammt, allerdings von ihm in anderer Schreib-
art formuliert ist. Wir erinnern uns némlich, daB y
gleich ist 3x+45 und daB wir daher berechtigt sind,
auf beiden Sciten der Gleichung diese gleichen Gréfen
in Abzug zu bringen, ohne daB sich etwas &indert. Unser
erstes Beispiel der Waage mit den Apfeln und Deka-
grammen hat uns ja die Berechtigung solcher Rechen-
tricks gezeigt. Also:

y+d4y=3x+434x+5
-y = —3x —5
Ady=34x
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Wenn aber 4y=34x, dann ist natiirlich
Ady:Ax=34x:4x oder
Y.=3 oder als Proportion
Ay:Ax=3:1.

Unsere Aufgabe ist gelost. Und wir wissen weiter
nach dem Satz der Unabhiingigkeit des Verhiiltnisses
von der GréBe des Verglichenen, daB ich jetzt 4y und Ax
so klein denken darf, als ich nur tiberhaupt will. Also
klein bis an die &uBerste Grenze der Null hinab. Ich
hitte, arithmetisch gesprochen, das Laufgewicht nur
soweit verschoben, daB ich bis zur nichsten Irrational-
zahl gelangt wire!). Wie potenziert unendlich wenig
das ist, wissen wir aus dem Aufbau der Zahlenlinie.
Einen solchen allerkleinsten Zuwachs von x nennen
wir aber jetzt nicht mehr Ax, sondern dx und das
zugchorige Ay entsprechend dy, so daB wir schreiben:

dy dy 3
E=3 oder d—’}:=T.

Nun liiften wir den Schleier: Ohne irgendeine Denk-
schwicrigkeit haben wir soeben den gefiirchteten
nDilferentialquotienten‘* berechnet. Und sagen: Der
pDifferentialquotient* der Funktion y=3x-}5 hat

den Wert 3. Oder $Y=3 oder y’=3. Dasy’ heift eben 32

oder ,erster' Differentialquotient einer Funktion
y=1(x), das hciBt einer Funktion, in der das y zwangs-
ldufig von einer Konstellation von x=Ausdriicken
abhiingt.

Nun ersehen wir aus unserem omindsen ,,Differential-
quotienten*, daB er an jeder Stelle gleich ist. Uberall,

A
4

1) Nach moderner Auffassung Eilt es als korrekter,
das 4x solange zu verkleinern, bis man zur letzten
Irrationalzahl vor dem x gelangt. Es handelt sich also,
wie Newton gesagt hat, um das letzte Verhiltnis der
,,hinschwindenden‘ Inkremente (Zuwichse), das besteht,
bevor beide in die Null untertauchen.

212



wo ich das x um den allerkleinsten Betrag dx ver-
indere, erhalte ich als Verhiltnis des entsprechenden
y-Zuwachses zu unserem dx die Zahl 3 oder 3:1. Die
, JXonstante*’ hat dabei gar keine Rolle gespielt. Denn
hatte ich sie fortgenommen, dann hiitte ich

y=3x
y+4y=3(x+4x)
y+A4dy=3x+434x
hievon —y =—3x subtrahiert
 Ay=34x
j—:=3 und —:—2=3.

Warum dem so ist, werden wir erst spéter wvoll
erfassen. Aus unserer Maschine ist es eigentlich auch
begreiflich. Denn die Gleichgewichtsstérung erfolgt?)
ausschlieBlich durch die Verschiebung des x-Gewichtes
(der 3kg). Und zwar an jeder Stelle gleichartig. Der
nDifferentialquotient'* ist somit ein fiir alle Werte
des x geltendes ,,Veréinderungsgesetz'* der Funktion.

Nun werden wir unseren neuen Algorithmus der
nDifferentialrechnung*, den wir vorldufig als formale
Kabbala an einem Endchen gepackt haben, weiter-
treiben. Und zwar in besonders kiihner Weise, indem
wir die uns noch ganz neue ,,quadratische’ Funktion

y=2x2-47

in dhnlicher Art zu untersuchen trachten. Von unserer
Maschine sehen wir jetzt ab und vertrauen uns der
reinen Form an. Nach unserem Schema wire

y+4y=2(x+4x)*+7.

Da wir (x4 4x)? noch nicht direkt ausrechnen
konnen, wollen wir es plump als (x+44x) (x+44x)
feststellen und erhalten [x?+4 xAx 4 xdx 4 (4x)?],
also x24-2xAx-(4x)2

1) Wenn wir von der ,,Tragheit'* der 5 kg absehen!
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Nun hétten wir als Kunstgriff:

y+4y=2x2}4xAx+-2(4x)*+7
~y ek =7
Ay=4xA4x+42(4x)?

Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun in der bis-
herigen Art das Verhiltnis von Ay und A4x nicht
befriedigend darstellen. Daher iberlegen, kalkulieren?)
wir ein wenig. Wir wollen, so sagten wir, als Endziel

dy

nicht den sogenannten ,,Differenzen*-Quotienten 7%,

sondern den ,,Differential‘-Quotienten ::—;' erhalten.
Bei diesem aber ist das dx schon die allerklcinste Zahl.
Wenn ich mir eine solche allerkleinste Zahl sehr ungenau

etwa als Bruch - vorstelle, wobei q natiirlich riesenhaft
groB sein muB, dann wiirde diese ,,allerkleinste* Zahl
durch Potenzierung die Form (-‘l;)“= L_erhalten, wodurch

der Nenner ,,allerriesigst zum Quadrat* wiirde. Dadurch
aber wiirde ich, grob gesagt, eine Zahl erreichen, die
im quadratischen Verhiltnis kleiner ist als die ,,aller-
kleinste‘* Zahl. Also etwas, das ich selbst neben einer
allerkleinsten Zahl unbedingt vernachlissigen darf. Um
eine solche ,,Kleinheit verschiedener Ordnungen®, die
wir spéter genau verdeutlichen wollen, angenihert
bildlich auszudriicken, hat Leibniz einmal gesagt, das
Firmament verhalte sich zur Erde wie die Erde zum
Staubkorn. Und die Erde verhalte sich zum Staubkorn
wie das Staubkorn zu einem magnetischen Teilchen,
das durch Glas dringt?). Auch unser (dx)? verhilt
sich aber zu (dx) wie ein Staubkorn zur Erde. Es ist
bestimmt eine ,,héhere Kleinheitsordnung*, eine Klein-
heit noch fast unendlich kleinerer Art, und kann daher
fortgelassen werden. Wir schreiben also, sobald wir
zum ,,Differentialquotienten iibergehen wollen, fir

1) Daher der Name ,,Differential-Kalktl‘,
) Heute wirden wir Elektron sagen.
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Ay=4x4x+2(4x)® nur mehr
dy=4xdx
und erhalten als Endresultat
%=4x oder dy:dx=4x:1.

Hier, bei der ,,quadratischen‘* Funktion, erscheint
etwas Merkwiirdiges. Es ist némlich das ,,Gesetz‘* der
Veréinderung nicht mehr als reines Zahlenverhiltnis
ausgedriickt, sondern es ist direkt von x abhiingig;
wird sich also konkret mit dem fiir x gewdhlten Wert
indern. Hier ist die Veriinderung selbst verinderlich,
wenn man so sagen darf. Allerdings ist sie streng an
eine neue Bedingung, n#mlich an das Verhiltnis
4x:1 gebunden.

Wir kénnten nun in der gezeigten Art rein formal
den ganzen Algorithmus der Differentialrechnung als
Rechnungsoperation ableiten. Wir wiirden dadurch an
mathematischer Strenge und Sauberkeit nur gewinnen.
Da jedoch der Anfénger sicherlich alle Probleme dieser
Rechnungsart besser durchschaut, wenn er sich alles
bildlich vorstellen kann, und da weiters auch die
historische Entwicklung unseres ,,Kalkiils* beinahe
ausschlieBlich auf geometrische Art erfolgte, wollen wir
unsere bisher rein synthetische Darstellungsart aus
psychologischen Griinden verlassen und uns alles aus
der Geometrie herbeischaffen, was wir zum grund-
stzlichen Verstindnis unserer neuen Rechnungs-
operation und der Unendlichkeitsanalysis iiberhaupt
unbedingt brauchen werden.

Neunzehnties Kapitel

Pythagorédischer Lehrsatz
Zuerst wollen wir uns einmal in ferne Vorzeit zuriick-

versctzen. Zu den alten Agyptern und Indern. Noch
heute bestaunt jeder Kenner der Baukunst die un-
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wahrscheinliche Priizision, mit der speziell die Agypter
die MaBe und Winkel ihrer Bauwerke ausfiihrten. Es
ist dies ein Verdienst der sogenannten Harpedonapten
oder Seilspanner gewesen, die durch ihre geometrischen
Kenntnisse die Bestimmung der Winkel, vornehmlich
der rechten Winkel, ermoglichten. In welcher Art,
werden wir sofort erfahren: Stellen wir uns etwa vor,
es solle ein riesiger rechteckiger Tempel gebaut werden.
DaB dabei schon kleine Abweichungen in der Ge-
nauigkeit der Winkelbeslimmung eine Rolle spielen,
ist klar. Das wei8 jeder Maurer und Zimmermann,
der stets aufs neue Lot und Winkelmall anlegt. Die
»Scilspanner* nun, eine Zunft, die der Priesterschaft
angehorte, vollfiihrten schon bei der feierlichen Grund-
steinlegung des Tempels ihre geometrische Zeremonie.
Sie hatten dazu ein sehr langes Seil durch Knoten
im Verhiltnis 5:3:4 untergeteilt. Also in folgender Art:

cT c b c;
Fig. 15

Die Knoten wollen wir fiir uns a, b, ¢, d nennen.
Wenn nun der rechte Winkel bei ¢ zu erzielen war,
wurde die Strecke 3 durch Pflocke bei b und c fest-
gemacht. Dann wurde die Strecke 4 ungefiihr in den
rechten Winkel gestellt und nun die Strecke 5 soweit
herumgeschlagen, bis die Punkte a und d zusammen-
ficlen. Wenn man nun die Seile spannte und auch a
und d gemeinsam durch einen Pflock festlegte, hefand
sich bei ¢ ein genauer rechter Winkel. Im Bild (s. S. 217).

Das Dreieck, dessen Seiten im Verhiltnis 3:4:5
stehen, heiBt allgemein das ,,Agyptische Dreieck".
DaB es ein sogenanntes rechtwinkliges Dreieck ist,
sicht man an der Figur.

Aber nicht nur die Agypter, auch die Priesterschaft
der alten Inder besaB einen &hnlichen Kunstgriff, fiir
Altare und dergleichen rechte Winkel abzustecken. Nur
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Fig. 16
R ist der rechte Winkel

beniitzte man in Indien merkwiirdigerweise ein Dreieck
mit dem Seitenverhéltnis 15:36:39. Um uns leichter
verstindigen zu konnen, wollen wir gleich hier sagen,
daB man die lingste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks
die ,,Hypotenuse* und die beiden kiirzeren Seiten die
nKatheten** nennt. Das &gyptische Dreieck besitzt also
die Hypotenuse 5 und die Katheten 4 und 3, wihrend
das indische eine Hypotenuse von 39 und zwei Katheten
von 36 und 15 hat.

Nun ist das rechtwinklige Dreieck an sich bestimmt
nur ein Spezialfall unter allen moglichen Dreiecken.
Denn es setzt voraus, daB die Katheten einen Winkel
von genau 90° (neunzig Graden) einschlieBen, wodurch
fir die beiden anderen Winkel zusammen ebenfalls
90° dbrigbleiben. Denn die Winkelsumme im Dreieck
ist bekanntlich 180° oder 2 Rechte = 2R (zwei rechte
Winkel). Da es nun weiter bekannt ist, daB dem
kleineren Winkel die "kleinere Seite (und umgekehrt)
gegeniiberliegt, muB dem rechten Winkel die grofte
Seite, also die Hypotenuse gegeniiberliegen. Nun
koénnen wir aber mit Recht vermuten, daB sich diese
Beziehung nicht bloB auf ein ,,GroBersein‘ oder
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»Kleinersein, sondern auf ein ziffernméBig faBbares
,»GroBer- und Kleinersein* erstreckt. Das heiBt, es ist
anzunehmen, daBl die drei Seiten irgendwie im Ver-
hiltnis der WinkelgréBen und die Winkelgré8en irgend-
wie im Verhiltnis der Seiten ihren Ausdruck finden.
Kurz, wir miissen den Verdacht aussprechen, daB bei
einem rechtwinkligen Dreieck irgendeine Bezichung
besteht, die auch bei den Seiten die Tatsache ausdriickt,
daB der rechte Winkel die Summe der beiden anderen
Winkel bildet. Wollen wir aber unsere Vermutung priifen,
so sind wir sehr enttduscht. Denn 44-3=7 und nicht
5 und 154-36=>51 und el was ganz anderes als 39. Unsecre
Annahme hat also sowohl beim &gyptischen als auch
beim indischen Dreieck vollkommen versagt.

Sind das also am Ende keine rechtwinkligen Drei-
ecke? Jedenfalls sprechen die Pyramiden und die indi-
schen Bauwerke nicht fir solch eine vernichtende Frage.

Nein, beruhigen wir uns! Es sind genaue, prizise,
uniibertreffliche rechtwinklige Dreiecke. Sowohl das
dgyptische als auch das indische. Nur ist die von uns
geahnte Beziehung nicht so einfach, als wir es dachten.
Und wenn wir, vorliufig ohne Begriindung, unsere
Zahlen alle zur zweiten Potenz erheben, sieht die
Sache wesentlich anders aus. Denn

3*442=9-}16=25, also 3*44°=5" und

1624 362=2256-1 1296 =1521, also 152} 362=392.

Und diese Beziehung ist eine der wichtigsten und
unentbehrlichsten Regeln der Geometrie. Sie heiBt der
»pythagoréische Lehrsatz‘* oder in der mittelalterlichen
Schiilersprache der ,,pons asinorum*, die Eselsbriicke.
Pythagoras selbst, der die Voraussetzungen zu seinem
Lehrsatz wahrscheinlich auf seinen Reisen in Agypten
und Indien kennengelernt hatte, soll als Dank fiir
seine Entdeckung den Goéttern eine Hekatombe Ochsen
geopfert habenl).

1) Wovon das Gelehrtensprichwort stammt, daB alle
Ochsen zittern, wenn etwas Umwdlzendes entdeckt wird.
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Wenn wir allgemein dic Katheten mit a und b und
die Hypotenuse mit ¢ bezcichnen, dann lautet der
Satz fiir jedes rechtwinklige Dreieck

a2+ b2=c2.
Beweise fir den Lehrsatz gibt es sehr viele. Wir

wollen einen nicht sehr strengen, doch hdchst sinn-
filligen zeigen:

b\\ o o sl

Dem ersten groBen Quadrat ist das Quadrat iiber
der Hypotenuse, also c? eingeschrieben. Und man kann
sagen: ¢ = GroBes Quadrat minus vier Dreiecke (abc).

Im zweiten Fall habe ich in dasselbe groBe Quadrat
die beiden Quadrate iiber den Katheten, also a? und b2
eingeschrieben. Und es ergibt sich:

a®4b2=grofles Quadrat minus vier Dreiecke (abc).

Wenn aber zwei GroBen einer dritten GroBe gleich
sind, dann sind sie auch untereinander gleich. Also:

a%4-b%=c?, was zu beweisen war.

Nun haben wir unseren pythagoriischen Lehrsatz
als allgemeines Gesetz aufgestellt und damit behauptet,
es gebe soviel in dieser Weise behandelbare Dreiecke
als man nur will. Oder mit anderen Worten: Der
pythagoréische Lehrsatz sei eine allgemeine Eigenschaft
jedes rechtwinkligen Dreiecks.
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Wir wollen zuerst unsere neue Formel, da wir sie
allgemein bewiesen haben und da schon der Augen-
schein zeigt, daB es unendlich viele rechtwinklige Drei-
ecke geben kann, einfach als Gleichung betrachten,
bei der man nach dem Algorithmus der Gleichungs-
lehre vorgehen darf. Das heiflt, wir konnen, wenn nur
eine Seite des Dreiecks unbekannt ist, diese Seite aus
den zwei anderen Seiten berechnen. Zur Hilfe stellen
wir uns, noch allgemein, die vorliufigen Losungen auf,
die allerdings quadratisch sind.

c*=a%}-b?
a®—c2—Db?
b2=c2—a2

Will ich jetzt statt der Quadrate der Seiten, die
Seiten selbst berechnen, dann erhalte ich, da ich auf
beiden Seiten der Gleichung die Wurzel ziechen mul

¢=VaT bl
a=Jai— 1
b=YeT—a® 1).

Nun wissen wir aber weiters, da viele Wurzeln
irrationale Ergebnisse liefern. Wir wollen uns dazu
sofort ein lehrreiches Beispiel ansehen. Nehmen wir
ndmlich an, daB die Katheten gleich lang sind und
daher nicht a und b, sondern beide a heiflen, so erhalten
wir fiir dieses sogenannte gleichschenklig-rechtwinklige

Dreieck c?—alta?

c?=2a?

¢ =}2a? und da man aus a? die
Wurzel ziehen kann, schlieBlich c=ay2.

Wurzel aus 2 ist aber, weil 2 kein Quadrat einer
ganzen Zahl ist, unbedingt irrational. Also auch ay2.
Nebenbei bemerkt, kann man zwei rechtwinklig-gleich-
schenklige Dreiecke zu einem Quadrat aneinanderfiigen

1) Fur unseren Zweck beachten wir nur die positiven

Werte der Wurzeln. Von den negativen wird bei den ima-
giniren Zahlen die Rede sein.
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a

Fig. 18

und c ist dann die sogenannte Diagonale des Quadrates.
Daraus ergibt sich, daB die Diagonale des Quadrates
zur Seite des Quadrates stets in einem nicht voll-
stiindig ausdriickbaren, irrationalen oder incommensu-
rablen Verhiltnis steht. Natirlich auch umgekehrt.
Denn wiihle ich fiir ¢ eine ganze Zahl und will daraus a

berechnen, so erhalte ich, da 2a%=c?, fiir a? den Wert -';

o C .
oder fiir a den Wert 75 Was wir auch aus unserer

ersten Losung c=a)y2 hitten entnchmen kénnen.
Irrationalitit im gecometrischen Sinn ist also nicht
die Eigenschaft einer Grofle, sondern ihr Verhiltnis
zu einer anderen, wenn es sich nur in Irrationalzahlen
ausdriicken 148t. Und das eben heit ,,Incommensura-
bilitit‘‘. Denn es steht mir ja frei, jede beliebige Grofe,
die ich mit einer anderen vergleichen will, als ganze
Einheit oder als ganzes Vielfaches von Einheiten an-
zunehmen. Zum UberfluB: Wahle ich in unserem
Quadrat a als Einheit, dann ist c irrational. Wihle
ich dagegen c als Einheit, dann ist a irrational. Daher
ist es auch grundfalsch zu sagen, der Kreisumfang sei
irrational, da man nach der bekannten Formel 2rz=
=Umfang, wobei r der Radius (Halbmesser) des Kreises
ist, eben den rationalen Halbmesser mit 2z, also einer
Irrationalzahl multiplizieren muB. Wir sind es eben
nur gewohnt, daB der Halbmesser gegeben ist. Wiirde
ich aber umgekehrt etwa einen Stahlzylinder solange
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abdrehen, bis das feinste Pr#zisionsmeBband mir den
Umfang 1m anzeigte, dann erhielte ich als Radius
(Halbmesser) aus der Gleichung: Umfang=2rx fiir r
den Wert H%’ was bestimmt eine Irrationalzahl

liefert. Einmal ist also der Umfang, das anderemal der
Radius irrational, je nachdem, welche von beiden
GroBen in rationalen Zahlen gegeben ist.

Pythagoras soll dieses Incommensurable, diese durch
keine Regel oder durch kein faBbares Verhiltnis aus-
driickbare Beziehung in seiner Zahlenmystik als Sinn-
bild des Lebendigen, das ja stets auch jeder MeBbarkeit
trotzt, bezeichnet haben. Wir wollen uns jedoch an
dieser Stelle nicht in die Tiefen symbolischer Deutung
unserer neuen geometrischen Kabbala verlieren, sondern
eine echt kabbalistische Frage aufwerfen. Wir ver-
langen néimlich eine Regel, nach der wir alle méglichen
ganzzahligen rechtwinkligen Dreiecke erzeugen konnen.
Also nicht nur etwa das #igyptische und das indische,
sondern soviele als wir wollen.

Wir entnehmen zu diesem Zweck, ohne auf die Ab-
leitung einzugehen, der vorziiglichen Formelsammlung
von Prof. O. Th. Btirklen (neubearbeitet von Dr. F.
Ringleb, Sammlung Géschen) eine Tabelle, die unsere
Frage beantwortet. Sind nimlich u und v zwei be-
liebige ganze positive Zahlen, wobei u>> v, so ergeben
sich rationale rechtwinklige Dreiecke aus den Formeln
c=u?4v2 a=u?—v? b=2uv.

S
u v ul+4vi=c¢ | u*—vi=a | 2uv=>b
2 | 1 5 3 4

3 1 10 8 6

3 2 13 b 12

4 1 17 15 8

& 2 20 12 16

4 3 25 7 24

153 1 26 24 10

5 | 2 29 21 20

usw
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AuBerdem ist es noch gestattet, die Seiten der in
dieser Art festgestellten Dreiecke, etwa des dgyptischen,
mit jeder beliebigen positiven ganzen Zahl zu multi-
plizieren, worauf man wieder eine neue Unendlichkeit
ganzzahliger rationaler rechtwinkliger Dreiecke erhilt.
Also z. B.

(3-5)2=(3-4)*+(3-3)2
152=1224 92
225=144481=225.

So ist auch das indische Dreieck nach unserer Tabelle

(3-13)2=(3-12)2+(3-5)z
392=3624 152,

Auch durch ganzzahlige Division muB ich eine weitere
Unendlichkeit von rationalen Dreiecken erhalten, die
allerdings nicht mehr ganzzahlige, sondern in Briichen
ausgedriickte Seiten besitzen. Etwa

)=o)+

Ich kann noch weiter gehen und mit anderen als
Stammbriichen multiplizieren. Z. B.

B =fa s

15\2  /12\2  [9\®
)= +7)
2% _ 144 817
4949799 -
1) Allgemein gesprochen, ist jede Form (mc)?=(ma)?4-
-+ (mb)?® erlaubt, wobei m eine rationale Zahl (ganz oder
gebrochen) und a, b und c eine der unendlich vielen

Zahlen der Tabelle oder ein rationales Vielfaches dieser
Zahlen ist.



Zwanzigstes Kapitel
Winkel-Funktionen

Wir wollen uns aber nicht verlicren. Denn eine neue
groBe Aufgabe erheischt unsere vollste Aufmerksamkeit.
Wir ahnten nédmlich schon bei der Ableitung des pytha-
gordischen Lehrsatzes ecine gewisse zwangsliufige Be-
ziehung zwischen den Winkeln und Seiten eines recht-
winkligen Dreiecks. Die Spezialwissenschaft, die diese
zwangsldufigen Beziehungen erforscht, hei3t be-
kanntlich die Trigonometrie. Und diese ,,Bezichungen*
heiBen, was wir schon aus dem Auftreten des Worles
»,Zzwangsldufig'* argwohnten, die goniometrischen oder
die Winkel-Funktionen.

Natiirlich werden wir uns auch diesen Einzelzweig
der Mathematik nicht allzulange betrachten kénnen.
Wir werden aber einige Grundsiitze kennenlernen, da
sie spiiter in engste Beziehung zur Differentialrechnung
treten.

Zeichnen wir uns zuerst einen beliebigen Kreis, den
wir durch zwei aufeinander senkrecht stehende Durch-
messer in vier Viertelkreise oder sogenannte Quadranten
zerlegen (s. S. 225).

Wenn wir uns nun weiters vorstellen, daB ein Radius
(r) gleichsam aus seiner Ruhelage O A in der Richtung
des Pfeiles um den Mittelpunkt des Kreises gedreht
wird, bis er schlieBlich wieder in die neuc Ruhelage OB
gelangt, dann sind durch den Schenkel OA und den
beweglichen Radius alle Winkel von 0° bis 90° ent-
standen. Wir diirfen es ja als bekannt voraussetzen,
daB der ganze Kreis in 360 Grade und sonach ein
Viertelkreis in 90 Grade geteilt wird. Jedem dieser Kreis-
grade entspricht ein Winkelgrad am Mittelpunkt. Stéinde
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Fig. 19

der Radius etwa am Kreis bei 45 Bogengraden, dann ist
der Winkel bei O, der diesem Kreisbogen entspricht,
ebenfalls 45 Grade usw. Wir konnen jetzt also sagen, dal3
der Winkel a (Alpha) unter unserer Voraussetzung im
ersten Quadranten (Viertelkreis) alle Werte von O bis
90 Graden annimmt. Wenn wir weiters von dem Punkt, an
dem der bewegliche Radius r jeweils den Kreis trifft
und den wir etwa C nennen, auf die Ausgangsstrecke O A
ein Lot fillen (l), dann entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Hypotenuse der Radius und dessen
Katheten das Lot 1 und der Abschnitt p auf der Aus-
gangsstrecke sind. Dieses Dreieck wird in zwei Lagen
verschwinden bzw. zu einer geraden Linie zusammen-
schmelzen. Zuerst, wenn der bewegliche Radius
noch auf der Ausgangsgeraden OA liegt, zweitens
aber, wenn er die Endgerade OB iberdeckt. Da-
zwischen liegen im ersten Viertelkreis unendlich viele
rechtwinklige Dreiecke, deren Winkel a natiirlich bei
jedem anders ist.
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Die Grundfrage der ,,Trigonometrie* nun lautet,
wie wir diesen Winkel @ bestimmen sollen, wenn
wir nur die Seitenlingen des rechtwinkligen Drei-
ecks kennen. Dal ein Zusammenhang besteht, ist
augenscheinlich. Denn im punktierten Dreieck, dessen
Winkel a groBer ist als 45° habe ich bei gleich-
gebliebener Hypotenuse andere Katheten vor mir,
die ich 1, und p, nennen will.

Das Einfachste wiire wohl, die Winkelbestimmung
aus der dem Winkel gegeniiberliegenden Kathete 1
bzw. 1; vorzunehmen. Wir haben aber schon beim
pythagoréischen Lehrsatz gesehen, daB3 die Dinge nicht
so einfach liegen. Und deshalb miissen wir auch hier
etwas Komplizierteres versuchen. Namlich den Winkel
durch das Verhiltnis zweier Seiten auszudriicken. Als
alte Mathematiker entsinnen wir uns, daB wir aus
drei Seiten nach den Regeln der Kombinatorik 6 ver-
schiedene Verhéltnisse je zweier Seiten bilden kénnen.
Denn die drei Seiten sind die ,,Elemente* und die
Verhéltnisse sind Zweiergruppen der Variation ohne
Wiederholung; also Variationsamben. Die Formel lautet

(g)-2l=g:—:-l-2=6. Und die Verhiltnisse wiiren:
r:l, r:p, l:p, I:r, p:r, p:l. Tatséichlich sind das alle
sogenannten ,,Winkelfunktionen*‘.

Wir zeichnen uns das rechtwinklige Dreieck noch
einmal auf:

Fig. 20

Und nennen auBerdem gleich die Namen der sechs
Funktionen.
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1:r ist der ,,Sinus*’ d. Winkels (Gegenkath. z. Hyp.),
p:r , » »Cosinus* d. Winkels (Ankath. z. Hyp.),
l:p,, , »,Tangens’d.Winkels(Gegenkath.z.Ankath.),
p:l , s »Cotangens‘‘d.Winkels(Ankath.z.Gegenkath.),
r:p, i spoecans' d. Winkels (Hyp. z. Ankath.),

r:l1 ,, ,, ,,Cosecans' d. Winkels (Hyp. z.Gegenkath.)?).

Normalerweise werden nur die ersten vier Funk-
tionen beniitzt, so daB man nicht zu erschrecken
braucht. Wir wollen aber den Schrecken noch weiter
mildern. Wir bendtigen fiir unsere Zwecke eigentlich
bloB die Tangensfunktion. Gleichwohl werden wir uns
aus prinzipiellen Griinden zuerst das Verhalten der
Sinusfunktion im ersten Kreisviertel ansehen. Hiczu
machen wir einen Kunstgriff. Da der Sinus das Ver-
hiltnis der dem Winkel a gegeniiberliegenden Kathete 1
zum Radius r ist, so wihlen wir einen sogenannten Ein-
heitskreis, das heiBt einenKreis mit dem Halbmesser eins,
was wir ja dirfen, da kein Mensch uns die GroBe des
Halbmessers vorschreibt oder vorschreiben kann. Da-
durch aber wird unser Sinus zu 1:1, also zu 1, und wir
haben das erreicht, was wir urspriinglich anstrebten:
VWir kénnen némlich jetzt die Groe des Winkels direkt
auf die Linge der gegeniiberliegenden Seite, also des
Lotes 1 reduzieren und haben dadurch in zauberhafter
Art einen Winkel in eine meBbare L#nge verwandelt.
Da aber weiters der ,,Radius 1* so gro8 sein kann als
man will, da wir ja den Radius selbst zur Einheit
machten, gilt diese ,,wirkliche Liinge des Sinus‘ far
alle Fille, vorausgesetzt, daB wir das Lot in Radien
messen. Das aber heiBt ja wieder nichts andores als

daB eben ,,Sinus a* das Verhaltnis 1:1 oder 4 T oder 1
dividiert durch 1 darstellt.

1) ,,Hyp.* bedeutet Hypotenuse, ,,Ankath.” die dem
Winkel ¢ anliegende, ,,Gegenkath. die dem Winkel a
gegeniiberlicgende IKathete.
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p
Fig. 21

In der Zeichnung ist also I, 1, I,, I, usw. jeweils
die GroBe des Sinus von a, a,, as, a; usw. Und ich kann
sofort sagen, daBl der Sinus von 0 Graden O betragt,
wihrend der Sinus von 90 Graden gleich dem Radius
selbst ist, also nach unserem MaBsystem den Wert 1
hat. Der Sinus wichst sonach im ersten Viertelkreis
vom Wert 0 zum Wert 1 und kann dazwischen simt-
liche Zahlenwerte (auch irrationale!) annehmen, die
zwischen 0 und 1 liegen. Er driickt sich nimlich durch-
aus nicht nur in Form von gemeinen Briichen aus.
Denn bei a=45° etwa ist 1 die halbe Diagonale eines
Quadrates mit der Seite r oder nach dem pythagorii-
schen Lehrsatz r?=|2}]? oder r=y21*)=1y2 oder

== was sicherlich eine Irrationalzahl ist.
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Wir wollen diese Gedankenginge jedoch nicht weiter
verfolgen, sondern blo8 anmerken, daB man in der
Praxis gewohnlich nicht die ,,wirklichen Lingen",
sondern die Logarithmen der wirklichen Lingen be-
nitzt. In den Logarithmenbiichern findet man die
Logarithmen der Winkelfunktionen berechenbar bis
auf Sekunden angegeben (1 Grad = 60 Minuten. Eine
Minute = 60 Sekunden oder 1°=60’, 1'=60").

Nun wollen wir in dhnlicher Art die Tangensfunktion,
die uns besonders wichtig ist, erforschen. Wir vermuten,
da8 das Wort irgendwie mit dem Begriff der ,,Tan-
gente'* zusammenhingt. Und wir werden uns jetzt eine
Maschine konstruieren, bei der dieser Zusammenhang
auch zum Ausdruck kommt. Da Tangens a gleich ist
1:p, werden wir jetzt einen anderen Kunstgriff machen
miissen. Denn jetzt wollen wir das p als Einheit. Daher
darf jetzt der wandernde Schenkel (,,Vektor) nicht
mehr der Radius selbst sein, sondern eine andere Ge-
rade. Wir zeichnen:

I
X
f’
R
1))
P-l‘ i
t — L —
Fig. 22 Fig. 23
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Wir gewinnen jetzt unser l:p=Il:r=I:1 als Ab-
schnitt auf einer Tangente des Einheitskreises. Jetzt
ist der Radius cine Kathete, wihrend die andere Ka-
thete und die Hypotenuse verdnderlich sind. Unser
Geriit folgt in der Konstruktion dem soeben gezeich-
neten Schema. Wir sehen den Einheitskreis, den Ra-
dius = 1, die Tangente, auf der wir als MaBzahlen
Radiusléngen auftragen, und endlich die um den Mittel-
punkt drehbare Kathete, die auf der Tangente gleitet.
Den Winkel a kdnnen wir direkt von einem an der Hy-
potenuse angcbrachten Winkelmesser oder ,,Trans-
porteur‘‘ ablesen.

Beim Winkel O ist auch die Tangensfunktion gleich
0, da 0:1 gleich Null ist. Dann aber wiichst die Tangens-
funktion, deren Wert sich jeweils auf der ,,Tangentc*
ablesen 146t, rasch an. Bei a=45° ist Tangens a gleich1,
bei 60° gleich 1-73205, bei 70° gleich 2:74748, bei 80°
gleich 5°67128, bei 85° gleich 1143005, bei 89° gleich
57-28996, bei 89%/,° schon 343:77371 und endlich bei
90° plus unendlich, da ich mit meiner beweglichen Ka-
thete die Tangente tberhaupt nicht mehr errcichen
kann. Wie man sieht, geht das ungcheuerste Wachs-
tum zwischen 89%/, und 90 Grad, und zwar in schnell
zunehmendem Tempo, vor sich.

Nun wird man mit Recht fragen, wozu die Trigono-
metrie gebraucht wird. Wir behaupten, den Tangens,
die Tangensfunktion, fiir unsere Zwecke in der hdheren
Mathematik dringend zu bendtigen. Das kann aber
nicht der alleinige Grund sein, eine so komplizierte und
dabei recht schwierige Wissenschaft aufzubauen.

Daher verraten wir kurz, daB man die Trigonometrie
iiberall dort unbedingt braucht, wo aus Dreieckseiten
Winkel und wo aus Winkeln Dreieckseiten zu berechnen
sind. Oder, wo ich aus einer Kombination von Dreieck-
seiten und Winkeln die iibrigen Seiten und Winkel
gewinnen will. Raumentfernungen werden trigono-
metrisch bestimmt. Die ganze Geodisic (die Erdver-
messungskunde) beruht auf trigonometrischen Methoden.
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Man kann etwa die Hohe eines Berges wie des Mount-
Everest, den noch niemand bestiegen hat, aus groBer
Entfernung dadurch genau messen, daB man in der
Ebene eine gemessene Basisliniec wihlt, die Bergspitze
mit einem Theodoliten (einem Winkelbestimmungs-
fernrohr) anvisiert und nun aus den Dreiecken die Ka-
thete berechnet, die eben die Hohe des Berges darstellt.

Fig. 24

Durch Bestimmung des Winkels @ und des Winkels
p (kleines griechisches Beta) gewinne ich den Winkel y
(Gamma), der ja nichts anderes ist als (180°—p).
Dadurch wieder wird 8 (Delta) als [180°— (a—+-y)] be-
kannt. Weiters ist (8- &)=90°, folglich & gleich (90— B).
Wenn ich aber alle Winkel kenne, wei ich auch den
Wert der Winkelfunktionen und kann nach verhiltnis-
mébig einfachen Formeln der Trigonometrie aus der
Basis und den Winkeln a und y zuerst die Lénge einer
»Visierlinie’* und aus dieser und @ bzw. g die Hohe h
berechnen.

Die Artillerie bedient sich beim SchieBen auf ent-
fernte Ziele dhnlicher Methoden.

Doch wir wollen nicht tiefer in die an sich hoch-
interessante Trigonometrie und vor allem nicht in die
Trigonometrie auf der Kugel (die sogenannte sphiiri-
sche Trigonometrie) eindringen, welch letztere in der
Geographiec und Astronomie begreiflicherweise eine un-
geheuere Rolle spielt. Wir wollen vielmehr der héch-
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sten Vollstindigkeit halber und als Einfithrung in
ein neues wichtiges Gebiet der Geometrie, einen neuen
Typus von Zahlen, die recht unheimlichen imaginéren
Zahlen kennenlernen, deren graphische (bildliche) Dar-
stellung erst dem mathematischen Riesengeist Karl
Friedrich GauB (1777—1855) gelang.

Einundzwanzigstes Kapitel

Imaginére Zahlen

Nach unserer schon zur Gewohnheit gewordenen Me-
thode wollen wir dieses schwere Gebiet mit einfachsten
Uberlegungen betreten. Wir erinnern uns, daB uns das
Wurzelausziehen die erste grofle zahlenthecoretische
Uberraschung gebracht hat: Es licferte uns die irratio-
nalen Zahlen. Und wieder ist es das Rechnen mil
Wurzeln, das uns ins Feld des Imaginéren einfiihrt.
Imago heiBt zu deutsch Abbild, allerdings mit einer
leisen Nebenbedeutung der Unwirklichkeit. Daher
heiBt auch imaginatio soviel wie Einbildung oder
Trugbild. Es haftet also unseren Zahlen schon von
vornherein eine beinahe degradierende Bedeutung an.
Man nannte sie auch frither geradezu ,,unmogliche*
Zahlen.

Wir wollen aber jetzt ihre Entstehung zeigen, an-
statt sie weiter anzukiindigen. Wenn wir uns an unser
,,Symbolkalkidl* erinnern, an jenen einfachsten Fall
dieses Kalkiils, namlich an die ,,Befehlsverkniipfung*
der Plus- und der Minuszeichen, dann entsinnen wir uns
auch der merkwiirdigen Tatsache, dal man nach er-
folgter Verkniipfung mit dem besten Willen nicht mehr
eindeutig auflésen kann, wenn man nicht weiB}, wie die
Verkniipfung zustande gekommen ist. Kein Mensch kann
sagen, ob ein Plus die Multiplikation zweier Plus oder
die Multiplikation zweier Minus in sich enthilt. Schreibe
ich einfach (- a%) hin, dann kénnte dieses a? ebensogut
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aus (4 a)-(+a) als aus (—a):(—a) entstanden scin.
Bei gewodhnlichen Zahlen ist diese Frage uninteressant.
Das hei3t, sie wird bei den vier einfachen Rechnungs-
arten nicht aktuell oder bedeutsam. Denn bei der
Addition geht es mich ebensowenig an, wie unser
(+ a®) zustande kam, als bei der Subtraktion. Es ist
eben (4 a?) und ich habe es weiter als (4 a2) zu be-
handeln. Ebenso bei der Multiplikation und bei der
Division. Denn wenn ich selbst durch (4 a) oder durch
(—a) dividiere, erhalte ich cin richtiges eindeutiges
Resultat, unabhéngig davon, wie (--a?) zustande ge-
kommen ist. Nehmen wir an, es wire aus (—a)-(—a)
zusammengesetzt. Dann ergibt Division durch (4-a):

(=8){—a) (—a)[(+a)(—1)] (—a)(4a)(—1)
(+a) (+a) - (+a) -

=ﬂ1(;l_).= (+a).

Division durch (—a) aber:

(—a)(=a)_ .

Wiire es aber aus (-a)+(-+}a) entstanden, dann hitte
ich bei der Division durch (4a) einfach

(EALED

und bei Division durch (—a)

(+8)(+a) _(+8)-[(— a)-(—1)]
(—a) (—a)
_Hay-{—a)(—1) e )= (—

D =(+a):(— 1)=(—a).
Unsere vier Ergebnisse wiren aber auch ohne Frage
nach der Herkunft des Pluszeichens bei (4 a%) durch
gewohnliche algebraische Division richtig erschienen.
Denn nach Ausmultiplikation der jeweiligen Zihler er-
gibt sich (4 a®):(4-a), also entweder (4 a2):(4-a) oder
(+a%):(—a). DaB (+a%):(-+a)=(-a) und (4-a?):(—a)=
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=(—a), verursacht uns weder Kopfzerbrechen, noch
gibt es zu irgendeiner Vieldeutigkeit AnlaB.

Anders beim Wurzelziehen. Da, wie wir eben zum
UberdruB anschrieben, sowohl (- a):(+4a) als auch
(—a)-(—a) das gleiche, nimlich (- a?) liefert, habe
ich bei der Auflésung, der Lysis, in der ,,Wurzel aus
(4 a®%)*, in ya? eine mehrwertige Zahl vor mir. Denn,
wenn es auch sicher ist, daB der absolute Wert der
Wurzel |a| sein muB, weiB ich i{iber das Vorzeichen
dieses a gar nichts und kann es auch aus dem Symbol
ya? allein nie erfahren. Ich muB also als ehrlicher
Mensch dieses Nichtwissen eingestehen und offen an-
schreiben : }/a? = 4- a, das hei3t entweder (4 a) oder (— a).
Diese Unsicherheit gilt nicht fiir alle Wurzelrechnungen.

3

Bei ya® etwa, weil ich bestimmt, daB die Losung

(+a) sein muB. Denn (—a)-(—a)-(— a) ergibe (—a)3.
3

Woraus weiter folgt, daB y(—a)® eben (—a) ist. Bei
4

der vierten Wurzel, also bei ya® gerate ich wieder
in Verlegenheit. Denn (--a)! kann ebensogut aus

(ta)-+al+ a)<(talyalsaus (—a)<(—a)(—a)-{—a)

hervorgegangen sein. yai ist also wieder (J4-a), plus
oder minus a. Wir sehen hier schon ein Bildungsgesetz.
Nach den Regeln der ,,Befehlsverkniipfung** ergibt einc
gerade Anzahl von Pluszeichen ebenso Plus wie eine
gerade Anzahl von Minuszeichen. Da aber Potenzen stets
soviel Vorzeichen in sich bergen, als der Potenzanzeiger
angibt, sind die Wurzeln mit geradem ganzzahligen
Wurzelanzeiger mehrwertig, die Wurzeln mit ungeradem
Wurzelanzeiger einwertig in ihrer Losung. Allgemein

2n-+1 2n+1

VT =(xs), Vr=(+s), V(—0=(—s).

Soweit hétten wir die Sache aufgeklirt. Nun kann
uns aber kein Mensch daran hindern, zu fragen, was
der Wert einer ,geraden'‘ Wurzel ist, wenn die zu
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losende GroBe, also der sogenannte Radikand, ein ne-
gatives Vorzeichen hat. Etwa

2a
V(—r)=1?

Wir sind in keiner Weise imstande, diese an sich
berechtigte Frage zu beantworten. Denn in dem bisher
von uns durchforschten Zahlengebiet finden wir keine
Art von negativen Zahlen, die als Ergebnis einer gerad-
zahligen Potenzierung entstehen konnten. Jede Zahl
zur 2n-ten Potenz muB als Vorzeichen das Plus haben.
\Wenn aber der Radikand nicht als 2n-te Potenz irgend-
einer Art von Zahl aufgefaBt werden kann, dann ist
cine Wurzel eben nicht zu ziehen. Weder allgemein,
noch konkret, weder als ganze, noch als gebrochene,
noch als irrationale, weder als positive, noch als ne-
galive Zahl.

Wir stehen also vor einem unleugbar neuen, uns noch
durchaus unbekannten Zahlentypus, der die seltsame
Eigenschaft besitzt, daB seine 2n-te Potenz eine ne-
gative Zahl liefert. Da nun — wie sich zeigen wird —
alle diese Zahlen sich schlieBlich auf Quadratwurzeln
von (— 1) zuriickfiihren lassen, wollen wir vorliufig die
Allgemeinheit aufgeben und nur mehr von der zweiten
Wurzel aus (—1), der y—T sprechen, die sicherlich
cin Spezialfall unseres allgemeinen Problems ist. Wir
werden diese Y—T als die neue Zahl i einfiihren. Unsere
V=T leistet deshalb so gute Dienste, weil etwa Y —15=
={(—-1)-(+ 15)=(V-T) (Y15)=iVT5.

Bei dieser Gelegenheit sei die ganze Heimtiicke der
etwas tiefer dringenden Mathematik an einer vom be-
riihmten Zahlentheoretiker Dedekind gestellten Auf-
gabe gezeigt. Wir wissen, daB YT sowohl (4 1) als(—1)
ergeben kann. Wir nennen ,,Wurzel aus eins* einfach
r und kiimmern uns nicht-weiter um das Resultat, da
ja in der ,,Wurzel aus eins** beide Werte (—1) und
(4 1) stecken, die wir ohne Fehler wahlweise verwenden
dirfen. Wir hitten angenommen, daB (r41)=(+2),
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was sich durch Benitzung der Plusldsung von r=yT
ergibt. Fiir (r—1) wiihlen wir die Minuslosung fiir r
und erhalten (—2). Nun multiplizieren wir zuerst all-
gemein (r41)-(r—1)=r*4r—r—1=r?—1. Da r=)T,
ist r? auf jeden Fall (+1) und r*—1=1—1=0. Hitten
wir jedoch unsere Ergebnisse (4-2) und (—2) mit-
einander multipliziert, dann hiitten wir als Wert fiir
(r41):(r—1) die Zahl (—4) erhalten. Da nun weiters
(r4-1)=(+42) also von 0 verschieden war und dasselbe
fir (r—1)=(—2) galt, aus (r2—1) sich aber Null
ergab, folgt, daB es Fille gibt, in denen die Multipli-
kation zweier von Null verschiedener Zahlen je nach
der Art, in der wir multiplizieren, einmal einen von
Null verschiedenen Wert und einmal Null liefert, was
unseren bisherigen Algorithmus vollkommen sprengt.

Wir stoBen aber bei unseren neuen imaginiiren
Zahlen noch auf andere Unbegreiflichkeiten. Hitten
wir etwa y=9-Y—4 zu multiplizicren, dann wiirde ich
nach dem bisher Erforschten ruhig y{—9)-(—4) an-
schreiben, wie ich etwa yI6-y4=)16-4=)64=+48
berechnen kann. Ich erhielte also y{—=9)-(—4)=y+36=
=--6. Nun wird man erstaunt sein, daf} ich behaupte,
dieses Ergebnis sei direkt falsch. Denn Y —=9=iy9 und
V—=A=iy4, somit y=9-y—d=iy9-iyd=i*y9-4=i*
-Y36=(—1)y36=—1)36=76. Im leLzten Ergebnis haben
sich wohl nur die Vorzeichen (4) auf (F) umgekehrt.
Hiitte ich aber ctwa die ¥36 als m bezcichnet, dann
ist es wohl ein gewaltiger Unterschied, ob ich (- m)
oder (—m) als Ergebnis der Multiplikation erhalte.
Denn die Vorzeichenumkehrung im allerletzten Re-
sultat ist ja erst eine weitere Befehlsverkniipfung zwi-
schen (—1) und (436).

Aber noch andere sonderbare Fille ergeben sich bei
imagindiren Zahlen. Der groBe Physiker und Mathe-
matiker Huygens aus Zillichem war mit Recht er-

staunt, als ihm Leibniz die Aufgabe vorlegte, R
+71—y=3 zu berechnen, und dazu noch behauptete,
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das cinfache Resultat dieser Rechnung sei die greif-
bare Zahl 2-4494897 . ..., némlich die y6. Wie ist es
moglich, rief Huygens etwa aus, dal aus der Summe
zweier Wurzeln, die in sich die Summen und Differenzen
von eins mit imagindren Wurzeln enthalten, zum
SchluB eine, wenn auch irrationale, so doch positive,
greifbare Zahl resultiert? Durch welche schauer-
lichen Abgriinde, setzen wir fort, muBl jenseits aller
menschlichen Erfa8barkeit, die unfehlbare Miihle unseres
Algorithmus diese Unbegreiflichkeiten gezerrt haben,
um sie endlich zur Begreiflichkeit aufzulésen? Oder ist
das Ganze nichts als ein formales Spiel? Verfolgen wir
dic Entstehung unseres Ergebnisses. Es soll sein

1+7=3+71—V=3=Vs.
Zur Probe quadrieren wir auf beiden Seiten. Also
(1+7=+11—7=3) (1 +7=3+
+11-7=3)=16-1&
V14+V=3-114+V=34+11-V=3-V14+7=3+
+V14+V=3-V1-V=3+7¥1-V=3-V1—y—3=6
Yay=sp+2 /i —y=3) 0+7V=3) +

+Y1—V=3)=s
1+Y—3+211—V=8+V—3-V[—3)+
+1-Y—3=6.

14V =342V1—(—3)+1-Y—3=6
14V=342Y4+41-VY—=3=6
1 44 +1 =6 oder 6=6.

Wir haben also Leibnizens Behauptung glinzend
verifiziert. Um aber solchen Unbeholfenheiten der
Rechnung, wie wir sie eben ,leisteten*, in Zukunft
nicht mehr ausgesetzt zu sein, wollen wir uns zwei ein-
fache Handwerksregeln merken. Namlich

(a+b) (a—b)=a?4ab—ab—bh2=a%—b?,

237



das heiBt Summe mal Differenz gleicher GroBen ergibt
die Differenz der Quadrate dieser GroBen. (a--b):=
= (a+b) (a4 b)=a?+} ab+ ab- b2=a%4-2ab 4 b?;
(a—Db)2=(a—Db)(a—b)=a?—ab—ab--b2=a%—R2ab-}-1,2,
das heiBt das Quadrat der Summe oder der Differenz
zweier GroBen ist stets die Summe der Quadrate
dieser beiden Groflen plus oder minus dem ,,doppelten
Produkt* der beiden Groflen. Dies nur nebenbei. Wir
hatten ausgefiihrt, daB wir die imaginiire Einheit, y—T,
mit dem Buchstaben i (imaginéir) benennen. Verbindet
sich das i inirgendeiner Art additiv oder subtraktiv mit
einer ,,recllen‘ Zahl, dann sprechen wir von einer ,,kom-
plexen* Zahl, deren allgemeine Form als a-}--bi ge-
schrieben werden kann. Liegen dagegen, wie im Bei-
spiel Huygens-Leibniz, zwei komplexe Zahlen der
Formen (a+bi) und (a— bi) vor, dann heillen sie ,,kon-
jugiert komplexe'* Zahlen. Die Multiplikation kon-
jugiert komplexer Zahlen ergibt sofort reelle Zahlen,
da ja (a-4Db)(a—b)=a%—Db? also (a-}bi)(a—bi)=
=a?—Db?%2=a?—b? (J—1)?=a?—b%(—1)=a%+}b?, wo
das i offensichtlich herausgefallen ist. Aber auch dic
Quadrierung konjugiert komplexer Zahlen ergibt reclle
Werte. Denn:

[(a+ bi)4-(a— bi)]2=(a-} bi)2}- 2 (a®— b2i2)4 (a— bi)2=
=a?42abi+4b%2+42a2—2b2%i24a®—2abi} b2i2=4 a2}
+2b22—2b%i2=4 a2,

Da wir nun alle Typen von Zahlen kennen, wollen
wir, bevor wir uns an die Aufgabe der ,,Sichtbar-
machung'‘ imaginéirer Zahlen wagen, gleichsam den
Stammbaum oder die Familieniibersicht der Zahlen
feststellen:

1. Reclle Zahlen.

A. Rationale Zahlen.
a) Ganze rationale Zahlen (2, 4, 99).
b) Gebrochene rationale Zahlen (%, 025, 03
usw.).



4
B. Irrationale Zahlen (Y25, 3-141592...== usw.).

4
a) Surdische Zahlen (5-}y25)

2. Imagindire Zahlen.
a) Die Zahl i=y—1.
b) Komplexe Zahlen (a-}-bi).
c¢) Konjugiert komplexe Zahlen (a--bi)......
(a— bi).

Eine weitere Einteilung konnte noch unterscheiden:
4
a) Konkrete Zahlen (7, ¥25, 54-iy1I3 usw.).
n

b) Allgemeine Zahlen (a, c, Vp, 3, a—di usw.).

c) Unbekannte Zahlen (x, y, z usw.).

d) Veriinderliche Zahlen [y={(x), z=5y-+}3x usw].
SchlieBlich hitten wir noch die Unterscheidung in:

A. Positive und negative Zahlen (45), —ya, +3x
usw.
B. Absolute Zahlen |7|, 16| |a], |d—ni], |y|)

Damit sind wir endgiiltig und unwiderruflich auf der
letzten Spitze eines ins Imaginére erhéhten Zahlen-
berges angelangt. Es gibt noch Kuriosititen wie die
y»Quaternionen* Hamiltons und sogenannte hyper-
komplexe Zahlen usw. Wir kénnen aber mit der von
uns erreichten Hohe mehr als zufrieden sein. Denn
wir sind mit unserem Besitz imstande, in jedes Gebiet
der Mathematik tiefer einzudringen.

Kehren wir jetzt zur gewohnlichen ,,Zahlenlinie**
zuriick, die uns schon sooft ausgezeichnete Dienste
fir die Veranschaulichung verwickelter Zahlbegriffe
leistete. Und sehen wir zu, wie wir unsere ebenso
merkwiirdigen als unheimlichen imaginéren Zahlen,
diesen wahrhaften Zahlenspuk, dabei einordnen oder
unterbringen koénnen.

Wir hiitten uns also die Zahlenlinie gezeichnet und
versuchen einmal verschiedene Verwandlungskunst-
stiicke.
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Um allgemein rechnen zu konnen, betrachten wir
irgendein Stiick des positiven Astes oder Teiles der
Zahlenlinie und nennen es a. In unserem IFall haben
wir fir a die Zahl 5 gewiihlt. Wir koénnten natiirlich
dem a jeden anderen endlichen absoluten Wert er-
teilen. Wenn wir nun den Nullpunkt als Drehpunkt
auffassen, dann konnen wir unser (- a) solange herum-
schlagen, bis es das (absolut) gleich groBle (—a) voll-
stindig tberdeckt, mit ihm identisch wird, sich gleich-
sam in (—a) verwandelt. Wir haben dabei zwei voll-
kommen willkiirliche Festsetzungen gemacht. Zuerst
haben wir gerade den linken Teil der Zahlenlinie als
Aufmarschlinie der Minuswerte eingefiihrt. Und zweitens
haben wir einen, der Richtung des Uhrzeigers entgegen-
laufenden ,,Drehsinn‘‘ als sogenannte positive Drehung
deklariert. Wie also, fragen wir noch einmal, wurde
aus (-}a) plétzlich (—a)? Was muBten wir geometrisch
und arithmetisch ausfiihren, um zu diesem Ergebnis
zu gelangen? Geometrisch, das leuchtet ein, haben wir
eine sogenannte ,,Halbkreisdrehung*’ gemacht, wir ha-
ben das (- a) um 180 Grade um den Nullpunkt gedreht.
Wenn wir nun weiters dieser Drehung gleichsam eine
arithmetische Bedeutung verleihen wollen, die unseren
allgemeinen Algorithmus nicht stért, dann miissen wir
,»zur Erhaltung des Algorithmus‘ wohl behaupten, cine
solche Drehung von 180° entspreche der Multiplikation
mit (—1). Das sieht wie ein ZirkelschluB aus, wird
aber bald seine groBe Fruchtbarkeit erweisen. Denn
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wir wissen dadurch schon, daB (+a):(—1)=(—a).
Das (—1) nennen wir den ,,Drehungsfaktor. Wollte
ich nun in unserem Drehsinn weiter drehen, dann wiirde
das (—a) wieder nach 180° sich in (-4a) verwandeln
und wir hétten arithmetisch: (—a) mal dem Drehungs-
faktor (—1) gibt (4 a). Unser Algorithmus klappt also
bisher ganz gut.

Nun wollen wir den Kunstgriff des groBen Karl
Friedrich GauB selbstforschend nacherleben. Was ge-
schieht, fragen wir, wenn wir nicht um 180°, sondern
bloB um 90° drehen? Was wird da aus unserem (--a)?
DaB es, absolut genommen, in jeder Phase der Drehung
den Wert |a| hat, ist schon deshalb klar, weil es der
Halbmesser a eines gewdhnlichen, in Entstehung be-
griffenen Kreises ist. Aber welches Vorzeichen hat
dieses neue, nunmehr senkrecht nach oben stehende |a|?
Wir behaupten, weil wir es so wollen, das Vorzeichen
der nach oben gerichteten Linie sei (-4). Und wiirden
behaupten, daB -|a| ,natirlich” (4a) sei. Das ist
nun gar nicht natiirlich. Denn wenn die crste 90gridige
Drehung am Vorzeichen nichts gedndert hat, warum
soll dann die zweite plétzlich das Vorzeichen in (—)
iindern? DaB dem aber so ist, zeigt nachstehendes Bild.

4

+

&

A

+
L == — =
+a

Fig. 26
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Der Drehungsfaktor kann doch nicht einmal (1)
und dann bei einer anschlieBenden gleich groBen Dre-
hung (— 1) sein ? Ein solcher ,,alternierender** Drehungs-
faktor wire fiir uns unertriiglich. Und wiirde uner-
traglich bleiben. Denn wenn wir etwa die Drehung
wieder um 90° fortsetzten, miiten wir logischerweise
die nach unten gerichtete senkrechte Achse mit (—) an-
nehmen und es wiirde sich nichts dndern, das heiBit der
Drehungsfaktor wire (-} 1). Versuchen wir jedoch den
vierten Viertelkreis, dann springt das Plus wieder in
Minus um,denn (— a) muB mit (— 1) multipliziert werden,
um das als Ausgangslage gewiihlte (--a) zu licfern. Kurz,
ein hochst unbefriedigender Zustand, der noch unbefrie-
digender wird, wenn wir behaupten miilten, 180 Graden
entspreche der Drehungsfaktor (—1) und jeder Hiilfte
dieser 180 Grade abwechselnd (-}-1) und (—1).

Nun haben wir aber ein Mittel, uns aus diesem Zwie-
spalt zu befreien. Wir suchen einfach, wie grof} der
,,Drehungsfaktor** bei 90 Graden sein mu 3! Suchen, wie
groB etwas uns noch Unbekanntes sein muB3, heil3t aber
nichts anderes, als mit einer Gleichung operieren. Es
héingt also in unserem Falle alles nur davon ab, ob
wir auch eine Gleichung ansetzen kénnen. Bekannt
ist uns, daB 180° dem Faktor (—1) entspricht. Wir
wissen also, daB der Faktor fir 180° die Zahl (—1)
ist. Diese Zahl (—1) aber soll aus zwei Halbdrehungen
von je 90 Graden entstanden sein. Daher ergibt sich,
wenn wir den unbekannten Drehungsfaktor fiir 90 Grade
x nennen, daB a-x der Wert fiir 90 Grade ist. Drehe ich
aber um noch 90 Grade, dann muf} ich noch einmal mit
diesem Drehungsfaktor x multiplizieren. Also (a-x)-x
soll gleich sein a:(—1). Oder als Gleichung

(ax)x=a(—1). Nach Division durch a:
x2=(—1)
x=-+4V—1.
Zu unserem maBlosen Erstaunen haben wir die
Zahl i als Drehungsfaktor fiir 90 Grade gewonnen; da-
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mit aber auch die Zahlenlinie fiir die imagindren Zahlen.
Und eine geradezu mystische Entdeckung zeigt uns,
daB die imaginéren Zahlen senkrecht zum Nullpunkt
der ,reellen* Zahlenlinie verlaufen. Der Algorithmus
hat aber noch fiir etwas gesorgt. Namlich fiur die
Moglichkeit, jeden absoluten Wert um 90° zu drehen:
eine Tatsache, die uns ein Verfolgen der Drehung in
allen vier Viertelkreisen offenbaren wird. Wir gehen
wieder von (--a) aus. Drehen wir jetzt um 90°, dann
erhalten wir (--ai). Weitere 90° ergeben (-}-ai)i, also
(4 ai?). Da aber i*¥=—1, so ergibt sich nach 180° die
Zahl (—a), was ersichtlich stimmt. Nach Durchlaufung
des dritten Viertelkreises halten wir bei (—a)-(+4i)=
=—ai und nach den restlichen 90° bei (—ai)-i=
=(—a)-i=(—a)(—1)=(+a).

Wenn wir uns vergegenwirtigen, was das heiflt, dann
kénnen wir uns nur vorstellen, daB alle Zahlen, also
die imagindren und die reellen zusammen, eigentlich
auf einer Fliche liegen oder, richtiger gesagt, zusammen
nur auf einer Fliche dargestellt werden kénnen. Denn
ein rechtwinkliges ,,Achsenkreuz‘‘ ist nur in einer
Fliche moglich. Es setzt die sogenannte ,zweite Di-
mension** voraus.

Nun sind wir aber noch durchaus nicht zufrieden
und wollen unsere neuen Erkenntnisse verwerten. Zu
diesem Zweck zeichnen wir uns neuerlich die Achsen
unserer ,,Zahlenfliche‘, diesmal jedoch mit konkreten
Zahlen (s. S. 244).

Die waagrechte Achse, also unsere gewohnliche reelle
Zahlenlinie, nennen wir die x-Achse, ihre beiden Teile
(4+x) und (—x). Die imaginfire Linie benennen wir
dagegen y-Achse, ihren oberen Teil, der die (i) ent-
halt, (+y), den unteren Teil mit den (—i) dagegen
(—y). Diese Achsenbezeichnung gilt konventionell fir
alle Achsensysteme, welchem Zweck sie auch dienen.
Wir werden mit ihnen noch viel zu tun haben.

Nun interessiert es uns zuerst, ob die imagindre
Zahlenachse ebenso dicht ist wie die reelle. Denn
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davon héngt offensichtlich die Dichtheit und Erfiillt-
heit der ganzen Zahlenfliche ab. Wire die imaginire
Achse nicht ebenso dicht besetzt wie die reelle, dann
konnte ich natiirlich nicht jeden, auch den winzigsten
Punkt der Zahlenfliche (und dies noch dazu an be-
liebigster Stelle) mit einer Kombination aus imaginiiren
und reellen Zahlen besetzen. Doch wir greifen vor.
Denn wir wissen noch gar nicht, ob eine solche Kom-
bination graphisch moglich ist und wie sie aussieht.

Nun iberlegen wir folgendermafBen: Unser i ist
eigentlich auch eine Art von ,,Befchl“. Nidmlich der
Befehl, mit Y =1 zu multiplizieren. An sich hat jede
Zahl a ihren absoluten Wert |a|. Gleichgiiltig ob dieses |a|
eine ganze, gebrochene oder irrationale Zahl ist. Ich
kann das |a| gleichsam im natiirlichen positiven Teil
der reellen Zahlenlinie stets finden. Denn ,,denk-
historisch* ist dieser Teil der Zahlenlinie der Ausgangs-
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punkt fiir alles Weitere. Dort lagen zuerst die natiir-
lichen Zahlen, dort schoben wir die Briiche und dann
die Irrationalzahlen ein. Jetzt aber wird erst die ,,Be-
fehlsfrage*’, die Vorzeichenfrage, aktuell. Algebraisch
verbinde ich jetzt |a] mit Plus oder Minus und gewinne
dadurch (- a) oder (—a). Dann kann ich durch Viertel-
drehung noch weitere Befchlsverkniipfungen erzielen.
Nimlich (+4ai) und (—ai). Der Plus-i-Befehl heiBt:
nSenkrecht aus der Null um |a| hinauf!* Der Minus-
i-Befehl dagegen: ,,Senkrecht aus der Null um |a]
hinunter!* Unser erstes Problem ist damit gelést. Das
absolute |a| gilt fir alle vier Achsenteile gleichartig.
Es wird nur durch ,,Vorzeichen‘ oder durch ,,i-
Befehle verdndert. An der Dichtheit der imaginiren
Achse ist also kein Zweifel. Sie ist gestaltgleich, iso-
morph mit der reellen Achse. Und es gibt ja tatséchlich

4
Zahlen wie %i, '1l7i' iY/25, 1961_!” %—i usw. Man koénnte i
wie ein Vorzeichen oder wie einen Koeffizienten be-
handeln und schreiben:
1
i-—;—, i--llf, iy25, -:—-199—", i-% usw.

Nun fragen wir aber weiter: Wie also sehen additive
oder subtraktive Kombinationen reeller und imaginirer
Zahlen aus ? Kurz, wie verbildliche ich die ,,komplexen*
(lateralen) Zahlen der Form (a+ib)? DaB ich die
»Paarung** auf einer Achse kaum vornehmen kann, ist
klar. Denn Drehungsfaktoren der Form (+4-1) oder (—1)
drechen die Zahl |a| auf die reelle Achse, Drehungs-
faktoren der Form (4i) dagegen auf die imagindre.
Ich hatte also eigentlich, wenn ich Drehungsfaktoren
anschreibe, die allgemeinste Art von Zahlen, die kom-
plexen, so zu schreiben:

(£1) Ja]£ (£i) [b].
Nun hingt der ganze Unterschied imagindrer oder
reeller Zahlen nur mehr davon ab, ob |a] und |b] von 0
verschieden sind oder nicht. Ist|a] gleich Null, dann bleibt
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(+£1i) |b] dibrig, das heiBt eine imagindre Zahl (4-ib).
Wird |b| gleich Null, dann bleibt (4 1)|a], das heiBt
die reelle Zahl (4-a). Werden |a| und |b| gleichzeitig 0,
dann entsteht die O selbst?). Ist dagegen |a| gleichzeitig
mit [b] von 0 verschieden, dann haben wir eben unser all-
gemeinstes, umfassendstes Schema einer Zahl tiberhaupt,
nimlich den ,,Komplex*, die Zusammenfassung aller
Zahlenmoglichkeiten, die komplexe oder laterale Zahl.

Zur Verbildlichung miissen wir uns fragen, was solch
ein Befehl a+bi oder a—bi u. dgl. eigentlich bedeutet.
a oder (4a) heiBt, man solle auf der Plusseite der
Zahlenlinic um a vorricken. Konkret etwa bis 3.
Und bi heiBt, man mége gleichzeitig, senkrecht dazu,
um bi, konkret etwa um 4i, in die Hohe steigen. Dies
ist aber ein Bewegungsvorgang, eine kinematische oder
phoronomische Aufgabe. (Kinema = Bewegung; Phoro-
nomie = abstrakte, allgemeine Bewcgungslehre.) Und
zwar ist das Endziel der Bewegung durch eine, gleich-
zeitig in zwei senkrecht aufeinander stehenden Richtun-
gen crfolgende Bewegung errcichbar: muB sich also
als Ergebnis dieser beiden Bewegungen darstellen.
Kurz, der Endpunkt muf} gleichzeitig dem recellen und
dem imaginéren Befehl entsprechen. Zeichnen wir
einmal dicses (34-4i) (s. Fig. 28, S. 247).

Unsere Aufgabe ist gelungen: Die ,,komplexe Zahl*
liegt auBerhalb der Achsen in der Zahlenfliche! Nun
wollen wir zur weiteren Verdeutlichung komplexe
Zahlen in allen vier Viertelkreisen (Quadranten)
zeichnen (s. Fig. 29, S. 247).

Die Vorzeichen- und i-Befehle dirften jetzt klar
sein. Besonders bemerkenswert ist die Zahl im Qua-
dranten IV, da hier die imaginiire Komponente auBer-
dem noch irrational ist. Nimlich — =-i, was soviel
heiBt wie — (31415926 ...)XyY—1.

1) Die daher eigentlich keine Zahl, sondern ein ein-
zeln dastehender Grenzbegriff, gleichsam der Ursprungs-
ort aller Zahlen ist. Die 0 kann auch als Buchstabe gro3 O
gelesen werden: O=0Origo, der Ursprung!

246



X
+
N
g
' 1*
i3 |
m.u o
2 ¢
K -+
(- T SR
: ?
H T
H
: i
1 L
¥ P8 ¥
%
o
'
v
3

Fig. 28

(4+41)

> +X

(=010

S —

y

5+61)

[

(-1-50)

v
e 4
Fig. 29

47



So interessant und fruchtbar die weitere Theorie der
imaginéren Zahlen wire, auf deren systematischer Ver-
wendung einer der hochsten Teile der héheren Mathe-
matik, die sogenannte ,,Funktionentheorie'* oder
»» Theorie komplexer Verénderlicher* beruht, wiirden
wir unserer Aufgabe untreu, wenn wir weiter ver-
weilten. Wir beschrinken uns also darauf, anzumerken,
daB wir fir uns die ,komplexen Zahlen* einfach als
algebraische ,,Mehrglicder-Ausdriicke'* ansehen und
mit ihnen vorsichtig aber unbefangen innerhalb der
vier Grundoperationen rechnen kénnen. Denn in letzter
Linie ist auch das i nur ein ,,Apfel*“. Allerdings muf}
man bei konkreter Ausrechnung stets beachten, daB
das i eben =T bedeutet. Wir kommen aber fiir alle
Berechnungen mit unseren Gesetzen der ,,Befehls-
verkniipfung** sicherlich aus.

DaB man bei den vier Grundrechnungsarten (Addi-
tion, Subtraktion, Multiplikation, Division) auch bei
Auftreten imagindrer Zahlen in keine Schwierigkeiten
gerdt, haben wir soeben angedeutet. Wir wollen aber
dieses Geisterreich der Mathematik, in dem Zusammen-
héinge zwischen Zahlen und Formen offenbar werden,
die im grellen Licht der reellen Zahlen kein mensch-
liches Auge ahnt, doch nicht verlassen, ohne wenigstens
einen kleinen Vorgeschmack der Wunder dieses Geister-
reichs gegeben zu haben. Daher verraten wir, daB die
Potenzierung von i, der Eigenschaft des i als Drehungs-
faktor entsprechend, einen Zyklus liefert, der folgender-
malen verlduft:

it=(/=1p =(—1)F =(—1jt = -1

P=itd  =(—1)i = —i

=it =(—i)i=(—1)it= 41

P=iti  =(41)i = +i

e=ifi =(4i)i=it =-—1
Uusw.
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Oder allgemein: iin

= + 1
i4n+l= _|_ i
n+2 — __ 1
dn+3— __§
dnt+i— + 1

usw., wobei als n die natiirlichen Zahlen von 1 bis zu
jeder endlichen GroBe eingesetzt werden diirfen.
Noch schwieriger und mystischer als die Potenzierung
gestaltet sich das Wurzelziehen aus imagindren und
komplexen Zahlen. Da unser Hauptbestreben dabei
stets darauf gerichtet bleibt, alle htheren Wurzeln aus
(—1) auf Quadratwurzeln aus (—1), also auf i-Werte
zu reduzieren, wurden durch verschiedene geniale Kunst-
griffe und unter Zuhilfenahme der Idee des Drehungs-
faktors zahlreiche Formeln fiir diesen Zweck abgeleitet,
deren Entwicklung uns zu weit fithren wiirde!). Wir
begniigen uns also damit, anzudeuten, daB die Quadrat-
wurzel einer komplexen Zahl a-}-bi folgendermaBen be-
rechnet wird:

- 1/Va*+b*+a . a®4+b2—a
Ya :I:bl—V 5 +i- 5 5

einc Formel, die natiirlich auch fiir Quadratwurzeln aus
i selbst verwendet werden kann, da ja i nichts anderes
ist als eine komplexe Zahl (a-}-bi), bei der a=0 und
b= 4 1. Die yT ergibt somit nach unserer Formel

%+i',i§. und die Wurzel Y—i nach derselben Formel

%——i%. DaB die Wurzel aus i nicht mehr rein ima-
ginir, sondern komplex wird, ist daraus begreiflich, daB
sie nicht mehr auf der i-Achse, sondern in der Zahlen-
flache liegt.

Ganz allgemein ist jede n-te Wurzel aus i, die wir nur
miithsam und schrittweise aus obiger Formel durch fort-

1) Ein Koeffizient des i macht dabei keine Schwie-

rigkeit. Wir konnen ihn stets reell machen. So ist etwa
127 12 12 12 6 en o

n
Y=9=y9-y—-1=y9 VY1, allgemein y—a=ya-yT!
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gesetztes Wurzelzichen finden kénnten, wobei aulerdem
nur die 2., 4., 8., 16., 32. usw. Wurzel unmittelbar zu-
génglich wire, durch eine andere Formel leicht und
sicher zu berechnen. Sie lautet:

;;T=cos (::g)o +i-sin (%)o,

wobei das n beliebig grol3 sein darf. Aus diesem letzten
Beispiel kann der Leser schon die diéimonischen Moglich-
keiten unseres imaginiren Geisterreichs ahnen: Eine
n-te Wurzel aus i hat sich plétzlich in eine komplexe,
aus Winkelfunktionen gebildete Zahl verwandelt. Im
Geisterreich binden und lésen sich eben die Gegensétze
der unteren Welten!

Nun, im wohlerworbenen Besitz des gesamten
Zahlen-Kosmos, wollen wir unsere Erfahrung in der Be-
folgung von Bewegungsbefchlen fiir einen Zweck ver-
wenden, der uns in iiberraschendster Weise all das zur
Einheit verbindet, was wir bisher als weltenweit vonein-
ander getrennte Gebiete zu betrachten gewohnt waren.

Eine lange historische Entwicklung hat diese Ent-
deckung der ,,analytischen Geometrie'‘ oder der ,,Ko-
ordinaten* von Apollonius von Pergé iiber scholasti-
sche Klosterforschungen, tiber Nicole von Oresme
(14. Jahrhundert) und tiber Johannes Kepler tastend bis
zu Fermat und Descartes gefiihrt. Mit dem Namen des
Descartes (Cartesius) aber, der als junger Reiter-
offizier in ungarischen Winterlagern, mitten in den
Schrecknissen des DreiBigjéhrigen Krieges, diese Kunst
der ,,Analysis** zu einer vorldufigen Vollendung trieb,
wollen wir Ehrfurcht vor dem Genius unbeirrbarer
geistiger Schaffenskraft unloslich verbinden.



Zweiundzwanzigstes Kapitel

Koordinaten

Wie wir es gewohnt sind, wollen wir uns, bevor wir
Niheres besprechen, eine Verdeutlichungsmaschine kon-
struieren, die uns zuerst einige Begriffe der allgemein-
sten Bewegungslehre, der Phoronomie, vermitteln soll.
Diese Phoronomie ist heute, selbst dem Namen nach,
fast in Vergessenheit geraten. Man spricht in #hn-
lichem Sinne von ,,Kinematik", kennt in der Physik,
der Mechanik zahlreiche Bewegungsgesetze, meint
aber damit fast stets physikalische Bewegung, das
heiBt Bewegung eines korperlichen Etwas, auch wenn
es nur ein ungreifbarer physischer ,,Massenpunkt* ist.

Uns interessiert aber das bewegte Etwas tiberhaupt
nicht. Wir werden, obwohl derartiges in der ,,Wirk-
lichkeit'* nicht moglich ist, soweit abstrahieren, daB
wir nur die Bewegung als solche vor uns haben. Und
wir operieren daher mit mathematischen Punkten, mit
mathematischen, breitelosen Linien und allenfalls mit
dickelosen Flichen. Also mit Gebilden, die man nur
denken, aber nicht wahrnehmen kann. Daher auch
das Groteske folgenden Scherzes: Ein Parvenii hat
seinen Sohn als ,,Einjihrigen* zu cinem vornehmen
Regiment gesteckt. Der Sohn braucht Geld und da
er keine Begriindung mehr findet, den Pump an-
zulegen, schreibt er dem Vater, er habe beim Geschiitz-
exerzieren die ,,Visierlinie'* zerbrochen und miisse sie
dem Arar ersetzen. — Nun wiire solch eine ,,Visier-
linie* fiir uns ein Ideal. Denn sie ist eine wirkliche
mathematische, koérperlose Linie. Nimlich die Linie,
die man sich aus dem visiecrenden Auge idber Visier
und Korn bis zum Zicl verlingert denkt. Sie hat also
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nur Lange und keine Breite. Und man kann sie dieser Un-
greifbarkeit wegen auch ,,Aullerst schwer' zerbrechen.

Dies alles aber nur zur Verdeutlichung, was wir
meinen, wenn wir im folgenden unsere Punkte und Linien
zeichnen. Wir geben ihnen symbolische Sichtbarkeit,
diirfen aber nie vergessen, dal sie eigentlich unsicht-
bar sein sollen. Nun aber zu unserer ,,Maschine*'. Wir
nchmen ein gewdhnliches Reillbrett, bespannen es {iber
und tiber mit einem Bogen Zeichenpapier und legen eine
ReiBschiene tief gegen den unteren Rand zu an. Hierauf
zichen wir von einem Ende des Rei8brettes zum anderen
eine horizontale Linie. Und nun bitten wir einen Helfer,
die ReiBschiene ganz regellos nach oben zu schieben.
Wir selbst aber ziehen mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit einen Strich von links nach rechts:

— &

Fig. 30

Zu unserem Erstaunen ist durchaus keine gerade
Linie, sondern eine hoéchst unregelmiBige Zickzack-
linie auf dem Papier entstanden, mit der wir eigentlich
nichts anfangen konnen. Sie steigt nicht einmal stetig.
An einer Stelle — es geschah, als unser Helfer die ReiB-
schiene entgleiten lieB und sie daher zurickglitt —
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fillt unsere Linie sogar. Natiirlich kénnen wir das
Experiment beliebig oft und in beliebiger Art wieder-
holen. Wir kénnten auch mit dem ,,Helfer* verein-
baren, im Hinaufschieben der ReiBschiene entweder
Gleichférmigkeit oder einen gewissen Rhythmus ein-
zuhalten. Was sich dabei ergeben miiBte, werden wir
spiter entdecken.

Jetzt wollen wir vorerst ,,phoronomisch‘ unter-
suchen, warum die merkwiirdige Linie iberhaupt ent-
standen ist. Und wir verdeutlichen uns, scharf ana-
lysierend, den Vorgang. Es ereigneten sich, das leuchtet
ein, stets zwei zucinander senkrechte Bewegungen
gleichzeitig. Namlich mein gleichférmiges Weiterriicken
des Bleistiftes nach rechts und das regellose Hinauf-
riicken der ReiBschiene durch den Helfer nach oben.
Und in jedem kleinsten Teilchen der Bewegung wurde
der Bleistift zugleich nach rechts und nach oben ge-
schoben. Und der Bleistift versuchte, wenn man so
sagen darf, beiden Bewegungen zugleich gerecht zu
werden. Wenn sich ein Eisenbahnzug durch einen
Platzregen bewegt, dessen Regentropfen genau senk-
recht hinunterfallen, dann erscheinen die Regentropfen
an den Waggonfenstern nicht als senkrechte Nisse-
spuren, sondern als schriige Linien. Und werden desto
schriger, je schneller der Zug fihrt. Sie versuchen
eben auch, zwei aufeinander senkrechten Bewegungen
zugleich zu folgen. Wir konnten uns einen winzigsten
Teil einer derartigen Bewegung auch so vorstellen:

R

o2

Fig. 31



Dieses sogenannte ,,Bewegungsparallelogramm*’ bringt
das Bestreben des Punktes P zum Ausdruck, beiden
Bewegungen zugleich zu folgen. Dieses Bestreben
ist auch erfolgreich. Denn bei P, hat der Punkt sowohl
die waagrechte als die senkrechte Bewegungsforderung,
die an ihn gestellt wurde, erfillt: Er ist den befohle-
nen Weg nach rechts und nach oben geriickt.

Jedochgilt diese Art der Deutung nur annihernd, wenn
nicht auch die Aufwiirtsbewegung streng gleichformig
war. Das heiBt, es kann als ,,Bahn* des Punktes zwischen
P und P, nur dann eine Gerade entstehen, wenn beide
Bewegungen gleichférmig verliefen. Nun hatten wir
bei unserer Maschine aber angenommen, die Auf-
wiirtsbewegung erfolge willkiirlich und ungleichmiBig.
Wir dirfen also unser ,Bewegungsparallelogramm®
selbst fiir unser kleinstes Teilchen der Bewegung nur
als annihernd gelten lassen. Denn in Wahrheit wire
auch die Bahn innerhalb des Parallelogramms irgendwie
unregelméBig. Etwa:

Fig. 32

Und ich konnte so kleine Teilchen wihlen als ich
wollte, so wiirde ich wegen des unregelmiBigen Auf-
wirtsschubs stets auf unregelmiBige ,,Bahnelemente"
stoBen.

Wir miissen unsere ,,Analysis** also anders anpacken.
Der einzige Ausweg, bei UnregelméBigkeit auch nur
einer der beiden Bewegungen unregelm#Bige Bahnen
zu vermeiden, ist der Versuch, die Bahnldnge iiberhaupt
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auszuschalten und bloB einen lingelosen Punkt der
Bahn zu untersuchen. Und zwar cinen beliebigen.

A LT TR o)

©
5
(<]

Fig. 33

Wir wiihlen den Punkt P auf dem ReiBbrett, nach-
dem wir die ReiBschiene abgehoben haben. In welcher
Art ist dieser Punkt ,,phoronomisch‘ an den beiden
Bewegungen beteiligt ?  Sicherlich wurde er um die
Linge x nach rechts geschoben, das heit wir be-
wegten den Bleistift um die Linge x nach rechts. Die
Hohe aber, die er durch den Aufwértsschub erreichte,
nennen wir y.

Nun hétten wir dieselbe Uberlegung fiir jeden
Punkt der ,,Bahn* anstellen und jedesmal die ,,L&nge**
mit x, die ,,Hshe* oder ,,Breite’* mit y bezeichnen
konnen. Jeder Punkt der Bahn ist also durch sein x
und sein y eindeutig bestimmt. Die Werte fiir x und
Yy, die wir ja cinfach messen kénnen, sind dem betreffen-
den Punkt P zugeordnet, ,koordiniert‘*. Und Leibniz
prégte dafiir den Ausdruck ,,Koordinaten*’. Priizis ge-
sagt, haben wir sogenannte ,,Punktkoordinaten* be-
stimmt, weil wir einem Punkt gewisse fiir ihn cha-
rakteristische Lagewerte koordiniert, zugeordnet haben.
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Wir haben damit aber sehr wenig erreicht. Denn wir
konnen ja nicht unendlich viele Punkte nach x und y
abmessen und dadurch ihre Koordinaten bestimmen,
Dall unsere Bahn aber aus unendlich vielen Punkten
besteht, ist schon deshalb beinahe sicher, weil ja ober-
halb jedes Punktes der Grundgeraden ein Punkt der
Bahn liegt und weil wir weiters beim Ziehen der Linie
nach rechts den Bleistift nicht absetzten. Nach unseren
bisherigen Anschauungen ist aber eine solch stetige
Linie aus mehrfach unendlich vielen Punkten zusammen-
gesetzt. Arithmetisch konnte ich zudem behaupten,
daB meine x-Linie, also die Grundlinie, iiberhaupt
nichts anderes ist als die Linie der reellen Zahlen. Denn
wir kénnen ja das x an jeder Stelle von 0 ab wihlen,
also auch als Bruch oder als Irrationalzahl.

Was uns fehlt, ist offensichtlich eine allgemeine
Formel, nach der wir x und y bestimmen kénnen. Nun
wissen wir weiter, da3 eine Formel, in der x und y vor-
kommen und unbekannt sind, nichts anderes ist als
eine diophantische oder nichtdiophantische, jedoch
gleichfalls unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekann-
ten. Wir haben es aber ganz gut in der Hand, etwa das
jeweilige x insoweit bekannt zu machen, als wir es
willkirlich wihlen. Wenn ich aber willkirlich wéhlen
darf und in das x einsetzen kann, was ich will, dann
mull sich das richtige zugehérige y zwangsliufig er-
geben, wenn die Formel stimmen soll.

Wir sehen also plétzlich einen Weg. Und kennen
sogar das Instrument, uns auf diesem Weg sicher zu
bewegen. Es ist die Funktion! Denn bei der Funktion
ergibt sich aus willkirlichem x zwangsliufig ein zu-
gehoriges y. Wie aber gewinnen wir diese Funktion,
die die Eigenschaft haben soll, fiir jeden Punkt der
»Bahn* zu gelten? Die Angelegenheit sicht sehr ver-
zweifelt aus. Denn mein Naturverstand sagt mir, da8
ich fiir eine gerade, ansteigende Bahn, fiir einen Kreis,
meinetwegen noch fiir eine Ellipse eine Bahnfunktion
finden werde, daB dies mir aber bei solch unregel-
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miBigen Zickzackbahnen kaum maéglich sein wird.
Nun giibe es aber noch einen letzten Ausweg. Vielleicht
kann man unsere unregelméBige Bahn in einzelne Stiicke
zerlegen, die regelméBiger sind. Und fiir jedes dieser
Stiicke ecine eigene Funktion bilden. Wir verraten,
daB alle Einwiéinde und alle Vorschlédge stichhaltig sind.
Gleichwohl ist der Begriff ,regelmiBig’* wohl ein schr
vager. Und auBerdem cin Zirkel. Denn wir konnten das
ganze Problem umdrehen und behauplen, da wenn
jeder ,,Bahn' eine Funktion entspricht, auch jeder
Funktion cine ,,Bahn' enlsprechen miisse. Auch das
ist in groben Ziigen richlig. Um jedoch unseren Ahnun-
gen Geslall zu verleihen, wollen wir uns weiteres wich-
tiges Handwerkszeug zu unscrer ,,Analysis‘‘ oder ,,ana-
lytischen Geometrie** herbeischaffen.

Zuerst erinnern wir an eine Bemerkung, die wir
seinerzeit machten: daB némlich die Funktion die
fauslische oder abendlindische Zahl sei. Wie sollen
wir das verstehen? Wir miissen uns dazu das Wesen
der Funklion deullicher ansehen. Wir erwéhnten, daB
man cin¢ Funktion ganz allgemein y=f{(x) schreibt
und damit meint, daB das y irgendeiner Zusammen-
stellung aus x-Werten und Konslanten gleich sei. Auch
einer eventuell sehr verwickelten. So ist die Gleichung

y=(2x+5)-L '“ g 20x7

ganz bestimmt eine Funklion, wenn auch eine héchst
komplizierte. Und y=5x-13-sin x ist auch eine
Funktion. Das Wort Funktion ist ndmlich nicht ganz
eindeutig. Einmal versteht man darunter die ganze
Gleichung, bei der man voraussetzt, daB man in das
x willkiirlich einscizen soll. Das andere Mal wieder ver-
steht man darunter direkt das y selbst, da ja dieses y
gleichsam das Resultat der mit den x vorgenommenen
Rechnungen ist. Wir kénnten auch schreiben

(Funktion von x)=f(x)=5x-13sinx
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oder noch deutlicher
y=I(x)
y=bx+13sinx
f(x)=bx-13sinx.

Natiirlich ginge es auch folgendermafBen:

f(x)=y
f(x)=b6x-13sinx
y =5x-13sinx.

Es wird durch Zusammenwerfen der verschiedenen
Bedcutungen des Wortes ,,Funktion*, das im Tiefsten
doch wieder nur eine Bedeutung hat, viel gesiindigt.
Und der Anfinger wird dadurch verwirrt. Darum
werden wir die Angelegenheit aus dem grobsten An-
fang ableiten. Nehmen wir etwa an, wir hédtten eine
Gleichung vor uns:

156x24}9x4-3y=12x—27.

Hier kommen x und y vor. Das x aullerdem noch in
zwei verschiedenen Potenzen. Das y hat einen Koeffi-
zienten, nimlich 3. Wenn wir mit dieser ,,Funktion*
arbeiten sollten, wiirden wir in Verlegenheit kommen.
Auch unsere kunstvolle Maschine mit dem Zeiger
wiirde versagen. Denn der Zeiger zeigt y und nicht
3y an. Wir nennen auch eine solche Funktion ,,im-
plizit"* (gleichsam ,,cingewickelt) und miissen ver-
suchen, sie fir uns ,,auszuwickeln®, sie ,,explizit'* zu
machen. Da wir bisher uns stets fir das Ergebnis in-
teressierten, wie groB3 y sei, miissen wir wohl das y in
dhnlicher Art ,,isolieren‘* wie seinerzeit das x bei den
gewohnlichen Gleichungen. Es ist ja im Wesen kaum
etwas anderes. Wenn wir niimlich das Recht haben,
fir x irgendwelche Werte zu wihlen, dann verwandeln
wir ja eigentlich alle GréBen, in denen x vorkommt, in
Konstante. Und es bleibt als Unbekannte (gleichungs-
technisch gesprochen) nur das y. Wir ldsen die Glei-
chung eben nach y auf, so wie wir eine Gleichung

2x+4+5a=24+17b
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in ganzen, konkreten Zahlen nach x aufldsen kénnen,
wenn es uns erlaubt wird, fiir a und b beliebige
Werte zu wiahlen. Etwa a=2, b=4. Dann wire

2x+4(5-2)=244-(17-4) oder
2x=244(17-4)—(5-2)
2x=82
x=4l1

Der Funktionscharakter wird einer Gleichung aller-
dings erst erteilt, wenn wir in das x nicht nur einmal
eine Zahl einsetzen diirfen, sondern stets und jede be-
licbige Zahl,

Wir werden also jetzt, um leicht nach y auflésen zu
konnen, unsere Funktion:

15x249x+43y=12x—27
zuerst ,,auswickeln®, sie ,,explizit** machen.

3y=12x—27—9x—15x?

3y=3x—156x2—27
y=x—b5x2—9 oder, geordnet
y= —bx24}-x—9.

Nun konnen wir sagen, das y sei eine Funktion von
x, oder y=f{(x), wenn wir dazudenken, dal das x will-
kirlich gewihlt werden darf. Fir jede Wahl eines
x-Wertes wird im allgemeinen ein anderes y entstehen.
Und wir konnen natirlich unzihlige solcher Ypsilons
bestimmen. Wir wollen dies praktisch durchfiihren
und hiezu eine kleine Tabelle anlegen:

X y X y X y
1 -13 y, -3 0 —9
2 27 %, —995 Y2 —17'586..
3 bl Yy —2 x —B552064.
4 -8 g, o —43227..
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In der ersten Tabellenspalte haben wir einfache natiir-
liche positive ganze Zahlen eingesetzt. In der zweiten ge-
meine Briiche. In der dritten Null und irrationale
Zahlen. Stets hat sich uns fiir das y ein bestimmter
Wert ergeben.

Wenn wir nun weiler jedes x mit seinem zugehorigen
y als Zahlpaar bezcichnen, erhicllen wir soviele Zahl-
paare, als wir x-Werte einsclzten.

Damit haben wir aber noch nicht das erste Problem
gelost: wie man nimlich dazukommt, das y als ,,Zahl*,
als ,,faustische Zahl*, zu bezeichnen. Wir antworten,
daBl das y eine Art von vieldeuliger, beweglicher Zahl
ist, die sich durch den Wert von x ergibt. Und zwar
vom zugehdrigen x. Wenn dieses x auch willkiirlich
ist, kann das y aber gleichwohl nicht jeden Wert an-
nehmen. Es ist ja durch die Art, in der das x auftritt,
in bestimmte Schranken gewiesen. Und wird dadurch
nicht irgendeine, sondern cine ganz bestimmte Zahlen-
folge bilden, wie klein man auch die Zwischenriume
zwischen den x-Werten wiihll. Das y erhilt cine zwangs-
laufige Form durch die Konstellation der x. Es ver-
dndert sich abhiingig, zwangsliufig. Und dicse er-
zwungene ,,Zahlenfolge' der y-Werte kann man in
héherem Sinne als ,,faustische’’, bewegliche Zahl auf-
fassen. IThr Abbild, phoronomisch betrachtet, ist aber
unsere ,,Bahn‘ oder wie man sagt, eine ,,Kurve*,
eine ,,Bildkurve der Funktion.

Nun liegen bei der Funktion weiters die Verhéltnisse
so, daB wir, wie schon angedeutet, alles umdrehen
diirfen. Wir konnten ebensogut behaupten, eine Folge
von Zahlpaaren sei eine Funktion. Aus dieser letzten
Bemerkung erschen wir, daB uns eine Funktion in
dreierlei Art gegeben sein kann:

1. Als implizite oder explizite Gleichung mit zwei?)
Unbekannten. Etwa: y= —5x2}3x—9.

1) Wir beschrinken uns auf zwei Veridnderlichel
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2. Als ,,Kurve", zu der wir die Formel, die ,,Funk-
tion*‘, erst suchen sollen.

3. Als Tabelle von Zahlpaaren, die etwa aus der
Beobachtung stammen. (Z. B. Zahl der monallichen
Gewitter bei bestimmter Durchschnittstemperatur des
jeweiligen Monats.)

Im zweiten Fall ist die ,,Funktion'', wie schon er-
wihnt, zu suchen. Im dritten Fall ist tberhaupt erst
festzustellen, ob ein funktionaler, gesetzmiBiger Zu-
sammenhang vorliegt.

Doch wir kommen mit all unseren tiefen Einsichten
nicht weiter, wenn wir nicht ,,analytische** Hilfsmitlel
heranzichen. Wir wollen uns also die Frage vorlegen,
wie man einc gegebene Funktion in eine Bildkurve ver-
wandell. Die Frage, wic man eine Kurve in cine Funk-
tion rickverwandelt, wird uns erst im letzten Kapitel
beschiiftigen. Ebenso die Frage, wie man aus Zahl-
paaren eine Kurve gewinnt (Interpolationsproblem).

Unsere I'rage setzt, bevor wir sie rasch und cinfach
beantworlen, noch eine Kleinigkeit voraus. Niimlich
eine konvenlionelle Festsetzung des ,,Koordinaten-
systems*‘. Das wird uns wenig Schwierigkeiten machen,
da wir mit Ahnlichem schon bei den imagindren Zahlen
gearbeitet haben.

Wir folgen also Descartes (Cartesius) und wihlen ein
sogenanntes rechtwinkliges, cartesisches oder ortho-
gonales Koordinatensystem, in dem wir allerlei Namen
und andere Ordnungsvoraussetzungen vereinbaren.
Noch einmal: Wir vereinbaren unser System. Es ist
durch nichts vor anderen moglichen Systemen prin-
zipiell ausgezeichnet als héchstens durch eine gewisse
Einfachheit. Es sieht folgendermaBen aus (s. S. 262).

Der Punkt O heiBt Koordinatenursprungspunkt.
Die x-Achse heilt die Abszissenachse oder Abszisse,
die y-Achse die Ordinatenachse oder Ordinate. Beide
Achsen zusammen ,,die Koordinaten. Die ,,Qua-
dranten* sind gleichsam ,,Viertel* einer unendlichen
Ebene. Und sind im Gegensinn der Drehung des Uhr-
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y-Achse

A
Zweiter Quadrant Erster Quadranf
(=.+) (+.+)
< & > X-Achse
Dritter Quadrant Vierter Quadrant
(=.—) (+.-)
Fig. 34

zeigers numeriert. Was die darunter stehenden Vor-
zeichen bedeuten, wollen wir gleich einfacher erkliren:
Wir diirfen némlich die Achsen auch beildufig als zwei
senkrecht gekreuzte reelle Zahlenlinien ansehen. Da-
durch ergibt sich die Bedeutung der Vorzeichen zwang-
los, wenn wir nur voraussetzen, dafl die Minuszahlen
der waagrechten Linie links von der Null und bei der
senkrechten Linie unterhalb der Null stehen. Wir
sind auch jetzt ohne weiteres imstande, ,,Zahlenpaare*
richtig zu placieren. Jedes Zahlenpaar der Welt stellt
sich im Koordinatensystem als Punkt dar, voraus-
gesetzt, daB es ein Paar reeller Zahlen ist. Denn wir
haben beide Achsen reell gefordert. Die Placierung ima-
gindrer und komplexer Zahlen haben wir schon friiher
geschen. Imagindre und komplexe Zahlpaare oder
Zahlpaare imagindrer (komplexer) und reeller Werte
sind in einer und derselben Ebene nicht zu placieren.
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Wir benétigen dazu zwei Ebenen und gelangen zur
,konformen Abbildung*. Dieses Gebiet jedoch iber-
steigt bei weitem unseren Rahmen, da es in die hachste
Mathematik gehort.

Dreiundzwanzigstes Kapitel

Analytische Geometrie

Das wiederholt eingestandene Ziel unseres Ehrgeizes
bleibt fiir uns stets die ErschlieBung der Grund-
begriffe der Unendlichkeitsanalysis; also der Dis-
ziplin, die im allgemeinen als ,,die hohere Mathematik**
bezeichnet wird. Und wir miissen uns bei jedem Schritt,
den wir unlernchmen, bewuBt sein, da wir ununter-
brochen neues Vorbereitungsmaterial fiir diesen Zweck
herbeischaffen. Wir vernachlissigen bis zu einem ge-
wissen Grad das Einzelne, das an sich hochinteressant
und wichtig wire. Und wir bringen manches nur in
grobsten Umrissen oder in einer dem gewdhnlichen
Unterricht fremden Beleuchtung. So etwa werden wir
jetzt in recht lickenhafter und eigenwilliger Art ,,ana-
lytische oder Koordinatengeometrie treiben, obgleich
gerade dieser Teil der Geometrie eine der Hauptvoraus-
setzungen der hoheren Mathematik war und ist. Jetzt
aber wollen wir nicht weiter ankiindigen, sondern
handeln.

Wir legen uns zuerst die scheinbar abwegige Frage
vor, welcher Bedingung beliebig gew#ihlte Senkrechte auf
ciner Geraden geniigen miissen, damit ihre Endpunkte
durch eine Gerade verbunden werden kdénnen und ver-
bunden werden miissen. Oder noch besser, wir stellen uns,
wie diesin der Geometrie haufig geschieht, das Problem
schon als gelést vor und suchen aus der Losung die
»Bedingungen** des Zustandekommens (s. S. 264).

In den Punkten A bis K der ,,Geraden g*‘ seien Senk-
rechte errichtet, die genau so lang sind, daB ihre End-
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# Fig. 35

punkte alle in einer ,,Geraden g, licgen. Die Senk-
rechten (Lote) heiBen 1, bis I und sind in ganz willkiir-
lichen Abstinden voneinander errichtet. Wollte ich
etwa den Punkt A als Nullpunkt der Messung an-
nehmen und irgendein LingenmaB wihlen, dann kann
ein oder der andere FuBpunkt eines Lotes auch auf
einer ,jirrationalen* Stelle ruhen. Es ist uns ver-
einbarungsgemil gleichgiiltig. Nun wird jeder halb-
wegs geometrisch Begabte die ,,Bedingung'* sogleich
aus der Figur ablesen kénnen: Die Strecke AB, das
Lot I; und der Abschnitt a, der geforderten Geraden g,
bilden ein Dreieck. Diesem Dreieck ist das Dreicck
aus AC, 1, und (a,}a,) dhnlich. Diesen beiden wieder
das Dreieck aus AD, I3 und (a,+a,-}az) und so fort:
bis das letzte dhnliche Dreieck aus AK, 1; und (a, 4
+apt..... -+ a,) gebildet ist. Es handelt sich dabei
um rechtwinklige Dreiecke. Diese aber sind dann
dhnlich, wenn etwa die beiden Katheten stets im gleichen
Verhiltnis zueinander stehen. Da nun aber die Ahnlich-
keit der Dreiecke Voraussctzung fiir die Verbindungs-
moglichkeit der Endpunkte unserer Senkrechten durch
eine Gerade g, ist; und da weiters diese Ahnlichkeit
ein fixes gleichbleibendes Verhéltnis der Katheten zu-
einander voraussetzt, so ist die ,,Bedingung** fiir unsere
Problemldsung eben dieses gleichbleibende Verhiltnis.
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Da nun aber schlieBlich die Wahl der Abstéinde unserer
Lote von einem angenommenen Fixpunkt willkiirlich
ist, so miiBte ich nur ein einziges Verhiltnis zwischen
Lot und Abstand festlegen, um den Verlauf der ganzen
Geraden g, zu kennen. Ich kénnte schreiben

Abstand: Lot verhilt sich wie m:n oder
n mal Abstand=m mal Lot oder

Lot 1.mal Abstand

m

Nun sieht unsere letzte Formulierung einer Funktion,
und zwar ciner ausgewickelten, zum Verwechseln
ghnlich. Denn wenn ich das beliebige Lot gleich y
und den beliebigen Abstand gleich x setze, so erhalte ich

n
y=—x.

Nun konnen weiters m und n, die cinen Bruch
bilden, durch Division auf k rcduziert werden. So daf3
ich schlieBlich

y=kx
als allgemeine Bedingung dafiir erhalte, daB alle End-
punkte jedes beliebigen, zu einem willkirlichen x ge-
horigen y-Wertes in einer Geraden liegen. :

Da eine Gerade durch zwei Punkte cindeutig be-
stimmt ist, wollen wir uns unscre ,,Gerade g,", der
wir durch Wahl des k=2 cinen konkreten Sinn geben,
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem hineinkon-
struieren. Die zwei Punkte hitten cinmal x=3, das
andere Mal x=—2 (s. S. 266).

Da unsere Bedingung y=kx (bei k=2) y=2x
lautet, ist y fiir x=(-3) gleich (+6) und fiir x=(—2)
gleich (—4). Unsere Gerade geht durch den 0-Punkt
des Koordinatensystems. Nun kann der Leser, am
besten auf Millimeterpapier, fiir irgendein anderes x
das zugehérige y suchen. Er wird finden, daB dessen
Endpunkt stets in der Geraden liegt. Wir haben also,
wie man sagt, die ,,analytische Gleichung eciner Ge-
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Fig. 36

raden als eine Funktion der Form y=kx bestimmt.
Beide Unbekannten stehen hier in der ersten Potenz.
Weil aber die Gleichung einer Geraden stets die erste
Potenz der Unbekannten verlangt, nennt man eine
solche Gleichung (Funktion) eine lineare (von ,,linea“,
die gerade Linie). Bevor wir weitergehen, noch ein
Wort iiber den gemischten Gebrauch der Worte Funk-
tion und Gleichung. Wir wollen das Dilemma kurz
abtun. Und zwar dadurch, daB wir feststellen, jede
Funktion sei eine Gleichung, weil sie formal als y=1{(x)
geschrieben wird. Jede Gleichung ist aber durchaus
nicht eine Funktion. So ist 5x243x-4-9=27 sicher
eine Gleichung, keineswegs aber eine Funktion. Denn
ich finde nur die cine Unbekannte x in ihr und kann
weder von willkiirlicher noch von zwangsliufiger Ver-
dnderlicher sprechen. Auch dieser Sprachwirrwarr macht
Anfingern groBe Schwicrigkeiten.
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Nun sind wir mit der Untersuchung der ,,Gleichung'*
unserer Geraden, die eine ,,Funktion‘ sein muB, um
analytisch darstellbar zu sein, noch durchaus nicht
fertig. Denn wir behaupten, daB auch

y=2x+3

eine ,lincare’* Funktion ist. Also eigentlich auch eine
Gerade liefern miiBte. Machen wir die Probe:

.

‘_2[:?::”

7

Fig. 37

Fir x=(+3) erhalten wir als y den Wert 9, fiir
x=(—2) ist y=(—1). Die Gerade schneidet diesmal
nicht den Nullpunkt des Koordinatensystems, sondern
den Plusteil der Ordinatenachse bei (- 3). Dies hétten
wir auch rechnerisch feststellen konnen. Denn fir
x=0 erhalten wir y=(+43). Wenn aber x=0 wird,
heilt das analytisch nichts anderes, als dal ich einen
Punkt der Ordinate suche, durch den unsere Gerade
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geht. Denn sie hat dort eben ein x=0. Ebenso be-
deutet y=0 den Schnittpunkt mit der Abszisse. Also

0=2x+3, oder 2x=—3 oder x= — 3. Ein Blick
iberzeugt uns, daB tatsichlich die Gerade die x-Achse

(Abszisse) im Punkt x= — —f;— schneidet. Unsecre neue

Rechen- und Denkmaschine entpuppt sich also wieder
als ein besonderes Zauberwerk, noch zauberhafter
dadurch, daB sie in magischer Art Geometrie mit Arith-
metik verbindet. Wir werden diesen unheimlichen
Zauber noch an viel verwickelteren Beispiclen be-
staunen. Gleich eine Probe: Wir behaupteten, die all-
emeine Form der ,,Geradengleichung*’, abgeleitet aus
Ahnlichkeitstiberlegungen, sei

X,

y=
wobei f:- das Verhiltnis des Lotes zum Abstand war.

Nun sind aber Lot und Abstand ,,Katheten*'. Folglich
ist ihr Verhaltnis eine der trigonometrischen Funk-
tionen des Winkels a.

m

Fig. 38

Und zwar, nach unseren schon festgelegten Defini-
tionen, die sogenannte Tangensfunktion. Da aber der

Bruch ;':- stets ,,ausgerechnet' werden kann, so ist in

der Gleichung ghesllion

der ,,Koeffizient’* des x nichts anderes als der Wert
fur den ,,Tangens'* von a. Also ist stets in einer aus-
gewickelten linearen Funktion der Form:
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y=kx+c (c ist eine Konstante)?)

das k der Wert der Tangensfunktion des Winkels a,
das heiflt des Winkels, den die Gerade beim Schnitt mit
der Abszissenachse bildet. Wenn uns aber der Tangens
dieses Winkels bekannt ist, so ist uns auch der Winkel
und damit die Neigung gegen die (durchwegs als positiv
angenommene) Abszissenachse bekannt. Von diesen
Uberlegungen werden wir spiter noch Gebrauch machen.

Nun ist aber unser analytischer Ehrgeiz gestiegen
und wir wollen auch die Gleichung einer krumm-
linigen TFigur, etwa des Kreises, ausfindig machen.

Fig. 39

Wir wollen, kurz gesagt, eine Formel finden, die uns
bei jedem x ein y liefert, dessen Endpunkt im Kreis

!) Die additive Konstante dindert niemals die Winkel-
funktion, wie man sich zeichnerisch 0berzeugen kann.
Sie verschiebt bloB die Gerade ohne Winkeldnderung
im Koordinatensystem.
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licgt. Zuerst sehen wir, daB nur x-Werte sinnvoll sind,
die sowohl nach der Plus- als nach der Minusseite die
GroBe des Halbmessers nicht {ibersteigen. Denn ein
Lot im Punkte G wird niemals den Kreis treffen. Wie
aber fassen wir unsere hochst heikle Aufgabe an?
Vielleicht wieder durch ein ,,Verhiltnis‘‘. Denn wo wir
auch immer ein x wiihlen, trifft das ,,Lot* den Kreis
an einem Punkt. Das war gefordert. Nun kénnen wir
diesen Punkt durch einen Halbmesser mit dem Kreis-
mittelpunkt verbinden. Dadurch aber entstchen stels
rechtwinklige Dreiecke, deren Hypotenuse in allen
Filllen der Radius ist, wihrend die Katheten stets
der ,,Abstand‘* und das ,,Lot‘* sind. Wenn ich also
den Abstand wieder mit x, das Lot mit y bezeichne
und dazu noch den Halbmesser kenne oder zumindest
als erkennbar annchme, gilt die Beziehung

r*=x?}y? oder
yi=r?—x? oder

nach den Regeln des pythagoriischen Lehrsatzes. DaB
ich dabei fir y oft irrationale Werte erhalten werde,
folgt aus der Lehre von den Wurzeln. Weiters errechne
ich fiir jeden Fall eines x zwei Werte fiir y, niimlich einen
positiven und einen negativen, dic allerdings dieselbe
»absolute’ GroBe haben. Ich konnte also schreiben:

ly |=lr==7|

Alles, was wir rein arithmetisch ableiten, ist richtig.
Ein Blick auf die Figur belehrt uns, daB tatséchlich
zu jedem x zwei y-Werte gehdren. Und zwar ein y
fir die obere und ein y fiir die untere Kreishilfte.
Beide aber haben denselben ,,absoluten* Wert, dieselbe
Linge und sind nur im Vorzeichen und damit in ihrer
Lage im Koordinatensystem verschieden. Und wir er-
staunen neuerlich iiber die Zauberkraft der Koordinaten-
geometrie. Denn es ist fast unbegreiflich fiir uns, daB
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sich die (uns aus den Regeln der Befehlsverkniipfung
bekannte) Tatsache der Mehrwertigkeit einer Quadrat-
wurzel sofort im Koordinatensystem geometrisch sinn-
voll abbildet. Dieser, den Anfinger hochst beunruhi-
gende, verbliifffende Zusammenhang zwischen Arith-
metik und Geometrie, diese Identitit zweier welt-
verschiedener Zweige der Mathematik, ist wohl einer
der groften Triumphe menschlichen Entdeckens. Und
die Aufklirung dieses Zusammenhanges ist eine Auf-
gabe tiefer und schwieriger mathematischer und philo-
sophischer Erorterungen, die unseren Rahmen weit
dberschreiten. Wir wollen uns daher auf die einfachste
Erklirung zuriickziehen. Und andeuten, daB wir ja
cigentlich nicht Geometrie treiben, wenn wir Koordi-
naten verwenden. Wir beniitzen vielmehr zwei auf-
einander senkrechte, nach Plus und Minus festgelegte
Zahlenlinien. Und operieren sodann mit Zahlenpaaren
aus diesen zwei Linien. Diese nehmen aber, in Form
»symbolischer Abbildung'* den Charakter von Flichen-
punkten an. Und unterliegen dann innerhalb der
Fliche ebenso geometrischen Bedingungen, wie die
Punkte in einer Zahlenlinie (wenn auch nur lingen-
miiBig) der Geometrie gchorchen. Dies'jedoch nurzur An-
regung philosophisch veranlagter Leser, die in jedem
guten Buch tber analylische Geometrie alle Auf-
klirung finden konnen.

Wir wollen unserer Koordinatengeometrie aber noch
in anderer Art ,,auf den Zahn fiihlen*‘. Und zwar dadurch,
daB wir in schlauer Weise versuchen, mittels der Kreis-
gleichung eine quadratische Gleichung aufzuldsen:

y= VI"TXI.

So lautete die Kreisgleichung. Nun ist es natiirlich
ohne weiteres mdglich, daB wir den Punkt oder die
Punkte des Kreises untersuchen, bei denen y=0 ist.
Vorher quadrieren wir aber die Gleichung noch auf

beiden Seiten:
yi=r2—x2,
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Wenn y gleich 0 sein soll, dann erhalten wir:
O0=r2—x? oder x®=r2,
Folglich ist x=+41r*=+r.
Analytisch betrachtet sehen wir, daB bei y=0,

also an den Stellen, an denen die Ordinatenhéhe
gleich Null ist, der Kreis dic Abszissenachse schncidet.

Yy

Fig. 40

Es sind dies die Punkte P und Q. Also hat auch hier
wieder die analytische Geometrie sinnfillig die Mehr-
wertigkeit der Quadratwurzel zum Ausdruck gebracht.

Wir verraten beildufig, daB wir mit dieser Be-
trachtung eine hochst wichtige Sache angeschnitten
haben. Man kann némlich jede beliebige Gleichung
mit einer Unbekannten so auffassen, als ob sie gleichsam
das Uberbleibsel ciner Funktion wire, bei der man
das y gleich Null gesetzt hat. Hétten wir etwa die
Gleichung

x2—2x—15=0
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und machen aus ihr eine Funktion
y=x2—2x—15,

dann muB sich, rein zeichnerisch, das gesuchte x dort
ergeben, wo die zur Funktion gehérige Bildkurve die
Abszissenachse schneidet. Némlich an jenen Punkten
diescr Bildkurve, bei denen y gleich ist Null. Wiirden
wir die Kurve auf Millimelerpapier in ein Koordinaten-
system zeichnen, so wiirden wir sehen, daB sie die
x-Achse in den beiden Punkten x=-5 und x=—3
schneidet. Diese ,,graphische'* Mcthode der Gleichungs-
losung wird zur néherungsweisen Lésung von Gleichun-
gen verwendet, die cine arithmelische Behandlung
nicht mehr zulassen. Das sind solche, bei denen das x
in hoherer als der vierten Potenz vorkommt. Man
setzt — kurz angedeutet — in das x allerlei Werte
ein, zeichnet die Kurve und sieht, wo sie sich dem
Schnitt mil der Abszissenachse ndhert. Dort geht man
in stets kleineren Schritten im Einsetzen des x-Wertes
weiter, um das x mdglichst grnau zu treffen, bei dem
y=0 wird. Man kann auch gleichsam diesen Punkt
berschieBen und hitte dann bei einer willkirlich an-
genommenen Kurve etwa das Bild:

y

Fig. 41

18 Colerus: 1x1 R73



Bei x _1— befindet swh die Kurve noch unterhalb
der x-Achse. Bel x—l— schon oberhalb Also muB
das x, bei dem y=0 wn-d zwischen 12 und 15 ® liegen.

Man kann nun innerhalb dieses Int,ervalls weiter-
probieren, bis man den Wert moglichst genau trifft.
Diese Methode heiBt die ,regula falsi, die ,,Regel
des Falschen‘ und ist eine sogenannte Anniherungs-
methode. Es wird zuerst absichtlich nach beiden
Seiten Falsches versucht, um zu erkennen, wo das
Richtige liegen kann.

Wir diirfen auch hier nicht linger verweilen, da die
Fille des zu bewiltigenden Stoffes stets gréBer wird,
je weiter wir vordringen. Wir erwiihnen nur, dal wir
durch diese Art der Losung von Gleichungen bemerken,
daB es stets von der héchstvorkommenden Potenz
des x abhéngt, wie viele Schnittpunkte die Bildkurve
mit der Abszissenachse hat. Eine ,,lincare’’ Gleichung
hat einen Schnittpunkt, eine quadralische zwei, eine
kubische drei usw. Folglich hat auch jede Gleichung
soviele ,,Losungen* fiir das x, als die hochste Polenz
des x anzeigt. Dal es dabei auch ,,imaginéire'* und
,,komplexe'* Schnittpunkte bzw. Losungen gibt, soll
bloB erwihnt werden.

Aus praktischen Griinden wollen wir nur noch rasch
die arithmetische Losung der sogenannten gemischt-
quadratischen Gleichung nachtragen, die das x sowohl
in der zweiten als in der ersten Potenz enthilt. Also
eine Gleichung der allgemeinen Form

x24 bx+ ¢=0.

Wir wissen schon, daBl (a-+b)®=a?{2ab-4|b? ist.
Diesen Satz wollen wir nun beniitzen. Wir wihlen die

Gleichung
x24bx+4c=0

und schaffen zuerst das c ,,hiniiber*’. Also:
%24 bx=—c.
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Dann machen wir einen Kunstgriff. Wir ergéinzen
nimlich die ,linke Seite’* zu einem vollstindigen

Quadrat. Und zwar dadurch, da8 wir !'E addieren. Denn
(x+ %). muB gleich sein x24 bx-l—%'

Da wir aber auf der linken Seite %3 addiert haben,

miissen wir auch die rechte Seite der ,,Gleichungs-
waage mit demselben Ubergewicht belasten. Also:

x24-bx 4 Pf=—c+ !';—' .
Dann ist

(k2.

Wenn wir jetzt auf beiden Seiten die Quadratwurzel
ziehen, erhalten wir:

Vietg) iVb

x+§- =4+ l, T_ und schlieBlich

S

Durch diese hochst wichtige Formel sind wir im-
stande, jede gemischtquadratische Gleichung zu ldsen,
vorausgesetzt, daB das x2 isoliert ohne Koeffizienten
in der Gleichung steht. Ist dies nicht der Fall, so mu83
die ,,Isolierung zuerst vorgenommen werden. Etwa:

4x247x—57=0.

Zuerst wird das x vom Koeffizienten befreit. Und
wir erhalten
x4 4\— -54—?-— ;
Nun haben wir eine Gleichung, bei der dem b das %
und dem ¢ der Formel das (—ﬂ) entspricht. Wir

4
setzen ein
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s+)a—(-7)
s+ ety

_ m+u1z
= s x)

961
=1 ]/
7 31
=—B%®
. 7 ,31_24
x ist also entweder —§-+§-_?_3 oder
J7_381__38__19__,3
T8 87 T 8 T 47 4

Eine Kurve, die die Gleichung y=4x247x—57
hatte, miite die x-Achse in den Punkten x=-3 und
x=—4% schneiden, was der Leser auf Millimeter-
papier nachpriifen kann.

Nun wollen wir unser Kapitel iiber Koordinaten,
das uns wieder zu allerlei Exkursen verleitete, damit
abschlieBen, dall wir feststellen:

Jede Funktion der allgemeinen Form

y=1{(x)
ist als Bildkurve innerhalb cines Koordinatensystems
darstellbar. Dabei ist der Ausdruck ,,Kurve' so all-
gemein gefaBt, daB auch eine Gerade als Kurve gilt.
Sie ist der ,,Grenzfall'* einer Kurve, ist eine Kurve
ohne Kriimmung. Diese Art, nicht dazugehérige Dinge
zur Erhaltung eines einheitlichen Systems in den
Oberbegriff einzubeziehen, ist uns von der nullten Po-
tenz und dergleichen schon bekannt. Wir unterscheiden
»Ordnungen** der Kurven nach der Potenz des x. So
ist die Gerade eine Kurve erster, der Kreis eine Kurve
zweiter Ordnung. Der zweiten Ordnung gehéren alle
Kegelschnitte, wie Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel
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an. Kurven héherer Ordnung, etwa y=x34x24-5x—17
heiBen ,,Parabeln* dritter Ordnung. Und héherer Ord-
nung, wenn das x in der vierten Potenz oder einer
héheren Potenz auftritt. y=x"44x34-7x—49 wire
eine ,,Parabel** siebenter Ordnung.

Nun gédbe es in der analytischen Geometrie viele
lockende Aufgaben. Etwa Schnittpunkte zweier Kurven
zu berechnen oder die Tangente an eine Kurve durch
eine Gleichung auszudriicken usw. Wir miissen aber
alle diese Probleme der ,,niederen* analytischen Geo-
metrie links liegen lassen, um zu den Problemen der
»hoheren** Analysis aufzustcigen. Um diese Probleme
aber zu erfassen, werden wir sie uns im néchsten Ka-
pitel in aller Schirfe stellen und ihre geschichtliche Ent-
wicklung in groben Umrissen verfolgen.

Vierundzwanzigstes Kapitel

Problem der Quadratur

Von der ,,Quadratur des Zirkels* diirfte jeder Leser
schon in irgendeinem Zusammenhang gehdrt haben.
Ebenso dariiber, daB diese Aufgabe unldsbar ist wie
etwa die Konstruktion des ,,Perpetuum mobile*.

Was ist eine solche ,,Quadratur*? Nun, eigentlich
nichts anderes als eine Flichenmessung. Denn die Auf-
gabe fordert, einen Kreis (Zirkel=circulus) entweder in
lauter Einheitsquadrate zu zerlegen, ihn als die Summe
solcher Quadrate darzustellen, zu sagen, wieviel
Quadrateinheiten (etwa Quadratmillimeter) er ent-
halte; oder aber, was prinzipiell dasselbe ist, ein Quadrat
darzustellen, das denselben Flacheninhalt hat wie der
Kreis. DaB diese Aufgabe unlésbar ist, wie klein ich
auch die MaBquadrate wihle, hat eigentlich erst Linde-
mann in den Achtzigerjahren des neunzehnten Jahrhun-
derts bewiesen, obgleich man es schon weit frither ahnte
und z. B. aus Leibnizens Reihe ungefiihr wullte. Die Zahl =
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ist also ein unendlicher Dezimalbruch irrationaler Art
und da die Kreisfliche sich stets als r2z darstellt, mufl
r-r-z auch eine Irrationalzahl sein. Eine solche Zahl
ist aber niemals durch irgendwelche, zur Messung ver-
wendeten Quadrate darstellbar, da ich diese Quadrate
ja unendlich klein machen miite, damit mir nicht cin
Rest blicbe. Unendlich kleine Quadrate aber sind
Punkte, und die Fliche des Kreises, in Punkten ge-
messen, giibe eine unendliche Anzahl solcher ,, Quadrat-
einheiten*’,

Nun wuBte aber schon der groBe Archimedes, daBl
es kompliziertere Gebilde als den Kreis gibt, deren
Flache durchaus nicht als Irrationalzahl sich dar-
stellt. Es ist auch nicht cinzusehen, warum eine krumm-
linig begrenzte Figur nicht zufillig inhaltsgleich sein
koénnte mit einer rationalen Zahl von Flicheneinheiten
(Quadraten). Man kann dafiir sogar eincn hochst sinn-
falligen ,,Beweis* fiilhren. Wenn man etwa aus einem
durchaus gleichmiBig dicken Kartonblatt ein be-
liebiges Quadrat, etwa mit der Seite 1 cm, ausschneidet
und dieses Blittchen auf einer Prizisionswaage ab-
wiegt und dafiir angenommenermafBen ein rundes Ge-

wicht, etwa %— Gramm erhilt, dann muBl es méglich

sein, aus demselben Kartonblatt bei Anwendung pein-
lichster Sorgfalt eine beliebig krummlinig begrenzte
Figur auszuschneiden, die etwa 3 Gramm wiegt. Diese
Figur hat aber dann unbedingt den Flacheninhalt
30 Quadratzentimeter. Von Irrationalitit ist dabei
keine Spur.

Uber solche Erwigungen hinaus gaben etwa die
»,Mondchen des Hippokrates aus Keos* den Mathe-
matikern Griechenlands schon viel zu denken. Ihre
» Quadratur** beruht auf einer Erweiterung des pytha-
gordischen Lehrsatzes. Es wurde némlich, auch schon
im Altertum, bewiesen, daB nicht nur die Summe der
Quadrate iiber den Katheten gleich sei dem Quadrat
tiber der Hypotenuse, sondern daB ganz allgemein dic
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Flichensumme zweier &hnlicher, tiber den Katheten er-
richteter Figuren gleich sei einer &hnlichen Figur diber der
Hypotenuse. Nebenbei bemerkt liefert dieser erweiterte
pythagordische Lehrsatz einen ebenso einfachen als sinn-
filligen Beweis fiir die ,,erweiterte Eselsbriicke*.

Fig. 42

Die Figur zeigt, daB sich das ganze rechtwinklige
Dreieck durch eine Hohe h in zwei Teildreiecke zer-
legen 1aBt, die einander #hnlich sein miissen, da ihre
Winkel paarweise gleich sind. Man kann nun diese
beiden Teildreiecke als dhnliche Figuren auffassen, die
iiber den Katheten (hier allerdings nach innen) errichtet
sind. Da nun weiter das ganze Dreieck den beiden Teil-
dreiecken infolge Winkelgleichheit ebenfalls &hnlich ist
und auBerdem als ,,dhnliche Figur iiber der Hypotenuse*
aufgefaBt werden kann, ergibt sich die Richtigkeit des
erweiterten pythagoriischen Satzes mit sinnfalligster
Deutlichkeit. Denn die Summe der ,,Kathetendreiecke**
ist ja nichts anderes als das ,,Hypotenusendreieck".

Hypotenuse
Fig.”43
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Es ist auBerdem nach dem erweiterten ,,Pythagorier
auch der Halbkreis iiber der Hypotenuse flichengleich
der Summe aus den IHalbkreisen iiber den Katheten.
Denn Halbkreise sind untercinander stets &hnliche Fi-
guren. Da sich aber der Halbkreis tiber der Hypotenuse
in unserer Figur als Summe der Fliche des recht-
winkligen Dreiecks plus der Fliche der beiden weiflen
Segmente S; und S, darstellt, wihrend dic Halbkreise
tiber den Katheten als Segment S; plus Moéndchen
M, bzw. Segment S, plus Mondchen M, in Erscheinung
treten, muB nach dem erweiterten Pythagorier die
Gleichheit bestehen:

Dreiecksfliche4- S, +S, =(M;+S,) +(M,+8S;) oder
Dreiecksfliche-4(S; +8,) =(M;+M,)+(S; 4+S,) oder
Dreiecksfliche=(M,+M,)4(S; +S,;) —(S, +S,) oder
Dreiecksfliche= M,+M,

Wir sehen zu unserem Erstaunen, daB es rein elemen-
targeometrisch gelingt, die Summe der ,,Méndchen®
zu quadrieren. Denn die Dreiecksfliche kann jederzeil,
als irgendeine rationale Zahl angegeben oder aus-
gemessen werden. Die Moéndchen aber sind allseilig
krummlinig begrenzte Flichen, noch dazu von IKreis-
teilen eingeschlossen, so daB es nahe lige zu glauben,
sie miilten irrationalen Flicheninhalt aufweisen. Es
ist aber — und dafiir gibt es keine Ableugnung —
augenscheinlich das Gegenteil der Fall.

Da man nun, wie erwihnt, fihnliche Dinge schon im
klassischen Altertum wuBte, glaubte man, die Kreis-
ausmessung scheitere nur an der Mangelhaftigkeit der
Methode. Dazu kam aber noch ein Umstand. Ins
Korperliche iibertragen, entspricht der ,,Quadratur*
die sogenannte , Kubatur“, die Darstellung eines
kérperlichen Gebildes in ,,Einheitswiirfeln*. Nun wiire,
grob gesagt, das Problem, ein Kilogramm Birnen ab-
zuwiegen oder einen bauchigen Krug mit dem Inhalt
von zwei Litern herzustellen, von vornherein unmaglich,
wenn es keine ,Kubatur* krummlinig bzw. krumm-
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flichig begrenzter Korper gibe. Quadratur und Ku-
batur scheitern also nicht so sehr prinzipiell am Un-
regelméBigen oder Gekriimmten der Fliche und des
Raumgebildes, als vielmehr am Fehlen der Methode,
die Flichen und Korper rechnerisch zu fassen. Ein
Rechteck, ein Dreieck, eine Pyramide, ein Prisma, auch
noch ein Trapez oder ein Oktaeder kann man qua-
drieren bzw. kubieren, wenn geniigend ,,Bestimmungs-
stiicke'* (Seiten oder Kanten) gegeben sind. Beim Kegel,
beim Zylinder und der Kugel treten infolge des dort
unvermeidlichen z schon Irrationalititen auf. Ebenso
etwa beim Rolationsellipsoid. Wie man aber den kom-
plizierteren krummlinig oder krummflichig begrenzten
Flichen und Korpern beikommen sollle (von deren
einigen man sogar wullte, daB sie quadrierbar und
kubierbar sein n:iissen, da man sich davon durch Wi-
gung iiberzeugen konnte), bildete eines der groBten
Ritsel und brennendsten Probleme der Mathematik.
Obgleich wir damit schon Gesagtes eigentlich wieder-
holen, versetze man sich in die Lage eines Mathe-
matikers, dem folgende Frage vorgelegt wird: Ist es
cine Kubatur oder nicht, wenn 25 Kubikzentimeter
Blei, die in genau gemessenen Wiirfelchen zu je 1 cm?
vor uns liegen, eingeschmolzen werden und man hicrauf
unter der Annahme, da vom Blei nichts verloren ging,
aus dem geschmolzenen Blei irgendeinen unregel-
miBigen, krummfliachig begrenzten ,Kuchen* gieBt?
Wenn man diesen Kuchen dann abwiegt und sich tiber-
zeugt, er habe das gleiche Gewicht mit den 25 Wiirfel-
chen; und wenn man schlieBlich behauptet, der ,,Ku-
chen'* sei kubierbar? Er enthalte ndmlich genau das
Volumen von 25 Kubikzentimeter. Darauf gibt es fiir
den Mathematiker keine andere Antwort als das Ein-
bekenntnis, die Mathematik sei unfihig, die Kubatur
zu leisten. AuBer auf Umwegen. Etwa, wie Archimedes
das Goldvolumen der Krone des Konigs Hieron von
Syrakus dadurch bestimmte, daB er sie unter Wasser
tauchte und die Menge des verdréngten Wassers maQ,
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wodurch das berithmte ,,archimedische Prinzip‘‘ ent-
deckt wurde.

Wir wollen jedoch nicht weiter orakeln, sondern be-
kanntgeben, daB Jahrtausende des Nachdenkens, von
den &ltesten Zeiten bis auf Kepler, doch manches Licht
in das Problem brachten. So hat Kepler im besonders
ergiebigen Weinjahre 1624 in Oberosterreich tiefgriin-
dige Untersuchungen iiber die Weinfisser angestellt und
dabei nicht nur ihre Kubatur erforscht, sondern zugleich
das schwierigere Problem angefaBt, wie man Fisser von
moglichst groBem Inhalt bei kleinstem Holzverbrauch
(das heiBt geometrisch: bei kleinster Oberfliche) er-
zeugen konnte.

Im siebzehnten Jahrhundert — es seien bloB Fermat,
Cavalieri, Pascal, Gregorius a Sto. Vincentio, Wallis,
Sluse, de Witt genannt — riickte man von allen Seiten
dem Quadratur- und Kubaturproblem niiher an den Leib
und fand auch viel Gutes und Richtiges. Dabei be-
diente man sich zum Teil der Methoden des Archimedes,
auf die hier noch nicht néher eingegangen werden kann.
Volles Licht in die Zusammenhénge brachten allerdings
erst Newton und Leibniz durch die Begriindung der
Infinitesimalgeometrie, der Unendlichkeitsanalysis.

Deshalb wollen wir jetzt die historischen Erdrterungen
beschlieBen und versuchen, Schritt fiir Schritt, mog-
lichst sinnfillig das Problem der Quadratur zu lésen.
Wir verzichten dabei bewuflt auf philosophische
Feinheiten, die auch heute noch nicht restlos ge-
klart sind, und gehen dic Angelegenheit in einer
Weise an, die unserem Widersacher oft Gelegenheit
geben wird, die Augen entsetzt zum Himmel zu
richten. Wir sind aber der Ansicht, daB3 ein ungefihres
Verstéindnis besser ist als tiberhaupt keines. Besonders,
wo wir eigentlich nicht mehr verbrechen, als daB wir
Anschauungen wiedergeben, wie sie im achtzehnten
Jahrhundert selbst die gréften Mathematiker nicht
als falsch empfanden. Der ehrgeizigere Leser kann sich
dann immer noch spéter in den Werken groBer und
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strenger Virtuosen der Mathematik von unseren
Ketzereien reinwaschen.

Wir bemerken einleitend, daB das Quadraturproblem?)
in groBer Allgemeinheit erst zugiinglich wurde, als ein-
mal dic Koordinatengeometrie begriindet war. Also im
Wesen nach Descartes. Und wir setzen es uns jetzt
in den Kopf, den Flicheninhalt irgendeiner Fliche zu
berechnen, die keineswegs iiberall geradlinig begrenzt
ist. Etwa der Fliche OBC.

y

Kurve K

Fig. 44

Die Kurve K ist durchaus nicht das Stiick eines
Kreises. Sie ist irgendeine Kurve, allerdings eine, deren
yyGleichung* wir zufillig kennen. Diese Gleichung sei
y=I{(x), das heilt, jedes y ist fiir jedes x dadurch er-
rechenbar, daB ich in die x den konkreten Wert fiir x
einsetze. Wir schreiben absichtlich keine komplizierte
Funktion hin, um spéter leichter rechnen zu konnen.
Es ist aber vorausgesctzt, daB f(x) irgendein ver-
wickelter Ausdruck ist, bestehend aus einer Zusammen-
stellung von x-Potenzen mit Koeffizienten und von

1) Das durchaus &hnliche Problem der Kubatur ver-
nachlassigen wir, da wir nur ,,analytische Geometrie der
Ebene** voraussetzen.
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konstanten GroBen. f(x) heit also irgendein aus
x-Potenzen und Konstanten bestehender Ausdruck,
dessen néihcre Einzelheiten mich momentan nicht inter-
essieren.

Vielleicht stort den Anféinger diese erweiterte All-
gemeinheit. Wir wollen ja jetzt nicht einmal mehr mit
allgemeinen Zahlen, sondern mit noch héheren Ein-
heiten, néimlich mit ,,faustischen Zahlen'* oder Funk-
tionen rechnen. Deshalb erldutern wir den Vorgang
noch einmal kurz:

y=I[(x) wire etwa y=3 |3.

Natirlich koénnte es ebensogut y=3x%4:1x-+9 oder
noch ctwas anderes sein. Etwa y=2]x!—1 (% —|—17).
Gemeinsam ist all diesen Moglichkeiten die Form
y={(x). Das heilt, in allen Fillen islL vorausgesetat,
daB der x-Wert willkiirlich gewiihll werden kann und
sich dann y daraus zwangsliufig ergibt. Daher ist cs
arithmetisch auch dasselbe, ob wir y oder f(x) sagen.
Beide GroBen sind einander ja gleich und sind geo-
metrisch nichts anderes als Ordinalen. Die | fausti-
sche Zahl ist also nichts and.iees als cine Ordinale,
die aus dem jeweciligen Punkt x der Abszissenachse ge-
zogen wird. Die ,Kopfpunkte'* aller Ordinaten aber
bilden die ,,Kurve*.

Noch eine kleine Zwischenbemerkung, bevor wir die
», Quadratur® entdecken gehen. Real gesprochen, heifit
»Funktion* die Tatsache, d:B einz CGrife gesetzmiBig
von einer anderen abhéingt. Jedes Kind weill, daB sich
Gegenstiinde durch Erwidrmung euscchnen. Auf dieser
physikalischen Erfahrung Lerubt ja das Quecksilber-
thermometer. Ich darf nun sagen, dall die Ausdehnung
eine Funktion der Temperatur =i, Solche Beispicle
lassen sich zu Tausenden ersinnen. Die zuriickgelegle
Strecke bei einer Reise ist eine ,,Fuuktion'* der Reise-
geschwindigkeit. Die Schnelligkeit des Falls von
Korpern ist ecine Funktion der Anziehungskraft der
Erde, dic GroBe des Menschen eine Funktion des Alters.
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Auch die Giite des Weines und Gorgonzolakiises kann
eine Funktion des Alters sein.

Da aber etwa auch der Fliacheninhalt eines Kreises
vom Radius abhiingt, so ist die Kreisfliche eine Funk-
tion des Radius. Als weiteres Beispiel noch eine Be-
trachlung aus dem Alltagsleben: Jeder versierte Rau-
cher weill, daB Zigaretten milder schmecken, wenn sie
dicker sind. Derselbe Tabak in einer diinneren Hiilse
schmeckt schirfer als in ciner Hiilse gréBeren Durch-
messers. Wie liBL sich das erkliren? Nun, sehr einfach.
Die Papiermenge wiichst bei groBerer Zigarettendicke
in ,lincarem* MaBstab. Umfang=2rm. Ist r etwa
5mm,dann bekommt man den Rauch von(2:5-3-14)mm,
also etwa 31°4 mm Papicr zu schlucken. Wird r=10mm,
dann verbrennt ein Papicrumnfang von (2-10-3:14) mm,
also 628 ..mm. Die Tabakfliche, die brennt, ist da-
gegen durch F=r2z ausgedrickt. Bei r=5 mm ist sie
25-3'14..) mm*=785... mm? bei r=10 dagegen
(100-3-14 . .) mm?=314"1 . . mm?. Nun die Nutzanwen-
dung: Die ,,Milde* ist cine quadralische Funktion von
r, die ,,Schiirfe’* eine bloB lineare. Wollte ich die ,,Bild-
kurve'* zeichnen, wiirde ich schen, daB die ,,Milde** un-
gleich rascher steigt als die ,,Schérfe*'!). Deshalb sind
eben dickere Zigaretten bei Materialgleichheit milder
als diinncre.

Zum AbschluBl ein parodoxes Beispiel, das wir dem
ausgezeichneten Buch von Georg Scheffers entnehmen.
Es sei um den Aquator ein eiserner, genau anpassender
Ring gelegt, der aus lauter Teilstiicken zu je einem
Meter besteht. Die Erde ist als geometrisch ideale,
glatte Kugel angenommen. Wieweit, fragen wir, wird
der Ring sich lockern, wieweit wird er ringsherum um
die Erde abstchen, wenn ich an irgendeiner Stelle ein
Meterstiick einfiige. Jeder wird nach dem ,,Haus-
verstand* antworten, da} man die Lockerung iiber-

_ 1) Die ,,Milde* steigt in einer Parabel, die ,,Scharfe*
in einer geraden Linie.
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haupt nicht bemerken wird. Ein Abstand von der
Erde wird sicherlich nirgends sichtbar sein, da er
hochstens einige Milliontel von Millimetern betragen
konnte. Nun, so billig ist die Sache keineswegs. Unser
Beispiel wird uns nicht bloB von der UnverlaBlichkeit
des ,,Hausverstandes*, sondern auch von der wunder-
baren Eindeutigkeit der Mathematik tiberzeugen.

Wir schlieBen folgendermaflen: Der urspriingliche
Kreis hat den Umfang 2rz. Folglich ist der Radius

”" Der um das Meterstiick erweiterte Kreis hat den
Umfang (2rz+-1), folglich den Radius 2572, da jeder
Radius nach der Forme] Y2228 5, beleclmen ist. Nun

subtrahieren wir den kleineren vom gréBeren Radius,
wodurch wir den Abstand des neuen Kreisringes von
der Erde erhalten missen. Also

Zrafl rx  Abstend= A
2 2%
2rxn 2rn
Tt e =A

A= (Abstand)= 2l“

Dawir MetermaB verwendeten,ist 1 :2z=1m:6-283. .,
was 15°92..cm oder rund 16 cm ergibt. Wahrhaftig,
ein verbliffendes Resultat! Der Kreisring um die Erde
wird also durch Hinzufligung eines einzigen Meters zu
den restlichen 40.000 Kilometern tiberall um 16 cm von
der Erde abgeriickt. Der Mathematiker allerdings wun-
dert sich nicht. Denn er sieht aus der Bezichung

1

A= R

daB der Abstand nur von xz abhiingt, also von einer

GroBe, die mit dem jeweiligen Radius nichts zu tun
hat. Er wiirde schreiben

y=A=f(x)
und damit zum Ausdruck bringen, daB der Abstand
bei Einfiigung eines neuen Kreisstiickes stets um das

286



gleiche wachst, ob es sich nun um den Aquator, einen
Fingerring oder um die als kreisférmig angenommene
Neptunbahn handelt. Stets ist allgemein
8o
Y=gz
wobei St das eingefiigte Stiick bedeutet. Fiige ich gar
etwa einen ganzen Kreisumfang ein, also 2rmz, dann
erhalte ich Sre

y=3_-=r,

25

was nichts anderes sagt, als daB bei einem Kreis von
doppeltem Umfang auch der Radius aufs Doppelte
wichst. Das aber wissen wir schon vom ,,Zigaretten-
beispiel’’, allerdings in umgekehrter Weise.

Fiir ,,Naturverstandler* will ich nur beifiigen, daB ja
16 cm auch im Verhéltnis zum Erdradius im selben Ver-
hiiltnis so wenig bedeuten wie der Meter zum Erdéquator.
Wenn man das gehorig erfaflt hat, wird man wissen

16 cm:Erdradius= 1 m:Erdumfang

und wird befriedigt sein.

Jetzt aber, wieder um ein Stick gebildeter und
clastischer, miissen wir uns der Quadratur zuwenden.

Wir legten uns schon frither die Aufgabe vor, ein
Fliachenstiick zu berechnen, das etwa durch eine uns
bekannte Kurve mit der Gleichung y=1(x), der Ab-
szissenachse und durch zwei Ordinaten y, und y, be-
grenzt wiire (s. S. 288).

Es ist aus der Figur ersichtlich, daB unsere gesuchte
Fliche zwischen der Summe aller senkrechten Flichen-
streifen (Rechtecke) liegen wird, bei denen die schraf-
fierten kleinen Rechtecke nicht mitgezidhlt sind und
zwischen der Summe aller Streifen, bei denen diese
schraffierten Rechtecke mitgezahlt sind. Wire keine
Kurve, sondern eine Gerade vorhanden, dann hitte ich
leichtes Spiel. Denn dann wire jedes der schraffierten
Rechtecke halbiert und ich kénnte alles sehr einfach
berechnen. Da wir aber nun gerade eine Kurve zur
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Kurve g

Fig. 45

Grundlage der Quadratur beniitzen wollen, miissen wir
weiter forschen. Wie groB ist einmal die Summe der
sogenannten ,,der Kurve einbeschricbenen'* Streifen.
Wir haben die Streifen numeriert:

Streifen I ist (x,—x,):y,

Streifen IT  ist (x3—xX.)'y,

Streifen III ist (x,—xj) ¥y,
usw. bis

Streifen VIII ist (x,—xXg):vs-

Da nun aber weiter (x,—x,} gleich ist (x;—x,)
usw., da ja die x um gleiche Betrige nach rechts riicken,
nennen wir diese Differenzen, die alle gleich sind, einfach
4x. Somit ist die Summe der einbeschriebenen Streifen

Se=y 43+ yAx+y dx+ydx+ydx+y dx+
+y:dx+4ydx.
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Die Summe der umbeschriebenen Streifen, deren
jeweilige Hohe naturgeméB groBer ist als die der ein-
beschriebenen, da ja noch die kleinen geschrafften
Rechtecke dazukommen ist laut Figur:

Su=Y: dx+ysdx+y dx+ydx+ydx+y,dx+
+yedx+ydx
Wenn wir uns nun erinnern, daB man solche Summen
mit dem Summenbefehl schreiben kann, diirfen wir

8
die erste Summe S,= 7y Ax und die zweite Summe
ZJyQAx setzen. Welt.ers dirfen nach dem distri-

butlven Gesetz die Faktoren, die bei allen Summanden
vorkommen, vor das Summenzelchen gestellt werden.

8 9
Ich darf also Ax)}yy, und AxJSgy, schreiben.

2
Wenn wir weiters die gesuchte richtige, von der Kurve
begrenzte Flache mit F bezeichnen, dann wissen wir, da3

8 9
AxEYv <F <Ax2}'os
1 2

was nichts anderes ist, als die mathematische Formu-
lierung dafiir, daB die von der Kurve begrenzte Flache
zwischen der Summe der einbeschriebenen und der
umbeschriebenen Flichenstreifen liegt.

Man konnte sich nun der groBen Miihe unterziehen,
mit Hilfe der bekannten Gleichung y=1£(x), die y-Werte
fir alle x-Werte wirklich auszurechnen. Dadurch er-
hielte man sowohl die Fliche der einbeschriebenen als
der umbeschriebenen Rechtecke und wiiBte, daB die ge-
suchte ,, Quadratur*‘ irgendwo zwischen diesen Werten
liegt. Machen wir nun das Ax kleiner und kleiner,
die Flachenstreifen also schmaler, dann wird der
Zwischenraum zwischen der ,,Innensumme und der
»AuBensumme** der Streifen, wie man leicht aus einer
entsprechenden Zeichnung sehen konnte, stets kleiner
werden. Wenn man nach dieser Met.hode, die uns die

19 Colerus: 1x1 289



Wirklichkeit stets besser erschépft (daher Exhaustions-
methode von exhaurire = ausschopfen), fortfihrt,
kommt man schlieBlich zu ganz guten angeniherten
Ergebnissen. Allerdings ist die Arbeit ungehecuer groB
und das Resultat, wie erwiihnt, nur angendhert. Man
stelle sich etwa vor, die Parabel y=% 43 fir den
Bereich von x;=05 und x;3,,=10 zu ,erschopfen*.
Man miiBte zuerst feststellen, wie groB Ax ist. Da ich
zwischen x=>5 und x=10 nicht wenigol als 999 Flichen-
streifen legen soll, wire Ax= “;9: 099+ Nun miiBte ich
Schritt fiir Schritt tausendmal das y berechnen. Also fiir

x1=5 \' ——+3 8
2
999 Vo= +3
10
1 ("" 999)
X3= 5+§@‘ Yi= —5 + 3
usw.

Dann miiBte ich weiters siimtliche einbeschrichenen
und sdmtliche umbeschriebenen Flichenstreifen be-
rechnen. Also:

5 40
einbeschriebener Streifen 1—y,4x—=8-— 999 — 599

((5’*'%)2_‘_ - 5

T » 2=Y'3"x= 5 3J m
usw. i
5+ 59)

. . 999 b

umbeschriebener Streifen 1=y, dx—= ] 5 +3(- 999
- 10\*

g (° + m) 5

» »” =Ydx= _5—+3J *599

Usw.
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Wenn man nun auch 1000 Streifen statt 999 hatte
wihlen kénnen, um die Rechnung zu vereinfachen und
wenn auch weiters jeder nichstfolgende umbeschriebene
dem vorhergegangenen einbeschriebenen Streifen gleich
ist, sieht man doch, daB schon eine so einfache Funk-
tion wie "

geradezu unerhorte Schwierigkeiten macht und daB
man aulerdem nur erst ein angeniihertes Ergebnis
dadurch erhalt.

Man sieht aber noch etwas anderes: daB n#mlich
die Genauigkeit zunchmend wiichst, in je mehr Streifen
wir die Fliche zerlegen. Wenn wir also das A4x so klein
als moglich wihlen diarften, wenn wir aus 4x das dx,
das eben noch ,hinschwindend* eine GréBe besitzt,
zur Grundlinie der Flichenstreifen machen konnten,
dann wirden wir eine genaue Quadratur erhalten.
Dazu aber miften wir unendlich viele y berechnen,
denn jede Linge des x besteht, aus unendlich vielen dx.
Wir fordern also zur Quadratur eine Operation, die es
erlaubt, die Summe aller, innerhalb eines Bereiches
von x, bis x, gelegenen bzw. von diesen FuBpunkten
aufragenden Ordinaten mit dx zu multiplizieren. Der
groBe Cavalieri schrieb daher das Quadraturproblem als
»Summa omnium y** (,,Summe aller y*‘). Und Leibniz
notierte auf jenem welthistorischen Zettel am 29. Ok-
tober 1676 die Worte: ,,Es wird niitzlich sein, von nun
an statt ,summa omnium y* des Cavalieri das Zeichen

ydx zu schreiben . . .*

Wirsind damit eigentlich auf dem Gipfel unseresBuches
angelangt. Leibniz behauptet, es sei niitzlich, statt
des ,,Summa omnium y*-Befchls einfach den Integral-
befehl?) f ydx zu erteilen. Ist das nicht bloB eine Wort-

1) Das Wort Integral wurde von Jak. Bernoulli ge-
prigt und mit Leibniz einverstindlich als Bezeichnung
des neuen Algorithmus fydx festgesetzt.



spiclerei? Oder steckt doch mehr dahinter? Etwa
wieder eine ,,wahre Kabbala‘?

Das miissen wir jetzt Schritt fiir Schritt untersuchen.
Auf jeden Fall wissen wir schon, was von uns verlangt
wird. Wir wollen es noch verdeutllichen. Wie beim
Summenzeichen werden wir den ,,Bereich‘* des Integrals
notieren und dieses dadurch zum ,,bestimmten‘* Inte-
gral machen. Ist das erste x, das uns interessiert, etwa
gleich a und das Ende des Bereiches x=D0, dann
schreiben wir: b

f ydx
a

und lesen: ,,Integral iiber y von a bis b*. Oder ,,Inte-
gral von y von der Untergrenze a bis zur Obergrenze b*.

Nun wollen wir einen weiteren Schritt vorwirts
machen. Wir wissen, daB y gleich ist f(x). Daher
konnen wir auch schreiben

b b
fydx=ff(x) dx.

Der Befehl also wire da. Nun fehlt aber noch das
Rezept zur Ausfithrung des Befehls. Denn an und
fiir sich ist der Befehl wieder einmal der helle Wahn-
sinn. Wir werden uns zur Konstatierung dicses psycho-
pathischen Verlangens cinmal ansehen, was im Bauche
des Integrals vorgehen muf3, um den Befehl zu erfiillen.
Diese Zaubermaschine soll nicht weniger leisten, als
folgende unendliche Summe zu bilden:

1. Flachenstreifen f(a)-dx

2. " f(a4dx)dx
3. . f(a42dx)dx
4. o f(a+3dx)dx

usw. unendlich oft,
vorletzter Flachenstreifen f(b—dx)dx
letzter ” f(b)-dx.

Dabei bedeuten f(a), f(a4-dx) usw. die y-Werte,
die bei dem jeweiligen x=a, x=a-4}dx, x=a-}2dx
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usw. resultieren. AuBerdem soll das dx gleich sein
limO, also den letzten Wert vor dem Nichts repriisen-
tieren. Oder wie man ungenau sagt: dx soll unendlich
klein sein.

Da nun Leibniz und all die anderen groBen Geister,
die diese Wissenschaft begriindeten, alles andere eher
als geistesgestort waren, wollen wir nicht weiter griibeln,
sondern wir werden jetzt das Wunder dankbar aus
ihren Hinden in Empfang nehmen.

Fanfundzwanzigstes Kapilel

Das Differential und das Problem der
Rektifikation

Wir haben zu wicderholten Malen schon von 4x,
von Ay, von dx und von dy gesprochen. Besonders
dx und dy bezeichneten wir als eine Art Schliissel zum
Tor der hoheren Mathematik. Wir werden uns also
jetzt einmal diese winzigen Dinge niher ansehen. Dabei
miissen wir bemerken, daB schon der Ausdruck ,,Dinge**
eine schwere Ketzerei ist. Die Differentiale sind nicht
einmal ,,Undinge*’. Sie sind, theoretisch richtig, ver-
schwundene oder ,,hinschwindende‘* Differenzen, sind
Grenzwerte der kérperlich noch faBharen Ax und 4y.

Wenn wir sie gleichwohl verdinglichen, so hat das
sowohl historische als piidagogische Griinde. Da wir
in diesem Buche nur einfithren wollen, nur gleichsam
das erste Verstandnis fir Infinitesimales wecken miissen,
so konnen wir gar nicht gegenstindlich genug vor-
gehen. Geschichtlich hat unsere Wissenschaft auch sehr
sinnfillig begonnen. Und durch diese Sinnfilligkeit
wurden die ersten groSen Entdeckungen gemacht. Daf3
dann auf diesem Grundsockel jede logische Verfeine-
rung durch zwei weitere Jahrhunderte geleistet wurde,
berechtigt niemanden, die ersten Bahnbrecher als
primitiv anzusehen. Auch der herrlichste Diamant
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wird aus der blauen Erde Siidafrikas oft wie ein triiber
Glasscherben zutage gefordert. Sicherlich ist die Arbeit
der Steinschleifer von Amsterdam nicht zu verachten,
die den Stein schlieBlich im Glanze tausendfachen
Facettenschliffs aufblitzen lassen. Aber ohne Diamant
kein Schliff. Und ebenso ohne eine vielleicht grobe
Vorstellung des ,,Differentials** keine modernste puri-
tanische Mathematik.

Wir vertagen also alle subtilen Fragen auf die Zeit,
wo wir durch lange Studien simtliche Grundlagen be-
herrschen werden. Dann werden wir auch mit Ver-
gniigen die Prazision eines Cesaro, eines Kowalewski,
eines Peano und anderer bewundern und genielen
konnen.

Far jetzt aber stellen wir uns beherzt eine Kurve
vor, bei der durch Wachsen des x auch das y wéchst. Zu-
wachs des x ist 4x, Zuwachs des y ist 4y [oder 4f(x)].

Y R/’ Kurve
L
P J ’
N
A
/ y Y
B %
Ax
Fig. 46

Das x, dessen zugehoriges y uns den Punkt P der
Kurve eindeutig feststellt, ist um Ax, also um einen
endlich groBen Betrag gewachsen. Dadurch sei das
neue y zwangsldufig entstanden, das sich als (y+4y)
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darstellt. Ordinaten-Endpunkt ist der Kurvenpunkt P,.
Das Stiick PP, ist ein gekriimmtes Stiick der Kurve.
Wiirde ich nun nicht um den endlich groBen Betrag 4x
auf der Abszissenachse vorriicken, sondern etwa nur
um einen gleichsam unendlich kleinen Betrag dx, so
wire die Kurve auch gestiegen. Allerdings in unserem
Fall auch nur um ein verschwindend kleines Stiick dy.
Die Punkte P und P, wiirden in einen ,,Doppelpunkt*
zusammenricken und das Kurvenstick PP, wire
ebenfalls verschwindend klein: So klein, daB es gleich-
giiltig ist, ob wir es als krummes oder gerades Stiick-
chen betrachten. Dieses ,,Gleichgiltig*, ob gerade oder
krumm, ist der Angelpunkt der Unendlichkeitsanalysis.
Denn dadurch gewinnen wir die Maglichkeit, alle
Regeln geradlinig begrenzter Figuren auf Kurven-
teilchen anzuwenden. Wir werden hievon sowohl bei
der ,,Quadratur** als bei der ,Rektifikation‘‘l) Ge-
brauch machen. Um aber unsere Erkenntnis noch zu
vertiefen, wollen wir uns das sogenannte ,,charakteristi-
sche Dreieck' Leibnizens ansehen. Leibniz fand im
NachlaB Blaise Pascals eine Zeichnung, die ganz
anderen Zwecken (nimlich der Untersuchung der
Sinusfunktion) diente. Diese Zeichnung aber fiihrte
Leibniz wie eine Fackel, die bisher Verborgenes er-
hellte, zu seiner groBen Entdeckung, der Differential-
rechnung. Um nicht zu verwirren, wollen wir das
ptriangulum characteristicum*'* (char. Dreieck), ohne
im Wesen etwas zu #ndern, ein wenig anders zeichnen,
als dies Pascal und Leibniz taten (s. S. 296).

An eine beliebige Kurve sei im Punkte A cine Tan-
gente gelegt. Auf dieser Tangente gibe es rechts und
links von A in gleichen Absténden die Punkte B und C.
Es ist nun nach einfachsten geometrischen Gesetzen
offensichtlich, daBB das schraffierte Dreieck &hnlich ist
dem dickgerinderten Dreieck. Denn die Hypotenuse
des dickgerinderten Dreiecks steht senkrecht auf der

!) Wird spater erklart!
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Kurve
A
. O— E—) (—: X
Fig. 47

Hypotenuse des schraffierten, was vorausgesetzt ist.
Und die lingere Kathete des dickgeréinderten Dreiecks
ist senkrecht zur lidngeren Kathete des schraffierten.
Daher sind dic spitzeren Winkel der beiden Dreiccke
gleich. Wenn aber in zwei rechtwinkligen Dreiecken
ein spitzer Winkel gleich ist, ist auch der andecre spitze
Winkel in beiden gleich (er mufl 90— aGrade sein). Drei-
ecke, in denen aber alle Winkel paarweise gleich sind,
heiBen eben &hnliche Dreiccke. s

Nun wiirden die Punkte B und C auf der Tangente
gleichmiBig gegen A zu gleiten. Dadurch wird das
schraffierte Dreieck immer kleiner, ohne jedoch an
seiner Gestalt etwas zu veriindern. Wir konnen uns
schlieBlich vorstellen, daB B und C im Punkt A zu-
sammensfoBen. Nun haben wir das Wunder der Dil-
ferentiale in der Hand: Im Punkt A befindet sich jetzt
gleichsam ein mikroskopisch kleines, dem freien Auge
unsichtbares Dreieck. Seine Gestalt ist riesengroBl im
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dickumrénderten Dreieck vor uns stehen geblichen.
Dadurch auch die GréBe seiner Winkel und das Ver-
hiltnis seiner Seiten. Es gibt aber noch ein zweites
Wunder. Die Hypotenuse des schraffierten Dreiecks ist
ein Stiick der Tangente im Punkte A. Es sieckt also
im Punkt A, der ja der Kurve und der Tangente ge-
meinsam ist, ein winziges gerades Tangentenstiick-
chen, das aber dazu noch ebensogut ein winziges
Kurvensiiickchen ist.

Wir geben zu, daB diese Januskdpfigkeit des ,,Kurven-
clementes‘’, das einmal krumm, einmal gerade sein soll,
etwas von ,schwarzer Magie* an sich hat. Man denke
aber an die Kette cines Fahrrades, die ja, sogar sehr
grob, aus geraden Stiickchen besteht, und sich gleich-
wohl um die kreisrunden Zahnrider schmiegt. Und
denke sich jetzt noch die Kettenglieder als unvorstellbar
winzig. Natirlich gibt es logisch einen Punkt, wo etwas
aufhort, gerade zu sein. Gerade und krumnm sind vom
einen Standpunkt betrachtet so verschieden wie Feuer
und Wasser, schwarz und wei3. Vom anderen Stand-
punkt aus kann man sich sehr gut einen Ubergang
vorstellen. Die Oberfliche eines Teiches erscheint uns
ideal eben. Gleichwoll ist siec wegen der Kugelgestalt
der Erde meBbar gekriimmt. Noch weniger gekrimmt
wire die Oberfliche desselben Teiches auf einer Kugel
von Sonnengréfe. Nehme ich eine Kugel von der GréBe
des MilchstraBensystems, wird die Krimmung noch
kleiner usw. ins Unendliche. Unsere Annahme des
Differentials setzt aber solch kosmische Annéherungen
voraus. Denn es ist ,,denkbar*, dic Punkte B und C
stets niher aneinandcrzuriicken.

Im Idealfall enthilt also unser Punkt A ein winzig-
stes geschrafftes Dreieck, das dem ,,charakteristischen*
Ghnlich ist und das wir uns, riesenhaft vergrdBert,
zeichnen konnen (s. S. 298).

Seine drei Seiten nennén wir ,,Differentiale’*. Die
eine Kathete, die mit der Abszissenachse parallel ist,
heit dx, die andere Kathete heiBt dy und das janus-
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ds

dx
Fig. 48

x

kopfige ,,Kurven-Tangenten-Element', das sich uns
als Hypotenuse prasentierl, taufen wir ds.

Nun hatten wir aber an jedem Punkt der Kurve die
Spitze eines charakteristischen Dreiecks annehmen
koénnen. Wenn wir dann weiters an jedem Punkt unseren
Trick vorgenommen hitten, wiirde unsere Kurve sich
gleichsam aus einer Perlenschnur solcher geschraffter
Dreieckchen zusammensetzen. Die Kurvenlinge aber
wire die Aneinanderfiigung aller Elemente ds. Und ecin
riesenhaft vergroBertes Stick der Kurve sihe so aus:

ds,
o == dy,
i LI dxs
ds, dxy
{ ‘.. dy,

o7
b

dx,

- -
Fig. 49
Nun wiirde man aber den Sinn der Analyse mif-

verstehen, wenn man allzusehr am charakteristischen
Dreieck klebte und dabei unsere erste Zeichnung ver-
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giBe. Wir missen nfimlich beachten, daB dx,, dx,
usw. winzige Zuwichse von x sind. dy, usw. sind die
aus der Kurvengleichung y=f{(x) sich zwangsliufig
ergebenden Zuwichse von y. Und die ds;, dsg usw.
sind die dabei entstehenden Kurventeilchen bzw. die
Tangentenstiickchen. Jede Kurve kann man sich nim-
lich auch aus unzihligen Tangentenstiickchen ent-
standen vorstellen. Wenn etwa eine Loschwiege auf
dem Papier schaukelt, dann ist das Papier die Tangente
und die Wiegenkufe dic Kurve. Wiirde ich die Sache um-
drehen, die Wiege mit o

der Kufe nach oben auf
das Papier stellen und
dann ein starres Lineal

Fig. 50

in der gezeichneten Weise iiber die Kurven legen,
dann wiire das Lineal in jedem Punkt die Tangente
rnd man kénnte sich die Kriimmung der Kufe aus
unendlich vielen Punkten oder Stiickchen der Tan-
gente entstanden denken. In der Geometrie werden ja
Kurven héufig aus Tangenten konstruiert. Streng
genommen ist die ZirkelreiBfeder auch nichts andercs
als ein Stiickchen der Kreistangente.

Nun sind wir soweit, daB wir knapp vor einer rie-
sigen Zusammenfassung stehen, die uns mit einem
Schlag den ganzen Algorithmus der héheren Mathematik
liefern wird.

Zuerst die ,,Rektifikation*’. Darunter versteht man
die Ausmessung der Linge einer Kurve. Da wir nur
mit geraden MaBstdiben messen, miissen wir gedank-
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lich die Kurve ,rectam facere', das heiBt gerade
machen. Daher der Ausdruck Rektifikation (Rectifi-
catio). Das ist im Prinzip nicht so schwer. Friiher
glaubte man, jede Kurve sei in ihrer Lénge nur durch
eine Irrationalzahl auszudriicken wie die Kreislinie bei
rationalem Radius. Wir haben schon darauf hinge-
wicsen, daB Irrationalitit ectwas relatives ist. Iiir
Kurven iiberhaupt braucht niemals Irrationalitét der
Kurvenlinge zu bestehen. Ich kann ja jede Schnur in
einer Kurve auf den Tisch hinlegen. Dies aber nur
nebenbei. Wir wissen — um zur Rektifikation zuriick-
zukehren —, da die Kurve cine unendliche Perlen-
schnur aller ds ist. Jedes ds ldBt sich aber nach dem
Lehrsatz des Pythagoras ausdriicken als (ds)®=(dx)*4
-+ (dy)? oder ds=Yy(dx)*4(dy)3. Das wiire in schonster
Ordnung. Fehlt nur noch die Kleinigkeit, wie wir die
unendliche Summe aller ds bilden sollen. Hier stoen
wir auf einen dem Integral analogen, fiir uns noch
unausfiithrbaren Befehl. Und es hilft uns wenig, wenn
wir vermuten, daB die Bogenlinge zwischen den Gren-
zen x=a und x=>b gleich sein dirfte dem Integral
aller ds oder dem Integral aller y(dx)*4(dy)?, was ja
b

dasselbe sein muB. Das Integral fds konnen wir noch

a
nach dem Naturverstand lésen. Es ist einfach die
Kurvenlinge s zwischen den Abszissen a und b. Davon
haben wir aber nichts. Denn das ist ja nicht die Ant-
wort, sondern die Frage. Die Antwort wiire die Losung

b
des Integrals [y{dx)*+(dy)?, wobei wir hoffen, fiir

a
die Rechnung die Gleichung der Kurve y=f{(x) irgend-
wie verwenden zu konnen. Aber wie?

Damil sind wir zum Ausgangsproblem zuriickgekehrt.
Wir wissen jetzt sowohl bei der Quadratur als bei der
Rektifikation genau, was wir machen sollen. Wir
haben sogar cin schones Zauberzeichen, das Integral-
zeichen. Aber wir stehen wie angewurzelt und konnen
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den Befehl gleich jenem Triumenden nicht erfiillen,
der gelahmt an seine Stelle gebannt ist und endlich
in Angstschweill gebadet erwacht. Dieses erlésende Er-
wachen aber wird uns das niichste Kapitel bringen.

Sechsundzwanzigstes Kapitel

Beziehungen zwischen
Differentialquotient und Integralbefehl

Wir haben schon friither einmal gezeigt, daB man
rein arithmetisch zwar nicht die einzelnen Differen-
tiale, wohl aber ihr Verhiiltnis zueinander, den so-

dy

genannten Differentialquotienten zT bestimmen kann,

wenn uns eine Funktion y=f{(x) gegeben ist. Wir
haben dicse sogenannte ,,Ableitung'‘ oder ,,derivierte
Funktion", wie der Wert des Differentialquotienten
auch heiBt, an zwei Beispielen zu gewinnen versucht
und wirklich gewonnen. Und der Leser darf es uns
glauben, dafl jede beliebige Funktion durch mehr
oder weniger verwickelte Rechnungen differentiierbar
ist1). Die Differentialrechnung, deren Grundregeln wir
bald kennenlernen werden, ist eine Rechnungsoperation,
die mit derselben Sicherheit gehandhabt werden kann
wie etwa die Multiplikalion. Ob sie zu den thetischen
oder lytischen Rechnungsarten gehort, dariiber sind
die Ansichten geteilt. Sie hat ndmlich Eigenschaften
von beiden Typen der Rechnungsoperationen. Dariiber
aber wollen wir uns vorldufig weiter nicht den Kopf
zerbrechen, sondern vielmehr untersuchen, ob uns die
Diffcrentialrechnung nicht vielleicht den Schliissel zur
Bewiilligung der Integralrechnung an die Hand gibt.
Und zwar wollen wir die Geometrie fiir einige Zeit
verlassen und der Angelegenheit rein formal und

1) Natdrlich nur, wenn sie nicht Eigenschaften hat,
die dem Wesen der Differentiierbarkeit zuwiderlaufen,
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arithmetisch an den Leib riicken. Schon bei den Ima-
gindrzahlen ist es uns gelungen, mit Hilfe einer Glei-
chung ein scheinbar unzugingliches Ritsel, die GroBe
des Drehungsfaktors bei 90 Graden, zu lésen und
diesen Faktor als i zu entlarven.

Bei der Quadratur ecrhiclten wir Befehle von der
Form Fliche=[ydx und [f(x)dx. In beiden Befchlen
steckt sowohl die Funktion der Kurve (einmal als
Ordinate y und einmal als in x ausgedriickter gleich
groer Wert dieser Ordinate) als auch das dx. Die
erste Frage, die wir zu untersuchen haben, ist nun,
ob dieses dx aus der Funktion f(x) stammt. Dies ist
offenbar nicht der Fall. Denn wir kennen bisher nur
eine Gleichung

o' (x)

Ein dx gehort nach unseren bisherigen Erkenntnissen
nicht zu einer ,,Stammfunktion*, sondern zu einem
Differentialquotienten einer Stammfunktion, den wir
als y’ oder f{’(x) schreiben. Nun machen wir in Ge-
danken einen kithnen Kunstgriff, den Leibniz an jenem
historischen 29. Oktober 1676 machte. Wir betrachten
nimlich die Integrale so, als ob nicht eine Stamm-
funktion, sondern als ob ein Differentialquotient hinter
dem Integralzeichen stéinde. In Wirklichkeit hat sich
gar nichts geéindert, das sei nochmals betont. Geéindert
hat sich bloB die grofic Kabbala unserer Auffassung.
Hitte die zu quadrierende Kurve etwa die Gleichung
y=x2 gehabt, so bleibt es dabei. Wir behaupten blo8,
daB es noch eine andere, die Stammfunktion F(x)
gibe, von der unsere Funktion y=x2 ebhen der Differen-
tialquotient sei.

Wir sind uns klar, daB dicses Umdenken die groBte
Schwierigkeit der Unendlichkeitsanalysis ist. Wenn
man diesen Kunstgriff einmal verstanden hat, ist alles
andere leicht und eine mehr oder weniger rechen-
mechanische Angelegenheit. Trotz der Schwierigkeit
der Sache wollen wir aber vorliufig nicht verweilen,
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sondern weiterschreiten. Wir nehmen also kurzerhand
an, wir hitten einen Differentialquotienten vor uns
a=r(x)=y

Arithmetisch ist das eine Glelchung wie jede andere.
Und ich kann sie formal nach den Regeln der Glei-
chungslehre behandeln. Also sie etwa mit dx multi-
plizieren. Dabei darf es uns nicht weiter stéren, dafl
das Gleichheitszeichen zweimal erscheint. Denn hitte
ich ein Rechteck mit den Seiten a=5 und b=3, so
diirfte ich ja auch schreiben Fr=a-b=5-3 oder sogar
Fr=a-b=>5:3=15 und alles bliebe richtig, wenn ich
mit 2 multiplizierte: 2Fg==2a-b=2:5-3=30. Also wir
multiplizieren mit dx und erhalten

W dx="{'(x)dx=y'dx oder

dy =f'(x)dx=y'dx

Da wir aber nach unserer Waageregel die Gleichheit
nicht fndern, wenn wir an gleichen Dingen gleiche
Rechnungsoperationen vornehmen, dirfen wir auch
auf beiden oder hier auf allen Seiten der Gleichung
den Integralbefchl erteilen. Also:

[dy=[l'(x)dx=[y'dx.

Nun sind wir zu unserer Uberraschung einer héchst
wichtigen Eigenschaft des Integrals auf die Spur ge-
kommen. Es ist die Gegenoperation der Differential-
rechnung. Denn wiirde ich wieder alle Integrale fort-
lassen (ent-integricren konnte man auf unserer Stufe
sagen), dann wiirde ich wieder

dy=['(x)dx=y'dx
und bei Division durch dx

ax =10 Gi=y &=
—[' (x) _y ’
also den wurspriinglichen Differentialquotienten er-
halten. Nun brauchen wir uns bloB noch darum zu
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kiimmern, was [dy bedeutet. Es ist eine unendliche
Aufsummierung aller dy, also aller y-Zuwichse in dem
von uns gewihlten Bereich der Kurve. Natiirlich jener
Kurve, die ich differentiiert habe, um f’(x) oder y’
zu erhalten. Also der Kurve, die der mir beim Integral
unbekannten ,,Stammfunktion* y=F(x) entspricht.
Das [dy ist also einfach y oder F(x), da dies ja das gleiche
bedeutet. Und ich darf schreiben:

F(x)=y=/y'dx=[l'(x)dx.

Damit ist das Problem der Integralrechnung ge-
stellt. Es lautet: Haben wir eine beliebige Funktion
zu integricren, dann ergibt sich als Resultat der Inte-
gration der Wert der ,,Stammfunktion®, deren Dif-
ferentialquotient die uns zum Integrieren vorgelegte
Funktion ist.

Gewdhnlich wird die ,,vorgelegte* Funktion f(x) und
die Stammfunktion F(x) geschrieben. Diese Schreibart
ist fiir den Anfinger jedoch verwirrend, weil bei
y={(x) und y=F(x) das y zwei verschicdene Werte
vorstellt. Man sollte entweder y=F(x) und y'=f(x)
oder am konsequentesten gleich y=F(x) und y'=1{'(x)
schreiben. Nur cin Mensch, der sich die Infinitesimal-
rechnung im Selbststudium angeeignet hat, kann be-
urteilen, was fiir Schwierigkeiten die kleinste Ab-
weichung von konsequenter Schreibung dem An-
fanger macht. '

Nun wissen wir also, daf
F(x)=y=[r'(x)dx=[y"dx
bedeutet. Dabei miissen wir noch eine naheliegende
Frage stellen. Warum hatten wir bei Quadratur und
Rektifikation zum Integral dic Grenzen hinzugesetzt,
withrend wir sie hier weglicBen? Die Frage ist nicht
leicht zu beantworten. Es gibt ndmlich ein sogenanntes
pbestimmtes** und ein ,,unbestimmtes‘* Integral. Das
bestimmte zeigt uns die Aufsummierung innerhalb
eines begrenzten, das unbestimmte dagegen die Auf-
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summierung innerhalb eines unbegrenzten Bereiches.
Beildufig verhalten sich das bestimmte und das un-
bestimmte Integral zueinander wie eine konkrete und
eine allgemeine Zahl. Habe ich das ,,unbestimmte*
Integral gefunden, das auch das ,,allgemeine’* heifit,
dann kann ich stets durch Einsetzung von Grenzen
zu einem ,bestimmten* oder ,konkreten* Integral
kommen. Wir werden das bald an praktischen Bei-
spiclen kennenlernen.

Jetzt aber miissen wir uns der Differentialrechnung
zuwenden, um aus ihr die Moglichkeit zu gewinnen, die
Integrale wirklich zu berechnen oder ,,auszuwerten*,
wic man auch sagt. Dabei werden wir, dem gewdhn-
lichen Vorgang entgegen, stets beide Rechnungsarten
gemeinsam betrachten. Zur Vorbercitung allerdings
haben wir noch zwei kleine Hiigel zu iibersteigen. Nam-
lich eine Analyse der verschiedenen Kleinheitsord-
nungen und den sogenannten binomischen Lehrsatz,
dessen ruhmvoller Entdecker Isaac Newton war.

Siebenundzwanzigstes Kapitel

Drei Arten des Nichts

Zuerst die verschiedenen Kleinheitsordnungen: Wir
haben schon rein formal angedeutet, daB in der Un-
endlichkeitsanalyse das ,,winzig*, ,,winzigst' wund
mallerwinzigst‘ eine groBe Rolle spielt. Wir behaupteten
sogar schon und erklirten es arithmetisch durch Briiche,
daB man ein (dx)? gegeniiber einem dx einfach vernach-
lassigen diirfe, weil sich das x zum dx verhalte wie das
Weltall zur Erde und das dx zum (dx)® wie dic Erde
zum Staubkorn. Wenn ich nun die Erde auf einer
Zeichnung oder in einer Rechnung als kleinsten Punkt
betrachte, dann kommt es*auf Staubkdrner nicht mehr
an. Allerdings soll nicht verschwiegen werden, daB sich
gegen diese Betrachtungsweise gerade viele Angriffe
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richten. Man gibt zu, daB es praktisch auf das Staub-
korn nicht ankomme, daB3 es aber theoretisch zwar
vernachliissigt werden konne, durch nichls jedoch aus der
Welt zu schaflen sei. Die Infinitesimalrechnung gehére
deshalb nicht zur ,,Prizisionsmathematik, sondern
zur ,, Approximalions- (Ann#herungs-) Malhematik",
wie ja tberhaupt auch alles Rechnen mit Irrational-
zahlen nur ,,Annéherungsmathematik* sei.

So interessant e¢s wiire, moderne Versuche zu be-
sprechen, dieser Schwicrigkeit zu begegnen, miissen
wir uns dies gleichwohl im Rahmen unserer Darstel-
lungsweise versagen. Wir werden cher versuchen, die
Moglichkeil. verschiedener Kleinheitsordnungen beson-
ders sinnfillig zum Ausdruck zu bringen, indem wir rein
zeichnerisch ,,drei Arten des Nichts‘* demonstricren.

Zu diesem Zweck stellen wir uns vor, wir hitlen cin
sogenanntes Parallelepiped (d. i. ein Prisma oder cine
Sdule, deren Kanten alle rechtwinkelig ancinander-
stoBen). Dieses Parallelepiped bestinde aus einem
Metall, das sich wie alle Metalle durch Erwirmung
ausdehnt. Nun soll die Ausdehnung aber nichlL nach
allen Richtungen, sondern blo8 in drei Abmessungen
erfolgen. Dies konnte man etwa dadurch erziclen, dall
man das Metallstiick in eine Zimmerecke stellt, so dall
es sich nur nach oben und nach zwei Seiten gegen
vorne zu ausdehnen kann.

Natiirlich erfolgt die VergréBerung
<% des Metallprismas nicht getrenntin den

verschiedenen Richtungen, sondern
gleichzeitig. Nun zerlegen wir uns, nach-
r:Ia dem das Prisma seinen groften Raum-
Pd‘e FI&C-"" inhalt erreicht hat, in Gedanken den
o F: »Zuwachs*, Und zwar so, als ob jede
der drei Flichen F,, F, und Fg ohne
\ Riicksicht auf die anderen Fliachen
_—"" aus ihrer urspriinglichen Lage um den
entsprechenden ,,Zuwachs** nach oben

Fig. 51 oder vorn geriickt wire.
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Der Deutlichkeit halber sind die einzelnen Teile, die
den Gesamtzuwachs bilden, noch einmal gezeichnet
und um die Hauptfigur, die deren Zusammensetzung
zeigt, herumgestellt. Es ist klar, daB unser Metall-
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prisma, wenn wir es auf die urspriingliche Temperatur
abkiihlen, wieder die Gré8e annimmt, besser zur Grole
einschrumpft, die es urspriinglich hatte. Alle Zuwachs-
stiicke zichen sich, rein arithmetisch gesprochen, wieder
zur GrofBe Null zusammen. Sie sind ins Nichts ver-
schwunden. Bevor sie jedoch dieses Nichts erreichten,
als sie, wie wir es schon nannten, noch Limes Null
(lim0) waren, hatten sie merkwiirdigerweise eine grund-
verschiedene GroBe. Die Flichenzuwichse (Fy, I¥,, I,)
waren verschwindend diinne Flichen, die drei stab-
formigen Ausfiillungsstiicke (G,;, G, Gg) zogen sich
zu Linien zusammen, wihrend schlieBlich das wiirfel-
dhnliche Gebilde (P) vorn oben zu ecinem Punkt
schrumpfte. Wicder stoBen wir auf das Riitsel von
Unterschieden im Nichts. Flichen-Nichts, Strecken-
Nichts, Punkt-Nichts konnen nicht gleichbedeutend
sein. Es sind, wenn der Ausdruck erlaubt ist, Nichtse
verschicdener Michtigkeit. Und wir deuten nur an,
daB wir dies auch in folgender Art ausdriicken konnen,
wenn wir den Punkt als ,,Einheit des Nichts*‘ wihlen:
Ein Punkt ist ein Nichts. Eine Strecke ist eine An-
einanderrcihung von unendlich vielen Punkten, ist
also unendlichmal gréBer, obgleich siec an und fiir sich
auch ein Nichts ist. Eine Fliche ist sogar als Produkt
aus Linge und Breite eine Menge von unendlich mal
unendlich vielen Punkten, also die Menge von unendlich
zum Quadrat Punkten. Und dies, obgleich sie eigentlich
durch ihre nur gedachte Begrenzung und durch ihre
Dickelosigkeit wiederum eine Art des Nichts ist.

Das Etwas beginnt also ganz streng physisch (oder
physikalisch) genommen erst durch das Hinzutreten
der dritten Dimension. ,,Etwas* und ,,Dreidimensio-
nalitét’* sind, von cinem gewissen Standpunkt gesehen,
das gleiche. Doch wir wollen uns nicht allzuweil in
diese sehr komplizierten Tiefen der sogenannten ,,Men-
gentheorie*, einem neuen und sehr abstrakten Teil
der hochsten Mathematik, vorwagen. Wir stellen nur
fest, daB wir nicht nur arithmetisch und logisch, sondern
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rein sinnfillig erkannt haben, daB es ebenso wie im
GroBen, so auch im Kleinen gewisse Rangordnungen
der verhiltnismiBigen GroBe gibt. Man nennt sie die
mverschiedenen GroBenordnungen* oder auch speziell
fir das Kleine ,,Kleinheitsordnungen. Und man
spricht von ,Kleinheit erster, zweciter, dritter usw.
Ordnung®. dx ist eine Kleinheit erster Ordnung, (dx)*
cine Kleinheit vierter Ordnung, (dx)r eine Kleinheit
n-ter Ordnung und so fort bis zur Kleinheit ooter
oder mehrfach coter Ordnung. Wenn sich der Verstand
und die Vorstellungskraft auch striuben, unterhalb
des ,,Kleinsten noch Kleineres zu denken, so verlangt
es doch cben derselbe Verstand, eine mit sich selbst
multiplizierle Kleinheit als kleiner zu betrachtcn als

die mcht.mull:lphzlerte Ebenso, wie ja sicher - 1o groBer

ist als — 10 110 100 Man konnte natiirlich einwenden, daB

die Ubertragung von Begriffen und Regeln, die nur
fiir das Endliche gelten und dort beweisbar sind, auf
Operationen, in die das unvorstellbare und unkontrol-
lierbare Unendlich hineinspielt, nicht zuléssig seien. Nun
haben wir aber dagegen wieder die gute Ausrede, daB
wir ja gar nicht mit dem Unendlichkleinen, sondern
bloB mit dem Beliebigkleinen arbeiten. Also stets mit
lim0 und nicht mit 0, die dem Unendlichkleinen wert-
miiBig entspriiche. Und zweitens sind wir in der Lage,
unsere ,,infinitesimalen’ Behauptungen wo nicht stets
zu beweisen, doch sicher und untriiglich zu verifizieren.
Wir miissen aber jelzt aus unserer anrcgenden Er-
orterung des Unendlichkleinen wieder zu etwas sehr
Konkretem zuriickkehren, um endlich die letzte Vor-
bedingung fiir unseren Gipfelsturm zu schaffen. Wir
werden also all unsere bisherigen arithmetischen Kennt-
nisse zusammenfassen, um den beriihmten ,,binomischen
Lehrsatz** zu bewiltigen. Es gibt fiir diesen Satz die
verschiedensten Ableityngen. Wir wihlen die elegante
kombinatorische Darstellung, um den Zusammenhang
der Kombinationslehre mit dem schon oft erwdhnten
»,Binomialkoeffizienten* deutlich zu machen.



Achtundzwanzigstes Kapitel

Binomischer Lehrsatz

Zucrst eine Begriffsfeststellung. Man nennt eine Zahl
der Form (x-}a) oder (x+4Db) eine ,,binomische Zahl*
oder, wenn mit dieser Zahl multipliziert wird, einen
,,binomischen Faktor*. Dabei ist das x hier nicht als
Unbekannte aufgefafit, sondern wird bloB aus gleich-
sam optischen Unterscheidungsgriinden verwendet?!).
,,Binom** (auf deutsch: ,,Zweiglicderausdruck"’) heifit
jede additive oder subtraktive Verbindung zweier
Zahlen, die irgendwie als ncue Einheit aufgefaBt wird.

Wenn ich nun etwa (x-a) mit (x-4b) multipliziere,
also das Produkt der binomischen Faktoren (x--a)
und (x-b) bilden soll, so erhalte ich
(x+a) (x+b)=x24ax-} bx-+}ab=x24}(a-}b)x-}ab.

Ahnlich wire

(x+a) (x+D) (x+4c)=
=x34 (a-} b+c¢)x24- (ab+4ac+ be)x-4-abe,
was der Leser leicht nachpriifen kann.

Um den Aufbau unseres Ergebnisses noch deutlicher
hervortreten zu lassen, wihlen wir eine Darstellung,
die schon Leibniz bei manchen Gelegenheiten an-
wandte, und schreiben:

(x+4a) (x+b)=x"’-—|—ﬁ}x --ab und

al abl
(x+a) (x+Db) (x4c)=x"}b;x*+}ac : x{-abe
o (‘-J ch

3 Der tiefere Sinn der Verwendung des x liegt darin,
da der ,binomische'* Lehrsatz vorwiegend zur Ent-
wicklung von Funktionen beniitzt wird, in denen die
Verdnderliche x in einem Binom auftritt.
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Schon hier wird ein getlibteres Auge zweierlei er-
kennen. Erstens, daB die in jedem binomischen Faktor
enthaltene GréBe x nach fallenden Potenzen geordnet
auftritt. Zweitens, daB die ,,Koeflizienten' dieser
x-Potenzen unzweifelhaft kombinatorischen Charakter
haben, da ja zuerst alle Unionen, dann alle Amben
und schlieBlich alle Ternen der ,,Elemente’* a, b und ¢
erscheinen. Die Form der ,,Komplexion* (kombina-
torische Verkniipfung) ist die der ,,Kombination
ohne Wiederholung*. Elemente sind sémtliche in den
binomischen Faktoren auftretenden ungleichen GréBen
a, b, c.

Wir wollen der Deutlichkeit halber noch ein kom-
plizierteres Beispiel betrachten, némlich

(x+a) (x+b) (x+¢) (x4 ) (x+-e) =

ab) abr}
ac abd
a ad abe abed
hl ae acd abce
=x%+4c x4+ beyx34 acerx® 4 abde;x4-abede.
d] bd ade acde
[ be bed bede
cd bee
ce bde
de cde)

Warum dicse merkwiirdige Struktur entsteht, ist
nicht so rétselhaft als es auf den ersten Blick erscheint.
Die Struktur ergibt sich einfach daraus, daB beim
Multiplizieren in unserem Fall stets fiinf!) Einzel-
glieder miteinander multipliziert werden miissen.
Das x5 ist nichts anderes als x-x-x'x-x und das ax*
ist nichts als x-x-x-x-a. Weiters ist etwa acex®=
=acex-x usf. Diese Andeutung diirfte vorlaufig ge-
niigen, denkende Leser, von der Notwendigkeit kom-
binatorischer Zusammenhiinge zu iiberzeugen.

1) Allgemein: soviel als Binome vorliegen.
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Nun wollen wir das bisher Erkannte als Regel zu-
sammenfassen und die Gestalt eines Produktes von
binomischen Faktoren festlegen, in denen die ,,Zwei-
gliederausdriicke'* (Binome) je aus x und einer anderen
GroBe bestehen, die in jedem Binom einen anderen
Woert hat:

Das Produkt solcher binomischer Faktoren wird
sich als Reihe fallender Potenzen von x darstellen,
und zwar beginnend mit der Potenz, deren Anzeiger
gleich groB ist mit der Anzahl aller Binome. Diesc
Potenzreihe fillt je um ecins im Potenzanzeiger. Jen-
scits von x! gibt es noch eine Nullpotenz von x, so
daB also das Ergebnis der Multiplikation um ein Glied
mehr hat als die Anzahl der Binome betriigt. Diese
vorlidufig ohne Koeffizienten angeschriecbene Reihe

xR xn-lpxn-24 +x24-x14-x9,
wobei n die Anzahl der Binome bedecutet, erhilt nun
Koeffizienten, und zwar

Co-xP4Cyxn-14Cpxn—24 ., .., +Cp_ox2}-Cpo1x14
+ CpxO.

Diese Koeffizienten nun deuten durch ihren Index
an, was fiir eine Kombinationsklasse aus den n-Ele-
menten sie darstellen. Das x? erhiilt den Koeffizienten
Co,=1, da es nur aus x besteht. Das xm-! hat alle
Unionen, das x2—2 alle Amben, das x®-3 alle Terncn
usw. als Koeffizicnten, die sich aus n Elementen bilden
lassen. Und zwar als Kombination ohne Wiederholung.
Diese ,,Kombinationen* sind aber hier nicht etwa
bloBe Umstellungen, sondern wirkliche Produkte. Es
liegt also hier eine Vereinigung von Kombinatorik und
Multiplikation vor.

Wenn wir nun einen Kunstgriff anwenden und an-
nehmen, daB alle unsere a, b, ¢ usw. untereinander
gleich sind, so dal a=b=c=d=e usf., so diirfen
wir einfach schreiben:

(x+a) (x+a) (x+a)(x+a)(x+a)...... usf.
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oder was dasselbe bedeutct

(x+ap=1

Jetzt sind wir beim Kernproblem des sogenannten
»ybinomischen Lehrsatzes'* angelangt, dem in der Mathe-
malik ungeheure Bedeutung zukommt. Durch die
Losung unseres Problems werden wir (vorldufig fir
ganzzahlige, positive Potenzanzeiger) in den Stand
gesetzt werden, jede belichige Potenz cines beliebigen
Binoms direkt in Form einer fallenden Potenzreihe
hinzuschreiben. Es spielt jetzt auch keine Rolle mehr,
obich das x lasse oder durch irgendeinen anderen Buch-
staben ersetze. Wir belassen es blof3 wegen des Zusammen-
hanges mit dem Vorhergegangenen an seciner Stelle.

Nach unseren Regeln miiBte das Ergebnis des n-mal
als Faktor gesetzten (x--a), was ja nichts anderes
heiBt als (x-}-a)®, folgendermaBen lauten:

Cpx®+Cyxn-14-Coxn=24. ... + Cp—ox24-Cy_1x+
+ Cpx0.

DaB G, gleich ist eins, wissen wir schon. Wie groB
aber sind G,, C,, C; usw.? Wir werden es durch logi-
sche Schliisse feststellen. Unser C, soll ja nichts anderes
sein als die Summe aller Unionen, die sich aus den n,
von x verschiedenen Summanden der Binome ergeben.
Da aber diese Summanden alle gleich a sind, so ist
dic Summe aller Unionen a-4-a-fa-4a...... +a
(n-mal) gleich na oder, kombinatorisch geschricben,
('l')a Das C,, der zweite Koeffizient, ist die Summe
aller Amben aus den a. Da jede Ambe a-a lautet,

so ist er die Summe aller a2, Oder kombinatorisch ( '2') a?,
Die Ternen wéren a-a-a=a3. Folglich ist C;= (;) ad.

Jetzt ist das Bildungsgesetz schon klar. Und damit ist
die Losung des Problems gegliickt. Es ist also:

(x+a)t= (3) X“-I-.('l') axp-14 (;) aixn—24 . .,
Sy 1 (n'_’l)an-lx+ (::)a“
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Bevor wir einen konkreten Fall berechnen, wollen
wir noch die als ,,Pascalsches Dreieck* oder ,,Dreieck
der Binomialkoeffizienten‘* bekannte Hilfstafel be-
sprechen, die es uns in leichtester Weise gestattet, die
»,Binomialkoeffizienten* bis zu belicbigem n auf-
zubauen. Sie hat folgende Gestalt:

0 1

I 1 1

II 1 2 1

III 1 3 3 1

1A% 1 4 6 4 1

\'/ 1 510 10 5 1

VI 1 6 15 20 15 6 1
VII 1 7 21 35 35 21 7 1 usw.

Ohne den etwas umstiindlichen Beweis fiir ihre
Richtigkeit zu fithren, machen wir darauf aufmerksam,
daB jede Zahl im Inneren der Hilfstafel gleich ist der
Summe der beiden rechts und links iiber ihr stehenden
Zahlen. Dadurch sind wir in den Stand gesetzt, Schritt
fiir Schritt, rein mechanisch, dieses ,,Dreieck' ins
Unendliche zu erweitern. Es sei noch erwiihnt, dal
Blaise Pascal dieses Dreieck als ,,triangulus mathe-
maticus'* (mathematisches Dreieck) selbstindig ent-
deckte, daB die Binomialkoeffizienten aber schon vor
Pascal von Stifel (1544) erwiéhnt wurden und den
chinesischen Mathematikern sogar schon um 1300
n. Chr. Geb. bekannt waren.

Man wird mit Recht fragen, wie dieses Dreieck zu
beniitzen sei. Nun, sehr einfach. Die rémischen Ziffern
links am Rande bedeuten die ganzzahlige positive
Potenz, zu der das Binom erhoben werden soll. Dann
entsprechen die der betreffenden Zeile angehérigen
Zahlen den von uns frither mit Gy, G;, Cg...Cp_1, Cp
bezeichneten Koeffizienten. Sie miissen also auch den
kombinatorisch geschriebenen Binomialkoeffizienten
gleich sein. Wihlen wir etwa als Beispiel den Fall
(x+a)” und entwickeln wir die Potenz nach dem
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binomischen Lehrsatz in eine Potenzreihe, fallend
nach x:

(x+a)"=x7—';—(:) x‘an+(;)x5a2+(;)x‘a’+(1) x%al-
-|—(_Z,) x’a5+(2) xatt-a?.
Wenn wir der Vollstindigkeit halber noch als Koef-

fizienten von x7 den Ausdruck (7,) und als Koeffizienten

von a? den Ausdruck (;) anschreiben, dann ergiiben
sich bei einem Binom, zur 7ten Potenz erhoben, fol-

gende Binomialkoelfizienten

(o) (1) () () (D G) (&) (3)

und ausgerech-
net die Zahlen 1 7 21 35 35 21 7 1,
womit wir das Pascalsche Dreieck glinzend verifiziert
haben.
Nun noch einige Beispiele zum binomischen Lehrsatz:
(44 7)°= ? Natiirlich kénnte man hier einfach 4 und 7
addieren und sofort die fiinfte Potenz von 11 be-
rechnen, wodurch man 115=161051 erhielte. Wir
wollen aber die Gelegenheit beniitzen, unseren binomi-
schen Lehrsatz wieder von einer anderen Seite her zu
bewahrheiten und zu priiffen, wobei noch bemerkt
wird, daB die Zerfillung einer Zabl in ein Binom auch
vom Standpunkt des praktischen Rechnens empfehlens-
wert ist!). Wir rechnen also:
(447)5= (5 )48 704 (3 )4+ 714 (3 )43 723 42 P+
+(i)41.74+(2)4u.75=
=1:1024-145-256-7410-64-494-
+10-16-343-+5-4-240141-1- 16807 =
= 1024 4 8960 4- 31360 - 54880 |- 48020
-+ 16807=161051,

womit wir das erwartcte Resultat erhalten.
1) AuBerdem beruht das ,, Quadrieren‘ und ,,Kubieren**

von Zahlen eines Stellenwertsystems auf binomischen
Operationen. So ist etwa 132=(10-4-3)? usw.
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Als zweites Beispiel etwa:

(1+x)'=(g) ; 19_\.0+(?) lsxl—i—(g) l"x“—|—(g) l“x"—l—(g) 15x4-
+(3) 14x84-(3 ) 1958+ (7 ) 1274 (3 ) 1184 (3 ) 1x0=
= 14 9x+436x2-}-84 x3-}- 126 x4 - 126 x5 84 x04
+ 36x74 9x8--x9,
Zum Abschlul wollen wir noch beifiigen, daB das
Binom selbstverstiindlich auch (x—a)® oder (—x—a)®
lauten konnte. Nach dem Gesetz der Verkniipfung von
Vorzeichenbefehlen sind dann die jeweiligen Vorzeichen
gemiil den vorkommenden Potenzen von x und a zu
bestimmen. Hilten wir bei (x—a)* etwa das Vorzeichen
von 4x3a festzustellen, so ist es klar, daB es sich nur
um ein Minus handeln kann. Denn die Zahl lautet ja
4-x-x-x-(—a), also (—4x3a).
Weiters wollen wir versuchen, den binomischen
Lehrsatz als Summenformel anzuschreiben:

(x+ a)“=2:7(:)x"-" . a"=(3)x“u"+('l')x“-la’—l-...—l— (:) x%m,

Da nun aber in der Mathematik durchaus nicht
stets nach ganzzahligen posiliven Potenzen von Zwei-
gliederausdriicken (Binomen) gefragt wird, miissen wir
noch kurz den Fall erértern, daB uns gebrochene oder
negative Potenzen gegeben sind. Wir wiihlen zuerst das
Binom (14x)® und fordern, daB das n entweder eine
Bruchzahl oder eine negative Zahl sei. Da wir in un-
serem Rahmen leider nicht {iber die Kenntnisse ver-
fiigen, diesen Fall von Grund auf zu erdrtern, miissen
wir uns mit der Feststcllung begniigen, daB bei ge-
brochenem oder negativem Potenzanzeiger der binomi-
sche Lehrsatz oder die Binomialentwicklung in die so-
genannte unendliche ,,Binomialreihe** iibergeht, die
die Form

(14xp=1+4 (])x+ (3)x*+ (3)x*+ . . . . 4 (T )x"+-. ..
hat. Dabei bedeutet das r eine noch endliche Zahl, die
aber grofer sein darf als n
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Will ich dagegen nicht bloB (14x), sondern etwa
(a+x) in die unendliche Binomialreihe entwickeln,
dann kann ich durch einen Kunstgriff die Form (1+x)

herstellen, indem ich aus (a-4x)® einfach a“(l e a)
mache. Dadurch kann ich dann das (1 - -E-)" nach obiger

Formel behandeln, in eine unendliche Binomialreihe
auflosen und das Ergebnis dann mit a® multiplizieren.

Doch wir wollen dies, wie erwiihnt, nur andecuten. Da
wir aber einmal von ,,unendlichen Reihen* gesprochen
haben, miissen wir noch kurz erértern, was man unter
einer ,,Reihe** versteht.

Wie schon der Name sagt, ist eine Reihe eine An-
cinanderreihung von Groflen. Und zwar durch Addition
oder Subtraktion. Sie ist endlich, wenn sie nach einer
bestimmten endlichen Gliederanzahl abbricht, unendlich
dagegen, wenn sie ins Unendliche weiterlauft. So ist

elwa die Leibniz-Reihe -'—’|'=1—%-+ %— %+ ... eine
unendliche Reihe. An dieser Leibniz-Reihe kénnen wir
sofort noch einen anderen wichtigen Begriff erdrtern.
Wir wissen, daB die Summe all dieser unendlich vielen
Glieder den Wert , also einen greifbaren Wert ergibt.
Eine solche unendliche Reihe heiBt eine konvergente
Reihe, weil sie nach einem Grenzwert (hler —) kon-

vergiert (hinstrebt oder gleichsam zusammenstrahlt).
Eine Reihe 1434547494 ... ergibt als Summe
sichtbar unendlich. Diese Reihe nennen wir divergent,
siec divergiert (strahlt, strebt auseinander).

Die Untersuchung, ob eine Reihe konvergent oder
divergent ist, gechért zu den schwierigsten Aufgaben der
Mathematik. Es ist nimlich durchaus nicht sicher, ob
eine Reihe von schrittweise verkleinerten Gliedern
konvergent ist So ist etwa die unendliche Reihe

+ + +V_+V—+ ..... usw.

sonderbarerwelse dlvergcnt, obgleich jedes Glied der
Reihe kleiner ist als das vorhergehende. Die Addition
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dieser Reihe ergibt die Summe unendlich, wé&hrend
etwa die unendliche Reihe:

1
W-,--—-l—“—}—45 4+ ....usw.

konvergent ist und als Summe aller unendlich vielen
Glieder 1 ergibt.

Wie wir schon bei der Leibniz-Reihe sahen, ist cine
unendliche Reihe oft ein Hilfsmiltel einer Quadratur,
Tatséchlich 148t sich jedes Integral in eine unendliche
Reihe umwandeln und schon Archimedes hat mit
konvergenten unendlichen Reihen gearbeitet, um Qua-
draturen zu erzielen.

Neunundzwanzigstes Kapitel

Parabelquadratur des Archimedes

Der groBe Archimedes hat unbestritten das Verdienst,
fiir die Quadraturen krummlinig begrenzter Flichen als
erster derart geniale Methoden ausgebildet zu haben,
daB diese Methoden bis zum Ende des siebzehnten Jalr-
hunderts nachwirkten und in Anwendung standen.

Wir werden deshalb die Miihe nicht scheuen, etwas
tiefer in die archimedische Methode einzudringen, und
wiithlen als Beispiel die Quadratur der ,,gemeinen
Parabel*’, die Archimedes als erster durchfiihrte und
die er in seinen Schriften ,,Quadratur der Parabel®,
»vom Gleichgewicht der Ebene II'* u. a. behandelte.
Und zwar wollen wir uns dabei seine rein gcometrischen
Versuche ansehen und die fiir uns zu schwierigen
statischen Mcthoden beiseite lassen.

Die geometrische Methode, die Archimedes anwendet,
ist die spéter sogenannte Exhaustions- oder Aus-
schopfungsmethode, die im Wesen auf nichts anderes
hinauslduft als auf die Einbeschreibung gleichartiger
oder regelméfliger geradlinig begrenzter Figuren in
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die Kurve. Eine stets zunehmende Vielheit dieser immer
kleiner werdenden Figuren ergibt ein zunehmendes An-
schmiegen der geradlinig begrenzten Figuren an dic
krumme Linie, bis man nach unendlicher Wiederholung
zu so kleinen Begrenzungsgeraden der geradlinig be-
grenzten Figuren gelangt, dal man sie als Elemente
der Kurve betrachten darf. Nun gilt es aber noch, den
zweiten, wesentlicheren Schritt zu tun: Man muB auch
imstande sein, die unendliche Anzahl der geradlinig
begrenzten Figuren zu summieren, da erst diese un-
endliche Summe uns die Fliche der ,,ausgeschopften’’,
durch unendlich viele geradlinig begrenzte Figuren aus-
gefillten, krummlinig begrenzten Fliche liefern kann.
Wie dies mdglich ist, werden wir spiter sehen. Jetzt
zeichnen wir uns vorlidufig ein beliebiges Stiick einer
ngemeinen Parabel hin, von der auch schon zur
Zeit des Archimedes zahlreiche Eigenschaften be-
kannt waren (s. S. 320).

Gesucht ist der Fliacheninhalt eines Parabelabschnit-
tes, eines sogenannten Parabelsegments!). Wir be-
schreiben nun diesemn Segment ein Dreieck ein, dessen
Scheitel im sogenannten Hauptscheitel der Parabel
liegt. Aus Griinden der Einfachheit und besseren Ver-
gleichbarkeit mit der Integralbehandlung der Parabel,
die wir spiter vornchmen werden, betrachten wir nur
die obere Hilite des Segments. In dieser Hilfte liegt
also jetzt ein groBes rechtwinkliges Dreicck (die Hilfte
des ganzen einbeschriebenen Dreiecks), dessen Hypo-
tenuse vom Hauptscheitel der Parabel bis dorthin
reicht, wo die den Abschnitt begrenzende Schne oben
die Parabel schneidet. Kalheten dieses, von uns ,,das
grofle Dreieck'* getauften Triangels sind ein Stiick der
Mittelachse der Parabel und eine darauf senkrechte
Gerade S, die nichts anderes als die halbe Sehne ist.

1) Segment ist ein Abschnitt, Sektor ein Ausschnitt.
Anfanger mogen sich far Segment als Verbildlichung
den Abschnitt eines kreisformigen Brotes, far Sektor
das Tortensttck aus einer kreisrunden Torte merken.
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Fig. 53

Nun beginnen wir die ,,Exhaustion’, die ,,Aus-
schépfung*. Wir machen hiezu die Hypotenuse des
»groBen Dreiecks zur Grundlinie eines neuen (in
unserer Figur geschrafften) Dreiecks, das durchaus
kein rechtwinkliges mehr ist. Auf zwei Seiten diesecs
geschrafften Dreiecks sitzen neuerdings zwei ,,schwarze"*
Dreiecke, deren Scheitel, wie alle Dreiecksscheitel
unserer Dreiecke, in der Parabel liegen. Nun kénnen
wir in Gedanken das Spiel weitertreiben. Wir wiirden
auf je zwei freie Seiten der ,,schwarzen Dreiecke
wieder je zwei noch kleinere Dreiccke aufsetzen, die
ihre Scheitel natiirlich auch in der Parabel hitten
usw. bis ins Unendliche. DaB8 diese Dreiecke schlieB8lich
unser ganzes Halbsegment fillen missen, wird jeder
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zugeben. Wie aber bilden wir die Flichensumme all
dieser unendlich vielen Dreiecke ?

Hier nun werden wir das mathematische Genie der
alten Griechen im hellsten Lichte strahlen sehen. Und
werden dazu noch die unwahrscheinliche Klarheit und
Einfachheit bewundern, mit der die Bewiltigung dieses
scheinbar unlésbaren Problems geleistet wurde. Archi-
medes sagte sich nimlich, daB eine unendliche Summe
nur aus einer fallenden Reihe gebildet werden konne,
deren Einzelglieder miteinander inirgendeinem rationalen
Verhiltnis stinden. So wuBte man etwa, daB die Summe
einer Reihe 14144434 ...... einen runden ratio-
nalen Wert lieferte, wenn man unendlich viele Glieder
addierte. Némlich 2. Wenn es also gelang, unsere offen-
sichtlich kleiner werdenden Dreiecke in ein konstantes
Verkleinerungsverhiltnis zueinander zu bringen, dann
war das ganze Problem auf das Problem der Summierung
einer unendlichen fallenden Reihe zuriickgefiihrt. Und
das ,,groBe Dreicck'* konnte so groB sein als man wollte.
Man wiirde es einfach als 1 annehmen und die anderen
Dreiecke in Teilen dieser 1 ausdriicken. Wenn aber die
Summierung der unendlichen Reihe einmal erfolgt war,
dann konnte man das Ergebnis noch immer mit dem
wirklichen Flicheninhalt des ,,groBen Dreiecks‘* multi-
plizieren, woraus sich dann die Quadratur der Parabel,
genau und rational, ergeben miifite.

Archimedes hat dieses Ziel tatséchlich erreicht. Und
wir werden jetzt in vereinfachender Form seinen Ge-
dankenfliigen folgen. Dazu wird uns die schematische
Figur ausgezeichnete Dienste leisten, deren tbersicht-
liche Darstellungsart vom Maler Hans Strohofer, dem
Zeichner aller unserer Textbilder, stammt. Wir schicken
voraus, daB die Parabel hochst merkwiirdige Eigen-
schaften besitzt, deren Erorterung uns zu weit fiihren
wiirde. Es sei daher nur erwihnt, daB alle parallelen
waagrechten Geraden, die die Parabel in S, S;, S,, S',
usw. treffen, Durchmesser der Parabel heien. Ein
solcher Durchmesser teilt eine Parabelsehne dann in
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zwei gleiche Teile, wenn das Stiick des Parabeldurch-
messers, das zwischen der Sehne und der Parabel liegt,
in dem betreffenden Parabelsegment das lingstmégliche
derartige Stick eines Durchmessers ist. In diesem
Falle heilt auch der Schnittpunkt des Durchmessers
mit der Parabel ,,der Scheitel* des betreffenden Seg-
ments. So etwa ist S; der Scheitel des durch die Sehne
SS’ abgeschnittenen Segments, S, der Scheitel des
Segments zwischen S und S;, S’y der Scheitel des
Segments der Schne S’y 8’ usf. Weiter sei angefiihrt,
daB schon die alten Griechen, natiirlich auch Archi-
medes, wuBlten, daB sich das Achsenstiick b zu einem
Teil von b verhalte wie h? zum Quadrat der aus dem
Teilpunkte bis zur Parabel hinauf gezogenen Senkrechten,
was in unserer modernen mathematischen Sprache auf
nichts anderes hinausléuft als auf die analytische
Gleichung der gemeinen Parabel y*=x oder y=yx1).
Nun wollen wir aber das eigentliche Problem erortern
und hiezu die Figur zur Hand nchmen (s. S. 323).
Das ,,groBe Dreieck'* hat hier die Katheten b und h
und die Hypotenuse SS’. Sein Flicheninhalt ist somit

%‘5. Ziehen wir nun im Punkt % einen ,,Durchmesser*,

so gewinnen wir einen neuen ,,Parabelscheitel” S; des
Abschnittes SS’S,. Ein diesem neuen Abschnitt ein-
beschriebenes Dreieck SS’S; kénnen wir uns aus zwei,
durch die Strecke % zerlegten Teildreiecken entstanden
denken, die beide die Grundlinie % und die Hohe %— be-
sitzen. Sie sind somit beide zusammen 2- (%-%):2groﬂ.
Das heiBt aber, daB das Dreieck SS'S, die Fliche
(98]—’- 2) :2, also %‘, aufweist. In der Sprache der fritheren
Figur konnte ich also schon sagen, das ,,groBe Drei-

eck" ‘;Th sei viermal so groB als das ,,geschraffte Dreieck"

1) Die Abszissen des Endpunktes x und des Teil-
punktes x’ verhalten sich dann n&mlich so wie die zu-
gehorigen Ordinaten-Quadrate y? und y’2. Jeder Parabel-
punkt ist also durch y2=—x ausgedriackt.
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o Nun ziehen wir zwei weitere Durchmesser bei B T und

bei 2t = das heilt, wir teilendie beiden ?mederm H&lften

Die Durchmesser aus diesen Teilungspunkten erzeugen
zwei neue Parabelscheitel S, und S’s. Da wir nun den
neuen Segmenten SS,S, und S,S';S’ zwei neue Drei-
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ecke SS,S, und S,S’,S’ einbeschreiben konnen, die
wir in der fritheren Figur als die ,,schwarzen Dreiecke"
bezeichneten, wiederholt sich auf Grund allgemeiner
Parabeleigenschaften das eben abgeschlossene Spiel mit
veréinderten GrbBen aufs neue. Wir haben vier, je durch

die Grundlxmen & geteilte gleichgroBe Teildreiecke, deren
je zwel ein ,,schwarzes Dreieck’ zusammensetzen.
Jedes Teildreieck hat die Fl%i(,he (—1ll h) 2 und alle

61
vier sind (4 4) 2 groB. Also 22 32 Das aber heiBt nichts

anderes, als daB3 die zwei schwarzen Dreiecke zusammen
ein Viertel des ,,schraffierten Dreiecks** 22 h ausmachen.
Wenn wir dasselbe Bildungsgesetz weiter anwenden und
die % in der Figur halbicren, gewinnen wir durch vier

neue Durchmesser vier neue Parabelsegmentscheitel Sg,
S’, S's S"'s. Damit aber vier , Ausschopfungsdrei-

ecke*, die zusammen acht Teildreiecke der Basis 2
bllden Ihle Gesamtfliche ist also 8 ( ) 2 oder

4. ;’11'2 128 Das heiBit jedoch wieder nichts anderes, als

daB unsere neuen vier ,,E\:haustlonsdrclcckc zu-
sammen ein 4 mal so gloB s1nd als die zwei ,,schwarzen

Dreiecke*, deren Fliche 2 ﬁ- betrug. Ohne auf die be-

rauschenden Folgerungen einzugehen, die wir noch in
bunter Vielfalt aus unserer Figur gewinnen konnten,
ziehen wir jetzt fir unser spezielleres Problem die
Schliisse. Wir fanden zwingend, daB unsere ,,Aus-
schopfung®, unter der Bedingung fortgesetzter Hal-
bierung von h und der daraus sich ergebenden Durch-
messerziehung und Dreiecksbildung, eine fallende Reihe
liefert, die wir vorldufig in Worten anschreiben wollen:
GroBes Dreieck ist viermal so gro8 als geschrafftes.
Geschrafftes viermal so groB als zwei schwarze. Zwei
schwarze viermal so groB als vier Dreiecke der Scheitel
Sg, S'y, 85, §""’3 usw. ins Unendliche. Wenn wir nun
das ,,groBe Dreieck als Einheit nehmen, was wir
ohne weiteres diirfen, dann lautet die Reihe: Fliche des
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Parabelsegments ist glelch 14+ +“i +M+ ., weil in
dieser Reihe jedes Glied des vorhergehenden dar-
stellt. Nun soll noch, wie wn' schon erwiihnten, das
Ergebnis der Summierung dieser unendlichen Reihe mit
dem tatsichlichen Flicheninhalt des ,,groBen Drei-
ecks** multipliziert werden. Also SchluBergebnis:

Parabelsegment=
= GroBes Dreieck X (l+%+rl€+%+ e )

Jetzt eriibrigt nur noch, zu erfahren, wie groB die
Summe der fallenden Reihe fiir unendlich viele Glieder
wird. Vorgreifend wollen wir verraten, daB sie nach der

Formel S¢=T:— zu bilden ist, wobei a das ,,Anfangs-

glied* und q den ,, Quotienten* oder die Verkleinerungs-
zahl bedeutct Anfangsglied bei uns ist 1, Verklcine-

rungszahl o also ist S, IT=_=I‘__— Mit dieser Er-

kenntnis ist alles geleistet. Das Parahelhalbscgment
hat rational und genau % oder l—;— der Fliche des groBen
Dreiecks. Wenn wir nun die punktierten Linien dazu-
nchmen, dann erhalten wir ein Rechteck mit den
Seiten b und h, das doppelt so groB ist als das groBe
Dreieck. Wenn wir weiter erwéigen, daB das ,,groBe

Dreieck’ auch als % bezeichnet werden kann, da sich

%:1 so verhilt wie %:%—, dann ist das Rechteck %:2

groB. Wenn wir schlieBlich fragen, wie sich das Parabel-
halbsegment zum Rechteck verhilt, ergibt sich als

Antwort: Eben wie 5 : '—' Das aber heiflt wieder nichts
anderes als + g dividiert durch i oder durch 2; und sagt
mir, daf3 das Parabelhalbsegment zwei Dnttel des

Rechtecks aus seiner Halbsehne und des durch diese
Halbsehne abgeschmt.tenen Achsenstiickes ist!). Bevor

l) Analyt.lsch gesprochen ist es das Rechleck aus den
Koordinaten des Parabelpunktes, in dem die Sehne die
Parabel schneidet.
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wir diesen Ausflug in die berauschend herrlichen Ge-
filde klassisch griechischer Proportionengeometrie ver-
lassen, [iigen wir noch bei, dal das erste Dreieck durch-
aus kein rechtwinkliges sein mufB. Wir hitten auch
irgendein schief abgeschnittenes Segment, etwa das
geschraffte Dreieck als Ausgangsdreieck wiihlen kénnen
und korrekterweise sogar wiihlen miissen, um vollste
Allgemeinheit zu erreichen. Wenn wir dies aber wirklich
getan hitten, dann hitten wir noch gefunden, daB die
durch gegeniiberliegende Eckpunkte eines Parallelo-

gramms laufende Parabel auch ein schiefwinkliges

Parallelogramm im Verhiiltnis % zu % teilt und daB

alle weiteren Exhaustionsdreiecke zusammen stets
-;-mal so grof} sind als das Ausgangsdreieck, dessen Basis
die Abschnittsehne und dessen Scheitel der richtige
Scheitel des betreffenden Ausgangssegments ist. Unsere
orthogonale (rechtwinklige) Darstellung des Segments
war nur eine Erleichterung der Beweisfithrung und De-
monstration und eine vorgreifende Riicksichtnahme auf
die Bestitigung des archimedischen Ergebnisses im Carte-
sischen Koordinatensystem mittels Integralrechnung.

DreiBigstes Kapitel

Reihen

Wir miissen uns aber jetzt wieder der Lehre von
den Reihen zuwenden und fiigen noch eine kurze Er-
wihnung eines anderen Unterschiedes von Reihen bei.
Es gibt Reihen, die additiv wachsen oder subtraktiv
abnehmen. Etwa:

1434547494 ...... oder
5004-4964-4924-4884 ... ..

Die erste Reihe nimmt per Glied um je 2 zu, die
zweite um je 4 ab. Solche Reihen heilen arithmetische.
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Wenn dagegen die Reihen durch Multiplikation zu-
nechmen und man das niéchstfolgende Glicd dadurch
erhilt, daB man das gegehene Glied mit einem stets
gleichbleibenden Faktor multipliziert (oder durch einen
konstanten Divisor dividiert), spricht man von einer
geometrischen Reihe. Etwa:

14+34+94274814..... usw. oder
lj:%_-{: %‘i&i‘g‘éﬁi ..... usw.

Allgemein geschrieben lautet die arithmetische Reihe:
a4 (a+d)+(a+2d)+(a43d)4-..... + (a+-nd) oder
at(a—d)4(a—2d)4-(a—3d)4-..... + (a—nd),
die geometrische dagegen:

ataq4aq®4aq® 4..... +aq®! oder
14,1 L 1
n:{:aTI..q,:}:aq,i ..... +a pre=

Auch hier verzichten wir auf Ableitungen und er-
wiilhnen nur, da man diese Reihen auch ,,Progres-
sionen‘’ nennt und daB a, das natiirlich durchaus nicht
1 sein muB, das ,,Anfangsglied’* heiBt. Bei der arith-
metischen Progression heit die Zuwachs- oder Ver-
kleinerungsziffer d die ,,Differenz’‘, bei der geometri-
schen Progression bezeichnet man das q oder das %
als den ,,Quotienten*’.

Uns interessiert in erster Linie die Summe einer sol-
chen Reihe. Fir die arithmetische Recihe lautet die
Summenformel, wenn das Anfangsglied a,, die Dif-
ferenz d und die Anzahl der Glieder n gegeben sind

Sp= [al— -9(;;")] ‘n.
UnendlicheSummen arithmetischer Progressionen gibt
es nicht, das heiBt sie liefern alle als Summe unendlich,
da jede arithmetische Reihe divergent ist. Folglich mul
das n, wenn man cine sinnvolle Aufgabe stellen will, stets

als endliche Zahl gegeben werden. Rechnen wir als Bei-
spiel die Summe der ersten 9 geraden Zahlen, also

2+4+4+6+8+4+104 124144164 18="?
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Anfangsglied ist a,=2, Differenz ist d=2 und
Gliedzahl ist n=9. Also

sa=[2— 205].9= [2— (—8)] -9=90,
was unsere Formel ausgezeichnet bestiitigt.

Fir die geometrische Progression gilt die Summen-

formel:
qo-1

Sn= 'qu *ay.
Wiirden wir also die Summe der ersten 6 Glieder
der Progression
34154....

suchen, so wiiten wir, daB a,=3, q=5 und n=6.
Also:

Se=p—3-3="1088-1.3_3906-3=11.718,

was durch Addition von
34154+ 75+3754187549375=11.718

leicht zu kontrollieren ist.

Nun wollen wir einmal eine geometrische Progression
untersuchen, deren ,,Quotient'* ein Bruch ist. Wir
weisen darauf hin, daB gerade diese geomectrischen
Reihen, die zunchmend fallen und daher cigentlich
nicht ,,Progressionen*, sondern ,,Degressionen‘ heilen
sollten, in der ganzen Mathematik eine ungeheure
Rolle spielen. Allgemein geschrieben, haben sie fiir die
Gliederanzahl n die Form:

n-—1
1

1 1 1
Jra-t—atalialy. . .. 4a
o d q ¢ -1

Nach allem, was wir bisher horten, diirfte es bei
dieser Art von Reihe auch einen Sinn haben, nach der
Summe von unendlich vielen Gliedern zu fragen. Wir
stellen uns daher das Problem, nach welchem Grenz-
wert eine solche Reihe ,,konvergiert‘, zu welcher Summe
sie hinstrebt. Fiir eine solche Reihe gilt die Formel
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S =7

=" wobei

q hier der Einfachheit halber
fir — gesetzt ist, damit wir keinen Doppelbruch er-
halten. Wir kénnen also schreiben

. _a

S = j—z unter der Bedingung|q|<1
was ja nichts anderes ausdrickt, als daB hier der ,, Quo-
tient* ein echter Bruch ist. Nach dieser neuen Formel

)
wollen wir nun zuerst die Archimedische Reihe fir
das Parabelsegment untersuchen. Sie hatte die Form

1, 1
T

I+ 5+t et st mat

1
IIler ist das Anfangsglied a gleich 1. Der ,,Quotient‘
ist —4-, da jedes folgende Glied ein Vlerl:el des vorher-
gegangenen ist (oder jedes Glied mit —

==

1

multlphzxert.
i
1-3

gleich
—%

werden mufl, um das néchste Glied zu ergeben) Die
1 e
3

[

als Resultat behaupteten

Summe muB also fiir unendlich viele Glieder nach
Se=— konvergieren

Nun ist

Hitten wir etwa die Reihe

3» was wir vorhin schon
1,1
1+5+

Summe S

...
—1
®™

vor uns, so wissen wir jetzt sofort, daB ihre unendliche
—? -

u}-—l [

=2. Eine andere Reihe
hat dagegen die unendliche Summe

st Jesle

— 3
Doy = 1_%‘
behaupten, daB unter der Bedingung |x|<1 jede Reihe
der Form 1-x--x2-x3-fx3fx54-.
1
1-x
Bedeutung ist

1
s =
2
Allgemein kann man unter Beniitzung unserer Formel

die unend-
liche Summe ;= hat, was ebenfalls von weittragender
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Man wird aus dicsen wenigen Beispielen schon zur
Erkenntnis gekommen sein, daB in der Berechnung von
unendlichen Summen konvergenter Reihen ein aus-
gesprochen infinitesimales Prinzip steckt, das uns in
den Stand setzt, auch allerlei geometrische Probleme
zu losen. Sobald wir etwa imstande sind, irgendeine
Figur, und sei sie auch krummlinig begrenzt, in eine
Unendlichkeit von Figuren zu zerlegen, deren Flichen-
inhalte sich in die Form einer fallenden geometrischen
Reihe ordnen lassen, ist die Quadratur ohne Zubhilfe-
nahme der Integralrechnung durchzufiihren. Wir sahen
ja schon ein Beispiel dieser Art bei Archimedes. Und
wir sind nicht berechtigt, den ungehcuren Scharfsinn
der letzten Schiiler des Archimedes, wie ctwa eines
Galilei oder Viviani, irgendwie geringschiitzig zu be-
trachten, die in der Exhaustionsmecthode geradezu
Unglaubliches leisteten. Daran &ndert es natiirlich
nichts, daB speziell Viviani, ein Freund des groflen
Leibniz, die Tragik erleben muBte, auf der Hohe seines
Schaffens durch die Wunder des Infinitesimalkalkiils
um alle Friichte seiner Mithen betrogen und reltungslos
vom mathematischen Thron gestoBen worden zu sein.
Wir Epigonen aber wollen uns jetzt endgiiltig in den
Besitz der reifen Frucht setzen.

EinunddreiBigstes Kapitel

Technik der Differentialrechnung

Da wir die Grundlagen unserer Kunst so gewissen-
haft beleuchteten, ist es jetzt unser Recht, den Algo-
rithmus der hoheren Mathematik rein formal abzuleiten.
Und wir stellen fir die Differentialrechnung die so-
genannte Leibnizsche Gleichung als Fundamentalsatz
an die Spitze. Diese lautet: Der Differentialquotient=
=g—;'= y'=f(x)= “—"—"i:xl_t—(x). ImWesen bringt uns diese
Gleichung nichts anderes als eine andere Schreibweise
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fiir etwas, was wir schon rechnerisch erforschten. Wir
bildeten ja seinerzeit den Differentialquotienten in der
Art, dal wir von der, durch den Zuwachs dx entstan-
denen neuen Funktion (y+ dy)={(x-dx) die urspriing-
liche Funktion y={(x) abzogen. Also

y+dy= {(x+4dx)
-y =-—ix)

dy= f(x4dx)—f(x).

Wenn wir nun auf beiden Seiten der Gleichung durch
dx dividieren, erhalten wir tatsichlich

dy _ f(x-}dx) —1(x)
dx— dx

Nun darf gz bekanntlich auch f'(x) oder y’ ge-

schricben werden. Folglich besteht unsere erste Glei-
chung zu Recht.

Nun miissen wir aufrichtig scin und sagen, da die
»Leibniz-Gleichung' erst eine Art von Schale ist, aus
der wir fir jeden Einzelfall den Kern herausklauben
miissen. Und das ist nicht immer so leicht. Wenn man
aber systematisch verfihrt, kann man gleichsam Grund-
rechenregeln fiir die Differentiicrung ableiten, die auch
jede komplizierte Differentialrechnung der Behandlung
zugéinglich machen, als ob es sich etwa um eine Mul-
tiplikation oder Division handelte. Zuerst werden wir,
da ja in den Funktionen stets Potenzen von x vor-
kommen, ein allgemeines Gesetz fiir die Differentiierung
einer Potenz zu gewinnen trachten. Beginnen wir mit
dem einfachsten Fall der ersten Potenz. Etwa:

y= x-+}6.
Dann ist y+dy=(x+dx)4+6 wund der
Differentialquotient nach der Leibniz-Formel

dy_ (x+dx)+6—(x+6) x+dx+6—x—6_dx_
ax— dx - dx —dx—
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Dabei soll schon bemerkt werden, daB3 alle additiven
oder subtraktiven Konstanten (in unserem Falle-|-6)
bei der Differentiierung einfach verschwinden. Den
zwingenden Grund dafiir werden wir spéter einsehen.
Nun die zweite Potenz:

y=x2—17.
Nach der Leibniz-Formel ist dann:

dy _ (x4dx)?—7 —(x?—7) __ x*-2xdx4(dx):-7—x24-7
dx dx - -

=2xdx+(dx)’.
dx
Auch hier ist die Konstante (subtraktiv!) einfach
verschwunden. Zuriickgeblieben ist ein verwickelterer
Ausdruck, in dem (dx)?, also eine ,,Kleinheit zweiter
Ordnung'‘ vorkommt. Diese werden wir aus schon oft
erorterten Griinden einfach vernachlissigen und er-
halten dann dy 2xdx
& ax
Wir konnten nun miithsam von Potenz zu Potenz
im Wege der sogenannten ,,vollstindigen Induktion‘
hinaufkrabbeln. Als versierte Mathematiker verachten
wir solche Umwege, da uns der binomische Lechrsatz
in den Stand setzt, dic Angelegenheit allgemein zu
losen. Wir hiitten also y=x?4a zu differentiieren.
Da die Konstante ohnedies nach der Struktur der
Leibniz-Formel verschwinden muB, lassen wir sie fort
und betrachten nur mehr die Funktion

y=xn,
Anwachsen des x um dx erzeugt die Funktion
y+dy=(x+dx)".

Und der Differentialquotient muf3 nach der Leibniz-

Formel lauten:
dy _ (x4-dx)"—x"
dx— dx
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Wenn wir nun das Binom (x-} dx)® nach dem binomi-
schen Lehrsatz entwickeln, erhalten wir:

ay [x“+('l‘)x"-‘dx+(;)x"-"(dx)-+(g)x"-*’(dx)=+...]—x"
ax— dx

Wie man sieht, wird sich das x» stets fortheben, so
daB bleibt:

dy__(Ill)x"'ldx+(121)x"""(t:lx)'+(;;)x"'3(dx)'+ vi

dx— dx

Nun sieht man aber weiters, daB auf jeden Fall in
der Entwicklung des Binoms schon im dritten Glied
(nach Fortfallen von x® im zweiten Glied) das dx in
einer hoheren Potenz als in der ersten vorkommen
mulB. Das folgt aus der Struktur des binomischen
Satzes. Nun ist (dx)® schon eine Kleinheit zweiter
Ordnung. Multiplikation mit einer Kleinheit zweiter
Ordnung gibt aber wieder Kleinheit zweiter Ordnung,
falls mit endlichen Werten multipliziert wird. Noch
mehr gilt dies von den weiteren Gliedern, die gar
Kleinheiten dritter, vierter usw. Ordnung als Faktoren
enthalten. Folglich ist fiir die Differentiierung nur das
erste Glied zu verwenden, alle anderen sind als zu
vernachlissigende Kleinheiten héherer Ordnung fort-
zulassen. Es bleibt also:

n\ n-1
EX_( 1 )x dx_(n)xn—l=nxn—l
dx— dx —\1
Hier haben wir also direkt die allgemeine Formel
zur Differentiierung einer Potenz erhalten. Sie lautet

f'(xn)=nxn-1,

Wie préchtig der Algorithmus stimmt, kann etwa
an y=xX, y=x2 und an einer Konstanten nachgepriift
werden. Fir y=x ergibt sich y'=1-x1-1=1.x0=
=1-1=1, fir y=x? folgt y'=2x3-1=2x1=2x und
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fir eine Konstante, die man als y=ax? schreiben darf{,
resultiert y'=a-0-x0-1=a-0-x~1=0. Sonach wire
etwa der Differentialquotient fiir y=x18 gleich g—’:=
=y'=16x16-1=16x5, Man merkt, daB es eine Eigen-
timlichkeit der Differentialrechnung ist, die Potenz um
eins zu erniedrigen. Der Vollstindigkeit hallber bemerken
wir noch, da unsere Formel nicht bloB fir positive
ganze, sondern ebenso fir negative und gebrochene
Exponenten gilt, so daBl etwa der Differentialquotient

1
fir y=x¥=yx lautet:

dy_1 13 1 -1 1 1 1 1 1

==—=—X? "=—X == —=

ax—2 2 T 1T TR 2
oder der fir y=x-3 die Form g!= 3x-3-1=—3x—4i=

——— hat. DaB hier, beim negativen Potenzanzeiger,
sich dle Potenz erhoht statt erniedrigt, ist nur eine

scheinbare Ausnahme. Denn ein negaliver Potenz-
anzeiger bedeutet einen Bruch und ein Bruch wird
kleiner, wenn die Potenz steigt. Aus diesem ,,Ver-
kleinern** der vorgelegten Funktion durch Differentia-
tion sowie aus dem Umsland, daB die Differentiation
einen Quotienten als Grundlage nimmt, kénnte man
schlieBen, daB sie zu den lytischen, lésenden Opera-
tionen gehort. Das Integral dagegen ist eine Art von
Summe und erhoht, wie wir sehen werden, den Ex-
ponenten der Funktion und damit den Funktionswert.
Daher gehorte die Integralrechnung zu den aufbauenden,
thetischen Rechnungsarten. Wir wollen sie auch so
behandeln. Ein Hauptgegengrund gegen solche Ein-
reihung ist allerdings der Umstand, daB der Differen-
tialquotient wie dic Summe und das Produkt stets
leicht und eindcutig zu bilden ist, wihrend die Aus-
wertung des Integrals strukturell mit Division und
Wurzelziehen dadurch Verwandtschaft zeigt, daB sie
eine gewisse Unsicherheit, Mehrdeutigkeit und die Not-
wendigkeit des Probierens mit sich fiihrt.
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Der aufmerksame Leser diirfte bemerkt haben, daB
bei unseren bisherigen Differentialrechnungen die will-
kiirliche Veréinderliche x stets ohne Koeffizienten auf-
trat. Bei der zwangsliufigen Versinderlichen y ist das
so gut wie selbstverstiindlich. Denn wir differentiieren
erst, wenn wir die Funktion auf die explizite (aus-
gewickelte) Form y=1{(x) gebracht haben. Gar nicht
selbstverstindlich ist diese Koeffizientenlosigkeit bei
den x-Potenzen. Im Gegenteil: Die x-Potenzen treten
sogar in der Regel mit Koeffizienten auf. Da nun
weiters die Koeffizienten nichts anderes sind als multi-
plikative Konstanten, muB} sofort nachgepriift werden,
ob multiplikative konstante GréBen ebenso ver-
schwinden wie addilive und subtraktive. Wir versuchen
also die Funktion

y=3x2419
zu differentiieren. Nach der Leibniz-Formel ist

dy _ 3(x+dx)*+19—(3x*419) .

dx — dx ,
_ 3[x*2xdx+(dx)?] 419 —3x2—19 _
e = =
_ 3x'4-3-2xdx4-3(dx)?+19—3x*—19 _
— o =
__3-2xdx}3(dx)?
- dx

und nach Vernachldssigung der Kleinheit zweciter
Ordnung 3(dx)? ist

dy _32xdx_ o, _

'a’—‘—_dx =3-2x=6x

Wir sehen daraus, da multiplikative Konstante als

Koeffizienten beim  Differentialquotienten stehen
bleiben. Wir hiitten némlich dasselbe Resultat erhalten,
wenn wir die Funktion y=3(x2)419 getrennt dif-
ferentiiert hiitten, und zwar in der Weise, daB wir
zuerst den Differentialquotienten von x? gesucht und
dann mit 3 multipliziert hétten. Der Differential-
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quotient von x2ist 2x und dies mal 3 ist 3:2x="6x.
Die additive Konstante 19 verschwindet auf jeden Fall.

Nun untersuchen wir blo8 noch die Moglichkeit, daB
in einer Funktion mehrere Potenzen von x vorkommen,
Wenn wir dies erfolgreich geleistet haben, sind wir
schon imstande, alle sogenannten ganzen rationalen
Funktionen und auBerdem alle Funktionen mit ge-
brochenem und negativem Potenzanzeiger zu differen-
tiieren, sofern sie die Form

y=ax"+ bx* 1ex 24 . ..., usw.

aufweisen. Wie gesagt, darf das n dabei auch ein Bruch
oder eine negative Zahl sein.
Wir versuchen also, die Funktion

y=4x3—7x24+9x—26
in gewohnter Weise zu behandeln.
dy _ 4(x+dx)* —7(x+dx)?+ 9(x+dx) — 26 —
dx — (4x* —7x*4 9x —26) _
dx
_ 4[x3+3x%dx +3x(dx)*+(dx)*|—7[x4 2xdx +(dx)TH-
+ 9(x+dx) —26 — d(4x= —7x349x —26) _
X
=4x’+4 -3x%dx 4 4-3x(dx)*44(dx)? —7x? —7-2xdx —

— 7(dx)*+ 9x+ 9dx — 26 — 4x3 4 7x? — 9x 26 __
= =

und nach Weglassung aller Kleinheiten hoherer Ordnung
bzw. Addition und Subtraktion:

__4-3x%dx —7-2xdx--9dx
- dx

Dasselbe Ergebnis h#tten wir erhalten, wenn wir
gliedweise differentiiert hitten. Denn der Differential-
quotient von 4x3? ist 4-3x2=12x2% der von —7x?

—12x? —14x}-9.
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ist gleich —7:-2x= —14x und der von 9x ist
9:1-x%=9, Die Konstante (—26) fillt natiirlich weg.
Also wissen wir jetzt, daB der Differentialquotient
einer Summe gleich ist der Summe der Differential-
quotienten der einzelnen Summanden?).

Zur Warnung sei nachdriicklichst angemerkt, daB
man bei Differentiation eines Produktes oder eines
Quotienten, etwa y=(x2+43x+41) (5x—16) oder

y=%’::T_g durchaus nicht analog verfahren darf. In

diesen Fillen gelten eigene Formeln, die jedoch iber
unseren Rahmen hinausgehen. Wir diirfen aber, wo
es moglich ist, stets versuchen, vor der Differentiierung
auszumultiplizieren oder auszudividieren, da wir da-
durch eine unseren Kenntnissen zugiingliche ganze
Funktion erhalten kénnen.

Nun, da wir eigentlich rechnerisch alles erledigt
haben, was wir von der Differentialrechnung wissen
miissen, ist es Zeit, die geometrische Deutung des
Differentialquotienten zu geben, aus der ein groBes
Anwendungsgebiet unseres Algorithmus, niimlich die
Bestimmung der Maxima und Minima, der Hochst-
und Mindestwerte, oder, wie man auch sagt, der
Extremwerte sich ergibt. Wir wissen, dal der Differen-
tialquotient nichts anderes ist als das Verhiltnis des
infinitesimalen (besser: des beliebig kleinen) Ordinaten-
zuwachses zum beliebig kleinen Abszissenzuwachs.
Anders ausgedriickt: Wie verhilt sich der Ordinaten-
zuwachs zum Abszissenzuwachs, wenn irgendein x um
einen beliebig kleinen Betrag wichst? (S. S. 338.)

Da ds bekanntlich nichts anderes ist als ein Stiick
der Tangente, so kann ich dieses Stiick verldngern,
bis es die x-Achse schneidet. Der Winkel, unter dem
die Tangente aber die Abszissenachse schneidet, ist

1) ,,Summe** ist hier.stets als ,,arithmetische Summe**
aufgefaBt, schlieBt also die Subtraktion in sich, die man
als Addition von Gliedern mit negativen Koeffizienten
auffassen kann.
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gleich mit dem Winkel zwischen ds und dx, da der
eine Schenkel (ds und dessen Verlingerung) identisch
sind, wihrend der andere Schenkel dx voraussetzungs-

gemif mit der x-Achse parallel ist. Wenn ich nun

weiter den Differentialquotienten g% als trigono-

metrische Funktion auffasse, dann muB ich zugeben,
daB das Verhiiltnis zwischen der dem Winkel gegen-
iberliegenden und der dem Winkel anliegenden Kathete
nichts anderes ist als die Tangensfunktion des Winkels a.
Der ziffernméfige Wert des Differentialquotienten ist
also an jeder Stelle der Kurve gleich dem Wert der
Tangensfunktion des Winkels, die die Tangente dieses
Punktes mit der durchwegs als positiv gedachten
Abszissenachse bildet. Daraus ergibt sich die ungeheuer
wichtige Folgerung, daB die analytische Gleichung einer
Kurve die Punktkoordinaten jedes Kurvenpunktes zu
errechnen gestattet, wiithrend der Differentialquotient
aus dieser analytischen Gleichung (Funktion) gleichsam
das allgemeine Gesetz des Kurvenverlaufes, das heilt

338



ihrer jeweiligen Tangenlenneigung in sich enthilt. Wir
brauchen in die Funktion bloB eine beliebige Zahl
fir x einzusctzen und wissen dadurch sofort das y,
das heiBt, wir wissen, wo der betreffende Kurven-
punkt liegt. Wenn wir jedoch in das x des Differential-
quotienten dieser Funklion denselben Wert einsetzen,
wissen wir iiberdies, welche Neigung die Tangente an
diesem Punkt der Kurve hat. Wir werden diese Zauberei,
die uns gestattet, ohne die Kurve zu sehen, eine Tan-
gente zu zeichnen, an cinem konkreten Beispiel demon-

strieren. Eine Parabel : x o+ 3 soll fir den Punkt x=4
bestimmt werden.

Fig 56

Fiir x=4 ist y= o+ 3=13=46. Der Punkt P hat
also die Koordinaten x=4, y=4'6. Differentiieren wir
die Funktion y= i’%+ 3, so erhalten wir g—§=i%-2x= =
als Differentialquotienten. Bei x=4 ist also der Wert
der Tangensfunktion des von der Tangente in diesem
Punkt P mit der Abszissenachse gebildeten Winkels
glexch = oder 0'8. Diesem Wert entspricht ein Winkel
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von etwa 38 Grad 40 Minuten. Die Tangente hat also
die in der Zeichnung gezeigte Lage. Wiirden wir jetzt
die ganze Parabel zeichnen, miite die Tangente haar-
genau an der richtigen Stelle in richtiger Art der
Parabel anliegen.

ZweiunddreiBigstes Kapitel

Maxima und Minima

Diese Eigenschaft des Differentialquotienten war
historisch die Ursache seiner Entdeckung. Sein Stamm-
baum liegt gleichsam bei den ,,Tangentenproblemen*,
die besonders im siebzehnten Jahrhundert seit Descartes
zunehmend genauer beachtet und durchforscht wurden.
Der Grund fiir dieses Interesse war unter anderem
folgender: Jeder irgendwie gesetzmiiBige Verlauf eines
Ereignisses oder der Zusammenhang von Grofen-
beziehungen 148t sich durch eine Funktion und dadurch
wieder durch eine Kurve ausdriicken. Nun kann inner-
halb eines zu untersuchenden Teiles (Bereiches) dieser
Kurve die Frage wichtig werden, an welcher Stelle
diese Kurve (und damit die Funktion) den héchsten
oder den tiefsten Punkt (Wert) erreicht. Man nennt
diese Extremwerte Maxima und Minima, Ausdriicke,
die wohl jedem irgendwoher geldufig sind (s. S. 341).

Aus -der Zeichnung ist ohne weiteres zu ersehen, da3
das Kurvenstiick zwischen x; und x, sowohl ein Maxi-
mum als ein Minimum hat. Nun wird es weiters jedem
klar sein, daB die Tangente sowohl im hdochsten als
im tiefsten Punkt unseres Kurvenstiickes horizontal
verlduft, das heit mit der x-Achse parallel ist. Wir
brauchen uns die Kurve ja blo8 als gebogenes Blech-
band vorzustellen, an das ein Lineal anzulegen ist.
Oder noch besser, wir stellen das Blechband auf den
Tisch, ohne seine sonstige Lage zu #ndern. Sicher
beriihrt es den horizontalen Tisch mit dem tiefsten
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Punkt. Denn wiire ein tieferer Punkt vorhanden, dann
miite er in die Tischplatte eindringen. Nun kommt
der grofe Kunstgriff Leibnizens, den er in der berithmten
Abhandlung ,,Uber Maxima und Minima usw.** zugleich
mit dem Algorithmus der Differentialrechnung im
Jahre 1684 in den ,,Acta Eruditorum‘, der von ihm
gegriindeten ersten wissenschaftlichen Zeitschrift
Deutschlands, verdffentlichte. Wenn, so wird ge-
schlossen, der Differentialquotient den Wert der tri-
gonometrischen Tangensfunktion hat, dann muB} er an
den Stellen, wo die Tangente parallel zur x-Achse
lauft, also tiberhaupt keine Neigung zur Abszisse hat,
den Wert Null annehmen. Denn der Tangens von
0 Graden ist, wie wir schon wissen, gleich 0.
Wir setzen also, um ein Maximum oder Minimum zu
entdecken, in einer genialen Umkehrung den Differen-
tialquotienten %=f’(x)=0 und berechnen aus der
dadurch entstandenen Gleichung mit einer Unbekannten
den Wert fiir das x. An dieser x-Stelle brauche ich dann
bloB8 die Ordinate bis zur Kurve zu ziehen und muB
mit 100%,iger Genauigkeit ein Maximum oder ein
Minimum treffen.
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Wir sagen Maximum ,,oder’ Minimum. Das sieht
schwankend und unverléBlich aus. Wir teilen jedoch
zur Beruhigung mit, daB schon Leibniz ebenfalls alle
Nebenrechnungen und ,,Kennzeichen* erforscht hat,
aus denen man schlieBen kann, welcher Extremwert
im gegebenen Fall vorliegt. Manchmal kann man es
auch aus einer zeichnerischen Darstellung der Kurve
oder aus offen zutage liegenden Umstéinden ent-
nehmen. Auf alle Fille ist diese Analyse fiir uns nicht
aktuell, da sie zu vicl Begriffe voraussetzt, die unser
Vorhaben tiberschreiten. Wir werden jedoch frisch und
mutig die fiir die ganze Praxis der Technik und Physik
unentbehrliche Berechnung von Extremwerten an
einigen interessanten Beispielen zeigen.

Zuerst eine sozusagen klassische Aufgabe: Ein Stiick
Blech soll zu quadratischen, oben offecnen Gefillen ver-
arbeitet werden. Auf welche Weise erzielt man Gefille
von moglichst groBem Fassungsraum (Kubikinhalt)?
Da jedes der GefiBe oder der Blechschachteln aus
einem Stick Blech gearbeitet und dann verlstet
werden soll, muBl man die urspriingliche Blechplatte
in quadratische Stiicke schneiden, deren jedes das
Material fiir eine Blechschachtel bildet.

)

(a-2x)
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Jedes Kind weiB, daB eine Schachtel dadurch zu
erzielen ist, daB man an den vier Ecken des Material-
quadrates vier kleine Quadrate ausschneidet und die
dadurch gebildeten Seitenwiinde aufwirtsklappt. Nun
ist es aber durchaus nicht feststehend, wie groB diese
(schraffierten) ausgeschnittenen Quadrate sein sollen.
Theoretisch kénnte ihre Seitenlinge x von 0 bis 3
anwachsen. Bei 0 wiiren die vier Eckpunkte gleichsam
unsere Quadrate und die Schachtel hitte keine Hohe,

da nichts zum Aufwiirtsklappen da wire. Bei x= ;

wieder miilte ich das ganze Blech fortschneiden und
die Schachtel hiitte keine Grund{liche. Zwischen diesen
beiden Grenzfillen, die zugleich den sogenannten ,,Be-
reich'’ der Aufgabe abstecken, miissen unendlich viele
mogliche Schachteln liegen. Begonnen von einer Schach-
tel, diec fast keine Hohe hat bis zu einer Schachtel,
deren Grundfliche ein winzigstes Quadratchen ist und

deren Hohe fast 5 betrigt. Wie nun soll ich unter diesen

unziihligen méoglichen Schachteln gerade die heraus-
finden, die just das groBte Volumen (Kubikinhalt) hat ?
Wenn es mir zuerst gelingt, durch eine Funktion dar-
zustellen, in welcher Art der Kubikinhalt von der
GroBe der abgeschnittenen Quadrate abhiingt, kann
ich durch Einsetzen verschiedener x-Werte zwischen

0 und % eine Bildkurve dicser Abhiingigkeit zeichnen.

Aus der Zeichnung konnte ich ungefidhr das ,,Maxi-
mum* ersehen, da ja der hoéchste Punkt der Kurve
innerhalb unseres Bereiches dieses Maximum anzeigt.
Ich wiiBte den Extremwert aber dadurch doch nur
»ungefdhr*. Genau, so erliuterten wir schon, kann ich
ihn nur finden, wenn ich den Punkt suche, an dem die
Tangente der Abszissenachse parallel lduft, also arith-
metisch gesagt, den x-Wert, an dem der Differential-
quotient gleich Null ist. Eine Extremwertaufgabe er-
fordert somit stets mehrere Operationen. Erstens die
Absteckung des Bereiches, innerhalb dessen das Ma-
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ximum oder Minimum gesucht wird. Zweitens die Auf-
stellung der Funktion, deren Bildkurve durch hdchste
oder tiefste Punkte den Extremwert anzeigen soll.
Drittens die Bildung des Differentialquotienten dieser
Funktion. Viertens die Nullsetzung des Differential-
quotienten, wodurch eine Gleichung mit der Un-
bekannten x entsteht. Fiinftens Auflésung dieser
Gleichung nach x, womit der Extremwert gefunden
ist. Die auBerdem noch notwendige Analyse, ob inner-
halb des Bereiches tiberhaupt ein Extremwert existiert,
und die Untersuchung, ob der allenfalls vorhandene
Extremwert ein Maximum oder ein Minimum ist,
ziehen wir, als iiber unseren Rahmen hinausreichend,
nicht in Betracht. Wir wiihlen deshalb auch nur Bei-
spiele, bei denen sich diese Frage gleichsam von selbst
beantwortet.

Nun gehen wir streng nach unseren Handwerks-
regeln vor. Als Bereich konstatierten wir bereits fiir

unser x die Werte von O bis ;—. Nun wire die Funktion

aufzustellen. Da wir einen Kubikinhalt suchen, der ein
Maximum sein soll, behaupten wir, jeder der mog-
lichen Kubikinhalte heiBe y. Dieses y miissen wir nun
durch die gegebene GroBe a (Seitenlinge des Blech-
stiickes) und das willkiirliche x (Seitenlinge eines der
auszuschneidenden Quadrate) ausdriicken. Kubikinhalt
eines derartigen Parallelepipedons (rechtwinkliges
Prisma mit quadratischer!) Grundfliche) ist aber gleich
Grundfliche mal Hohe. Die Grundfliche der Schachtel
muB die Seitenlinge (a—2x) haben, folglich ist die
Grundfliche selbst (a—2x)? groB. Die jeweilige Hohe
der Schachtel ist aber einfach x, da die hinaufgeklappten
Teile diese Breite aufweisen. Also ist der Kubikinhalt=
=y=(a—2x)% oder y=(a%—4ax-}4x2)x, was aus-
gerechnet und nach fallenden Potenzen von x geordnet

1) Allgemein kann die Grundfliche eines Parallel-
epipeds ein beliebiges Rechteck sein. In unserem Falle
ist sie ein spezielles Rechteck, namlich ein Quadrat.
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die Funktion y=4x3—4ax2®}-a%x liefert. Nun haben
wir als néchsten Schritt den Differentialquotienten
dieser Funktion zu bilden.

y ———4 3x2—4.2ax-}-a2-1-x°
=12x2—8ax-}-a2.
Dieser Differentialquotient ist gleich Null zu setzen.
Also:
12x2—8ax+}a2=0.

Nach den Regeln der gemischtquadratischen Glei-
chung ist zuerst das x2 zu isolieren. Es ergibt sich, wenn
wir zu diesem Behuf die ganze Gleichung durch 12
dividieren:

xl—iax+£=0 oder
12 12

2a
3__ —
X \: +12 =0.

Das a ist eine bekannte ,konstante** GroBe. Es ist
eben die im konkreten Fall gewihlte Seitenlinge des
quadratischen Materialstiickes. Daher behandeln wir
das a einfach wie eine konkrete Zahl oder einen Koeffi-
zienten. Nach den Regeln fiir die Auflésung gemischt-
quadratischer Gleichungen (S.274) ergibt sich fir x

der Wert.: _
_Ra 4a® a?

I T )
_Ra 4a?—3a®
6 36

]36
"a
=T g

Fur x ergeben sich also dic beiden Werte -;— und %.
Da nun 4 als Wert fiir x nicht in Betracht kommt, weil
er nicht innerhalb des Bereiches liegt, sondern einen
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Grenzfall des Bereiches, noch dazu einen sinnlosen
darstellt, haben wir gefunden, dal die Schachtel den
groBten Inhalt hat, wenn die Blechplatte auf allen
Seiten um % aufgeklappt wird. Das heiBt, das Grund-
quadrat hitte dann %”=%-a Seitenldnge und dic Hohe
betrage %. Um uns ein ungefihres Bild zu machen, ob
unsere Rechnung stimmt, nchmen wir an, wir hiitten
eine Blechplatte von 60 cm Seitenlinge. Die Grund-
fliche der ,,Schachtel* wiire, falls wir Quadrate der
Seitenliinge % also 10 cm ausschneiden, 4 X 4 Dezimeter,
also 16 Quadratdezimeter und die Hohe 1 Dezimeter.
Sonach wire der Kubikinhalt genau 16 Kubikdezimeter
oder 16 Liter. Wiirden wir Quadrate von nur 5cm
Seitenliinge ausschneiden, so wiire die Grundfliche
5X b Dezimeter, also 25 Quadraldezimeter groB. Die
Hohe, die hier 5em= L. dm betriigt, ergibl mit 25 dm?2 mul-
tipliziert einen Inhall von nur 12} dm? oder 12} Liter.
Sicherlich also weniger. Wiirde ich die Quadrate dagegen
etwa mit 15 cm Seitenldnge wihlen, dann wire die
Grundfldche der Schachtel 3 X 3 Dezimeter=9 dm?grof3
und die Hohe wiirde 15 cm=1'5 dm, der Kubikinhalt
also 9:1'56=13'6 dm®=13"5 Liter betragen, was ebenfalls
kleiner ist als die Schachtel, bei der das x gleich ist %.

Auf Grund dieser Voriibung wird uns ein zweites,
der Statik entnommenes Beispiel schon weit weniger
Schwierigkeiten bereiten (s. S. 347).

Aus einem kreisrunden Baumstamm ist ein Balken
rechteckigen Querschnitts so auszusiigen, daB seine
Tragféhigkeit bei gegebener Linge ein Maximum
(HochstmaB) darstellt). Der IHalbmesser des Baum-
stammes ist uns bekannt und heiflt r. Ohne weiteren
Beweis teilen wir mit, daB uns der Anteil ebenfalls be-
kannt ist, den Hohe und Breite des Balkenquerschnitts

!) Die durch Strichelung angedeutete Umgrenzung des
Balkenquerschnitts deutet eine der unendlich vielen
anderen Moglichkeiten des Ausséigens an.
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Fig. 59

zur Tragfihigkeit beisteuern. Diese ,,Festigkeit"=F=
dem Quadrat der Hohe mal der Breite des Querschnitts.
Also F=h?b. Wenn wir nun die halbe Breite x nennen,
dann ist nach dem pythagorédischen Lehrsatz -g- e
oder 3;;= r?—x?oder h*=4r2—4x2. Nun soll die ,,Festig-
keit" ein Maximum bilden. Festigkeit=F=h2b. Da aber,
wie wir wissen, h2=4r2—4x?2 und b=2x, so ist schlieB-
lich F=y=(4r2—4x?-2x oder y=8r2x—8x3
Nun besitzen wir schon die Funktion. Welcher ,,Be-
reich" aber kommt in Betracht? Die Breite (2x)
kann zwischen den Grenzen O und 2r liegen. Das ist
aus der Zeichnung klar ersichtlich. Und zwar sind
beide Grenzen selbst sinnlos, da bei ihnen der Balken
cinmal keine Breite, das anderemal keine Héhe hitte.
AuBlerdem stellen wir fest, daB uns nur positive Werte
von x interessieren. Denn eine negative Balkenbreite
wiire technisch ebenso sinnlos wie ein breite- oder
hoheloser Balken. Nun bilden wir den Differential-
quotienten der Funktion.

v=3_gre1.x0_8.3x2
* dx
=8r? —24x?

347



Weiters sofort die Nullsetzung des Differential-
quotienten und die Auflésung der so entstandenen
Gleichung nach x

8r2 —24x2—=0
24x2=8r?

Da uns nur der Pluswert interessiert, stellen wir fest,
daB der Balken die groBte Festigkeit hat, wenn die
Breite (b=2x) den Wert 2—;}/3 des Radius hat. Fiir

einen Radius von 1 dm ergiibe das die Balkenbreite
von 1°15470 dm.

Zum AbschluB noch eine Minimumaufgabe. Man kann
bekanntlich in ein Quadrat unendlich viele Quadrate
einbeschreiben. Welches von diesen einbeschriebenen
Quadraten ist das kleinste ?

— L
1

b > (@-x)

04

Fig. 60



Als Bereich kommen alle Quadrate in Betracht, bei
denen x zwischen 0 und a liegt. Das grofite einge-
schriebene Quadrat ist sicher vorhanden, wenn x=0.
Denn dann ist es ja das groBe Quadrat selbst. Nun
wird x in der Richtung des Pfeiles stets groBer und das
einbeschriebene Quadrat stets kleiner. Allerdings nur
bis zu einem uns noch unbekannten Punkt auf der
Strecke a. Denn, hat x schlieBlich die Lénge a erreicht,
dann hat sich das einbeschriecbene Quadrat gleichsam
um 90 Grade gedreht und ist wieder so gro8 wie das
groBe Quadrat. Nun suchen wir die Funktion. Das
einbeschrichene Quadrat habe die Seite b und seine
Fldche sei demnach b2 Diese Fliche soll ein Minimum
werden. Also b2=y. Wie aber driicke ich jetzt b?
durch x aus, von dem offenbar die Gréfe des Quadrats
abhingt, wie wir bei der ,,Bereichbestimmung' schon
gesehen haben? Nun, wieder kommt uns Pythagoras
zu Hilfe. Denn b®=x2+4(a—x)?, was nach Ausrechnung
b2=x24-a?—2ax-}x2=2x2—2ax-} a? ergibt. DieFunk-
tion steht also schon fest:

Fliche des einbeschriebenen Quadrats=b?=y=
=2x2—2ax-}-a? Die Differentiierung der Funktion

liefert y'=2-2x—2a-1-x° oder y’=%¥=4x—2a. Nach
altem Rezept wird jetzt der Differentialquotient gleich
Null gesetzt und die Gleichung nach x gelost. Also:

4x—2a=0

4x=2a

X=';—-

Da die Maximalwerte unseres Bereiches, wie wir er-
forschten, die Grenzen selbst waren, muB zwischen
diesen Grenzen ein Minimum liegen. Wir sahen ja mit
eigenen Augen, daB das einbeschriebene Quadrat nach
der 0-Grenze von x kleiner und schlieBlich bei x=a
wieder so gro8 wurde wie bei x=0. Weiters ergibt die

Rechnung nur einen Wert fiir dieses Minimum. Folg-
lich existiert dieses Minimum und liegt symmetrisch
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genau zwischen 0 und a, némlich bei x=-;e. Wir iber-
lassen es dem Leser, zu priifen, wie groB das ein-
- eschricbene Quadrat etwa bei a=1dm wird, wenn
ch einmal fiir x den Minimalwert %, also b cm=,—:- dm
und dann etwa x=% und x=%’3 versuche. Da die Kurve
symmetrisch ist, muB man fiir die beiden letzteren
x-Werte gleiche einbeschriebene Quadrate erhalten, die
allerdings groBer sein miissen als das Minimalquadrat
bei x=-;-. Die Flichen sind nach der Formel b=
=2x2—2ax-}-a® zu berechnen. (Auflésung: Beim Mi-
nimum ist b’=;e’, bei den beiden anderen x-Werten

ist b==%a’.)

DreiunddreiBigstes Kapitel

Technik der Integralrechnung

Wir miissen nun wieder dort ankniipfen, wo wir die
Erérterung iiber die Moglichkeit des Integrierens unter-
brochen haben. Wir stellten dort fest, daB die Funk-
tion unter dem Integral zum Wert des berechneten
Integrals sich genau so verhalte, wie ein Differential-
quotient zur Funktion, aus der er berechnet wurde.
Also F(x)=[y'dx oder [f’(x)dx, da ja dy=£'(x)dx und
die Integration beider Seiten dieser letzten Gleichung
[dy=(f'(x)dx ergibt. Das [dy ist aber F(x), die so-
genannte Stammfunktion, oder einfach y.

Da wir inzwischen die grundlegenden Rechenregeln
der Differentialrechnung kennengelernt haben, werden
wir zur Gewinnung gewisser Rechenregeln fiir die
Integration vom Bekannten zum Unbekannten fort-
schreiten. Wir werden einfach eine Funktion differen-
tiieren und dann versuchen, den Differentialquotienten
im Wege der Integration wieder in die Stammfunktion
zuriickzuverwandeln. Bei diesem Versuch werden wir,
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so hoffen wir wenigstens, das Wesen des Integrations-
vorganges, rein rechentechnisch und arithmetisch, durch-
leuchten konnen. Besitzen wir aber einmal den Algo-
rithmus der Integration, dann haben wir eigentlich das
letzte Ziel unseres Buches erreicht.

Wir wihlen also als ,,Stammfunktion‘* die Funktion
F(x)=y=2x3—7x%4x-189
und bilden ihren Differentialquotienten. Dieser lautet :
W —1'(x)=y'=2-3x2—7-2x+1-x0=6x2— 14x+ 1.

Schon hier bemerken wir eine fatale Vieldeutigkeit
der Integration. Kein Mensch in aller Welt wird ném-
lich bei einer allfilligen Riickverwandlung des Dif-
ferentialquotienten in die Stammfunktion (und das ist
ja die Integration) imstande sein, anzugeben, wie grol}
die Konstante war. Man weiB nicht einmal, ob es cine
Konstante gegeben hat. Vielleicht waren es sogar
mehrere Konstanten oder ein Produkt oder ein Quo-
tient von Konstanten, die beim Differentiieren auf
Nimmerwiedersehen verschwunden sind. Wenn man
also die Funktion unter dem Integral wirklich als den
Differentialquotienten einer uns noch unbekannten
Stammfunktion betrachtet, dann kann man logischer
Weise nicht von einer Stammfunktion sprechen.
Jedem Differentialquotienten entsprechen unendlich
viele Stammfunktionen, aus denen er entstanden sein
kann. Und diese Stammfunktionen unterscheiden sich
eben durch eine additive oder subtraktive Konstante C.
Streng richtig muB ich also schreiben: F(x)=y=
=[I'(x)+C oder [f'(x)4C, wenn ich es freistelle, dem
C auch negative Werte zu erteilen. In dieser Form wird
das allgemeine oder unbestimmte Integral auch stets
geschrieben und wenn es nicht so geschrieben wird,
ist eben die ganz willkirliche additive Konstante G
hinzuzudenken. Wieso diese Konstante beim bestimm-
ten Integral, das wir ja zur wirklichen Ausrechnung
beniitzen, unschédlich wird, und was diese Konstante
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physisch und geometrisch bedeutet, werden wir spéter
zeigen. Vorlidufig lassen wir uns durch diese Konstante
nicht storen.

Wir haben also behauptet, diec Stammfunktion F(x)
oder y misse gleich sein dem Integral [f’(x)dx oder in
unserem konkreten Fall:

F(x)=y=[(6x2—14x--1)dx+C.

Praktisch sei bemerkt, daB das dx den ,,Inhalt** des
Integrals stets nach rechts abschlieft, so daB niemand
im Zweifel sein kann, da das 4C auBlerhalb des In-
tegrals steht. Wir ignorieren jetzt dieses G iiberhaupt.
Und vergleichen die x-Glieder der urspriinglichen
Stammfunktion mit den entsprechenden Gliedern unter
dem Integral. Zu diesem Zweck schreiben wir sie zuerst
untereinander:

x-Potenzen der Stammfunktion: 2x3— 7x2-}-x
x-Potenzen unter dem Integral: 6x®—14x 1.

Zuerst merken wir, daB wir, wie beim Differentiieren,
auch ,,gliedweise‘’ integrieren kénnen, soweit es sich um
additiv oder subtraktiv verbundene x-Potenzen handelt.
Wir stellen das gleich als Regel fest und schreiben

[(6x2—14x+ 1)dx=[6x2dx—[14xdx-}[1dx.

Das Integral einer Summe ist also gleich der Summe
der Integrale der Summanden. Zweitens erinnern wir
uns, daB das Integral eine Art von Summe infinite-
simaler Teile ist. Fiir eine solche Summe gilt beziiglich
der unverénderlichen, also konstanten Faktoren (der
Koeffizienten) das distributive Gesetz (Gesetz der be-
ziiglichen Zuteilung). Denn bei jeder Summe 3a--
-+ 3(a-}+h)43(a42h)+43(a+3h)4 . . . kann ich schrei-
ben 3[a+(a-}h)4(a+42h)+4(a+43h)4-...]oder gleich

n

3°Z*'(a+,,h). Daher dirfen alle multiplikativen Kon-

stanten vor das Integral gesetzt werden, so daB wir
auch schreiben konnten:

f(6x2—14x4-1)dx="6/x2dx— 14/xdx-}- 1dx.
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Nun wollen wir aber wicder zur Frage zuriickkehren,
wie aus der beziiglichen x-Potenz unter dem Integral
die entsprechende x-Potenz der Stammfunktion ent-
steht. Wie also mache ich aus 6x2 wieder 2x3, aus 14x
wieder 7x2 und aus 1 das x. Das erste, was mir auf-
fallt, ist, daB das Integrieren die Potenz des x um 1 er-
hoht, was sehr selbstverstiindlich ist, wenn man be-
denkt, dafl die x-Potenz durch das Differentiieren um
1 erniedrigt wurde. Also allgemein l‘/x“'dx=Irgend-
etwas, irgendein Koeffizient mal xm+l, Wie groB ist
nun dieser Kocffizient? Aus 2x3 wurde 6x2. Aus 6x?2
soll wieder 2x3 werden. Da wir den Vorgang beim x
schon kennen, fragen wir nur noch, wic man aus 6
wieder 2 macht. Nun, sehr einfach. Namlich im
Wege einer Division durch 3. Ich habe aber die Stamm-
funktion nicht vor mir. Sondern nur den Differential-
quotienten. Da ich weiter vermute, daB auch die An-
derung des Koeffizienten mit der Potenz des x zu-
sammenhiingt, da ja auch beim Differentiicren der
Kocffizient (sofern er nicht schon vorhanden war)
durch die Potenz des x entstand (oder zum Teil ent-
stand), muB ich versuchen, wie ich aus der Potenz des
x unter dem Integral den Koeffizienten gewinne. Also
aus 6x?2 soll 2x3 werden. Da ich den Potenzanzeiger 2
oben allgemein m nannte, muB ich die 6 durch (m+-1),
also 3 dividieren, um den Koeffizienten 2 des 2x2 zu
erhalten. Wir behaupten somit zusammenfassend, daB
Jxm gleich sei -ﬁxm'*'l Machen wir gleich die Probe
fir unsere anderen Potenzen. Welchen Wert hat
J14xdx? Hier ist m=1. Also ist der Wert li_l\l'l'l—

1;‘:2=7w:3 also genau das, was wir erwarteten.
Wenn wir uns schlieBlich fir fldx mteress:eren, dann
erhalten wir, da [1-dx=/x%x, wohl +1\°+1=Tx1=x
was offensichtlich stimmt. Wir sind also formlich im
Fluge in den Besitz des Algorithmus der gefiirchteten

Integralrechnung gelangt. Und wir haben damit das
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Versprechen eingeltést, daB uns der Integralbefehl
durchaus nicht schwerer zu befolgen erscheint, als
irgendein anderer mathematischer Befehl. Dies gilt
allerdings nur fiir ganze rationale algebraische Funk-
tionen. Wir verhehlen darum auch nicht, daB die
Integralrechnung verwickelterer Funktionen kein Hand-
werk mehr ist, sondern eine Kunst. DaB etwa

f ] dx gleich ist < l/ 1 +kl+ log( l/ l+k=)t)

kbnnen wir durch unsere einfachen Regeln nicmals eru-
ieren. Dazu sind allerlei Kunstgriffe notwendig. Fiir die
Praxis des Rechnens mit Integralen gibt es deshalb
eigene Tafelwerke, in denen die Auflosung verschieden-
ster Formen von Integralen, nach gewissen Gesichts-
punkten geordnet, gegeben ist.

Es soll auch weiter nicht verschwiegen werden, daf
es Integrale gibt, die tiberhaupt nicht gelést werden
konnen. Denn wir kénnen Ausdriicke bilden, die als
Differentialquotient einer Stammfunktion nicht exi-
stieren. Es ist eben keine Stammfunktion denkbar, die
gerade diesen Differentialquotienten hat. Wenn es
aber keine Stammfunktion gibt, gibt es auch kein
genaues Resultat der Auswertung des Integrals. Hoch-
stens ein angendhertes. Und es sei abschlieBend be-
merkt, daB fiir die Praxis eine niherungsweise Losung
jedes Integrals mit beliebiger Genauigkeit moglich ist.

Obwohl wir nun eben die bescheidenen Grenzen, in
denen sich unsere Kenntnisse bewegen, angedeutet
haben, wollen wir gleichwohl nicht die Flinte ins Korn
werfen. Wir kénnen némlich trotz unserer geringen Aus-
bildung in der Integralrechnung zahllose Aufgaben
lésen. Und vor allem beherrschen wir das Prinzip und
werden dadurch vieles verstehen, was sonst dem Laien
ein unlésbares Rétsel bleibt.

*) Reknnkatlon der Parabel y= 2k (aus G. Kowa-
lewski: Einfohrung in die Infinitesimalrechnung).
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Wir wenden uns also wieder dem Problem der Qua-
dratur zu. Es beliebt uns, die Kurve y=x—x?2 aufzu-
zeichnen und die Forderung der Quadratur innerhalb
eines gewissen Bereiches zu stellen. Da diese Kurve
bei x=0 durch den Koordinatenursprungspunkt geht
und bei x=1 schon wieder beziiglich der Ordinate ins
Negative tibergeht und auch weiter bei wachsendem x
im 4. Quadranten bleibt, quadrieren wir bloB das
Stiick zwischen x=0 und x=1.

y

Fig 61

Wir kombinieren unsere Kiinste und stellen vorweg
durch eine Maximumaufgabe fest, wie groB die héchste
Ordinate dieses Kurvenstiickes ist. Also fiir den Be-
reich x=0 bis x=1 ergibt die Funktion y=x—x2
"den Differentialquotienten y'=1f'(x)= %= 1—2x. Null-
setzung des Differentialquotienten liefert: 1—2x=0.
Auflésung dieser Gleichung: 2x=1 oder x=%. Dieses x
liegt sichtlich im geforderten Bereich, da es genau in
der Mitte zwischen 0 und 1 anzutreffen ist. Nun kehre
ich zur Funktion der Kurve zuriick und setze fiir
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x=} ein. Folglich ist y=x—x?=}—(})*=}—1=1.
Die héchste Erhebung unseres Kurvenstuckes uber die
x-Achse ist also }, was aus der Zeichnung ohne weiteres
zu ersehen ist. Ebenso ersieht man, daB dieses ,,Maxi-
mum** bei x=1 stattfindet.

Nun zur Quadratur. Wir wissen bereits, daB die
Quadratur durch ein ,,bestimmtes*’, das heit ein mit
Ober- und Untergrenze vcrs«ihenes Integral geleistet

wird. Also in unserem Falle [(x—x2)dx=? Wie be-
0

handeln wir nun das ,,bestimmte* Integral? Die An-
leitung ist sehr einfach. Wir haben zuerst gleichsam
eine allgemeine Formel, néimlich das unbestimmte Inte-
gral zu berechnen, das uns angibt, nach welchem
Gesetz die gegebene Kurve zu quadrieren ist. Also:
F(x)=y= [(‘:— x?)dx= [xdx— [x*dx=
1141 1 o1
= e
die Konstante G).
Jetzt ist unsere weitere Aufgabe, die ,,Grenzen‘ zu
beriicksichtigen. Dafiir gibt es, etwas oberflichlich ge-
sprochen, eine sehr einfache Regel. Némlich die Sub-
traktion des Integrals der untecren Grenze vom Integral
der oberen Grenze. Wenn wir allgemein die untere
Grenze mit a, die obere mit b bezeichnen, also ein

E\-’ ;xa (dazu tberall noch

b
Integral [I’(x)dx vor uns haben, dann wire die Lésung
des unbe;timmten Integrals f(x)4C. Nun haben wir
: b
x=a und x=Db zu setzen und erhalten [f'(x)dx=

a
=[f(b)+C]—[f(a)+C] oder nach Losung der Klam-
mern f(b)4C—f(a)—C=1f(b)—{f(a). Wirsehen, daB bei
Ausrechnung des bestimmten Integrals auf jeden Fall
die Konstante fortfillt, so daB wir einen eindeutigen
Wert erhalten. In unserem Beispiel ist die obere Grenze

1, die untere 0. Da das unbestimmte Integral den Wert
1

Tixz—-;-x“+G hatte, haben wir einzusetzen:
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1 1 4 | |
[z =g +¢|-[g0r— 500 +c]=
1 1 1 1_3 2_1
=z 3te-C=5—35=% 5 %
Unsere erste Quadratur ist gelungen. Die krumm-
linig begrenzte schraffierle Fliche hat den Flichen-
inhalt } in der Einheit, die wir fiir das x auf der
Abszisse wiihlten und die auch Einheit der Ordinate
ist. Also, wie man sagt, + Quadrateinheiten?).

VierunddreiBigstes Kapitel

Mittelwert und beslimmtes Integral

Wir wollen dieses Beispiel aber nicht verlassen, ohne
noch auf etwas anderes hinzuweisen. Da die Grund-
linie unserer Figur 1 und die Flache } Quadrateinheiten
betrigt, ist die Figur einem R(.chtu,k inhaltsgleich, das
die Linge 1 und die Hohe } hat. Man konnte nun
behaupten, da ja unzéhlige Oxdmaten) kleiner, un-
ziihlige wieder grofer sind als &, da dieses § die ,,mitt-
lere Ordinate** oder einen ,,Mittelwert aller Ordinaten‘*
oder eine ,,Durchschnittsordinate’* darstelle. Dazu
miissen wir uns den Begriff des ,,Mittelwertes* néher
ansehen, der im Sprachgebrauch auch ,,Durchschnitt**
genannt wird. Die einfachste Art eines Mittelwertes
ist das sogenannte arithmetische Mittel. Es ist auch
dic Form der Durchschnittsbildung, die schon jedes
Kmd instinktiv vornimmt. Haben drei Apfel die

1) Wiire die Ordinate und die Abszisse nicht im glei-
chen MaBstab dargestellt, dann bedeutete das Iniegral
die Anzahl der ,,Einheits-Rechlecke*’, deren Sciten je-
weils die Einheiten der Abszisse und der Ordinate sind.
Unsere ,,Quadrateinheit'* ist somit ein Sonderfall einer
allgemeineren Mdoglichkeit. Doch beschrénken wir uns in
diesem Buch auf ,,Quadrat-Einheiten*.

) Natirlich mnerhalb des Bereiches.



Durchmesser 5 ¢m, 10 em und 15 cm, dann ist der
durchschnittliche Apfel 10 ¢cm im Durchmesser. Oder
kaufe ich ein Kilogramm Zucker einmal um 80 Gro-
schen, das zweitemal um 90 Groschen, das drittemal
um 95 Groschen und das viertemal um 99 Groschen,
dann ist der Durchschnittspreis ecines Kilogramms

Zucker wohl w=91 Groschen. Allgemein wird
das arithmetische Mittel nach der Formel
M= 2cteutoct 4 gopideta).

Nun ist der Mittelwert (,mittlere Ordinate) in
unserem Fall nicht aus endlich vielen Einzelwerten von

Ordinaten, sondern aus unendlich vielen solcher Einzel-
werte gebildet. MiiBte also lauten, wenn y,, y, ¥,

Yyssaas die Ordinaten sind: My= Yit¥utdabo¥@ - (qq

offensichtlich nicht berechenbar ist. Wenn wir aber
diese Mittelwertbestimmung als Infinitesimalaufgabe
ansehen, dann kénnen wir zu einem Resultat kommen.
Denn die unendliche Summe der Ordinaten ist ja nichts
anderes als die zu quadrierende Fliiche und ihr Wert
ist deshalb das bestimmte Integral iiber den verlangten
Bereich. Was aber ist der Nenner unseres Mittelwert-
bruches? Wohl nichts anderes als der Ausdruck fiir
die unendliche Anzahl der Ordinaten. Also gleichsam
die Zahlenlinie aller ihrer FuBpunkte. Das aber ist
wieder nichts anderes als das Stiick der x-Achse, das
den Bereich bildet. Unsere infinitesimale Mittelwert-
formel hétte demnach zu lauten:

b
[i'(x)dx
b—a

Nun wollen wir die Formel an unserem Fall priifen,
bevor wir die ungeheuere praktische Bedeutung dieses

1) Das eometnsche Mittel ist die n-te Wurzel aus den
mnteman er multiplizierten Einzelwerten. Also

M(,_}’a1 8p'83....8p"
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Integralmittelwertsatzes an einem konkreten Beispiel
zeigen. Wir fanden als Integral der Fliche J(x—x‘)dx

den Wert %. Dieses } bildet also den Zihler. Den
Nenner bildet die Differenz der Grenzen 1—0=1.
Folglich betriigt der Mittelwert oder die mittlere Ordi-

nate in unserem Fall MA—i—-L.

Fast jeder hat cinmal einen sogenannten selbst-
registrierenden Apparat gesehen. Es gibt selbstregi-
strierende Thermometer, Barometer, Hygrometer usw.,
wie sic jedes Wetterhéuschen in den Grofstadtparks
besitzt. Um eine Trommel ist ein Millimeterpapier ge-
spannt, dessen Einteilung Bezeichnungen fiir Tage und
Stunden trigt. Und zwar in der Richtung des Um-
fanges. Der Hohe nach bedecutet die Einteilung Tempe-
raturgrade, Luftdruck, Feuchtigkeitsgehalt der Luft,
oder anderes. Die Trommel ist mit einem Uhrwerk
derart verbunden, daBl sie sich genau der Einteilung
gemill dreht, withrend ein Farbstift wieder genau den
Thermometergraden, Barometerstiinden usw. in seiner
Aufwirts- oder Abwiirtsbewegung folgt. Da an jedem
Zeitpunkt, sei er auch noch so klein, eine Temperatur
oder ein Luftdruck oder ein Feuchtigkeitsgehalt der
Luft existiert, ist diese Art der Aufzeichnung eine
absolut stetige, infinitesimale. Die betreffende Kurve
ist demnach stetig und differentiierbar. Nur ist sie
derart kompliziert und sprunghaft, daBl eine Formel
wohl unméglich fiir sie in der Praxis aufzustellen ist.
Nehmen wir etwa nach einem Monat das Papier von
der Trommel, dann sieht die Kurve vielleicht so aus
(s. S. 360).

Nun wirde uns die ,,Durchschnittstemperatur des
Monates Mirz" interessieren. Und wir werden jetzt
das Kunststiick vorzeigen, diese gewiinschte Durch-
schnittstemperatur ohne jede besondere Rechnung,
gleichwohl aber als Integralmittelwert zu bestimmen.
Wir kalkulieren folgendermafBen, indem wir alles auf
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Fig. 62

den Kopf stellen: Die Formel der Kurve, aus der wir
das bestimmte Integral irgendwie berechnen k&énnten,
ist uns unbekannt und wird uns unbekannt bleiben.
Der Wert des Integrals aber ist ja gleich der Fliche
zwischen der Kurve, der Anfangs- und Endordinate
des Bereiches und der Abszissenachse. Schneiden wir
also munter mit einer priizisen Schere dicse Fliche aus,
wiegen wir sie auf einer physikalischen Préizisions-
waage ab, schneiden wir weiters die Einheitsfliche,
die Quadrateinheit aus. Und nun bestimmen wir nach
dem Gewicht den Fldcheninhalt, also den Wert des
Integrals. Wir héatten als Seite der Quadrateinheit
etwa den Thermometergrad genommen. Gleich lang
mit diesem Grad erscheint auf der x-Achse etwa die
fiir einen Tag beanspruchte Langeneinheit der Abszisse.
Nun haben wir nichts mehr zu tun, als die Flichen-
zahl, die wir durch W&gung ermittelten, durch den
»Bereich®, also durch (b—a), das ist hier 31—0=31,
zu dividieren. Dadurch erhalten wir haargenau die
Durchschnittstemperatur des Monats. Und zwar infini-
tesimal genau als Durchschnitt der unendlich vielen,
im betreffenden Monat vorgekommenen Temperaturen.
Beziglich der ,Funktion wire noch nachzutragen,
daB hier die Temperatur y zwangsldufig von der Zeit x
abhéingt. Wir hétten, was weiter zu bemerken ist, auch
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nicht unbedingt die Tage als x-Einheiten wihlen miissen.
Wir hitten auch so vorgehen koénnen, daB wir den
»X-Bereich* vor der Mittelwertbildung einfach in
y-Einheiten abgemessen hétten. Zum SchluB schreiben
wir unser Kunststiick noch mathematisch an:

b
Resultat der Wagung—=nQuadrateinheiten—=/f'(x)dx
a

b—0

wobei b in Einheiten zu messen ist, die mit der Seiten-
linge der Quadrateinheit gleich gro8 sind. Dieses
Beispiel zeigt uns den ungeheuren Wert rein gedank-
licher Operationen. Denn in Wirklichkeit wurde nur
gewogen, dividiert und kalkuliert. Von einem wirk-
lichen Integral war keine Spur. Gleichwohl konnten
wir die Berechtigung unseres Kunststiickes nur aus
der Integralrechnung herleiten, da ein Mittelwert aus
unendlich vielen Ordinaten ohne Infinitesimaliiber-
legungen nicmals gewonnen hitte werden konnen.

Bevor wir weitere Quadraturen beginnen, soll auf
eine Eigenschaft des bestimmten Integrals eingegangen
werden, die besonders Anfingern viel Kopfzerbrechen
verursacht. Es handelt sich dabei um dasVerschwinden
der Integrationskonstanten. Arithmetisch haben wir
schon gezeigt, daB die Subtraktion des Integrals der
unteren Grenze vom Integral der oberen Grenze die
Konstante stets verschwinden lassen muB. Gleich-
giiltig, ob die Konstante des ,,unbestimmten* Integrals
additiv oder substrakliv beigefiigt war. Ware das un-
bestimmte Integral [f’(x)dx gewesen, zu dem -- oder
— G hinzugefiigt worden wire, dann hatte die Aus-
rechnung des bestimmten Integrals derselben Funktion

7f’(x)dx stets die Form
: (f¥'(b)dx-+C)— (ft'(a) dx+ C)=1£(b)4 C—f(a)—C=

. =f(b)—f(a) oder
(/'(b)dx— C)— (ff'(a)dx— C)={(b)— C—f(a) 4 C=
=

)—£(a).
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Geometrisch bedeutet diese Subtraktion nichts
anderes als das Abziehen einer Fliche von einer anderen.
Allerdings nur im Endresultat. Solange noch die Kon-
stante mitspielt, handelt es sich geometrisch um Ab-
zichen einer Ordinate von einer anderen. Um das aber
richtig zu verstehen, missen wir den Begriff der Diffe-
rential- und Integralkurve erértern. Wir wissen, daB
jeder Funktion analytisch eine ,,Bildkurve‘* entspricht.
Wenn wir also etwa in unserem friitheren Beispiel eine
Funktion y=x—x? gegeben hatten, dann kiénnen wir,
wie wir es ja auch taten (Fig. 61), eine Kurve dieser
Funktion oder eines bestimmten Bereiches dieser Funk-
tion zeichnen. Wenn wir nun integrieren, erhalten wir

F(x)=/(x—x2)dx+ C=5—-5+C,
also wieder eine Funktion von x, die wir auch zeichnen
konnen. Diese ,,Stammfunktion nun ergibt, relativ
zur ,,Ausgangsfunktion’’ y=x—x2, die sogenannte Inte-
gralkurve. Nun wissen wir aber nicht, wie groB3 das G
ist. Wir wissen nicht einmal, ob es positiv oder negativ
ist. Es konnte auch O sein. Was bedeutet nun analy-
tisch eine additive (subtraktive) Konstante? Wir ver-
raten es gleich: Die Kurve als solche bleibt die gleiche,
#indert ihre Form nicht, ob die Konstante dabeisteht
oder nicht. Die Konstante bewirkt nur eine Verschie-
bung der Kurve im Koordinatensystem. Eine beliebige

Parabel der Formel y=-’§-:|:G etwa, sieht, je nachdem
wie groB G ist, folgendermaBen aus (s. S. 363).

Da nun G jeden Wert zwischen 4+ oo und — oo an-
nehmen darf, stellt jedes allgemeine oder unbestimmte
Integral eine Kurvenschar vor, die gleichsam so dicht
aneinanderliegt, daB sie die ganze Flache bedeckt.
Diese Eigenschaft des Integrals hat eine ungeheuere
Bedeutung in der Physik. Wenn es uns gelingt, fiir
einen Bereich (einer Fliche oder eines Raumes) eine
,,Differentialgleichung** aufzustellen, dann ist damit der
Bereich oder das ,,Feld“ in jedem Punkt bestimmt.
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Fig. 63

Die Differentialgleichung wird némlich dadurch ,,ge-
lost’’, daB sie integriert wird. Und dieses Integral gibt
mir nach Feststellung der Konstanten fiir jeden Punkt
des ,,Feldes'* den Zustand an. Doch dies nur nebenbei.
Wir wissen nun, daB es unendlich vicle ,,Integral-
kurven* gibt, die ansonst kongruent sind und sich
nur lagemiBig durch dic Konstante unterscheiden.

Wenn wir annihmen, es wire die Funktion y’ =-’§‘- zu
integrieren, erhielten wir als Integralkurven alle
F(x)= f—;—‘-dx;#:C=’—;-'j:C. Nun wire jedes bestimmte

363



b 2 b2 2
Integral j—f— Ix gleich (%i(l) _'._b = -_‘_"1__ Da

o 2

aber weiters jedes T i-C=F(x)=y, also die Ordinate
der Integralkurve darstellt, ist das allgemeine Integral
die allgemeine Ordinate der Integralkurve und das be-
stimmte Integral die Differenz zweier bestimmter Or-
dinaten der Integralkurve. Und zwar der Anfangs- und
der Endordinate des Integrationsbereiches. Wir wollen
dies in einer Zeichnung verdeutlichen, in der zugleich
die zu integrierende Funklion 1y —; und cine be-
liebige Anzahl von Integralkurven y-—-i ~C sichtbar
sind. Integrationsbereich ist der Bereich zwischen a
und b (s. S. 365).

Wie man leicht merkt, ist die schraflfierte, zu be-
rechnende Fliache gleich dem Dreieck OP,;b— OPa.
Diese Fliachendifferenz aber soll gleich sein der zuge-
horigen Ordinatendifferenz irgendeiner der Integral-
kurven. Und zwar dem absoluten Betrag dieser Dif-
ferenz. Wie man aus der Figur klar erkennt, sind diese
Ordinatendiffercnzen bei sémtlichen Integralkurven
gleich, so daB der Wert des bestimmten Integrals tat-
séchlich unabhiingig ist von der GroBe der additiven
(subtraktiven) Konstante des allgemeinen (unbestimm-
ten) Integrals.

Nun sprachen wir aber auch von einer Differential-
kurve. Nehmen wir wieder das erste Beispiel y=x—x?2,
dessen Integral F_-’-——- -G ist. Bei der Maximum-
aufgabe an derselben 1\u1 ve fanden wir noch cine dritte
Funktion —=l:' (x)=y'=1—2x, die wir natirlich auch

durch eine ,,Blldkurve“ veranschaulichen kénnen. Wir
haben also jetzt drei Kurven. Eine Funktionskurve der
gegehenen Funktion y=x—x2, eine Integralkurve
I‘_-— —%+C (in unserem Falle wihlen wir C=-+1)
und eine Ul[ferentlalkurve y'=1—2x. Wir werden uns
fir x=04 die Ordinaten dicser drei Kurven zeichnen.
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Fig. 64

Natirlich kénnte man die ganzen Kurven zeichnen,
was der Leser sich auf Millimeterpapier leicht selbst
besorgen kann (s. S. 366).

Am Punkte x=0'4 sind die Ordinaten der drei
Kurven y=0'24 (gegebene Kurve), F=1'0587 (Inte-
gralkurve) und y’=02 (Differentialkurve). Nun ver-
suchen wir einmal, die Differentialkurve zur Integral-
kurve zu finden. Da _-—'— 511, 80 lst —2 —\:—

—3- —x*— x—x2, was zu unse1 er Uberraschung dle Aus-
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gangsfunktion liefert. Nun integrieren wir einmal die
Differentialkurve y'=1—2x. Das Integral [(1—2x)dx=
=[1-dx— f2xdx=¢gp —-\: 0+1__2 T‘:H'l—x—x“ Wieder
erhalten wir die Ausgangsfunkt.lon Oder ganz genau
gesagt, die Ausgangsfunktion mit der Konstanten
C=0. Nun liegt das Getriecbe offen vor uns: Die inte-
grierte Differentialkurve ergibt die Ausgangskurve. Die
integrierte Ausgangskurve ergibt die Integralkurve.
Weiters ergibt die differentiierte Integralkurve die
Ausgangskurve und die differentiierte Ausgangskurve
die Differentialkurve. Wiirden wir noch die sogenannten
hoheren Differentialquotienten und die mehrfachen
Integrale kennen, dann kénnten wir unsere Stufen-
leiter nach oben und unten bis ins Unendliche fort-
setzen bzw. bis dorthin, wo der Differentialquotient
verschwindet, was aber nur bei nichtperiodischen Funk-
tionen vorkommt.



FanfunddreiBigstes Kapitel

Weilere Quadratur-Probleme

Nach diesen Feststellungen, die wir leider nicht
noch viel weiter fithren kénnen, wollen wir einmal den
Algorithmus des Integrals an einem Grenzfall erproben.
Wir leisten uns den Scherz, dic Quadratur des Qua-
drats zu versuchen. Und zwar mittelst der Integral-
rechnung. Die ,,Kurve*, die unser Quadrat einschlieBen
soll, ist natiirlich eine Gerade, parallel der Abszissen-
achse. Ihr Abstand von dieser Achse muB die gewiinschte
Seitenlinge des Quadrats, nfimlich a sein.

JKurve® y=a

ST

Fig. 66

Die Gleichung dieser Kurve hat zu lauten y=a
oder, um ein x einzuschmuggeln, y=ax° Um ein Qua-
drat zu erhalten, miissen wir von x=0 bis x=a inte-

a a
grieren. Nun schreiben wir an: F=fax%dx=a [ x0dx.

Das allgememe Inbegral fax%dx4-C ergibt F—ajx°dx;|:
+C=agy x°+1j;C—ax:|:C. Das bestimmte Integral
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muB daher sein: F=(a-a4-C)—(a-04C)=a%—0=a?,
womit wir die Fliche des Quadrats durch Integration
erhalten haben. Die Integralkurve ist in unserem Falle
eine Gerade der Gleichung F=ax+4C. Wir wollen
noch beifiigen, daB man auf die gleiche Art auch
die Flichenformel des Rechtecks durch Integration
gewinnen kann. Wire némlich der Integralionsbereich
nicht 0 bis a, sondern etwa 0 bis b, dann blicbe
das allgemeine Integral bestehen, da ja die Ausgangs-
kurve y=ax? bestehen bleibt. Das bestimmte Integral
aber wiirde liefern:

F=(a:b4-C)—(a:04 C)=ab—0=ab,

was offensichtlich die Formel einer Rechtecksfliche
darstellt. SchlieBlich wird bemerkt, daB die Integral-
kurve nur an der Stelle x=a einen Wert fiir ein Quadrat
liefern kann. An allen anderen Stellen liefert sie natur-
gemifB Werte fiir Rechtecke, deren eine Seile a ist.

Nun wollen wir noch die Aufgabe des groflen Archi-
medes, die Quadratur der ,,gemeinen Parabel*, die
er als: Parabelsegment = Einbeschriebenes Dreieck X

X (1+-:—+—11§+ ...), darstellt, was weiter: Einbeschrie-
benes Dreieck X% liefert, durch die Integralrechnung

nachpriifen. Gewohnlich wird in der Schule als Formel
der Parabel y2=2px gelernt. Nun ist dies durchaus
nicht die einfachste Form einer Parabelgleichung,
sondern eine sogenannte inverse Funktion. Setzen wir,
was wir jederzeit dirfen, den Parabcl-Parameter p
gleich }, dann wird aus y?=2px die Gleichung y*=x
oder y=}x. Nach den Regeln der Funktionenlehre und
der analytischen Geometrie bedeutet die Vertau-
schung von x und y in ihren Rollen als abhingige und
unabhéngige (zwangsldufige und willkiirliche) Ver-
dnderliche nichts als die Drehung der Kurve im Ko-
ordinatensystem um 90 Grade. Die Parabel y?=x liegt
gleichsam horizontal, die Parabel x®=y (oder y=x2)
vertikal im Koordinatensystem.
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Die eine Kurve im Verhiltnis zur anderen heit
pinverse (umgekehrte) Kurve, die Funktionen zu-
einander heiBen ,,inverse Funktionen*. Dies aber nur
nebenbei zur Beruhigung allfilliger Skrupel, wenn wir
im folgenden die Funktion y=x? gleichsam als Funk-
tion der Urparabel in Anspruch nehmen.

Im archimedischen Sinne beschrieben wir in ein
Parabelsegment S, das eigentlich ein Halbsegment ist,
ein Dreieck ein:

Y

s
P X=Q gqo‘

24 Colerus: 1Xx1 369



Der Integralrechnung ist nun in erster Linie das
schraffierte Flachenstiick zuginglich, das den Inte-
grationsbereich von x=0 bis x=a darstellt. Unsere
Funktion der Kurve lautet y=x2, das allgemeine In-

tegral daher F=[x2dx4C, was F=-;—x“;tG liefert.
Da wir das bestimmte Integral F,= ﬁvc'-’-dx aus-
0

werten sollen, haben wir anzusetzen:
1 . s
Foa= (§ a? :I:C) - (—;— 03 4 (.:) ::%.
Wie groB aber ist jetzt das Parabelhalbsegment ? Nun,
das konnen wir leicht durch eine weitere Subtraktion

gewinnen. Es ist ndmlich das Rechteck, das die Seiten
x=a und y hat, minus unserer Quadratur der schraf-

fierten Fliche. Es ist also ay—%'-. Nun ist nach der
Ausgangsfunktion y gleich x% also im Falle x=a so-
viel wie a2 Folglich ist
a? al a? _ 3a*—a®_ 2
ay—-§-=a-a’—§_ a’— ? = —T———Q—ﬂa.

Nun hat aber Archimedes seine Quadratur nicht in
Einheiten von a, sondern in einbeschriebenen Drei-
ecken angegeben. Wir miissen also noch ermitteln, wie
groB das einbeschriebene Dreieck OPP, ist. Es ist ein
rechtwinkliger Triangel mit den Katheten y und x=a.
Seine Flache ist demnach ¥:° oder, da y=x3=a?,
s0 hat es die Flache *3*=%. Nun multipliziert Archi-
medes dieses Dreieck mit der fallenden geometrischen

Progression (1+%-}-%s +(;11+ g .), deren unendliche
Summe nach einer schon erwihnten Formel s = ii_

q
(wobei q in unserem Falle 1 betrigt), ﬁ: -_%-_: %

Y
ergeben muB. Nun haben wir alles beisammen, was wir

brauchen. Nach Archimedes ist die Fliche des Parabel-
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halbsegmentes gleich dem Dreieck -'3: mal der Reihen-

summe %, also % . -g- = 2" , was genau den Wert ergibt,

den wir durch Integratlon fanden. Und wir wollen uns
an dieser Stelle in tiefer Verehrung vor dem erleuch-
teten Geist Griechenlands im allgemeinen und eines
Eudoxus und Archimedes, den ersten Bahnbrechern
der Integralrechnung, im besonderen verneigen.

Selbstverstindlich ist es auch moglich, mittels der
Integralrechnung das Halbsegment der ,liegenden‘
Parabel (y2=x oder y=VX) direkt zu quadrieren. Wir
konnen an diesem Beispiele sehen, daB unser Algorith-
mus der Integralrechnung auch auf gebrochene Potenzen
sicher und leicht anzuwenden ist. Wiirden wir also, um
Verwechslungen mit der Schreibweise der eben berech-
neten Quadratur zu vermeiden, den ,,Bereich*‘ von x=0
bis x=Db wihlen, dann hitten wir das bestimmte Inte-

b b1
gral F=[yXdx=/x* dx auszuwerten. Unser b wire
0 0

dann das Stiick der Parabelachse vom Hauptscheitel
bis zum Schnittpunkt mit der Sehne, die das Segment
begrenzt: somit genau dasselbe Stiick, daB wir in Fig. 54

als b bezeichneten. Nun die Berechnung: Allgemeines
Integral von yx=F= jx’ dx 4 C—Ll‘:"H + C=
——{x%ic——wc’ic——}'_ x34- C. Setzt man nun die

Grenzen O und b ein, dann erhilt man als bestimmtes
Integral:

F =be%- dx = (%VF:E C) —_ (%]/@ -+ C) =-§-]I]_,_=i oder _g; l']/B.

Da nun weiters bei der ,liegenden‘* Parabel b nichts
anderes als die Basis des ,,groBen archimedischen Drei-
ecks’ und Yb (nach der Parabelgleichung y=yx) die
Halbsehne, somit die Hohe des ,,groBen Dreiecks’ be-
deutet, miiBten wir im Sinne des Archimedes zuerst
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das ,,groBe Dreieck'* aus b und yb, also —b-‘-f- bilden und
dieses dann mit der Reihensummes,, =(l +_:'+TluT+ . .)=
=%‘— multiplizieren. Wir erhielten dann fiir das Parabel-
halbsegment den Wert %—- b§=% byb, was genau der
Wert ist, den wir durch Integration erziclten.

Nun haben wir schon so groBe Ubung im Integral-
rechnen, da wir einmal eine einfache Minuspotenz
von x, némlich x—1, oder, was dasselbe ist.,l? in den
Kreis unserer Betrachtungen ziehen. Die Gleichung
y= —;— stellt eine Hyperbel dar, deren beide Aste mittels
geeigneter Reihen von x-Werten leicht in ein Ko-
ordinatensystem zu zeichnen sind. Bei x=1 ist y eben-
falls 1 und ein Schnitt mit der y- oder x-Achse ist nicht
zu finden. Denn wenn x selbst noch so groB8 wird, wird
y nicht 0. Und wenn x = Null gesetzt wird, wird
y=%)-, also ein Wert, den wir als oo anzusprechen pflegen.
Demnach verlduft unsere Kurve mit ihren beiden Asten
im ersten bzw. dritten Quadranten und die Koordinaten-
achsen sind, wie man sagt, die Asymptoten der Hy-
perbel, das heiBt Gerade, denen sich die Kurve mehr
und mehr n#hert, ohne sie je erreichen zu kénnen.

Zuerst noch eine kurze Einschaltung: Kreis, Ellipse,
Parabel, Hyperbel sind die sogenannten Kurven zweiter
Ordnung, weil ihre Gleichungen quadratische sind. Das
x in der ersten Potenz im Nenner darf uns bei der Hy-
perbel nicht tduschen. Unser y=-,l? ist auch eine qua-
dratische Funktion, da wir das x oline Multiplikation
mit einer anderen Variablen nicht isolieren k&nnen.
Geometrisch betrachtet sind die Kurven zweiter Ordnung
Kegelschnitte. Die Art des Schnittes ist aus den fol-
genden Zeichnungen zu ersehen (s. S. 373).

Schon die Lage auf dem Kegel muBl jedem, der ein
geometrisches Gefiihl hat, zeigen, da3 die Hyperbel stets
breiter und breiter wird (ebenso die Parabel), wihrend
Kreis und Ellipse ,,geschlossene krumme Linien* sind.
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Wir sechen aber aus der folgenden Zeichnung noch
etwas anderes: daB eine Hyperbelquadratur ohne
weiteres moglich sein muB.

]

Hyperbel y.g

G

Etwa das Stick von x=a bis x=b mul} sehr leicht
zu berechnen sein, da wir ja die Funktion y=% kennen,
die auBerdem noch sehr einfach aussieht. Wie wir es
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gewohnt sind, bestimmen wir zuerst das allgemeine
Integral F(x)=/ ;ldx= [x-1dx. Wir sagten seinerzeit
ausdriicklich, daB die Formel [x®dx fiir jedes positive,
negative oder gebrochene m gleich sei E%x'““. Nun
gilt es, unseren Algorithmus auch hier zu bewiihren.

Also F(x)=/x"1dx4-C=—% 1+1x_l+lic'—

Wir stocken entsetzt. Denn wir erhalten als all-
gemeines Integral von dem jedes bestimmte abhiingt,
den Wert — x°= l=% oder oo. So etwas ist uns
bisher noch mcht untergekommen. Denn jedes Ein-
setzen ergiibe von vornherein ein Unding wie etwa

(00 b0k C)— (002 C)=o00 — 00 =0,

wenn man iiberhaupt so rechnen darf. Dabei steht die
Quadratur sinnfillig schraffiert vor uns. Es gibt also
eine Stelle (und es ist die einzige), an der diec Formel
[xmdx= _me"'l nicht angewendet werden darf. Das
ist bei x—1 oder % Daher wird die Formel stets ge-
schrieben ]x“‘dx=“%xm+l [ms%£—1], was heiBt, m
muB ungleich sein —1 oder m darf nicht den Wert
—1 haben. Das durchstrichene Gleichheitszeichen £

bedeutet ,,verschieden von‘, ,,ungleich”, oder wie
man es ausdriicken will.

Nun dirfen wir verraten, daB wir den Leser ab-
sichtlich aufs Glatteis gefiihrt haben, um ihn den
Schrecken nachfiithlen zu lassen, den diese Liicke
der Integralrechnung den ersten Entdeckern einjagte.
Leibniz war zwar so genial, aus anderen Uber-
legungen und Forschungen zu wissen, wie man die
Liicke schlieBen konne. Es herrschte damals aber
gleichwohl noch groBe Unsicherhcit und diese Liicke
wurde teils als billiger Angriffspunkt gegen die In-
finitesimalrechnung beniitzt, teils als Skandal der
Mathematik empfunden.
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Wir Epigonen sind in der glicklichen Lage, die
Losung des Ritsels von soviel Seiten zu kennen, da3
wir sie uns direkt genieBerisch und dramatisch, wenn
nicht gar jongleurhaft, ,,stellen‘* konnen, wie wir wollen.
Der Zauberspruch der Kabbala heit ,,Logarithmus*,
den wir aussprechen werden, um Licht zu verbreiten.
Und wir wollen auch dieses groBe Ritsel nicht ungeldst
lassen, obgleich wir eigentlich den Zweck des Buches
schon erreicht und den Leser vom Einmaleins bis zum
Integral gefiihrt haben.

Nur noch ein Wort iiber die ,,Rektifikation‘. Wir
sagten schon, daB auch die Kurvenlinge durch Inte-

gration, némlich durch [ds=[y{dx)*J(dy)? bestimm-
bar sei. Leider kénnen wir praktische Fille kaum vor-
filhren, da bei den Rektifikationen stets so kompli-
zierte Integrale auftreten, daB sie fiir uns unberechen-
bar sind. Um aber doch ein Beispicl wenigstens anzu-
fithren, teilen wir bloB mit, daB etwa die Liinge eines
Stiickes der Parabel y=kx? vom Punkt x=0 bis zu
einem beliebigen Punkt x=x den Wert des Integrals

X
JVI +4kx*dx betriigt. Nach =zahlreichen, teils sehr

kithnen Zwischenoperationen ergibt sich als Wert des
Integrals die monstrése Formel:
Parabelstiick:s=%x]/m+ﬁ°log (YTH4k*x4-2kx),
wobei das k eine willkiirliche positive oder negative,
ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Kon-
stante bedeuten kann.

SechsunddreiBigstes Kapitel

Logarithmen
Wenn wir von der Hohe, die wir schon erklommen

haben, zuriickblicken und eine Heerschau der Rech-
nungsoperationen halten, dann finden wir:
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Thetische Operationen: Lytische Operationen:

1. Addition Subtraktion

2. Multiplikation Division

3. Potenzierung Radizierung (Wurzel)
4. — e

5. Integration Differentiation.

Warum aber ist Nr. 4 unserer Zusammenstellung un-
besetzt? Die Antwort ist einfach: Weil eben unter
Nr. 4 das Logarithmieren oder der Logarithmus Platz
finden soll. Zuerst eine Worterklirung. Logarithmus
hat nicht etwa mit Algorithmus sprachlich ctwas zu
tun. Wir wissen ja, daB Algorithmus nichts ist als cine
Verballhornung des arabischen Namens Alchwarizmi.
Logarithmus dagegen kommt vom Worle ,logos
arithmos*, was soviel bedeuten soll wie ,richtiges
Verhiltnis**. Gefunden wurden die Logarithmen von
Michael Stifel und Sir John Napier (auch Neper).

Nun aber werden wir nicht mit historischen Remi-
niszenzen die Zeit vertrddeln, so interessant sie auch
sein mogen, sondern wir werden die letzle Stufe, die
wir zu steigen haben, ebenso mutig und sicher iiber-
winden wie alles Bisherige.

Es ist einleuchtend, daBl aus der Potenz zwei ver-
schiedene Typen von Funktionen hervorgehen konnen.
Der erste Typus ist der, mit dem wir bisher ausschlieB-
lich operiert haben. Namlich irgendein y ist irgendein x
zur n-ten Potenz, wobei n eine Konstante ist. Wir
lernten x9, x!, x2 x3, x?....x? kennen. Es sind dics
alles sogenannte Potenz-Funktionen. Und die Gegen-
operation dazu war die Wurzel. Wenn x*=y, so war

n
eben x=)y. Natiirlich ist dabei auch die Inversion
(Umkehrfunktion, inverse Funktion) méglich. Wir

n
konnten auch schreiben y*=x oder y=}x. Nun isiL
es aber auch denkbar, daB der Potenzexponent nicht
konstant ist, sondern daB die willkiirlich Verinderliche
im Exponenten steht. Also etwa y=aZ, Die Frage lautet
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dann nicht: ,,Was ecrhalte ich, wenn ich einen will-
kiirlichen x-Wert mit der Konstanten n potenziere ?*,
sondern: ,,Was erhalte ich, wenn ich die Konstante a
zu einer willkiirlichen Potenz x erhebe?*“ Man nennt
diese Funktion, bei der eine Verdnderliche im Ex-
ponenten steht, die Exponential-Funktion. Um aber
die Sache ganz deutlich zu machen, wihlen wir ein
Beispicl. Beidemal erhalte die willkiirliche Veriinder-
liche x die Werte 1, 2, 3 und 4. Die Konstante sei in
beiden Fillen 5. Dann ergibt die Potenzfunktion
y=x® fir n=5 diec Werte y=15=1, y=25=32,
y=35=243 und y=45=1024. Die Exponentialfunktion
y=a* dagegen ergibt fiir a=5 dic Werte y=5=5,
y=52=25, y=5°=125 und y=5%=625. Es ist nun
klar, da wir aus y=x? etwa bei y=1024 und be-

5
kanntem n=>5 fir x den Wert y1024d—=4 hitten er-
rechnen konnen, da ja y=x5=1024 vorausgesetzt war.
Bei der Exponentialfunktion y=ax lautet die Frage
nach der Gegenoperation ganz anders. Némlich: ,,Zu
welcher Potenz muf} ich die bekannte Konstante a=5
erheben, um etwa y=125 zu erhalten?** Es niitzt uns

X

auch nichts, wenn wir y125=5 hinschreiben. Denn
ein Zichen einer x-ten Wurzel ist durch keine uns be-
kannte Operation vollziehbar. Hoéchstens konnten wir
bei ganz einfachen Verhiltnissen durch Probieren das
Resultat finden. Aber man versuche nur etwa heraus-
zufinden, zu welcher Potenz man 10 erheben miifite,
um 2 zu erhalten, und man wird sich der vollen
Hilflosigkeit dem Problem der Exponentialfunktion
gegeniiber bewuBt werden, soweit es sich um deren
lytisches Gegenstiick handelt.

Also noch einmal: Wenn y=a¥, soll gesucht werden,
wie groB x bei bekanntem a und bekanntem 7y ist.
Diese lytische Gegenoperation der Exponentialfunktion
nun heit ,Logarithmus*. Wenn y=a%*, dann ist x
der Logarithmus von y, bezogen auf die konstante
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Basis a. Geschrieben x=tlog y- Auch diese Funktion
ist wie jede umkehrbar und wir kénnen als logarithmi-
sche Funktion die Funktion y=tlogx anschreiben,
wobei jedoch jetzt die Frage lautet, zu welcher Potenz y
wir die Konstante a erheben mﬁssen, um ein will-
kiirlich gewiihltes x zu erhalten. Also etwa: Zu welcher
Potenz y mufl man die Konstante 10 erheben, um
fiilr x den von uns gewihlten Wert 2 zu erhalten? Oder
analytisch: Welche Ordinate entspricht bei der Funktion
y=21ogx ecinem Abszissenwert x=2? Wir verraten,
daB y in unserem Falle 0-30103 ... wire, wodurch
wir alles wiiBten, was uns interessiert. Denn

0:30103 . . . =1og 2 oder 10080103...—2,
Wir ergéinzen also unsere Tabelle und behaupten:

Thetische Operationen: Lytische Opecrationen:
1. Addition (a4Db-+-c...) Subtraktion (a—b—c...)
2. Multiplikation (a:b-c...) Division (a:b...)

n
3. Potenzierung (ar) Radizierung (}a)
4. Exponentialfunktion (a*) Logarithmus (*logx)
5. Integration [f’(x)dx leferentlatlon
B=y'=1'(x)

Nun kennen wir aber erst den Operationsbefehl des
Logarithmus und durchaus noch nicht das Verfahren,
also nicht den ,,Algorithmus des Logarithmus*‘.

Um diesen zu gewinnen, miissen wir vorweg auf
zweierlei aufmerksam machen: Die Logarithmen sind
im allgemeinen, wenn es sich nicht um Logarithmen
von Potenzen der Basis handelt, Irrationalzahlen. Die
Art ihrer Berechnung ist schwierig und wiirde iiber
unseren Rahmen hinausfithren. Wir sind aber in der
glicklichen Lage, schon um billiges Geld sogenannte
Logarithmentafeln erstehen zu konnen, die die Loga-
rithmen fast aller praktisch in Betracht kommenden
Zahlen enthalten. Dariiber hinaus sogar noch die
Logarithmen der Winkelfunktionen. Was diese Arbeit,
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die uns unerschrockene Rechner dreier Jahrhunderte
abgenommen haben, bedeutet, ist gar nicht zu er-
messen. Denn erst die Verwendung von Logarithmen
setzt uns in den Stand, kompliziertere Potenzierungen
und Wurzeln iiberhaupt berechnen zu kénnen. Das
»uberhaupt® ist so zu verstehen, daB die direkte Be-
rechnung solcher Wurzeln und Potenzen sonst un-
geheuerste Miihe verursachte.

Es obliegt uns nicht, Einrichtung und Gebrauch von
Logarithmentafeln zu erldutern. Wir weisen nur darauf
hin, daB es durch die Logarithmen gelingt, die Mul-
tiplikation in Addition, die Division in Subtraktion,
die Potenzierung in Multiplikation und das Wurzel-
ziehen in Division zu verwandeln; also sowohl die
thetischen als die lytischen Operationen der zweiten
und dritten Stufe je um eine Stufe herabzusetzen.

Als Basis eines sogenannten Logarithmensystems, das
heilt als Konstante, darf prinzipiell jede beliebige Zahl
verwendet werden. Praktisch sind ausschlieBlich die
Zahl 10 als Basis der sogenannten gemeinen oder
Briggsschen Logarithmen und die Zahl e (2:7182818...)
als Basis der sogenannten natiirlichen oder Neperschen
Logarithmen im Gebrauch. Die Bezeichnung °logx
ist ungebriuchlich. Man schreibt einfach log x und meint
damit den Logarithmus mit der Basis 10. Fiir den
Neperschen Logarithmus schreibt man entweder °logx
oder Inx oder 1x. Die Bezeichnung Inx bedeutet ,,loga-
rithmus naturalis (natiirlicher Logarithmus). Wir
werden fiir 1°Jlogx stets logx und fiir den natiirlichen
der Deutlichkeit halber °logx schreiben. Fiir Loga-
rithmen tiberhaupt, wo es auf die Basis nicht ankommt,
schreiben wir ®logx, wobei a irgendeine Konstante
sein kann.

Natiirlich heischt es das Gesetz der Gleichung, daB
eine Gleichung sich auch nicht &ndert, wenn man auf
beiden Seiten logarithmiert. Ist c=d, dann ist *logc=
=slogd, und ist *logc=*tlogd, dann ist auch c=d.
Den zweiten Vorgang nennt man das Aufsuchen des
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Numerus (der ,,Zahl*, das heiBt der logarithmierten
Zahl) oder das Entlogarithmieren (Delogarithmieren).

Als sogenannte logarithmische Grundeigenschaft be-
zeichnet man diec Beziehung

slog(c-d)=2logc-2logd,

also die Tatsache, daB der Logarithmus eines Pro-
duktes die Summe der Logarithmen der Faktoren ist.
Diese ,,Grundeigenschaft'‘ wollen wir ableiten. Wenn
uns etwa zwei Logarithmen der Basis a gegeben sind
und daher *logb=B und *logc=C ist, dann ist nach
der Entstehungsweise der Logarithmen (Exponential-
funktion!) sicherlich b=aB und ¢=a®. Denn der Loga-
rithmus ist ja nichts als die Potenz, zu der ich die
Basis a erheben muBl, um den Numerus (b oder c¢) zu
erhalten. Wenn aber b—=a® und ¢=aC, dann ist sicher
b.-c=aB-aC=aB+C, Betrachte ich nun diese Gleichung
bc=aB+C njher, dann kann ich daraus ecinen neuen
Logarithmus der Basis a gewinnen. Némlich 3logb-c=
=B+-C. Denn B+C ist der Exponent, zu dem ich a
erheben muB, um b-c¢ zu erhalten, also der Logarith-
mus von b-c. Nun setze ich endlich, da B=2logb und

=>dloge, was wir als Voraussetzung an den Anfang
stellten, diese Werte in die Gleichung 2logbc=B-C
ein und erhalte die ,Jlogarithmische Eigenschaft‘:

1. slogb-c=tlogb-}-*logc.

Denkende Leser werden sofort sehen, daB es sich
hier um eine Auswirkung der Rechnungsregeln mit
Potenzanzeigern handelt, was ja nicht verwunderlich
ist, da der Logarithmus aus der Potenzierung mit dem
Exponenten x entstanden ist.

Die tibrigen Rechenregeln des Logarithmus schreiben
wir ohne Ableitung hin:

2. *log -§-=" logc—>logd (logarithmische Division)
3. *logwd=d-rlogc (logarithmische Potenzierung)

d
4, slogyc= %—“logc (logarithmische Radizierung).
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Die vierte Regel folp.rt. cigentlich direkt aus der

drxtl.cn da |'logvc—'logc , was auch nach Regel drei
als & ‘logc zu berechnen wire.

Nach dieser fliichtigen Orientierung iiber Logarith-
men Uberhaupt, die flchnge Leser durch Studium und
Ubungen aus guten Logarithmentafeln, in denen stets
ausfiithrliche Gebrauchsanweisungen enthalten sind, er-
giinzen mogen, wenden wir uns jetzt dem chtrum der
hoheren Mathematik zu, der Achse, um die sich Diffe-
rentialrechnung und Integralrechnung gleichsam dreht,
niimlich der Basis e der natiirlichen Logarithmen. Dal3
auch fiir e-Logarithmen alle Regeln, die wir eben auf-
stellten, Geltung besitzen, bedarf deshalb keiner niheren
Erklirung, weil wir ja forderten, dal das a (die Basis)
jede beliebige Zahl, also auch e, sein kénne und sein
diirfe. Es ist deshalb etwa ¢loga-b natiirlich auch
gleich ®*loga--°logb usw.

Scheinbar abrupt stellen wir uns folgendes Problem:
Irgendein Wert, den wir ruhig mit dem einfachsten,
also mit 1 annehmen konnen, solle um eine denkbar
winzige Grofe wachsen. Also etwaum einen winzigsten Teil

von |, um l, wobei n der Annahme gemiB ungemein

ncsengroB ist. Nun soll dieses Gewachsene ,,organisch*
weiterwachsen. Das heillt, es soll sich auf dieselbe Art
weiterentwickeln. Und so fort ins Unbegrenzte. Die
Frage lautet nun, bis zu welchem Wert der Wert 1
in dieser Art anwachsen wird. Auf den ersten Blick
sollte man denken, er werde sich zu unendlichem Wert
steigern. Dem ist aber durchaus nicht so, ebensowenig
wie jede unendliche Aneinanderfiigung von Ordinaten
eine unendliche Fliche ergeben muB. Wir sahen das
schon bei der Quadratur. Oder auch bei ,konver-
gierenden Reihen. Auch die Archimedische Reihe

(l+ : -+ 16+ ;4+ ..... ) fiigt unendlich viele,,Etwas‘‘ zu-
sammen und ergibt gleichwohl bloB s, = I—II—=T=§=
%t
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==1%- als Gesamtsumme. Ahnlich verhilt es sich mit

der ,Leibniz-Reihe* und mit allen fallenden geo-
metrischen Reihen iiberhaupt. Sehen wir nun scharf
zu, was aus unserem wachsenden Eins wird. Noch
einmal: DieEinssollgleichamBeginn das denkbar kleinste
Wachstum erfahren. Gleichsam als Entschadigung fiir
diese Beschrinkung crlauben wir ihm aber ein Wachs-
tum in unbegrenzt vielen Steigerungsstufen. ,,Wachse
und mehre dich und erfiille die Erde‘’, rufen wir unserem
Eins zu.

Wenn also 1 um ;ll- wiichst, wobei —:; belicbig klein
ist, dann entsteht daraus (l-l-%), das wir vorldufig a

nennen wollen. Nun soll das a wieder in gleicher Art
wachsen. Das heiBt, a soll sich neuerlich um den be-

liebig kleinsten Teil seiner selbst vermehren, also um =
Dadurch cntsteht (a+—) das wir b nenncn wollen
Gehen wir weiter, so entsteht jetzt (b+ ) usw. Nun
wollen wir einmal zusehen, was sich da ergibt. Wir for-
derten, daB (1+-|-1!-) gleich a war. Daher wird aus (a+%)=
=ote_ ot a(:+‘)—a(1+l)sofort(1+')(1+%)=
—(1+—)', wenn man fiir a wieder (1—|——) einsetzt.
Der zweite Ausdruck (b+ —) ist aber gleich h—“:ﬂ

b":'l_b(n+n) (1+;) Wenn man wieder beriick-
sichtigt, daB wir mit b nichts anderes bezeichneten als
(a—l-%) und daB dieses (a+—) sich eben als (1+ )’
ergab, dann ist b . (1+3) = (1+3)" (1+3) = (143)™
Da wir diese Rechnung beliebig weit fortsetzen
konnen und nunmehr wissen, daB das ,,organische

Wachstum‘ beim ersten Schritt (1+—) beim zweiten
Schritt (1+ ) beim dritten Schritt (l+—)’ ergibt,

und daB unser ,,Bildungsgesetz* unzweifelhaft die
Fortsetzung dieser Beziehung fordert, dann darf man

ruhig schlieBen, daB der Wert des unmerklich um ':T
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gewachsenen Eins nach n Schritten den Wert (1+;ll—)"
erhilt. Nehme ich nun dieses n beliebig gro8 an, dann
darf ich das Binom (1+%)ll nach dem binomischen
Satz entwickeln. Und zwar ist, da alle Potenzen von 1
wieder 1 ergeben, also fortgelassen werden kénnen, wo
sie als Faktor auftreten:

1\n n\ (1\1 n\ (1\2 n\ (1\3 n\ (1\4

(+2)"=1"+() @) +G) G +E) G +E) @)+ -

=1 ‘l’ l ,n(n—l) 1, n(n-1)(n-2) 1

mer Tw 3! n'

n(n—-1)(n—2)(n-3) 1
gRl A X
Wenn man nun das n beliebig riesengro8 annimmt,
dann spielen dagegen alle endlichen Minuenden (Ab-
zugsposten) 1, 2, 3 usw. keine Rolle und diirfen ver-
nachlissigt werden. Denn ein gleichsam unendlich
grofles n #ndert sich nicht, wenn man 1, 2, 3 usw.
davon abzieht. Also darf ich ruhig fir (n—1) oder
(n—2) oder (n—3) usw. einfach n setzen. Dadurch
erhilt unsere Binomialreihe, die jetzt zur unendlichen
fallenden Reihe wird, die Form:

PR b b

Ausgerechnet erhilt man fiir diese Reihe den Wert
() =1+1+rtatatot

Nun interessiert uns die Summe, die eine unendliche
Gliederzahl dieser Reihe liefert. Sicher wird die Summe
groBer sein als 2, da ja schon die ersten zwei Glieder
zusammen 2 ergeben. Wenn wir weiter bedenken, daBl
nach Fortlassung unseres ersten Gliedes unsere Reihe
(1—|—%+%-+2L4+i%-0+ t.. ) lauten wiirde, kénnen wir
sie mit einer sogenannten ,Majorante’* oder ,,majo-
ranten Reihe* vergleichen, deren unendliche Summe
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wir berechnen kénnen, weil sie eine fallende geometri-
sche Reihe ist. Es wiire die Reihe (1+%+%+%+-1%+ . )
Diese Reihe ist offensichtlich eine ,,majorante‘‘, das
heit gliedweise groBere (libertreffende) Reihe unserer
ersten. Es gehort ndmlich zum Charakter der Majorante,
daB jedes einzelne Glied der ,,Majorante* zumindest
gleich, aber in der Regel groBer ist als das analoge
Glied der zu priifenden Reihe. Also:

Zu priifende Reihe: 1+%-|—%+§l-£+ﬁ) +......
Majorante Reihe: 1+-;—+%+ —;——I— % Fiiviis

Eine einfache Uberlegung ergibt, daB aus der Defini-
tion der Majorante ihre unendliche Summe (wie iibri-
gens jede Summe von n ihrer Glieder) grofer sein mull
als die Reihensumme der zu priifenden Reihe. Nun ist
in unserem Fall die Summe der majoranten Reihe

= 11 —f—2 Da wir aber bei der zu priifenden

2
Reihe d1e erste 1 fortlieBen, muB ich sie beim end-
giiltigen Vergleich auch zur MaJorante addieren. Also
erhalte ich: s, der Majorante 41 ist auf jeden Fall
groBer als die Summe der gepriiften Reihe 1. Da
(s, der Majorante 1) gleich 3 ist, so ist auf jeden
Fall 3 groBer als (1+—) fir lim n=o0. Also, und das
wollten wir ermitteln, liegt der Wert fiir (1 +—) dann
zwischen 2 und 3, wenn man n beliebig grol3 wihlt.

Durch Ausrechnung einer hinreichend groBen Anzahl
von Gliedern der Binomialreihe finden wir als Wert
fir (1+45)" die Zahl 2-71828182845904 . . ...

Diese Zahl ist wie die Kreiszahl = eine Irrational-
zahl und wird seit Euler auf der ganzen Welt mit ,,e
bezeichnet. Sie ist aus Griinden, die wir gleich er-
kennen werden, die wichtigste Zahl der ganzen Mathe-
matik.

Wieder ohne Angabe unserer Ziele wollen wir uns
die Aufgabe stellen, die Exponentialfunktion der
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Zahl e in eine Reihe zu entwickeln. Wir schreiben
also die sicherlich richtigen Gleichungen an:

e=(1+4)"
{1y
wobei n selbstredend stets als beliebig riesengroB be-

trachtet wird. Da nun nach den Regeln der Potenz-
rechnung der Ausdruck [(1+ )"x gleichbedeutend ist

mit (1-|-’—)m‘, so sind wir wieder in der Lage, eine
,,binomische Reihe* aufzustellen:

(142 = 1o (%) (A9 () () &)+ e

_1+“ n_l_nt(zg—l) :._{_nx(nx 1) (nx—2) 1+

Nach einer dhnlichen Uberlegung wie frither nehmen
wir an, daB bei endlichem x auch nx durch die Multi-
plikation mit dem riesengroen, tiber alle Grenzen ge-
forderten n so groB wird, daB wir die Minuenden
einfach vernachléssigen dirfen. Dann erhalten wir:

(&)™ =1+5 55wt wt o
=1+F+5+5+ -

Diese Reihe heiBt die Exponentialreihe. Nun kehren
wir zur urspriinglichen Gleichung zuriick und stellen
fest, dal3 . \ .

*=ltqtartatat o i

Wir versuchen jetzt, die Exponentialreihe zu differen-
tiieren, was leicht ist, da wir nach den Regeln der
Differentialrechnung einfach gliedweise differentiieren
dirfen.

25 Colerus: 1x1 385



Ist also y=eX=I1+4f+a+at------ , dann ist

f—:i =y =" 0+-ll—l+;§:5 + %‘:‘+ ...... , was weiter
wieder O++14{5+rgg+ragat ---.-- ergibt und
nach Ausrechnung die Reihe 143 +15+1gg+ -----

liefert. Das ist aber nichts anderes als die urspriing-
liche Exponentialreihe.

Wir sind also auf eine Funktion gestoBen, deren
Differentialquotient gleich der Funktion selbst ist. Jetzt
wird man begreifen, warum wir die Zahl e als Achse
der hoheren Mathematik bezeichneten. Denn eX ist die
einzige Funktion, die mit ihrem Differentialquotienten
gleich ist. Wenn aber ein Differentialquotient gleich
der Stammfunktion ist, dann ist auch das Integral
dieses Differentialquotienten der Differentialquotient
sclbst. Also %(,i:-’=c* und fe*dx=e*4C. Man wird
jetzt auch weiter einsehen, welche ungehcuere Er-
leichterung es fiir die Rechnung bedeutet, wenn es
gelingt, cine GroBe als e-Potenz darzustellen. Mit
diesem Zaubertrick wird in der héheren Mathematik
ununterbrochen operiert.

Doch wir miissen, nachdem wir die Basis des natiir-
lichen Logarithmensystems und die Exponentialfunk-
tion dieser Basis erortert haben, nunmehr zur loga-
rithmischen Funktion zuriickkehren, die auf der Basis
von e lauten muB:

y="¢logx.

Wenn y der e-te-.Logarithmus von x ist, dann ist
wohl e¥=x, was eigentlich bloB eine andere Schreib-
weise fiir dieselbe Sache ist. Durch unsere Operation
sind die Ver#nderlichen vertauscht, also die Funktions-
beziehungen umgekehrt worden. Wir haben jetzt:

x=eY

mit x als zwangsldufiger und y als willkiirlicher Ver-
énderlicher. Nun differentiieren wir einmal diese ,,in-
verse* Funktion. Diesmal natiirlich ,,nach y*, das heiBt
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mit x im Nenner und y im Zihler. Wir kénnen bei
dieser Gelegenheit zum erstenmal den neuen ,,Zauber-
trick am Werke sehen. Denn e¥ ist eine Exponential-
funktion mit der Basis e, hat also wie jede e-Potenz
mit verénderlichem Potenzanzeiger als Differential-
quotienten ,sich selbst*, wie man sagt. Also

X=0c¥
dx
—=0¥
dy ¢

Sind aber zwei GréBen einer dritten gleich, dann sind
sic auch untereinander g]mch Folglich ist d);—x Wir
wollten aber gar nicht 2 —-, sondern g! finden. Auch
dieses Problem ist jetat lucht lésbar. Denn g,yz ist
arithmetisch gesprochen nichts als der renproke Wert
von g—;, wie etwa Tz der Kehrwert von 'i' ist. Da wir
aber eine Glelchung ==x vor uns haben, miissen wir
den Kehrwert auf bclden Seiten bilden, um die Glei-
chung richtig zu erhalten. Sind nimlich zwei Grolen
einander gleich, dann miissen auch die Kehrwerte ein-
ander gleich sein. Wenn etwa 5 2 gleich 3 ist, dann ist
auch ?=%, was offensichtlich stimmt. Nun bilden wir

endlich den Kehrwert:

1_1 dy__1
% oder ==
dy

Wir haben also auf langen Wegen das &uBerst tber-
raschende Resultat gewonnen, daB der Differential-
quotient der Funktion y=¢tlogx gleich ist —;— Nun ist
aber dieses % nach den Regeln der Potenzierung nichts
anderes als x~1. Einen Differentialquotienten x—!
hétten wir aus der Regel der Differentiierung von Po-
tenzen, die nx»-! lautet, nie erhalten kénnen. Denn
der Differentialquotient von x® war 3x?, der von x*
gleich 2x, der von x? gleich 1, der von x° gleich 0-x%~1=
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=0-x"1, was O ergibt, da x°=1 ja eine Konstante
darstellt, die bei der Differentiation verschwindet.
Nach x? aber folgt absteigend x—1, was als Differential-
quotienten —1-x—1-1, also —x~2 liefert. Es ist daher
auch kein Wunder, daB wir bei der Integration die
Licke der Regel E—_‘Fl- xm+1 fanden, wenn x den Ex-
ponenten m= —1 hatte. Denn wir wissen ja, daB der
,,Integrand‘, das heiBt der Ausdruck, der unter dem
Integral steht, stets als Differentialquotient einer
Stammfunktion F(x) betrachtet werden muf, wenn
man die Stammfunktion finden soll. Da nun sowohl
die Regel m-l—_me‘H bei x= —1 versagte und weiters
auch in der Differentialrechnung sich keine Funktion
fand, die x—1 als Differentialquotienten hatte, waren
wir in einer verzweifelten Lage und konnten die Hy-
perbelquadratur der Hyperbel y=;1:-=x‘1 in keiner
Weise ausfiihren.

Jetzt aber ist das Ritsel gelost. Die Stammfunktion
von x~! oder % ist y==°logx, da ja y’ oder f'(x) dieser
Funktion {—1—x-1 lautet. Es ist also F(x)=

b b b
= f x~ldx= f ;l‘-dx= f y'dx. Und diese gesuchte Funktion
a a a

y zum Differentialquotienten y’ ist nichts anderes als
y=¢logx. Folglich ist das allgemeine Integral von x—!
das Integral F(x)=/x~ldx=tlogx4+C. Und das be-
stimmte Integral lautet:

b
F(a; y=fx~1dx=(*logb4-C)—(®loga4-C)=°logb—*loga.
a

Infolge der ,,logarithmischen Eigenschaft’‘ sind hiebei
noch Umformungen méglich. Man darf ni#mlich statt
¢logb—eloga auch °log-:l schreiben, was wegen Kiir-
zungsmoglichkeit in manchen Fillen das Ergebnis ver-
einfacht. Wire némlich etwa der Integrationsbereich
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von x=a bis x=a? gesucht, so wiirde das bestimmte
Integral ¢log a®—*loga lauten, falls a gréBer als eins
wiire. Da aber °loga’—°loga=°log-‘l’l—', so ist das be-
stimmte Integral einfach ®log a. Ebenso wird die Inte-
grationskonstante beim allgemeinen (unbestimmten)
Integral aus Einfachheitsgriinden gewdhnlich folgender-
maBen ausgedriickt: F(x)=[x-ldx=¢logx+C ist ja
gleich ¢logx--*loge, das heiBt, wir betrachten die Kon-
stante, die ja belicbig groB ist, als den Logarithmus
irgendeiner Zahl (eines Numerus) c. Nun ist dann, da
elogx-|-elogc="¢log xc, das allgemeine Integral, anders
geschrieben, einfach elogex.

Nun wollen wir noch beifiigen, daB man natiirlich
ein Logarithmensystem in ein anderes umrechnen
kann. Wir rechnen zwar in der héheren Mathematik,
solange die Rechnung allgemein bleibt, ausschlieBlich
mit e-Logarithmen. Die Griinde dafiir sind aus dem
Bisherigen klar. Da aber siimtliche Logarithmentafeln
mit verschwindenden Ausnahmen nicht die natiir-
lichen, sondern die Zehner-Logarithmen enthalten, sind
wir oft gezwungen, die Ergebnisse aus dem e-System
ins dekadische umzurechnen. Dazu dient der so-
genannte ,,Modul*‘. Wir bringen die Modulformeln ohne
Ableitung. Der Modul ist die Zahl 0-4342944819...
und wird mit m bezeichnet. Will man nun einen natiir-
lichen Logarithmus in einen dekadischen umrechnen,
dann hat man die Formel elogx=% W]ogx zu beniitzen.
Umgekehrt ist 1°2logx=m-¢logx. Es sei der Einfachheit
halber auch noch der Wert % angegeben, der
2:3025850929 . . .. betrégt. Diese Modulzahlen gelten
aber natiirlich nur fir Relationen von e-Logarithmen
und dekadischen Logarithmen, nicht fiir Umrechnungen
aus anderen (praktisch nicht in Betracht kommenden)
Logarithmensystemen.

SchlieBlich wollen wir noch ein Bild der Kurve
y==¢tlogx, also der sogenannten Logarithmenkurve an-
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fiigen. Da der Logarithmus von 1 in jedem System 0
ist, da ja e¥=x sein muB und x aber eins sein soll und
sich eins als Potenzwert nur ergibt, wenn man irgend-
eine Basis mit 0 potenziert, o schncidet die Loga-
rithmenkurve die x-Achse bei x=1, y=0. Beim Wert,
x=¢c ist y=1, da ¢¥ gleich sein soll x, das x aber gleich
sein soll e, also el=e wird. Ahnlich ist bei x=¢? das
y=2, bei e3 das y=3 usw. Allgemein ist in jedem Lo-
garithmensystem der Logarithmus der Basis gleich 1
und der Logarithmus einer Potenz der Basis gleich
dem Potenzanzeiger, was ja aus der Definitions-
gleichung y==tlogx, a¥=x klar ist. Also ist der dckadi-
sche Logarithmus von 1 gleich 0, von 10 gleich 1, von
1000 gleich 3, von 1,000.000 gleich 6. Von ; aber —1,
von 145 gleich —3 usw. Fiir alle, zwischen ganzen Po-
tenzen der Basis liegenden Zahlen ergeben sich als Lo-
garithmen Irrationalzahlen, die selbstverstindlich den
Logarithmus der néchstniederen Basispotenz enthalten.
So ist 10logl05 etwa 2:02119.... Dieses 2, das der
Logarithmus von 102=100 ist, nennt man die ,,Kenn-
ziffer* oder ,,Charakteristik*’, den dezimalen Rest aber
die ,,Mantisse’* (von mantissa = Rest). Fiir Niiheres wird
noch einmal auf die Logarithmenbiicher verwiesen.

y

y=logX
- I l_. U 1| P |
|- [
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SiebenunddreiBigstes Kapitel

Interpolation, Extrapolation, SchluB3

Nun stehen wir beim Aufsuchen von Logarithmen in
den Tafeln oft vor dem Problem, Zwischenwerte be-
rechnen zu miissen, da naturgemaB nicht alle Loga-
rithmen aller unendlich vielen Zahlen der Zahlenlinie
in den Tafeln enthalten sein konnen. Dieses Suchen
von Zwischenwerten heiit in der Mathematik die ,,Inter-
polation‘ (von interpolare = einschieben, einfiigen).

Da dieser Begriff in der Mathematik und Physik,
speziell in der mathematischen Statistik von un-
geheucrer Bedeutung ist, wollen wir ihn kurz erldutern.
Auf Naheres einzugechen, verbietet die Schwierigkeit
des Problems, dessen Durchdringung férmlich eine
Wissenschaft fiir sich bildet. Die Frage, was ein inter-
polierter Wert sei, laBt sich arithmetisch und geo-
metrisch beantworten. Arithmetisch ist ein interpolierter
Wert eine Zwischenzahl zwischen zwei uns bekannten
Zahlen. Aber nicht eine Zwischenzahl schlechthin,
sondern eine Zahl an einer bestimmten ,,Stelle‘* des
Zwischenraumes. Wiére etwa der Logarithmus von 1499
gleich 3:17580 und der Logarithmus von 1500 gleich
3-17609, dann kénnte mich etwa der Logarithmus von
1499°5 interessieren, den ich in einer sogenannten ,,fiinf-
stelligen* Tafel nicht unmittelbar finde. Nach dem
Hausverstand sage ich mir, daB 14995 genau in der
Mitte zwischen 1499 und 1500 liegt, daB also auch der
Logarithmus in der Mitte liegen diirfte. Es wére also
der Mittelwert zwischen 3'17580 und 3-17609, der, be-
rechnet und beziiglich der letzten Stelle aufgerundet,
den Logarithmus 3:17595 liefern wiirde. In &hnlicher
Art konnte man an anderer Stelle ,interpolieren‘.
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Etwa fiir 14998 konnte man sich sagen, man miisse
eben den ,,Zwischenraum* zwischen den Logarithmen
auch in Zehntel teilen und zum Logarithmus der kleineren
Zahl dann acht solcher Zehntel addieren. Der Zwischen-
raum ist 3-17609 — 3-17580, also 000029, wovon ein
Zehntel 0°000029 betrigt. Acht solcher Zehntelzwischen-
ridume ergeben 0°000232, folglich wire der Logarithmus
von 14998 gleich dem Logarithmus von 1499 plus acht
Zehntelzwischenriumen, was 3:17580-- 0000232, also
3:17603 liefert.

In dieser Art erfolgt auch im allgemeinen die Inter-
polation in den Logarithmentafeln mittels der soge-
nannten P.P. (Partes proportionales, Proportional-
teile), diec nichts anderes sind als unsere Zwischen-
raumszchntel. Dabei ist allerdings elwas schr Wesent-
liches vorausgesetzt, was durchaus nicht immer zu-
zutreffen braucht und beziiglich der Interpolation bei
Logarithmen kleinerer Zahlen auch wirklich nicht zu-
trifft. Es wird némlich bei dicser Arl der proportionalen
oder ,linearen‘ Interpolation angenommen, daB der
ganze Zwischenraum zwischen den bekannten zwei
Zahlen gleichmiBig proportionale Zustéinde beinhalte.
Um dies aber voll deutlich zu machen, wollen wir die
geometrische Deutung des Interpolationsbegriffs unter-
suchen. Analytisch setzen wir fiir die Zahlen, deren
Zwischenwerte gesucht sind, Ordinaten (= Funktions-
werte, Ypsilons oder abendldndische, faustische Zahlen).
Wir nennen Ordinaten, deren liickenlose Zwischenwerte
uns noch nicht bekannt sind, ,,gestreute Ordinaten®.
Im Augenblick, in dem uns die Kurvengleichung be-
kannt ist, gibt es keine unbekannte Ordinate mehr.
Denn wir kénnen ja fir jede ,,Stelle’, die hier nichts
anderes ist als das betreffende x oder der Abszissenwert,
einsetzen und erhaltenso die genaue Ordinate. Analytisch-
geometrisch lduft also das Interpolationsproblem auf
nichts anderes hinaus, als daB wir zu ,,gestreuten Ordi-
naten* irgendeine Kurvengleichung bestimmen sollen,
die so geartet ist, daB alle unsere Ordinatenendpunkte
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gemil dieser Gleichung in der Kurve liegen (Punkte
der Kurve sind). Nun belehrt uns aber schon eine
flichtige Skizze, daB zwischen belichigen Ordinaten-
endpunkten unendlich viele Kurven moglich sind, die
alle Ordinatenendpunkte verbinden (s. Fig. 72, S. 394).

Das Problem der Interpolalion ist also an sich un-
losbar, wenn man nicht gewisse Voraussetzungen macht.
Diese werden wir jetzt erértern. Nehmen wir an, wir
hiitten bloB zwischen zwei Punkten der noch unbe-
kannten Kurve zu interpolieren (s. Fig. 73, S. 394).

Wiihlen wir sogenannte lincare Interpolation, dann
verbinden wir die zwei Punkte cinfach durch eine Ge-
rade. Wenn wir nun den Zwischenraum als Summe aller
Zwischenraumsteile anschen und 24x nennen, dann
ist der Zahlen- oder Ordinatenunterschiced entsprechend
Zdy. Nun bilden wir Zwischenraumsteile dx, die alle
gleich sein sollen. Aus der Zeichnung ist ohne weiteres
zu entnehmen, daB jedem Ax ein dy entspricht. Alle
Ay aber sind unter der Voraussetzung gleich groB,
daB auch die 4x gleich groB sind. Es besteht also die
Proportion Z4x:3Ay=Ax:4y, wobei Ax gleich ist der
Summe 2Ax dividiert durch die Anzahl der Teilungen.
Wurde. also in“? Teile geteilt, |[dann ist Eljx—"::Ax und

=4y

entsprechend ====4y. Diese Art des proportionalen
P m prop

Interpolierens ist aber nur dort statthaft, wo die
»Kurve* wirklich als Gerade betrachtet werden darf.
Da unsere ,lincare’* Methode bei den Logarithmen
groBerer Zahlen verwendet wird, miissen wir uns die
Logarithmenkurve anschen. Sie ist fiir héhere Zahlen
zwar auch keine Gerade, ist einer Geraden aber so
dhnlich, daB der Fehler, den wir durch lineare Inter-
polation machen, wirklich verschwindend ist. Nun
werden in der Praxis und Theorie der Statistik durch-
aus nicht nur lincare Interpolationen angewendet, son-
dern man kann auch voraussetzen oder fordern, daB
die noch unbekannte Kurvengleichung, die durch alle
gegebenen Punkte befriedigt werden soll, die Form
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eines Polynoms oder einer Parabel n-ter Ordnung auf-
weise. Die Gleichung wiirde also lauten:

a, X0} agxn—14 axn—24 U 4a,_x24ap x4 apx0=y.

Um aus gegebenen Punkten solche Gleichungen zu
finden, sind feine und geistreiche Methoden ausgebildet,
worden. Ebenso zur Beantwortung der Frage, wie in
solchen Fillen auf Grund der einmal gefundenen Glei-
chung die Interpolation vorgenommen werden muB.
Hier sind die Zuwichse von y durchaus nicht mehr
proportional den Zwischenraumsteilen, sondern in viel
verwickelterer Art von ihnen abhiéingig. AuBerdem
spielt es noch eine Rolle, ob die Punkte, die gegeben
waren, in gleichen Absténden voneinander lagen oder
nicht, ob sie, wiec man sagt, #quidistant oder nicht
dquidistant waren. Es gibt aber neben der ,linearen*
und ,,parabolischen’’ Interpolation noch andere viel
schwicrigere und feinere Arten der Interpolation, die
wir nicht einmal andeuten. Und es gelingt, obwohl
eigentlich unendlich viel Moglichkeiten der Inter-
polation offenstehen, das Problem also ginzlich un-
bestimmt ist, trotzdem fiir praktische und wissenschaft-
liche Zwecke oft sehr préazise Interpolationswerte zu
finden.

Damit uns aber die Theorie nicht zu grau wird, wollen
wir an praktlischen Fillen den Zweck der Interpolation
zeigen. In einem Lande fénden alle zehn Jahre Volks-
zihlungen statt. Aus Geldmangel sei einmal ein Termin
nicht eingehalten worden. Die Zihlungen hitten also etwa
1870, 1880, 1890, 1900, 1910, 1930 stattgefunden und
die Resultate Z,, Z,, Z3, Z,, Z;, Z4 ergeben. Nun inter-
essiert man sich fiir die Bevolkerungszahl des Jahres
1885 oder 1907 oder 1914 oder 1921. Ebenso fiir 1920,
in welchem Jahre keine Zihlung erfolgte. Wenn wir
etwa von Krieg, Seuchen u. dgl. absechen, liegt hier
ein Fall der Interpolation vor. Und zwar zum Teil
eine Interpolation zwischen nicht &quidistante (nicht
gleichweit voneinander abstchende) Ordinaten, da einer
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der Zwischenriume zwanzig Jahre betréigt. AuBerdem
konnte es uns interessieren, wie sich die Bevdlkerungs-
zahl vor 1870, etwa 1860 verhalten habe oder wie sie
etwa im Jahre 1940 ausschen wird. Dieses Problem
der Gewinnung von Werten (Ordinaten), die iiber un-
seren Bereich hinausgehen, heifit das Problem der
,,Extrapolation’‘. Es fragt im Wesen danach, wie sich
eine Funktion, die wir aus Einzelordinaten gewinnen
sollen, auBerhalb des Berciches dieser Ordinaten ge-
stalten wiirde, wenn wir das Gesetz des Bereiches nach
beiden Seiten iiber den Bereich hinaus ausdehnten.

Zweitens ein Beispicl aus der Astronomie: s sei
uns ein Stick einer Kometenbahn durch einzelne
Standortsbeobachtungen bekannt. Wir hilten aber die
Bahnkurve noch nicht bestimmen kénnen, da nur
wenig Beobachtungen vorliegen. Nun konnen wir,
wenn eine gewisse Art des Bahnverlaufs wahrschein-
lich ist, im Wege der Interpolation und Extrapolation
eine wahrscheinliche Bahn errechnen. Die Beobachtung
kann dann zeigen, wieweit unsere Voraussetzungen ge-
stimmt haben. Imm Falle eines ,,Vielkérperproblems*,
das heiflt einer Bahn, die durch merkliche Anziehungs-
krifte von mehr als einem Korper bestimmt ist, sind
wir sogar stets auf derartige Methoden angewiesen, da
das ,,Vielkorperproblem'* anders als statistisch bis
heute nicht zu ldsen ist.

Wir wollen noch beifiigen, daB die Begriffe von
Interpolation und Extrapolation weit tiber das Gebiet
der Mathematik hinaus Bedeutung besitzen. Unbewuft
arbeiten wir selbst im téglichen Leben bei hundert
Gelegenheiten mit Interpolationen und Extrapolationen.
Politik, Geschichte, Geschiftsleben, Medizin bedienen
sich dieser Begriffe und versuchen, zwischen bekannte
Erscheinungen Zwischenwerte einzuschieben und den
einmal bekannten Verlauf eines Bereiches in die Ver-
gangenheit und in die nur mehr zu prophezeiende Zu-
kunft zu tbertragen. Und man sollte die strenge Vor-
sicht des Mathematikers speziell beziiglich der Extra-
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polation auch im auBermathematischen Leben 6fter be-
herzigen, als es in Wirklichkeit geschieht. Dann wiirden
verderbliche Schlisse von der Gegenwart auf die Zu-
kunft manchmal vermieden werden.

Wir haben aber jetzt das Thema, das wir uns ge-
stellt hatten, reichlich erschopft. Und wie wir hoffen
und glauben, auch unser Versprechen gehalten, den
Leser vom Einmaleins zum Integral zu fithren. Wenn
sich, besonders in den hoheren Gebieten, zunehmend
ein sehr unbefriedigender Zustand einstellte, wenn wir
fast fortwiihrend sagen muBten, dies und jenes Pro-
blem, diese und jene Losung iiberschreite bei weitem
unseren Rahmen, dann war — man verzeihe mir —
dieser Hinweis auf unsere Unzulinglichkeit gewollt.
Klares Erkennen der eigenen Grenzen kann niemals
deprimieren. Es wird ehrliche Geister vielmehr an-
spornen, den Stachel des Nochnichtwissens aus dem
Fleische zu zichen. Und die Erkenntnis des Nicht-
wissens ist ja weiter auch der einzige Antrieb, den
Mangel durch Arbeit auszumerzen. Jeder Mensch, jedes
Volk, die ganze Menschheit hat soviel Zukunft vor
sich, als sie ungeléste Probleme bei sich triigt und auch
wirklich quilend verspiirt. Denn Ende des Fortschrittes
ist subjektiver Schein und sogenannte Erfillung ist
Erstarrung. Jeder unserer mathematischen Heroen, ob
sie nun Pythagoras, Eudoxus, Euklid, Archimedes,
Apollonius von Pergé, Alchwarizmi, Kepler, Des-
cartes hieBen, wiihnte die Entwicklung irgendwie ab-
geschlossen. Und alle Zeitgenossen wiihnten es mit ihren
geistigen Fithrern. Dann aber kam Newton, kam Leibniz,
Euler,Lagrange, GauB3, Riemann,Weierstra3, Minkowski,
Hilbert. Und es werden stets wieder andere kommen.
Auch in der Mathematik. Wenn wir also bisher nur ein
Stiickchen in die Mathematik eindrangen, wollen wir
trotzdem zu unserem Stolz uns sagen, daB wir Wesent-
lichstes wenigstens prinzipiell durchforschten. Und dal
wir etwas sehr Bedeutsames errangen. Wir wissen
ndmlich, was es in der Mathematik zu erreichen, zu
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erlernen, zu durchforschen gibt. Und wir haben dadurch
das Wichtigste: Ehrfurcht vor wahrer Geistesgréfe ge-
wonnen. Ein Faustwort sagt: ,,Wir sind gewohnt, daB
die Menschen verhéhnen, was sie nicht verstehen.* Wenn
wir nun zu diesem Goethewort die ,,inverse Funktion*
bilden, dann werden wir das ausdriicken, was wir als
gemeinsamen Gewinn unserer Arbeit betrachten wollen:
»Es achtet nur der Mensch, was er versteht. Achtung
aber erkennt die geachteten Dinge als wertvoll. Und
Wertvollem wird und muB der Einzelne, das Volk, die
Menschheit nachstreben. Nicht im Einzelinteresse, son-
dern zur hoéheren Ehre Gottes.

ENDE



NACHWORT

Ratschliige fiir eine Weiterbildung in der
Mathematik

von Dr. Walther Neugebauer

Beim Durchlesen des mir vom Verfasser iiberreichten
Manuskriptes des vorliegenden Buches iiberkam mich
ein gewisses Staunen tiber die Neuartigkeit der Behand-
lung, die eine Einfilhrung in die Begriffswelt der
Mathematik hier erfahren hat. Wer die Reifepriifung
einer Mittelschule abgelegt hat, wirft dann gewdhnlich
sofort die gefiirchteten Mathematikbiicher in den
Winkel und dankt Gott, daB nun diese entsetzlichen
Quilercien ein Ende haben. Und wenn den Absol-
venten nicht seine weiteren Studien dazu verhalten,
sich mit Mathematik intensiver zu beschiftigen, hat
er gar bald alles vergessen. Kaum irgendeinen Beruf
aber, und sei es selbst ein Handwerk, gibt es, das
nicht irgendwie in einem gewissen MaBe cine gewisse
Beherrschung und Vertrautheit mit den Grund-
begriffen unserer Wissenschaft verlangt. Dann be-
ginnt gewdhnlich das Elend. Der Betroffene muB sich
mit Begriffen und eventuell auch einfacheren Formeln
herumgquilen, deren Sinn und Bedeutung er nicht kennt
und deren falsche Anwendung ihm auch noch Schaden
bringt. Eine Maglichkeit, das fehlende Wissen nach-
zuholen, besteht nicht, da die Schulbiicher nur auf einen
Unterricht durch den Lehrer zugeschnitten sind und
Einfiihrungswerke in die Mathematik gewdhnlich eben
diese Schulkenntnisse oder zumindest die Beherrschung
der Grundgedanken-voraussetzen.

Fiir solche Fille des Zwiespaltes scheint mir nun
das vorliegende Buch sehr geeignet, einen Ausweg zu

399



schaffen. Fiir sehr viele Leser wird wohl dieses Werk
geniigen. Doch glaube ich, daB viele nach der Lektiire
erst auf den Geschmack kommen werden und dann
wiinschen, weiter in die Mathematik einzudringen. Fir
solche Leser will ich hier einige kurze Bemerkungen
hinzufiigen.

Colerus sagt, die Mathematik sei eine Mausefalle. Man
konnte das auch anders ausdriicken. Dic Mathematik
ist ein Ozean, und wer sich zum ersten Male auf ihn
hinauswagt, der bekommt entweder die Seekrankheit
und denkt nur mit Entsetzen an secine Tiefen und
Weiten, oder er verfillt dem unendlichen Wasser fiir
immer. Wo aber findet er einen sicheren Fiihrer,
einen KompaB, der ihn ungefihrdet durch die vielen
Gefahren der Weite leiten soll? Wer nur Kistenfahrten
unternehmen will, fiir den werden sicherlich die im
Vorwort angefiihrten Biicher von Scheffers, Kowalewski
oder Thompson vollauf gentigen. Wer aber auf die hohe
See fahren will, der muf3 zu anderen Hilfsmitteln grei-
fen. Es soll damit aber keineswegs gesagt sein, da3 die
eben angefiihrten Werke nicht die Probleme in ihrem
ganzen Umfange umfassen, sondern nur darauf hin-
gewiesen werden, daB3 diese Biicher hauptsichlich fiir
den Naturwissenschaftler und Techniker abgefaBt sind
und aus diesem Grunde eben nicht mehr bringen und
keine groBere Strenge entfalten, als die beiden Berufs-
arten erfordern.

Wer tiefer eindringen will, muBl zu den groBen Mei-
stern unserer Wissenschaft pilgern und aus ihren Wer-
ken erfahren, wie das Schaffen in der Mathematik vor
sich geht. Um aber dorthin gelangen zu kénnen, ist eine
gewisse Ubersicht und ein entsprechendes Riistzeug not-
wendig, das aus Lehrbiichern und zusammenfassen-
den Darstellungen gewonnen werden mufB. Es kann
selbstverstindlich nicht meine Aufgabe sein, hier cine
auch nur halbwegs erschépfende Zusammenstellung
von solchen Werken zu geben, und ich begniige mich,
einiges Studienmaterial fiir die in diesem Buche be-
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handelten Aufgabenkreise im folgenden anzufiihren. Die
von mir zitierten Werke erscheinen mir als ein geeignetes
Minimum zur Weiterfiihrung der Studien, und der auf-
merksame und willige Leser wird dort weitere Literatur-
angaben und Hinweise finden, die ihn weiter und
hoher in die Gebiete der Mathematik fithren werden.
Er wird Problemkreise finden, die ihn mehr als andere
gefangen nehmen, und vielleicht gelangt er sogar dahin,
selbst etwas Neues zuentdecken. Eines abersei gesagt: Der
Weg ist zwar herrlich schon und romantisch, er gestattet
Ausblicke, von denen sich das Auge niemals zuvor hitte
etwas triumen lassen, er ist aber auch miihsam und
dornenvoll und manchmal scheint es, als miBten dic
Kriifte erlahmen und als wiiren wir in die Irre gegangen.
Dann aber heiBt es, nicht verzagen und immer wieder
von neuem suchen und seinen Kriiften und der Vernunft
und nicht zuletzt dem Instinkt, der Intuition vertrauen,
die bei allen unsercn Werken ja doch immer zuletzt dic
sichere und wahre Fiihrerin ist.

Als bestes Werk zur ersten Weiterbildung erscheint mir

Klein F.: Elementarmathematik vom hoheren Stand-
punkt aus (Leipzig):
I. Teil: Arithmetik, Algebra und Analysis.
II. Teil: Geometrie.

Uber das Gebiet der Arithmetik und Zahlenlehre un-
terrichten am besten

Loewy A.: Lehrbuch der Algebra. I. Grundlagen der
Arithmetik (Leipzig 1915). Enthalt auch Grundbegriffe
der Gruppentheorie.

Pringsheim A.: Vorlesungen itiber Zahlen- und Funk-
ﬁignéanlehre. I.1. Reelle Zahlen und Zahlenfolgen (Leipzig

16).

Stolz )0.: Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik.
I. Allgemeines und Arithmetik der reellen Zahlen
(Leipzig 1885).

Perron O.: Irrationalzahlen (Leipzig 1921).

Somm)er J.: Vorlesungen uber Zahlentheorie (Leipzig
1907).

Beck H.: Einfihrung in die Axiomatik der Algebra
(Leipzig 1926).

26 Colerus: 1x1 401



In den folgenden Werken sind speziell die ersten
Kapitel geeignet, den Begriff der Variabeln und der
Funktion klar zum Verstindnis zu bringen:
Kowalewski G.: Die klassischen Probleme der Ana-

lysis des Unendlichen (Leipzig 1921).

Stolz O.: Grundzige der Differential- und Integral-
rechnung., I. Reelle Veriinderliche und Funktionen
(Leipzig).

Carathéodory C.: Vorlesungen iiber reelle Funktionen
Leipzig 1927); daselbst finden sich auch die Grund-

egriffe der Mengenlehre.

Gute Darstellungen der imaginiiren und komplexen
Zahlen finden sich bei
Stolz O.: Vorlesungen dber allgemeine Arithmetik:

II. Arithmelik der komplexen Zahlen (Leipzig 1886).

Grundziige der Differential- und Integralrechnung:

II. Complexe Verdnderliche und Funktionen (Leipzig).

In den ersten Kapiteln des Werkes von Colerus ist viel
von Kombinatorik die Rede. Diese Disziplin ist eine von
den anderen Zweigen der Mathematik fast ganz geson-
derte, und ihre elementaren Begriffshildungen finden
sich fast in jedem Lehrbuch der Infinitesimalrechnung.
Wer sich mit dicsem hochinteressanten Zweige der Ma-
thematik weiter beschiiftigen will, dem sei das ausfiihr-
liche, freilich ziemlich schwer verstindliche Buch von

Netto E.: Lehrbuch der Kombinatorik (Leipzig 1901)
empfohlen.

An guten und einer gewissen Strenge geniigenden
Biichern iiber die verschiedenen Zweige der Elementar-
geometrie herrscht in der Literatur nicht gerade UberfluB.
Alsunseren Zwecken am entsprechendstenseien genannt :
Bohnert F.: Grundzige der ebenen Geometrie (Leipzig).

Elementlare Siereometrie (Leipzigz.
Ebene und sphirische Trigonometrie (Leipzig).
Zacharias M.: Elementargeometrie der Ebene und des

Raumes (Leipzig 1929).

Fir die Einfilhrung in die analytische Geometrie
kommen in Betracht:
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Kowalewski G.: Einfohrung in die analytische Geo-
metrie (Leipzig 1923).

Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iber Geometrie I. 1.
(Leipzig 1906).

Fischer P. B.: Koordinatensysteme (Leipzig 1919).
Die Literatur tiber Differential- und Integralrechnung

ist uniibersehbar. Von den neueren Werken, die in

ihrer Darstellung fast oder iiberhaupt keinen Gebrauch

von der Anschauung machen, soll hier aus leicht begreif-

lichen Griinden abgesehen werden. Als empfehlenswerte

Biicher, die sich auch der Anschauung als Darstel-

lungsmittel bedienen, seien genannt:

Serret-Scheffers: Differential- und Integralrechnung,

3 Bde. (Leipzig).

Stolz O.: Grundziige der Differential- und Integral-
rechnung, 3 Bde. (Leipzig).
Courant R.: Vorlesungen tber Differential- und In-

tegralrechnung, I. (Berlin 1927).

Bisacre-Konig: Praktische Infinitesimalrechnung

(Leipzig 1929).

Die Lehre von den Interpolationen hat sich in den
letzten Jahrzehnten zu einer eigenen Wissenschaft ent-
wickelt und speziell die praktische Seite dieses Problems
war AnlaB zu einem umfangreichen und stets wachsenden
Schrifttum. Aus der Fiille alles dessen sci nur ein Werk
in deutscher Sprache genannt, das einen hinreichen-
den Uberblick tiber den gesamten Problemkreis gibt:
Runge-Kdnig: Vorlesungen tiber numerisches Rechnen

(Berlin 1924).

Von der groBen Anzahl Logarithmenbiicher sei fiir
unsere Zwecke nur genannt:

Adam-Waage: Taschenbuch der Logarithmen (fanf-

stellig), Wien,. 1928

Ein sehr spezielles Kapitel hilden die logischen und
erkenntnistheoretischen Grundlagen unserer Wissen-
schaft. Es existiert sicherlich kein Lehrbuch der Logik
oder theorctischen Philosophie, das nicht zu Grund-
problemen der Mathematik Stellung nimmt. Hier auch
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nur die wichtigsten dieser Werke aufzihlen zu wollen,
wire ein vergebliches Beginnen. Bei Teubner in Leipzig
erscheint eine Sammlung von Monographien hervor-
ragender Autoren, von denen folgende genannt seien:

Poincaré H.: Wissenschaft und Hypothese.
Wissenschaft und Methode.
Der Wert der Wissenschaft.

Enriques F.: Probleme der Wissenschalt, 2 Bde.
Zur Geschichte der Logik.

Lipps G. F.: Mythenbildung und Erkenntnis (wichtig!).

Natorp P.: Die logischen Grundlagen der exaklen Wis-
senschaften.

Boutroux P.: Das Wissenschaftsideal der Mathematiker.

Birk{:_;neier W.: Uber den Bildungswert der Mathe-
matik.

Picard E.: Das Wissen der Gegenwart in Mathematik
und Naturwissenschaft.

Fraenkel A.: Zehn Vorlesungen zur Grundlegung der
Mengenlehre (wichtigl).

Hilbert D.: Grundlagen der Geometrie (wichtigl).

Strohal R.: Die Grundbegriffe der reinen Geometrie
in ihrem Verhilinis zur Anschauung.

Struik R.: Die vierte Dimension.

Ferner wiiren zu nennen:

H?ggg?berg G.: Grundlagen der Geometrie (Leipzig
Pasch-Dehn: Vorlesungen ber neuere Geometrie
(Leipziz 1926).
Schur F.: Grundlagen der Geometrie (Leipzig 1909).
Pasch M.: Mathematik am Ursprung (Leipzig 1927).
VoB A.: Uber das Wesen der Mathematik (Leipzig 1908).
Belt_i)sg%l)l Ch.: Fiktionen in der Mathematik (Stuttgart
Gxi% l738r;1.ann H.: Die lineale Ausdehnungslehre (Leipzig

Fiir ein volles Verstéindnis der Entwicklung mathema-
tischer Gedankengiinge ist auch der Einblick in den
historischen Gang unserer Wissenschaft unerlidB8lich. Da
das groBe Werk von Cantor und die vielen Spezialabhand-
lungen hier nicht in Frage kommen, so sei genannt:

Gunther-Wieleitner: -Geschichte der Mathematik,
2 Bde. (Leipzig 1911/1927).."



EGMONT COLERUS

LBom Punft
sur vievten Dimenfion

GEOMETRIE FUR JEDERMANN
6.—9. Tausend

Wenn uns Colerus in seciner ,,Mathematik fiir jeder-
mann‘ die Scheu vor den Zahlen und ihren Funktionen
genommen hat, so nimmt er uns in seiner Geometrie
die Scheu vor dem Raum. Seine Fiihrerschaft ist unbe-
stritten, zwingend und unaufdringlich. Wie im Zahlen-
reich fiihrt er uns auch im Raum von Wunder zu
Wunder. Es beriihrt uns zutiefst, wie sicher und voll-
kommen von seinem Fiihrer- und Lehrerberuf erfiillt
er uns vorangeht. Kinstlerische Eigenart, schopferische
Kraft und zwingendes Ethos stellen Colerus an einen
besonderen Platz. Von dort wirkt er in der Tat fiir
piedermann®’. Als Fihrer und Lehrer in Riumen und
Gebieten, die ohne ihn nur einem beschriinkten Kreis
von Fachleuten zugiinglich wiren. (Kornel Abel)

Nach der Lektiire des neuen Buches von Egmont
Colerus wird bestimmt auch der hartniickigste Zweifler
cinsehen, daBl es vom Punkt bis zur vierten Dimension
»eigentlich’ nur ein Schritt ist — wenn auch cin grofer.
Aber an der Hand eines bewiihrten Fiihrers, der die oft als
so sprode verschriene Mathematik uns so ,,mundgerecht*
macht, wandert man vergniigt durch die Gelilde der ab-
strakten Wissenschaft. (Hamburger Nachrichten)

Mathematik dem Laien schmackhaft zu machen, ist eine
Sache, der sich schon viele angenommen haben. Wenige
mit dem Erfolg, den Egmont Colerus aufzuweisen hat. Es
bleibt dankbar anzutrkennen, wie geschickt und gleich-
zeitig griindlich Colerus vorgeht. Und vor allem: er ist
zuverlissig. (Hamburger Fremdenblatt)

PAUL ZSOLNAY VERLAG




EGMONT COLERUS

Leibniy

DER LEBENSROMAN
EINES WELTUMSPANNENDEN GEISTES

9.—12. Tausend

Ich habe mich sehr an der Darstellung gefreut, die
sicher zu dem Besten gehort, was es an solchen Per-
sonlichkeitsrekonstruktionen gibt. Ich halte solche
Arbeit sub specie saeculorum betrachtet fir wichtiger
und dauerhafter als die trockene, ,rein wissenschafl-
liche' Geschichtsschreibung. ,,Da hat man die Teile
dann in der Hand — fehlt leider nur das geistige
Band.* Dieses hat Colerus um cin wichtiges, interessan-
tes Leben geschlungen und dafiir gebiihrt ihm hoher
Dank. (Nobelpreistriager Prof. Erwin v. Schrédinger)

Eben habe ich den ,,Leibniz von Colerus durch-
gelesen und fiihle tief, daB es ein tberwiltigendes Er-
lebnis fiir mich gewesen ist. Kein anderer als ein dem
groBen Leibniz kongenialer Mensch durfte und konnte
daran gehen, ihn uns zu malen. Nicht blof3 Antlitz und
Gestalt. Es ist ihm in faszinierender Weise gegliickl,
das Ungreifbare und Unsichtbare, den Geist, zu malen
mit leuchtenden, schillernden Farben. Dergleichen ist
mir noch in keinem Roman hegegnet, daBl rein geistige
Dinge sich verdichten, als wiiren sie Eigenschaften, als
wiiren sie schone Méddchen und Helden in einer Arcadia,
verkettet in spannende Seelenkonflikte. Nie hiitte ich
geglaubt, daB z. B. dic Erfindung des Integralzeichens
die Einsicht, ,,daB es niitzlich sein wiirde, (ydy zu
schreiben®, so romanhaft spannend sein konnte, wie
es cben auf mich gewirkt hat. (Eduard Stucken)

Die tiefe Nachdichtung nicht nur der Tatsachen des
duBeren Lebens, sondern vielmehr der inneren Tat-
handlung dieser echt deutschen und gerade daher auch
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weltumspannenden Schopferpersonlichkeit. habe ich mit
stets lebendiger Anteilnahme und hohem geistigen
Genufl gelesen. Ich stimme mil Colerus vollkommen
iiberein, wenn er Leibniz in erster Linie als Tatmenschen
kennzeichnet, der scinem Valerland zu neuem Aufstieg
verhelfen will. Aber dariiber hinaus finde ich eine
poetische Einfiihlung in die vielspiiltige Diimonie seiner
geistigen Personlichkeit. Fir das Bewundernswerteste
halte ich, daBl es gelungen isl, sogar die bedeutsame
Stellung der Mathematik im Ganzen der Leibnizschen
Geisteswelt. zu verlebendigen und dichterisch zu ge-
stalten. Wir verdanken Colerus eine groBe, bedeutsame
Schopfung, die sicher dazu helfen wird, dal Leibniz end-
lich so bekannt und gewiirdigt wird, wie er es lingst ver-
dient hiilte. (LeibnizforscherProf. Dr. DietrichMahnke, Marburg)

Ein deutsches Genie in seinem umfassenden Reich-
tum wird offenbar: das ,,Wunder* Leibniz, das nicht
das eine oder andere ist, sondern alles zugleich in
gleicher Beherrschung: Jurist und Mathematiker, Philo-
soph, Geschichtskenner, Gotltesforscher und Staats-
mann. Uber die Erscheinung Leibniz’ hinaus umreiBt
Colerus in scinem Roman die Geistesgeschichte des
ausgehenden Barocks in Deulschland, England und
Frankreich. Der geistige Raum des Buches geht weit
tiber einen Roman hinaus. Auflerordentlich ist auch die
Beherrschung des wissenschaftlichen Stoffes. Hier ist
das Kunststiick gelungen, dall Mathematik — auch fir
den Laien — gleichsam sinnlichen Reiz erlangt. Man
mufBl den Roman lesen, er bereichert.

(Eckart von Naso in ,,Velhagen und Klasings Monatsheften*)

Der Roman Egmont Colerus’ ist eine der besten
dichterischen Lebensbeschreibungen der letzten Jahre.
Gewissenhafte Quellenforschung bildet die gediegene
Grundlage des Baues, der in {ibersichtlicher Klarheit
und in lebendiger Glicderung dariiber errichtet ist.

(Bérries, Freiherr von Miinchhausen)

PAUL ZSOLNAY VERLAG



EGMONT COLERUS

Marco Polo

DER ROMAN ZWEIER WELTEN
25. Tausend

Sonderausgabe RM 3.75 Ganzleinen

Wie aus Granil langsam das erhabene Kunstwerk
herausgemeillell wird, so entwickelt sich in [licBender
Form vor unserem Geiste die Personlichkeit, des groBen
Venelianers Marco Polo. Was ein jeder Mensch, der
tiber diese Erde wanderl, durchkiimpfen mu8, im kleinen
oder groBcen, das erlebt dieser Weltfahrer. (DerBund, Bern)

Dem Autor ist es gelungen, die herrliche Gestalt des
Marco Polo und so das Leben scines Helden zu schildern,
das nicht allein durch seine iiuBeren Schicksale inter-
essiert, sondern auch durch das seclische Erleben dieser
wahrhaft packenden Personlichkeit jeden Leser fesseln
mulfl. (Berliner Lokalanzeiger)

Das Wichtigste: der Held wuchs zu einer Gestall
voll Saft und Kraft, der man die ernsten und lebens-
kundigen Worte glaubt, mit denen der historische
Marco Polo im Jahre 1323 sein Testament schlo,
da ihn seine Freunde um des Seelenheils willen gebeten
hatten, ,,dic Liigen abzuschworen, die er iiber seine
Reisen in ferne Liinder erzéhlte und aufschrieb®.

(Magdeburgische Zeitung)

Colerus ist ein Schriftsteller, der mit peinlicher
geschichtlicher Genauigkeit arbeitet und dabei ein
starkes Gefiahl fiir Dramatik hat, so stark, daB sein
Ausschnitt aus dem an Abenteuern reichen Leben
Marco Polos mehr biclet, als irgendeine andere Dar-
stellung, die. in der letzten Zeit erschienen ist. Seine
Schilderung lebt, glinzend von bunter Pracht und
Edelsteinen, von chinesischen Wundern und veneziani-
schem Zauber. (Telegraf, Amsterdam)

PAUL ZSOLNAY VERLAG







EGMONT COLERUS
Letbnig

DER LEBENSROMAN
EINES WELTUMSPANNENDEN GEISTES

9.—12. Tausend

Ich habe mich sehr an der Darstellung gefreut, die sicher zu dem Besten
gehort, was es an solchen Personlichkeitsrekonstruktionen gibt. Ich halte
solche Arbeit sub specie saeculorum betrachtet fiir wichtiger und dauer-
hafter als die trockene, ,rein wissenschaftliche* Geschichtsschreibung.
»Da hat man die Teile dann in der Hand — fehlt leider nur das geistige
Band.“ Dieses hat Colerus um ein wichtiges, interessantes Leben ge-
schlungen und dafiir gebiihrt ihmi hoher Dank.

Nobelpreistrager Prof. Erwin v. Schrédinger

Eben habe ich den,Leibniz“vonColerus durchgelesen und fiihle tief, daB es
ein iiberwiltigendes Erlebnis fiir mich gewesen ist. Dergleichen ist mir
noch in keinem Roman begegnet, daB rein geistige Dinge sich verdichten,
als wiiren sie Eigenschaften, als wiiren sie schone Midchen in einer Arcadia,
verkettet in spannende Seclenkonflikte. Nie hiitte ich geglaubt, daB z. B.
die Erfindung des Integralzeichens, die Einsicht, ,daB es niitzlich sein
wiirde, fydy zu schreiben®, so romanhaft spannend sein konnte, wie es
eben auf mich gewirkt hat. Eduard Stucken

Die tiefe Nachdichtung nicht nur der Tatsachen des #uBeren Lebens,
sondern viel mehr der inneren Tathandlungen dieser echt deutschen
und gerade daher auch weltumspannenden Schipferpersonlichkeit habe
ich mit stets lebendiger Anteilnahme und hohem geistigen GenuB ge-
lesen. Ich stimme vollkommen mit Colerus iiberein, wenn er Leibniz in
erster Linie als Tatmenschen kennzeichnet, der seinem Vaterlande zu
neuem Aufstieg helfen will. Aber dariiber hinaus finde ich eine poetische
Einfiihlung in die vielspiltige Didmonie seiner geistigen Personlichkeit.
Fiir das Bewundernswerteste halte ich, daB es Colerus gelungen ist, sogar
die bedeutsame Stellung der Mathematik im Ganzen der Leibniz'schen
Geisteswelt zu verlebendigen und dichterisch zu gestalten. Was Colerus
iiber den magischen Zauber der mathematischen Zeichen sagt, die durch
unergriindliche Tiefen des UnbewuBten hindurch iiberraschend zu licht-
vollsten Wahrheiten fithren, ist ebenso schén wie wahr. Ich danke
Colerus fiir seine groBe und bedeutsame Schépfung.

Prof. Dr. Dietrich Mahnke, Marburg

Ein deutsches Genie in seinem umfassenden Reichtum wird offenbar:
das ,,Wunder® Leibniz. Uber die Erscheinung Leibniz’ hinaus umreiBt
Colerus in seinem Roman die Geistesgeschichte des ausgehenden Barocks
in Deutschland, Fngland und Frankreich. Der geistige Raum des Buches
geht weit iber einen Roman hinaus. AuBerordentlich ist auch die Be-
herrschung des wissenschaftlichen Stoffes. Hier ist das Kunststiick gelungen,
daB Mathematik — auch fiir den Laien — gleichsam sinnlichen Reiz
erlangt. Man mull den Roman lesen, er bereichert.

Eckart von Naso in Velhagen und Klasings Monatsheften
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