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0D STEVIL H GEOMETRIJI. UMETNOSTI IN IGRI

UVOD: Med evropskimi matematiki srednjega veka je zanimiva oseb
nost LEONARDO FIBONACCI. Marsikaj o njem bo ostalo za vedno
skrivnost, kot so bile skrivnostne reSitve njegovih nalog.

Leta 1225, je na matematicénem tekmovanju v Pisi bila tudi tale
naloga:

Pot3d% ulomek, ki je popoln kvadrat in ostane popoln kvadrat
tudi, ko ga zmanjSamo ali povedamo za 5.

Fibonacci je naSel reditev: 1681/144, 3e danes ni znano, kako.
(Resitev: (41/12)% - 5 = (31712)% in (41/12)% + 5 = (49/12)%)

Bil je odlicen poznavalec 5tevil - aritmetike in algebre.

a) Po skoraj 800 letih matematiki vedno znova odkrivajo zanimi
vosti, ki so povezane z zaporedjem 3tevil, ki ga po njem imenu
jemo Fibonaceijevo zaporédje. Zacelo se je z nalogo o zajcih:
Skoti se par zajeev — samec in samica. Po enem letu dozorita
in od konea drugega leta skoti zajklja vsako leto nov par =zaj
cev - samea in samico, za Katere velja isti ciklus razmmnofeva-
nja. Vpradanje: Koliko parov je po poljubnem Ztevilu let, de
ni smrtnih primerov?

Prikazana je shematicna re3itev naloge, kjer posamezni kroZec
ustreza paru.

zacCetek 1
bonas: B Tets 1 Legenda:

O par, ki se
konec 2. leta 2 gkoti
konec 3. leta 3 @ par po enem
konec 4. leta 5 letu
konec 5. leta 8 © par, ki ima
konec 6. leta 13 potancse
StaviTa: A g T B g By b 5 & 4 19 5 s (1)

so ¢leni Fibonaccijevega zaporedja. Prvi in drugi ¢&len zapore-
dja sta v nasem primeru 1; vse druge pa dobimo tako, da seite-
jemo oba predhodnika. To zapiSemo takole:
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ag =V smg =1 An @, = a, 1+ 8, , (2)

tlen a, imenujemo splodni &€len zaporedja, ker nam pove pravi
1o, po katerem lahko poiscemo katerikoli €len zaporedja.

1. Pois¢i 5e nekaj naslednjih ¢lenov Fibonaccijevega zaporedja
(1).

2. Poisgi azq in azg Vv Fibonaccijevem zaporedju.

Zadnja naloga nas preprica, da je iskanje "bolj kasnih" &lenov
zaporedja zamudno delo. Po pravilu (2) je treba po korakih za-
pisati vse &€lene do iskanega ¢lena zaporedja.

Postavija se vpraSanje: Ali lahko 35e kako drugace, razen po
omenjenem naginu, poi3Cemo poljubni &len Fibonaccijevega zapo-
redja? Odgovor je pritrdilen, n-ti €len Fibonaccijevega zapo-
redja dobimo tako, da naravno Stevilo n vstavimo v izraz za
splodni €len (3):

a, = 5 :0/5 {1 E fg)n-l i 5 ;0/5 {1 E /g)n-1 (3)

3. Preveri, ¢e za n=2 in n=3 zares dobi§ drugi in tretji
Clen Fibonaccijevega zaporedja, ko ju vstavis v splodni €len
(3).

4. Dokazi, da za Fibonaccijevo zaporedje veljajo naslednje za-
konitosti:

a) ay *tay *tazt ... ta
b) ay * ag tagt ... +ay, 4+ ay g = ay,
Cjap + ag ¥ agt «u. ¥ 8, 5t ay, =ay,q =1

Navodilo: UpoStevaj temeljno lastnost splodnega &lena!

b) Stevilo t (izg.: tau) zapiSemo kot veriZni ulomek (4)

T =14+

1+-—"'T-— (4)
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Pravi vrednosti stevila t se lahko pribliZujemo korakoma, tako
da izracéurnavamo vrednosti Stevilskega izraza (4) s konénim
Stevilom operacij seitevanja. Glej (5) !

1

{10000 'Y
2 = 2,0000 .
3/2 = 1,5000 eI (5
5/3 = 1.,6667 S -
8/5 = 1.,5000 ~on
13/8 = 1,625

Izracéunane vrednosti so ulomki, katerih Stevec in imenovalec

sta zaporedna Cclena Fibonaccijevega zaporedja: an/an_1

Bolj kasni ¢leni Fibonaccijevega zaporedja dajo boljsi pribli-
zek 3tevila t. Koliksna pa je prava vrednost Stevila t?

1z zapisa (4) vidimo, da je « =1+ 1 ali:

t2 -7 ~-1=20 (6)

Enacbo (6) preoblikujemo (t?-t = 1) in dopolnimo levo stran do
popolnega kvadrata (t? - 2(% T) + (%}2 =1 + {%)2 ali kar je

isto (v - 3)% = 7 ). Obe strani korenimo (r - 5 = * Y i

po premisleku ima nas t pozitivno vrednost:

t=1+‘f5 {?)

c) Stevilo t = (1 + V5)/2 ima tudi geometrijski pomen. <t je
vrednost razmerja med vecjim in manj3im delom celote, ki je
razdeljeno po zlatem rezu.

Zlati rez razdeli celoto v vedji in manjdi del tako, da je manj
§i del v primerjavi z vedjim v enakem razmerju kot vedji del
proti ecelott.

Kar smo povedali, bomo v levem stolpcu razélenili po algebrski
poti. V desnem stolpcu pa bomo algebrsko razlago dopolnili z
bolj nazorno geometrijsko razlago.
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te oznac¢imo celoto z 1, vecji

del z M (po lat. Maior=vecji)

in manj3i del z m (po lat.

minor=manj$i), smemo zgoraj C
povedano sorazmerje zapisati:

D
m/M = M/1 ali (1-M)/M = M/1
Iz zapisanega sorazmerja sle- (9)
di enaiba za M: A T B
M+ M -1 =0
In podobno kot prej za t poi-
§¢emo obe resitvi, od katerih Tocka € je sredisce kroZnice
pride v postev reditev skozi tofko B in seie daljico
M= (/5 -1)/2 1in potem za AC v tocki D.
m=1-M= (3 - /5)/2 Totka 4 je sredi¥ie kroZnice,

ki poteka skozi D in see da-
1jico 4B v toéki T.

Daljici AT in BT sta ve&ji in
manj3i del po zlatem rezu T
razdeljene daljice 4B.

6. Izracunaj kolicénik M/m
in se prepricaj, da je enak
Stevilu =

Za celoto vzamemo daljico

4B=1. Pravokotno nanjo posta- Dokaz: Po Pitagorovem izreku

vimo v krajiséu B drugo dalji meri hipotenuza AC=/5/2 in da

co BC=1/2 1jica AT=AD=(/5/2-1/2)=
=(v5-1)/2 in BT=AB-AT=
=(3-/5)/2

7. Izracunaj vrednost razmerja za daljici AB/4AT !
Za daljici 4B in AT pravimo, da sta v stalnem sorazmerju.

Umetniki najrazli€nejsih zgodovinskih obdobij so menili, da ima
jo umetnine, kjer so karakteristiéni deli (npr.: dolZina in §i-
rina slikarskega platna, visina in dolZina hi3nih portalov, tlo
risne dolZine ...) v stalnem sorazmerju, najlepSo obliko.
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Primer:
Milijonski sonet
Pavia V a § a k a Na levi strani je zapisan so-
net. Kljub temu, da je zapisan
s Stevilskimi simboli (topo-
grafska poezija), ohranja vse

v 8 £ B 3 oblikovne znacilnosti soneta
753 96 (kitica in rima).
6 8 8 06 Zanimiv je tudi zato, ker je
20 & & B vsota vseh 14 vrstic enaka
1000 000. Preveril!
8 3 5 2 4
9 3 3 4 2 Sonet sestavljajo Stiri kiti-
8 2 3 1 2 ce - dve kitici s po Stirimi
2 9 1 3 & vrsticami (kvartini) in dve
kitici s po tremi vrsticami
3 7 g8 8 (tercini).
7 3 9 8 Verz, s katerim se zacneta ter
5 cini, je navadno miselno naj-
bogatejsi. Zanimivo je, da ta
9 5 § B 7 verz kot zlati rez, razdeli
9 § 7 sonet v dva dela - ve&ji in
9 2 9 0 5 manjsi - tako da je razmerje

Stevila vrstic obeh delov 8/5;

t.j. pribliZek 3tevila t; ulo-

mek pa sestavljata Stevili iz

Fibonaccijevega zaporedja.
Bogati vsebini soneta se pridruZuje 3e najlep3a oblika.

8. Izberi si poljubno daljico 5 in na njej poi3c¢i po zgledu (9)
daljsi odsek M po zlatem rezu razdeljene daljice b.

Konstruiraj pravokotnik, ki bo imel za osnovnico daljico a=b+M
in za visdino daljico b.

‘Narisanemu pravokotniku pravimo "zlati pravokotnik" in ima po
umetniSkem prepricanju med pravokotniki najlepSo obliko, saj
sta si osnovnica in viSina v stalnem sorazmerju. DokaZi: a/b=t!
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9. Ob koncu pa Se igra s Skarjami in Fibonaccijevimi Stevili.
Iz milimetrskega papirja izreZemo kvadrat 21x21 in ga razreZemo
kot kaZe slika a). Stranice, ki oklepajo prave kote, so &leni

4

13

InE

8 13
(a) (b)

Fibonaccijevega zaporedja (8,13,21). Iz razrezanih kosov sesta-
vimo pravokotnik b). Primerjaj plo3éini kvadrata in pravokotni-
ka! Zdi se, kot da gre za "EarovniSke 3karje", s katerimi dobi3
nekaj, €esar ni. To velja za vse kvadrate s stranico, ki je

clen " iz Fibonaccijevega zaporedja (slika c). V resnici pa
dopn
T""'T i + @sn-2 . _.._.h-"'-.i._:..;.. 2 __ __4
- T P ERIFEE Ans T
T Frr FHH RN
EERERRzENy Saasisens HE T TN
I A2n-1
SRS hey Sasastsanse
HH ‘} +H1H
. A L
A2n-2 @2n-1
(c) (d)

gre za optiéno prevaro (slika d), ki je toliko manj opazna, ko-

Tikor vecji je &len @, -

Danijel Bezek
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