RACUNALNISTVO

Korensko urejanje

N2
DAMJAN STRNAD

- O tem, kako pomembna operacija je urejanje za-
poredja Stevil, besed in drugih elementov v praksi,
prica izjemno Stevilo obstojecih algoritmov ureja-
nja. Ko govorimo o slednjih, najprej pomislimo
na mehurc¢no urejanje, hitro urejanje ali urejanje
s kopico. Skupna lastnost teh algoritmov je, da
izvajajo neposredno primerjavo elementov zapo-
redja in izmenjujejo njihove polozaje. Obstaja pa
tudi drugacen nacin urejanja, ki namesto na pri-
merjavi temelji na preStevanju elementov in ima
teoreticno celo ugodnejSo ¢asovno zahtevnost od
primerjalnih algoritmov. Enega izmed taksSnih pre-
Stevalnih algoritmov urejanja bomo opisali v tem
clanku. Imenuje se korensko urejanje (angl. radix
sort).

Takoj na zacetku naj povemo, da bomo opis ome-
jili samo na eno izmed moznih implementacij koren-
skega urejanja. Njeno delovanje bomo demonstrirali
na urejanju seznama celih Stevil v naraScajoce za-
poredje. Ime korenskega urejanja izhaja iz predpo-
stavke, da so elementi zapisani z znaki v dolo¢enem
skupnem korenu oz. osnovi. DesetiSka Stevila so, de-
nimo, zapisana v Stevilskem sistemu z osnovo 10 kot
nizi Stevk med 0 in 9. Vrstni red Stevk je definiran in
zato vemo, da Stevilo 5 v urejenem seznamu nastopi
prej kot Stevilo 8.

Primerjavo vecjih Stevil lahko prevedemo na pri-
merjavo istoleznih Stevk v njihovem znakovnem za-
pisu, pri ¢emer zacnemo na levi strani in se pomi-
kamo proti desni. Kot zgled vzemimo Stevili 1254 in
1281. Primerjava prve in druge Stevke, ki sta enaki
v obeh zapisih, Se ne da odlocitve o vrstnem redu
Stevil. Sele ob primerjavi tretje Stevke ugotovimo, da
pride §tevilo 1254 pred §tevilom 1282. Ce Zelimo na

tak nacin primerjati Stevila, ki imajo razlicno dolge
znakovne zapise, je potrebno te najprej izenaciti na
najvecjo skupno dolZino. Tako je npr. potrebno se-
znam Stevil {12,3,156,78,42} najprej zapisati kot
{012,003,156,078,042}. Seveda to velja samo za
prikaz ro¢nega reSevanja, v racunalniku so Stevila na
tak nac¢in dejansko Ze predstavljena.

Predpostavimo, da imamo seznam 100 Stevil, ki
so zapisana kot enako dolgi nizi Stevk. Vemo, da
bodo vsa Stevila, ki imajo na prvem mestu niclo (za-
piSimo jih kot 0*) v urejenem seznamu pred Stevili,
ki imajo na prvem mestu enico (zapiSimo jih kot 1x).
Ce torej v (neurejenem) seznamu obstaja osem §tevil
oblike 0%, bodo po urejanju ta Stevila zasedala prvih
osem mest urejenega seznama, Stevila oblike 1 pa
jim bodo sledila od devetega mesta dalje. Prav tako
bodo vsa Stevila oblike 0% in 1% pred Stevili oblike
2%, t.j. Stevili, ki se pri¢nejo z dvojko. Ce je Ste-
vil oblike 1% v zaCetnem seznamu sedem, bodo po
urejanju ta zasedala poloZaje 9 do 15, Stevila oblike
2* pa mesta od 16-tega naprej. S podobnim sklepa-
njem lahko zatrdimo, da bodo Stiri Stevila oblike 9
po urejanju zasedala zadnja Stiri mesta, t.j. polozaje
od 97 do 100. Vrstni red med Stevili, ki imajo na
prvem mestu isto Stevko, je doloCen s Stevko na dru-
gem mestu. Pri Stevilih z enakima prvima Stevkama
o vrstnem redu odloca tretja in tako naprej.

Za ljudi je opisani postopek bolj naraven, ce ga iz-
vajamo z zaporedno primerjavo Stevk od leve proti
desni. V nadaljevanju bomo opisali razli¢ico koren-
skega urejanja, ki Stevila pregleduje od desne proti
levi. V literaturi se ta algoritem imenuje korensko
urejanje z najmanj pomembno Stevko (angl. least si-
gnificant digit (LSD) radix sort). Osnovna ideja koren-
skega urejanja je v preStevanju elementov, ki imajo
na doloCenem mestu v zapisu enak znak oz. Stevko.
Ko je Stevilo elementov s posameznimi znaki znano,
jih prepiSemo na ustrezna mesta v pomoZnem se-
znamu enake velikosti, kot bo opisano v nadaljeva-
nju. Pri tem je klju¢nega pomena, da ohranjamo ob-
stojeci vrstni red med elementi, ki imajo na opazova-
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nem mestu isti znak in so bili pred tem Ze urejeni po
Stevki desno od trenutno opazovane. Ce opisani po-
stopek ponavljamo s pregledovanjem Stevk od naj-
bolj desne do najbolj leve, pri ¢emer vlogi osnovnega
in pomoZnega seznama izmenjujemo, bomo kot re-
zultat dobili urejen seznam Stevil.

Naj n; oznacCuje Stevilo elementov s Stevko i na
opazovanem mestu, kjer je i € {0,...,9} v primeru
desetiSkih Stevil. Potem bodo v novem seznamu Ste-
vila z opazovano Stevko j zasedala n; mest od p; do
pj +nj— 1, Kjer je:

1; j=0
j-1

1
1+ > ng j=0. ()
k=0

IpJ=

Opazimo lahko, da za j > 0 velja pj = pj-1 + nj_1.
Celotni algoritem lahko zapiSemo v naslednjih kora-
kih:

1. Postavi opazovani polozaj na skrajno
desno (t.j. polozaj enic).

2. Sprehodi se skozi glavni seznam in
presStej elemente, ki imajo na
opazovanem polozaju posamezno Stevko.

3. S pomocjo enacbe (1) doloci
nove zacetne polozaje elementov s
posamezno Stevko.

4. S ponovnim prehodom skozi glavni
seznam prepiSi elemente na ustrezna
mesta v pomozZnem seznamu.

5. Zamenjaj vlogi glavnega in pomoznega
seznama.

6. Ce trenutni opazovani polozaj ni
skrajno levi, ga premakni za eno
mesto v Tevo in pojdi na korak 2,
sicer koncaj.

Za zgled delovanja algoritma uporabimo seznam Ste-
vil {87,541,303,221,34,1231,829,705,1041,522,
92,594}. V nadaljevanju bomo opazovani poloZaj
v zapisih Stevil oznacevali s pod¢rtanim tiskom. Za
rocno izvedbo moramo najprej Stevila zapisati z nizi
enake dolzZine, ki je v nasSem primeru 4. To nam da
naslednji zacetni seznam Stevil:

= 0087,0541,0303,0221,0034, 1231,
0829,0705,1041,0522,0092,0594.

Urejati pricnemo s preStevanjem posameznih
Stevk na poloZaju enic. Ugotovimo naslednje:

" ng=0
n; =4 (0541,0221,1231,1041)
ny =2 (0522,0092)

nz3 =1 (0303)

ng =2 (0034,0594)
ns =1 (0705)

Neg = 0

ny; =1 (0087)

ng = 0

ng =1 (0829)

Z uporabo enacbe (1) izracunamo naslednje zacetne
polozZaje:

" po=1 p1=1+0=1
p2o=1+4=5 p3=5+2=7
pa=7+1=8 ps=8+2=10

pe=10+1=11
ps=11+1=12

pr=11+0=11
po=12+0=12

Sedaj izvedemo ponoven prehod skozi seznam in
Stevila sproti prepisujemo na ustrezna mesta v po-
moznem seznamu. Algoritmi¢no to najlaZje nare-
dimo tako, da Stevilo z najdeno Stevko j zapiSemo
na polozaj p; in vrednost p; povecamo za 1. Po pr-
vem prepisovanju je vsebina seznama naslednja:

= 0541,0221,1231,1041,0522,0092,
0303,0034,0594,0705, 0087, 0829.

Vidimo lahko, da je relativni vrstni red Stevil, ki ima-
jo na zadnjem mestu enako Stevko, ostal nespreme-
njen. Urejanju, ki ohranja tak$no lastnost, pravimo
stabilno urejanje (angl. stable sort).

V naslednjem koraku preStevamo Stevke na polo-
Zaju desetic in dobimo:

= no =2 (0303,0705)
ny = 0
ny =3 (0221,0522,0829)
ns =2 (1231,0034)
ng =2 (0541,1041)
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ns =0 V zadnjem koraku s preStevanjem tisoc¢ic dobimo:
ng =0 = ng =10 (0034,0087,0092,0221,0303,
nz =0 0522,0541,0594,0705,0829)
ng =1 (0087) n; =2 (1041,1231)
ng =2 (0092,0594) no =0
Novi zacetni poloZaji so: n3 =0
Ng = 0
= po=1 p1=1+2=3 ns =0
p2=3+0=3 p3=3+3=06 N = 0
ps=6+2=28 ps =8+2=10 nr =0
pe=10+0=10 p7=10+0=10 ng =0
pg=10+0=10 po=10+1=11 N = 0
Rezultat prepisovanja je seznam: Ugotovimo Se, da bomo Stevila s tisocico 0 zapisovali
od poloZaja py = 1, Stevili s tisocico 1 pa od poloZaja
= 0303,0705,0221,0522,0829, 1231, p1 = 11 naprej, kar nam da konc¢ni urejen seznam:
0034,0541,1041,0087,0092,0594. = 0034,0087,0092,0221,0303, 0522,
V tretjem koraku s preStevanjem stotic dobimo: 0541,0594,0705,0829,1041,1231.

Predstavljeni postopek je mogoce optimizirati tako,

" 1o =4 (0034,1041,0087,0092) da elemente najprej grupiramo po dolZinah zapisa in

ny =0 lo¢eno uredimo elemente z eno, dvema, tremi ali Sti-
ny =2 (0221,1231) rimi Stevkami. Urejene podsezname na koncu zdru-
n3 =1 (0303) zimo. Casovna zahtevnost tak§nega korenskega ure-
Na=0 janja je O(kN), kjer je k povprecno Stevilo Stevk,

N pa Stevilo elementov seznama. Teoreticno to po-
ns =3 (0522,0541,0594) meni, da je korensko urejanje ucinkovitejSe od naj-
ng =0 boljsih algoritmov urejanja na podlagi primerjav ele-
n; =1 (0705) mentov, katerih ¢asovna zahtevnost je O(NlogN). V
ns =1 (0829) praksi se korensko urejanje izkaze pri velikem Ste-

- vilu elementov, medtem ko se pri urejanju krajSih
ny =0 seznamov Stevil bolje obnesejo drugi algoritmi. Ena
od omejitev korenskega urejanja je tudi ta, da ga ne
moremo uporabiti v kombinaciji s poljubnim krite-
= po=1 pr=1+4=5 rijem urejanja, ki ga lahko pri klasi¢nih algoritmih
definiramo s primerjalno funkcijo. Je pa mogoce vse

Izracunani zacetni poloZaji so tokrat:

p2=5+0=5 p3=>5+2=7 korake v tem clanku opisanega postopka urejanja
pa=7+1=38 ps=8+0=38 ucinkovito paralelizirati, kar je v zadnjem Casu zelo
pe=8+3=11 pr=11+0=11 zazelena lastnost algoritmov.
ps=11+1=12 po=12+1=13 Literatura
S prepisovanjem pred zadnjim korakom dobimo se-
znham: [1] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest in
C. Stein, Introduction to Algorithms, 3. izdaja,
= 0034,1041,0087,0092,0221,1231, The MIT Press, 2009.

0303,0522,0541,0594,0705, 0829.

PRESEK 41(2013/2014) 1 2 9




