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Povzetek

Dandanes se modeliranje in izra¢un z numeri¢nimi metodami pogosto uporablja v biomedicini
in biomedicinski tehniki. Omogoc¢a nam, da lahko na primer preizkusamo obcutljivosti
sistemov na posamezne parametre, kar je ponavadi veliko drazje, tezje ali celo nemogoce
eksperimentalno ali analiti¢no, prav tako se lahko pri nacrtovanju sistema ali naprave opiramo

na podatke, pridobljene iz odzivov modela, in podobno.

V Laboratoriju za biokibernetiko z modeliranjem in izraCun z numeri¢nimi metodami
dolocamo predvsem gostoto elektricnega toka in porazdelitev elektricne poljske jakosti v
tkivih in raCunamo transmembransko napetost na celicah. V obeh primerih se v geometriji
modela sreCujemo z zelo velikimi geometrijskimi razmerji (razmerje med najmanjSo in
najvecjo dimenzijo v geometriji). To predstavlja programskim paketom za modeliranje in
izraun z numeri¢nimi metodami veliko tezavo, saj algoritmi, ki so namenjeni razdelitvi
prostora raCunanja v manjSa obmocja, elemente (delitev prostora imenujemo mrezo), ne
uspejo zgraditi mreze v tak$ni geometriji. Problem smo do sedaj reSevali z uporabo
nadomestnih prevodnosti za celicno suspenzijo, z uporabo simetrij in antisimetrij v modelu ter
z omejitvijo podro¢ja racunanja. Vsak nacin je imel svoje slabosti ali je bil omejen s

podroc¢jem uporabe.

V nalogi smo preucili dve novi moznosti za reSevanje problema velikih geometrijskih
razmerij, skaliranje elektrod in nelokalno sklapljanje, ki omogoca sklopitev dveh tock, ki
geometrijsko nista povezani. V problemih, ki reSujemo v Laboratoriju za biokibernetiko,
velikokrat kot vir elektromagnetnega polja nastopajo elektrode, ki imajo relativno majhen
premer. Z modeli smo ocenili, kolikokrat lahko povecamo premer elektrod ter temu ustrezno
znizamo elektricni potencial na njih, da bo rezultat Se dovolj dober. Z nelokalnim
sklapljanjem smo zgradili model mozganov s tumorjem in vzporednimi osemigelnimi
elektrodami ter model celice z membrano. V obeh modelih smo izrezali tisti del celotne
geometrije, ki predstavlja najvec tezav za gradnjo mreze oziroma smo v njem zeleli resitev z
vecjo prostorsko locljivostjo in ga vstavili v drugo, manjSo geometrijo. Robne pogoje na

mestu rezanja smo dolo¢ili tako, da so se preslikali iz ve¢je geometrije na manjSo in obratno.



v

Ugotovili smo, da je skaliranje elektrod uporabna metoda, ki v primeru dveh igelnih elektrod
omogoca povecanje premera elektrod za 2 do 5 krat brez vec¢jih napak v porazdelitvi
absolutne vrednosti elektricne poljske jakosti. V primeru drugacne geometrije elektrod je
potrebno tako obliko nadomestnih elektrod kakor tudi znizanje elektrinega potenciala na

nadomestnih elektrodah dolociti s pomocjo modelov.

Z nelokalnim sklapljanjem smo uspes$no zgradili model mozganov s tumorjem in vzporednimi
osem igelnimi elektrodami. Sicer je bila reSitev modela mogoca tudi brez uporabe
nelokalnega sklapljanja, a je bila gradnja mreze v primeru nelokalnega sklapljanja
enostavnejSa, kljub temu da nismo iz modela izrezali elektrod, kakor je bilo potrebno v
modelu brez nelokalnega sklapljanja, rezultat pa je bil bolj podroben. Z modelom celice z
membrano je bilo kljub uporabi nelokalnega sklapljanja ve¢ tezav, predvsem je slabo
konvergiral numeri¢ni izraun. Izkazalo se je, da je nelokalno sklapljanje zelo uporabno v
nekaterih geometrijah ter omogoca izracune takSnih geometrij, ki bi se jih brez uporabe te

metode z nam dosegljivimi programskimi paketi ne dalo.



Abstract

Nowadays numerical modeling is a common method in the field of biomedicine and
biomedical engineering. It enables to analyze sensitivity of systems on different parameters,
which can be harder or even impossible experimentally or analytically; it enables to use data

acquired from the model in the design of a system or device.

In the Laboratory of Biocybernetics at the University of Ljubljana, Faculty of Electrical
Engineering, we use numerical modeling mainly for calculation of electric current and electric
field intensity distribution in tissue, and for calculation of the transmembrane voltage on cells.
In both cases there are very large geometric ratios in the geometry of the model (ratio between
the smallest and the largest dimension in geometry). Numerical modeling programs often
have problems with large geometric ratios, because algorithms for partitioning of the
calculating space into smaller areas, elements, are unable to perform partitioning in such
geometries. We already used some techniques to avoid such problems. For example, we used
effective conductivity for cell suspension, symmetries and anti-symmetries in the models to
reduce the size of the models and we also reduced the size of the models by defining isolating
boundary conditions in the models. Each of the above technique however has some

disadvantages or is limited by the application area.

In this work we analyzed two new techniques, which may help overcoming the problem of
large geometric ratio: electrode scaling and non-local coupling, which enables us to connect
points, which are not geometrically connected. In the Laboratory of Biocibernetics we often
model problems, where electrodes with relatively small diameter are used as electromagnetic
field sources. Using electrode scaling we estimated, how many times we can increase the
diameter of the electrodes and correspondingly decrease the potential on them, keeping the
results good enough. With non-local coupling we build model of brain with parallel eight
needles electrodes and model of a cell with the membrane. In both models we cut out a part of
the whole geometry, which was most problematic for partitioning or where we wanted better

spatial resolution, and inserted it in the second, small geometry in the same model. We
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defined coupled boundary conditions on the cut planes between big and small geometry and

vice versa.

Our results show that electrode scaling is a useful technique enabling us to increase the
diameter of the electrodes by a factor between two and five without major error in the
distribution of absolute value of electric field intensity in the case of two needle electrodes. In
the case of different electrode geometry it is necessary to determine the shape of scaled
electrodes as well as the factor of corresponding decrease of electric potential on the

electrodes by new models.

With non-local coupling we successfully built model of brain with parallel eight needles
electrodes. It was also possible to build the model without non-local coupling. However
partitioning of the space of calculation was much easier if we used non-local coupling as well
as we increased the spatial resolution. Despite non-local coupling we had more problems with
model of the cell with membrane; mostly the convergence of the numerical calculation was
slow. Nevertheless, non-local coupling is very useful in numerous geometries. It enables
numerical modeling of geometries, which otherwise can not be solved with available program

packages for numerical modeling.
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1 Uvod

1.1 Zakaj modeliranje in numericne metode v
biomedicini¢

Zelja po poznavanju procesov v naravi in vplivanju nanje je bila in bo pomembna gonilna sila
raziskav in razvoja. Clovek se je ze v preteklosti in se $e danes sreduje s $tevilnimi razliénimi
procesi v naravi, ki so tako ali drugace pomembni zanj. Tri podrocja, ki se ukvarjajo s
takSnimi procesi in pridobivajo na pomenu v sodobni ¢loveski druzbi, so biomedicina,
biotehnologija in biomedicinska tehnika. »Podrocje biomedicina zdruzuje znanja biokemije,
molekularne in celicne biologije, farmacije, medicine, veterinarske medicine in drugih znanj«
[Univerza v Ljubljani, 2003] z namenom izboljSevanja kvalitete zivljenja. »Biotehnologijo v
splosnem pomenu opredeljujemo kot integrirano uporabo molekularno-bioloskih in
inZenirskih znanj za komercialne aplikacije organizmov« [Biotehniska fakulteta, Univerza v
Ljubljani, 2004]. Biomedicinska tehnika je tehni¢no podrocje, ki vkljuCuje znanja
biomedicine in klini¢ne prakse. Vkljucuje: » 1. odkrivanje novih znanj in razumevanja zivih
organizmov s pomocjo inovativnih in samostojnih aplikacij eksperimentalnih in analiticnih
tehnik, temeljecih na inzenirskih znanjih, 2. razvoj novih naprav, algoritmov, procesov in
sistemov, ki podpirajo biologijo in medicino ter izboljsujejo medicinsko prakso ter skrb za
zdravje« [The Whitaker Foundation, 2004]. Vsa podroc¢ja so izrazito interdisciplinarna ter
poleg znanj iz podrocja biologije, medicine, farmacije in veterine vkljucujejo tudi znanje s
podrocja elektrotehnike. Uporabna so predvsem naslednja elektrotehniska znanja:

e clektronika, kamor spada predvsem razvijanje razli¢nih elektronskih naprav, potrebnih
na tem podro¢ju; naprave so med seboj zelo razlicne, zahteve zanje so izrazito
specificne, nekatere se proizvajajo serijsko, veliko pa je maloserijskih ali unikatnih;

e meritve, tako elektromagnetnih in elektri¢nih signalov kakor tudi neelketri¢nih: tlaka,
oksigenacije, stopnje glukoze ... v bioloskih organizmih za potrebe laboratorijskih
meritev ali za implementacijo tehnologije in znanja meritev v razli¢ne naprave, npr.

sréne spodbujevalnike;
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e regulacije, saj se v bioloskih organizmih sreCamo s Stevilnimi kompleksnimi
regulacijskimi zankami, prav tako je znanje regulacij potrebno pri nacrtovanju
razli¢nih medicinskih naprav;

e clektromagnetika, kjer je misljeno predvsem znanje o Sirjenju elektromagnetnega
valovanja; zajema razli¢ne probleme, tako recimo: prevajanje elektricnih signalov v
zivénem sistemu ¢loveka, dolocanje izpostavljenosti elektromagnetnemu sevanju;

e modeliranje, ki kot pomoc¢ sluZi pri prepoznavanju in razumevanju razlicnih procesov,
kot pripomocek ali korak pri nacrtovanju naprav, posameznih sklopov in regulacijskih

zank.

Cilj modeliranja je doloCiti obnaSanje sistema. Pri tem realen sistem nadomestimo z
matemati¢nim modelom, definiramo vhodne in izhodne spremenljivke ter izraCunamo
izhodne spremenljivke v odvisnosti od vhodnih spremenljivk. Matemati¢ni model, ki je v
vecini primerov diferencialna enacba, v primeru preprostih sistemov natan¢no opiSe sistem, v
primeru kompleksnih sistemov, kar je v biomedicini obi¢ajno, pa je matematicni model
poenostavljen zapis sistema. Kljub poenostavitvam dobljeni matemati¢ni model ponavadi ni
analiti¢no resljiv, zato se je veja modeliranja izrazito razvila v zadnjem ¢asu, ko so postali
dostopni ra¢unsko dovolj zmogljivi racunalniki. Razvilo se je novo matematicno podrocje,
podro¢je numericnih metod, ki je omogocilo numeri¢no resevanje sistema diferencialnih

enacbh.

Podrocja, kjer se modeliranje in izracun z numeri¢nimi metodami v biomedicini uporablja, so
Stevilna. Mednje sodijo:

e dolocanje stopnje specifi¢ne absorpcije (SAR);

e farmakokinetika in farmakodinamika;

e racCunanje obremenitev v kosteh, sklepih, miSicah;

e modeliranje delovanja organov, sistemov ali regulacijskih zank v organizmih:

0 kardiovaskularni sistem,

elektri¢no delovanje srca,
dihanje,
mozgani,

misice,

O O O O O

uravnavanje telesne temperature,
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O Zivéni sistem;
e racunanje vsiljene transmembranske napetosti na celicah;
e racCunanje gostote elektricnega toka in porazdelitve elektricne poljske jakosti v tkivih;
e populacijiski modeli;
e modeliranje delovanja vsadljivih naprav;

e nacrtovanje terapije (npr. obsevanja v onkologiji).

1.2 Osnove modeliranja in izcraCuna z numericnimi
metodami

Cilj modeliranja je ¢im bolj natan¢no izracunati vrednosti spremenljivk v sistemu. Poznamo
razliéne postopke modeliranja in izra¢una z numeri¢nimi metodami, med najbolj razSirjenimi
metodami sta metoda koncnih elementov in metoda konénih diferenc. Bistvo obeh metod je
razdelitev celotne geometrije (obmocje raCunanja) na manjse dele, elemente, ki so v primeru
kon¢nih diferenc na premici daljice, v ravnini pravokotniki ter v prostoru kvadri, v primeru
metode kon¢nih elementov daljice na premici, v ravnini obi€ajno trikotniki, lahko poljubni
mnogokotniki ali celo liki z ukrivljenimi stranicami ter v prostoru obicajno tetraedri
(tristrani¢ne piramide), lahko pa poljubna geometrijska telesa, podobno kot v ravnini tudi z
ukrivljenimi ploskvami. Tak$ni delitvi obmocja pravimo mreza. Vsakemu elementu v mrezi
nato dolo¢imo fizikalne lastnosti snovi. Na podlagi diferencialne enacbe sledi pri metodi
kon¢nih diferenc zapis enacb iskane spremenljivke za vsako vozlis¢e. Nastali sistem enacb

pretvorimo v matri¢ni zapis:
M-V=P, (1.1)

kjer je M matrika koeficientov enacb, ¥ vektor vrednosti iskane spremenljivke, P pa vektor
robnih pogojev in virov v modelu. Dobljeni sistem enacb reSimo z eno od numeri¢nih metod,
npr. Gaussovo eliminacijsko metodo in izra¢unamo vrednost iskane spremenljivke v vozlis¢ih
[Sinigoj, 1996]. Pri metodi konénih elementov je pristop k zapisu konéne matri¢ne enacbe
drugacen. Kot izhodisce sluzi iskani spremenljivki u prirejen funkcional, i§¢emo pa njegov
minimum. Kon¢na matri¢na enac¢ba ima enako obliko kot enacba za metodo kon¢nih diferenc

(1.1), razlikujejo se le koeficienti v matriki M in vektor robnih pogojev P.
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1.2.1 Posebnosti modeliranja v biomedicini

Modeliranje in izra¢un z numeri¢nimi metodami v biomedicini je v veliko primerih zahtevno
opravilo. Kakor je napisano v prejSnjem poglavju, je potrebno za vsak element dolociti
lastnosti snovi v njem. Modeliranje in izraCun z numeri¢nimi metodami uporabljamo najvec
na podrocju tehnike, kjer so lastnosti materialov znane in vefinoma linearne ter izotropne,
medtem ko so lastnosti tkiv v bioloskih organizmih velikokrat nelinearne, anizotropne in v
primeru elektromagnetnih lastnosti izrazito frekven¢no odvisne (Pavselj, 2002). Geometrija je
v tehniki ve¢inoma sestavljena iz razli¢nih osnovnih likov in teles, medtem ko so oblike v
primeru bioloSkih modelov nepravilne, posledi¢no je geometrija nesimetri¢na. Poleg tega je v
bioloskih modelih velikokrat zelo veliko razmerje med najmanjSo ter najvecjo dimenzijo v
geometriji. Kakor bomo videli v naslednjem poglavju, predstavlja ravno veliko geometrijsko

razmerje pri modeliranju zahteven problem.

1.3 Problem velikih geometrijskih razmerij

Modeliranje in izracun z numeri¢nimi metodami temelji na razdelitvi geometrije v elemente.
Taksno delitev imenujemo mreza. V programskih paketih, namenjenih takSnemu modeliranju,
se za gradnjo mreZe uporabljajo posebni algoritmi za gradnjo mreze, ki morajo zagotoviti, da
mreza ¢im bolje sledi tako robovom modela kakor tudi mejam med razli€énimi snovmi v
modelu ter istoasno zagotoviti, da so elementi v mrezi ¢im manj deformirani. Na primer, ¢e
mrezo sestavljajo tetraedri, bi bila mreza idealno sestavljena samo iz enakostrani¢nih
tetraedrov, ker pa na takSen nacin ni mogoce slediti robovom in mejam modela, algoritem
ustrezno deformira elemente, da lahko sledi meji. Od stopnje deformiranosti elementov je
odvisna kvaliteta izracuna; bolj kot je element deformiran, vecja je napaka izracuna. Dodatno
tezavo pri gradnji mreze predstavlja veliko geometrijsko razmerje (razmerje med najmanj$o in
najveéjo dimenzijo v geometriji). Ce imamo veliko geometrijo, v kateri so tudi majhna telesa,
algoritem pri¢ne z gradnjo mreze v tem delu. Z oddaljevanjem mreze od zaCetnega mesta se
velikost elementov veca. Velikokrat se dogaja, da algoritem ne more slediti takSnemu
naraS¢anju velikosti elementov, kar privede do prekinitve gradnje mreze. Primeri, kjer so
takSna velika geometrijska razmerja v biomedicini, so Stevilni:

e celica in celi¢na membrana; kjer znaSa debelina membrane 5 nm, premer celice pa 5

do 10 pm, razmerje je 1:1000 ali vec;
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e ceclicna suspenzija in celica; kjer je razmerje odvisno predvsem od obmocja
suspenzije, ki jo zelimo opazovati;

e cClovesko telo in posamezen manjsi organ; clovesko telo je dolgo skoraj 200 cm,
velikost posameznega organa je lahko le 1 cm ali manj, razmerje je 1:200 ali vec;

e clovesko telo in elektrode; elektrode imajo premer obicajno manjsi kot 1 mm;

e clovesko telo in vsadki; ponavadi celotni vsadki niso vecji od 5 cm, veliko pa jih ima
tudi majhne elektrode: sr¢ni spodbujevalniki, defibrilatorji, kohlearni implant ...

e (Clovesko telo in osteosintetski material.

1.4 Moznosti za reSevanje problema velikih
geometrijskih razmeri

Z modeli, kjer je prisoten problem velikih geometrijskih razmerij, smo se v okviru
raziskovalnega dela v Laboratoriju za biokibernetiko ze srecevali. Uporabili smo razli¢ne
pristope, tako smo denimo za celi¢no suspenzijo njeno prevodnost v vektorski obliki dolo¢ili
na osnovi nadomestne prevodnosti celice [Pavlin in Miklav¢ic¢, 2003]. Drugi nacin, kako
reSevati problem velikih geometrijskih razmerij v modelih, je bila uporaba simetrij in
antisimetrij v modelu [Susil et al., 1998]. Zaradi simetricnosti in anstisimetri¢nosti modela
smo v primerih, ki so to omogocali, namesto izratuna v celotnem modelu izracunali le
polovico, Cetrtino ali celo osmino osnovnega modela in nato rezultat preslikali Se na ostali del
geometrije. Tretji nacin, ki smo ga uporabljali, je bil omejitev podro¢ja racunanja. V primeru
lokalnega vira smo s postavitvijo izolativne meje (homogen Neumannov robni pogoj) okrog

tega vira zmanjsali velik model na manjsi brez prevelike napake [Sel, 2003].

Poleg stevilnih prednost imajo omenjeni trije nacini tudi doloCene slabosti. Prvi, ki zahteva
dolocanje nadomestnih prevodnosti, velja za celicne suspenzije in tkivo, v primeru celi¢ne
suspenzije je potrebno upostevati Se gostoto celi¢ne suspenzije. Prav tako ne omogoca
opazovanja pojavov na nivoju same celice. Drugi nacin, kjer izkoristimo simetrije in
antisimetrije modela, je mogo¢ samo v primeru geometrij s simetrijami. Tretji nacin zal ne

omogoca opazovanja dogajanja ve¢je geometrije v celoti.
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1.5 Cilji naloge

Na podlagi dosedanjih izkuSenj, predstavljenih problemov teh spoznanj bomo v okviru naloge
preucili moznost uporabe dveh nacinov, s katerima bi lahko reSili problem velikih
geometrijskih razmerij pri modeliranju in izraCunu z numeri¢nimi metodami in jih do sedaj v
Laboratoriju za biokibernetiko $e nismo uporabljali.

Prva metoda je skaliranje elektrod. V Laboratoriju za biokibernetiko velikokrat reSujemo
probleme, kjer kot izvor elektricnega polja uporabljamo elektrode, namescene v tkivu oz. na
tkivu. Elektrode so ponavadi zelo majhne (premer manj kot 1 mm [Sel ez al., 2003], zato je
gradnja mreze v ve¢jem modelu zelo zahtevna. V nalogi bomo z modelom ocenili, za koliko
lahko v modelu povecamo elektrode ter temu ustrezno znizamo napetost na njih, da bo

rezultat Se dovolj dober.

Drugi nacin je uporaba nelokalnega sklapljanja (non-local coupling). Pri metodi kon¢nih
elementov ali kon¢nih diferenc na podlagi zgrajene mreze sestavimo matri¢no enacbo (1.1), ki
jo je potrebno resiti. Namesto da bi imeli samo eno geometrijo, bomo iz celotne geometrije
izrezali tisti del, ki predstavlja najvec teZzav za gradnjo mreZe oziroma bi v njem Zeleli reSitev
z vecjo prostorsko lo€ljivostjo drugo, in ta del vstavili v drugo, manjSo, geometrijo. Robne
pogoje na mestu rezanja bomo dolocili tako, da se bodo preslikali iz vecje geometrije na
manjSo in obratno. V vsaki geometriji bomo zgradili svojo mrezo, ki bo lo¢ena od mreze v
drugi geometriji, prav tako bodo lahko parametri pri gradnji mreze razli¢ni, matri¢na enacba

pa bo zaradi preslikovanja robnih pogojev ena sama.

Predstavljena nacina reSevanja problema velikih geometrijskih razmerij pri modeliranju
bioloskih tkiv z metodo konénih elementov bomo v okviru naloge preizkusili na razli¢nih
modelih. Skaliranje elektrod bomo preverili na modelu dveh igelnih elektrod v homogenem
ter nechomogenem tkivu, nelokalno sklapljanje pa na modelu mozganov s tumorjem in

vzporednimi osemigelnimi elektrodami ter na modelu celice z membrano.
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2 Teorijo

2.1 Elektromagnetno polje

Splosne Maxwellove enacbe: razsirjen Amperov zakon, Faradayev zakon indukcije, Gaussov

stavek za magnetno polje ter Gaussov stavek za elektricno polje se glasijo:

VXE—%%QEZMJ. 2.1)
ot
vxE+B g (2.2)
ot
V-B=0 (2.3)
v.E=L (2.4)
&

0

B je gostota magnetnega pretoka, 1 in & permeabilnost in dielektri¢nost praznega prostora,

E elektri¢na poljska jakost, J volumska gostota elektricnega toka ter p prostorska gostota
naboja. V elektrotehniki se pogosteje uporabljajo Maxwellove enacbe, ki upostevajo

polarizacijo in magnetizacijo snovi. Tako dobimo dve novi spremenljivki, gostoto

elektriénega pretoka D in magnetno poljsko jakost H :

i--2 (2.5)
H, Hy
D=¢¢,E (2.6)

kjer sta x4 in & relativna permeabilnost in relativna dielektricnost snovi. Po tako vpeljanih

spremenljivkah se sistem Maxwellovih enacb glasi:
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. oD -
VXH_E:Jprosti' (27)
vxi+ B - 0 (2.8)
ot
V-B=0 (2.9)
V-D=p,. . (2.10)

Z J, In p, .. sta oznatena volumska gostota elektriCnega toka prostih nabojev in

volumska gostota prostih nabojev, to je tistih nabojev v snovi, ki niso vezani in se lahko
premikajo. TakSen sistem enacb je v elektrotehniki bolj pogost od prvega, predstavljenega v

enacbah (2.1) do (2.4).

Poleg Maxwellovih enacb so za poznavanje elektromagnetnega polja pomembne Se naslednje

enacbe:
v.ji+2P o, (2.11)
ot

ki ga poznamo kot zakon o ohranitvi nabojev oz. kontinuitetni zakon za elektri¢ni tok,

E=-VV, (2.12)
ki govori o tem, da je elektricna poljska jakost gradient elektricnega potenciala V,

B=VxA4, (2.13)
ki definira magnetni vektorski potencial 4 in Ohmov zakon:

J=yE. (2.14)

Specifi¢na elektri¢na prevodnost snovi yje v sploSnem tenzor:
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}/xx }/xy yxz
]/ = yyx }/_Vy 7);2 2 (215)
j/zx yzy yzz

vendar se da s pravilno orientacijo za vecino snovi zapisati tako, da so vsi izven diagonalni
elementi enaki 0. Sicer pa je veliko snovi izotropnih, kar pomeni, da je njihova specifi¢na

prevodnost v vseh smereh enaka in jo torej lahko zapiSemo s skalarjem.

Pri prehajanju elektromagnetnega polja preko meje dveh snovi je zelo pomembno poznavanje
pravil prehajanja omenjenega polja preko te meje. Z indeksi 1 oznacimo veli€ine v prvi snovi
in z indeksi 2 veli¢ine v drugi snovi, oznaka ¢ v indeksu pomeni tangencialno komponento
veli¢ine glede na ravnino meje, oznaka n pa normalno komponento veli¢ine glede na ravnino

meje. [z prvih dveh Maxwellovih enacb izhajata prestopna pogoja za poljski jakosti:

~H, =K (2.16)

K105 j€ povrSinska gostota elektricnega toka na meji.

E,—-E, =0. (2.17)

Iz drugih dveh Maxwellovih enacb izhajata prestopna pogoja za gostoti pretoka:

B,-B, =0, (2.18)

D,-D,=c (2.19)

prosti *

Oprosii J€ povrSinska gostota naboja na meji.
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2.1.1 Tokovno polje

Dolo¢anje vseh velicin elektromagnetnega polja je racunsko zahtevno in zamudno.
Programski paketi za modeliranje in numeri¢no reSevanje to omogocajo le deloma, ve¢inoma
le za harmonska vzbujanja v stacionarnih razmerah. Velikokrat lahko ratunanje poenostavimo
tako, da namesto vseh velicin dolo¢imo le tiste, ki so pomembne. Tako je na primer mogoce
stimulacijo bioloskih tkiv z enosmernim elektricnim tokom opisati s tokovnim poljem.
Tokovno polje je vezano na prevodne snovi, kjer velja Ohmov zakon. Od sistema Stirih

Maxwellovih enacb ostaneta le dve poenostavljeni enacbi:

V.E=L (2.20)
60
VxE=0 (2.21)

Poleg tega veljata tudi (2.14) Ohmov zakon in (2.11) zakon o ohranitvi nabojev oz.
kontinuitetni zakon za naboj. Ko v enac¢bo (2.11) vstavimo enacbi (2.14) ter (2.12), dobimo

enacbo:

V(r-(-VI)) = —Z—’;. (2.22)

Ce velja, da je specifitna elektricna prevodnost snovi y izotropna in homogena (y je

konstanta), dobimo Poissonovo diferencialno enacbo:

_%p
AV = ot (2.23)

V stacionarnih razmerah, ko so vrednosti ¢asovnih odvodov enake 0, se enacba poenostavi v

homogeno Poissonovo oz. Laplaceovo diferencialno enacbo:

AV =0, (2.24)
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2.2 Modeliranje in izraCun z numericnimi metodami

Uporaba modeliranja se veca. Vzrok temu je predvsem v razvoju racunskih zmogljivosti
raCunalnikov ter njihovi dostopnosti, po drugi strani pa tudi v vecji ponudbi programskih

paketov za modeliranje in izracun z numeri¢nimi metodami ter vse vecja uporabnost le-teh.

Pri modeliranju sistem nadomestimo z matemati¢nim modelom, ki predstavlja sistem v obliki
diferencialnih enacb. Kljub poenostavitvam dobljene diferencialne enacbe ponavadi niso
analiticno resljive. Pred uporabo digitalnih racunalnikov so se za reSevanje takSnega sistema
diferencialnih enacb uporabljali analogni racunalniki. Analogni racunalniki so vsebovali
razlicne osnovne gradnike, kot na primer razli¢ni viri, mnozilnik, sestevalnik, diferenciator,
integrator ..., ki jih je bilo potrebno med seboj pravilno povezati glede na diferencialne
enacbe [ZupanCi¢ et. al., 1995]. Danes so analogne racunalnike nadomestili digitalni
racunalniki, ki so postali dovolj zmogljivi, da omogoc€ajo numeri¢no reSevanje sistema
diferencialnih enacb.

Modeliranje in izratun z numericnimi metodami prinasa Stevilne prednosti, saj lahko na
primer preizkuSamo obcutljivosti sistemov na posamezne parametre, kar je na samih sistemih
ponavadi veliko drazje, mnogokrat pa to zaradi razli¢nih vzrokov nemogoce (varnost, Cas,
zdravje ...); pri nacrtovanju sistema se lahko opiramo na podatke, pridobljene iz odzivov

modela, in podobno.

V okviru Laboratorija z biokibernetiko uporabljamo tri programske pakete za modeliranje in
izraun z numeri¢nimi metodami: FEMLAB (Comsol, Svedska), MAXWELL (Ansoft, ZDA)
in EMAS (Ansoft, ZDA). Vsi trije programski paketi temeljijo na metodi kon¢nih elementov,

vendar se za uporabnika med seboj precej razlikujejo.
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2.2.1 Metoda koncnih diferenc

Za razumevanje numericnih metod je najprimernejSa metoda kon¢nih diferenc. Za tokovno

polje temelji zapis metode na enacbi (2.22)

V(YY) =— aaf

ki se v stacionarnih razmerah poenostavi v enacbo (2.25):
V(y-(=VV)=0. (2.25)

Za nek majhen volumen W (oz. za zapis v integralski obliki) bo veljalo:

[v(=wr)aw=o0. (2.26)

/4

Ce uporabimo Gaussov izrek in nadomestimo volumski integral divergence s ploskovnim

integralom po sklenjeni ploskvi, dobimo iz enacbe (2.26):

~pVV di=0 (2.27)
A
ali drugace zapisano:
—Cj);/—da = (2.28)

Enacba (2.28) je izhodiS¢na enacba za racunanje porazdelitve elektricnega potenciala v

primeru tokovnega polja z metodo kon¢nih diferenc.
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’YBD ’YAD

Slika 3.1: Vozlis¢e v kvadratni mrezi v ravnini. Z 4, B, C in D so oznacena sosednja vozlis¢a v mrezi, 4
oznacuje razdalje do sosednjih vozliS¢, y pa specifi¢ne prevodnosti.

Pri izratunu z metodo kon¢nih diferenc je potrebno Zeleno obmocje prekriti z daljicami na
premici, s pravokotniki v ravnini in kvadri v prostoru. V ravnini nadomestimo integral v

enacbi (2.28) za eno vozlis¢e, predstavljeno na sliki 3.1, z vsoto posameznih prispevkov:

ov h.d h,d\V, -V h.d h,d\V,-V
gy, B4 ANV TV [ Al hpd N\ VT
?7/ on a (7//10 ) Y ap > ] (7/30 V8D > j 7

hA 2 B
h.d hd\V.-V. h.d hd\V,-V, = (229)
_(73037"'7/10 ; j Chc 0_(73037"'7,40 ; J DhD .

kjer je d debelina plasti. Z A, B, C in D so oznaCena sosednja vozlis¢a, 4 pa oznacuje razdalje
do sosednjih vozlis¢. TakSno enacbo zapiSemo v vseh vozliscih ter iz njih sestavimo matri¢ni
zapis (1.1):

M-V =P,

kjer je M matrika koeficientov ena¢b, V' vektor vrednosti iskane spremenljivke, P pa vektor
robnih pogojev in virov v modelu. Dobljen sistem enacb reSimo z eno od numeri¢nih metod in
izraCunamo vrednost iskane spremenljivke v vozlis¢ih. Podobno enacbo kot (2.29) dobimo
tudi v primeru prostora, le da imamo na desni strani enacbe namesto sedanjih Stirih Sest

¢lenov.
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2.2.2 Metoda koncnih elementov

Kakor smo Ze prej napisali, je kon¢na matrika za reSevanje pri metodi koncnih elementov
podobna kot pri metodi konénih diferenc, prav tako je osnova obeh metod razdelitev prostora
v manj$a obmocja, le da mreza pri metodi kon¢nih diferenc temelji na kvadratnih oblikah, pri
metodi kon¢nih elementov pa obiCajno temelji delitev na trikotnih oblikah, lahko pa na
poljubnih mnogokotnikih, celo taksnih z ukrivljenimi robovi ali stranicami. Vendar se metodi
razlikujeta po pristopu k zapisu enacb, saj pri metodi kon¢nih diferenc zapis temelji na
Poissonovi enacbi in robnih pogojih, pri metodi kon¢nih elementov pa zapis temelji na

minimizaciji potencialu prirejenega funkcionala.

Prvi korak pri metodi kon¢nih elementov je razdelitev obmocja raCunanja v v elemente, kar
imenujemo tudi gradnja mreze. Na premici predstavljajo posamezne elemente daljice, ki so
med seboj lahko razlicno dolge, ne smejo se prekrivati, hkrati pa morajo pokriti celotno
obmocje racunanja v. Podobno je v ravnini, ki jo ponavadi prekrijemo s trikotniki in prostoru,
kjer za elemente ponavadi vzamemo tetraedre. Pomembno je, da elementi s ¢im manj$im
odstopanjem sledijo robovom modela in mejam med razli¢nimi snovmi v modelu ter so
obenem tako majhni, da lahko v posameznem elementu lastnosti snovi opiSemo kot
konstantne. Sledi dolo¢anje normiranih lokalnih koordinat v vsakem elementu. V primeru
tetraedra, katerega ogli¢a ozna¢imo z 4, B, C in D, uporabimo piramidne koordinate &4, &,
&e in &p, ki imajo izhodis¢a v oglis¢ih in naraséajo v smeri pravokotnic do nasprotnih
trikotnih stranic tetraedra do vrednosti 1. Dolocanju elementov sledi doloc¢anje vozlov.
Najpreprostejsi je primer, ko so vozli postavljeni le v kraji§¢a daljic oziroma v oglisca
trikotnikov ali tetraedrov, lahko pa so tudi na sredini daljic oziroma stranic ali robov. Prvi
primer imenujemo linearni elementi, drugega kvadratni, ¢e pa bi uporabili Se dodatne vmesne

vozle, bi narascala tudi potenca elementov.

Imejmo na obmocju racunanja v dano funkcijo w = w(x, y, z), ki na oglis¢ih elementa
zavzame vrednosti Yy, Wz, Wc in wp. Aproksimacijo funkcije w v enem elementu, ¥*
definiramo tako, da v oglis¢ih zavzame enake vrednosti kot funkcija w, kar je najenostavneje
doseti z linearno funkcijo ¥° = o'x + [y + ¥z + &, ki jo izrazimo kot funkcijo normiranih

koordinat elementa e:
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we(x,,2)=0(E5,85.80.80) = P° . (2.30)

Od tod tudi ime linearni elementi. Ob uporabi dodatnih vmesnih vozliS¢ bi namesto linearne
funkcije za zapis ¢ uporabili kvadratno in elemente imenovali kvadratne. Aproksimacijo ¢°

sestavimo iz vsote Stirih linearnih funkcij:
5 D
o =2 v (1-&). (2.31)
T=A4

Taka aproksimativna funkcija @° v vseh vozli§¢ih zavzame enake vrednosti kot funkcija v,
kar tudi zelimo. Za zapis aproskimacije funkcije w v vseh elementih modela, 7 oziroma ¢

definiramo funkcijo

Dy =

- | @° zatockevelementu
(2.32)

0 drugje

ter iz vsote takSnih aproksimacijskih funkcij dolo¢imo aproksimacijo celotnega obmocja

racunanja
E
= P (2.33)
e=1
kjer je E Stevilo vseh elementov. Z indeksom i ozna¢imo vse vozle v mrezi: i = 1, 2, ..., n ter

s . vrednosti funkcije y v vozlih in zapiSimo ¢ kot dvojno vsoto:

E

E n n
Q= Z l//[uie :Z l//izuie = z v, (2.34)
=l e=l i=1

n
e=1 i=1

kjer je
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(2.35)

i

. |1=¢& velementu
u; = .
0 drugje

Zadnji del enacbe, vsota u; po vseh elementih, se v enem vozlu reducira le na tiste elemente,
v katerih leZi to vozlis¢e. To vsoto imenujmo u;, to je vsota vseh tistih funkcij {1-&%}, ki
linearno upadajo iz i-tega vozlisca proti sosednjim vozlis¢em.

Ko imamo Ze dolofeno mrezo elementov v v, sledi dolo¢anje iskanih veli¢in, v primeru
tokovnega ali elektrostaticnega polja je to elektricni potencial V. Nastavek za potencial

zapiSemo v obliki

7= Cu,, (2.36)

torej kot linearno kombinacijo funkcij {u;} s koeficienti {C;}, ki jih ne poznamo. Koeficienti
C; zavzamejo v vozlii¢ih aproksimativne vrednosti elektri¢nega potenciala, C; = V, iz esar
sledi:

V=>"TVu,. (2.37)

Razsirimo zadnjo enacbo z vpeljavo Dirichletovih robnih pogojev za tista vozlisc¢a, kjer taksni

robni pogoji veljajo, denimo da je m takSnih vozIis¢.

n

iV o+ DV, (2.38)

i=1

Funkcije {ugp} so definirane enako kot funkcije {u;}, {Vo} pa so znane vrednosti potencialov
v teh vozlih. Z uporabo Rayleigh-Ritzovega postopka [Sinigoj, 1996] za minimizacijo

funkcionala iz enacbe (2.38) dobimo za elektrostati¢no polje enacbo:

Zn:(jg(Vui'Vu J J-Lppmm u,—& IVOk (Vu,-Vuy, ) |dv+ J- euh'da, (2.39)
Ay’

14 k=1

kjer je v obmocje racunanja, ki ga opisujejo elementi in odstopa od v zaradi oglatosti robov,

Ax'je meja V, ¢ je relativna dielektriCnost snovi, o, prostorska gostota naboja v snovi ter /'
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odsekoma konstantna aproksimacija normalnega odvoda. Enacba (2.39) za tokovno polje je
podobna, le da relativno dielektri¢nost snovi ¢ v enacbah nadomesti specificna prevodnost
snovi y ter prostorsko gostoto naboja p,... nadomesti odvod prostorske gostote naboja po

Casu, ki pa je za stacionarne razmere enak 0:

ZL [7(Vu,-vu, )]1@ = j (—7i j Vo (Vit, -Vity, )de j yuh'da, (2.40)

Po reSevanju vseh integralov v enacbi (2.40) [Sinigoj, 1996] dobimo sistem enacb za

aproksimativni potencial v vsakem elementu V. v naslednji obliki:

Z”"UVJ =p, 1=12,..,n, (2.41)

J=1

kjer so

my, =I}/(Vul_-Vuj)

ter

vt k=1

P, :I(—y ) IVOk (Vu, -VuOk)]Jv+ j yu.h'da .
Ay’

V matri¢ni obliki bi enacbo (2.41) zapisali kot

kar pa je pravzaprav enacba (1.1). ResSitev sistema enacb (2.41) vstavimo v enacbo (2.38) ter

tako dolo¢imo iskan aproksimativni potencial ¥ .
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3 Resevanje problema velikih

geometrijskin razmer]

3.1 Uporaba skaliranih elektrod

V okviru razlicnih izracunov se v Laboratoriju za biokibernetiko velikokrat sreCamo s
problemom, ko Zelimo dolociti elektri¢no polje v tkivu, kjer kot vir elektriénega polja
uporabljamo igelne elektrode. Igelne elektrode so ponavadi debele manj kot 1 mm, npr. igle,
uporabljane pri Cliniporatorju, imajo premer 27 = 0.6 oz. 0.7 mm. Velikost takSnega modela
omejuje algoritem za gradnjo mreze v razlicnih komercialnih programskih paketih za
racunanje z metodo kon¢nih elementov, zato je nemogoce doloditi elektri¢no polje v vecji
oddaljenosti od elektrod. Ce namre¢ Zelimo izratun v blizini elektrod, lahko brez prevelike
napake v primerni oddaljenosti od elektrod omejimo nas prostor z homogenim Neumannovim
robnim pogojem, kar pomeni, da tam na$ model izoliramo. Primerno oddaljenost za dolocitev
meje modela najlazje dolo¢imo s preizkusanjem, splosno pravilo pa je, naj bo nekajkrat vecja
od najve¢je dimenzije objekta, v katerem nas porazdelitev elektrine poljske jakosti ali
elektriénega potenciala zanima. S tem pristopom pa ne moremo izra¢unati porazdelitve v vecji
oddaljenosti od elektrod. MozZna reSitev bi bila uporaba nadomestnih skaliranih elektrod, ki bi

imele premer 7, za faktor skaliranja k vecji:
v,
k=100-(=-1). (3.1)
r

Ker bi bile nadomestne elektrode debelejSe, bi bila gradnja mreze enostavnejsa, seveda pa bi
bilo potrebno temu ustrezno tudi znizati priklju¢eno napetost na njih. Za nehomogen model na
sliki 3.1 smo preverili, kolikSno je lahko skaliranje elektrod, ne da bi bila pri tem napaka pri
izracunu prevelika. Kot izhodis¢e smo uporabili dve igelni elektrodi, premera 0.7 mm in
dolzine 40 mm. Elektrodi imata elektri¢ni potencial V' = £100 V. Igli sta bili postavljeni v

sredis¢e nehomogene kocke z robom 200 mm, sestavljene iz dveh polovic, in sicer prve s
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prevodnostjo 7 = 0.1 Sm™ ter druge s prevodnostjo 7 = 1 Sm™. Razmerje prevodnosti v
tkivih je obic¢ajno manjSe od zgoraj omenjenega razmerja 10, saj velja za: miSico transferzalno
7 = 0.04-0.14 Sm™', migico longitudinalno = 0.3-0.8 Sm™, niZje plasti koze (epidermis,
dermis) y= 0.2 Sm™, niZjo prevodnost imajo le ma§¢oba y= 0.02-0.04 Sm™' ter kosti = 0.006
Sm™ [Pavielj, 2002]. Za refevanje sistema ena¢b v FEMLAB-u smo uporabili direktni
linearni algoritem ter izraCune opravili za naslednje razdalje med elektrodama d =4, 6, 8 in 10
mm, oziroma razdalje med osema elektrod dy = 4.7, 6.7, 8.7 ter 10.7 mm. Opazovali smo
ekvipotencialne ploskve pri elektricnem potencialu Vs =425 V, £50 V ter £75 V, kar ustreza
Ya, > ter Y4 elektri€nega potenciala elektrod V. Nadomestne elektrode morajo s ¢im manj$im
odstopanjem nadomestiti ekvipotencialne ploskve, tako da je popacenje elektri¢nega polja v
oddaljenosti majhno. Na podlagi volumna, ki ga objamejo ekvipotencialne ploskve, smo
dolocili, kolikSen je premer nadomestnih elektrod ter iz tega izracunali faktor skaliranja
premera oziroma polmera k za posamezno razmerje med elektricnim potencialom elektrod ter

elektri¢nim potencialom ekvipotencialnih ploskev.

0.1

0.05.]

Osz

-0.05

-0.1
0.1

Osy -005

Slika 3.1: Nehomogen prostor dimezije 200 x 200 x 200 mm z dvema snovema, prva ima prevodnost y; = 0.1
Sm’', druga pa 7 = 1 Sm™. Razdalja med elektrodama d na sliki je 4 mm, premer 0.7 mm ter dolZina 40 mm.
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Za ugotavljanje napake zaradi uporabe skaliranih elektrod smo rezultate izhodis¢nega modela
primerjali z rezultati modela s skaliranimi elektrodami ter dolocili odstopanje v porazdelitvi

elektri¢ne poljske jakosti in elektricnega potenciala.

3.2 Uporaba nelokalnega sklapljanja v FEMLAB-U

Gradnja modela v programskem paketu za modeliranje z metodo koncénih elementov
FEMLAB temelji na korakih, opisanih v poglavju 2.2.2, z nekaj posebnostmi:

e dolocitev oz. risanje geometrije;

e izgradnja mreze;

e dolocanje fizikalne narave problema (application mode), kajti parametri v naslednjih

korakih so odvisni od fizikalne narave problema;

e doloc¢anje konstant, spremenljivk in sklapljanja;

e dolocanje robnih pogojev;

e dolocanje lastnosti snovi;

e izbor algoritmov in parametrov za reSevanje ter reSevanje samo in

e predstavitev rezultatov.

V FEMLAB-u smo zgradili dva modela, ki sta za gradnjo mreze zelo zahtevna. Prvi model je
model ¢loveskih moZganov s tumorjem. Povzet je po doktorski nalogi Davorke Sel [Sel,
2003]. Glavna tezava reSevanja tega problema je bila gradnja mreze v modelu po vstavitvi
vzporednih osemigelnih elektrod. Drug model je model celice z membrano. Zaradi tankosti
membrane v primerjavi s premerom celice je nemogoce zgraditi mrezo v modelu celotne

celice. Oba problema smo reSevali z uporabo nelokalnega sklapljanja.

Pri nelokalnem sklapljanju smo iz celotne geometrije izrezali tisti predel, ki je predstavljal
tezavo pri gradnji mreze oziroma smo Zeleli v njem prostorsko bolj podroben ter natancen
rezultat. Izrezani del smo vstavili v drugo geometrijo. Tako smo dobili dve geometriji v enem
modelu: celotno brez izrezanega dela, imenovali smo jo velika, ter izrezani del, ki smo ga
imenovali mala geometrija. FEMLAB namre¢ omogoca, da lahko v okviru enega modela

dolo¢imo ve¢ geometrij.
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Kot fizikalno naravo modela smo izbrali stacionarno tokovno polje. Tako v mali kot v veliki
geometriji je bilo z robnimi pogoji na meji rezanja, ki je postala rob, potrebno zagotoviti, da
se bo meja rezanja obnaSala kakor meja dveh prevodnih medijev. Na meji dveh prevodnih
medijev velja zaradi zakona o ohranitvi nabojev za stacionarno tokovno polje (2.11) nasledn;ji
prestopni pogoj za gostoto elektricnega toka:

J,—J

1 =0. (3.2)
Zaradi nevrtin¢nosti elektri¢ne poljske jakosti (2.2) velja za elektri¢no poljsko jakost naslednji

prestopni pogoj:

E,-E, =0. (2.17)

Poleg izpolnjevanja mejnih pogojev je bilo potrebno na meji rezanja zagotoviti Se zveznost
elektriénega potenciala V, kar je v primeru mejnih pogojev samoumevno, v primeru robnih
pogojev pa ne. TakSni robni pogoji so torej sestavljeni robni pogoji, saj moramo na robu

poznati elektri¢ni potencial V ter njegov odvod, ki je sestavljen iz dveh komponent:

E,=E,. 3.3)

in

E . =Z1=n (3.4)

FEMLAB omogoca reSevanje takSnega problema, saj omogoca definiranje ve¢ vrst
spremenljivk sklapljanja (coupling variables) [Comsol AB., 2001]. To so spremenljivke, ki so
lahko definirane v eni geometriji in jih uporabimo tako v tej kot tudi v drugi geometriji
znotraj istega modela. Omogocajo nam preslikovanje med razlicnimi dimenzijami v
geometriji, na primer integral dolocene spremenljivke po volumnu v eni geometriji sluzi kot
robni pogoj v drugi geometriji. Z eno od tak$nih spremenljivk sklapljanja (extrusion coupling
variable) smo na meji rezanja dolocili sklopljen robni pogoj. Pri tem ni potrebno dolociti
sestavljenega robnega pogoja, ampak je potrebno na meji rezanja dolo¢iti le spremenljivko

sklapljanja V;, je definirana v vecji geometriji in cilja na manjSo geometrijo. Za vrednost
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spremenljivke sklapljanja zahtevamo, da je V; = V, spremenljivka V' oznacuje elektricni
potencial v vecji geometriji. Nato je potrebno v manjsi geometriji na meji rezanja dolociti
robni pogoj: V> = V,, na meji rezanja v vecji geometriji pa homogene Neumannove robne
pogoje. Spremenljivka V, predstavlja elektricni potencial v manj$i geometriji. Za algoritem
reSevanja takSno sklapljanje pomeni, da rob, na katerem je definirana spremenljivka
sklapljanja, ter rob, na katerega cilja spremenljivka sklapljanja, ni ve¢ rob, ampak samo meja
dveh prevodnikov. Zato algoritem zgradi eno samo matriko za reSevanje, ki jo resi enako,
kakor da gre za eno geometrijo. Pri tem je potrebno upoStevati Se, da je matrika, ki jo je
potrebno resiti, obicajno redka. Vrednost nekega vozlis¢a je namre¢ odvisna le od vrednosti
sosednjih vozliS¢, vsi ostali elementi v vrstici matrike pa so enaki ni¢. Zaradi nelokalnega
sklapljanja postane ta matrika vse manj redka, zaradi Cesar se poveca raba pomnilnika med

izraCunom ter se podaljsa Cas reSevanja [Comsol AB., 2001].

3.2.1 Model mozganov s tumorjem

V programskem paketu FEMLAB je mogoce geometrijo narisati v samem paketu, mogoce pa
jo je tudi uvoziti. Ena izmed moZnosti je uvoz slik, iz katerih nato sestavimo geometrijo. Ta
metoda je bila uporabljena pri doloanju geometrije modela ¢loveskih mozganov s tumorjem
in ga je v okviru doktorata opravila Davorka Sel [Sel, 2003], kjer je tudi podrobneje opisan
postopek obdelave slik. Za gradnjo geometrije je bilo uporabljenih 20 sivinskih CT slik
velikosti 512 x 512 tock, slikanih z razmakom 5 mm. Ker bi bila geometrija preve¢ obsezna,
je za model ¢loveskih mozganov sluzilo le 10 slik, torej vsaka druga. Slike so bile uvoZene v
MATLAB (The MathWorks, ZDA), kjer so slike predstavljene kot matrike z enako velikostjo
kot je velikost slik, vrednosti v matriki pa ustrezajo vrednosti barve v tej tocki. Z MATLAB-
ovo funkcijo »contour« so bile dolocene krivulje, kjer barva v sliki ustreza izbranemu
sivinskemu pragu. Ker je bilo v posamezni sliki ve¢ takSnih krivulj, je bilo potrebno s
posebnim algoritmom izbrati tisto, ki predstavlja zunanjo mejo mozganov. Bistvo algoritma je
bilo dolocanje velikosti sklenjene krivulje. Najvecja krivulja je bila krivulja na robu lobanje,
druga najvecja pa je bila iskana krivulja na robu moZzganov. Vsako krivuljo je bilo potrebno
nadomestiti z nepravilnim mnogokotnikom z enakim Stevilom oglis¢. V zadnjem koraku
oglis¢a med seboj povezemo in tako nastane celotna geometrija. Podoben postopek je bil
uporabljen za izgradnjo modela tumorja, le da so bile v tem primeru uporabljene vse slike, ki
so vsebovale tumor, in ne le vsaka druga. V model so vkljucene tudi vzporedne osemigelne

elektrode, kakrSne se uporabljajo pri Cliniporatorju. Dolge so 40 mm, premer znasa 0.6 oz.
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0.7 mm, razdalja med vrstama elektrod je 8 mm, razdalja med elektrodama v isti vrsti pa je

3.2 mm. Model z elektrodami premera 0.7 mm je prikazan na sliki 3.2.

80. "
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Slika 3.2: Model ¢loveskih mozganov s tumorjem in vzporednimi osemigelnimi elektrodami.

Gradnja mreZe v tak§nem modelu je zahtevna, saj [Sel, 2003]:
e geometrija vsebuje veliko ukrivljenih objektov;
e se ukrivljeni objekti zelo razlikujejo po velikosti;

e razdalja med posameznimi mejami je zelo majhna (tumor lezi na robu mozganov).

Kljub avtomatizirani gradnji mreze v FEMLAB-u je bil proces izgradnje mreze dolgotrajen,
saj je bilo potrebno skrbno iskanje primernih parametrov algoritma za gradnjo mreze. Ker bi
bila gradnja mreze v modelu z elektrodami prezahtevna, smo jih iz modela izrezali. Zaradi
primerjave rezultatov z modelom z nelokalnim sklapljanjem, smo vse lastnosti snovi in robne
pogoje dolocili v obeh modelih enako. Tako smo kot fizikalno naravo izbrali tokovno polje,
vse robove modela smo nastavili na izolativne, razen robove, kjer bi se elektrode dotikale
tkiva ali tumorja. Robovom v eni vrsti smo dolocilo elektri¢ni potencial -300 V, robovom v
drugi vrsti pa +300 V. Za prevodnost tkiva ., smo izbrali 0.1 Sm™, za prevodnost tumorja
Yiumor P2 0.3 Sm’. Za reSevanje sistema enacb v FEMLAB-u smo uporabili iterativni linearni
algoritem z nepopolno L-U dekompozicijo za zaetno transformacijo (preconditioning) ter

Good Broyden metodo za resitev sistema enacb.
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3.2.2 Model mozganov s tumorjem in nelokalnim sklapljanjem

Zaradi zahtevnosti geometrije smo se odlocili model mozganov s tumorjem resiti tudi z
nelokalnim sklapljanjem. 1z geometrije mozganov s tumorjem in vzporednimi osemigelnimi
elektodami smo izrezali predel tumorja z elektrodami in izrezani del vstavili v drugo

geometrijo v istem modelu.

Pri dolo¢anju meje rezanja je bilo potrebno le-to izbrati tako, da meja rezanja ni potekala v
istih viSinah, kot lezijo robovi modela, bolj natan¢no, da meja rezanja ni potekala v istih
viSinah, kot so bile osnovne konture, pridobljene iz CT slik in iz katerih je zgrajena
geometrija modela. Ce tega nismo upostevali, je bila zaradi majhnih razdalj med mejo rezanja
in robom modela tam mreZza zelo gosta, v€asih celo avtomatski algoritem za gradnjo mreze le-
te ni uspel zgraditi. Obe geometriji novega modela sta predstavljeni na sliki 3.3. Kot fizikalno
naravo modela smo izbrali tokovno polje. Na meji rezanja smo s pomocjo spremenljivke
sklapljanje dolo¢ili sklopljen robni pogoj. Na vse ostale robove, razen na konce elektrod, smo
nastavili izolativne robne pogoje. Konce elektrod v eni vrsti smo postavili na elektri¢ni
potencial -300 V, v drugi vrsti pa na +300 V. Prevodnosti so bile enake kot v prejSnjem
primeru, in sicer Y, = 0.1 Sm'l, Yumor = 0.3 Sm™! ter Yelektrod = 4x10" Sm™. Za reSevanje

sistema enacb v FEMLAB-u smo uporabili direktni linearni algoritem.



3 Resevanje problema velikih geometrijskih razmerij 25

80
60
40

20

240

30l

20

AL W

10

180

60
170

) 50
160 10
Slika 3.3: Model ¢loveskih mozganov s tumorjem in vzporednimi osemigelnimi elektrodami. Na zgornji sliki je

predstavljena prva, velika geometrija modela: moZgani z izrezanim predelom tumorja in elektrod. Na spodnji
sliki je predstavljen izrezani del ali mala geometrija.



3 Resevanje problema velikih geometrijskih razmerij 26

3.2.3 Model celice z nelokalnim sklapljanjem

Eno izmed podrocji raziskovanja Laboratorija za biokibernetiko je elektroporacija. Proces
temelji na uporabi elektri¢nega polja visokih jakosti, ki povzroci vsiljeno transmembransko
napetost na celici. Posledica vsiljene transmembranske napetosti je lahko povecana
prepustnost celicne membrane. Eden izmed najpomembnejSih parametrov povecanja
prepustnosti membrane je velikost vsiljene transmembranske napetosti. Analiticno jo je
mogoce dolociti za eno samo celico sferoidne oblike [Kotnik in Miklav¢ic, 2000, Valic€ et al.,
2003] v neskon¢nem prostoru, pa Se to le za neprevodno membrano. Modeliranje celice z
membrano in izra¢un z numericnimi metodami je nemogoC zaradi majhne debeline
membrane, ki zna$a nekaj nm, v primerjavi s premerom celice, ki zna$a nekaj pm. Zeleli smo
preveriti, kak§ne moznosti ponuja metoda nelokalnega sklapljanja, zato smo zgradili model

celice v FEMLAB-u z nelokalnim sklapljanjem.

_ izrezana dela
._F—peometrije

Osy Os x

Slika 3.4: Geometrija modela celice. Kocka z robom 40 um predstavlja okolico celice, krogla pa celico s
polmerom 10 um. Dve piki na skrajnih koncih krogle po osi y predstavljata dva izrezana dela, ki sta vstavljena v
novi geometriji, predstavljeni na sliki 3.5.
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Osnova geometrije je krogla polmera 10 um v sredis¢u kocke z robom 40 um. Krogla
predstavlja celico, kocka pa okolico. Geometrija modela je prikazana na sliki 3.4. V model
smo zeleli vkljuciti tudi membrano, ki je obi¢ajno debela nekaj nm, v modelu smo za debelino
membrane izbrali 5 nm. Seveda tako tanke membrane z metodo nelokalnega sklapljanja ne
moremo modelirati na vsej celici. Na obeh skrajnih koncih celice po osi y, kjer so pri¢akovane
najve¢je vrednosti elektricne poljske jakosti, smo izrezali dva manjsa dela celice osnovne
geometrije, velika 100 nm x 30 nm x 100 nm. Na sliki 3.4 se vidita izrezana dela kot dve
majhni piki. Oba izrezana dela smo vstavili v novi geometriji, imenujmo tisto, ki leZi na
negativni strani osi y, minus, drugo pa plus. V geometriji minus in plus smo dodali Se izrezka
krogle, ki ima polmer za 5 nm vecji od polmera krogle, ki predstavlja celico, torej 10.005 pm.
Tako smo dobili v obeh manj$ih geometrijah model dela celice z membrano, kakor je

predstavljeno na sliki 3.5.
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Slika 3.5: Geometrija modela celice. Levo je predstavljena geometrija plus (izrezani del celice na pozitivnem
koncu osi y), desno je predstavljena geometrija minus (izrezani del celice na negativnem koncu osi y).
Zal algoritem za gradnjo mreZe le-te v tak§nem modelu ni uspel zgraditi. Problem se je
pojavil v geometrijah plus in minus, ¢eprav sta geometriji zelo preprosti. Predvidevamo, da je
razlog za to v nacinu definiranja geometrije v FEMLAB-u. Kljub temu, da je lokalna
geometrija enostavna, je zapisana kot funkcija osnovnih geometrij: geometrijo plus tako
sestavljajo kvader z dimenzijami 100 nm x 30 nm x 100 nm (okolica), presek krogle s

polmerom 10.005 nm in kvadrom (celicna membrana) ter presek krogle s polmerom 10 nm in
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kvadrom (notranjost celice). Namesto takSnih geometrij plus in minus smo uporabili
geometriji na sliki 3.6. Namesto krogelnih odsekov smo geometriji sestavili iz treh kvadrov:
100 nm x 30 nm % 100 nm (okolica), 100 nm % 20 nm % 100 nm (celicna membrana) ter 100
nm x 15 nm % 100 nm (notranjost celice). Napaka zaradi uporabe nadomestne geometrije je
zanemarljiva, kar je razvidno iz primerjave slik 3.5 ter 3.6. V takSni geometriji modela

gradnja mreZe ni ve¢ predstavljala tezave.

IR\

Osz
Osz

A\

Slika 3.6: Geometrija modela celice. Levo je predstavljena nova geometrija plus, desno pa nova geometrija
minus. Namesto izrezov iz krogel sta sestavljeni iz kvadrov. Napaka zaradi neukrivljenosti ploskev je zelo
majhna in je na sliki ni mogoce opaziti.

Kot fizikalno naravo modela smo izbrali stacionarno tokovno polje. Na meji rezanja smo tako
v veliki geometriji kot tudi v geometrijah plus in minus s pomocjo spremenljivke sklapljanja
dolocili sklopljen robni pogoj. Na ostalih robovih velike geometrije smo dolocili izolativne
robne pogoje, razen na stranici, vzporedni z ravnino xz, na kateri smo postavili na elektri¢ni
potencial -100 V ter +100 V. Posebno tezavo je predstavljala meja med kroglo in kocko, ki
predstavlja celicno membrano. V FEMLAB-u je mogoce dolocati tudi robne pogoje na meji
dveh snovi (notranji robni pogoj). Vendar je nemogoce nastaviti takSen robni pogoj, ki bi
predstavljal prevodno plast v smeri normale na mejo. Namesto tega smo v veliki geometriji
uporabili dve fizikalni naravi. FEMLAB namre¢ omogoca, da v eni geometriji hkrati
raCunamo dve fizikalni naravi: tako bi lahko denimo hkrati racunali prevajanje toka in
prevajanje toplote, in to dvoje tudi poveZzemo: ohmske izgube pri prevajanju toka sluzijo kot

vir segrevanja pri prevajanju toplote. Za vsako fizikalno naravo posebej lahko nastavimo
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robne pogoje in lastnosti snovi, prav tako pa lahko za vsako fizikalno naravo posebej
nastavimo, kateri objekti v geometriji so aktivni in kateri ne. Tako smo v veliki geometriji
dolo¢ili dve fizikalni naravi prevajanja toka, v eni fizikalni naravi je bila aktivna samo okolica
brez celice, v drugi samo celica brez okolice. Na robu med okolico in celico smo za robni

pogoj dolocili gostoto toka jemprana PO €nachi (3.5):

j/memhmna (3 5)

.]membrana = (I/celica - I/okolica )
d
membrana

Veelica predstavlja elektriéni potencial znotraj celice, Voronica €lektriéni potencial v okolici
celice, Ymembrana = 5x107 Sm™ je specificna prevodnost membrane, d = 5 nm debelina
membrane. V prvi fizikalni naravi, v kateri je aktiva le okolica, smo na robu nastavili
+imembranas V drugi fizikalni naravi, v kateri je aktivna le celica, pa smo na istem robu nastavili
- Jmembrana- S tem smo povezali Vioricq, ki je definiran v prvi fizikalni naravi, z Veejicq, ki je

definiran v drugi fizikalni naravi.

Za prevodnost znotrajceli¢ne in izvenceliCne teko¢ine smo izbrali Yerocine = 0.2 Sm™. Ker je
robni pogoj funkcija spremenljivk, smo za reSevanje sistema enacb uporabili nelinearni
algoritem za izracun, in sicer smo uporabili iterativni nelinearni algoritem z SSOR
(Symmetric Successive Over-Relaxation) metodo za zacetno transformacijo (preconditioning)

ter Quasi-Minimal Residual metodo za resitev sistema enacb.
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4 Rezultati

4.1 Uporaba skaliraninh elektrod

V FEMLAB-u smo s pomoc¢jo modela elektrod s premerom 27 = 0.7 mm ter dolzine 40 mm
dolocili elektri¢no polje dveh igelnih elektrod z medsebojno oddaljenostjo d =2 mm, 4 mm, 6
mm, 8 mm in 10 mm. Na elektrodi je bil prikljucen elektri¢ni potencial ¥, =100 V. Dolo¢ili
smo ekvipotencialne ploskve za Vs = £25 V), £50 V) ter £75 V). Rezultati so podani na sliki
4.1. Iz slike je razvidno, da sta ekvipotencialni ploskvi z Vs = £25 V), kar odgovarja Y4 Vy,
izrazito deformirani zaradi nehomogenosti snovi. Zato bi bila napaka pri nadomestitvi takSne
ekvipotencialne ploskve z valjem vecja kot v primeru V= £50 V, kar ustreza 2 V). Seveda je
napaka najmanjSa v primeru V; = 75 V), a hkrati je tudi faktor skaliranja £ med nadomestno
elektrodo ter originalno elektrodo najmanjSi. Na$ cilj je ¢im vecji faktor skaliranja k& ob
sprejemljivi napaki nadomestitve ekvipotencialne ploskve z valjem, saj bo tako elektroda
debelejSa in gradnja mreze bolj enostavna. Iz primerjav slik lahko opazimo, da je, poleg
faktorja skaliranja k, pomemben podatek o nadomestnih elektrodah tudi poznavanje razdalje
med nadomestnima elektrodama d; ter razdalje med srediS¢ema nadomestnih elektrod dj.
Vidimo namre¢ lahko, da ekvipotencialna ploskev ne lezi simetri¢no okrog elektrode, ampak
je premaknjena stran od nasprotne elektrode. Za dolocanje nadomestnih elektrod je torej
potrebno poznati tudi ta podatek. Podobno kot smo definirali faktor skaliranja & v enacbi

(3.1), definiramo tudi faktor skaliranja razdalje med sredi§¢ema elektrod /:

1:100-(%—1). 4.1)

0

Na podlagi slike 4.1 smo dolocili povprecni faktor skaliranja polmera & ter povprecni faktor
skaliranja razdalje /. Rezultati so podani v tabeli (4.1). Zaradi prevelike razlike med eno in
drugo ekvipotencialno ploskvijo za razmerje V; = £25 V) ne moremo ve¢ doloditi k in /. Na
podlagi tega sklepamo, da je za izbrano razmerje prevodnosti 7 = 0.1 Sm™ ter » = 1 Sm™,

sprejemljiva meja nadomestnih elektrod le do razmerja Vs / V= 0.5.
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Slika 4.1: Ekvipotencialni ploskvi za V, = £75 V; (% elektrinega potenciala elektrod), £50 V, (V- elektri¢nega
potenciala elektrod) ter £25 V) (% elektri¢nega potenciala elektrod) v okolici dveh igelnih elektrod sta prikazani
levo, v sredini ter desno. Elektrodi imata premer 27 = 0.7 mm, dolgi sta 40 mm, razdalja med njima d =4 mm v

prvi vrstici, 6 mm v drugi, 8 mm v tretji ter 10 mm v Cetrti.
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Iz slike 4.1 je razvidno, da se tudi pri razmerju Vs / Vy = 0.5 skaliranje elektrod za pozitivno
ter za negativno elektrodo med seboj razlikujeta, saj se polmera leve in desne elektrode med
seboj razlikujeta. Vzrok nesimetri¢nosti je v nehomogenosti tkiva. Ce bi izbrali homogeno

tkivo (7 = y2), bi bilo skaliranje obeh elektrod popolnoma enako.

Tabela 4.1: Faktor skaliranja polmera elektrod & ter faktor skaliranja razdalje / nadomestnih elektrod.

d [mm] 4 6 8 10
v, [V] 75 50 75 50 75 50 75 50
7 [mm] 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35
dy [mm] 47 47 6.7 6.7 8.7 8.7 10.7 10.7
dyy [mm] 5.02 5.54 6.8 7.14 8.76 936] 1098] 11.48
d, [mm] 3.81 2.96 537 3.85 7.1 5.75 9.14 6.99
7, [mm] 0.60 1.29 0.71 1.64 0.83 1.80 0.92 2.24
k= 100(r, / 1) 72.86| 268.57| 10428 370 137.14| 415.71| 162.86| 54143
1=100(dy, / dy) 681 17.87| 14925 6.57 0.69 7.59 2.62 7.29

Na podlagi rezultatov iz tabele 4.1 smo narisali grafa na sliki 4.2. Predstavljata nam faktor
skaliranja polmera elektrod & ter razdalje med elektrodama / v odvisnosti od razmerja med Vs
in V. Za vecjo preglednost smo dodali tudi izhodis¢no tocko, ko elektrod ne skaliramo in je
vrednost obeh faktorjev v njej 0. Kakor je razvidno iz slike 4.2, so podatki na sliki podani kot

razmerja, tako da veljajo za razli¢ne premere elektrod, razdalje in elektri¢ne potenciale.

faktor skaliranja polmera k faktor skaliranja razdalje |
600 20
/ 18 /
500 16
14
——1/d0=0.07 12 ——r/d0=0.07
—&—1/d0=0.05 —&—1/d0=0.05
—k—r/do=004| |10 —&—1/d0=0.04
—e—1/d0=0.03 8 —8—1/d0=0.03
6 /l/ /
! /o//
2
———F |
VsV 1 075 05 VsV

Slika 4.2: Faktor skaliranja polmera elektrod & (levo) ter faktor skaliranja razdalje med elektrodama / (desno) v
odvisnosti od izbranega razmerja med V; ter V).
1z slike 4.2 je razvidno, da faktor skaliranja polmera elektrod £ z manj$anjem razmerja med
elektriénim potencialom ekvipotencialnih ploskev ter elektrod Vi / V; izrazito narai¢a. Ze za

najvec¢je razmerje med polmerom in razdaljo med elektrodama 7 / d;, kjer je vpliv skaliranja
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najmanjsi, imamo v primeru V; / V' = 0.75 vrednost k ~ 100, pri vrednosti V/ Vy = 0.5 pa ze
~ 250. Poleg tega je izrazito tudi naras€anje k£ z manjSanjem razmerja med polmerom in
razdaljo med elektrodama r / d,, drugae re€eno — k narasa z veCanjem razdalje med
elektrodama. Obratno je zaznati za faktor /, saj njegova vrednost z veCanjem razdalje med

elektrodama izrazito upada in pri razmerju » / dy = 0.05 ne preseze vrednosti 8.
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Slika 4.3: Potek elektriénega potenciala V' v y osi izhodis¢nega modela je prikazan s polno ¢rto, s prekinjeno ¢rto
pa je prikazan potek elektricnega potenciala v osi y modela s skaliranimi elektrodami. Os y je os, ki poteka skozi
obe elektrodi na polovici dolzine elektrod. Razdalja med elektrodama je 10 mm, razmerje V;/ V;, = 0.75. Na levi
strani je prikazan potek potenciala v modelu na slikah 4.1 do 4.4, v katerem sta snovi z dvema razli¢nima
prevodnostma, na desni pa je predstavljen primer za homogen model.
Za Vs / V = 0.75 smo izracunali model s skaliranimi elektrodami in rezultate primerjali z
rezultati izhodiS¢nega modela. Primerjava rezultatov je predstavljena na sliki 4.3. Prikazan je
potek elektricnega potenciala na osi y. Os y je tista os, ki poteka skozi obe elektrodi na
polovici dolzine elektrod. S polno ¢rto je prikazan potek elektricnega potenciala v
izhodis¢nem modelu, s prekinjeno Crto pa je prikazan potek elektricnega potenciala v modelu
s skaliranimi elektrodami. Iz slike 4.3 levo, kjer je predstavljen potek potenciala v modelu z
enakimi lastnostmi snovi kot na sliki 4.1, lahko vidimo, da je napaka pri nehomogenem tkivu
opazna. V sami blizini elektrod je napaka manjsa, bolj izrazita pa na robu. Vzrok je v tem, da
smo tako za levo kot tudi za desno elektrodo uporabili isti faktor skaliranja, kar je le priblizek.
Velikost volumna, ki ga objame ekvipotencialna ploskev v predelu modela, kjer je prevodnost

vi§ja, je vecja kot v drugem delu. V homogenem modelu na desni sliki pa se rezultati le malo

razlikujejo.

Ker je za ocenjevanje ucinkov na organizme bolj kot elektri¢ni potencial, predstavljen na sliki

4.3, pomembna elektri¢na poljska jakost, je absolutna vrednost le-te prikazana na sliki 4.4.
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Slika 4.4: Enako kot na sliki 4.3, le da je pokazan potek absolutne vrednosti elektri¢ne poljske jakosti E.

Iz slike 4.4 je razvidno, da je napaka elektri¢ne poljske jakosti tudi v vecji oddaljenosti od
izhodi$¢a precej manjSa kot napaka elektri¢nega potenciala. To se Se bolj natancno vidi na
sliki 4.5, ki prikazuje povecano sliko 4.4 levo.
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Slika 4.5: Povecana slika 4.4 levo. Ocitno je, da je napaka v porazdelitvi absolutne vrednosti elektri¢ne poljske

jakosti E med izhodis&nim modelom (polna crta) ter modelom s skaliranimi elektrodami (prekinjena crta),
majhna.
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4.2 Model mozganov s tumorjem

Iz CT slik smo zgradili model ¢loveskih mozganov s tumorjem. V model smo vkljucili tudi
vzporedne osemigelne elektrode, kakrSne se uporabljajo pri Cliniporatorju. Model smo brez
uporabe nelokalnega sklapljanja resili le, ¢e smo elektrode iz modela izrezali. Zaradi
majhnega premera elektrod je namre¢ gradnja mreze v elektrodah zelo zahtevna, saj so
okrogle in imajo majhen premer v primerjavi z velikostjo celega modela. Poleg tega nas
porazdelitev elektricnega polja znotraj elektrod ne zanima, ker je glede na njihovo veliko
elektriéno prevodnost elektri¢na poljska jakost v njih priblizno ni¢. Porazdelitev elektri¢ne

poljske jakosti v prerezni ravnini x = 55 mm je predstavljena na sliki 4.6.

0 | | / I
120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
Osy

Slika 4.6: Porazdelitev elektri¢ne poljske jakosti v prerezni ravnini x = 55 mm za celoten model mozganov s
tumorjem. Ker so elektrode izrezane, znotraj njih ni polja in so zato bele. Barvna skala na desni strani je v V/m.
Model smo resili tudi z nelokalnim sklapljanjem. Pri tem elektrod ni bilo potrebno izrezati iz
modela, saj gradnja mreze tako v vecji kot tudi v manjs$i geometriji ni predstavljala vecjih
tezav. Porazdelitev elektricne poljske jakosti v prerezni ravnini x = 55 mm je predstavljena na
sliki 4.7. Za boljSo primerjavo je na sliki 4.8 predstavljena porazdelitev elektricne poljske

jakosti in elektriénega potenciala samo za podroc¢je manjse geometrije.
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Slika 4.7: Porazdelitev elektri¢ne poljske jakosti v prerezni ravnini x = 55 mm za model moZzganov s tumorjem
in nelokalnim sklapljanjem. Zgornja slika predstavlja veliko geometrijo, spodnja pa malo, izrezano geometrijo.
Barvna skala na desni strani je v V/m.
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Slika 4.8: Porazdelitev elektri¢ne poljske jakosti (zgoraj) in elektricnega potenciala (spodaj) v prerezni ravnini x
=55 mm za model moZganov s tumorjem in nelokalnim sklapljanjem. Levi sliki predstavljata porazdelitev
elektri¢ne poljske jakosti izhodis¢nega modela, desni dve pa v modelu z nelokalnim sklapljanjem. Barvna skala
na desni strani je v V/m.

Iz slike 4.8 je razvidno, da se tako porazdelitev elektricne poljske jakosti kakor tudi
elektricnega potenciala v blizini elektrod ujema. Zaradi bolj natanéne mreze je rezultat za
porazdelitev elektricne poljske jakosti na desni sliki, ki predstavlja model z nelokalnim

sklapljanjem, bolj podroben kot na levi.
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Slika 4.9: Porazdelitev elektri¢nega potenciala v prerezni ravnini x = 140 mm za izhodi$¢ni model (zgoraj) in
model z nelokalnim sklapljanjem (spodaj). Barvna skala na desni strani je v V.
Poleg porazdelitve elektri¢ne poljske jakosti in elektricnega potenciala v blizini elektrod je na
sliki 4.9 predstavljena porazdelitev elektricnega potenciala v prerezni ravnini x = 140 mm,

kjer, kakor v blizini elektrod, ni opaziti ve¢jih razlik med modeloma.
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4.3 Model celice

Uporabo nelokalnega sklapljanja smo preizkusili tudi na modelu celice. Osnova geometrije je
krogla polmera 10 um v srediscu kocke z robom 40 um. Krogla predstavlja celico, kocka pa
okolico. Na obeh skrajnih koncih celice glede na os y, kjer so pricakovane najvecje vrednosti
elektri¢ne poljske jakosti, smo izrezali dva manjsa dela celice osnovne geometrije, velika 100
nm X 30 nm x 100 nm. Oba izrezana dela smo nadomestili z geometrijama plus in minus,
sestavljenima iz treh kvadrov: 100 nm x 30 nm x 100 nm (okolica), 100 nm x 20 nm x 100
nm (celicna membrana) ter 100 nm x 15 nm X 100 nm (notranjost celice). Na meji rezanja
smo s pomocjo spremenljivke sklapljanja dolocili sklopljen robni pogoj. Porazdelitev

elektri¢nega potenciala za primer tokovnega polja je predstavljena na slikah 4.10 in 4.11.
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Slika 4.10: Porazdelitev elektriénega potenciala v modelu celice. Prikazan je potek elektri¢nega potenciala v
ravnini x = 0. Na desnem robu je prikljucen elektri¢ni potencial 1 V, na levem elektri¢ni potencial -1 V. Okolica
drobnih pik na skrajnih koncih celice glede na os y, ki sta izrezana dela, je predstavljena na sliki 4.11 zgoraj,
sama izrezana dela na sliki 4.11 spodaj. Barvna skala na desni strani je v V.
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Slika 4.11: Porazdelitev elektri¢nega potenciala v modelu celice v ravnini x = 0. Zgornji dve sliki predstavljata
povecana dela slike 4.10 v okolici izrezanih delov. Na spodnjih dveh slikah je predstavljen elektri¢ni potencial v

izrezanih delih. Barvna skala na desni strani je v V.
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Iz slike 4.11 lahko vidimo, da je elektricni potencial zaradi sklopljenih robnih pogojev
zvezen. Se bolje je to razvidno iz slike 4.12, kjer smo spodnji dve porazdelitvi na sliki 4.11
vstavili v zgornji dve in dobili sestavljeno porazdelitev elektricnega potenciala iz velike
geometrije, geometrije minus in geometrije plus.
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Slika 4.12: Porazdelitev elektricnega potenciala v modelu celice v ravnini x = 0. Sliki sta sestavljeni iz spodnjih
dveh ter zgornjih dveh slik slike 4.11. Barvna skala na desni strani je v V.
Napaka v porazdelitvi potenciala je opazna le na zgornjem in spodnjem robu, kjer se stikata
izrezani del (geometrija minus ali plus) ter velika geometrija. Ker z razliko od izrezanih delov
v veliki geometriji ni membrane, je bilo potrebno na prerezu membrane namesto sklapljanja
definirati izolativne pogoje, kar je povzrocilo napako na tem robu. Zanimivo je, da kljub
sorazmerno veliki prevodnosti znotrajcelicne tekocine, Yekocine = 0.2 Sm! v primerjavi s
prevodnostjo membrane embrana = 5%107 Sm'l, lahko iz slike zanamo razliko v elektriénem
potencialu znotraj celice v geometiji plus in geometriji minus, a je ta razlika majhna ter

posledi¢no tudi elektricna poljska jakost znotraj celice zelo majhna.
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S Razpravao

V okviru naloge smo preucili moznost uporabe dveh nacinov, s katerima bi lahko resili
problem velikih geometrijskih razmerij pri modeliranju in izratunu z numeri¢nimi metodami

in jih do sedaj v Laboratoriju za biokibernetiko Se nismo uporabljali.

Prvi nacin je skaliranje elektrod. Pri vseh problemih, v katerih kot izvor elektri¢nega polja
sluzijo elektrode, namescene v tkivu oz. na tkivu, je gradnja mreze ponavadi zahtevna.
Elektrode so namre¢ zelo tanke (premer manj kot 1 mm) v primerjavi z velikostjo modela. V
nalogi smo z modeli ocenili, za kolik$en faktor skaliranja lahko v modelu povecamo elektrode

ter temu ustrezno znizamo napetost na njih, da bo rezultat Se dovolj dober.

Drugi nacin je uporaba nelokalnega sklapljanja (non-local coupling). Pri metodi kon¢nih
elementov ali kon¢nih diferenc na podlagi zgrajene mreze sestavimo matri¢no enacbo (1.1), ki
jo je potrebno resiti. Namesto da bi imeli samo eno geometrijo, smo iz celotne geometrije
izrezali drugo, manjso, ki zavzema tisti del modela, ki predstavlja najve¢ tezav za gradnjo
modela oziroma smo v njem zeleli reSitev z vec¢jo prostorsko locljivostjo. Robne pogoje na
mestu rezanja smo dolocili tako, da so se preslikali iz ve¢je geometrije na manjSo in obratno.
Tako smo en model sestavili iz dveh geometrij, matricna enacba pa je bila zaradi

preslikovanja robnih pogojev ena sama.

5.1 Uporaba skaliranih elektrod

Metodo skaliranja elektrod smo uporabili na paru igelnih elektrod premera 0.6 mm in dolZine
40 mm. Rezultati v obliki ekvipotencialnih ploskev z elektri¢nim potencialom Vs = 0.25, 0.5
in 0.75 V) so predstavljeni na sliki 4.1. V nehomogenem modelu z razmerjem med
prevodnostma > / y = 10 je opaziti nesimetricnost ekvipotencialnih ploskev. Namrec,
ekvipotencialne ploskve okrog elektrode, ki je v ve¢jem delu v snovi z vi§jo prevodnostjo,
objamejo vecji volumen kot tiste okrog elektrode, ki je v ve¢jem delu v snovi z nizjo
prevodnostjo. Pri doloCanju nadomestnih skaliranih elektrod smo uporabili povprecni premer

obeh ekvipotencialnih ploskev. Zaradi tega se odziv na sliki 4.3 levo, kjer je prikazan potek
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elektricnega potenciala V po osi y, razlikuje. PomembnejSe je dejstvo, da se potek absolutne

vrednosti elektriéne poljske jakosti E, ki je predstavljen na sliki 4.4, zelo malo razlikuje.
Ucinke elektricnega polja na Zive organizme, tkiva in celice namre¢ bolj kot sam elektri¢ni
potencial dolofa absolutna vrednost elektricne poljske jakosti, saj absolutna vrednost
elektricne poljske jakosti na razli¢nih strukturah, kot denimo celicni membrani, povzroci
vsiljeno napetost in s tem ucinke na celice ali bioloSka tkiva. Porazdelitev absolutne vrednosti
elektricne poljske jakosti se v modelu s skaliranimi elektrodami ujema s porazdelitvijo v

izhodi$¢nem modelu.

V sploSnem bi bilo potrebno za natancen izracun porazdelitve elektri¢ne poljske jakosti in
elektri¢nega potenciala v modelu izracun opraviti v neskonénem prostoru. Ker to seveda ni
mogoce, model, v katerem imamo lokalni vir, zapremo v dovolj veliko obmocje in na robu
tega obmoc¢ja lahko z majhno napako predpostavimo izolativni robni pogoj. Vecje kot je
obmocje, manjSa bo napaka zaradi omejitve obmocja racunanja. V tistih primerih, ko nas
zanima samo bliznje polje ob elektrodah, skaliranje ni smiselno. Bliznje polje je v tem
primeru misljeno kot elektri¢no polje, eno ali dve razdalji med elektrodama oddaljeno od
elektrod. Ceprav moramo v primeru, ko ne uporabimo skaliranja elektrod, uporabiti manjse
obmogje, to na porazdelitev elektrinega polja v blizini elektrod ne vpliva veliko. Ce nas
zanima porazdelitev elektri¢nega polja tudi v vecji oddaljenosti od elektrod, je skaliranje
smiselno. S skaliranjem elektrod lahko sorazmerno s povecanjem polmera elektrod povecamo
tudi velikost obmocja in s tem doseZemo manjSo napako zaradi omejitve obmocja racunanja.

V modelu smo skaliranje elektrod preizkusili za razmerje v prevodnosti 7 / » = 10. V
sploSnem v tkivih obi¢ajno ne sre€amo vecjih razmerij v prevodnosti, razen v primeru koZe.
Koza ima nekaj velikostnih razredov manj$o prevodnost kot ostala tkiva. Ker pa je koza zelo
tanka, jo igle v primeru, da so zapicene v tkivo, prebadajo in zato na porazdelitev elektri¢ne
poljske jakosti in elektriénega potenciala v samem tkivu koza ne vpliva. Na zunanji plasti
koze je namre¢ vedno izolativni robni pogoj, ki se zaradi zelo majhne prevodnosti koze
pravzaprav prenese tudi na notranjo plast koze. Poleg tega elektrode prebadajo kozo
pravokotno na elektrode. Ce so namre¢ elektrode pravokotne na mejo dveh prevodnikov in jo
prebadajo, je vpliv razli¢nih prevodnosti zelo majhen, Se vec, ¢e so elektrode ravno polovico v
enem prevodniku in ravno polovico v drugem prevodniku, se zaradi simetricnosti vpliv
razliénih prevodnosti za izotropno tkivo izni€i. Previdnost pri uporabi skaliranja elektrod je
potrebna v primeru, da poteka meja med dvema prevodnikoma med elektrodama ali je vecina

prve elektroda v enem prevodniku in vecina druge elektrode v drugem prevodniku. V tem
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primeru je razlika v volumnu, ki ga objamejo ekvipotencialne ploskve okrog prve elektrode
ter ekvipotencialne ploskve okrog druge elektrode najve¢ja ter posledicno tudi najvecja

napaka zaradi uporabe skaliranih elektrod.

Iz podatkov na sliki 4.2 lahko za par elektrod z danim polmerom ter medsebojno razdaljo
razberemo faktor skaliranja polmera elektrod k ter faktor skaliranja razdalje med elektrodama
[ za razmerja med prevodnostma 7 / y < 10. Uporabne vrednosti faktorja k , torej tiste
vrednosti, kjer je napaka zaradi skaliranja dovolj majhna, se gibljejo med 300 in 500. Tako
lahko z metodo skaliranja elektod poveCamo premer elektrod v modelu 3 do 5 krat. Za vecja
razmerja v prevodnosti ter za druga¢no geometrijo elektrod bi bilo potrebno pred uporabo
metode z modelom ugotoviti, kaksna geometrija elektrod bi wustrezno nadomestila

ekvipotencialne ploskve okrog elektrod.

5.2 Model mozganov s tumorjem in model celice

Metodo nelokalnega sklapljanja smo preizkusili na modelu ¢loveskih mozganov s tumorjem
in vzporednimi 8 igelnimi elektrodami, kakrSne se uporabljajo pri Cliniporatorju. ReSitev
modela z nelokalnim sklapljanjem smo primerjali z resitvijo izhodis¢nega modela. 1z slik 4.6
do 4.8 je razvidno, da se tako rezultati za porazdelitev elektricne poljske jakosti kakor tudi

elektri¢nega potenciala med obema modeloma dobro ujemajo.

Drugi model, kjer smo uporabili nelokalno sklapljanje, je model celice z membrano. Sicer bi
bilo mogoce zgraditi model celice s skalirano membrano, tako da bi njeno debelino povecali
za nek dovolj velik faktor (denimo 200) in temu ustrezno priredili prevodnost membrane,
vendar smo Zeleli preveriti, ali metoda nelokalnega sklapljanja omogoc¢a izgradnjo modela
celice z realno debelino membrane. Pri gradnji modela smo se srecali s Stevilnimi tezavami.
Ker je v FEMLAB-u mogoce nelokalno sklapljanje dolociti le na mejah rezanja, ki so
vzporedne z ravninami xy, xz in yz, smo lahko v drugo geometrijo izrezali le en manjsi del
celicne membrane, in sicer smo se odlocili tak izrez narediti na dveh kapah celice, kjer je
elektri¢na poljska jakost najvecja. Izbrati smo morali zelo majhen izrez, saj smo v izrezani
geometriji morali izrezane dele nadomestiti s kvadri, sicer gradnja mreZe ni bila mogoca (glej
sliki 3.5 in 3.6). V primeru velikega izrezanega dela bi bila napaka zaradi uporabe
nadomestne geometrije v obliki kvadrov namesto krogelnih odsekov prevelika. Tudi z

izraCunom so bile Stevilne tezave, saj je bilo zaradi odvisnosti robnih pogojev od vrednosti



5 Razprava 45

iskanih spremenljivk potrebno za reSevanje sistema enaCb uporabiti nelinearni algoritem.
Zahtevnost reSevanja sistema enacb doloca Stevilo prostostnih stopenj modela (degrees of
freedom ali DOF), ki pove, koliko neznanih spremenljivk vsebuje sistem enacb. Stevilo
prostostnih stopenj modela je odvisno predvsem od Stevila vozliS¢ v modelu in stopnje
elementov, uporabljenih v modelu. Stopnja elementov je stopnja polinoma, s katerim
opisujemo potek posamezne spremenljivke v posameznem elementu. Kljub majhnemu Stevilu
prostostnih stopenj modela, 27740, je bilo potrebno za reSitev uporabiti iterativni algoritem,
saj direktni algoritem ni deloval, a tudi iterativni algoritem je imel precej tezav s

konvergenco.

Glede na dejstvo, da se rezultati za model moZganov s tumorjem brez nelokalnega sklapljanja
in z nelokalnim sklapljanjem (slike 4.6 do 4.9) skorajda ne razlikujejo ter glede na Stevilne
tezave pri modelu celice z membrano, se pojavlja vprasanje, v ¢em je smiselnost uporabe
nelokalnega sklapljanja, ki zahteva dodatno pozornost ter delo. Odgovor se skriva v
prednostih metode nelokalnega sklapljanja:

e v modelu brez uporabe nelokalnega sklapljanja smo zaradi majhnega premera elektrod
in posledi¢no zahtevne gradnje mreze v elektrodah lahko mrezo zgradili le, ¢e smo
elektrode iz modela izrezali, v modelu z nelokalnim sklapljanjem pa smo mrezo lahko
zgradili tudi v elektrodah;

e model brez nelokalnega sklapljanja je imel Stevilo prostostnih stopenj 61262. Ker
gostejSe mreze, kot smo jo zgradili, imela je 8916 vozlis¢, zaradi zahtevnosti
geometrije ni bilo mogoce zgradi, smo v njem uporabili kvadratne elemente, saj ti ob
istem Stevilu vozli¢ dajo bolj natancen rezultat kot linearni elementi. Model z
nelokalnim sklapljanjem je imel 5559 vozIlis¢ v veliki geometriji in 72286 vozlis¢ v
mali geometriji, skupno skoraj 10 krat ve¢ kot model brez nelokalnega sklapljanja.
Stevilo prostostnih stopenj je bilo 77845. Zaradi bolj podrobne mreze v primeru
nelokalnega sklapljanja v okolici elektrod je rezultat za porazdelitev elektri¢ne poljske
jakosti bolj podroben kot v modelu brez uporabe nelokalnega sklapljanja, kar je
razvidno tudi iz slike 4.8 zgoraj;

e zaradi zelo zahtevne mreze je v modelu brez nelokalnega sklapljanja zelo tezko
premikati elektrode. Da se je mreza sploh lahko zgradila, je bilo potrebno na sredini
med elektrode dodati prerezno ravnino in nato zgraditi mreZo. PoloZaj prerezne
ravnine je bilo potrebno dolociti s preizkuSanjem, kdaj bo avtomatskemu algoritmu za

gradnjo mreze le-to uspelo zgraditi. V modelu z nelokalnim sklapljanjem je bila



5 Razprava 46

izgradnja mreze dosti manj problemati¢na, premikanje elektrod pa je bilo Se vedno
zelo omejeno. Nastajal je namre¢ problem z analizo geometrije, kar je posledica
dejstva, da je geometrija zgrajena iz slik. V primeru, da bi bila geometrija sestavljena
iz enostavnih geometrijskih teles, tega problema ne bi bilo;

kljub Stevilnim tezavam z geometrijo v modelu celice z membrano je bila velikost
izrezanega dela Se vedno dovolj velika, da bi v njem lahko modelirali poro. Problem
ra¢unanja modela s poro bi gotovo bil v konvergenci izracuna, ki je bila ze sedaj zelo

pocasna.

Slabosti nelokalnega sklapljanja so predvsem v tem, da:

morajo biti v FEMLABU meje rezanja, na katerih dolo¢imo sklapljanje, vzporedne
ravninam xy, xz in yz, lahko pa je koordinatni sistem poljubno postaljven;

se prostostne stopnje v geometrijah seStevajo. V primeru modela moZzganov s
tumorjem z nelokalnim sklapljanjem to pomeni, da je bilo Stevilo prostostnih stopenj
modela 5559 +72286 = 77845,

je pri obicajnih problemih brez nelokalnega sklapljanja matrika za reSevanje redka.
Vrednost iskane spremenljivke v posameznem vozliS€u je namre¢ ponavadi odvisna le
od vrednosti v nekaj sosednjih vozli§¢ih, vsi ostali elementi v vrstici pa so enaki nic.
Taks$na matrika je za reSevanje precej bolj enostavna ter zahteva manj raCunskega ¢asa
kot manj redka matrika, ki nastane pri uporabi nelokalnega sklapljanja. Vcasih je
razlika zelo majhna, lahko pa je tudi zelo velika. FEMLAB ima za ta namen sicer
vgrajen poseben algoritem za neredke matrike, ki deloma odpravi tezavo;

je pri uporabi nelokalnega sklapljanja dosti ve¢ja verjetnost, da bo imel problem
slabSo konvergenco;

je trenutno edini nam znani programski paket, ki ima predvideno nelokalno

sklapljanje, FEMLAB.
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6 Zakljucek

Razvoj programskih paketov za modeliranje in izratun z numeri¢nimi metodami ter hitro
vecanje racunalniskih zmogljivosti omogoca vedno bolj natanéno racunanje. Kar je danes
ravno Se mogoce, bo ze v bliznji prihodnosti nekaj vsakdanjega. A s tem metode, ki resujejo
problem velikih geometrijskih razmerij, ne bodo pozabljene, saj se bomo pri raziskovalnem
delu vedno srecevali s problemi, kjer bodo prisotna velika geometrijska razmerja ali bomo

zeleli vecjo prostorsko locljivost resitve.

Metoda skaliranja elektrod je preprosta metoda, a Zal z omejenimi moZnostmi. Uporabna je le
v modelih, v katerih uporabljamo tanke elektrode v primerjavi z velikostjo modela. Z njo
lahko razmerje med premerom elektrod in velikostjo modela zmanj$amo Stiri do pet krat. Sam
faktor skaliranja ni velik, a vendar pomeni, da lahko namesto modela, velikega npr 100 <100
x 100 mm z elektrodami izracunamo model velik 400 X400 % 400 mm z nadomestnimi
elektrodami. V veliki vecini primerov, ko raunamo porazdelitve elektri¢nega polja v okolici
elektrod, ki se uporabljajo pri elektroporaciji in genski transfekciji, je takSna velikost modela
dovolj velika. Metodo omejuje dejstvo, da je potrebno za razlicno Stevilo in postavitev

elektrod doloc¢iti nove nadomestne elektrode.

Metoda nelokalnega sklapljanja (non-local coupling) je v osnovi preprosta metoda, ki pa jo
mora podpirati programski paket, v katerem model zgradimo in radunamo. Zal je to po nam
znanih podatkih trenutno le FEMLAB. Je zelo sploSna, zato je uporabna na razli¢nih
podrocjih, tako v biomedicinski tehniki kakor tudi v tehniki na sploh. Uporabna je tako v
geometrijah z elektrodami, kakor metoda skaliranja elektrod, kakor tudi v vseh drugih
geometrijah, kjer se sreCujemo z velikim razmerjem med velikostjo celotne geometrije in
velikostjo njenih sestavnih delov. Poleg tega metoda nelokalnega sklapljanja omogoca v
nekem podrocju geometrije izracun z vecjo prostorsko lo€ljivostjo kot v celotnem modelu ter
doloc¢anje periodi¢nih robnih pogojev. V FEMLAB-u je omejena je z dejstvom, da morajo biti
ravnine rezanja vzporedne s koordinatnim sistemom, ki pa je lahko poljubno postavljen, po
drugi strani pa nobeden od drugih programskih paketov za modeliranje in izraun z

numeri¢nimi metodami nelokalnega sklapljanja niti ne omogoca.
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