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Matematika I
o FROBENIUSOVEM ŠTEVILU

1

V daljnji deželi plačuj ejo le s kovanci po 7 in 10 denarnih enot. Katere
zneske lahko poravnajo?

Zas t avljeno vprašanje zahteva dopolnitev. Sp rašujemo seveda le po
znes kih , ki se povedo v naravnih številih (saj zneska, ki je necelo števi lo,
ni mogoče poravnati) . Up oštevati pa je po trebno še nekaj . Recimo, da
hočemo v Sloveniji v kovan cih izplačati 18 SIT. Od štejemo npr. tri kovance
po 5 SIT in tri po 1 SIT; lahko pa damo npr. št iri kovan ce po 5 SIT in
dobimo nazaj kovanec 2 SIT. Znesek 18 SIT je bil prv ič poravnan brez
vračila , drugič z vračilom.

Katere znes ke je mogoče v daljnji deželi izplačati z vračilom?

Ker je

7· 3+ 10 · (- 2) = 1, (1)

je mo žno izplačati znesek 1. (Plačnik da tri kovan ce po 7 enot in vrnejo
mu dva kovanca po 10 enot.) Po množenju z naravnim številom n iz (1)
dobimo

7(3n ) + 1O(- 2n ) = n (2)

in vidimo , da je mogoče poravn ati znesek n. (Za 3n kovan cev po 7 enot
vrnejo 2n kovan cev po 10 enot.) Označimo z x število kovan cev po 7 enot,
z y šte vilo kovan cev po 10 enot in vsebino enakost i (2) povejmo takole:

A. Vsako naravno število n izrazim o lahko v obliki 7x + lOy s celima
številoma x in y .
Ali:
Pri vsakem naravnem številu n j e enačba

7x + 10y = n

rešljiva v celih številih x, y .

Kako je v daljnji deželi s plačevanjem zneskov brez vračila?

Ker ni vračanja , nobe no od celih števil x, y ne sme bit i negati vn o.
Gre torej za natančno t iste zneske, ki jih lahko izrazimo v obliki

7x + 10y ,

ko se x , y sp reminjata po nenegati vnih celih št evilih

O, 1 , 2 , 3 , . .. .

(3)

(4)
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Moremo izplačati npr. vsot e 7 = 7· 1 + 10 . O, 10 = 7 . O+ 10 . 1,
17 = 7 . 1 + 10· 1; ne pa npr. 1, 8, 23.

Pokažimo, da je nar avno število n , večje od 53, izrazljivo v obliki (3)
pr i x, y iz (4) in da 53 t ake izrazitve nima.

Iz ugotovitve A vemo , da obstajata celi števili xo , yo, ko je

7xo + 10yo = n . (5)

Delit ev yo s 7 daj e količnik k in nenegativen ostan ek r: števili k, r sta celi
ln

yo = 7k + r , 0 ::; r <7. (6)

Z najdenim k in znanim Xo naredimo celo število r l = Xo + lOk ; od to d
sledi

Xo = r l - lOk .

Ko zapis a (6) , (7) za yo in Xo vnesemo v (5) , dobimo

7rl + lOr = n .

(7)

(8)

Po privzet ku je n > 53, zaradi (6) pa O::; r < 7; zato iz (8) izhaj a ocena

Tr: = n - 10r > 53 - 60 = -7 .

Torej je 7rl > - 7 in t ako r l > -1 ; to pove, da je celo število r l iz množice
(4); ker velja to tudi za r , imamo v (8) želeno izrazit ev za n.

Ali je lahko

7x + lOy = 53 (9)

pri x, y iz (4)? Ker je 10 ·6 > 53 in x ni negativen , more y v (9) biti le
O, 1, 2, 3, 4, 5. Ko te vredn osti za y pos tavimo v (9) , dobimo za 7x po
vrsti 53, 43, 33, 23, 13, 3; nob eno t eh št evil ni deljivo s 7 in t ako x v (9)
ni celo število.

Dognali smo : Brez vračila morejo v daljnji deželi poravnati vsak
znesek 54, 55, 56, . . . j zneska 53 brez vračila ne morejo izplačati ; od zneskov
1,2, . .. , 52 lahko brez povračila plačajo le nekatere.

Povejmo to ugotovitev še drugače.
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B. Vsako naravno število n > 53 lahko zapišemo v obliki 7x + lOy z
nenegativnima celima številama x, Yi za število 53 to ni mogoče.
Ali:
Za vsako naravno število n > 53 im a enačba

7x + 10y = n

rešitev v nenegati vnih celih številih x, Yi pri n = 53 enačba take
rešitve nima.

Lahko se zgodi, da pri plačevanju brez vračila plačnik enega od obe h
kovan cev za 7 ali 10 enot ne up or ab i; ker ni vračanja, more npr . znese k
56 enot poravnati le tako, da našteje osem kovan cev po 7 enot.

Pa vzemimo, da v daljnji deželi poost rij o pogoj e izplačevanja . Dovo­
ljeno je le še plačevanje brez vračila in pri vsakem plačilu je potrebno up o­
rab it i oboje kovan ce. Katere zneske je sedaj mogoče poravnati ? Ravno t i­
ste, ki ji h opiše izraz 7x + 10y, ko tečeta x, y po naravnih št evilih 1,2 , 3, .. ..
Natančnejši odgovor vsebuje trdit ev

c. Vsako naravno število n > 70 lahko izrazimo v obliki 7x + 10y pri
naravnih x, Yi za n = 70 to ne velja.
Ali :
Za vsako naravno št evilo n večje od 70 im a enačba

7x + lOy = n

rešit ev v naravnih šte vilih x, Yi pri n = 70 enačba take rešitve
nima.

Enakosti

7 . 3 + 10 . 5 = 71

7 · 6 + 10 . 3 = 72

7 . 9 + 10 . 1 = 73

7 ·2 + 10 . 6 = 74

7 . 5 + 10 . 4 = 75

7 · 8 + 10 . 2 = 76

7 · 1 + 10 . 7 = 77

7 . 4 + 10 . 5 = 78

7 . 7 + 10 . 3 = 79

7 . 10 + 10 . 1 = 80

(10)

kažejo, da za naravna števila od 71 do 80 drži, kar pr avi trdit ev C. Naj bo
sedaj naravn o število n ?: 81 in števka njegovih enic j. Med št evili (10)
je ravno eno , ki ima enico j; zaznamuj mo ga aj (npr . a2 = 72, aa = 80).
Ker je n ?: 81 in 71 ?: aj ?: 80, je raz lika n - a j naravn o število; ker
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se n in aj končujeta z enako št evko, je n - aj večkratnik od 10; torej je
n - aj = lOk pri naravnem k. Iz (10) je aj = 7x + 10y z naravnima x, y
in n = 7x + lO(k + y) je želena izrazit ev.

Če bi bilo

7x + 10y = 70 (11)

pri nar avnih x , y, bi 7 delil lOy in potem 7 delil y; torej bi bilo y = 7s
pri naravnem s. Prav tako bi po (11) bil x deljiv z 10 in x = lOt pri
naravnem t . Najdena x, y , postavlj ena v (11), prip eljeta do 70(s + t ) =
= 70 in po krajšanju do s + t = 1. Za naravni števili s, t to ne more
veljat i (vsota dveh naravnih števil je 2 ali več) . Z naravnima x, y se t orej
enačba (11) ne da izpolniti.

Trditev C je dognan a.

Povzemimo: Ko mo raj o v daljnji deželi pri plačevanju brez vračanja

uporabiti obo je kovance, lahko plačajo vsak znesek 71,72 ,73 , . . .; zneska
70 ne morejo poravnati ; od zneskov 1, 2, 3, . . . ,69 nekatere da, druge ne.

2

Zapustimo dalj njo deželo in se pomudimo pri nekaterih posplošitvah ugo­
tovit ev iz razdelka 1. Namesto 7 in 10 vzamemo t uji naravni števili a in
b, večji od 1.

Č . Če sta a, b tuji naravni števi1i, j e vsako naravn o število izrazlji vo
v obliki ax + by s celoštevilskima x , y.
Ali :
Na j bosta a, b tuji naravni števili; pri naravn em številu n je enačba

ax+ by =n

rešlji va v celih števi1ih x , y.

Trditve Č ne bom o dokazovali . Povejmo samo, da np r. z Evklidovim
algorit rnom na a, b pridemo do celih števil X l, Yi , takih, da velja

Pri celih številih Xo = nX l , yo = nYl je potem

axo + byo = n.
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D. Naj bosta a, b tuji naravni števili, večji od 1, in

g(a, b) = ab - a - b. (12)

Vsako naravno število n > g(a , b) je izrazljivo v obliki ax + by z
nenegativnima celoštevilskim a x, Yi za n = g(a , b) to ne drži.
Ali:
Pri tujih naravnih številih a, b, večjih od 1, im a enačba

ax + by = n (13)

za vsako naravno število n > g(a, b) rešit ev v nenegati vnih celih
številih x, Yi za n = g(a, b) take rešitve nima.

Trditev D doženemo podobno kot B. Po Č obstaj ata celi števili Xo , yo,
ko je

axo + byo = n.

Ko delimo Yo z a, dobimo količnik k in ost anek r t er imam o

(14)

Yo = ka + r , O ~ r < a (15)

pri celoštevilskih k , r . Znani xo, b, k določajo celo število rl = Xo+ kb in
od to d je

Xo = r l - kb .

Postavimo (16) in (15) v (14) pa smo pri enačbi

arI + br = n.

Zar adi (15) je r največ a - 1; zato iz (17) izhaj a ocena

arl+b(a-1) 2::n.

U poštevamo privzet ek n > ab - a - b in d ob imo

(16)

(17)

arI > ab - a - b - b(a - 1) ali ar I > a .

Torej je celo število r l > -1 in tako rl 2:: O; po (15) je tudi r 2:: O in (17)
predstavlja rešit ev enačbe (13) v nen egativnih celih šte vilih x = rl , Y = r.

Ali je lahko

ax + by = ab - a - b (18)
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pri nenegativnih celoštevilskih x , y? Potem je

a(x + l)=b(a - l -y)

in b de li a(x + 1); ker je b t uj a, mor a b delit i x + 1 in je zato

x = - 1 + sb . (19)

Tu je 8 naravn o število, saj je x nenegati vn o celo število in b nar av no
število. Iz (18) sledi t udi

b(y + 1) = a(b - 1 - x) .

Od to d vid imo , da a deli y + 1 in je potem

y = - 1 + ta (20)

pri nar avn em številu t . Zapisa (19), (20) sledita iz predpostavke, da
x , y ustrezata enačbi (18). Ko ju vanjo vnesemo , po skrčenju dobimo
(8+ t)ab = ab. Ker je ab i- O, je 8+ t = 1. V naravnih številih pa to ne
gre .

Trditev D je dogn ana.

Naravni števili a, b sta po privzetku večji od 1 in tuji , za to različni.

Kadar sta najmanjši , je eno 2, drugo 3; torej je

ab - a - b = (a - 1) (b - 1) - 1 2: 2 - 1 = 1 .

Z (12) podano celo število g(a , b) je tako pozit ivno in liho, saj sta a, b
t uja. Imenuj e se Frob eniu sovo števi1o za a, b.

Zaznamuj mo s h(a, b) število naravnih števil, ki jih ne moremo iz­
raziti v obl iki ax + by, kje r st a x , y celi nenegativni števili. Največje

nar avno šte vilo t e vrste je po t rd it vi D Frob eniusovo število g(a, b). Zato
je h(a, b) 2: 1. Do bo ljše oce ne privede kratek razmislek.

Če sta naravni števili nI , n 2 izrazljivi , obstajajo nenegativni celošte­
vilski X l, YI, X2 , y2, da je

Po seštetju dobimo

in vidimo, da je obenem z n I , n2 t udi vsota n I + n2 izrazljiva (saj sta
Xl + X2, YI + y 2 nenegativni celi števili).
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Vse možnos t i, kako zapisat i g(a , b) z vsoto dveh nenegativnih celih
števil, so

0+ g(a , b) = g(a , b)

1 + (g(a, b) - 1) = g(a , b)

2 + (g(a , b) - 2) = g(a , b)

(g(a, b) - 1) + 1 = g(a, b)

g(a , b) + O = g(a, b)

(21)

V vsaki od teh enačb vsaj eden od ob eh sumandov na levi strani ni iz­
razljiv ; če sta namreč oba sumanda izrazljiva , je po prejšnj em odstavku
t udi njuna vsota g(a , b) izrazlj iva; vemo pa, da g(a , b) ni izrazljiv. Ker je
g(a, b) lih, sta v vsaki od enačb sumand a različna , isti sumand nastop a
ravno v dveh enačbah (npr. 1 v drugi in predzadnj i enačbi ) . Neizrazljiv ih
sumandov je t ako vsaj to liko, kot je polovično število enačb (21) . Zato
drži

1
h(a, b) 2: ("2(g(a, b) + 1) . (22)

Zgled. V skladu z (12) smo že v B našli g(7 , 10) = 53; po (22) je
h(7, 10) 2: 27.

Izpeljimo še trditev:

E. Pri t ujih naravnih številih a, b, večjih od 1, vsako naravno število
n > ab lahko izrazimo v obliki ax +by z naravnima x, Yi za n = ab
take izrazitve ni .
Ali:
P ri t ujih naravnih številih a, b, ki st a nad 1, je za vsako naravno

število n > ab enačba

ax + by = n

rešlji va v naravnih številih x , Yi za n = ab take rešit ve ni.

Vsako naravno število n > ab lahko zapišemo n = ab + i , kjer je j
naravno šte vilo. Po ugotovit vi D obst aj at a nenegati vni celi št evil i xo, Yo ,
ko je

axo + byo = ab - a - b + j .
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Seveda velja

a · 1 + b· 1 = a + b .

Iz vsote t eh enačb

a(xo + 1) + b(yo + 1) = ab + j

že sledi zahtevana izrazitev za n > ab; od celih števil Xo , yo namreč nob eno
ni negati vno , zato st a Xo + 1, yo + 1 naravni števili.

Če bi pri naravnih št evilih x, y imeli

ax + by = ab, (23)

bi iz tujosti a, b izhaj alo, da je x = sb, y = ta pri naravnih s, t ; to bi v
(23) pripelj alo do nemogoče enačbe s + t = 1.

Trditev E je dognana.

3

V razdelku 2 smo si ogledali , kat era naravna števila zavzame izr az ax + by,
če st a a, b tuji naravni števili nad 1 in se x, y spreminjata po celih,
nenegativnih celih ali le po pozitivnih celih št evilih. Povejmo še nekaj
besed o tem v spl ošn em primeru.

Naj bodo Cl , C2, . .. . c; t uja naravn a števila, ustrezajoča po goju

1 < Cl < C2 < .. . < Ct

in t :::: 3.
Vsako naravno šte vilo n lahko izrazimo v obliki

kjer so Xl, X2, .. . , Xt cela števila .
Največj e naravno število , ki ga ne moremo zapisa t i v obliki ClX I +

+ C2X2 + .. .+ CtXt z nenegat ivnimi celimi Xl, X2, ... , Xt, se im enuj e Fro­
beniusovo število za Cl, C2, . .. , Ct in ga označujemo g(CI ' C2, " " c.). Zanj
velja

Cl -1 :::; g(CI' C2 , . .. , Ct ) :::; CIC2 +CIC3 + . .. + CICt - Cl - C2 - ... - Ct . (24)

V razdelku 2 sm o našli g(CI' C2 ) = CIC2 - Cl - C2· Za g( CI ' C2 , · · ·, Ct)
pri t :::: 3 t ak obrazec ni poznan. J e pa mogoče včasih g(CI ' C2, · · ·, Ct)
določiti , če imaj o Cl , C2, . .. , Ct poleg zgornjih še kakšn e dodatne lastnosti .
Navedimo dva t akšn a primera.
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Če sta od števil Cl, C2, C3 vsaki dve t uji, je

Za zaporedna naravna števila c, C + 1, C + 2, . . . , C + t - 1 in C večji

od 1 je

[
c + t2

- 3] t2
- t - 2 (2c + t - l )t

9 (c, C + 1, C + 2, . . . , C + t - 1) = t _ 1 C + 2 + 2 .

(25)
Oglati oklepaj v (25) pomeni , da je treba vzeti največj e celo šte vilo, ki ne
pr esega števila (c +t2 - 3)/ (t -1). Npr. za C = 100, t = 3 iz (25) najdemo

g( lOO, 101, 102) = 53 . 100 + 2 - 101 · 3 = 4999 .

Naj pomeni h(Cl, C2, . . . , Ct ) šte vilo naravnih šte vil, ki jih ni mogoče

izraziti v obliki C1Xl + C2X2 + . . . + Ct X t pri nenegativnih celoštevilskih
X l , X 2 , . . . , X t . Podobno kot v (23) ugotovimo

Največje naravn o število, ki ga ne moremo izraziti kot vsoto C1X l +
+C2 X 2+ " ' + Ct X t pri naravnih X l , X 2 , .. . , X t , zaznamujemo f (cl ' C2," " Ct ) ;

s Frobeniusovim številom je takole povezano

Iz g( 100, 101, 102) = 4999 sledi po (26)

f (100 , 101, 102) = 4999 + 303 = 5302 .

Za vsako nar avno šte vilo n > 5302 obst ajajo naravna števila Xl, X2 , X3 ,

da je 100Xl + 101x 2 + 102 x3 = n . Ni pa mogoče v tej obliki zapisati 5302
(in nekaterih manjših nar avnih št evil) .

Pripis. Ferdinand Georg Frobenius se je rodil leta 1849 v Berlinu in
tam umrl let a 1917. Po končanem št udiju v roj stnem mestu je bil profesor
najpr ej na politehniki v Zur ichu , nato na univer zi v Berlinu. Deloval je
na raznih področjih matem atike, zlasti pomembni so njegovi pri sp evki v
algebri.



Ndoge. 
1. TrdltviD,E~tuditedaj,cjei~p~modtevo,daataa,bnad1; 

ni ps g(a, b) vaE naravno %wk. PrepriEtaj se o twn. 
2. K a t e r r r n c ~ a m a g t w i l a l s h l r o ~ v o b l i k i = + b y s ~ t i u -  

nima txlo&e- x, 3, & m a m i  M a, b nista tnji? 
3, Pnmri, da je h(7,lO) = 27, h(7,ll) = 33. 
4. Q ~ 0 1 4 0 ~ l e ~ ~ ~ i 9 ; t a a i m o v o b l i ' i h i 7 ~ + 1 ~ , ~ e n $ j  

boarta xLr, y n&r&mi,fiteviIi (mum& x = 10, gl = 7). Toda 141 je mc@% 
v taki obliki k i t i  rn dm, 211 na tri mliine. P&6 h&tve? 

5. Vse txdob- r&tve @be 

b zs, v t&a po celih ittevilih. Od tod t h j  vidimo, da &be 
ni mog& izpolniti v n a r d  aevilih. (Da bo naravno Btevilo, 
m a  biti xg = O1 v = 0.) 

6. PoHtne prhhjbine es 40,41, 42, 43,. . . denarnih mot, porawati jih 
je magob le 5 leplenjem man&. Uprava w odloCi, da bo Male, 
m& le dwh rmlihih wednmti, ne bo pa med njima Bnamke 1; 
vrednwtjo 1. Ugotwi, da sta samo dve izbiri. Bnsmki aa 2 in 41 di 
pa aa 5 in 11 denarnih mot. 




