ASTRONOMIJA

ViD Kavcic

V davnih mrac¢nih koronskih casih se je na ne-
kem mednarodnem astronomskem tekmovanju
pojavila nadvse zanimiva in morda tudi nenavadna
naloga, tako imenovana astronomska anekdota.
Naloga temelji na resnicni anekdoti, objavljeni na
spletni strani  https://www.anekdot.ru/id/
1010360/.

V prispevku si bomo ogledali reSitev naloge, ki
pa jo bomo nekoliko obogatili z dodatnimi opom-
bami in komentarji, saj Zelimo predstaviti ¢cim bolj
celosten pogled na zastavljeni problem.

Za vse matematicne duse, ki si bodo morda ven-
darle drznile malce prelistati pricujoci ¢lanek, naj
posebej izpostavim dejstvo, da na tekmovanju
uporaba Zepnega racunala ni bila dovoljena. Zaradi
tega bomo v ¢lanku predstavili poskus resitve, pri
kateri si poskusimo z ustreznimi priblizki olajSati
racunanje »na roko«. Zato seveda opozarjam, da
naloga ne temelji na natancnih izracunih, temvec
na pribliZnih ocenah, ki pa povsem zadostujejo za

resSitev naloge.

Zvecer s sestro stojiva na ulici in ob¢udujeva Si-
rij, najsvetlejSo zvezdo na no¢nem nebu.

Jaz: "Pojdiva bliZje, da jo bova bolje videla."

In sva Sla. Po 30 sekundah se je sestri posvetilo.

Denimo, da sva bila na zemljepisni Sirini +28° in
se je to dogajalo na novo leto ob polnoc¢i. PeSci se
gibljejo s hitrostjo 1 m/s. Oceni spremembo navi-
deznega sija Sirija v anekdoti. Nebesne ekvatorialne

koordinate Sirija so &« = 6"45min § — —17°,

Da reSitev naloge ne bo zgolj prevod suhoparne ura-
dne reSitve naloge, se bomo pri vsakem koraku v re-
Sitvi zaustavili nekoliko dlje in Se kaj zanimivega do-
dali.

Sirij je alfa ozvezdja Veliki pes in z navideznim si-
jem okoli —1,5 velja za najsvetlejSo zvezdo sever-
nega neba. Zvezda je od Sonca oddaljena okoli
2,64 parseka in s tem peti Soncu najbliZji sistem zve-
zd. Sirij je pravzaprav dvozvezdje, kar pomeni, da
ne gre za eno zvezdo, temvec ga sestavljata dve zve-
zdi, ki krozita druga okoli druge. Sirij A je z maso
okoli dveh mas Sonca in polmerom 1,7 SoncCevega
polmera vecja zvezda v sistemu. ManjSa komponen-
ta Sirij B, ki jo je leta 1844 odkril nemski astronom
Friedrich Bessel, pa je bela pritlikavka (posmrtni os-
tanek manj masivne zvezde) z maso priblizno enako
Soncevi in polmerom, primerljivim z Zemljinim. Sirij
B velja za eno najbolj masivnih poznanih belih pritli-
kavk, hkrati pa je zanjo kot tudi za druge bele pritli-
kavke znacilna velikanska gostota, pribliZno
2,4-10% kg m—3, kar je vec kot sto tisockrat toliko
kot gostota osmija, ki velja za najgostejSo snov na
Zemlji.

Poleg dejstev, da je Sirij najsvetlejSa zvezda sever-
nega neba in tudi dvozvezdje, ga odlikuje Se nadvse
zanimiva znacilnost, ki poleg bralcev razlicnih ta-
k8nih in drugacnih spletnih portalov prevzame pred-
vsem opazovalne astronome. Sirij namrec na novega
leta dan ob polno¢i lezi pribliZno na lokalnem ne-
besnem poldnevniku, kar pomeni, da leZi v najvisji
tocki, ki jo lahko doseZe tekom dnevnega in letnega
navideznega krozenja na nebesnem svodu.

In ravno to dejstvo je klju¢no za prvi korak k raz-
reSitvi nase anekdote — v besedilu pod njo namrec
izvemo, da je ¢as opazovanja ravno novo leto ob pol-
noci.

22

PRESEK 51(2023/2024) 6




Severnica

Opazovalec

Od tod lahko izratunamo njegovo kotno viSino
nad obzorjem v ¢asu opazovanja. Pri tem si lahko
pomagamo s skico na sliki 1, s pomocjo katere izpe-
ljemo:

h=90°—@ —|6] =90° — 28° — 17° = 45°,

kjer sta @ in 6 zaporedoma geografska Sirina
kraja opazovanja in deklinacija Sirija, podana v na-
logi.

Vendar zakaj neki bi bil Sirij po 30 metrih peSace-
nja v smeri juzno svetlejSi?

Razmislimo o moZnih, ¢eprav nekoliko sprevrZenih,
vzrokih za povecCanje navideznega sija Sirija.

1. Ker se junaka anekdote premikata v horizon-
talni smeri, se ob prehojeni razdalji 30 metrov
Siriju priblizata za 30-cos 45° ~ 21 metrov. Ker
sta se Siriju priblizala, to jasno pomeni, da je ta
za njiju navidezno svetlejsi.

2. Med premikanjem proti Siriju je prislo do mo-
drega premika, ki ustreza hitrosti 1 - cos45° ~
0,7 m/s, kar prav tako nekoliko poveca njegovo
svetlost.

ASTRONOMIJA

Skica od strani prikazuje nebesno sfero, kot jo vidi
opazovalec. Znano je, da je viSina Severnice v da-
nem kraju enaka zemljepisni Sirini kraja. Z modro
je oznacen nebesni ekvator. S tockami S, Z in J smo
zaporedoma oznaceni sever, zenit in jug. S skico si
lahko pomagamo in izrazimo visino Sirija nad ob-
zorjem z geografsko Sirino kraja in deklinacijo. Pri
tem naj opozorimo, da je deklinacija 6 negativna, in
da je na skici oznacena zgolj njena velikost.

3. V casu gibanja junakov v anekdoti proti jugu
se je Sirij pomaknil za nek majhen kot proti
zenitu. Znano je, da ena navti¢na milja, ki meri
1852 metrov, ustreza 1’ na Zemljinem poldnev-
niku. Ker sta se junaka premaknila za razdaljo
30 metrov, lahko od tod izracunamo, da se bo
Sirij navidezno premaknil za kot 30’/1852 ~ 1"
navzgor proti zenitu. Zaradi tega premika se
bo absorpcija svetlobe v atmosferi zmanjsala,
saj bo svetloba prepotovala tanjSo plast atmos-
fere, kar pa pomeni, da se bo svetlost vnovic
povecala.

Poskusimo zdaj oceniti, do kolikSne spremembe v
navideznem siju je prislo pri posameznem od zgoraj
predstavljenih razlogov.

Sirij je ena nam bliZjih zvezd, kar je tudi razlog, da je
tako svetla. Od nas je oddaljen 2,64 parseka (en par-
sek je definiran kot razdalja, na kateri bi videli Ze-
mljo in Sonce pod kotom ene locne sekunde, in meri
priblizno 3,086 - 10'6 m). Za oceno lahko recemo, da
je oddaljen 79 = 2 pc ~ 6 - 1016 metrov.

Izracunamo razliko navideznega sija v tem pri-
meru. Pri tem uporabimo definicijo navideznega sija
oziroma Pogsonovo enacbo. Ta uposteva, da so ob-
jekti z nizjim navideznim sijem svetlejSi kot tisti z
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nizjo (na primer, navidezni sij Sonca je pribliZno
—27, navidezni sij polne Lune pa okoli —13). Hkrati
pa je treba poudariti, da je zveza med sijem in go-
stoto svetlobnega toka (dejansko svetlostjo) logari-
temska, pri cemer je upoStevano, da je zvezda z za
5 magnitud nizjim navideznim sijem 100-krat svet-
lejSa. Za lazjo predstavo zveze med svetlostjo in na-
videznim sijem v magnitudah glej sliko 2.
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Odvisnost relativne svetlosti in navideznega sija v magnitudah.
Graf namiguje na definicijo navideznega sija, ki pravi, da sto-
kratna razlicna svetlost ustreza razliki 5 magnitud. To pa,
glede na to, da je zveza eksponentna, tudi pomeni, da razlika
ene magnitude ustreza 100'/> ~ 2,5-kratni spremembi svetlo-
sti, kar pa je sijajno videti iz grafa. Na primer pri navideznem
siju 1 je relativna svetlost priblizno 40, pri navideznem siju 0
pa 100, kar je ravno za naracunani faktor 2,5-krat toliko.

Kakor koli, pri samem izracunu moramo upoSte-
vati tudi, da je gostota svetlobnega toka obratno so-
razmerna s kvadratom oddaljenosti in pravila za ra-
Cunanje z logaritmi.

j e

Amy = mo—my = —2,5log %’ = —2,5log

J1 L)

2
= —2,5log (:1) = —5log ?
0 0

V enachi so m navidezni sij, j gostota svetlobnega
toka in » oddaljenost Sirija. Indeks O se navezuje
na zacetno vrednost posamezne koli¢ine, indeks 1
pa na konc¢no vrednost. Podobne oznake bomo v
Clanku uporabljali tudi v nadaljnjem. Sedaj razpi-
semo 71 = ¥y — Ar, pri Cemer je Ar = 21 m, kot
smo izracunali pri tocki 1 uvodnega razmisleka. De-
setiSki logaritem prevedemo v naravnega s pomocjo
formule za prehod na novo osnovo, ki jo poznamo
iz konca drugega letnika gimnazijske matematike.

—SIOgV();iM = —5log (1 - ir)
0 0

5 Ar
= “mio" (1 - ro>

Za poenostavitev racuna upoStevamo, da pri majh-
nih x velja fizikalna in ne matemati¢na zveza In(1 +
Xx) ~ x. V naSem konkretnem primeru sledi

5 Ar 5 Ar
mm_mmm<1/m)”mm'm’

Vstavimo Se Stevilske podatke. Ker je In10 ~ 2,5,
lahko izracunamo:

Am1

Seveda opazimo, da je naSa razlika navideznega
sija izjemno, izjemno majhna. Poglejmo, kaj poka-
Zeta preostali dve moZnosti.

Na Dopplerjev pojav oziroma premik naletimo ze v
vsakdanjem zivljenju, ko se sprehajamo po obvoz-
nici in mimo nas Svigajo avtomobili in druga prome-
tna vozila. Namre¢, ko se nam avtomobil priblizuje,
sliSimo drugacen zvok kot potem, ko se od nas od-
daljuje. Z drugimi besedami, ko se nam pribliZuje,
zaznamo zvok z viSjo frekvenco kot v primeru, da
bi avtomobil miroval. Podobno takrat, ko se od nas
oddaljuje, ob¢utimo zvok z niZjo frekvenco. Do ena-
kega ucinka pride, ¢e avtomobil kot oddajnik zvoka
miruje, mi pa se mu pribliZujemo oziroma oddalju-
jemo — vazno je relativno gibanje oddajnika in spre-
jemnika.

Kakor koli, s podobnim pojavom se srecamo tudi v
astronomiji. Ko se nam zvezde ali galaksije priblizu-
jejo, pride do poviSanja frekvence svetlobe, kar po-
meni, da se pomakne proti bolj modremu delu spek-
tra. Pojav imenujemo modri premik. Podobno pride
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pri oddaljevanju zvezd in galaksij do rdecega pre-
mika, saj se frekvenca svetlobe zniZa, s tem pa se
pomakne proti bolj rdecemu delu spektra svetlobe.
Poudarimo naj, da pojava ne gre zamenjati s tako
imenovanim kozmoloskim rde¢im premikom, ki je
posledica raztezanja vesolja in tako povezan s splo-
$no teorijo relativnosti.

Kakor koli, v naSem primeru pride do rahlega mo-
drega premika zaradi priblizevanja Siriju. Enacba
za Dopplerjev premik, Ce izrazimo razmerje spre-
membe frekvence Av s sicersnjo frekvenco v, je:

Av v 0,7

~2- 1079,

v ¢ 3-108

pri ¢cemer je v relativna hitrost peScev glede na
Sirij, torej komponenta hitrosti peScev v smeri Si-
rija, izracunana v uvodu, in ¢ hitrost svetlobe. Ker
je energija fotona po enacbi E = hv, ki ji v sre-
dnji Soli recemo kar Planckov zakon, sorazmerna z
njegovo frekvenco, bo navidezna svetlost Sirija nara-
sla za pravkar izracunani faktor. Izracunajmo torej
ustrezno spremembo navideznega sija.

AMy = Mo —Mmp = —2,510gJ,—0 =2,5 (1 + AJ)
J2 Jo
Aj
_ 2,510g; 5 (1 + J.0>
log, 5 10
kln(1+A,J> mﬂmz-w*g,
Jo Jo

pri cemer smo upoSstevali, da je e ~ 2,5,10g, 510 ~
2,5 in ponovno pribliZzek za linearizacijo naravnega
logaritma pri racunanju z relativno majhnimi vre-
dnostmi.

Kakor koli, ocena zgoraj predpostavlja, da obcut-
ljivost ¢loveSkega ocesa in prepustnost atmosfere ni-
sta odvisni od valovne dolZine svetlobe (kar seveda v
resnici ne drzi), temvec Ker je Sirij bela zvezda, bomo
z obravnavanimi ucinki, ¢e Ze, podcenili spremembo
svetlosti. Za zdaj je vazno le, da je ta ucinek pove-
Canja svetlosti za kar nekaj redov velikosti vecji od
prvega.

Zdaj pa obravnavajmo Se tretji vzrok. Kot smo izra-
¢unali v uvodnem razmisleku k reSitvi, se Sirij navi-
dezno premakne za eno kotno sekundo proti zenitu.

ASTRONOMIJA

UpoStevati moramo spremembo absorpcije. Po-
seZzemo po tako formula zraCne mase (angl.: air-
mass formula). Zra¢na masa je definirana kot koli-
¢ina zraka v atmosferi, skozi katero gledamo, zato je
sorazmerna z debelino atmosfere v smeri opazova-
nega objekta in je tako odvisna predvsem od zenitne
oddaljenosti z (kotne oddaljenosti med zenitom in
opazovanim objektom). Ena zracna masa je defini-
rana za debelino atmosfere v smeri zenita. Za lazjo
predstavo glej sliko 3.

Omenjena formula opisuje absorpcijo svetlobe v
atmosferi in velja za majhna obmocja na nebu. Enac-
bo smemo uporabiti pri zenitnih oddaljenostih z <
70°, Cemur pa je v naSem primeru zadoSceno, saj je
z =90°—h = 90°—45° = 45° < 70°. Enacba se glasi:

Am = 22
Cosz

Izrazimo lahko razliko absorpcije za lego Sirija
pred premikom in po njem. Velja torej

1 1
AT}’L3=1’I’L0—1’1’L3=0,2~( - >,
co0Szy COSZ

kjer je zg = 45°in z = zy — Az, pri Cemer je Az =
1". Ker Zepnega racunala ne smemo uporabljati, se

T] T3

Atmosfera

Zemlja

Opazovalec na Zemlji (O) opazuje nocno nebo, pri tem pa se-
veda gleda skozi atmosfero. V smeri T; je zenit, zato je tam
debelina atmosfere najmanjsa in ustreza eni zracni masi. Ce
pogleda opazovalec v smeri T>, potem njegovo opazovanje
ovira debelejsi sloj atmosfere, ki uCinkuje kot zmanjsanje sve-
tlosti in pordecitvi barve zvezde. Ucinek je Se vedji za smer T3.
Na skici je oznacena zenitna oddaljenost z za zvezdo v smeri
T>. Opomba, da je Zemlja na skici narisana kot ravna ploskev
zaradi preglednosti, zato tega dejstva ne gre povezovati s ta-
k$nimi ali drugacnimi teorijami zarote.

%
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znajdemo, in razpiSemo cos z z adicijskim izrekom
za kosinus razlike:

cosz = cos(zg — Az)
= C0SZyCOSAZz + sinzgsinAz.

Sedaj moramo napraviti ustrezne priblizke. Ker je
kot Az zelo majhen, lahko recemo, da je cosAz ~ 1.
S pomocjo zveze sinx ~ x (Kjer je x v radianih), ki
Velja za majhne x, lahko izrac¢unamo sinAz ~ Az =

1
5060180 ~ 306365 ~ O - 1076, Ker pa je hkrati tudi

sinzg — coszy — sin45° — cos45° = Y2 ~ 0,7,

imamo:

1 1
Ams = 0,2 -
ms =0, <0,7 0,7-(1+5-106))

2 (1
7 1+5.-10-6)/°

Zadevo si Se nekoliko poenostavimo, Ce upora-
bimo zvezo p%x ~ 1 — x, ki velja za majhne x. Pora-
¢unamo:

2.5.10°6

2 1
Am3:7'<11+5.1oe)=7

~ 1075,

Ce sintetiziramo; pri prvem vzroku za povi$anje
navidezne svetlosti smo dobili razliko navideznega
sija ~ 10716, pri drugem ~ 10—, pri zadnjem pa
~ 1075, 0d tod zaklju¢imo, da je sprememba vi-
Sine Sirija tista, ki je glavni razlog za spremembo
navideznega sija, ostala dva dejavnika pa sta povsem
zanemarljiva.

Kakor koli Ze, tudi sprememba navideznega sija za
10~ je v praksi povsem zanemarljiva. Tak$nih spre-
memb tudi z najboljSo tehni¢no opremo, ki nam jo
ponuja napredek 21. stoletja, nikakor ne bi mogli
zaznati. No ja, tako oCitno nasa anekdota za zdaj Se
vedno ostaja skrivnostna anekdota.

V resSitvi naloge smo pogosto uporabili priblizke, kar
smo upravicevali s tem, da delamo z relativno majh-

nimi Stevilkami. Vsako od uporabljenih formul si
bomo v tem dodatku pogledali nekoliko podrobneje.

sinx ~ tgx ~ xincosx ~ 1.

Priblizek velja za majhne kote, to je kote, manj-
Se od 10°, pri ¢emer poudarimo, da mora biti x
v priblizku podan v radianih. Zvezi sinx ~ tgx
in cosx ~ 1 lahko geometrijsko ponazorimo na
primeru pravokotnika z relativno majhnim kotom,
kar prikazuje slika 4. Vidimo, da velja |AB| ~

. _JAC] _ JAC]
|BC|, s tem pa sinx = BC] X [aB tgx. Z
i : AB
enakim argumentom dobimo cosx = ﬁ ~ 1.

Ce Zelimo ugotoviti, za koliko se vrednost cos x
razlikuje od 1, lahko poseZemo po znani zvezi
sin® x + cos? x = 1.

Pri manjsih kotih tudi velja, da je |AC| priblizno
enaka kot dolzina kroznega loka kroZznice s pol-
merom AB, ki ga opisuje kot x. Ker je enota radian
definirana kot razmerje med kroZnim lokom in

polmerom kroznice, velja
i ~ _ lACh L

Sinx ~ tgX = x5 ~ [ap = X [rad].
1

T ¥1-x

Ulomek na levi lahko razSirimo z 1 — x dobimo:

- 1-—x _1l-x
I+x (1-x)(1+x) 1-x2

Na tem mestu se zdi, da je dovolj, da pokazemo,
da je x2 ~ 0, saj bomo tako prisli do izraza na de-
sni. Razmislimo, zakaj je tako. Vemo, da je x rela-
tivno majhen (glede na 1), npr. x = 0,001. To po-
meni, da je x? = 0,000001, kar pa resnicno je zelo
malo, torej pribliZno ni¢. Za prej navedeni kon-
kretni x bi bilo 11~ ~ 0,999001 in 1 — x = 0,999
(tocna vrednost), od koder vidimo, da se vrednosti
ujemata na 5 decimalnih mest, kar je zelo solidna
natancnost, sploh za rusko olimpijado.

In(1 +x)~x

Na tem mestu pa se odvodom ne bomo mogli izo-
gniti. Pri vrednostih x ~ a lahko vrednost funk-
cije f(x) priblizamo z

f(x)~ fla) + f(a)(x — a),

pri cemer smo z f’(a) oznacili odvod funkcije v
tocki a. V naSem primeru imamo funkcijo f(x) =
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Pravokotni trikotnik z majhnim ko-
tom x pri B, ki nam pomaga pri obli-

kovanju predstave o tem, zakaj lahko
pri majhnih uporabimo priblizke za
X ! kotne funkcije.

In(x), priblizek pa Zelimo narediti okoli a = 1. Ker
/

vemo, da je odvod naravnega logaritma (In(x)) =
%, lahko po zgornji formuli razpiSemo:

- -1
d a=1n1+x

f(x)=Inx ~Ina +
=0+x-1=x-1

Se enkrat poudarimo, da velja zgornja zveza za
x ~ a. Ker ime spremenljivke ni pomembno, lah-
ko naredimo substitucijo x — x + 1, in tako do-
bimo In(x + 1) ~ x. Ta zveza pa velja pri x ~ 0.

Omeniti gre, da bi lahko vse zgornje priblizke ve-
liko hitreje in bolj tehni¢no obrazlozili s Taylorje-
vim oziroma Maclaurinovim razvojem, v katerem
bi v duhu priblizka upoStevali le prvi ¢len. Vendar je
za samo predstavo o pomenu teh priblizkov veliko
bolje, e se jih lotimo na nekoliko bolj elementaren
nacin, sploh Ce ta obstaja.

1. Oddaljenost od Sirija izracunaj iz letne parala-
kse, r = 380 mas (enota mas pomeni mili locna
sekunda, torej tisocinka lo¢ne sekunde).

2. Izracunaj absolutni sij Sirija. Absolutni sij je
navidezni sij na oddaljenosti 10 parsekov.

3. Koliko bi bilo dolgo leto, ¢e bi Zemlja kroZila
okoli Sirija, njegova navidezna velikost na nebu
pa bi bila enaka resni¢ni navidezni velikosti
Sonca na Zemlji?

4. Kapela, alfa Voznika, je zvezda, ki jo lahko v
prvi polovici decembra okoli polno¢i opazuje-
mo v zenitu. Za zvezdo, ki se v nekem trenutku
nahaja v zenitu, ustreza absorpcija svetlobe za-
radi atmosfere 0,16. Izracunaj, kolikSen je njen
navidezni sij, ko se nahaja na visini 30° nad ob-
zorjem. Privzemi, da je navidezni sij Kapele, ko
je v Zenitu, 0,08.

A

5. Pokazi, da pri x ~ 0 veljajo priblizki
a) (1+x)3~1+3x,
b) g & 1+2x,
0)V1—-x2~1-— %xZ,
d) cosx ~1— 3x2.

6. Kako lahko priblizamo (1 + x)", Ce je x ~ 0?
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