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VSOTE ULOMKOV S STEVCEM 1

Najbrz se je marsikak vesten bralec Preseka Ze ob naslovu prispevka spomnil
¢lanka profesorja Ivana Vidava, ki je bil objavljen pred tremi leti v nasem listu
(PXIV/1). V njem je avtor dokazal, da imajo ulomki s §tevcem 1 naslednjo pre-
senetljivo in lepo lastnost.

IZREK A. Vsako pozitivno racionalno $tevilu se da zapisati kot vsota
ulomkov s &tevcem 1 in med seboj razliénimi imenovalci. Se ve&, za
imenovalce smemo zahtevati, da so razliéni in vecji od naprej danega
Stevila.

Prvi del izreka lahko povemo tudi takole: Za vsako racionalno 3tevilo
r >0 obstaja tak 7 € IN, da ima enacba

E_(rh e e e s e
n ay dq a

z neznankami ay, ..., a, vsaj eno resitev, ki ustreza pogoju
P: 1<a; <a;<..<a, a,..,3,EN

V tem prispevku nas bodo zanimala predvsem naslednja vprasanja:

(A) Ali ima enacba E_(r) pri danem racionalnem r > 0 za vsak naraven n > 1

resitev, ki ustreza pogoju P?

(B) Je vseh takdnih resitev pri danih r >0 in n > 1 konéno mnogo?
(C) Kako je stevilo resitev pri danem r > 0 odvisno od n?

Da ne bomo po nepotrebnem izgubljali besed, zaznamujmo z R (r) Stevilo
vseh reSitev enacbe £_(r), ki izpolnjujejo pogoj P. Dogovorimo se 3e, da bomo
resitvi, ki zado$ca pogoju P, rekli dobra resitev.

Pozabavajmo se zdaj z nalogo (A).

Vzemimo najprej r = 1. Brz lahko ugotovimo, da je R,(1) = 0, saj velja ocena

_1_+_1_g_1_+_1...<1
ay dq 2 3

Odgovor na vpradanije (A) je torej Ze pri r=1 negativen, naloga pa je tako re$ena

za r = 1. Vendar bomo ostali §e naprej zvedavi: je morda R3(1) > 0? Za razve-

drilo naj bralec sam pois¢e vse reditve enaéb E5(1) in E4(1), ki zado$¢ajo pogo-

ju P. Najde jih tudi na strani 118. st
Prav hitro vidimo, da velja Rn{ﬂ > 0 celo za vsak n > 2. Kasneje bomo do-
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kazali, da je podobno tudi pri ostalih racionalnih stevilih-r > 0. Pri r < 1 se
lahko zgodi, da je Ze R, (r) > 0, pri velikem r pa enaéba E, (r) za naravna Ste-
vila n < 2r nima nobene resitve. Slednje nam potrdi ocena

Ly sl elg  da

a, a, 2

=L <y
2

M|—l

Izrek A nam zagotavlja, da je Rn{r} > 0 za neskonéno mnogo naravnih 3tevili n.
Pred podrobnej$o obravnavo odvisnosti §tevila reditev Rn{r) od n pa se lotimo
Se vpraSanja (B). Odgovor nanj je pozitiven.

Dokazali bomo, da velja naslednji

IZREK B. Naj bo r pozitivno racionalno $teviloe in n € IN. Potem ima
enacba £ _(r) ali konéno mnogo dobrih resitev ali pa nobene.

Pri dokazu uporabimo matemati¢no indukcijo glede na Stevilo neznank v
enacbah.

Za n = 1 izrek oé&itno velja pri vsakem r > 0, r € Q . Tedaj je namreé
Rilr)=0aliRy(r)=1.

Predpostavimo zdaj, da izrek velja za n = k € IN in vsak racionalen r > 0.
Razmislimo o $tevilu reSitev enacbe Ek”{r}, kjer je r > 0 dano racionalno ste-

vilo. Za vsako dobro rediteva,, a,, enacbe £

o (r) velja ocena

s e

P S N Y NS - ot I
ay ds a

Torej je a; < (k+1)/r, poleg tega pa 3tevila a,, a3, ..., CP reijo enacbo
Eklr—1/a,}. Po predpostavki ima ta le konéno mnogo dobrih reditev (ali
nobene), zato je Stevilo dobrih reitev enacbe Ek+1(r} pri izbranem naravnem
Stevilu 8, > 1 konéno. Za a, imamo po oceni a; < (k+1)/r na voljo le koné&no
mnogo Stevil, torej je tudi Stevilo vseh reSitev enacbe £, ,(r), ki izpolnjujejo
pogoj P, konéno.

Indukcijski korak smo dokazali, s tem pa potrdili veljavnost izreka.

Na vrsti je problem (C).

Naj bo r dano pozitivno racionalno $tevilo. Splosna formula Rn (r),n €N,
je pretezak zalogaj, zato nas bodo zanimale bolj grobe (a vendar lepe) lastnosti
zaporedja

R1(r), Ra(r), R3lr), ...
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Po izreku A ne morejo biti vsi ¢leni tega zaporedja enaki ni¢. Oznaéimo z m
najmanjse naravno Stevilo, pri katerem je Rm{r‘.- > 0.

Tako na primer zar =1 dobimom=3,zar=5/4 pam=4.

Kaj hitro lahko doZenemo, da tudi pri vseh n > m velja ocena Rn (r) >0,
Ce je namre& R, (r) >0,k > 1,

5 JNF N [N S S () r.1<a; <a; <..<a,

dq dq ak’_1 Ek

potem z razdruzitvijo ulomka =L dobimo

e e Horbis; 1 4 1 =r
a; a_q a1 a,la, +1)

ina@: € o = a,_, < a, + 1< a‘,({.a\“,f + 1), torej velja ocena R__.(r) > 0.
Odtod takoj sledi,dajeres R _(r) >0 za vsak n =m.
Videli smo, da ima vsaka enaéba Eﬂ(r} pri n = m vsaj eno dobro re§itev,

To ugotovitev pa lahko 3e precej izboljSamo. Dokazali bomo, da velja takle

k+1

IZREK C. Za vsako pozitivno racionalno §tevilo r velja
Hn+1{r} >Rn(r} zavsak n >m.

Dokazimo navedeni izrek. Najbo 0 <r€Q,n€IN in " (r) > 0. Vzemi-
mo katerokoli dobro reSiteva,,a,, ..., a, _,, a, enacbe En(r} in iz nje tvorimo
resitev

ay, a8y, ., 8, q,8, + 1"3”{3;: +1)

enacbe En+1{rj. Razliénima reSitvama enacbe E (r) smo tako priredili razliéni
reitvi enacbe E oy (r) (Preveri!), torej vedno velja ocena

R,.4l0 = R ()

Vzemimo zdaj poljuben n > m in dokaZimo, da tedaj obstaja taka reiitev
a1, ..., enacbe En (r), ki ustreza pogoju P in ima za a, sodo Stevilo.

Res, enacba En_1|:r] ima zaradi n — 1 = m vsaj eno dobro resitev, iz nje
pa na enak naéin kot prej pridelamo resitev enac¢be .‘:’ﬂ (r), katere zadnji élen je
sodo Steviloa, _.(a . +1).

Po prejinjem smemo pri n > m privzeti, da je v eni od reditev a,, ..., a
enacbe En(rl Stevilo @ = 2p sodo. Ocitno velja 3e p > 1, kar nam zagotavlja,
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da sta desni strani enakosti

R TP
20 2p+1 2p(2p + 1)

razliéni. Torej lahko prej dobljenim Ft'n{r} re§itvam enacbe Eﬂ“[rl, ki zado-
§&ajo pogoju P, pridruzimo 3e reditev

a]ra?.!"-ran__ﬁ"fsp- Bp

ki se o¢itno razlikuje od vseh ostalih. Potemtakem za n > m res velja
R,.1(n >R, (r), prav to pa smo Zeleli dokazati.
Izrek C nam da naslednjo oceno za $tevilo dobrih reSitev enaébe Eﬂl (r):

Hmﬂtrl = k zavsak k €IN

To oceno se da 3e izbolj3ati, a naj kljub temu sklenemo prispevek — seveda z
nalogami.

1. Dokazi, da je pri r = 65/6 R,(r) = R3(r) = 1 in poi§é&i vsaj deset dobrih
reSitev enacbe
1 1

1 1 .5
o AN O Iy TP I S S e < <y<
v 5" x<y<z<t

2. DologiR,(1/k) zak=2,3,4,5in6.

3. Najbo 1 <k € IN. Dokazi, da je R,(1/k) =1, enakost R,(1/k) = 1 pa
velja natanko takrat, kadar je k prastevilo.

4. Za vsako naravno §tevilo k >> 4 ima enacba

1.1 i
. te 1 %
2k ¥

X ¥
vsaj §tiri dobre resitve. Katere?

6. Dokazi, da za vsako liho stevilo k > 1 velja R, (2/k) > 0.
Resitve nalog najdete na strani 118.

Boris Lavri¢
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VSOTE ULOMKOV S STEVCEM 1 — Resitves strani 68

Najprej odgovorimo na vpradanje v tekstu élanka (str. 68).
Enaéba £5(1) ima le reiteva, = 2,a, = 3, a3 = 6, ki zado3¢a pogoju P.
Enacba £,4(1) ima naslednje dobre resitve:

31=2, d; =9, 33=7, 34=42
a; =2, a; =3, a; =8, a, =24
a; =2, a, =3, a; =9, a; =18
a; =2, a, =3, as =10, a; =156
a, =2, a, =4, a; =5, as =20
a; =2, a, =4, as =6, a, =12

1. Enacéba E,(5/6) ima le reSitev a, = 2, a, = 3, ki ustreza pogoju P, ena¢bo
E;(5/6) pa lahko obravnavamo takole: Zaradi ocene

a, a, a, a3 6

veljaa, <3,toreja; € 2,3 .Cejea, =2,dobimo

a; dy CE] 3

odkoder sledia, € 3,4,5 . Od vseh treh moZnosti za a, je v tem primeru
dobra le a, = 4. Ce pa je a, = 3, na podoben naéin kot prej vidimo, da velja
a, < 4, kar pa za dobro reitev ni mogoce. Torej je a, = 2, a,= 4,33 = 12
edina dobra refitev enaébe E3(5/6). Z njeno pomoé&jo lahko konstruiramo re-
Sitve enacbe £4(5/6). Nekaj jih zabeleZimo v naslednjo preglednico

x y z t x y z t x oy 2 t
2 4 13 156 2 4 2 30 2 b M2 20
2 4 14 84 2 4 28 2 6 T 42
2 4 15 60 2 5 8 120 2 6 8 24
2 4 16 48 2 5 8 45 2 6 9 18
2 4 18 36 2 5 10 30 2 6 10 15

2. Odgovor: R,(1/2) = R,(1/3) = R,(1/5) = 1,.R,(1/4) =2, R41/6) = 4.
3. Enagbo E,(1/k), 1 <k € IN, vedno resi par
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a,=k+1, a,=k(k+1)
torej je R,(1/k) = 1. Ce je 3tevilo k sestavljeno, ga lahko zapi§emo v obliki
k =pg, kierje 1 <p €IN in1<g € N. Enaéba £, (1/k) ima tedaj vsaj dve
dobri reSitvi

a;=pg+1, a,=pq(pg+1)
ay=plg+1), a,=pglg+1)
torej velja R, (1/k) = 1 kve&jemu, &e je k prastevilo.
Naj bo zdaj k prastevilo in naj velja

o ~L; 1<x<y, x,yEN
x y z
Potem je k(x + y) = xy, zato velja enakost
(x — k) y — k) = k?

Ker je poleg tega k < x < 2k in tedaj 0 < x — k <k, mora biti x — k= 1. Torej
je dobra le reSitevx =k + 1,y = klk + 1).

4. Vedno so dobre (na primer) naslednje resitve

x=2k+1, y=2k (2k +1)
x=2k+2, y =2k (k+1)
x=2k+4, y=klk+2)
x =3k, y = 6k

5. Stevilo k zapiSemo v obliki k = 2p + 1, p € IN. Potem enakost

, - 1 - B
pt+1 p+1)(2p+1) 2p+1

da dobro reditev enaébe £, (2/k).
Boris Lavri¢





