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Vormort sur neunten Auflage.

Die borliegenbe Auflage ber Urithmetif und Algebra untevicheidet fich
jowohl besiiglich der Anordnung bes Lehritoffes ald der Behandlung bdesfelben
wefentlich von den friiheren Ausdgaben diefed Lefrbudhes.

Eine durdpgreifende ﬁnberung in ber Glieberung bed Jnbhaltes erjdhien
fchon durch das Streben geboten, in diefer umgearbeiteten Ausgabe die ovganijche
Entwidlung des Bahlenbegriffes und bdie badburd) bedingte fortjchreitenve Gr-
weiterung dber Operationsbegriffe bem Schiiler ju miglichjt flavem Bewujst-
fein ju bringen. 3ndem naturgemdd suerft bie nieberen RedhnungSarten mit
abjoluten gangen Sablen behanbelt werben, mwird, bamit die inverfen Operas
tionen, bie Subiraction und die Divifion, unter allen Umijtinden ausdgefithrt
werben [dnnen, auf bie Nothwendigleit Hingewiefen, die algebraijden, gebrodenen
und ivrationalen Babhlen in bie RNedhnung einufithren, Gben fo erdffnet bet
ven hiheven RechnungSavten bdie Radicierung, inbem fie in der Reihe der
gangen, gebrochenen unb irvationalen algebraijhen Bahlen nicht immer ans-
fithrbar eridheint, dbag neue Gebiet der imagindven Bahlen. Jebe neue Bahls
form tritt babei al8 eine hishere Stufe in ber Crweiterung de8 Bahlengebieted
auf, jo 3war, daj8 ber auf ifr gewonnene Begriff alle vorhergefenden in
fih umfafjst.

Mit der fortjhreitenden Cntwidlung ded Bahlenbegriffes miifjen audy
bie Begriffe der Operationen allmdhlich erweitert werben, jo dajé fie andy auf
bie newe Zabljorm anwendbar werben und dajé ftets in dber neuen Definition
bie fritheven a8 befonbeve Fille enthalten find. Bugleich mujé jedesmal nach-
gewiefen mwerben, dbajs die Lehridke, welche fiiv bie friiheren Sahlen abgeleitet
wurben, aucy fiiv bie newe Bahlform giltig find, woburdy denjelben eine immer
augdgedehnteve Unwenbbarfeit gefichert wird.

©owie im gangen, ift aucd) im eingelnen auf eine organifche Glicberung
bes Stofjes Bedadht genommen worden. Bei jeber newen Operation wurben
suerjt bie Lerbindbungen ber neuen Redynungsdform mit fich felbft und mit ber
entgegengefefsten Operation” berfelben Stufe, wenn bdiefe jdon vorvgefommten



IV
ijt, fobann dbie Verbindbungen ber neuen Operation mit den Vpevationen ber
niebvigeven Stufen in Unterjuchung gegogen. Die eingelnen Lehridle wurben
babei {o geordmet, bajs Bujammengehdriges in natitvlicher Aufeinanderfolge
sufammengeftellt erfcheint, und dbajé die Unalogie der gleichartigen Sdke auf
ben verichiebenen ecdhnungsftufen leicht iberblidt werden fann.

Die Britdhe evhielten, wiewohl dag FRedhnen mit benfelben jdhon in dem
Rechnen mit den Quotienten enthalten ift, ihre eigene Stelle, nicht nur, weil
pie bejonbere Uuffafjung ber Quotienten ald Briihe im Leben allgemein fo
geliufig geworden ift, bajs von diejer BVorftellungdweije aud) die Wiffenjchaft
fiiglich nidjt leicht Umgang nehmen fann, fonvern aud darum, weil mehreve
Sie itber Quotienten nuyr in diefer Form ber Anffajjung einen bejondeven
BWert evhalten,

Die Theorie ber irvationalen und devr imagindven Bahlen wurbe génzlich
umgearbeitet. Anch werden die vielfeitigen Berbefferungen, weldhe in ben Ab-
fdhnitten itber bie Gleidhungen, Reihen und Eombinationen bvorgenommen
wurben, bem aufmerfjomen Lefer nidht entgehen.

Graz, im September 1866,
Ber Verfaffer.



HBorwort jur neungehuten Anflage.

Das vorliegende Lehrbud) behanbdelt bie Lehrftoffe der allgemetnen Avith-
metif in der durd) den Orvganifationsentwurf fiiv Gpmnafien vovgeseichneten
Reihenjolge. Beim Gebrauche des Budyed an NRealfdulen, fitv welde ber
neue Novmallehrplan einzelnen Pavtien im. Untervichte eine von jener Reihen-
folge abweidhenve Stelle amweist, werden baber bie betveffenben Abjdhnitte
entfpted;enb i verfchieben fein. Diefe Verjchiebungen laffen jich burchgdngig
ohne alle Ynberung unb ohne Stérung des fhitematijchen Jujammenhanges
ausfithren; nuv in dber Theovie der beftimmten Gleichungen beé erften Grabes
mit einer ober mit mehreven Unbefannten miiffen, wenn bdiefelbe vov ber
Potenzlefre porgenommen wird, jene wenigen Sike und Aufgaben, welde fidh
auf bie Recdynungdoperationen bev dritten Stufe bejiehen und in bem Lehr-
buche felbjt burch) ein Sternchen al8 folche begeichnet find, vorldufig iiber-
gangen unb et jpdter bei ber Lehre von Potengen, Wurzeln und Logavithmen
an ben entjprechenden Orten nachgeholt wevrben.

Was den Umfang und bdie Darftellung ber behanbelten Lehritoffe
betvifft, jo find biefelben bis auf folgende Punfte ungednbert geblieben. Die
Lehre von der Convergeny unenbdlidher Reihen wurde weggelaffen, und im Ju-
jammenfhange damit aud) die Binomialreihe fitv negative und gebrodyene Ex-
ponenten. Die imagindren und compleren Jabhlen find im Hinblid auf den
RNormallehrplan fiiv Realjchulen bei ber Lehre von den Wuvzelgrdfen nur
formal behandelt wordben, wdhrend die geometrijhe Darjtellung bdiefer Bahlen
und ber algebraifden Operationen mit denfelben am Schluffe bed theovetifchen
Theile8 ben Gegenftand eined befonderen Anhanged bilbet. Auferbem erbielten
pie Artifel iiber die Theilbarfeit der Bahlen, iiber baé Redmen mit unvoll-
ftinbigen Decimalbriichen, iiber bdie unbeftimmten Gleichungen ded evjten
®rabes, jowie itber bie Lebendverfidherungérednung eine précijeve Fajjung.

®raz, im Diai 1882,
Ber Verfaffer.
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Ginlertung.

S0 Sebes Object, dag ausé Theilen devfelben Avt bejteht ober ansg
folchen beftehend gebacht werden famm, wirdb Grife gemannt. Jebe Grisfe ift
einer Vevmehrung odber Bevminderung fihig. Die Wiffenfhaft von den Grifen
heifit MMathematif.

Die WVienge dev in einer Grife enthaltenen gleichartigen Theile nennt
man die Quantitdt der Grdfe. Um eine Gréfe in Begiehung anf ihre
Quantitit ju beftimmen, nimmt man eine befannte Grife verfelben Art alg
Ginheit an und unterfudht, wie oft diefelbe in der zu beftimmenben Grisfe
enthalten ijft. Der Wusdvrud, welder bdiefes angibt, heift Fahl. ISnjofern
eine ®rife dburd) eine Bahl ausgedbriicdt wird, nennt man fie eine Jahlgrife,

Jener Theil ber Wiathematif, welder fich mit der Unterfudhung der
Bablgrifen befchaftigt, Heifgt Arvithmetif.

§. 2. Jede Bablenbilbung beginnt mit bem Sefen der Ginheit. Sndem
man 3u ber Ginheit nody eime Ginbeit, ju der dbadburdh) gebilbeten Sahl wieder
eine Ginheit und o fort hingujetst, erhilt man die Reibe der natirliden
Baplen.

WMian fonn bdie natiivliche Sablenveihe bildlich davftellen, inbem man auf
eine gevabe Tinie von bem Punfte O aus nach einer beftimmten Ridtung
gleide Stredfen auftvigt; bie Cnbpunfte diefer Streden verfinulichen die anf
einander folgenben natiivlidhen Bahlen.

(bl RO bt L 5 T

Gine folde Linie joll Sahlenlinie Heifen.

Wir werden fpiter, fo wie in dem Gebiete ber Babhlen mneue Jablenformen auftreten
werbenr, aud) an der Bablenlinie das angefangene Bild entprechend vervolljtindigen.

Die Cinbeit felbjt, fowie jebe burch mwieberholted Seen bderjelben
gebilbete Bahl witd eine gange Zahl genannt. Um angugeber, dajé feine
Ginfeit gefetst fei, bedient man fich ded Ausdrudes N ull (0). Die Null ijt
baher af8 ber Audgangdpuntt jeder Sahlenbilbung ju betvaditen.

Modnit, Mithmetit und Algebra. 1
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Sn ber nativlichen Bahlenveibe entfteht jedbe Sahl aus ber vorher-
gebenben duvch Hinjufiigen einer Einheit, und aus der folgenben durch Weg-
neuten einer Einheit. Durd) das Pingufiigen, bejiiglich Wegnehuen einer
Einfeit vor einer 3abhl jur andern fortjchreiten, heifit 3dhlen; bag erfteve
pormwartdzihlen, dad leftere viidwdrtszdhlen. Jened Fann an bev
natiivlichen Bahlenveihe ohne Enbe fortgefesst werden, diefed nuv, big audy die
erjte Cinbeit weggenommen und man gur Null gelangt ijt.

§. 3. Bablen, welche eine bejtimmte Wenge von Einbeiten ausbriiden,
Beiflen befonbeve Bafhlen; fie werven durch Biffexu begeichnet. Jablen,
welde ivgend eine Wenge von Ginfeiten bdarjtellen, Heifen allgemeine
Bablen; fie werden burd) Budftaben ausgedriidt. Bablen, welde erft be-
jtimmt werben follen und daher nod) unbefannt find, bezeichnet man gewshn-
lich mit ben lefsten Budhjtaben ded Alphabetes.

Je nachvem die Avithmetif nur bejondere oder audh allgemeine Sahlen in
Detvadptung zieht, heifit fie bie bejonbeve ober die allgemeine Avithmetil.

§. 4. Wird beim Rahlen die Avt der Einbeit gany unberitdfichtigt ge-
[affen, fo Beifen bie baduvch gebilbeten Bahlen reinme oder unbemannte
Bablen; wird aber beim 3dhlen and) bie Art der Einbeit audgedvitcit, fo ent:
ftehen benannte Bahlen. Man erhdlt vemnach durd) a maliges Sefen ber
unbenannten Ginbeit die unbenamnte Bahl a, durd) a maliges Segen einer
benannten Ginbeit E bie benannte 3ahl aE, in welder E die Benen-
nung heift,

§. 5. Bwei Bahlen (iiberhaupt ywei Grifen), weldpe diefelbe Wenge von
Ginheiten enthalten, Heifen einander gleid). Um anjueigen, bajé a und b
gleich find, {chreibt man a = b; in bdiefem Falle ift immer aud) b=a.
Gin Ausdrud von der Form a = b heifit eine Gleidhung; b = a ift bie
Umfehrung der Gleidung a = b.

Bwei Bablen (iberhaupt gwei Grifen), welde nicht diefelbe Wienge von
Ginfeiten enthalten, Heiften ungleich, uud gwar bheifit diejenige, ju der nod
etwad Bingugefetst werben muis, wm die anbeve herborzubringen, vie fleineve,
bie anbeve die grofere. Dajs a grofer ald b ijt, driidt man durdh a>b
aud; in biefem Falle ift auch b fleincr ald a, wad dpurd) b << a begeichnet wird.
Husbriife von ber Form a>b over b >a nennt man Ungleichungen.

Begeichnen a und b gwet beliebige Jahlen (ober Grisfen), fo mufjg ent-

weber a > b, ober a ="h, oder a << b fein, wefiir man auch jdreibt a%b.

§. 6. Bon gegebenen Bahlen durch vorgejdriebene Verbindung devfelben
ju eimer anbern gefuchten Bahl itbergeben und lebsteve dadburch beftimmen,
beifit vedhynen. Die Bahl, ju welcher man durdy das Rechnen gelangt, heift
pad Refultat ber Redhnung. Jeve Davjteliung einer Rednung in Seichen
Beifit eine Fovmel. Jeve Nechenvoridhuift . fitv welche eine befondeve Ve-
geichnung etngefithrt ift, Heift eine Opevation.
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Sn etne Bahlenverbindbung an die Stelle der allgemeinen Sahlen (Budy-
ftaben) bejonbere Bahlenwerte fepen, und mit bdiefen bdie vorgejdyriebenen
Recdhnungen ausfithren, Heift jubftituieven. .

Dag Bdhlen ift bie einfachfte Avt bed Rechnens; alle anbeven Redh-
nungdopevationen finnen bavaus abgeleitet werben.

Dag Fortidreiten in bev natitvlichen Bahlenveihie wvon einer gegebenen
Babl aué um eine gegebene Jahl von Einfeiten Peifit die Addition; bdie
Umfehrung diefer Opevation die Subtraction. Die Abbition gleicher Sahlen
beift Wultiplication, und bie Umbehrung derfelben Divijion. Die Mul-
tiplication gleicher Bablen fithrt auf Bahlen hiheven Ranges; bie Redynung,
purd) weldhe biefe gefunben werben, beifit bie Potenjierung, aud beven
Umtehrung fidh bie Radicierung (bad Wurzelausziehen) und bie Loga-
vithmierung evgeben,

Die Gefese ber hier angebeuteten Opervationen zu unterfuchen, bilbet
die Hauptanfgabe ber Arithmetif. Die Lehre iiber die Anwendung biefer
®ejette auf die LWjung von Aufgaben, inbem man bie Veziehungen zwifdien
pen unbefannten und befannten Bahlen durcdh Gleidhungen ausdbriidt und aus
biefen die TWerte fiiv bie unbefannten Babhlen jucht, Heift Algebra.

Hinfig werben biefe beiben Theile der WMathematif al8 Ganged mit bem gemeinjdhafts
fiden Mamen allgemeine Arithmetil begeidynet,

§. 7. Die Mathematif ftist ihre Lehren auf gewiffe Sike, bdie man
unmittelbar al8 wahr anerfennt, die baher nicht bewiefen ju werben braudyen,
aber auch nicht bewiefen werden fBunen. Soldhe Grundwahrheiten werben
Grundfite (Uriome) genannt.

Siitze, deven Richtigleit evjt aud anbern, beveitd ald wabr anerfannten
Sigen hergeleitet werben mufs, heifen Lehrfifie; diefe miiffen bewiefen
werbern.

Gin Sats, befjen Wahrheit fich aud der Grfldrung eined Begriffed ober
aug einem evwiefernren Satie unmittelbar evgibt, heift ein Folgefas.

§. 8. Allgemeine mathematijde Grundfdge.

1. Qeve ®rife ift fich felbft gleich.

a—a

2. Gind zwei Grdfen einer dritten gleich, fo find fie audy unter ein-
anber gleich.

St a=c unb b=c¢, fo ift aud) a = b,

3. Werben mit gleihen Grofen gleiche Verdnberungen vorgenommten,
fo erhilt man gleidhe Grdfen.

4. Dag Gange ift gleich allen jeinen Theilen ujammengenommen.

5. Dag Gange ift grofer ald ein Theil besjelben.
li‘
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6. 3ft eine Grife einer weiten gleid), diefe aber eimev britten ungleidh,
fo ift aucy bie erfte bev britten ungleidh, und jwav mit demjelben Ungleich-
Heitdeichen.

Sftie—="b, St = b
b>c, b=y
jo ift audhy a >c. jo ift aud) a<<e.

7. Sft eine Gvdfe grifer (ober Hleiner) alg eine jweite und diefe tvieber
guifier (ober Fleiner) al8 eine buitte, fo ift um fjo_mefhr audy bdie exfte Grisfe
grifier (ober fleiner) al8 bie britfe.

3t a>h, St ai<< b,
b>c, b<Ce,

fo ift aud) a>e, o ift aud) a <<e.



Eriter Abjchmitt.
Aodition und Subtraction.

I. Aodition mit abfolnfen ganjen 3ahlen.

8191, ,811 einer 3ahl a eine 3ahl b abbieven heifit, eine
Rapl c fuchen, weldhe fo viele Cinbeiten enthdlt, al8 a undb b jufammen.
Man fdreibt a -~ b=c und nennt a und b bic Summanden unba + b
bie Summe; c Heift der Wert ber Summe.

Um anjuzeigen, baf8 eine Zablenform ober Sabhlenverbindung al8 ein
®anges, ald eine eingige 3ahl augefehen werden foll, jdlieft man biefelbe
jwifden Rlammern ein.

Der Wert ber Summe a - b fann hiernadh) aud) dburdy ben einge-
flammerten Ausbrud (a 4 b) davgeftellt werden.

Wm bie Adbdbition weier Zahlen a und b auszufibhren, jdreitet man
in bev Zahlenveihe von a ausgehend um jo viele Cinheiten vormivi, alé threr
b enthilt; bie Babl, su der man daburd) gelangt, ift bie gejudite Summe.

Jolgefoh. It ein Summand 0, jo ift bie Summe dbem an-
bern Gummanben gleid).

O4+a=—a, a+0=a 04+0=0,

2. Unter ber Summe mehrever Jahlen verjteht man die Summe,
weldye erhalten wird, indbem man ju ber Summe ber beiben erften Bablen die
britte, ju Der neuen Sumume bie vierte Rahl u. . w. adbdiert. €S ift bemnach

at+b+e=@+b)+tec
at+b+ec+d=[@a+b)+ec]+d, uif

§. 10. Gine Summe, welde entjteht, inbem man bdiejelbe allgemeine
Babl Bfters als Summand fekt, wird abgefitvzt dadburd) bejeidnet, baf man
die allgemeine Bahl nur einmal anfdyreibt und ihr bdic Fahl vorfest, welde
amgeigt, wie vielmal bie alfgemeine Bahl ald Summand vovfommt; 3. B.

at+a-ta-+4 a4 a=>Ha.

3n bem Augdbrude Ha Reifit taun a bie Hauptgrdfe und 5 ber
Coefficient.

Dexr Coefficient fann audy eine allgemeine Babhl fein; 3 B.

ma=a-a-a-4a- .. (mmal).
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Yuspriicfe, welche bdiefelbe Houptgréfe Hakben, heifen gleihnamig,
3 B.5a und 6a, 3x und x. Ausdriide, welche verjchicdene Hauptgréfen
Haben, Geifen ungleidhnamig, 3. B. 3a und Th, 5x und 5y.

8. 11. Gine Summe bleibt unverdndert, wenn man die Sum:
manben unteveinander vevtaujdht. (Tas Commutationdgejess dev
Adbdition.)

a+b=>b+ a
a+tb+e=at+c+b=btatc=b+cta=...

Denn die Anzahl der in den Summanden enthaltenen Einbeiten bleibt
piefelbe, in weldher Reihenfolge fie audy vorfommen migen; es mujs baler
audy der Wert der Summe bderfelbe bletben.

Perbindung der Addition mit fiy [elbft.

§ 12. 1, 3u einer Summe wird eine Jahl abdbiert, indem
man fie ju einem ber Summanbden adbbiert.
@+b+e=@+c)+b=a+(b+o)
2. Bu einer 3 abhl wird eine Summe abdiert, inbem man bdie
Gummanden eineln abdiert,
at+b+e)=@+bl+c=@a+c)+b
Die Richtigleit diefer jwei Sie, weldhe die Afjociationdgefefpe dber
Adbition bilden, folgt unmittelbar ausd dbem Commutationsgejepe in §. 11.
§ 13. Gleidnamige Augdriicde werden adbbiert, indem man
ihve Goefficienten abdbiert und bdie erfaltene Summe bev gememfo‘,mft[:d;en
Houptgrife vorjetst.
ma +na = (m 4 1) a
Beweis, ma —=a +a -+ a -+ .. (mmal),
na=—a-+a-+a-+ .. (nmal),
paher ma +na—=a+a-+a-+ .. (m-+4 nmal) = (m 4 n) a
3.8 .32+ 4a=(3+4) a="Ta.

Berbindung von Gleidyungen und Hngleichungen durdy die Addition.

§. 14. 1. Gleides 3u Gleicheim abdiert gibt Gleiches.
3ft a=Db,und f=4d, o ift a4+ c=Db 4 d.
olgt unmittelbar aud §. 8, 3.
2. @leiches 3u Ungleichem adbbiert gibt Ungleidhes mit bems
felben Ungleichheitszeiden.
Sta>b,ude=d foiftat+c>b-4d
Beweis, €8 fei w die Zahl, weldhe man zu b addieven mujé, um a ju
erhalten, alfo a=Db 4 w, fo it nadh) 1. a +c¢=b 4 w4 d. RNun ijt
b+wt+d>b-+4a & 8 5), folglih audh a + ¢ > b -+ d.
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3. Ungleiches su Ungleidhem mit bemfelben Ungleichheits-
geidpen abbievt gibt Ungleidhes mit eben jo geftelltem Ungleidh-
heitdzeichen.

Jft a>Db, unb e>d, o ift a +c>b 4 d.

Beweis. €8 jet e=d + w, fo hat man nadh) 2. ate=b-+d+w
Nun ift b+d+w>b-+d (8§ 8 5), folglih um fo mehr a+e>b |} d
§. 8 1.

I1. Subfraction mit abfoluten gangen Jahlen.

§. 15. Bon einer 3ahl a eine Zah( b jubtrahieven Heiftt, aus
a al8 der Summe jweier Sahlen und b als dem einen Summanben ben anbern
Summanden ¢ fuden. Man {dreibt a — b =¢ und nennt a den Mi-
nuend, b ben Subtrahend und a — b die Differen; ¢ odber aud der
eingeflammerte Yusdbrucd (a — b) Jeift ber Wert der Differen;.

Gine Differens ift aljo ein Ausdbruc fiiv diejenige Sabhl, zu
weldier ber Subtrahend abbiert dben Minuend gibt; ober ed it
(a—b) +b=a.

Um bdie Subtraction jweier Bablen a und b augzufithren, fdrveitet
man in ber Bahlenveihe bvom Wiinuend a aqud um fo viele Ginbeiten zuriid,
wie per Subtvahend b angeigt; bie Babl, zu welder man dbadburch gelangt,
ift bie gejuchte Diffevens.

Die Subtvaction fann an der natitvlichen Bahlenveihe nur bdann aud-
gefithrt werben, wenn ber Subtrahend nidht gudfer als der Winuend ift, inbem
man fonft, weil bie natiivlicdhe Zahlenveibe riidmirts mit O abbricht, vom Wii=
nuend nidht um fo viele Einbeiten uriidchrveiten Idnnte, wie der Subtvahend
angeigt,

Bei den folgenden Sigen werben wiv daher vorlinfig vorausiesen, dbajs
bie Subtvahenven der vorfommenden Differenzen nicht grifer alg ihre M=
nuenben {ind.

§. 16. Aud bem Begriffe der Subtraction ergeben fidh nadyftehenbde

Jolgefie: 1. Adbiert man zu ber Differeni zweier Sahlen
pen Gubtrahend, fo erhdlt man ben Minuend.

(a—b)+b=a.

2, ©Gubtrahiert man von dber Summe zweier Sahlen den

einen Summanbden, o erhilt man dben jweiten Summanben.

(a+b) —a=h, (a +b) —b=a,
3. Cine Bahl bleibt unverdnbert, wenn man diefelbe Babhl
ju ihr adbbievt und von ihr fubtrahiert.
a=(a-+hb) —b, a=(a—b) -+ b
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Die Adbdition undb die Subtraction find bemnach einander emtgegen-
gefefst; lestere ift eine inverje Operation der erfteven. Jn ber commu-
tativen Gigenjdaft ber Abbdition liegt der Grund, bdafd ed zu derfelben nur
eine inverfe Operation gibt; e8 ift gleihviel, ob der erfle ober ber jweite
Summand gefudht wirb, ba"man beide unter fidh vertaujden faun.

4. Jijt ber Subtrahend dem Minuend gleidy, jo ift bie Dij-
fevens gleich Mull

a—a=~0.

Bl ftiber @ul’atmf)enb 0, fo ift bie Differens bem M-

nuend gleid.
a—0=a 0—0=0.

Perbindung der Subtraction mit ficdh felbff nnd mit der Addition.

§. 17. 1. Don einer SGumme wird eine 3ahl fubtrahiert,
inbem man f{ie von einem ber Summanben jubtrahiert.
@a+b)—ec=(@a—c)+b=a+ (b—e).
© Beweis, a) Soll (a —c) -+ b bie ridtige Diffeveny ber Zahlen a b
und ¢ fein, fo mufd man, wenn man ju ihr den Subirvahend ¢ addiert, den
WMinuend a | b erhalten (§. 15). Nun ift wirklich
f@—c¢)4+bl+e=1{a—c) + ¢} +b(§12, 1) =a-+tb (§ 16, 1),
alfo (a — ¢) + b.eine vichtige Lojung dber Aufgabe.
b) Gbenjo it
ot - dj+c—at(b—0+c §121)=a+b(§161),
alfo ift aud) bie zweite Form a + (b — c) ber Differen; richtig.
2. Bu einer Zahl wird eine Differeng abbdiert, inbem man
ben WMinuend abbiert und den Subtrafhend jubtvahievt.
at+(b—c)=@m+b)—c=(a—c)+ Db
Grgibt fich burch Umbehrung aus der in 1. bewiejenen Gleichung.
Jolgefa. Soll ju einer Bahl eine jmweite abbiert, und eine
britte bavon fubtvabievt werden, fo ift e8 fiir dbad Refultat
gleidygiltig,in welcher Reihenfolge manadbiert ober jubtrahiert.
§ 18. 1. Bon ciner Fahl wird eine Summe fubtrahiert,
tnbem man bie Summanbden eingeln fubtvabhievt.
a—b-+e)=(@—Db)—ec=(@—c)— D
Beweiz, Sowohl (a3 —b) —ec al8 (a —c¢) — b entfpridht der in
§. 15 fitr bie Diffeven; aufgefteliten Grfldrung. Denn e§ ijt
(a—b)—ct+ b+ =0b-+c+{a—b—ec § 11
=(b+0o—c)+(a—Db) § 17 2)
=b4 (a—hb) § 16,2) =a (§ 16, 1).
Auf gleiche Weife erhdlt man aud :
fa—ec) —bl+ (b+c) =a
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2. Bon einer Diffeven; wirb eine Zahl jubtvahiert, indem

man fie von dem Weimuend jubtrvabiert, ober ju bem Subtvahend abbiert.
(a—b)—c=(@—c¢c)—b=a—(b-c).

Folgt durdy) Umfehrung aug 1.

Jolgefoh. Sollen von einev Zahl zwei Zahlen jubtrvahievt
werben, {o barf man entweber biefelben eingeln in beliebiger
Jeihenfolge, odber aud fogleich ihre Summe jubtrahierven.

§. 19. 1. Bon einer Zahl wivb eine Differen; jubtrafhiert,
inbem man ben Minuend fubtvahiert und den Subtrahend abbiert.

a—(Mb—e¢)=(@—b)+ec=(a-+c)—b

Beweis, E3 ijt foiwohl

{@—b) +o+(b—0)=(@a—b +lct (b—0) & 12 1)
=(a—Db)+b (§ 16 1) = a,
als aud
{a+c)—bl+ (b—c)=[{(a+c)—b} +b—c (§& 17,°2)
—=i(a -+ ¢) —c (8§16, 1) = a (§ 16, 2).

2. Bu einer Differens wirb eine Zahl abbiert, indbem man fie

su bem Winuend abbiert, ober von bem Subtrahend jubtvabiert.
@a—b)+ec=(@4+c)—b=a— (b —c).

@rgibt fich durd) Umfehrung aus 1. -5,

§ 20. 1. Gine Summe bleibt unbverdndbert, wenn man ju
pem einen Summanbden eine 3ahl adbdiert und von bem anbderen
Summanben diefelbe Bahl jubivahiert.

@8 ijt
at+b=at{(b—c)+ec} (§163) =(@aa+c)+b—c)(§122);
a+b=a+ {(b+4 c)—ec} (§16,3) = (a—c)+ (b+0) (§.17,2).

2. Gine Differens bleibt unverdndert, wenn man ju dem
Minuvend und pem Subtrahend diefelbe Zahl abdbiert, ober von
beiben biefelbe Bahl fubtrahiert.

@8 ijt
a—b=a—{b+c) —c}(§163) =+ c)—b+0)(§19 1);
a—b=a—{(b—c)+c}(§163) = (@—c)—(b—rc) (§181).

§. 21. Gleidhnamige Ausbdriide werben jubtvahievt, indem
man_die Coefficienten fubtrahiert und bie erhaltene Diffeven; der gemein-
fdhaftlichen Hauptgrife vorfest.

ma — na= (m — n)a.

Beweis. ma —=a +a-+a- ... (mmal)

na=—a-+a-+a-4 ... (nmal
bofer ma —na=a-4+af a4 ... (m—n) ml= (m —n)a.
24 Hak—a— (b —2)a=8a




10

§. 22. ©ollen in einer burdh) die Beichen + und — vorgejdhriebenen
Berbindbung von Sahlen die daduv) angeseigten Opevationen in der Reihen-
folge, tvie diefe Bahlen mit ihren Beichen vom linfs nad) rechtd vorfommen,
bollzogen werben, fo fann man, ofne der Veftimmibeit dadbuvch Abbruch u
thun, die Rlammern weglaffen. Hiernad) fann man

[@+Db)+clt+d=a+t+hb+tec+d
[(a@a—Db) +ec]—d=a—Db-+4+c—d,
[@—Db) —e] —d=a—b—c—d jefen

Gin Rablenausdbruct, weldher mehreve durdy Addition und Subtvaction
perbunbene Beftandtheile enthilt, Beift ein mehrgliedbriger Ausdbrud
ober ein Polhnom. Die einjelnen Beftandiheile feifen Glieder, und jwar
bie mit bem Beichen -+ vevfehenen die adbitiven, die mit dem Beichen —
verfefenen die fubtractiven Glieber des Ausbrudes. Dad mit feinem
Beidpen verfehene exfte Glied wird al8 additiv angefefen.

Gin weigliedbviger Ausdruct wird insbefondere ein Vinom, ein breis
gliedviger ein Trinom genannt. Gin Ausbrud, welder nur ein Glied ent=
Dilt, eift ein eingliedbriger Ausbrud oder ein Ponom.

Solgefie. 1. Sn einem mehrgliebrigen Ausdrude ift die
Reihenfolge bev abditiven und jubtractiven Glieder gang wills
fiivlid.

Folgt aue §. 11, § 17, Folgel. und §. 18, Folge.

2, Jeber mehrgliebrige Husddbrud (dj8t jidhin eine Diffeveny
perwanbeln, deven Minuend die Summe aller adbdifiven, und
peren Subtrahend die Summe aller jubtractiven Glieber ift

a+b—ct+d—e=a+t+bt+d-—c—e
=@+b4d —(c+ e (§ 18, Folgef).

§ 23. 1. Bu einer Babhl wivd ein mehrgliebriger Ausbrud
abdiert, inbem man die ®lieder bedfelben eingeln zu ber Bahl abbiert ober
von ifr fubtvabiert, je nachdem fie in dem Ausdrude additiv oder fubtvactiv
borfommen.

atb—c—d+e—f)=a+b—c—d4e—*

Beweis, a - (b—c—d + e —f)

—=a 4 [(bFe) —(Fd+ D] § 22 Folgef. 2)
=fat+b+el—(C+d+DH § 17,9
=at+bte—c—d—f (§ 12 2 md § 18 1)
—a+b—c—d+t o— £ 22 Folgel:; 1)

2. Bon etner Zahl wird ein mehrgliedriger Ausdrud fub-
trafiert, inbem man die Glieder desfelben eimgeln von der Bahl fubtvahiert
ober 3u i adbdievt, fe nachbem fie in bem Uusbrude additiv ober jubtvactiv
porfommen.

a—b—c—d+e—f)=a—b+ctd—e+f
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Der Beweisd wivd dhnlich, wie bei bem vorhergehenden Sape, gefithrt.

§. 24. 1. Jeber mit Rlammern eingejchloffene Ausdrud fann ohne Klam-
mern bavgejtellt werben, inbem man, wenn vor der Klammer dad Beichen +
fteht, bie Rlammern ohne alle weitere Vevinberung wegldjét, dagegen, wenn
por ber Rlammer dag Jeichen — fteht, allen Gliebern, die eingefchlofien waven,
pie entgegengefetsten Seichen gibt.

PWean nennt bdiefe Umformung dag Aufldjen dber Klamntern.

3. 8. a — [2b 1L (3 — 4d)]

=a—[2b + B¢ — 4d]
= a—2b—(3c + 4d.

2. Umgetehrt fonnen in jedem mehrgliebvigen Ausdrud mehreve Glieber
in eine Rlammer gefest werben, inbem man, wenn dbie Klommer nach dem
Beident | beginnt, alle Glieder mit unverindberten Seichen innerhalb derfelben
folgen [ijst, bagegen, wenn bie Rlammer nady dem Beidien — beginnt, jebem
ber eingejdhloffenen ©licder Dad entgegengefeste Seichen giebt.

3. Gin mehrgliedbriger Ausdrud, in weldhem gleidhnamige Zahlen vors
fommen, with auf einen einfacheven Anusbrud vedmcievt, indbem man juerft
bie abbitiven, bann bdie fubtvactiven gleichnamigen Hahlen abbdievt, und bie
jweite Summe von bev erften jubtvahiert. 3. B.

6a — bHa — 3a -+ 8a — 2a = (6a + 8a) — (ba | 3a + 2a)

= 14a — 10a = 4a. ’

Berbindung von Gleidhungen und HUngleidpungen durdy die Iubiraction.

§ 25. 1. Oleidyes von Gleidhem jubtrahiert gibt Gleidhes.
Jta=bmbec=d, jo it a—c=b-—=d

Flogt unmittelbar aus §. 8, 3.

2. ®leidhed von Ungleidhem fubtrahiert gibt Ungleichesd
mit bemijelben Ungleichheitszeidhen.

Jta>bund e=4d, joift a—c>b—ad

Beweis. Wire nidht a —e>b — d, jo mitjéte a — c =b — d fein;
pann wdve begitglich anud) (@ —¢) +e¢=(b—d) +d (§ 14, 1 und 2),
baher a < b (§ 16, 1), was gegen die BVorvausjepung ijt.

3. Ungleidhed von Gleichem jubtrahiert giebt Ungleiches
mit entgegengefetem Ungleidyheitdzeichen.

fta=bud c>d, jo ift a —c<<b—d.

Beweis. Wire a — ¢ = b — d, fo miifste in beiben Fdllen (2 — ¢)
+e>((hb—d) 4+ d(§ 14, 2 und 3), vaher a=b (§. 16, 1) fein, was
gegent bie Vovausjesung ift.

4. Ungleiches von Ungleichem bei entgegengefesten Un-
gleidheit8zeidhen fubtvahiert gibt Ungleidhesd mit dbem - Un-
gletchheitdzeichen bes Minuends. .
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Jta>bunb e<<d, fo it a—e>=>b — d.
Beweis. Wire a — ¢ =b — d, fo miiféte in beiden Fillen (a — c)
+e<<(b—d)+d (§ 14, 2 und 3), daher a << b (§. 16, 1) fein, was
gegen bie Borausfesung ijt.

III. Grweiferung ves Bahlengebietes durd die Subfraction.
1. Jiegative Bahlen.

§. 26. Digher wurde (§. 15) bei jever Diffeveny a — b die BVoraus-
fegung gemacht, daj8 ber Subtrahend b nidht gréfer ald ber Mimuend a ift.
3t b > a, o ijt die gejudhte Differeny a — b in der Reihe der natiivlichen
Bablen nicht ju finben; die Subtraction ift in biefem Sahlengebiete unmiglich.
Soll bie Subtraction fiiv gans beliebige Werte bed Miinuendd und bed Sub-
trafends mdglich gemadyt werden, fo find wiv gendthigt, unfer Bahlengebiet
au ermeitern und in dasfelbe a — b fiiv den Fall, bajs b > a ijt, ald eine
neue 3ahlenform aufjunehmen. Diefer neuen Sahlenform ierden wiv
eine jolche Bebeutung geben, bajé die Gefetse, welche bei ber Subtvaction fiiv
bie al8 natiivlihe Bablen vorausgejesten Diffevenzen entwidelt wurben, aud
fitv bie neu etngefiihrten Bahlen ihre Giltigleit behalten. (Princip der Ei-
haltung ber Opevationdgejete.)

Wendet man auf die Differeny a — b, wo b =a -+ n fei, den Saf
in § 18, 1. an, fo erhilt man

a—b=a—(@-+1n)=(@—8—n=0—mn,
ober, wenn man die Diffeveny O — n durd) — n ausbritdt,
a—b=—n

Die mit dem Borvjeiden — verfehene Zahl — n nennt man eine
negative 3ahl. Sm Gegenfage ju den negativen Bahlen werben bann bie
bigherigen 3ahlen dber mnatiivlichen Bahlenveihe pojitive Bahlen genannt
und ald jolche mit bem BVorzeichen - verfehen.

Die Beveutung einer negativen Jahl ergibt fich aus der Gleichung
0—n=—n, aug8 welder nach dem allgemeinen Begriffe einer Diffeven;
(=1n) +0=0
folgt (§. 15). Gine negative 3ahl — n bebeutet aljo eine 3ahl, weldpe
mit dev natiirlichen (pofitiven) Bahl n dburd) bie Abbition verbunben O gibt,
Da fih hiernad) die Sablen + n und — n in ifrer Veveinigung durdy bdie

Adbition gegenfeitig aufheben, Heifien fie einanber entgegengejehit.

Um bie pofitiven und bie negativen Sablen an einev einigen Safhlens
reibe bavuftellen, braudyt man nur die uvipriingliche Reihe der Zahlen, weldhe
von O aud durd) bad Bovwivtszihlen gebilbet wurben, fo zu erweitern, bajs
bag Bdhlen im entgegengejehten Sinme, b. i. bag Riickwirtssibhlen, weldes
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bigher bei O feine ®venge fand, nun auch itber O hinausd und jwar in den
negativen Saflen fovtgefett wird, Dabuvd) entjtelt die jwetfeitige Sahlenveihe

voo —4,—3,—2,—1, 0, +1, 42, 13, +4,...,
in welder je swei vovwdrts und riidwdrtd von O gleichmeit abjtehenbe Sahlen
einander entgegengefest finb.

Die Gier begriindete Eriveiterung de§ Sablengebietes ({8t fih gany ein-

fach) an der Bahlenlinie verfinnlichen.

-5 -4 —3 —2 —1 0 1 42 43 44 45

y 0 x

m von der Bahl 5 bie 3ahl 3 ju jubtrabieven, jhreitet man vedts in
per Bablenlinie von ber Stelle 5 um 3 Einbeiten zuritd; moan gelangt u
per Stelle x, und e ift x =5 — 3 = 2.

3t umgefefrt von der Zahl 3 bie grisfere Zahl 5 ju fubtrahieven, jo
mitféten, damit die Subtraction ausgefithrt werben fdnne, linfs von O nod
PBuntte liegen, ju weldhen man dann durd) bad Fortjdreiten nady riidwdris
gelangen wiivbe. BVerliingert man dafer dbie urfpriingliche Sahlenlinie itber ben
Anfangspunft O Hinaus in der entgegengejesiten Richtung, trdgt aud) Hier
gletdh qrofe Streden auf und fchveitet fjobann von 3 aug um 5 Einbeiten
juriid, o gelangt man ju der Stelle y, und ed ift y =3 — 5; su berfelben
Stelle fommt man audy, indbem man von 3 aud uerjt um 3, und dann nod
um 2 Ginheiten juviidjcdhreitet; mithin ift audh y=3 —3 —2=0—2,
wofiiv man — 2 jdreibt; folglih 3 — 5 = — 2.

Durdh diejelbe Schlujdweife iiberzeugt man ficdh, dajs je zwei gleichmeit
vom Nullpuntte entfernte Stellen der Sahlenlinie duvdh diefelbe Jahl bezeichnet
werben, baf8 jedoch die Sablem, weldhe auf devjenigen Seite, bie ber urfpriing-
lichen Niditung entgegengejefst ift, liegen, das beftindige Vorzeidhen — haben.
Dann mufé man aber ven Sablen in der urfpriinglichen Ridhtung der Sahlen-
linte bag Vovgeidhen + geben; denn {dhreitet man von O in dev urfpriinglichen
Ridhtung um 2 Einfeiten vormdirts, jo gelangt man ju der Stelle 0+ 2 =42,

§. 27. Die mit Borjeichen verfehenen Bahlen iwerben relatibe ober
algebraifde Zahlen genannt, im egenfake su ben Bahlen ofne Bor-
seichen, weldie abjolute Sahlen heifen.

Jede algebraifdhe Sahl befteht aus einem Vovzeidyen und einem ab-
joluten Werte.

Das Borgeiden - pflegt man afs felbitverftindlich dort wegsulaffen, wo e8 ofme
Stirung des Sinnes und des Bujommenhanges einer Redmung gejdhehen fann.

§. 28. Orbfen, wie Bewegung nad) vorwdrtd und nad) viidmwdrts,
Steigen und Fallen, Bermdgen und Schulben, Hohe itber undb unter dem
Deeevedipiegel, Beiten vor und nach Chrijti Geburt u. bgl., weldhe in dem
einent unb in bem entgegengejesten Sinne gezdhlt werden fonnen, jo dajs gleid)
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piel von beiben Bihlungen O gibt, heifen entgegengefeste Grifen. Jn
ber WMathematif bejeichnet man bdie eine von zwei entgegengefetten Grifen,
gleidhviel welde, aber confequent, mit -}, bie anbere mit —.

Hitte man 3. B. bie Beit, wann ein Creignid C ftattfand, ausd folgen-
ber Angabe ju vedhnen: a Jnbhre nad)y Chrijto fand ein Creignid A jtatt, b
Jabre fpiter ein Greigni8 B und e Jahre frither ald@ B bad Ereignis C; fo
wirve ber gefuchte HBeitpunft x —=a | b —c. RKdme nad) Einfjesung ver
Werte filr a, b, ¢ ein Refultat — n zum Voridein, jo hiefe dies: bag Er-
eigni8 C fanb n Jahre vor Chrifto ftatt.

Allgemein: Gin negativer Wert —n fiiv eine gejudite Grife x be-
beutet ftets, bajs bie Grife gemeffen wird dburch n Einheiten, aber in einem
Sinne, welcher bem urfpriinglich in die Redynung eingefiihrien entgegengefest ijt.

2. Mdbition und Subtraction mit algebraifdien gangen Sahlen.

§. 29. Der purd) die Aufnahme der negativen Bahlen erieiterte Jahl-
begriff hat jur Folge, dafs audy die Begriffe dber Operationen an-
gemefien evweifert werben miiffen, bamit fie aud) auf algebraifde Bahlen
onwenbbar werder.

Bwei algebratfde 3ahlen adbieven Heifit bdiejenige Bahl judhen,
weldie fo viele pofitive und o viele negative Ginbeiten enthlt, als bie beiben
Summanven jujommen. Diefer Gridrung gemdf mufs bie in §. 9, 1. fitr
‘bie Ausfithrung der Addition gegebene Vorfcbrift bei algebraifchen Bahlen
babin ermeitert werben, baj8 man in ber Bahlenveihe vom erften Summand
oud in berjenigen Richtung, weldhe bad Bovzeichen bes zweiten Summands
angibt, wm o viele Cinfeiten fortdhreitet, wie bder abjolute Wert bdiejes
sweiten Summands angeigt.

Folge[ae. 1. Abbition einer pofitiven Babl ift AUdbbition bes
abjoluten Werted berjelben; Abdition einer negativen Sahl ift
Subtraction ped abjoluten Berted dperfelbem.

; Beveutet b eine abjolute Rabl, fo ift

at (+b)=at+b  st(—b=a—h
2. Awei gleidhbegeidhuete Jahlen werdben abdbiert, inbem man
ihre abjoluten Werte abbiert und bdiefer Summe bdas gemeinfdhaftliche Bor=
seidhen , gibt.
(+8) + b=+ @+b, (—8+(b=—@+Dh)
3. Bwei ungleid beseidhnete Bahlen werben abdbiert, indem
mart den fleineven abjoluten Wert von dem griferen jubtvahiert und bdiefer
Diffevens dag Borjeichen bes grisferen abjoluten Wevted gibt.
(4 a) + (—b) =+ (a — b), sber = — (b —a),
(—8) 4 (4 b) = — (a—b), sber =+ (b— a).
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4. Awei entgegengefeite Bahlen geben zur Summe Null
(heben fidhy gegenfeitig auf).

S ) a) = 0, (= a) (o a) =0,

§. 30. Fiir a8 Subtrafhieven algebraifdher Zabhlen Dleibt bie
in §. 15 aufgeftelite allgemeine Grifdrung unvevdinbevt giltig. €8 bdarf nur
bie bort fiir die Ausfiihrung der Subtraction gegebene Vorjdyift bei
algebraijdhen Bahlen bdahin ausgedehnt werden, dafd man in der Jahlenveihe
pom WMimuend aud in derjenigen Ridtung, weldhe ber durch bdas BVorzeichen
pes Gubtrabends ausgedviidten entgegengefelst ift, um fo viele Ginbeiten fort-
fchreitet, tie der abfolute Wert bes Subtrahends anjeigt.

Folgefige. 1. Subtraction einer pofitiven Jabhl ift Subtrac-
tion ded abfoluten Werted berfelben; Subtraction einer nega-
tiven Bafhl ift Adbdition ded abfoluten Wertes berjelben.

Bebeutet b eine abjolute Zabl, jo ijt

a— (+b)=a—b, a— (—b)=a-+ b

2. Bwei algebraijde Zahlen werben jubtrahiert, inbem man
sum unverinbevten Minuend den Subtvahenb mit entgegengefebstem Bovzeichen
abbievt. .

(+a) — (+b) = (+2a) —b= (4 a) + (= b) (8 29, Folgef. 1),
(+2a) — (—b) = (+a) + b= (+ 8+ (+b),
(—a) = (+b) = (—a)=b=(—a)+ (=),
(—a) — (=b) = (—a)+b= (=28 + (+b)

§. 31. Gine Summe, deven Summanbden algebraifde Sabhlen jind, Heifit
eine algebraifdhe Summe; 3 B.

(+8) (= b) 4 (=) () 4 (— 9.

Die Diffeven; je sweier algebraijcher Saphlen fann ald eine algebraijdhe
©umme bavgeftellt werben (§. 30, Folgef. 2).

1. Jedber mefhrgliedrige Husdbrud fann in eine algebraifde
Summe vermwanbelt werben, inbem man die Rechnungdzeichen ald Bor=
seichen betvachtet und bann bie Rablen al8 Summanden annimmt.

a—b—c+d=(+a) + (= b+ (—o+ (+ d).

olgt aud §. 29, Folgef. 1.

2. Jebe algebraifde Summe fann in einen mehrgliedbrigen
Ausdbrud verwanbdelt werben, indem man bie Additionszeiden und bie
Klammern weglijét unb bann die BVovzeidien ald Redymungszeichen anjieht.

(8} (—b + (— e+ (+ d)=8a—b—c 1 d

Folgt aus 1. N

3. CGine algebraijhe Summe bleibt unverdnbert, wenn man
bie Summanben unter einander vertanjdt.

golgt aud 2. und 1. mit Buziehung bes §. 22, Folge. 1.

§. 32. Man ift iibereingeformmen, bei algebraijdhen Summen bdie Abbi-
tiondzeichen unb die Klammern filr die einjelren Summanbden wegjulafjen. Jn
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biefer Fovm untevjdheidet fich eine algebraijche Summe von einem mehrglie-
prigen Ausdbrude nur dbadurch, dajs die Redynungszeichen +— und — bes leb-
teven i ber erfteren al$ Vovzeichen, b. i. bie abditiven und fubtvactiven
®lieder ded lehteven in ber evftevem begiiglich al8 pofitive und negative Sum-
mandent 3u betvacdhten find. Auj den Wert Deider hat diefe veridhieverre Be-
peutung der Seidben, wie aud §. 29, Folgejats 1, erhellt, feinen Einflufs.

Davaud folgt mit Ritdficht auf §. 23, 1 und 2:

1. Bu einer 3abhl wird eine algebraifdhe Summe adbdiert,
inbem man ifve einzelnen Summanden mit unverdnderten Bovzeihen zu der
Bahl hinzufiigt.

2, Bon einer 3ahl wird eine algebraifde Summe fubtra-
hievt, inbem man ifre einelnen Summanden mit entgegengefetsten Vorzeicdhen
su der Babl hingufiigt.

§. 33. Alle filr bie abjoluten Bahlen abgeleiteten Sile itber bie
Summen und Diffevengen laffen fih [dlieflich auf dag Commutationdgefes
per Adbitton (§. 11) suviidfiihren. Diefed Gejets gilt aber (nach §. 31, 3)
audy fitv algebraifhe Bahlen; folglih gelten alle bidher fiiv die abjo-
Tuten gangen 3ahlen evwiefenen Sie aud fitv diealgebraijden
gangen Sahlen.

Bufige. 1. Die Ungleichheit zweier Zablen (§. 5) mujs nun dahin er-
fldvt werben, dajé von jwei Bahlen diejenige die Fleineve ijt, ju welder man
eine pofitive Bahl addieven mujs, um die andeve zu erhalten. 3Ift m > n,
jo ift —m < —n. Ferner ift allgemein +~m >0, —m <O und
—m << + n.

2. Die vorftefende Crfldrung mujé man fejthalten, wenn bie Séfe iiber
bie Berbinbung von Gleichungen und Ungleidhungen duvch bdie Abbition unbd
Subtraction (§§. 14 und 25) auf algebraijdhe Sahlen ausgedehnt werden jollen.



Btweiter Abjdynitt,
Hultipleation und Bibision.

- L Adinltiplication mit abfoluten ganjen 3ahlen,

§. 34, 1. Eine Bahl a mit einer 3ahl b multiplicieven Beift
a fo vielmal al8 Summand fesen, al8 b Ginheiten enthilt. DVran nennt a den
Dultiplicand, b ben Multiplicator und beibe Factoven; die Sabl,
weldye man dburdy vas Multiplicieven erhilt, heift dag Product. Das Pro-
buct ift bemnad) eine Summe gleicher Summanden; der Multiplicand ift einer
biefer gleidhen Summanbden; der Multiplicator jeigt am, wie viele jolhe Sum-
manben gefet werden jollen. Dev Wultiplicand faun eine benannte Bahl
fein; ber Multiplicator ift immer eine unbenannte Safhl. Das Probuct aus
bem Multiplicand a und dem Multiplicator b Dbezeichnet man durdh a X b,
ober a.b (b. i, a bmal), ober, wenn beibe Factoven allgemeine Bablen find,
audy blof burd) ab.

Dad Probuct gweier ganger Sahlen wird audy ein Bielfadhes bdes
Diultiplicands genannt. 3. B, 12 = 4.3; 12 ift bas 3fadie von 4.

Jolgefie. a) Jit ber WMultiplicand 1, fo ift bas Product bem
Wultiplicator gleidh.

b) Jft ber Multiplicand O, o ift auch bas Prodbuct 0.

it bR =10,

2. Unter bem Producte mehrerer Bahlen verfteht man das Pro-
buct, weldhes erhalten wird, inbem man bdag Probuct der beiben erften Jahlen
mit bev britten, dbas neue Product mit bder vievten Sahl, u. {. w. multipliciert.
Diernady it d

a:bci=(abic
a.b.e.d = [(ab).c|.d, u. f. w.

§. 35. Gin Product, deffen Factoren einander gleidh find, wird abge-
Bitv 3t dadurd) bezeichnet, baj8 man nur einen Factor anjdhreibt und ihm vedhts
oben bie Bafl beifest, welche anzeigt, wie vielmal derfelbe vorfommt; 3. B.:

8 Eali g B =il
Mo énit, Avithmetit und Alpgebra, 2
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Gin Product gleider Factoren Deifit eine Potenz; dbie Anzahl ber gleihen
Factoven heifit der Potengerponent, audh blof Erponent, und ber Factor,
per {o vielmal vorfommt, al8 der Grponent anjeigt, die BVafis ober Grund-
zabhl. 3n der Poten; a™, welde gelefen wird: ,a jur mten” (Poten; er-
hoben) ober ,a mit m potengiert”, ift a die Bafis, m der Erponent. Die
sweite Poteny a® nennt man indbefondbere aud) dbad Quabrat, bdie britte a®
ven Gubusd von a.

Wenn in einem mehrgliebrigen Ausbrude mehrere Potenzen bderfelben
PBafis vorfommen, fo pflegt man wegen ber leichieren 1lberficht die eingelnen
Glieder nad) den Potengexponenten zu ovbdbnen, inbem man entwebder mit ber
hochjten Poteny anfingt und bann immer niedbrigere Potengen folgen [ij8t, obex
inbem man von der niedvigjiten Poteny der gemeiniaftlichen Bafis su immer
hisheren Potemgen -iibergeht. Jm erften Folle eift ber Ausbrud nad) fale
lenben, im jweiten nadh fteigenben Potenzen der gemeinjchaftlichen Bafis
georbnet. o ijt 3 B. der Ausdrud

x* — 4x%y 4 6x%y? — 4xy?® 4 y*
nad) fallenben Potengen von x, und gugleidh nady fteigenden Potenzen von y
georbet.

§. 86. Gin Product Bleibt nuverdndert, wenn man die Face
toven unter einander vevtaujdht. (Das Commutationdgefet dev
Multiplication.)

8 fei a mit b ju multiplicieven. Bilbet man b Reihen, deren jede a
Ginbeiten enthilt, ndmlich

P flap el e e G al)

(b mal),
fo evhilt man offenbar gleid) viele Ginfeiten, ob man bie Einheiten aller Hovi
sontalveiben, ober die Ginbeiten aller Berticalveihen iplt. IJm erften Falle
erhilt man a b'mal, aljo a.b, im weiten b amal, aljo b.a. €8 ift daher
Sab — b

Der Sap gilt auch fiir jede belicbige Bahl von Factoven. Da ndmlich
‘in bem Producte mehrever Factoven je wei auf einander folgende Factoven
bei ungednderter Stelfung ver itbrigen vertaujcht werben tiirfen, fo fann durd)
wiederholted BVertaufdhen jzweier jolder Factoven jeber Factor an jede bvor-
gefdyriebene Stelle gebracht werben. So ift 3 B. fitr drei Factoven

a.bic=akeb=¢c.a.b=c.b.a=Db.c.a=b.a.c.

Dier wurde vovausgejest, dafé die Factoren unbenmannt find. Ijt der
Multiplicand eine benannte Bahl aE, wo E die Benemnung beeichnet, fo
hat man aE.b = (ab)E = (ba)E; allein 8 ijt aud) bE.a = (ba) E,
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folglih aE.b =DbE.a (§. 8 2). Man darf aljo aud) in biefem Falle die
Factoren verwedifeln, fobald babei die Benennung bed Multiplicands auf den
fritheven Weultiplicator, der mun ald Multiplicand auftritt, iibertvagen wird,
BB 84l ¢ B = b I ¢ 8:=40:{L

Solgefa. Der Coefficient fann al8 Factor dber Hauptgrife,
bor weldyer er fteht, betradtet werben.

d3a—=a-+t+ata=—a.3=23.a

Buful. Damit bem Commutationégefete der Multiplication allgemeine

®iltigleit gewabrt bleibe, mujé man and
] ai=—ia -l unb 0.a"="a.0

annehmen biivfen. Dadburd) evhalten dbann audy die Ausbriife a.1 und a.0,
weldhe nach per im §. 34 gegebenen Grilivung ver Wnltiplication feinen Sinn
baben, ibre gany beftimmte Bebeutung. €8 ift ndmlich
goili =l T e—tn b a,0=0.a=.0;: b.bh
a) Gine 3abl mit 1 multipliciert gibt {id felbft jum
Prodbucte,
b) Gine Zabhl mit O multipliciert gibt O jum Producte.

Perbindung der Multiplication mit ficy [elbft.

§. 37. 1. Gin Prodbuct wirdb mit einer Jahl multipliciert,

inbem man einen Factor mit ihr multipliciert.
(@b)rci—=i(ac) bi—at{be).

2. Gine 3ah!l wird mit einem Producte multipliciert, inbem
man fie mit bem einen Factor, und dbas erhaltene Product mit dem andern
Factor multiplicievt.

a.(be) = (ab).c = (ac).b.

Diefe jwei Sdpe, welde bdie Affociationdgefese der Multipli-
cation Dheifen, folgen unmittelbar aus dem in § 36 evwiefenen Commuta-
tiondgefefze.

§. 38. Potengen dbevfelben Bafis werden multipliciert, in-
bem man die gemeinjdaftliche Bafis mit ber Summe der Crponenten potensievt,
S

Beweis. a™.a” = a.a.a....(mmal).a.a.a....(nmal)

— a.8.a,...(m -} n) mal — am#n,

Berbindung der Multiplication mit der Addition und Subtraction.

§ 39. 1. Gine Summe wird mit einer Fahl multipliciert,
inbem man jeben Summanbden mit diefer Sahl multipliciert und bie Theil=
probucte abbiert.

(a4 b).c =ac + be,

2*
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Beweis. (a +b).c = (a -+ b) + (& + b) + (@ 4 b) ... (c mal)

—a-tatat...(cmal) +b+b4Db+4...(cmal) (§11)
=ac + be.

2, Umgefelhrt: 3wei Prodbucte, weldhe einen gemeinjdaftlicden
Factor haben, wevben abbdiert, indbem man bie Summe der nidht ge-
meinjdhaftlichen Factoven mit dem gemeinfdhaftlichen Factor multipliciert.

ac+ be = (a—+ b).c.

§. 40. 1, Cine Diffevens wivrd mit einer Jahl multipliciert,
inbem man den Winuend undb ben Subtvahend mit bdiefer Sahl multiplicievt
unb das jweite Prodbuct vom erjten jubtvahiert.

(a —b).c =ac — be.

Der Beweisd wird dhnlicdh wie zu §. 39, 1. gefithut.

2. Umgefehrt: Bwei Broducte, weldheeinen gemeinjdaftlichen
Factor haben, wevden fubtrahiert, indem man die Differeny der nicht
gemeinjdhaftlichen Factoren mit dem gemeinfdhaftlichen Factor multipliciert.

ac —be = (a—b).c.

Die purch 8. 39, 2 und §. 40, 2 ausgedriidten Opevationen nennt man
pa8 Hevausdheben ded gemeinjchaftlichen Factors.

8 41. 1. Gine 3ab! wird mit einer Summe multipliciert,
inbem man fie mit jebem Summanden multipliciert und die Theilprodbucte adbbdiert.
a.(b + ¢) = ab 4 ac.

Beweis, a.(b + c) = (b + ¢).a (§. 36) =ba 4 ca (§ 39, 1)

= ab -} ac (§. 36).

2. Gine Zahl wird mit einer Diffeveng multiplicievs, inbem
man fie mit dbem Winuend und dbem Subtvahend multipliciert und von bem
exften Producte dag zweite fubtrahiert.

a.(b —¢) = ab — ac.

Der Beweis ift dem vovigen analog.

Die in den §§. 39—41 angefithrien Sife heiffen die Didtributionss
gefege der WMultiplication.

§ 42. 1. Gin mefhrgliedrviger Ausddrud wird mit einer Zahl
multiplicievt, inbem man jedes @lied bedfelben mit diefer Bahl multipliciert
und ben eingelnen Prodbucten die Beichen bder Glieder des Wultiplicands gibt.

(a—b—c+d—e) f=af—bf—cf}df —ef

Folgt aus § 39, 1 und §. 40, 1.

2. Gine Bahl wird mit einem mehrgliebrigen Ausdbrude
multipliciert, inbem man fie mit jebem Gliede bdedfelben multipliciert und
bie eingelnen Probucte abbditiv oder fubtractiv jufommenftellt, je nachbem fie
aug der Multiplication mit abbitiven ober jubtractiven Gliebern Hervorgehen.

ab—c—d+e—f)=ab—ac—ad-} ae—af

Solgt aus §. 41.
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3. Gin mefhrgliedbriger Ausdbrud wird mit einem mefrglie-
prigen Ausdrude multipliciert, indem man den gangen Multiplicans,
b. 1. jebes ®lied bedfelben, mit jebem Gliebe des Multiplicators multipliciert
unb bie eingelmen Probucte abditiv obev jubtvactiv jufammenitellt, fe nachdem
bie beiiglichen Factoven gleihe ober verfdhiedbene Rechnungszeichen Haben.
(a—b4-¢) (d—e—f)=ad—bd+cd—aet+be—ce—af+bf—cf.

olgt aug 1. und 2.

§. 43. Bei mehrgliedrigen Ausdriiden, welde nad dben Pos
tengen bevielben Bafis fortfdreiten, erhilt man, wenn biefelben
gleidhartig geovdnet find, durdy die Multiplication des WMultiplicands mit den
eingelnen ®liebern bes Multiplicators Theilproducte, welche eben fo geordmet
find. Man {hreibt biefe Theilprobucte, um fie leidhter 3u reducieven, o am,
baf8 ifre gleihnamigen Glieber unter einander ju ftehen Fommen. 3. B.:

4a®— 3a — 4 Multiplicand
3a2— Ta-4 5 m?u[tip[icator
1244 9adi 1243

_ 9840 + 21a® 4 28a
+ 20a® — 152 — 20

12a% — 37a% 4 29a® + 13a — 20 Product.

Bufok. 3nsbefondeve evhilt mamn:
1. a+b)*=(a-+b) (a+b)=a*+ 2ab -+ b? und
(a—b) = (a—b) (a—b) =a*— 2ab 4+ b?% b. b °
Dag Quadbrat der Summe ober der Diffevens jweier Jahlen it
gleid) ber ©umme ber Quabdvate dbiefer Bahlen, begiliglidh ver:
mefrt ober vermindbert um basd boppelte Prodbuct derfelben.

2. (a+b) (a—Db) =a%—Dh? b. 5
Dag Prodbuct aus der Summe und dber Differens zweier
Babhlen ift gleid) der Diffeveng ihrer Duabrate.

8. 44. Aus den Sipen der vorhergehenden Pavagraphen laffen fid) fiiv
bie Bejtimmung ded Producted von irgend wei Gliedern BHeliebiger Ansdriice
folgende Regeln zufammenfajfen:

1. Rittfrchtlich bed Zeidhens ift bad Product zweier Glieber adbditiv
ober fubtvactiv zu felten, je nachbem bdiefe Glieber gleiche ober verfchiedene
Rechnungszeichen haben.

2. Der Goefficient bdes Productes zweier Glieder ift dad Product
aus ben Goefficienten biefer Glieber; benn

3a.4b = 3.a.4.b = 3.4.a.b = 12ab.

3. Die Hauptgrife ves Probucted zweier Glieder erhilt man, indbem
man bie Factoven, weldhe in dben Hauptgréfen bdiefer Glieder vorfommen, (in
alphabetifcher Orbmung) neben einander ftellt, fomit bei Potengen devjelben Bafis
bie gemeinfchaftliche Bafis mit der Summe ber Crponenten potensiert.
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Perbindung von Gleidungen und Hngleidhungen durdy die Mulliplication.

8 45. 1. Gleiched mit Gleidhem multiplicievt gibt Gleides.

Sital—spbambici— d o ift alci='bd.

Folgt unmittelbar aus §. 8, 3.

2. Gleidhes mit Ungleidem multipliciert gibt Ungleidhes
mit bemfelben Ungleidyheitdzeichen.

‘3t a=Db undb ¢>d, foiftac> bd.

Beweis. €8 jeic =d 4+ w, fo ijt (nadh) 1.) ac = b (d -+ w), ober ac
=bd }bw (§ 41, 1). Nuniftbd + bw = bd (§. 8, 5), jomit aud) ac
> bd.

3. Ungleiches mit Ungleichem bei bemfelben Ungleidhheits- '
seiden multipliciert gibt Ungleides mit dbemfelben Ungleid-
heitdzeichen. ;

Sfta>Db und ¢ >d, joiftac> bd.

Der Bemweis ift unter Suziehung von 2. und §. 41, 1 dem vovigen dhnlid).

II. Divifion mit abfofufen ganjen Sablen.

8, 46. Gine 3ahl a burd) eine Zahl b divibieren heifit, aus a
al8 bem Producte jmweier Sablen und b ald dem einen der Factoren den andern
Factor fuchen. Man nennt bad gegebene Probuct a den Dividend, ben ge-
gebenen Factor b pen Divifor, den gefuchten Factor ben Quotienten,

unb beseichnet ben lefteven mit a ; b ober %:

Gin Quotient ift aljo ein Ausdruc fiiv diejenige Bahl, welde
mit pem Divifor multiplicievt den Divibend gibt; ober ed ijt

a
B'_b:a"

Die Divifion ift, wenn der WMultiplicator al8 Divijor gegeben ift, im
Begriffe wefentlich verichieden von der Divifion, in welder der Multiplicand
alg Divifor gegeben ift. Im exiten Falle ift bie Divifion ein Theilen,
wobet der Theil gefucht wird, weldher fo vielmal genommien, wie ber Divijor
angetgt, ben Divivend hervorbringt ; ver Divijor ift in diefem Falle eine unbe-
nannte 3ahl, der Dividend fann audy eine Venennung haben, welde tann
audy der Quotient erhiilt. 3. B. 15 ff.:3 = 5 fl. 3Im jweiten Falle it
pie Divifion ein Vevgleihen ober Wiefjen, wobei untevjudht wivd, wie
pielmal der Divijor in dem Dividend enthalten ijt; ift hier dev Divibend be-
nannt, {o mujs auch der Divifor benannt und jwor mit dbem Dividend gleich-
namig fein; bev Quotient ift eine unbenannte 3ahl. 3. B. 15 {.:3 fl. = 5.
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Der Quotient, als veine Jafl betvadytet, ift jeboch bei gletchem Dividbend
und gleichem Divijor in beiden Fallen bevjelbe (§. 36), fo bajs man bei ber
Entwidlung der Divifiondgejeke biefe beiden Avten dev Divifion nidht weiter
ju unterjcheiden braucht.

Um die Divifion audzufiihren, fudt man entweder in dber Bahlen-
veibe biejenige Bahl auf, welde jo vielmal gefest, wie ber Divifor anzeigt, den
Divibend gibt; oder man jubtrabiert wiederholt ven Divijor zuerft vom Dividend,
bann von bem jebe8mal evhaltenen Refte jo oft af8 mdglich; bie Zahl, welche
anzeigt, wie vielmal bie Subtraction vervichtet werden fanm, ift der Tuotient.
Die Divifion weier Bahlen fanu an ber natiivlichen Sahlenveihe nur dbann
ausgefithrt werbern, wenn der Dividend ein Bielfaches des Divifors (§. 34, 1) ift.

Wir werden daher bei ben folgenden Siten vorliufig vorausfesen, bdajd
bie Divibenben bder vorfommendven Quotienten Vielfacde ihrer Diviforen find.

§. 47. Folgefite. 1. Multipliciert man den Quotienten jweier
Bablen mit bem ‘Dtblfm., fo erhdlt man den Dividend.

(b=

2. Dipivievt manbasd Product jweier 3ahlen burd; ben einen
Factor, fo erhdlt man dben andbern Factor. ey, S

athitia —"hp abb—a

3. Gine 3abl bleibt unberc‘inbert, wenn man fie mit einer
Bahl multipliciert unbd burd) biefelbe 3ahl bivibiert.

a==i(ab):b; a=(a:b).bh.

Die WMultiplication und bie Divifion find bemnach einander entgegen=
gefeft; legteve ift eine inverie Operation ber erfterenm, und zwav bie ein=
3ige, ba ed wegen ber Bertaujdhbarfeit jweier Factoren gleidhgiltig ift, ob
ber erfte Factor ober ber zweite gejucht iwird.

4, SepeBahlburdhjidhjelbftbividiert gibt 1 jum Quotienten.

asia— I ibenn dl Vo —ial

5. Jebe 3ahldourd) 1 bividbievt gibtjich jelbjt jum Quotienten.

acHi=—a: g —l"

6. Gin Quotient, defjen Dividend Null, undbbejjen Divijor

von Null verjdhieben ift, ift gleid) Null
0:a=0; benn 0.a = 0.

7. Gin Quotient, deffen Dividbend von Null verfcdiedben,

und dejfen Divifor Null ift, ift unmdglid.

a: 0 ober % ift, wenn a nicht Null ift, unmdglich; denn es gibt feine Bahl,

weldhe mit O multipliciert bad Probuct a gibt.

8. Gin Quotient, dejfen Dividend und Divijor Null find,
tit unbeftimmt.

0:0=ma, wo a ecine beliebige Bahl bedbeutet; den a.0 = 0.

Der Ausbrud % ift bafer ein Symbol ber Unbeftimmtheit.
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Perbindung der Divifion mit fi) lelbf und mit der Multiplication.
§. 48. 1. Gin Product wird burd eine 3ahl dbivibiert, indbem
man einen der Factoven duvd) fie bividiert.
ab b
e

= eT bma
c c

Beweis. a) Jft -:—.b ber ridhtige Quotient der Bafhlen ab und ¢, fo

muf$ er mit bem Divifor ¢ multipliciert, den Divibend a b geben (§. 46).
Nun ift wirklidy

_{:E.b}.c={§-.e}.b (§ 37, 1) = a.b (§. 47, 1).

b) Ebenfo it audh a.% ein rvichtiger Ausdprud fir ben Duotienten
%

ab
= benn X

l{a t}c-—a.{ r(g Do il a.b . 47, 1).

2. Gine Zahl wivd mit einem Quotienten multipliciert,
indem man fie mit dem Divibend multipliciert und durch den Divifor dividievt.

Grgibt fich buvch Umfehrung ous 1.

Jolgefoly. Soll eine 3ahl miteiner jweiten multipliciextund
purch einme dritte dividbievt wevden, fo ift e gleichgiltig, in
weldyer Reihenfolge man multipliciert und bividbievt.

§. 49. 1. Gine 3ap! wivd durd ein Product dbivibdievt, inbem
man fie burch den einen Factor, und den erhaltenen Quotienten durch den
anbern Factor bdividiert.

a a a
b—a_—n?: c =" b.

Beweis. Sowohl %: c alg % :+ b entfpridht dev in §. 46 aufgeftellten

Grfliivung des Quotienten. Denn e ift

{i:c}.bc:bc.{%:c} §.36) = .2 (5. 48, 2)

b
=b.o (8 47, 2) =a (§. 47, D).

Chenfo erhilt man
a

{*- : b}. be = a.

[+
2. Gin Quotient wivd dbuvrcdh eine Jahl divibievt, indem man
pen Dividend durch fie dividiert oder ben Divifor mit ihr multipliciert.



Grgibt fich duvd) Umbehrung aus 1.

Jolgefa. Solleine Sahldburd jwei Zahlen blmbtert merben,
jo barf man entweber burd) diefelbeneinjeln in beliebiger Rei
benfolge, ober audh fogleich dburdy) ihr Probuct dividierven.

§ 0. 1. Gine 3ahl wird burd) einen Quotienten dividiert,
inbem man fie burch den Dividend dividiert und mit bem Divifor multiplicert.

b a ac :
a:;_—_i’-,c= e

Beweis. €8 ift foiwohl
{5re).2=2 {02} (58T, ) =2 b=4a (§47,1),

b c b
alg audy :
%.%:(%’.b):c(g%ﬂ) =ac:c (§ 47, 1) = a § 47, 2).

2. Gin Quotient wirb mit einer Jahl multiplicievt, inbem

man ben Dividend mit thr multipliciert ober den Divifor dburd ﬁe bividbiert.

a R b
B I T Wi g

Holgt dbuvch) Umbehrung aus 1.

§ 5L 1. Gin Prodbuct bleibt unverdndert, wenu man den
einen Factor mit einer Jahl multiplicievt und dben andern dburd
biefelbe Bafhl divibiert.

ab=—ac. (b ifc) = (a 2c) b
&8 ijt
ab'=fa/{(bie)icy (8 47,8) = de’ (bite) (§:/37,2);
abi=al. {(b'7 e)arel (8 47,8) ==idy'c)id biei(§.48/12):

2. Gin Duotient bleibt unverdnbert, wenn man ben Diviz
benb und den Divifor mit bevfelben Bahl multipliciert ober
beibe buveh biefelbe Zabhl bivibiert.

a ac _ ac

b= bo  bre’

68 ift
L=l (8.47,8) = 1 (§.50, 1);
a

s § 41, 9 =649, 1),

Die voranftebenden Siitse iiber bie Divifion §§. 48—51 find gany analog ben Sigen
liber bie Subtraction §§. 17—20.

§. 52 Potenzen bevjelben Bajid mwerben bividbiert, inbem
man von bem Grponenten be Divibends den Grponenten des Divifors jub-
trahiert und bie gemeinjdhaftliche Bafié mit der Diffeveny ver Grponenten
potenziert.

gt gt — a1,
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Beweis. Damit Hier die Divifion nad)y §. 46 ausfiihrbar fei, mujs vor-
audgefest werben, dajd n nidht gréfer al8 m fei. Wan jete m =n + w,
ober m—n=w, wo aud) w=0 fein fann; dann ijt
At gt =l s Ak — Bl falhd aB (80 39)
= atl (SL 4 WA niE T
Bufol.  Nad) diefem Sate ift
atd g —al und G g = gl
Da aber die Ausdviide a' und a® nady ber in § 35 gegebenen Gr-
Hldvung einer Poteni feinen Sinn Haben, fo muf8 fiir bdiefelben, damit bdev
obige Sap audy fiix die angefiihrien zwei Fille Seltung behalte, erft die Be-
peutung feftgeftellt wevben. Nadh den bisher entwicfelten Divifiondgefeten ijt
mun a®tl: a® — a und a® : a® = 1; folglidh ift a® gleichbebeutend mit a, und
a® gleidhbeventend mit 1.
a) Die erfte Potens einer Zabl ijt diefer ahl jelbjt gleidh.
b) Die nullte Potenz einer Fabhl ift gleidh 1.

Perbindung der Bivifion mit der Addition und Jubtraction.
§ 53. 1. Gine Summe wivd burdy eine Jahl bividievt, in-
pem man jeden Summanben duvch fie dividievt und bdie o erhaltenen Theil-

quotienten abbdiert.
a<4+b
[

a b
o
. a b a b
gemeis, {242 c—2c4 25391 =a+b 470
2. Umgefehrt: 3wei Quotienten mit gleichem Divifor werben
abbiert, inbem man die Summe ifrer Divibenden dburd) dem gemeinfchafts
lichen Divifor bividiervt.

§. 54. 1. Gine Differen; wird dpburd eine Bahl bividiert,
indem man den Minuend und ben Subtvahend duvch bdiefelbe dividiert und

port bem eviten Quotienten bden jweiten jubtvalhiert.
a=b.q & b
== —‘-; S Y

) c

Seweis, {2 2} o= oD .c(§40 ) =a—b(§47 1)

c

2. Umgefehrt: Bmwei Quotienten mit gleidem Divifor werden
fubtvabievt, invem man die Diffeven; threr Divibenden dbuvch ben gemein-
jdhaftlichen Divifor bividbievt.

§ 55. Gin mefhrgliedriger Ausdbrud wird dburd) eine Bahl
pivibiert, indem man jeded Glied besjelben buvd) biefe Zahl bividiert und
pen eingelnen Quotienten die Rechnungszeidhen der Glieder ded Dividends gibt.

il B ol g o
f T AR R G
Die Ridhtigleit diejes Sates ergiebt fich aus §. 53, 1 und 54, 1.
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§. 56. &8 fei ber Quotient %, wo A und B mebrgliedrige, und jwar

gleichartig geovbmete Ausbviide bebeuten, ju entwicdeln. Da ber Dividend A
bag Product aud bem Divifor B und bem Quotienten ift, fo ift nady §. 42, 3
und §. 43 bad erfte ®lied tn A bad Product aud bdem erften Glieve in B
~und bem erften Gliede im Quotienten. Wan findet daher bas erjte Glied q
ped Quotienten, indem man bag erfte Glied bes Dividends durd) dasd erfte

®lied ded Divifors divibiert, unb es ijt
% ,

BT,

wo x ben nody fehlenden Theil vdes Quotienten vorjtellt. Bur Beftimmung

pon x hat man

x gt B el LAY Cps o)

baber ift

‘ A A—Bq
=4 -+ 5 -

Nean exhdlt alfo den nody fehlenden Theil bes Quotienten, indem man

mit bem exften Gliebe bed Duotienten ben Divifor multipliciert, tad erhaltene

Probuct von vem Dividend fubtvahiert und ven Reft dburd) ven Divifor dividiext,
Auf ber wiederholten Aniwendung der Fovmel %— =q+ 2 ';Bq Berulet

nun folgended Bevfafhren fiir bas Divibieven ziveier mehrgliedbriger
Nusgbriide:

Man bdividieve, nachvem bie Glieder beg Dibibendd und bed Divifors
gleidhartig georduet wurden, bad ervjite Glied bed Divibendé burd) bas erfte
Olied bes Divijors; dadburdh) erhilt man bdas erfte Glied des Quotienten; mit
biefen Theilquotienten multipliciere man ben gangen Divifor und fubtvahieve bad
Product vom gangen Divibend. Mit bem Refte verfahre man dann eben jo,
wie mit dem urfpriinglien Divivend, um bdas weite Glied bes Quotienten
ju evhalten, u. f. f.

3. B.: (3a®—4ab — 4b? : (3a + 2b) =a — 2b

3a% + 2ab
= 5 s BB Hsdth e
— Gab — 4h%
4oy o
0

Bufub. Snsbefondeve evhilt man:
(a®* —b%: (a+ b) =a—Db, ud
(@* —bY) : (a—b) = a + b; b. h.
Die Diffeveny der Quadvate weier Jahlen dividievt burd
bie Summe ober die Diffevens biejer Zahlen gibt beziiglich die
Differeny odber bie Summe devielben Jahlen
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§. 57. Mit Riidfidt auf die vorfergehenden Site laffen fich sur Be-
ftimmung deé Quotienten weier Glieder beliebiger Ausbriide folgende Negeln
sufammenftellen :

1. Bejiiglich be§ Seidhens ift ber Duotient zweter Glieber abbitiv ober
fubtvactiv zu feken, je nachbem bie beiden lieber gleiche oder veridyiedene
Redynungszeichen haben. (Folgt aus §. 42 und §. 47, 2)

2. Dev Coefficient be8 Quotienten jweier ®lieber ift der Quotient
per Goefficienten biefer Glieper.

3. Die Hauptgrife des Quotienten zmweier Glieder ift die Haupt-
guifie pes Dividends nach Weglajjung bdevjenigen Factoven, welde aud)y im
Divifor vorfommen, und zwar in gleider Anzahl, al8 fie im Divifor ent:
Balten find, folglidhy bei Potengen derfelben Bafis die gemeinfchaftliche Bafis
mit einem Potengexponenten, weldyer gleich ift vem Erponenten ded Dividends,
vermindert um den Crponenten ded Divijors.

Berbindung von Gleidyungen und Hngleidhungen durd) die Divifion.

§ 58. 1. Gleidhes burd) Gleidhes bdividbiert gibt Gleiches.

it a="Db und ¢ =4, jo ijt %2 %.

Folgt unmittelbar aus §. 8, 3.

2. Ungleiches purd) Gleiches bivibiert gibt Ungleidyes mit
pbemjelben Ungleichheitszeichen.

Sfta=bumd c=4d, fo ift 2> 1.

Beweis. Wiive nicht %> %, fo miijste % = g fein; bann wive begiig-
b

fih outh 2.0 =2.d (§.45,1 und 2), bafer a = b (§. 47, 1), was gegen

bie BVorausjeftung ift.

3. ®leidhes purd) Ungleidhesd dividievt gibt Ungleidyes mit
entgegengefetem Ungleidhheitszeicdhen.

Sfta=buw c>d, fo it 2 <.

Beweis., Wiive %:f %, fo miijste in beiven Fllen %.c>§.d (§.45,2
und 3), daher a >b (§. 47, 1) fein, was gegen die Vorausdjefung ift.

4. Ungleiches dburd) Ungleiched mit entgegengefetem Un-
gleidhheitdzeichen bivibievt gibt Ungleidhed mit bem erjten Un-

gleidyheitdzeichen.
3ft a> b und c<d fo ift —>~

Beweis, Wire ;2 o fo mitfste in beiven Fdllen - c< bd (5.45,2
und 4), daher a <<b (§. 47, 1) fein, wad gegen die %otauﬁegung ift.
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III. Multiplication und Divifion mit algebraifden gangen Jablen.

§. 89. Der fiir abjolute Bahlen aufgejtellite Begriff dber Multiplication
(§. 34) wird fitv pofitive und negative Jahlen mit Riidficdht auf deven Gegen-
fafs babin erweifert, dbaj8 man BHier, fe nachbem der Wultiplicator pofitiv ober
negativ ift, ben Weultiplicand jelbft ober das Enigegengefetste desdjelben jo viel-
mal al8 Summand ju feBen hat, wie der abfolute Wert des Multiplicators
anzeigt.

Bwei gleich) bezeichnete Factoren geben ein pofitives, zwet
ungleich begeidhnete Factoven geben ein negatives Product

(+ 8).(4 b) = + ab,
(—a).(—b) = + ab,
(48).(— b) = —ab,
(—a).(+b) =—ab.

Beweis. Um bas Product (+ a). (- b) zu bilden, mujd man den
Multiplicand 4 a felbft bmal ald Summand feen, mobmd‘; man nach §. 29,
olgef. 2, ein pofitives Refultat erhilt.

(— a).(— b) briidt die Forberung aus, bajs man dag Cnigegengefesite
beg Multiplicandbs — a, alfo 4 a, b mal al8 Summand u felien Hat, wo-
burd) man gleichfalls ein pofitives Refultat erhilt.

ﬁﬁn[id’; find bie Veweife fiir ben bdritten und vievten Fall.

Solgefite. 1. Das Product jweier algebraifder 3ahlen bleibt
ungednbert, menn man diefelben unter einander vertanjdt.

@3 it =a.+b==ab, udb +b.zta==tba==ab (§. 36);

bafer *=a.4 b = + b.==a, Ebenjo folgt * a,—b = — b.zta.
2. Das Product von Dbeliebig vielen pofitiven Jahlen ijt
pofitiv.

3. Doé Prodbuct von [aunter negativen Jahlen ift pofitiv,
wenn die Anzahl der Factoren ein Vielfacdhes von 2 ift, jonijt
negativn.

§. 60. Der in §. 46 fiiv abjolute ahlen gegebene Begriff ber Divifion
gilt unvevdndert aud fiir algebratfhe Zahlen.

Der Quotient jweier algebraijder Sahlen ijt pojitiv oder
negativ, je nadhpem biefelben gleiche ober vevjdhiedene Bovjeiden

habeun.
(+a): (+Db=+T4q
(—a):mh)=+1q
(+a‘)'(—b) — s
(—a):(+b=—q
wo q ben abfoluten Wert bes Quotienten vorftellt.
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Beweis, 3t der Dividend (bag Product) pofitiv, fo mifffen, wie aus §. 59
folgt, ber Divifor und der Quotient (bie Heiden Factoven) gleich bejeichnet fein;
alfo ift (+8): (+b) = +q ud (+a): (—b) =—gq.

3ft ber Dividend negativ, jo miiffen Divijor und Quotient verjdhiederne
Bovzeiden Haben; alfo it (—a) : (+b) = — quudb (—a): (—b) =+ q.

§. 61. Alle fiiv die Producte und Quotienten abjoluter Sahlen ermwiefenen
Site laffen fidh aus den Commutationsgefeten

a+b=bda (§ 11) und
a.b = b.a (§. 36),
wo a und b abjolute gange Sahlen bedeuten, duvdy blofe Umformungen Herleiten.
Da nun bdiefe zwei Gefese audy fiiv algebraijche Jahlen ridhtig find (§. 31, 3
und §. 59, Folgefats 1), fo gelten alle fiiv abfolute ganze Bahlen
bemwiefenen Sdse fiber bie Prodbucte und Quotienten aud fir
algebraijde gange Zabhlen.

Jnsbefonbeve gelten die Sige iiber bie Multiplication und Divifion mehr-
gliebriger Ausdbriide (§§. 42 —44 und 55—57) aud fiiv algebraijche Summen;
nur miiffen die abbditiven und jubtractiven Glieber (mit Ridfidt anf §. 32)
Bier al8 pofitive und negative Summanben betvachtet werben.

3u Begiebung auj die Sipe diber bie Verbindbung von Gleichungen und
Ungleidhungen (§. 45 und 58) gilt bie in §. 33, Bufat 1 gemadite Bemerfung.

IV. DeRadifdie gange Sahlen.

« 1. Bablenjyiteme.

Bahlenfyfteme iiberhaupt,

§. 62. Unter einem ZaBhlenihitem verfteht man eine folche Darftel-
[ung ber bejonbeven Sahlen, mittelft welder nady einem beftimmten Gefese
burd) verhiltnidmafig wenige Bahlwdrter und Sahlzeichen jebe beliebig grofe
Babl ausgedriidt werben Fann.

Um ein Babhlenfhitem zu bilben, 3Hlt man in ber natitvlichen Jafilenveile
nur big zu eimer beftimmten, fedboch 1 iiberfchreitenben Babl b, weldhe man
noch unmittetbar auffajfen will, und weldje die Grundzahl over Bafis besd
Bahlenfpitems beift. Betvachtet man bdiefe al8 eine neue Einpeit und
fommt bann beim weiteren Bdhlen auf eine Sahl, welde bdiefe neue Einbeit
fo vielmal enthélt, wie die Bafid anzeigt, alje auf dbie Zahl b.b = b? fo
fieht man biefe wieder al8 eine neme Ginheit ober ald Einheit der nddit
hoheren Ordbung an. Gelangt man bei fortgefelstem Sdhlen zu einer Zapl,
welche die hithere Ginheit b® fo vielmal enthdlt, wie b angeigt, alfo zu bder
Bahl b%.b = b? jo wird diefe ald Einheit einer nodh) hheven Ord-
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nung angefehen. Durd) Fortjebung bdiefed Bovganges fann man newe Gine
heiten immer hihever Orvdbnungen bilben.

Die auf einanber folgenben Einfeiten b, b2 b3... erjdheinen al8
Potengen der Bafis b und Deifen, ben Erponenten devfelben gemdf, Ginheiten
ber erftem, gweiten, britten,... Orbnung, ober aud) bed erjten,
jweiten, britten,... Ranges, jum Unterichiebe von ber uripriingliden
Einbeit, bie man, weil 1 = b° (§. 52, Buf.) ift, and) Einheit der nullten
Ordonung nennen fann.

§. 63. Jede Rahl fann als eine Summe von Theilen barge-
ftellt merben, bevenjeber die Einheit einer beftimmien Orbnung,
verfehen mit einem Coefficienten, welder tleiner ald bie Bafis
tft, enthdlt.

Beweis, 3ft br die hivchjte Einbeit, welche in ber ganzen Jahl N vorfommt,
fo fann man

N=a,b* 4+ N,
fetten, wo a, <<b und N, << b fein mufs. Gbenfo fann man weiter fefen
N =gl e N 00 ™ 1 e By, SIND IR L
N T D PN g s o O MG

.......................

N, =1a,b* + Ny, wo 8, << b, No_y <b?;
Np1=a,b+a, woa <b, 3, <h.

Subftituiert man nac) und nach die Werte von N,, N,,.. . Nug Nuy

in N, fo erhdlt man

N=ayb*Ja,1b"1 +a, ,b"2+4 ... +2a,b*4ab-+ta,
tobei itbrigens von den Coefficienten a, 1, an—s,... a;, a, einige ober aud
alfe O fein fdunen.

Diefer Ausbrud ift daher dbie allgemeine Form fiiv jebe beliebige
gange Babl in bem Sahlenfpiteme, deffen Bafis b ift.

Um mun in diefem Spiteme alfe beliebigen ganzen Rahlen ju benennen,
geniigt 8, blof benjenigen Bahlen, welche Eleiner als b find, fo wie ben auf
einanber folgenden Potenzen von b bejondbere Namen zu geben. Um in diefem
Syfteme alle beliebigen Bahlen fhriftlich davjujtellen, bedarf ed nur
bejonbever Reichen (Biffern) fitr bie Sahlen, weldye fleiner al8 b find, uub des
Beichens O fi dbag Nidytvorhandenfein einer befiimmten Potenz von b, fomit
sufommen fo vieler Biffern, wie bie Bafis b angeigt.

Da man jede gange Bahl, die grifer ald 1 ijt, ald Bafis eineé Jahlen-
jpftems wiblen fann, fo lajfen fich unsdhlig viele verichiedene Bahlenfhiteme
herftelfen. Die wenigften Beichen verlangt bad dbhabdifde Jahlenjpjtem mit
ber Bafis jwet, indem man bavin jedbe Fahl buvd) bie jtoei Seichen O unbd 1
parftelfen fann; dasfelbe fithrt jebodh) bie Unbequemlichleit mit fich, bafé audh
fleine Bafhlen {hon mit vielen Biffern gejchrieben werben miifjen.
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Bekadifthes Bablenfyfem.

§. 64, Dad gegeniirtig allgemein gebriudilidie Bahlenjnftem ift bas
befadbifdye, deffen Bafis zehn (befa) ijt.

Jn diefem briit man die exften neun Sahlen, Einer, mit den befannten
Aahlwirtern eind, jivet, brei, vier, fiinf, jech8, fieben, adyt, neun ausd und nennt
bie Ginfeit ber erftem, jweiten, drittem, vievtem, ....DOvbnung besiiglich einen
Bebhner, ein Dunbdert, ein Taufend, ein Jehntaufend, ... Berbindet
man mit jenen Rahlwdrtern bdie Benmennungen bder auf einanber folgenden
befabifdhen Einheiten, jo fanun baburch jebe beliebig grofie Sahl benaunt werben.

Um bie defabijchen Sahlen {chriftlich darzuftellen, geniigen bie 3iffern fiir
bie erften neun Baflen: 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ju denen noch bie O fommt,

DBegeidhnet man mit a, b, ¢, ... p, q, r irgend eine ber Sahlen O,
1, 2, ... 8,9, fo ift ver Ausdrud

r.10® 4+ q.10* 4 p.10~2% 4 ... 4+ ¢. 10+ b.10 4 a
bie allgemeine Fovm einer bdefabijdhen gamgen Bahl. MWean FHirgt aber bieje
Fovm Ddabin ab, dajs man bie Ubbitiongzeichen und bie befadbifchen Einbeiten
10, 102, 103, wegldfét und nuv bdie Coefficienten (3iffern) anfdhreibt, unbd
jeber Biffer einen zehnfachen Wert aniveift, wenn man fie in die nddfte
Rangftelle nady finfd perfest. Iu diefem Sinme ift 3. B.

35684 = 3.10% + 5.10° 4 6.10° 4 8,10 + 4, ober
= 30000 +- 5000 + 600 + 80 -+ 4.

§. 65. Der Rang jeder eingelmen Biffer wird duvch den Cxponenten
perjenigen Potens von 10 beftimmt, welche die defadifche Einheit jener Stelle ijt;
man faun baher diefen Gpponenten vonm 10 ben PRangerponenten ber
Biffer nennen. 3. B. in 35684 hat die Biffer 6 den RNangerponenten 2, bie
hischite Biffer 3 dben RNangexponenten 4.

Solgefige. 1. Der Rangexponent der hichjten Ziffer einer defadijchen
ganzen 3abl ift um 1 fleiner al§ die Anzahl der iffern.

2. DBeveutet N eine pefadbifche gange Sahl, deven hichite iffer ben
Rangerponenten n hat, alfo eine (n 4 1) ;iffrige gange Zabl, fo ijt

NS0 unb™"N < 10=+ 1

2. ®ad Redmen mit defadijden Sahlen.

§. 66. Dad Rechnen mit defadijchen ganzen Sablen beruht auf den Bor-
jopriften, weldhe fitv dag Rechnen mit mehrgliedrigen Ausdriiden, die nad
pen Potenzen bdevfelben Bafis geordnet find, gelten; mur mujs bdabei wegen
per einfacheven Darftellung der defadijchen Sahlen durch neben einander ge-
jehriebene Biffern auf ven Rang bdiefer Jiffern Ritdjicht genommen wevrden.

3t M = d.10% 4 ¢.10% 4 b.10 + a, und i

NiE= r.10% 4 q.10 4+ p, fo it

M+ N=4d.10* + (¢ +1).10° 4+ (b + q). 10 4 (a + p)-
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Defabdbijde Zabhlen werdben bemnad) abdbbdiert, indem man bdie
Biffern von gleicher Rangftelle abbiert.

Jft  ble Summe bder Biffern einer Rangjtelle jweisiffvig, 3 B..
b 4 q = 1.10 4 m, fo befalte man an biefer Stelle nur die niedrigere
Biffer m, und abbieve bie hihere ju ben iffern bdiefer hiheven Rangjtelle,
Die obige Summe nimmt in diejem Falle die Gejtalt an:

M+ N=d.10® + (¢ + r + 1).10° + m.10 + (a + p).

§. 67. Sit
M = d.10% - c.10% - b.10 4+ a, unb
BiE=— r.10% 4+ - q.10 4 p. o ift

M—N=4d.10% 4 (¢ —1).10* + (b —q).10 4 (& — p):

Beim Subtrahieren defabijder 3ahlen werben babher die Siffern
perfelben Rangitelle jubtrahievt.

3t in einer ‘Rangjtelle die Biffer be8 Subtvahends qrifer al8 bie bes
Minuends, fo vermehrt man die lestere, um fubtvahieven zu fdnnen, um 10,
und bermehrt, damit die Diffeven; unverdndert bleibe (§. 20, 2), audh den
Gubtrahend um 10 Ginbeiten in derfelben ober um 1 Ginbeit in der nidft
hsheren Rangftelle. Jft 3. B. q > b, fo nimmt die Differen; die Gejtalt an:
M-—-N=4d.103 4 [c— (r +1)].10* 4+ [(b 4+ 10) — q].10 + (a —p).

§. 68. Wenn M = e.10* | d.10° 4+ ¢.10* 4 b. 10+ a, fo ijt

M.p —=ep.10* 4+ dp.10°+ cp.10*+ b p.10 4 ap.

Eine mehrziffrige S3ahl wivd baher mit einer eingiffrigen
multiplicievt, inbem man die Ciner, Jehuer, Hunderte,. . . ved Wultiplicands
mit bem WMultiplicator multipliciert und bie eingelmen Probucte folgeiveife als
Einer, ehner, Hunbderte,... zujommenitellt.

3ft eined bdiefer Probucte jweiziffrig, 3 B. cp =r.10 4 s, jo behalte
man an biefer Stelle nur die niebrigere Jiffer s, und ihle bie hbhere r zu
bem Producte in diefer hiheven Rangjtelle.

§. 69. 3t M ivgend eine mebyjiffvige Bahl und

N =p.10* 4-q.10* 4 r.10 + s, jo ijt
M.N=M p.103 + M q.10° 4 Mr.10 4 Ms.

m bafer 3weti mehrziffrige Jahlen mit einander ju multis
plicieven, multipliciert man den Diultiplicand mit jeder Biffer bes Multipli=
catorg, von dev hochjten angefangen, multiplictert dann bie erhaltenen Lheil-
probucte ber Orbnung nady mit den fallenden Potenzen von 10, wasd dadurdy
gejdhieht, bajé man jebed folgende Product um eine Stelle weiter gegen bie
Rechte viictt, und addievt die unter einander jtehenden Siffern der Theilproducte,

8.8, . T318 X473 .. . ober i . 7318 X 473
92927200 29972
519260 51226
21954 91954
3461414 3461414

Moénit, Avrthmetit und Algebra,
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§. 70. Aud den §§. 55 und 56 ergibt fich, wenn bie dort betvachteten
mehrgliedvigen Ausbriide defadijche Jahlen, b. i nad) den fallenben Potenzen
von 10 geordnete Polpmome find, filr dad Dividbieren befabdifdher
Babhlen folgended Berfahren:

Man nimmt fo viele hidjte Biffern bed Divibends, ald der Divijor hat,
oder weun biefe Fleinmer wdven al8 der Divijor, um eine mehr al8 evften Theil-
pivibend am, multipliciert mit der babuvch gefunbenen pchten Hiffer bes
Quotienten den Divifor und fubtrahiert dad Product von bem erften Theil-
bivibend. Zu bem Refte feit man bdie nddhftfolgende Biffer bes Dividends,
bejtimmt aué biefem neuen Theilbividend die weite Siffer bde8 Luotienten
und fet diefes Berfahren fort, big alle Biffern bed Divivendd in Redhrung
gesogen wurben.  Dabei ift ju beacditen, bdaf8 ber Reft, ber aud ber Sub-
traction ber Theilprobucte entftebt, immer fleiner fein mufs al8 ber Divifor,
pa man fonft im Quotienten eine zweite Biffer besfelben Ranges erhielte.

3. B. 43741 : 83 = 527, ober Fiivzer 43741 : 83 = 527

415 2924
224 581
166 0

581

581

0

Bei der aweiten Form mwurben bie Theilproducte fogleidh wiihrend der Multiplication
fubtrabiert umd nuv bie Refte angefdrieben.

V. Cheilbarkeit der Jahlen.

§. 71. Gine Babl a Beift dburch eine andere Jabhl b theilbar, wenn
fie burdy diefelbe bividiert eine gamge 3afl jum Quotienten gibt. Der Divi-
pend a Beifit in diefem Falle ein BVielfades (§. 34, 1) von b, und b ein
Maf von a.

Gine 3aBl, weldpe nur durch die Ginbeit und durch fich felbjt theilbar
ift, witb eine abfolute Primzahl, aud) blof Primzahl genannt; jebe
anbeve Bahl Beifit eine jujammengejetste Bahl

Gine Babhl, dpurd) welde zwei ober mehrere andere Bahlen theilbar find,
wir ein gemeinfdaftliches Waf biefer Zahlen genannt. Unter dbem
groften gemeinfdhaftliden Mafe mehrever Bablen verfteht man bie
griofte 3ahl, burdh weldhe diefe Bahlen theilbar find. Bahlen, weldhe aufer
~ ber Ginbeit fein gemeinjdhaftliches Maf haben, heifen Primzahlen gegen
einander ober relative Primzahlen.
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Gine Babl, weldhe buvch swei ober mehreve andeve Sahlen theilbar ift,
beifit ein gemeinjchaftliches LBielfades bdiefer Bahlen. Unter dem
fleinften gemeinjchaftliden Bielfacdhen mehrever Bahlen. verfteht man
pie fleinfte Zahl, welde duvd) alle jene Sahlen theilbav ijt.

3ijt eine Bahl a dburch eine andere b nicht theilbar, jo Heifit bie Sahl r,
welcdhe evhalten wird, wenn man von dbem Divibende a bad grifite Bielfadje
von b, weldes davin vorfommt, 3. B. bq, fubtvahiert, ber Reft ber Divi-
fion. €8 ijt aljo r —=a —bq, und baher a =bq -+ r.

1. Gemeinjdajtlides Maf der Bahlen.

§.72. 1, 3ebes gemeinfdjaftliche Maff zmweier ober mehrever
Babhlen ift audh ein Maff ihrer Summe.

Beweis, E8 jei m ein Waf ber Sablen a, b, c. Sept man a: m =g,
b:m=24§ c:m=y wo a 8 y gange Sahlen bebeuten, fo ift a = me,
b=mp c=my, b a + b + ¢ = me + mB 4+ my; folglidh
(@a4+b4c):m=a-+ g+ 7 jomit m ein Maf von a + b 4 c.

2. Jebes gemeinjdhaftliche Maf sweier Sahlen ift and ein
Mafh ihrer Differen;.

Beweis. €8 fei a:m =« und b;m=24; bann ift a=me, b=m§p,
ub a — b =me — mp; folglih (a—b) :m=ec—4g.

3. Jebes Maf einer Fabhl ift aud) ein Waf jebes Bielfacden
ber Babl.

Beweis. E8 fei a:m —c«; bdann ift a =me unb ap = mpe;
folglid) ap: m =pa.

§ 73. Aufgabe. Das grofite gemeinfdaftlidhe Maf zweier
Bablen 3u finben.

Man bividieve tie grifere der beiben Zablen durdh die fleineve, jobann
ven Divijor durch den Divifionsreft, ben neuen Divijor burd) ben neuen Rejt,
u. f. f. big endlidh eine Divifion ohne Reft aufgebt; der letite Divifor ijt bas
grifte gemeinfdhaftliche Waf bev el gegebenen Zahlen.

Beweis. Sind a und b, wo a>b, die 3wei gegebenen Fahlen unbd gibt

a:b ben Quotienten g, mit bem Refte r,,
b:ry » " Qe v n T
Iy iTy " 9z n R T L
Te : X3 g " qQs n " no Ty W . w.,
fo Bat man, wenn r, = O angenommen wird,
a=bgq 41, mb a—bq =mn
b=mQqy-tTs i u b—rg=r
r, =roqs+ 13 nol By TeQy = T3

et ¥ w o Tg—13q,=0.
B
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Bunddit ift Har, dbaj8 man bei fortgefestem Dividieven endlich auf einen
Reft — O fommen miiffe, weil ber fedbedmalige Nejt eine ganze Bahl und
wenigjtend um 1 Fleiner ald der Divijor, welder ber vorhergehende Rejt war,
fein mufs. '

3ft nun r, =0, fo folgt, wenn man die oben linfs jtehenden Gleihungen

pon unten anfangend betvachtet, bafs r, ein Wag von r,, daher (nach §. 72)
auth von dem Bielfaden 1,4, aljo aud) ein Waf von ber Summe ryq; + 1y,
b. i. vou r, ift; dafj8 ry ferner ein Waf von r,qq, aljo aud) von r, g, 41y,
b. i. von b, und endlich audh ein Maf von bq,, fomit audh) von bq, + r,,
b. & von a ift. r, ift bemnady ein gemeinjdaftliches WMaf von a und b.
: @8 fet anbererjeitd m ivgend ein gemeinjdhaftliches Wiaf von a und b.
Dann folgt durd) Betvadhtung dex oben redhts jtehenben Gletdhungen: m ifi
ein Maff von dem Bielfacdhen bq,, alfo aud) von ber Differen; a — bq,,
b. i. bont r,; dafer ift m aud) ein Waf von r, q,, alfo aud) von b —r, q,
D, i. bon 1,; bann ijt m aud) ein WPaf von r,q;, aljo aud) von r, — ryqs,
b. i. von r,. Dievaud folgt, dajd m nicht grdfer ald ry fein fann, dafd mit-
Bin r; bad grifte gemeinidhajtliche Wiaff von a und b ift.

Das hiev angegebene Verfahren, ju a und b das grdfte gemeinjdhaft-
lide Maf su finden, pflegt man die Rettendivifion fiir a und b ju
nennen. !

Beifpiele.

1) Um dag gr. g. Maf pon 1134 und 3654 su finben, hat man

3654 : 1134 = 3 mit bem Refte 252  ober 1134 | 3654 | 3

i 13 B2 o D Do R e e R 126 252 |4

953 4 138 = 2 a1 430 mma 0 02
gr. g. Maf = 126.

2) @8 foll das gr. g. Maf von Ba®—2a%— 3ab®4-a+42b* + b
und a® — b* gefucht ‘werben.
(3a® — 2a% — 3ab® +a+ 2b? 4 b): (a®* —b?) =3a—2
3a? — 3ab®

o 52 (a% — b%: (a4 b)=a —b.
—2a% 4 a4+ 2b2 4+ b
— 2a? -+ 2b® Dasd gejudite gv. g. WMaf ift aljo

- per leite Divifor a + b.

4 a4 Db Reft.

Bei allgemeinen Jahlenausdritden mujs man oft, um bie Divifion aus:
filhren su Fonmen, ben Divibend mit einem Nichtfactor des Divijors multi
plicieven, ober ben Divijor buvdy einen Nichtfactor bes Dividends pibibieren.
Dafs dadburch bas qr. g. Maf bev beiven Ausdbdriide nidyt gedndert wird, folgt
unmittelbar aus dem Begriffe ded gr. g. Wafes tveier Jahlen.
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Beifpiel. Man fuche das gv. g. Waf vonu
10x* 4 14x — 12 und 7= 4 22x + 16.

Damit bie Divifion bev beiven Ausbriide in gangen Bahlen ausdgefiihrt
werden fonne, multipliciere man ben evften mit 7, welde Zahl fein WMafi bes
sweiten Ausdbructed ift; man hat bann

(70 + 98x — 84);: (Tx® 4 22x + 16) = 10
70x* + 220x -+ 160

— 122x — 244.

Wird der Reft — 122x — 244 bdiivdh) die Bahl — 122, welde fein
Maf bes fritheren Divijors ift, dividbiert, woburd) man x + 2 erhilt, fo
ergibt fich al8 weitere Recdnung:

(Ix2+22x+16): (x+2)=T7x+ 8
Tx? 4 14x

+ 8x 16 Das gr. g. Maf it alfo x 4 2.
+ 8x - 16

0

§.74. Mus ber in §. 73 Degriindeten Kettendivifion jwifchen ywei ahlen
evgeben fid) nadyftehendbe Folgejdse:

1. Qebes gemeinjdaftliche Maf jweier Bahlen iit aud) ein WViaf bes
griften gemeinjchaftlichen PMafed berfelben.

Folgt aus bem jweiten Theile bed Beiweifes ju §. 73.

2. 3it bet ber RKettenbivifion filr a und b ber leite Divifor gleidy 1,
fo finb a undb b velative Primzahlen; und umgefehrt.

3. Gindb a und b velative Primzahlen, fo ift bas grifte gemeinfdhaftliche
Mafi von ap und bp gleidh p.

Denn die Kettendivifion fiiv a und b gibt ald lesten Divifor 1; felst
man nun i diefer Rettendivifion ftatt a unb b die Sahlen ap und bq, b, i
multplicievt man jebe ber in § T3 angefiibrien Gleichungen mit p, fo wird
ber lepte Divijor, aljo bad gdfte gemeinjdhaftliche Waf von ap und by,
gleidh p.

§. 75. 1. Gin Quotient, welder mit jeber von jwei relas
tiven Primzahlen multipliciert eine ganze Zafhl jum Prodbucte
gibt, ift felbit eine gange Jahl

Beweis, G8 feien a und b velative Primzahlen und bie Producte
(p:q)a undb (p:q)b gange Zahlen. Dann find aud) ap:q undb bp:q
gange Rablen und ift jomit q ein gemeinjdbaftliches Maf von ap und bp.
Bwijden ben Jahlen ap und bp ijt aber, dba a und b velativ prim find, p
bas grifite gemeinfdajtliche Mok (§. T4, 3); mithin ijt q ein Maf von p
(§. 74, 1), und baber ber Quotient p : q eine gange Sahl.
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2. 3t eine 3ahl dburd) zwei velative Primzahlen theilbar,
fo ift jie aud) burd) dbas Prodbuct berfelben theilbar

Beweis. €8 feien a und b velative Primgahlen und p:a und p: b
ganze Bafhlen. Dann find audh) (p:ab)b und (p:ab)a gange Sahlen; alfo
muf8 nad 1. audh ber Quotient p: ab eine gange Jahl fein.

3, 3t ein Product jweier Factoven dbuvrd eine Jahl theilbar,
welde gegen den einen Factoveine velative Primzahl ift, jo mujs
bev 3weite Factor dburd biefe Zahl theilbar jein. ,

Beweis. €8 fei ap durd) b theilbar und b gegen a eine velative
Primgahl. Da ap:b undb bp:b, ober (p:b)a und (p:b)b ganze
Bablen find, mufé nach 1. aud) p : b eine gange Bahl fein.

4. 3it eine Bahl gegen zwei ndber melreve anbdbere Jafhlen
eine velative Primzahl, fo ift {ie e8 auch gegen dad Product
perfelben.

Beweis. €8 fei m eine velative Primzahl gegen a, b und c. Wire
abc: m eine gange 3afhl, jo miijste nacdh 3. audh) be:m, und dbann aus dbem-
felben ®rundbe aud) c:m eine gange Bahl fein, wad jedodh ber Annalhme
wid exjpricht.

5. Die Potengen zweier rvelativer Primzahlen jind jelbit
velative Primzahlen.

Beweis. Sind a und b rvelative Primzahlen, fo mujs nach 4. audh a
gegen bb, ferner bb gegen aa, ebenjo aa gegen bbb, u. f. w., allgemein
a™ gegen b eine velative Primgahl jein.

§. 76. Aufgabe. Das grofie gemeinjdhaftliche Maf mehrever
Bahlen zu finben.

3it vas gv. g. WMaf per Zahlen a, b, c und d ju finben, fo jude man
juerit bas gr. g. Maf von a und b, diefed fei m; bann fjudhe man das
gr. g Maf von m und c, diefed fei n; endlidh fudje man bag gv, g. Waf
bont n und d, diejes fei p; p ift bann dad gr. g. Wag von a, b, ¢, d.

Beweis.  Nady bder BVovausfepung enthdlt m alle gemeinjdhaftlichen
Factoven von a und b; n enthilt alle gemeinjcdhaftlidhen Factoven von m
und c, aljo aud) von a, b und c; p endlich enthilt alle gemeinjchaftlichen
Tactoven. von n und d, folglich aud) vom a, b, ¢ und d; p ijt aljo bas
gr. g. Diaf von a, b, c und d.

Beifpicle. 1) Man fude das gr. g. Maf vou 15564, 3552 und 5143,

1654| 35562 |2 2922 514323
222 444 |3 0 703
012 376

222 ift bag gr. g. PMaf von 1554 und 3552.
37 ift bas gr. g. Miaff von 222 und 5143, aljo audh von 1554, 3552
und 5143.
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2) Man fude pasd gr. g. Mag von
3x?—2xy —5y® 2x* 4 9xy+ Ty* und 2x%—2y%
AS pas gr. g. Waf von 3x* —2xy — Hy®* und 2x? +9xv+7y
erhilt man x 4 y.
Bon x4y und 2x* — 22 ijt ferner x |-y bas gr. g. Mg, meId)es
pafer jugleich das gr. g. WMaf bev gegebenen dbrei Ausdriice ijt.

2. Gemeinjdajtlies BVielfadesd der Sablen.

§. 77. Aufgabe. Das fleinfte gemeinfdaftlidge Bielfade
sweier Bahlen ju findben.

TMan fuche 3u den awei gegebemen Bahlen das grifte gemeinjdhaftlice
Mafs, dividieve burch diefes eime der beiden Sahlen und multiplicteve mit demt
Quotienten die anbere; bad Product ift dad gejuchte Eleinfte gemteinjdaftliche
Bielfache.

Beweis, ©8 feien a und b bdie gegebenen Babhlerm. Haben bieje fein
gemeinjdhaftliches Maf, fo ift ihr Product ab felbjt sugleich ifr f. g. Biel
faches. Sind aber a und b nicht velative Primzahlen, o fef m ihr gv. g.
Maf und 3war a:m=c, b:m =4, wo « und # Feinen gemeinjchaftlichen
Factor mehr enthalten fnnen; man Bat dbann a =me, b=mp. Jeves
Bielfache von a mujd aljo die Factoven m und «, jebed BVielfache von b mufs
bie Factoren m und 3, unbd daher jebed gemeinjchaftliche Bielfache vor a und b
die Factoren m, « und 5 enthalten; dad Prodbuct mun, welhed nur bdiefe
brei Factoven enthdlt, wird das fleinjte g. Bielfacdhe von a und b jein. Dasd
fl. g. Bielfodhe von a und b ijt aljo

mof =ma.f =a (b:m)
='mg.¢=bi(a:m).

Beifpiele. 1) Van fudbe dasd fl. g. Bielfache von 648 und 972

648‘972'1 324 ijt bas gr. g. Piaf.
0 324|2
' 648 :324 = 2; 972.2 = 1944, ober
..972:824 = 3; 648.3 — 1944;
fl. g. Bielfaded = 1944,

2) &8 foll bas fl. g. Bielfade wvon 9a'x® —4b%*! und 9a’x?
— 12a%bxy® 4 4b%* gefunben werven.

Das gr. g. Maf diejer Ausdriide ift 3a’x — 2by®  Man Bhat bann

(9a%x® — 12a%bxy® 4 4b%?) : (3a’x — 2by?) =3a’x —2by*;
bafer ift (9a*x? —4b%?*) (3a’x —2by?)

= 27 a%%® — 18a’hx’y? — 12a%b%xy* + 8b%y®
bad gefudhte fl. g. Bielfade.
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§. 78. Aufgabe. Das fleinjte gemeinfdaftlide Bielfade
mebhrerer Sablen zu finden.

Man fudpe juerit dasé Il g. Bielfache weier Bablen, dbann bas fl. g.
DBielfache ded eben gefunbvenen Bielfachen und der britten Bahl, und fabre
wauf diefe Avt bid zur leiten gegebenen Zahl fort. Dag zulehit gefunbene
tl. g. Bielfade ift sugleih dasd fl. g. BVielfache aller gegebenen Zahlen.

Beweis analog mit dem Beweife in §. 76.

3. Theilbarteit defadijdher Sablen.

§ 79. Gine vefadbijde 3ahl N ift burd) p theilbayr, wenn
pie Summe der Probucte aus thren eingelnen Jiffern und den-
jenigen Reften, welde aus dber Divijion ihrer defadifdhen Ein-
Heiten burd) p entftehen, burd p theilbar ift

Brweis, E8 fei die defadifche Rahl

N=2a+b.10+¢.10% 4...+k.10"

gegeberr, in weldyer a, b, c,..k bie aufeinander folgenden Siffern von ber
Redyten gegen bie Linfe begeidhmen. Dann ijt

N gk o i o 100
?_a.p—}—b.P—i-c. - +"'+'kP
16 s g B 000 ra
Sfirmnidgri==iquERiny e qedd S
0T Tn
T-—‘h'{" p'
fo hat man
N 1 ry T — B
7 =4 0 L ek 5 - o et
obexr
a.l br, er, 5% kry
B A L

Die 3ahl N ift aljo dburcy p theilbar, wenn die Probuctenfumme

S=a.l+4br +cr,+.. +kr,
purd) p theilbar ift.
Sft 3. B. ju untevfuchen, ob 415702 durch 7 theilbar fei, jo finbet man
fix p="T nach per Orbnung bie Refte 1, r, =3, r,=2, 1, =6, r,
=4, r; =5, u. {. w. Man hat aljo
415702 ... Rabl,
546231 ... Rejte.
Damm S =2.14+0.34+7.24+5.6-+4+ 1.4+ 4.5="T0 burdy
7 theilbax ift, fo ift aud) die Bahl 415702 burd) 7 theilbar.
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Befondere Begeln,

§. 80. Gine befadijche Bahl ift buvdh 2 ober dpurdy 5 theil
bav, wenn ihve niedvigite Ziffer bezitglidh dburd) 2 over Htheils
bar ift.

Denn fowohl fitv p =2 ald fiiv p = Hwitdbr, =1, =.. =0, alfo
S—q

Bufol. Sahlen, weldhe dbuvd) 2 theilbax find, Heifen gevabde, alle iibrigen
ungevadbe Sahlen. Die allgemeine Form fitr die gevaden Rablen ijt 2m,
fiiv bie ungevaben 2m 4~ 1 ober 2m—1, wo m irgend eine ganze Sahl
fein fann.

§. 81. Gine defadbifde Zahl ift buvcdh 4 theilbar, wenn ihre
niedrigften jwei Jiffern ald Sahl betvaditet burd 4 theilbar jind.

Dent v pi= 4 wird’ r, =@ fny ==rp =1 L0, afn'S =a-<-2b.
a 4 2b ift aber (nach § 72, 2) vurd) 4 theilbar, wenn btie um Sb vers
groferte Bahl a 4+ 10b buvdh 4 theilbar ijt.

§. 82, Gine pefadifde 3ahl ift burd) 3oder burd9 theilbar,
wenn ihve Biffernfumme begiiglich dburd) 3 ober dburd 9 theil
bar it

Denn fowohl fit p=3 a3 fir p=Fiff n=r,=r;=.. =1,
baler S=a -+ bt c4 ...

Bufa. 3ft eine Bahl durd) 2 und durd) 3 theilbar, fo ijt fie aud) durch
6 theilbar (§. 75, 2).

§. 83. Gine befabijdhe Sabl ift burc 11 theilbar, wenn bie
Differen; zwijchen ben Biffernjfummen in ben ungevaben unbd
in ben gevaben Stellen burd 11 theilbar it

gitp =11 -ift'ry =1y = 8 = rmlmbdr=—ay =o. — 1, ghs

S=a+10b+c+10d+ e+ 10f+ ...
Diefe Summe ift aber (nadh) § 72, 1) durcdy 11 theilbar, wenn bdie
um 11b 4 11 d 4 11 f 4 .. verminberte Zabl
a—bt+c—dt+e—f+4...,
ober (at+c4+e.)—b+d+f+..)
dburdy 11 theilbar ift.

4. Primzahlen und zujommengejeste Sabhlen.

§. 84. fteine Bahl n fleiner alé bad Quabrateiner anbern
Bahl a und ift n mit Ausjdhlufs dev Ginbeit durd feine Jahl
unter a theilbar, fo ift n eine Primzahl

Beweis, Gefest, n fei duvd) ivgend eine Zahl p theilbar, jo fdnnte nur
p= a fein. G8 feinun n:p =x, alfo n = px, Wo x eine ganze Sahl be-
seichnet; bann wéive aud) n:x = p, alfjo n dburd) x theilbar. Aus n << a%
undb p = a folgt aber n:p << a, ober x << a. &8 miijste baher unter ber
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obigen Annahme n dburd) eine Sahl x << a theilbar jein, was gegen bie Vovs
audfetung ift. n mufd aljo eine Primygahl fein.

§. 83. Aufgabe. Alle PBrimgahlen His zu einer gegebenen
®renge ju beftimmen.

Man bilbe dbie Quadvate der natiivlichen Sahlen, bid bad lehte Lluabdrat
bie gegebene Grenge itberfdhreitet:

1,: 4,:9,16, 25, 36, 49, 64; 81, 100, ...

E8 find bann Primgahlen diejenigen Sahlen zwijdhen 1 und 4, welde mit
Ausfchuid ver 1 durd) feine Bahl unter 2 theilbar find, alfo 1, 2 und 3;
ferner diejenigen Bablen zwijchen 4 und 9, bdie mit Ausjdhlujs dber 1 buvdh
feite Bahl unter 3 theilbav find, alfo 5 und T; u. j. w.

Die Ridhtigleit folgt ausd §. 84,

§. 86. 3edbejujammengejetste Sahl [Gj8t jidh, unbdjmar nur
auf eine Art, in lauter Primfactoven zevlegen.

Beweis, Jedbe jufommengefeste ahl a muf8 wenigftend in jwei Factoren
serlegt werben finnen, wobei ber Factor 1 audgefdhlojien bleibt; biefe lafjen
fidh, wenn fie jufammengejelte Sahlen {ind, wiedber in Factoven erlegem, bie
entweder fhon Primzahlen ober jelbjt wieder zujammengejeste Sabhlen find;
it im legteven Falle dasd Serlegen fovigefest , fo mufd man, da die Fac-
toven immer fleiner werben, endlich) lauter Primgahlen ald Factoren erhalten.
Sind nun m, n, p, q, r die gefundenen Primfactoven, von benen einige
audy gleich fein fonnen, fjo find bdiefelben aud) die einjigen abjoluten
PBrimzahlen, deven Product die Sahl a ift. Denn liefe {idh a aud) in bdie
Primfactoven s, t, u, v, die von m, n, p, q, r verjchieden find, evlegen,
{o miifste mnpqr = stuv, und daffer mnpqr: s = tuv, aljo mnpqr
purd) s theilbar fein, was jedoch, da abjolute Primzahlen aud) velativ prim
findb, nach §. 75, 4 nicht miglich ijt.

8. 87. Aufgabe. €ine jufammengefeste 3ahl in ihre Prim-
factoven ju zevlegen.

Man bividieve die gegebene Bahl duvch die fleinfte Primahl, durd) bie
fie theilbar ift , 1 nidht mitgevedhnet; ben Quotienten bdividieve man Iieder
purdy die Fleinjte Primzahl, durdh bdie ev theilbar ijt, die frithere Primzahl
nidht audgenommen, und verfafhre fo mit jebem folgenben Quotienten, bis man
endlicdh auf einen Quotienten Fommt, dev felbjt eine Primzahl ift. Die nad
und nady angewenbeten Divifoven und ber lepte Quotient find die Primfac-
toveit, au$ benen bdie vovgelegte Sahl bejteht.

3ft 3. B. 630 in Primfactoven zu jevlegen, jo hat man:

630: 2 = 315 ober 6302

315 : 3 = 105 3153
105:3 = 35 105(3
35:5= 1 355

7

aljo 630 = 2.315 = 2.3.105 = 2.83.3.35 = 2.3.3.5.7.
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Bufaly. Um alle Factoven einer Jahl ju finden, jerlege man diefelbe in
ihre Primfactoven, multiplicieve mit dbem zweiten Primfactor den exften, dbann mit
bem dritten Primfactor bie vorfergehenden 3wei Primfactoren und den erhaltenen
sufammengefessten Factor, und o fort mit jevem folgenden Primfactor alle vor=
Bergehenben Prim- und jufammengefeiten Factoren. 3. B.

210/2
105/3, 6
355, 10, 15, 30
17, 14,.21, .42, 35 70, 105, 210,

§. 88. Aufgabe. Cinen allgemeinen 3ahlenansdrud in Fac-
toven ju gerlegen.

1. Bei eingliedbrigen Ausdriiden jtellen bdie eingelnen Budhftaben
felbjt bie Primfactoven vor; enthalten jie Potenzgrifer, fo witd die Bafis
fo oft al8 Factor gefebt, al8 der Erponent angeigt. 3. B.

abe=ma.b.o; abimi=a b b m.m.m:
21 et st 8 e . . Xt

2. §Fiiv die Bevlegung der Polpnome in Factoven laffen fich feine allge=
meinen Regeln geben; 8 follen daher hier nur Haufiger vorfommenbe fpecielle
alle betrachtet werben.

a) Gin Polynom, deffen alle Glieder ein gemeinfdhaftliches Waf haben,
witd nady §.'39, 2iund §. 40, 2 in zwei Factoven evlegt, inbem man bad
gemeinjchaftliche Miaff al8 ben einen Factor DHeraushebt undb ald den anbevn
Factor den Quotienten feit, welder aué der Divifion des gegebenen Anus-
prudes durdh jemes gemeinjdaftliche Waf Hevborgeht. 3. B.:

1)3ax—4bx=x(3a—4b),
2) 20x* —16x% 4 12x* =4x? (5x?* — 4x + 3).

b) 3nsbefondere folgt aud §. 43, Bujab:

1) a2+ 2ab +b*=(a | b) (a+ b),
2) a?— 2ab 4 b?=(a—b)(a—Dh),
3) a?—b3=(a+ b) (a—bh)

¢) Gin Trinom von der Fovm x2 = mx y = ny® fann in zwei Fac
toven Biufig daduvch jerlegt werden, daf man den Coefficienten m bes jweiten
®liebes, fe nadypem n pofitiv ober mnegativ ijt, al8 bie Summe oder al8 bie
Diffeveny jweier Sahlen davjtellt, die ald Probuct n geben, und Hierauf die
gemeinjchaftlichen Factoven Hevaushebt. 3. B.:

1) x2 4 6x-+ 8:=x24 (4+2)x+8=x"44x +2x+38

—x(x4+4) +2x+4=(x+4 x+2.

2) x%— bxy+-6y’=x"—(3+2)xy 4 6y’=x"-3xy—2xy+ 6y?

=x (x—3y)—2y(x —8y)=(x—3y) (x—2y).

3) a4 3a—<10=a+ (5 —2)a—10=a?*+5a—2a—10

=4 (@45 —2(@+5b)=_(a+5)(a—2).
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8. 89. Aufgabr. Das grifte gemeinjdafiliche Vaf jweier obex
meBhrever Bahlen mittelft beven Berlegung in Primfactoven ju
finben.

Man jerlege jedbe ber gegebenen Bahlen in ifhre Primfactoren und Hebe
unter biefen biejenigen Factoven heraus, welde in allen Sahlen gemeinfdaft-
Gich vorfommen, und 3war jeben fo oft, al8 ev in jeber ber gegebenen Sahlen
enthalten ift; ba8 Probuct diefer Factoven ift das gejudite gr. g. Waf.

Bemeis. Dad jo gebilbete Product ift, dba alle Factoven bdedfelben in
fammtlidhen gegebenen Sablen enthalten find, gewijs ein gemeinjdaftliches
Maf devfelben; es ift aber aud) bad gréfte, weil, fobald man nody einen
Factor bingufiigen wiirde, durd) bdiefes Probuct nicht mehr alle gegebenen
Bablen theilbar wdven.

Beifpicl. Sude bas gr. g. WMaf von 300 und 420.

3600 — 2 S50
420 = 2.2.3.5.7;
ar. g. Maff = 2.2.3.5 = 60.

§. 90. Aufgabe. Das Ileinjte gemeinjdhaftlide Bielfade
mebrever Bahlen mittelft deven Fervlegung in Primfactorven
su finben.

Pean zerlege alle gegebenen Rahlen in ihre Primfactoven und nehme
aud biefen alle verfchiebenen Factoven, und zwav jeben fo oft, alé er in ivgend
einer gegebenen Babl am Bfteften vorfommt; dad Probuct diefer Factoven ijt
pas gefudhte fl. g. Bielfadpe.

Beweis. Das fo gebilbete Prodbuct ift, da e8 alle Factoven einev jeden bev
gegebenen Bablen enthdlt, offenbar ein gemeinjdhaftliches Bielfaches derfelben;
e8 ift aber aud) bas fleinfte g. Bielfache, weil man feinen jener Factoven weg-
faffen barf, ohne dafs basd Prodbuct auffiren witrde, durdy alle gegebenen Sahlen
theilbar zu fein.

Beifpicl. Man judpe dad fl. g. Bielfade von 60, 108 und 1050.

(BMi==00 a5y
108 — 2.2 .3.3.3,
1050 — 2.3.5.,5,7:
. g. Bielfadhes = 2.2.3.3.3.5.5.7 = 18900.

§ 91. PDaben von eciner Reihe gegebener Sahlen wei ober mehreve
ein gemeinjdhaftliches Waf, jo fann man, obhne dag fl. g. Bielfadye u dndern,
anftatt diefer Bafhlen ifr gemeinfdaftlihes Maf nur einmal, und zugleich bie
‘Qnotienten fesen, tweldhe aus der Divifion jemer Jahlen burd) bas gemein-
faftlihe Maf Bervorgehen (Veweis qu §. 77). it ferner eine der gegebenen

ablen ein Daff von einer anvern gréfeven, fo fann bdie fleinere Zahl ohne
Anberung des fl. g. Bielfadhen gan; unbeviidjidhtigt gelajjen mwerven.
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Auf diejen Crvdgungen berubt folgende praftijde Anordnung des
Berfahrens, bag fl. g. Bielfacdhe mefhrever Saflen mittelft Berlegung in
Primfactoven ju finben:

L. Man lafje in der Reibe ber gegebenen Sahlen bdiejenigen weg, weldhe
in andbeven grdferen ofne Reft enthalten find, und bdividiere von den itbrig-
gebliebenen Sahlen jo viele al8 moglich duvrd irgend eine Primzahl alg gemein-
fchaftliches Maf; bdiejed Maf fdhreibt man feitwdrts, die exhaltenen Quotienten
foie die nicht theilbaven Sablen werden unter bdie friiferen Saflen gefept.

2. Miit biefer meuen Feibe von Bahlen verfahre man ebenfo ie mit
ber urfpriinglich gegebemen und miederhole diefed Berfahren, bi8 man ulest
eine NReihe erhilt, in weldher lauter relative Primzahlen vorfommen.

3. Multipliciert man dann bdie in der leiten Reihe befindlichen velativen
Primzahlen und bdie feitwartd hevausgehobenen Miafe mit einanber, jo ift das
Product bag gefuchte . g. Vielfadhe der gegebenen Jahlen.

Beifpiel. Dian juche das . g. Bielfache von 2, 3, 4, 18, 24, 32, 45, 50,

%, 3, 4, 18, 24, 32, 45, 50

9, 12, 16, 45,25

6, 8, 45, 25

3, 4, 45, 25

4.9, .5

fl. g Bielfacdhes = 4.9.5.2.2.2.5 = 7200,

Ot N BN DD

VI. Erweiterung des Baflengebietes durd) die Divifion als Theilung,
®ebrodene Zahlen.

§. 92. Bisher wurde (§. 46) bei jedem Quotienten % voraudgefetst, bajé

ber Divibend a ein Bielfaches beé Divijord b, dajs alfe a eine dex Jahlen b, 2b,
3b, 4b,... ift, weil nur in diefem Falle bie Divifion an ber Reife ber gangen
Bahlen audgefithrt werden fonnte. Soll bie Divifion fiiv gany beliebige Werte
bes Dividends und bes Divifors mdglich gemadyt werden, fo ijft man gendthigt,

£ fite den Fall, wo s Fein Bielfaches von b ift, alé eine neue Fahlenform
in bie Avithmetif einjufiihren.

Man nennt in diefem allgemeinen Sinne, wo a fein Bielfaced von b ift,
oen Quotienten%im ®egenjatse 3u den bisher betvachteten ganzen Zahlenm
eine gebrochene Sahl ober einen Brudy; a Beift der Zdhler, b ber
Renner ves Brudhes.
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Die newe Sahlenform wivd nun fo definiert werden, dajé den Gefeten,
welde bei ber Divifion fiiv die alé ganze Bahlen vorvausdgefepten Quotienten
abgeleitet wuvben, aud) fitv die Briide die Giltigleit gewahrt bleibe,

LWenbet man auf den Quotienten —z—, bemt man aud) bie Form 1{)—3 geben
fann, den Saf in §. 48, 1 an, fo evhalt man

R b i |
Foteshd T TR T
Die Bebeutung ded Bruches evyibt fich bann aus bem duvdy die Gleichung
b = a audgedviidten Begriffe eined Quotienten. Sest man a = 1, fo it

1
Tl
Dt % bebeutet eine Zabl, weldhe b mal al8 Summand gefest 1 gibt. Theilt

man daber eine Ginbeit in b gleidhe Theile, fo ftellt ein jolder Theil, dba ex
b mal alé Summand gefetst wieber die Einbeit gibt, die Bahl % pov. % = %.a
bedeutet darmn eine Babl, weldye entjteht, indem man bdie Cinkeit in b gleiche
Lheile theilt, und einen foldhen Theil a mal al8 Summand jest.

Briidye find vaher Babhlen, deven Einheit ausdvviidlich ald ein Theil
per urfpriinglichen Einheit angegeben ift. Der Nenner zeigt an, in wie viele
gleiche Theile die urfpriingliche Ginkeit getheilt werben foll, damit ein joldyer
Theil die neue Einheit ded Brudhes gebe; der Bdhler jeigt an, wie vielmal
per Brud) die burd) ben Nenner gegebene Einbeit enthilt.

Um ben gebrodhenen Bahlen audy in ber Bahlenveihe ihre entfprechenbde
Stellung anzuweifen, muf8 man fitv einen beftimmten Nenner b bdie Reihe ber
gangen Babhlen in fid dbaburd) erieitern, bafé man ben Abjtand je zweier auf
einanber folgenber Bafhlen biefer Reibe, b. i. jebe urfpriingliche Einbeit, dburch
Ginjdhaltung neuer Sabhlen in fo viele gleiche Theile theilt, wie ber Nenner b
angeigt, und einen foldpen Theil ald eine mewe Ginbeit annimmt, um mit ihr
sut 3dhlen; man evhdlt baburd) bie Bahlenveihe

5 4 3 2 1 1 ) 3 4 5
TR R S S e e 0;+5r+ﬁr+5:+|’3r+§f”
welche die Bahlenveihe der b tel genannt wird.

Die dpurd) Ginjdaltung von Britden audgefitlite Sahlenveihe Heifit bdie
Brudgahlenveihe fiir ven begiglidhen Nenner. Solde Reihen fonnen durch
Bablenlinien verfinulidhyt werden. ©p Hat man fitv bie Reihe ber Drittel:

a.

a
B

-2 —4 o +1 +2
A e AR e e R I T R N
BE 89:13p Butol@niid aBhid Qod Be. s minder B TBnniHLE

§. 93 Gin Brud), welder fleiner ald 1, deffen Sahler alfo Feiner ald
ber Jennev ift, Beift ein echter Brudh, jeder anbeve ein unedyter Brud).
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Gin Brudy, deffen Bdhler eine defadifdhe ganze Sahl, und beffen RNenner
eine Poten; von 10 ift, witd ein Decimalbrud) genannt; jeber ambere
Brud) Heifit ein gemeiner Brud.

Eine eigene Avt ber gemeinen Briide bilben die Kettenbriiche, von
benen iweiter unten befonberd die Jede fein wivd.

1. @emeine Briidhe.

Allgemeine Jilbe.

§. 94. Aus bem Vegriffe eined Brucdhes folgt:

1. Jeber Brudy gibt mit feinem Nenner multipliciert ben
Bdbler jum Producte.

1 a
T b — 1, —h“ aibi=1a

2. Bon zwei Britden, die gleiche Nenner haben, ift jener
ber grofere, welder ben grifeven dhler hat.

3. Bon zwei Britdhen, die gleiche ZSdhler haben, ift jemer
ber gréfiere, weldyer ben Eleineven Nenner Hhat.

§. 95. 1. Jeber unecdhte Brud fanun in eine Summe and
einer gangen 3abhl unbd einem edyfen Brude verwandelt werben.

3ft a=b, fo ijt %z a:b=q+4 T:" o q bie grifte gange Zabl,
weldye in bem Quotienten a:b worfommt, und r den Divifionsveft, dafer -,
weil r << b fein muf8, einen echten Brudy vovftellt.

Gin Ausdbrud von ber Form q - —;— beifit eine gemifchte Babl

2. Jebe ganze 3ahl fann in ber Form eined Brudes mit
gegebenem Nenner davgeftellt werben, indem man bag Probuct aus
ber gangen Bahl und bem gegebenen Nemmer alé ben Zdhler bded Bruches
anninmnt.

G8 ift a = f"n’? (8. 47, 3).

Gin Brudy, veffen Bdhler ein Bielfaches des Nemners, der aljo einer
gangen Bahl gleich ift, Beifit ein uneigentli her Brud.

3. Gin Bruch bleibt (jeinem Werte nach) unverdnbdert, wenn
man 3dhler und Nenner mit devfelben Zahl multipliciert ober
beibe burch piejelbe Zabhl bividbiert.

2 2= 20§ 51, 2)

b Bnes b

§. 96. Aufgaben. 1. Ginen gegebenen Brud) auf einen geges
Benen nemen MNenmner ju bringen, welder ein BVielfades dbed

friipeven Nenneréd ift.
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Wian bividiere den newen Nemmer durdh) den fritheven Nenner, und muls
tipliciere ‘mit bem Quotienten ben fritheven Bdhler; bas Product ift der ge-
gejuchte neue Bdbler.

Die Ridptigleit der Aufldjung folgt aus §. 95, 3.

Um ;. B. % auf ven Nenner bm u bringen, Hat man
El
bm”

2. 3wei oder mehreve Britdhe auf den fleinften gemein-
fdhaftlidhen Nenner ju bringen.

Nean fuche das . g Bielfache der Nenmer bdev gegebenen Briiche,
weldhed gugleich dev mewe fL. g. Nenner ift, unb bringe (mach Yufy. 1) bdie
gegebenen Briiche auf diefen newen Nenner.

Seifpiel. €8 follen bie Buide >, f?;, gi]'?i
gebracht sverden,

Das fl. g. Bielfache aller Nenner, jomit ver f. g. Nenner, ijt 4beld.

Ptan erhdlt dann
a, i 2acid 3m 3cdm 4n __ 16bn

2b ~ " Ibe?d’ 4be  4betd’ ¢*d  Lberd
3. Ginen Brud), dejjen Fihler und Nenner ein gemein-
fhaftliches Weaf haben, abzufiivien, b. i ofne %Inbewng Ded Wertes

burch fleineve Sablen audzudriicen.
Pan dividieve Jdahler und Nenner durdh ibr gemeinjdajtliches NMag.
4am 2am_ 12a’bx? 4ab
8 B. 6bn _ 3bm’ 15acx’  Bex
Gin Brudh, deffen Bdhler und Nenner relative ‘Bumgat’ﬂeu finb, Beifit

auf die einfacdhfte Form gebradt.

Bufah. Durd) dbad Ubfiivzen allgemeiner Briihe fann Hiufig die fifr
bejonbere’ Subjtitutionen in denjelben auftvetende Unbeftimmitheit behoben
werben. So gibt der Brudh ;::;1 fiit x = a ben unbeftimmten Wert —g.

Durd) bad Abtiivzen aber erhdlt man
xt—a! L ETa)(xa) L xfa
2x—2a 2 (x —a) Slas B 2 sk

weldper Brudh fitv x = a den bejtinmeen Wert %‘- = a annimmt.

Wenn allgemein ein Brud), defjen Bdhler und Nenner nadh x georduete
Polhnome find, fiiv einen Dbeftimmtien Wert von x, 3 B. fiir x =a, bdie
Form % annimmt, fo liegt davin bie Anbeutung, dajé Bdhler und Nenner den

gemeinfdhajtlidhen Factor x — a enthalten, welder filv x = a Null wird, und
burdy weldhen daher der Brud) abjufiiven ift. Nimmt bder badurd) verein-

fachte Brudh fiirx x — a nod) immer die Form — g o an, fo wieberholt man das
Abtiivzen burd) x — a.

bm : b= m;‘a.m = any alje %—_—.

auf den . g. Nenner
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Rechnungsoperationen mit gemeinen Britdpen, "

§. 97. Britde mit gleidhen Nennern werben addbiert, indem
man ihre Zdhler adbdievt 1nd bieiet Summe den gemeinfdhaftlichen Nenner gibt.

a a—-}-b
2 fmi=21L (5 53),

Sind Briihe mit ungleidhen %enuexn, ober eine gange Sahl und
ein Brud) gu abbieven, fo ftellt man die Summanben mit einem gemeinjchaft-
lichen Nenner bar unbd verfahrt dbann nad) bem vorigen @age

38 +i=+=1=1%

a+::';+“;=ﬂ;ﬂ'

§.98. Die Summe 3iweier Britche bleibt unverdnbert, wenn

man bie Summanden mit einander vertaujdt.

B8 ift & b h i = Tt (8. 97)
= DB e gy s 0| 28 (g 53)

=g +; (8. 95, 3).

§.99. 3mwei Briidhe mit gleidhen Nennern werdben jubtra-
hiert, indbem man bdie Bdhler fubtvahiert und ber Differen; ben gemein-
fdhaftlichen Nenner gibt.

el B

m m
Sind Britdhe mit ungleidhen Nenmern, ober eine gamge Sahl
und ein Brudh ju fubtvabieven, fo ftellt moan bdie beiden Bablen mit einem
gemeinfdyaftlichen Nenmer dav und verfifhvt dann nady dem vorhergehenden

Sate.

B T8 =—=17_.6 =1
,8- . 5 ; G Flamre i
a b an bm an-—bm
m n mn mn mn
m an m an—m
g —— = — — — 4
n n n n

Bufal.  Jngbefondere erhilt man

af+b  a—b a-
8 — Tyt g und aud) —5

fa_;;b- liegt aljo mitten 3wijden den Baplen a und b, von beiben um
biejelbe Diffeven; verjchicden, und heifit veshalb basd avithmetijche WMittel

swifdren a und b.
§.100. 1. Gin Brud wird mit eimer gangen Babhl multis
pliciert, inbem man ben Bdhler mit ihr multipliciert obev bden Nenmer

burd) fie bividiert.

b_b:a—

_am_
T T

Motnit, Arithmetil und Algebra.
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2. Gin Brud) wird dburd eine gange Sahl dividievt, indem
man den Bdhler burd) fie dividiert ober ben Nemmer mit ihr multipliciert.

Sim=20 =2 (549, 2).

§. 101. Die Multiplication einer Babhl mit einem Brude Hhat nach den
in 88. 34 und 59 aufgeftellten Erflavungen ber Multiplication feinen Sinn.
Diefelben miiffen, damit auch die Multiplication mit einem Brudye Bedentung

evhalte, entjprechend eviveitert werben, was mit Ridjidt auf §. 48, 2 in
folgenber Weife gefchieht: Gine Bahl a mit einem Brudhe ﬁf} multi-
plicieren Beifit, ben fovielten Theil von a, wie der Nenner n ded Bruches
angeigt, fobielmal ald8 Summanbd fesen, wie der dhler m bed Bruchesd anjeigt.
Nus diefer Grildvung evgeben fich folgende Siite:
1. Gine Bahl wivdb miteinem Brude multipliciert, indem man
fie burch den Nenner bdividiert und den Quotienten mit bem Jdhler multipliciert.

m a am
a.; Z;;. —_ T
2. Gin Brud) wird mit einem Brudye multipliciert, inbem
man bem Producte ber Bihler das Probuct der Nenmer ald Nenner gibt.

= §—(b : ).m:%.m@.lﬂo,?): 22 (8.100, 1).
3. Das Prodbuct jweier Briiche bleibt unverdnbert, wenn
nan die Factoven unter einander vevtanjdt.

a m am ma Aimeoca
B-.E:ﬁzﬁ (§. 36) ._-n—.b—(mlcb 2)-

Solgefal, Multipliciert man eine Sahl mit einem echten ober unechten
DBrudpe, fo ift das Product begiglich Fleiner ober grifer ald per Multiplicand.

§. 102. Wenn 3wei Babhlen zum Producte 1 gefen, fo Heifit jebe ber
umgefehrte nber recip rofe Wert ber anbem

Goita. =1 —.—=1, baf)er — per umgefefirte Wert von a,

= per umgefei;rte Wert von —.
m n

§. 103. Fiir bie Divifion dburch einen Brud ergeben fich aud dem
im §. 46 aufgefteliten allgemeinen Begriffe der Divifion folgenve Siife:

1. Gine Bahl wivd dburdy einen Brud dbividbievt, indem man
fie buvdh) ben Bdbhler dinidiert umd ben Quotienten mit dem Nenner multi-

pliciert, ober inbem man fie mit bem umgefehren Bruche multiplicievt.
m a n
—_—=—,nD=8a. —
n m m
m

a:

Breweis, €8 ift (% 4 n).;—n: a, mbd and (a.%).; = a.
Bufag. Dal:>=1."=

Wert einer Bahl a burd) 1:a ober —i— begeidynen.

,;n ift, fo fann man allgemein ben reciprofen
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2. Gin Bruch wird dburd einen Brud bividbiert, indem man
ipn mit bem umgefehrten Brudhe multipliciert, ober inbem man dem Quo-
tienten ber 3dbler ben Quotienten der Nennmer ald Nenner gibt.

€8 ift —:— ==. 2 (nach 1); ober
o %:m) .0 (ah 1) =22 0 (§. 100, 2)
=3— (§ 100, 1).
Hiernady it
a b
Tﬁ_:jl-}u = a: b,

b. B ber Quotient jweier Briidhe mit gleidhen Nennevn ijt gleid
bem Quotienten ihrer Jihler.

Jolgefal. Dividiert man eine 3ahl durd) einen edhten ober unechten
Brudy, fo ift ber Quotient begitglich grifer ober Heiner als ber Dividend.

§. 104. Gin Brudh, deffen Zibler ober Nenner, ober beide Jugleich wieder
DBritde find, feifit ein gebrodhener Brud). G ift nichts andeves, als eine
angeseigte Divifion von Britchen, und fann daher in einen gewdhnlichen Brud
verwanbdelt werden, indem man diefe Divifion wivflidy ausdfithrt. 3. B.

a a

m a a a m an m a b an

—_— = —th="—; —=—=a:—=—; —=—i—=

b m bm? m n m b m " n bm
n n

§. 105. Alle bisher fitr bie ganzen Rabhlen ermiejenen
Rehridge gelten aud fiir die gebrodhenen Zahlen.
Denn alle jene Lehriise bevuhen auf den Commutationsdgefeten
a4+ b=D>b 4 aund
A =l
diefe zwei Gefefe aber gelten, wie in § 98 und §. 101, 3 bewiefen wurbe,
aundy fiiv Briiche.

2. Decimalbriide.

§. 106. Dic allgemeine Form eines Decimalbrudyes (§.93) ijt %n, o

A und m beliebige befadifdhe gange Bahlen begeichnen. Die Decimalbriiche
nennt man aud) Decimalzahlen.

Die Decimalzahlen werden ohne Nenner angefdrieben; man
braudht mur im Bdbler von ber Rechten gegen bdie Linfe fo viele Iiffern
burdh einen Punft, ben Decimalpunft, abzujdhneiden, al8 ber Potens
egponent von 10 im Nenner Ginbeiten enthdlt, ober wasd gleichviel ijt, al8 im
Nenner Nulfen vorfommen. Sollten nidht genug Iiffern vorhanben femn, um fie

abfdneiven ju fonmen, fo iwerben bie fehlenden [infs durch Nullen erjeft;
4%
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ebenfo evgingt man audy bie Stelle vor vem Decimalpunfte, wenn fiir die-
jelbe feine Biffer itbrig bleibt, purd) die Null. 3. B.

78317 | 718817 5483 5483

-—-IOT = 1000 = 78 317 104 i m == 0'5438,
37 37
105 — 100000 == &k 00037

Die Biffern redhts nadh bem Decimalpuntte werden Decimalen genannt.

wm ftellt bemmnach eimen Decimalbrudy mit m Decimalen vor,

Um die Bebeutung ber Iiffern eined Decimalbrudied fennen ju levnen,

" betvachten wiv ben Decimalbrud %, elder 4 Decimalen enthilt; bdie

Babl pov dem Decimalpunfte heife m, und die Decimalziffern in ber Ord-

nung gegen die NReddte feien a, b, ¢, d; bann ijt
=m.10*4+ a. 1084+ b.10° 4 ¢c. 10 + 4,

baher

A m.10* 4+ a 10® + b.10? + ¢.10 + d
1oL = 10+
a b c d
=m4 G+t o
8 beveutet aljo die Jahl, welche linfs vor bem Decimalpunite fteht, eine
gange Zahl; die erfte Decimale bebeutet Jehntel, die zweife Hunbdervtel,
pie britte Taujendtel, die vievte Bebhntaufendtel u f. w.
34781 34000 - 700 4+ 80 + 1

3. 8. 34781 = 000" = s

7 8 1
—_—-34—]—1—6—}-m—i—m.

3 einer nad) dem befavijdhen Bahlenfhiteme (§. 64) gejchriebenen ganzen
Bahl bebeutet febe Biffer an ver ndchftiolgenven Stelle gegen die Redjte den
10ten Theil von bems, was fie an der porhergehenden Stelle gilt. Dasfelbe
®efets findet auch bei den Decimalen jtatt, da ein Sehutel der 10te Theil von
_einem Ginev, ein Hunbertel dev 10te Theil von einem Sehutel u. j. w. ift.
Die Decimalbriihe find alfo eine Crmweiterung dbed defadifden Jahlen:
{pftems in der Avt, dafs bie Reihe ver defadifchen Jahlenordnungen.....
Taufende, Huuverte, Behner, Giner nicht mehr mit den Einern abbridyt, fon-
pern fidh nach vemjelben Gejetse, inbem jede niedrigeve Einfeit als der jehute
Theil einer Ginheit der nachit hiheven Orbnung angenommen twird, nod
unter bie Giner hinab in Sehuteln, Hunverteln, Taufendteln,. .. fortjest. Der
Decimalpuntt jheivet die wrfpritngliche Reife dev Sahlenordnungen von diefer

Fortfeung.
Hiernady ift.
00108 4 b, 1074 8. 10 + B + 5 o 4 g5 e o -
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bie allgemeine Fovm einer Jahl bes befadifdhen Shitems, wo E, a, b, c...
oie Jiffern der Giner, Behner, Hunberte, Taufende,..., und o, B, Vpews Die
Biffern dex Behutel, Hundertel, Taufendtel,.. . begeichnen.
Jolgefage. 1. Dev Wert eine8 Decimalbruches wivd nicht gednbert, wenn
man den Decimalen vechts beliebig viele Nullen anbingt. 3. B.
023 = 0230 = 2:2300 = 2:23000.
2. Der Wert jeber Decimalzahl ift Feiner alg eine Ginfeit ber ifrer
hichjten geltenden Biffer unmittelbar vorausgehenden hiheren Stelle; 3. B,

000783 < 1%)*‘ Denn hitte jebe Biffer ber Decimalzohl audy ben hichften

miglichen Wert 9, fjo miifste man nod) eine Ginfeit der niedrigiten Stelle
bazu abdbieven, um eine Cinbeit jewer hiheven Stelle u evhalten.

Berwandlung cines gemeinen Brudes in einen Decimalbrud).

§. 107. Um einen gemeinen Brudh — in einen Decimalbrud

3u permwanbdeln, bdividbieve man ben Bdhler a buvd) ben Jenner b und
bringe im Quotienten nach den Gangen, an beven Stelle bei einem edyten
DBrudhe eine Null gefesit wird, den Decimalpunft an. Dem Rejte hinge man
bievanf eine Null an, bdividbieve mwieber und {dyreibe bie erhaltene Luotienten-
siffer nadh) bem Decimalpuntte hin; bhinge bann eben fo jebem etwa weiter
folgenven HRejte eine Null an und fele die Divifion fort, bid biefe enbdlich
obne NReft aufgebt ober, mwenn biefed nicht eintritt, bid8 man bie gemwiinjchte
Anzahl Decimalen exhalten Hat.

Beweis. E8 it

a a.10m a.10m : b
N T L i s

Wenn man nun bei bem oben vorgezeidhineten Divifiondverfahren an die
betreffenden Refte nach und nach m Nullen anhingt, was basjelbe ijt, ald
wenn man u bem 3dhler a auf eirmal m Nullen hingugefitgt hitte, fo wird
paburd) a mit 10™ multipliciert; und indem man bann bie im Quotienten
a.10™ : b erbaltenen lesten m Biffern alé Decimalen annimmt, wird biefer
Quotient durd) 10™ bividiert.

383 =30: 4= 075 3% — 3291195 = 2632
20 790
0 400
250
0

a

Bufie. 1. Damit fidy ein gemeiner Brudh - in einen Decimalbrudy genau

verwanbdeln laffe, mujé a.10m bei hinveihend grofem m burch b theilbar
jein. Diefes ift aber, wenn a und b velative Primzahlen find, nach §.75,3
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nur bann mdglidh, wenn 10™ durd) b theilbar ift, ©. §. wenn b feinen von
2 und 5 verdyiedenen Factor enthilt.

Sn allen Fillen, wo ber Nenner b entwebder die Factoven 2 und 5 gar
nidyt, ober aufier benfelben noch anbeve tavon verfdhiedene Primfactoven ente
hdlt, fann ber auf bdie einfadifte Form gebrachte Brudh % burch feinen enb-
lidhen Decimalbrudh bargeftellt werben. €8 [4{8t fich jetoch immer nédbe-
rungsmweife ein Decimalbrud) entwideln, welcher von fem gegebenen gemeiien
um tweniger verfchieden ift, al8 jede nech fo Fleine gegebene Bahl. Denn ift
a.10™ durcdh b nidht theilbar, fo fann ber Quotient ald eine gemifchte Zafhl

angefehen werden. Set man alfo
a.10m

R

wo r < b ift, fo ift

a

b UL P r
e 10m+b10m’

a
alfe om b, 10m

Da nun r < b, alio — <1, fn muie 5 wm mm fein. Der Un:

texjchied zwifchen bem gemeinen Qiutd)e — unb bem Decimalbridhe m_m ijt

alfo fleiner al8 “173‘-:1'! b. i. Fleiner al8 eine @infeit bev letsten nod) entwidelten

Dectmalitelle; er [ifst fidh baber, dba m beliebig gvof, baher —1(131; beliebig flein
gemadyt werben fannm, fleiner madfen, al8 jete nod) fo fleine angebbave Bahl.
3. 8. 2= 950 718'="0:29478. ...
Qileibt man hier bei der Sten Decimale ftehen, jo ift ber begangene Fehler

Fleiner als < 05

2. Wixd ein Bruch, ver fich nicht genan durch einen Decimalbruch bavs
ftellen [§j8t, ndherurgéieife in einen folchen verwanbdelt, fo miiffen Dei ber
Gniwidlung eintige Decimaliiffern in terfelben Ordnung immer wiedevfehrern.
Denn bei dex Divifion ift ber Reft immer fleiner al8 ver Divifor; man fann
baber nur jo viele revjdyiebene Refte exhalten, al8 8 gange Sahlen gibt,
weldje fleiner find al8 der Divifor, fo dafé im ungiinftigiten Falle wenigftens
unter fo vielen Reften, ald der Divifor Einbeiten enthilt, wieder einer ber
vovigen Rejte jum Borjchein fommt, von weldem an fidh dann mweiter die
ndmlichen Biffern im Quotienten und bdiefelben NRefte wie vorber evgeben
miiffen. 3. B.

;_§= 180:37 = 0486 486 ... oo = 56:0: 75 = 074 666 ..

320 350
240 500
180 500
320 500
240 50

81



55

Decimalbritdhe, in denen fid) eine beftimmte Anzahl von Biffern in der
jelben Ordnung wieberholt, nennt man periodijdye, und die immer wieder-
fehrendbe Biffernreihe die Periobe.

Bei ven peviodifchen Decimalbriichen find wet Felle su untevidheiden:
entieder beginnt bie Pericbe unmittelbar nac) dem Decimalpunfte, ober s
geben ber Periobe noch anbeve Decimalen vovaus. Im evjten Falle Heifit der
Decimalbruch vein peviodijch, im zweiten gemijdt periodifdh.

Nean pilegt die Peviobe nuv einmal anjujdjreiben, jedoch bdie evfte und
legte Biffer bevfelben mit bavitber gefefsten Puntten ju beeichnen; Bievnadh ift

18N a . dias G
5 = 0°486, 75 = 0°746.

Permandlung eines Decimalbrudyes in einen gemeinen Brud.

8 108, 1, Gin enblidher Decimalbruch wird in einen ges
meinen Brud) verwanbelt, indbem man benjelben in der Form eined ge-
meinen Bruches anjdhveibt und diefen, wenn ed angeht, abfitvzt. 3. B.

S BB B G aBshr iy Pl SEORRD /g 18
075 = 72— 3¢ (gy-39h = 81 ToL == 81 1.

2. Gin rein periodijder Decimalbrud wird in einen ge:
meinen Brudh verwanbelt, indem man ald Bdhler die Biffern der Periode
und ald Nenner eine Babl jest, welche mit jo vielen 9 gejchrieben wird, ald
pie Periobe Biffern Hat.

Beweis. Driidt man bie Siffern der Periode duvch b und ihre Anzahl
burd) n aus, o ift der gejuchte peviobifche Decimalbrud

11 b b
X = qou "+ o T qomm T Tem e

Multipliciert man diefen Ausdbrud mit 107, fo erhilt man

b b b
X.10“2b+m—n+ ‘1‘—“.2;—-—{—-1-03‘;—_[_..'

Subtrafiert man nun den friferen Ausdruc von dem legten, jo folgt
x.100 — x = b, oter (100 —1) x =b,

und barvaus
& e =
3.8 0b=¢=4 O0H=ti=1+
2-301 = 2381;  15-351 = 156354 = 1644

3. Gin gemijdht peviobifcher Decimalbrud wird ineinen ge
meinen Brud) verwanbdelt, inbem man bie der Periode vorangehenden
Decimalen jommt der Periode ald gange Aahl zujemmenitellt, dbavon die ber
Periove vovangehenden Decimalen, ebenfalld al8 gange Babl betvadhtet, jube
tvaiert und biefe Differens als Bdhlev, als Nenner aber eine Jahl annimmt,
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bie mif fo vielen 9, al8 die Peviode Biffern enthilt, unb jo vielen vedhis
folgenben Nullen, al8 Decimalen der Peviode vovangehen, gejcdhrieben ijt.
Beweis. 8 feien b bie Riffern der Periodbe, n bie Anzahl derfelben,
fermer a bie der Periode vovangehendben Decimalen und m ihre Anzahl; dann

ift ber gefuchte Decimalbruch

a b b b
== 1gm = 10m+n A 10m+t2n A 10m+3n S

Multipliciert man bdiefen Auddrud uerft mit 10m+» , pann mit 10™, fo
erhilt man

x.10m40 = 2,108 + b + oo o o

b b
saedEE

Durc) Subtraction der lelsten jwei Ausbriide ergibt fich
x. 102 — x 10% = a.10* - b — a,
ober x.10m (10" — 1) = (a.10* - b) — a,

und baraus
5o (a:1004b)—a
T (I0rE=H o
ofg s e T e1al 107
3.3, 0-215 = 990 T 990 — 330’
fley 41 31708 — 31 ok
0°31708 = =™ = 34455 = 44354

- Redynungsoperationen mit vollfdndigen Decimalbriidyen.

§. 109. Das Rechuen mit Decimalbriidhen berubet auf venfelben Ge-
feten, wie dbad mit gangen Zahlen, und forbert nuv bie genaue Riidficht auf
ven Rang ber eingelmen Riffern, b. i. auf bdie Stellung deg Decimalpunttes.

Decimalbriiche werben abdiert odber fubtrabhiert, inbem man,
wie bei gangen Sahlen, die Biffern derfelben Rangjtelle, von ber niedrigjten
angefangen, abbievt ober {fubtrabiert. Haben bie Decimalbriiche nicht gleich
viele Decimaljtellen, fo denft man fich die fehlenden Stellen durch Nullen
erfet. 3. B.

35-312 215°3456
0-5678 3 91-45923
39-98 Diffeven; 12388637

Summe 751598

§. 110. 1. Gin Decimalbrud) wirb mit einer Potens von 10
multipliciert, inbem man den Decimalpunft um fo viele Stellen iweiter
gegen die NRechte viidt, a[ﬁ per Multiplicator Nullen hat. Denn

10m ° T 10m:i0n T 10m—n




2. Decimalbriiche wevden multipliciert, invem man fie ohne
Riidficht auf bie Decimalpunfte wie gange Sahlen multipliciert (§. 69) und
im Probucte von ber Redten angefangen o viele Biffern ald Decimalen abs
fdhneibet, al@ beren in beiven Factoven jujammen enthalten find. Denn

LA
10m ° 10n — 10m4n°®
3. 8. 8:056 X 531 13-7934 X 000156
40 280 13 7934
2 4168 6 89670
8056 327604
427-7136 0-021 517704

§ 1L 1. Cin Decimalbrud wird dburd eine Potens von 10
bividbiert, indbem man den Decimalpunft um jo viele Stellen weiter gegen
bie Linfe viidt, al8 ber Divifor Nullen enthilt. Denn

B e e
tom 10" = qgmga

2. Decimalbriide werben dividbievt, indem man Dividend unbd
Divifor purd) Anhingung von Nullen mit gleih vielen Decimalen barftellt
und dann mit LWeglaffung dber Decimalpuntte bie Divifion iwie bei gangen
Bahlen verviditet. Denn

ot B i
10m ° 10m — 10m : 10m

Praftifh verfihrt man einfacher nady folgenden Regeln:

a) Gin Decimalbrud wird dburd eine ganze 3ahl bividiert,
inbem man ihn wie eine gange Fdhl dividiert und im Quotienten den Decimale
punft fest, bevor man bie erjte Decimalziffer des Dividends in Redhnung zieht.

3. 9. 48775 :2b = 19°51

237
127
25

b) Gine 3ahl wird durdh einen Decimalbrud) dividiert, indem
man im Dividend und im Divifor duvdh Diultiplication mit der entfprechenden
Potenz von 10 pen Decimalpuntt fo verjchiebt, bdaf ber Divijor eine gane
Babl wird, und dann bie Divifion nad)y der IRegel a) ausfiihrt.

3. 8. 022984098 : 6°134 = 22984098 : 6134 = 0°03747

45 820
2 8829
42938
0

ey

Redynungsoperationen mit unvollfandigen Decimalbridyen.

§. 112. &tellt ein Decimalbrud) irgend einen Jahlemwert, ber entrweber
aus der Recynung felbjt ober aud einer angeftellten Weffung . hervorgegangen
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ift, nicht visllig genau, fondbern Hlof ndherung8weife dav, fo Heift er
ein unvollftdndiger Decimalbrud), im Gegenjate ju einem vol(ftdndigen
ober gefdhloffenen, ber in feinen Bahlen vollfommen genau ausgedriict ift.

Dafs ein Decimalbruch unvollftcindig ift, wird durd) angehingte Puntte
angedeutet; 3. B. 5°14. ..

Undh ein gejchloffener Decimalbruch fann, wenn fitv einen beftimmtien
Bwed eine geringere Genanigfeit geniigt, ju einem unvollftindigen abgefiiryt
werben, wenn man eine ober mefreve feinev lebten Decimalziffern weglijst.

Die Diffevens zwifchen einem unvollftindigen Decimalbrudie und bem
genauen Zablenwevte, ben ev angendhevt bavjtellt, heift ver Fehler bes
Decimalbrudyed; bdevjelbe ijt pojitin ober negativ, je nadybem ber davzu-
jtelfenbe Bahlenwert grdfer ober fleiner ald der Decimalbruc) ift. In den
meiften Fdllen ift dev Fehler felbjt nicdht genau beftimmbar; er wird dann ba-
purch) beurtheilt, baj8 man eine Grife angibt, welde dev Fehler nidht er-
veichen ober iwenigitend mnicht iiberichreiten fann. Diefe Grisfe Beifit eine
Fehlevgrenze bed gendherten Decimalbrudhes.

Werben 3. B. in einer Tecimalzahl eine ober mehrere Enbjiffern weg-
gelajjenr, fo ijt ber Fehler in jevem Falle fleiner al8 eine Einheit ber lefsten
beibehaltenen Stelle; eine Ginheit biejer Stelle ift dann eine Fehlergrenze ber
abgefiivsten Decimalzahl.

3n Bejiehung auf die Fehlevgrenze beim Abfiivzen eines Decimalbruches
ergibt fidy aus dem 2. Folgefase zu §. 106 Nachftehendes:

1. 3it die erfte weggelaffene Biffer Ieiner al8 5, jo betrigt der Fehler
weniger al8 eine halbe Einfheit der leten nodh beibefaltenen Stelle.

2. 3ft die erfte weggelaffene Biffer gréfer ald 5, ober 5 mit nadhfol-
genben geltenden Riffern, jo ift der Fehler grbfer al eine Halbe, aber fleiner
al8 eine gange Einfeit dev lesten beibehaltenen Stelfe. Man fann bdafer aud
in dbiefem Falle ben abfoluten Fehler ded abgefiivzten Decimalbruches Eleiner
alg eine Halbe Ginbeit der letsten beizubehaltenden Stelle madhen, indem man
pie Riffer an bdiefer Stelle um 1 erhoht (corvrigievt).

3. Jft bie erfte weggelaffene Biffer 5 mit nadfolgenden Nullen, fo ift
eé gleidhgiltig, ob man bdie leste beibehaltene Biffer unvevdnbert [dj8t ober um
1 erhsht; bder abfolute Fehler ijt in beiden Fillen eine halbe Einheit biefer
leggten Stelle.

Gin unoollftindiger Decimalbruc) Fann daher immer buvch einen ge-
fciloffenen m ftelligen ©ecimalbruch a o genau bavgejtellt werden, baf ber
Febler eine halbe Einbheit der m ten Stelle nidht itberichreitet, dajd alfo

a.. 3wifden a — 1. %u unb a + +. i;—m liegt. Unter biefer BVovausjesung

bebentet 3. B.
5-83.. eine Bahl jwijchen 5°825 und 5°835,
5-830.. , " 5 5+8295 ,,' '5-8305.
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3m Nadhfolgenden foll bei gegebenen unvolljtdndigen Decimalbriichen

i ftetd eine Halbe Ginfeit ihrer niebrigften Stelle al8 Fehlergrenze vovausgefetst

i 4

werben.

Der Grad ber Genaunigleit einer angendhevten Jahl Hingt
nidht allein von ber Fehlergrenge, fondern auch von der Grife der Zahl ab;
ev it gewdhnlich dbuvch die Angabe bejtimmt, ivie oft die doppelte Fehler:
gremge, 0. i. eine Ginheit ber niedvigiten Stelle der angendbhevten Rahl in
biefer enthalten ift. DHiernach ift die Genauigheit der Zahl 9-32.. gleich
92320 01— 952

Bon zwei angendferten Sahlen Heift bdaber biejenige bie genauere,
weldje in Ginheiten ihrer niebrigjten Stelle auégedbriict eine grifere Gefammi-
oahl biefer Ginfeiten davitellt. So find 3. B. bie Sahlen 5°74.. und 0°574. .,
wiewohl fie nicht diefelbe Fehlevgrenze haben, gleich genau, da jebe 574 Eine
heiten ifrver niebvigiten Stelle enthilt; dagegen ift 6°825. . genauer al8 43-9. .,
ba 6825 > 439 ijt. Jebe volljtdndige Jahl ijt genauer ald ifvgend eine an=
gendherte.

DBeim Rechnen mit unvollfidnbigen Decimalbriichen ift es von Widhtig-
feit, su wiffen, mit weldyem Grade der Buverldjjigfeit dag Rechmungdrejultat
in jebem Falle beftimmt iwerden fmme, wovaus fih dann auch umgefehrt
folgern Iafst, welde Genauigleit die gegebenen Sahlen Haben miifjen, damit
bad Refultat bis ju einer bejtimmien Decimaljtelle ver(djalich gefunben werbe.

Avdition und Subtraction unpolifindiger Decimalbriide.

§ 113. 1. Da bie Summe mehrever unvollftdndiger Decimalbriiche
nmur in jenen Stellen verl(djslich fein fann, welche in jebem Summanben bers
bitvgt find, fo fivst man alfe Summanden auf gleich viele Decimalftellen ab.
Die Fehlergrenze ber Summe ift dann, da bie Fehler aller Summan-
pen miglicher Weife in demfelben Sinne wirfen fonnen, gleih fo vielen
halben Ginbeiten ver legten Stelle, al8 dbie Zahl ber Summanbden angibt.

it 3 B. die Summe ber Bahlen 2-4568.., 0°709.., 6-424..,
8-05236.. ju beredinen, jo erhdlt man nach Abfivjung bed erften undb ded
vierten Summanbden auf je drei Decimaljtellen bdie Summe 17°642.. mit
ber Fehlergrenge = 0-002; die erhaltene Summie ijt daher nur auf 2 Decic
malftellen verbiirgt.

2. Auch beim Subtrvahieven unvolljtindiger Decimalbriiche vyt man
biefelben auf fo viele Decimalftellen.ab, al8 in jeder der beiben Zafhlen ver-
biivgt find. Die Fehlevgrenze ber Diffeveny betvdgt dann eine Einheit
ber lesten Stelle.

Abgekitrzte Multiplication.

§. 114. Wil man das Probuct zweier mehrjtelliger Decimalzahlen nicht
vollftindig, fondern nur bi8 ju einer beftimmten Stelle entwideln und in bie
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Redhnung feine itberlitfiigen Biffern einbejiehen, o wendbet man bdie abge-
fitvgte Multiplication an. Davunter verfteht man folgendes Berfahren:

1. Man fest die Einmer ped WMultiplicatord unter die niedrigite Deci=
malftelle bed Multiplicandd, welde im Probucte nodh angeftvebt wird, und
fchreibt baneben bie itbrigen Biffern bes Multiplicators in umgefehrier Reihen-
folge; bann haben bie Prodbucte aud je zwei unter einander ftehenden Biffern
gleichen FRang mit ber niebrigiten im Producte verlangten Biffer.

2. Man multipliciert mit jeder Bifjer des umgetehrien WMultiplicators
bie gevabe Davitber f{iehenbe {oivie Dbie weiter folgendben Hiheven Riffern bed
Multiplicand8 und jchreibt bdie baburvch erhaltemen abgelitvzten Theilprobucte
fo an, bafé ibre niedrigften ZBiffern, ba fie von gleichem Ramge fiub, unter
etnanper ju ftehen fommen. Um jebodh die niedvigfte Biffer eines jeben Theil=
propucted miglichft fidher gu erhalten, multipliciert man bei ber Entwiclung
desfelben sunichft nod) bie exfte im Wiultiplicand weggelajfene Jiffer und adbdiert
pie bavaus {id) evgebenben Bebner al8 Covrectur zu ber niebrigiten Iiffer
pes Theilproductes.

3. Die abgefitrzten Theilprobucte merben abbdievt.

Die Fehlergrenze bed abgefiivyten Probucted betrdgt o viele Halbe Ein-
heiten ber niebrigften Stelle, al8 die Anzahl ber Theilprobucte angibt. Mian
fann aber die Fehlergrenze meift bis anf eine halbe Einbeit diefer Stelle
herabbritden, wenn man i jedbem Theilprobucte nidht die niebrigfte verlangte
Stelle covrigtert, jonbern mnod) bie ifhr folgenbe niebrigeve 3Biffer mbglidhft
genau entwidelt und bie aus ber Summe bdiefer Biffern fih ergebenbe Cor-
vechr erjt im Enbproducte beviidjichtiget. ]

€5 fei 3 B. bad Product 48179 X 13:5645 big anf 3 Decimaljtellen
it entiicteln.

a) 48179 b) 48179 c) 48179
135 645 54 6531 54 6531
24/0 895 48 1790 48 1790
192|716 14 4537 14 4537
2890|74 2 4090 2 40895
24 0895 2891 28905
144 537 193 1927
48179 24 241
653-524/0 455 653:625. . 653524 .

Sn a) ift bie Multiplication volljtindig ausgefithrt, in b) abgelifvyt auf
3 Decimalftellen mit der Corvectur ber einzelnen Theilproducte (Fehlevgrenze
0+003), in ¢) abgetiivst mit der Entwidlung der 4ten Decimalftelle und mit
entfprechenver Covvectur des Enbdproducted (Fehlevgrenze 0-0002).

§ 115, Das Probuct jweier unvollftindiger Decimalzahlen Fann hoditens
mit devienigen Genauigfeit angegeben werden, weldhe dad Probuct ded minder



61

genauen Factord mit ver Hichften 3Biffer bes8 anbdern Factors evhilt; diefes
Product aber it in ber niedrigiten Stelle unfidher und erjt in ber vorlepten
Stelle bi8 auf eine halbe Einfeit berfelben wverbiirgt.

Um baher bad Prodbuct zweier unvollftindbiger Decimal
sahlen mit evveidhbarer Genaunigfeit ju beftimmen, nehme man
ben ungenaueven Factor zum WMultiplicand, fese unter feine vorleste 3iffer
bie hidyjte geltenbe Riffer Ded8 anbern Factors, bie iibrigen Biffern desjelben
aber in umgefefriter Ovdbnung und multipliciere jobann abgetiivyt. 3. B.

1) 23016, , > 4378, 2) 4:517 X 68:63..
87 34 715 4
11 664 31452
875 34 32
204 69
23 48
1274, 3100..

Bur Beftimmung der Fehlergrenze bed Probuctes zweier un:
polljtdnbiger Decimalzahlen a.. und b. ., beven Fehlergrenzen besiiglich
e undb 8 find, hat man

(axo)(bxp) —ab==Fagtbaetap.

Die Fehlergrenze ift aljo, da dbag Glied of ald gegen die iibrigen vev-
jdhtwinbend flein weggelafien werben fann, im ungiinjtigiten Falle, wo e« und
B gleichbezeichnet find, gleich

af + be.

Um bemnach bie Fehlergrenze bed Probucted ju evhalten, multiplicievt
man jeben Factor (in der Praxid gewdhnlich nur deffen hidyjte Stelle) mit
per Feblergrenge bed anbevn Factord und abdiert diefe Producte.

Jit der eine Factor a eine vollftindbige Bahl, alfo ¢« =0, fo ift bie
Fehlevgrenze bed Probucted gleidh) ag.

3n bem obigen Beifpiele 1) ift die Fehlergrenze ded Probucted =3 X
00005 4 4 X 0°0005 = 0-0035; in dem Beifpiele 2) ift die Fehlevgrense
5 0:005 = 0:025.

Abgehiivzte Divifion.

8. 116. Will man den Quotienten weier mehritelliger Decimalzahlen
mit Bevmeidbung jeber iiberfliiffigen Redhmumg nur big zu einer beftimmten
Decimaljtelle. entwideln, jo bebtent man fih ber abgefiivzten Divijion.
Diefe ift die Umbehrung der abgefiivzten Multiplication unb bejteht in folgen=
bem Berfahren :

1. Mean fucht die erfte Jiffer des Quotienten und beftimmt ihren Rang.
Aus pem Range diefer Biffer und aud der Anzahl iber im Quotienten vers
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langten Decimalen evgibt fid), wie viele geltende iffern de§ Quotienten man
im gangen zu beftimmen Hat. Wan nimmt dann fo viele fochite Ziffern des
Divijors, ald ihrer ber Quotient enthalten foll, ald erften Divifor an.

2, Dei jeber folgendben Divifion lij8t man, anftatt ju dem Reft eine
newe Biffer ober eime Null bagi zu jeken, im Divijor redhts eine Ziffer weg,
multipliciert jeboch mit jeber nenen Biffer bed Quotienten junddyft die erfte im
Divijor weggelaffene Biffer und nimmt aud bem Ergebniffe die Correctur fiir
pas Probuct aud bem abgefiivyten Divifor und ber entiprechendben Iiffer besd
Duotienten.

3. Diejes Verfahren wird forvigejeht, bis mit ber Divifion burdy bdie
erfte Biffer des Dinifors die Redynung abjchliefit.

&8 fei 3. B. der Quotient 125-083563 : 8-195 big auf 2 Decimal-
ftellen 3u entwiceln.

a) Bollftindige Divifton. b) Ubgefiivyte Divifion.
125:08 | 3563 : 8-195 = 15°2634 125083563 : 8195 = 15°26. .
43133 4313 |
21585 215
51 [ 956 52
27863 3
32780
0

§. 117. Der Quotient zweier unvolljtindiger Decimalzafhlen fann nicht
genaiter fein al8 die ungenauere biefer Zafhlen.

Um dafer ben Quotienten jweier unvollftdndiger Decimal:
sahlen mit evveidhbarer Genanigleit 3u beftimmen, nimmt man
im Divibend und im Divifor mur jo viele Stellen in Betracdht, ald bie un-
genauere dev beiden Bahlen geftattet, und diviviert abgefiirst. 3. B.

1) 14847..:6:246..=23-77.. b) 17:837..:5-274/36 = 3-382..

23 47 2014
4 83 432
46 10

1

Sind allgemein a.. und b.. zwei unvoliftindige Decimalbriide, o bie
Feblevgrenze bed erften, B bdie Fehlergrenge beé jweiten, jo hat man ur
Beftimmung der Fehlevgrense bed Quotienten :—— pent Augbruct

e e s ab:tbnc——;ib:Faﬁ e j:ba_q:aﬂ
briLisg I e TE b (b4 p SR LD (HE RS

Qm ungiinftigiten Falle find o« undb B entgegengefetst begeichuet; bamn ijt,
wenn man im Nenner # ald gegen b verfdhwindend flein vernachldffiget, bdie
Feblevgrenze gleich

be-| ap ; a 3
bei 0B (o: -{—F.p’).b.
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Um dabher bie Fehlergrenze des Duotienten ju erhalten, multipliciert man
in der Prarid ben auf feine hichjte Stelle abgeFiivsten Quotienten mit der
Teblergrenze bed Dibifors, addbiert sum Producte die Fehlergrenge bes Divi-
pendé und bividiert bie Summe dburd) die hischfte Stelle beg Divijors.

3ft ber Dividend a eine volljtinbige Decimalzahl, aljo « =0, fo ijt
bie Fehlergrenze bes Quotienten = §:b. ;

3t ber Divifor b eine volftindige Decimalzahl, aljo. 8 =0, fo ift
« : b bie Fehlergrenze bes Quotienten.

3n bem obigen Beifpiele 1) ift bdie Feblergrenze bes Duotienten
(20 X 0°0005 4 0°005) : 6 = 0-0025; in bem DBeifpiele 2) ift 0°0005 :
5 = 0-0001 bie Fehlergrenge.

3. Qettenbriidye.

§. 118. Gin Brud), deffen Nenner ausd einer gangen Jahl und einem
Brudye befteht, von weldem dber Nemmer, wenn ev nicht der lefite ift, wieber
diefelbe Gigenjchaft hat, Deifit ein Kettenbrud. Die allgemeine Form eines
Rettenbruches ijt

a a
A A R ! c
ed e
Bl i — ober filvzer gejcuieben: b + g + 4 4.
ATV
Die Briiche s, 5 f, . heifen ®lieber bed Settenbruches. Je

nachbem ber RKettenbruch eine Beftimmte Anzahl von Gliebern Hat ober ind
Unenbliche fortfchreitet, BHeift er ein endlidher ober unendlicher Retten:
brud.

Bejonbers wichtig find foldhe Rettenbriiche, beven Glieber jEmmtlich
pofitiv find und 1 gum 3dhler haben; ihre allgemeine Fovm ijt

1

a+h+c+

Rur von folden RKettenbriiden joll hier bie Rebe fein.

Perwandlung eines gemeinen Brudyes in cinen FKettenbrud) und nmygekehrt.

§. 119. Aufgabe, Ginen gemeinen edten Brud) in einen
Rettenbrud ju vermanbdelm

Man bividiere den Nenner durd) dem Jdhler, bann den friiferen Divijor
burd) ben Jejt, den nemen Divifor duvd) ben rneuen Jeft, . |. w., bis eine
piefer Divifionen ohne Reft aufgeht; die eingelnen Vuotienten find bie Nenner
per aufeinanver folgenben ®lieber des SKettenbruches.
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Beweis., It % ein_edpter Brudh, alfo a << b, jo hat man

Bracardidefd ol ot
b g e o
1 1
e 10— 1
— £l T
Wit gagy P o + =
1 1
— 1 el e i
a o L e L
g T e i, ik < _|_;_zu. i. .,
menn
b :a ben Quotienten q, mit dem Rejte r,,
a:r, ” qo 1 " m Tor
: I, T o " 94z n " n Ty
. f. w. gibt.

Der fier begriinbete Redynungdgang ift iibeveinjtimmend mit ver in
§. 73 sur Auffindbung bdes grdften gemeinjdhajtlichen Diafe8 vom b und a
angegebenen fettendivifion, wovaud folgt, dbajé man aud) hier, wie bort, end-
lid auf einen Reft = O fommen miiffe. LWave in der obigen allgemeinen
Entwidlung 3. B. r, = 0, fo hatte man den endlicdhen RKettenbrudy
8 emaialiag iy

T 13 1
P % + 92 +_'
Der gemeine ﬁBrud; wird in -‘Be&ug auf ben erhaltenen Rettenbrudy
ber @lseugungsblndj genannt.

3t 5. B. 151 in einen Rettenbruc) zu vevtwandeln, jo hat man folgende

Redung:
151 : 69 = 2 mit dem Refte 13  obex 69‘ I =l

Yol ety S@iltdnalis ogh | '13]5'2% ¢,
437, WEOIL HIsoplin. 1 19y e Fa
4:1—4 | [4=a
dafer — 151

1
e + g e 1

85 Hlog iyd <.

Bufob. Um eimen unedten BVrud) in einen RKettenbrud) zu ver-
wanbeln, {telle man benjelben al8 eine gemijdbte Jahl bar, verwandle dbamn
pent angehingten ehten Bvnd) in einen Kettenbrud) und fefie diefem nodh bie
erhaltene gange Zahl nomuﬁ @et Qettenﬁrud; hat in diefem Falle bie Form

] ‘i— 1
+ % 59 e

§. 120. Aufgabe. Ginen endliden Kettenbrud) in einen ge-

meinen Brud) zu verwanbeln.
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Man vereinige das lefite Glied bes Kettenbruche8 mit dem Nenmer des
vorleten gu einem unechten Brudhe und bividieve dadurc) den Jdhler 1 diefes
porleten Gliebes; den erhaltenen Brudh veveinige man wieder mit dem Nenner
bed vorfergehenben Glicbed und dividiere badburd) den Jibler 1 besfelben, und
fee biefed LVerfalhren bis jum erften Gliede fort.

1 1 1
3.%.' 1 — 1 — 1
s O e e e R LT R
5

1 1 1 128
= - 1 = 4] = — —= —.,

Tevis Tt ga e B b

T 128

Gin andberes Berfahren, einen RKettenbruch in einen gemeinen Brudy u
periwandeln, wird meiter unten (§, 122) angegeben twerben,

Hdaherungsbriihe und ihre Eigenfdyaften.

§. 121. Bridht man einen Kettenbruch) bei ivgend einem Gliede ab, und
perwanbelt ben bid babin reidjenden RKettenbrud) mit Vernadyldfiigung ber
folgenben Glieder in eimen gemeinen Brud), fo Beifit diejer ein NEherungs-
brud) bed ganzen Rettenbrudhes, und jwav ber erfte, zweite, dbritte,...,
je nacdhbem manr nuv bdad erfte, ober bdie erften jwei, drei, .... Glieder in
Anfpruch nimmt, Bejeidhynet man fiiv den Kettenbruch

B
e 1
9y + s 1
9 5t B o9
% 573 q —+ ..
. . s = Z A )
bie aufeinanber folgendben Niherungsbriiche burdy -, %’, gsf .....  fo ift
2
5 Wl N, i TR At o ¥
Nl_qa’Nz Q:_i—qz’ N_-; qy _l__(h'_,_qt, u. f. .

Bei einem endlichen Kettenbrude ftellt dev lefite Niherungdbruch jugleich

pen Crzeugungdbruch jelbjt dar.

8. 122, Der 3dhler eined Nidherungsbrudhes (vom britten an)
ift gleidh dem Producte aus bvem Zihler bed vorhergehenden
Néherungsbrudhed und dbem Nenner desd neu Hinjufommenbden
®lieves, vermehrtumben 3ihler bedsmeitvorhergehenden Nafe-
rungsbrudies; ebenfo ift ber Nenner eines Ndherungsdbrudes
gleich bem Producte aus pem Nenner des porhergehenben Ndhe-
rungébruded und bem Nenner bed neu jugejogenen ®liedes,
permefrt um ben Nenner bes jweitvorhergehenden Ndherungs:

brudes.
Beweis, Fiir die erften Niberungsbritche exhilt man:

Z 1 25
;J, g baper Z, = 1, N, = q,.

Mocnit, Arithmetit und Algebra.

(=]
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Z, 1 1 q,
S — T 1 = aber
N q‘+E q Q@ + 1 q.q-!-i’br’
q.
Zg'-:‘hr Naqu qr;"'_l'
By 1 L _;L+ 1 —_1_+ a5
N o e TR A OHRGILL (7 S S S
R T i PLg T A G 7 gqq F1
qs
i 1 BN L SR S G, L TR
% 6+ &% + % 6%BeB+9+ g (9,9 + 1) g+ g
9% g + 1 '
Zs____ 1‘13+ 1

obex W, TN RN paber

Z3_23q3+z1r N:;:quﬂ ‘I'Nl;
woraus Hervorgeht, dajé bdas obige Gejéls fiir bden dritten Niherungsbruch
vidhtig it
®efest nun, basjelbe @efeg gelte fiir ben nten %al’;erungébrud; fo bajs

In _ Zn—t Gn + Zn—2
Nn AN {n + Np—2

fei. Um ‘i bem n ten Nihevingdbrudye ben (n 4 1)ten 3n erfpaIten, barf man
mit Riicficht auf bie Glieder bes Kettenbruches, weldje 31%1 unbd "” Ty gehdven,

fegen. Wian erhalt bann

nuy in bem eviteren qu

Zp—1 (q:l + E;_—l—) + Zn—3
S (q" qut1
Sl (Zn—i 4n + An—2) qn+-1 - Zn-1
7 (Nu—1qn + Nn—2) qn+1 4 Nn—
Zot1 __ Zn qutr + Zn—1
Noft  No goti + Nna’
®ilt baher bag obige Bilbungsgefes fiir den nten Ndherungdbruch, fo
ift e8 andh fitr den (n -+ Dten richtig. Nun gilt diefe8 Gefets, wie gezeigt
fpurbe, ‘fiiv ben britfen Niherungsbrud), aljo gilt e8 andy fiiv ben vievten,
folglich audh fiiv den fiinften, u. f. w.; folglich gilt basfelbe allgemein.
Mt Ridfidht auf die hier nadygewiefene Cigenjdhaft laffen fich aus ben
swei eriten Nahevungsbriichen ofne Schwiervigleit alle nach einander folgenben

Niherungsbriiche und daher bei einem endlicdhen Keftenbruche audy ber Er-
seugungsbruch beftimmen.

Zn+l Y
Nn-[-l 7

~ Zn—1 (qo go41 + 1) - Zn—2 qut1
) g T Mo (g gott 1) + No2 goi

= {omit

1
G s, 1
3. B. Fiiv den Kettenbruch 2 : 1 n .
oy T W T A
Zy b Pl
hat man N= =
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baber
Z,= 844 1= 13 Ny=' 744 2= 305 §°='“§.‘§";
Z,=13.5+4+ 3= 68, Ny= 30:h+ 7——'157;3-;—:%5

Zy =/68.6 4 13 = 421, N, = 157.6 4 30 = 972; 2o — 221,
5

ober
RNenner 2, 3, 4, 5, 6
3 .13 68 421
Jdherungsbriide —2-. T 50 167 975"

Der legte Naberung8brudy flellt jugleidy ben Erzengungsbrudy bes gege-
benen RKettenbrudies bar.

Bufal. Aué dem Bilbungdgefee ber Naherungsbritche folgt, bafé fowohl
bie Rdbler als die Nennmer, devfelben immer grifer werben miiffen.

§. 123. Die Naherungsbriide mit ungeradbem Stellenzeiger
finb grofer, bie Ndherungsbrithe mit gerabem Stellenzeiger
find ¥leiner al8 ber vollftdnbige Wert bed Kettenbrudes.

Beweis. Dritdft man bie nad) bem erften, zweiten, britten, ... Gliebe
weggelaffenen -Theile bed: Rettenbrudies durdh x,, x,, X5,.... aug, jo ift

P L S AL P a 1 b

b“qi+11“q:+ —q;+ _1_._—...
¢‘J=+xz ' + grEx,
1 Z,
Nunift q, << q; + x, baber ? SR ober N, > %

s Ll 1 : iz
Fexner ift q, < Ge + x,, baber - = e fomit and) q, + W

> g + ooy folgli —— < ] — ober %:— <
e P s ey
Durdy diefelbe -@cﬂuiémetfe ergibt fidy

Z a Zy a Z
mﬁ?>T' -NT"<T111.L1D.,

baher allgemein
Zom—1 a b Zigm VB
Nom—1 T ot Nem b*

Solgefab. Der volljtindige Wert eines RKettenbruches [liegt immer
swifden gwei unmittelbar aufeinanber folgenben Ndhexungsbritcdyen.

§124. 1, Die Diffeven; gwifdhen zwei unmittelbar auf
efnanber fo[genben Néherungsbriihen ift gleid einem Brude,
beifen Rahler == 1 und defjen Nenner baé Product ber Nenner

ber beiden Naherungsbriicdhe ift.
; o
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Beweis, E8 ift

Zn—1 __Zn __ Zn—1 Nn— Zn Nu—
Nn—1 Nn T Nn—1 Nn

Zn Znt1 Zn Zn qn+1 4+ Zn—1

Nn Not+1 = No  Nagat1 +Na1
458 Zn Np-1 =~ Zpn—1 Nn S5 O] (Zn—1 Nn —Zn Nn—1)
Nn (Nn gnt+1 + Nn—1) T Nn Nn-}-l .
Hiernadh ift allgemein ber 3dhler bed Bruches, weldher bie Differen;

_zﬁ“: sl rz;;:i ausbriict, bas Cntgegengefeite des 3ihlers von dem Brude fite

v n—. le c 0 : " v
bie Differen; szn_i -5 aljo fiiv bie nddjtvorhergehende Differens, Nun
ift biefer Bdhler fitr bie evjte Diffevens, d. i fitr

gl sphii ot sl 't WEROe TN o +1

N, Ny 70T gy ¢+ 17 (et T NN,
gleih + 1, demmady fiir die jweite Diffevens — 1, und fofort fifr die auf
einanber folgenben Diffevenen abwedhfelnd -4 1 und — 1. Der bdagu ge-
horige Nenner aber ift gleih dem Probucte dev Nenner ber beiven Ndbe-
rungdbriiche.

2. Die Diffeven; zwifden einem Ndaherungsbrude und
pem pollftiindigen BWerte eines Rettenbrudes ijt abjolut ge-
nommen fleiner alg ein Brudy, bdeffen Bdhler 1 unbd deffen
RNenner dasd Quabdbrat des Nenners ded Ndaherungsbrudesd ift.

Da ver vollftindige Wert  des Rettenbruches immer swifden jwei
unmittelbar aufeinandber folgenden Niherungsbritchen liegt, fo ijt bev Unterjdhied

, unb

%—— % abjolut genommen fleiner af8 bev Untevfehied % — ;’::1, fomit
| g
BWegent Npyq > N, ift nun Ny; Noyq > N3, unbd _N;TNEET =5 Nig' baher andy
M S
Bufa. Da N? < N < N3 < N; < ..., bafer
qu-€>%>§?> -I:_§> it

fo folgt, dajé jeber folgende Niherungsbrudy von bem volljtdndigen Werte bed
Rettenbruches mm weniger verjdhieden ift, ald der vorhergefende, dajs fidhy aljo
bie aufeinanver folgenben MNiferungsbritche bdiefem Werte immer mehr
néfern, big ber leste, wenn e8 einent gibt, mit ihm gufammenfillt.

§. 125. BaBhler und Nenner eined jeben Ndherungdbrudes
jind velative Primzahlen.
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Fiiv bie %dl’;ewugébwd;e L unb 1ft (§.124, 1) abjolut genommen

n-—l Nn e Zn Nn—l = 1.

Wiiven nun Z, und N, nicht velotive Primzahlen, jondern fie Hitten ein
gemeinjchaftliched Maf m, o wive m aud) ein Waf von Z,4y N, — Z, Ny,
(8. 72) unb folglich ein WMaf von 1, wad nicht miglich ift.

§. 126. Bwifden swet unmittelbar aufeinanber folgenbde
Naherungsbriiche (d]8t fid) fein Brudy einjdhalten, befjen Nenner
nidht gréfer ijt, ald dber griofere Nenner ber beiben Ndherungs-
briidye.

Gefett, e8 wiirbe ber gemeine $rnc¥;7—— swifchen ben Ndhevungsbriichen

%— unb Z““" liegen, fo miiféte abio[ut gertomtten

n
Zn P Zn zn-l—l SaaNE D 17 .o
N 5 5 re S obe1 N : == Na Nag1’ baber

Zu g — Nu 1
. ; q i Nnt1
fein, wag nuv miglich ift, wenn der Nenner q > Ny4q ift, weil Z, ¢ — Ny p
eine von O verfdhiebene gange Bahl, alfo = 1 fein foll.

Solgefoh. Jedber Ndherungsbrucdh driidt den volljtdndbigen
Wert vbes Rettenbrudes genauer aud ald jeber andeve Brud,
per einen fleineven Nenner Hat.

Bufal. Diefe Cigenfchaft ber Niherungsbriicdhe ijt von grofer praftijcdher
Widtigleit. Will man ndmlidy ben Quotienten (bad Verhiltnis) jweier grofer
Bablen purdy fleineve miglich{t genau darftellen, jo vermwanbelt man denfelben
in einen Rettenbrudh und beftimmt deffen Neiherungsbriihe; dieje driicfen den
gefudhten Quotienten in ben Fleinften Bahlen mit ber grbften Anndhe-
rung an bdeffen wahren Wert aus.

Seifpiele. 1. Man foll ben Brudy 3:1415926 buveh fleineve Jahlen
mbglidhft genau ausbriicen.

Pan Hat
31415926 1

Naherungsbriiche :
i i s ot ool T
22 333 355 86598
G e Tl U L e DT i 17
2. Der fritheve Wiener Fuf it = 0:316081 Meter; man foll bie Néihee
rungémwerte beftimmen.

AL
1



@8 ift
! TaTeaar: Sy
0316081_%‘0‘0—0“?—1—%_'_%_’_1 j
i bR
9 ...
Niferungsbriiche :

g glin gour g oy §o5 gits '@
6 55 116 171 1655

1
T3¢ 19’ 174’ 3677 Bal’ 5236’ '

VIL 2Anendlidh grofe uud unendlid Kleine Grofen und Gremjwerte
ver Bevandexliden.

§. 127. ®ribfen, denen man wihrend einer RNechmung ober Entwidlung
einen beftimmten unverdndevlichen Wert beilegt, feiffen conftant, im Gegen-
fage 3u den verdnderlichen ober vaviablen Grifen, welhe jeden be-
liebigen, ihrer Natur angemeffenen Wert annehmen finnen,

Gine verdnterliche Grdfe (3ahl), deven abjoluter Wert fo im Wadpfen
begriffen ift, daj8 er grdfier wird, al8 jebe beliebige abjelute Conjtante, Heift
unendlidh) grof. Wan begeichnet fie burch oo,

Eine verdnberliche Grdfe (Bahl), deven abfoluter Wert jo im Abnehuen
begriffen ijt, bajs ex fleiner wird, al8 jebe beliebige abjolute Conftante, Heift
unendblid flein.

Lebrfage. 1. Die Summe einev enblichen Anzahl bon unend:
lidh fleinen Summanbden ift unendlich flein.

Sinb & v, ... unendlich Eleine Grisfen, und ift ihre Anzahl m eine
endlidhe 3abl, jo ift audh & 4 v 4+ £ -+ .. unendlich fleim, b. i. Fleiner ald
jebe beliebige Gonjtante c. Denn theilt man ¢ in m beliebige conftante Theile
o, ﬁl Vi ovney iD wird

E<eov<<fB i<y, é+vt+i+..<ec

2. Etn Product, deffen Wultiplicand unendlid) flein, und
peffen Multiplicator eine conftante von Nullverfdiedbene Zahl
ift, ift unenbdlich flein.

Bolgt aus 1.

3. Gin Prodbuct, deffen Multiplicand conftant und von
Rull verfdhieden, und defjen Multiplicator unendlidy flein ift,
ift unendlidh flein.

Um 3u beweifen, daf8 fiir ein unendlic) fleined n dad Product A n fletner

al8 eine Deliebige Conftante C iird, darf mam nur n < % wihlen; dann
wirb An < C.
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4. Gin Quotient, bejjen Dividend conftant und von Null
verfdpiedben, unbd beffen Divifor unendlicdh) grof ift, ift unend-
lich flein.

Um zu bemeifen, dajs —% fitv ein unendlich grofes n Heiner al8 irgend
eine Conjtante C wirb, wihle man n > %; bann wird —ﬁ— < C.

5. €Gin Quotient, bejfen Dividbend conftant und von Null
vevfdyieben, und deffen Divijor unenbdlich Ilein ift, ift unend-
lich grof.

Der Beweis ift analog dbem Beweife ju 4.

§. 128, Wenn eine verdnberlidie Groge X bei fortmiahrenbem Ju- ober
Abnehmen fich einer conftanten Grisfe A, ofhne diefelbe ju erveichen, jo ndbert,
paf8 bie Diffeven; zwifden thuen unendlich) flein wirh, jo Heift A der Grense
wert (limes) von X. Diefe Begiehung wird ausgedritct bdiuvd)

Jim Xa— AT

Der Grengiert einer unendlidh) fleinen Grofe ift Null. Jebody ift Null
felbft nicht umendlich Flein, da Null nidyt verdnderlich, fondern conftant ift.

fehrfie, 1. Dev Grengwert einer Summe ift gleidh ber Summe
per Grenzmwerte ber Summanben.

2. Der Grenzmwert eines Productes ift gleid) bem Producte
per Grengmwerte ber Factoven,

3. Der Grengmert eines Quotienten ift gleidh bem Vuo-
tienten Ded Grenzmwertes bdes Dividbendsd durd den Gremzmert
pesg Divijors.

Sind A und B bdie Grengwerte zweier zufammengehiviger Berdnber
lihen X und Y, und find & und v pofitive ober negative Jahlen, die fid) ber
Null nihern, wenn X und Y fich ven Grengwerten A und B ndbern, fo

fann man
X=A+&ub Y=B Juv

X1 Y—=A+BE-+1E-0),
XY =AB + (Av+ BS + §v),
X ko BEoAy
YRR B(B + v)
Nabern fidh mun X und Y ihren Gremwerten A und B, aljo & und
v ber Null, fo werden (§. 127, Lund 3) & + v, Av 4 BE + v, BE—Av
unendlicy flein; baber ift
) lm X+ Y) =limX +lim Y,
2) lim XY = lim X lim Y,

¢ X lim X
3) im 5 = 5y

fegen. Dann ift
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§. 129, Sind jwei conftante Grifen Grenzwerte berjelben
LBevinberlidien, fo find fie einanber gleid.
Sfted — lim X uud B = lim X, fo ift A = B.
Denn wdrve bem abfoluten Werte nach) A = B, {o miiféte dem abjoluten
Werte nad) A > X > B fein. Man theile nun A — B in zwei ungleiche
Zheile, von benen dev fleineve m fei; bann wird
A—X <m,
X — B << m, bafjer
A — B < 2m, undb um fo mehr
A — B << A — B, wa8 unmiglich ift. _
Folgeful. EGine conftante Grife ift ald Grenzwert einer ver-
dnberliden ®rifie volljtdndig beftimmit.

VIII. Perhaltniffe und roportionen.

1. Berbiiltniffe.

Bablenverhaliniffe.

§. 130. Unter pem Berhdalinifie jweier Sahlen a und b verfteht
man ben Quotienten derjelben im Sinne ber mefjenben Divifion (§. 46),
b. i. bie Angabe, wie vielmal b in a enthalten ijt. Der Quotient a : b ober
;— wird alg Verhaltnid gelefen: a verhilt fih su b, oder Firzer: a su b.
Den Divibend a nennt man dad Borbdberglied, den Divifor b bad Hin-
tevglied bes Berhdltniffes.

Awet BVerhiltniffe, mweldhe denfelben Sahlenwert haben, find einanber
gleid.

Das purd) BVertaujdhung der Glieder eined BVerhiltnifies a : b entjtehenbde
Berhiltnid b : a heift dad umgefehrte oder veciprofe BVerhidltnis bder
Bablen a und b; im Gegenjase ju demfelben wirb bann a: b bas gevabe
Berhiltnid diefer Sahlen genannt.

Aus pem Begriffe eines Berhdltnifies folgt:

1. Das Borberglied eines Vervhdltniffes ift gleich bem
Hintevgliebe multipliciert mit bem Quotienten. (5. 47, 1.)

2. Dasg Hintevrglied einesd Verhdltniffes ijt gleich bem Bor-
pergliede dDividiert burd) pen Quotienten. (§. 47, 2.).

3. Gin Bevhaltnis bleibt (feinem Werte nady) unvevdndert,
wenn man Borber und Hinterglied mit verjelben Zahl multi
pliciert, ober beide dbuvd) diefelbe 3ahl dividiert. (§. 51, 2.)
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Durdy Anwendung des 3. Sapes fann man a) jeded Verhdltnis, deffen
®licder Britche enthalten, mit ganzen Sahlen barjtellen; b) jedes BVerhiiltnis,
beffen Glieer ein gemeinjdaftliches Viaf haben, dburd) diefed abfitvzen.

§. 131. Wultipliciert man in jwei ober mehreven Berhiltnijfen alle Bor-
berglieder, und ebenjo alle Hinterglieber mit einanber, fo bilben dbie Probucte
ein nened Verhiltnis, welhes im Gegenfobe ju den gegebenen einfadien
Berhaltuiffen ein jujammengejestes Verhdltnid genaunt wird.

Sinb 3. B. a:b

c:d
e : f einfadhe Verhiltnifje,
fo ift ace: bdf ein jufammengefelited BVerhiltnis.

Grifenverhalinifle.

§. 132. Bwijden zvei Griéfen fann nuyr banu ein Verhdltnis ftatt-
finben, wenn biefelben gleichavtig find. Das Verhaltnis jweier gleichavtiger
Grdfen ift gleichbedentend mit dem Berhiltniffe zweier unbenannter Zablen,
welche ausbriiden, wie vielmal eine dritte Grisfe derfelben Avt alé Waf in
jeber ber beiben Grisfen enthalten ift.

Aunfgabe. Das grifite gemeinjdaftliche WMWaf zweier gleide
avtiger ®&régen zu finden.

WMean nehme, wenn A und B bie gegebenen Grifen find, von ber grdferen
A bie Heineve B jo oft weg, al8 e8 angeht; fopann in gleicher Weife von B
ben etwa geblicbenen Reft R,, von bdiefem NRefte R, wieder dben neuen Rejt
R,, u. f. w. Kommt man bei einer diefer Meffungen auf einen Reft R, =0,
fo ijt der lete nidht veridhwinbende Rejt K., das gr. g. Maf dber beidben
geqebenen Grifen.

Die Begriindbung diejed Verfahrens, bad mit dem in §. 73 angegebenen
Borgange bei ver Auffindung des gv. g. Wafes zweier Sahlen itbeveinjtimmt,
ift analog mit bem bort gefithrten Beweife.

. Dier werven jwar auch, wie bei bev Aufjudung bed gr. g. Wafes
sweier ganger Sablen, bie NRefte jtetd Heiner, man mujé jedodh nicht immer,
wie povt, fdlieRlich einen Rejt =0 erhalten. Wenn man bei bem obigen
Berfohren niemals auf einen Rejt = O fommt, fo weit man die WMeffungen
andy fortjesen wiivbe, jo haben die beiben Grdfen fein gemeinjdaftliches Maf.
Gin Beifpiel zweier foldjer Grisfen bieten bie Dhpotenuje und bie RKathete
eined gleichfchentligen redhtintligen Dreiectes (Geometrie §. 107).

Bwei Grifen, weldhe ein gemeinfdaftliches Maf Haben, Beifen com-
menjurabel; gwei Grifen, welde fein gemeinjhajtliched Wiaf haben, in,
¢commenfurabel.

§ 133. 1. Das BVerhdltnis zweier commenfurabler Grifen
ift entweber eine ganje ober eine gebrochene Jahl
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Sind bdie Grofen A und B commenjurabel, und ift thr gemeinjdaftliches
Maf in A mmal, in B n mal enthalten, o if %: =, wo = fiie ben Fall,
paf8 m dburd) n theilbavr ift, eine ganze Jabl, fonjt eimen VBruch dbavjtellt.

2. Dad Verhaltnid zweier incommenfurabler Gréfien fann
a) meber eine gange nod) eine gebrodhene Zahl fein; ed [djst jidh
jedbodh b) als8 Grengmwert eined vevdndberlidhen Brudes mit jedem
beliebigen Gradbe ber Genanigleit beftimmen.

a) Sind A undb B 3wei incommenjurable Grifen, jo fann weber %:m,

: : % : B
nodh %: % fein; denn im evften Falle wdve dann B felbjt,fim sweiten — ein

gemeinjdhaftliches Maf von A und B, was gegen bie Borausfebung ift.

b) Zheilt man B in n gleiche Theile und nimmt einen jolchen Theil _}:f'
wiederholt von A weg, bis ber leste Reft fleiner wird ald %, fo Bat man,
tenn bied nacdh m maligem %egnef;men ber Fall ijt,

A>m. —n— umb A << (m + 1).

folglich nach §. 58, 2
m + 1

s < =
3n biefem Falle - liegt aIio baG Berhiltnis s jwifchen swei Britdhen
1::— unb m+ , Deven llnttztid)leb —, wenn man n hinlinglich groff annimmt,

beliebig erm gemacht werben fcmn. Das LBerhiltnis % ift demnac) bder

®rengwert, vem fih ber verdnberliche Bruch —- um fo mehr ndest, fe
guibfier n wirb; alfo

A : g
5= lim =, wen n = oo Wirb,
n

2. Crweiterung ded 3abhlengebicted durd) die Divifion als Mefjung.
Srrationale 3abhlen.

§ 134. Das Meffen jweier incommenfurabler Grigen fithrt auf Bex-
péltniffe, die fid) durdy die bisher betvachteten Bahlen nicht ausdritcfen laffern;
man ift beshalb gendthigt, den Sahlenbegriff entfprechend zu eviweitern. Diefes
gefchieht durch Ginfithrung der ivvationalen Sahlen.

Gine irvationale Zabl ift eine Zahl, weldhe fich weder duvd eine
gonge nod) durd) eine gebrodhene Bahl, fondern nur ald Grempwert eines
verdnderlidien Bruches ausbriiden [jst. Die Werte, weldpe diefer verdnber-
liche Brudy annimmt, inbem ev fich ber Grenze ndbert, heifen NEherungs-
werte ber irrationalen Zahl. Im Gegenjoge zu bem irvationalen Bahlen
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werben bie bisher betraditeten Bahlen, die gamgen’ und gebrodjenen; rationale
Rahlen genanut.

Diernady ift (§. 133) dbas Berhiltnis sweier Grofen A und B, wenn
fie commenfurabel find, eine vationale 3aBl, bagegen, wemn ffe incommen:
jurabel finb, eine irvationale 3ahl. Das Beichen fiir die irvationale 3ahl

A duiag
= ift lim 3;—, o n ofne Enbe junimmt und m bdie grifte ganze 3abl an-
gibt, weldye! fiir ben jebeSmaligen Wert [bon n in bem Quotienten A -I;l—
enthalten ift. Die Briige — und = L

n

find fitr fvgend einen befondeven

Wert von n auf «r;; genaue Ndhevungdwerte diefer irvationalen Jafl.

@in pericbijder Decimalbrud) ift eine rationmale Zabl. (5.°108, 2 und 3.)

Auch die ivvationalen Bahlen fdnmen durch eine Sahlenlinie verfimmlicht
werben. Gine unbegrenjte gevade Linie ftellt dburd) die von einem ihrer Punite,
bem Unfangdpunfte, ju beiden Seiten gleidh weit abjtehenden Punfte bie Reife
ber pofitiven undb negativen gamzen Bablen bav. Werben zwijchen fe wei
Punfte diefer Lnie Beliebig viele ebenfalls gleich weit pon eimanber entfernte
Punkte eingejdhaltet, fo wird durch diefe die Reife der Briidhe mit beliebigen
Nennern davgejtellt. Je mehreve folche Punfte man einjdhaltet, befto ndher
viiden fie aneinander, 0i8 fie bei einer ing Unendlihe fortjdhreitenben Cin-
fhaltung, wie die irvaticnalen Sablen es forbern, in eine ftetige Bahlenlinie
iibergehen. o lange man fidh auf die vationalen Bahlen bejdhrantte, Hatte
man, immer nod) nicht alfe Punfte dev Linie; et die irvationalen Jablen in
Berbinbung mit den vationalen laffen jeben Punft der Linie als bie Berfinn-
lichung einer Babl exjdheinen.

§. 135. Mit irvationalen Babhlen vedhmew heift, mit ihren
Néherungswerten rechiten und den Grengwert juchen, von weldjem bad Rejultat
unendlich twenig bifferiert, wenn bie Niberungswerte von ihren ivrationalen
Gvengwerten jelbft unendlich twenig biffevieven.

Da nad) diefer Crfldvung bdie Rejultate der Rechmungen mit irvationalen
Bahlen durch bie besitglichen Rechnungsrefultate ihrer Niferungsmerte beftimmt
werdert, diefe aber] vationale Bahlen find, jo gelten alle fiiv rationale
BaBlen evwiefenen allgemeinen Opevationsdgefege and fiir bie
ivvationalen 3ahlen.

3. Proportionen.

8. 136. Die Gleichftellung gweier gleicher BVerhiltnifie Heifit eine Pro-
portion. St a:b=gq ub c:d=gq, fo ijt and) a:b = c:d; biefer
Augdruct ift eine Propovtion und wivd gelefen: a berhilt fih su b, wie fich
¢ ju d verhalt, ober fivzer: a ju b, ie c ju d. Das erjte Glied a und
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pad vievte d nennt man bie dufieven, bas jweite b und dbad britte ¢ bie
inneven Glicber; aud) Heifen a und ¢ bie Bordbevglieder, b und d bie
Dintergliedber ber Proportion. Das vierte Glied ingbefondere wird bdie
vievte Proportionale zu den drei erjten Gliebern genannt.

Sind in einer Proportion die inneven Glieder gleih, jo BHeift bdiefelbe
eine ftetige Proportion, 3. B. a:b =D :c. Dad innere Glied b wird bdie
mittleve (geometvijche) Proportionale oder bad geometrijche Wittel
u a:unb ¢, und c bie britte ftetige Proportionale u a und b genannt

Sind die Glieber einer Proportion lauter unbenannte Bablen, o Beifit
biefelbe eine Bahlenproportion, fonit heifit fie eine Gréfenproportion.

Wenn zwei Avten von Gvifen fo von einanber abhingen, dafjs zu einer
m fadjen Grdfe ber einen Avt aud) eine mfacdhe Grbge dber andbern Art gehirt,
fo Heifen bie beiben Arten von Grifen gerabe propovtioniert (propor-
tional); 3. B. Ware und Preid. Wenn bdagegen 3u der mfadjen Grife ber
einen Avt nuv ber mte Theil von ber Grife der andbern Avt gehivrt, fo
Heifien bie beiben Arten von Grdgen verfehrt proportioniert; 3 B. bie
Aaphl ber Avbeiter und bie AvbeitSzeit bei gleicher Leiftung.

3n ben hier folgenben Untevjudyungen fonnen wiv und aufj Proportionen
bejchrinfen, beven Berhdltniffe vational find, da die fiiv biefe eriviejenen Sitke
nadhy §. 135 auch fiir tvvationale Berhiltniffe giltig find. :

Beyichungen unter den Gliedern einer Proportion.

- § 137. 3n jeber Bahlenproportion ift basd Prodbuct der
duferen Glieder gleid) bem Producte dber inneven Glieber.

@8 fei a:b=-c :d Dultipliciert man bie Duotientengleichung
%: ~§— mit bd, fo erhilt man i%—éz ded’ unb folglidh ad = be.

Solge[age. 1. In einer ftetigen Bahlenpropovtion ift dasd
Quabdbrat ber mittleven Proportionale gleich bem Prodbucte der
beiben anberen Glieber.

SHeat-ihi—fa e ot ba="dac:

2. Jebes dufeve Glied eimer Jahlenproportion ift gleidh
pem Producte bev beiben inneven Glieber bividbiert dburd bas
anbeve dufeve ®lied; und jebes inneve Glied ift gleidh dbem Pro-
pucte per beiben dufeven Glieber bivibiert dbuvrdh bas anberve
inneve ®lieb.

Qft atb=c:d, baher ad = be, fo ift

a:%, d=%f, und b=§c£, =—bq

§.138. Aus jwei gleidhen Prodbucten [dfst fid) eine Propors

tion bildben, inbem man bdbie Factoven bed einen Productesd 3u
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dufeven, dbie Factoven bed andbern Producted ju inneven Glie-
bern madt.

&8 fet ad = bc, baher aud) be =ad. Divibiert man, diefe gleichen
Ausbritcke folgeweife dburd) bd, cd, ab und ae, fo etge}‘:en fich folgenbe Pro-
portionen: j

ak bi—clid c:d:a.:b,
aeici——hi>ad, b:d—=igtin,
dedbt—ic 2 o 08 == id eihy
disic — bt a bia'—x ¢,

§. 139. Gine Proportion auflijen heift, aus drei gegebenen Gliedern
einer Propovtion bad nody unbefannte Glied finden.

a) Gine Propovtion wird aufgeldst, indbem man aud pem Ber-
~ héltniffe, beffen beibe ®lieder gegeben find, ben Quotienten jucht umd aus

biefem und dem gegebenen Gliede des anbern Verhiltnijfes (nach §. 130, 1

ober 2) bas unbefannte Glied beftimmt.

b) Gine Rahlenproportion wird am einfachiten nach §. 137, Folgef. 2
aufgelist.

Nug x:2 = 15: 3 finbet man

) B3I — G — Db — 8l (0 Fober

b) x = M— 10; baber

10 :2 =15:3 bdie vollftdnbige Proportion.

Hmformung von Proportionen.

§. 140. 1. Jebe Bahlenproportion bleibt vidtig, wenn man
a) bie inneven ®lieber unter jid), b) die dufeven Gliedber unter
fidh, c) bie inneven Glieber mit ben duferen vertaufdt.

@8 fei a:b=c:d, baher ad = be. Dann finben nach §. 138 auch
folgenbe Proportionen fjtatt :

a) —a tic—Db s d,
b), d:b =cia,
¢). bagi=ndere.

Die Umformung c) fann man auch mit jeder Grifenproportion, die Ums
formungen a) und b) nur mit foldhen Grdfenproportionen vormehmen, in denen
alle ®lieder gleicdhartig find.

2. Gine Proportion bleibt ridhtig, wenn man ein duferesd
und ein innered Glied mit derfelben Bahl multipliciert, ober
Beibe purd) dbiejelbe 3ahl bividbiert.

Folgt aus §. 130, 3 und §. 140, 1.

Durdy Anwendung diejes Sakes fann man a) jede Proportion, in welder
Briidge vorfommen, mit gangen Jahlen davftellen; b) jebe Proportion, in
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weldyer- ein, dufered und -ein innered Glied ein gemeinihaftliched Waf haben,
burch biejed abFiivzen.

180141, 103 jeber Proportion verhdlt jid) bie Sumame obex
Diffeveny vereviten jwei Glieber jum erften ober jweiten  mie
pie Summe ober Differens dber letsten jwei Glieber jum dbritten
ober viervten.

St azb=¢td, a="bqg, c=daqg'"o ‘hat rimr

(@b =—1bqEb) kg = (g == 1) #q,
(e=Eid):nei—"(dqd=id)isdiqg =ilqiE'T) :q3ibaber
(a H=b) o =! (e S=id) es
Auf dhuliche Weije erhdlt man
(a=Eohy dhi== -k 1d) < 'd.

2..3n jeber Proportion verhilt fidh dbie Summe ber erjien
jwei Glieber ju beven Diffevens, wie bie Summe ber [efhten
sjmei Glieber ju beven Differens.

@8 ijt

(a+b):(a—b)=(bq+Db):(bgq—b)=(q+1):(q—1),
(c+d:(c—d=@dq+d:dq—d=(@q+1:(@q~—1);

baher
(a+b):(a—Db)=(c+ d): (c—id).

3. 3un jeber Proportion gleidartiger ober unbenannter
Bahlen perhdalt fidy bie Summe ober Diffeven; ber LVorber:
glieber jur Summe ober Differens ber Dinterglieder wie jedbes
LBorvberglied su feinem Hintevgliebe.

PBertaujdht man in ber Proportion a: b= c:d bie tnneren Glieder,
fo ‘erhilt man a:e=b:d. Nad L ijt dbann

(@ c)ra=(b==d):b,
und nach “LVertaufdhung der inneven Glieber
(a=trec): (b=xd) = a:b; folglid aud
(a=kie) s fbr==tdye= ot d.

Perbindung mehrerer Proportionen,

§. 142, Werden mehr ald zwei Verhdltniffe einanber g[etd}ge est, fo
entjteht eine fovtlanfende Proportion; 3 B.
i eme=ibi hi—ciip —
Diefe: fortlanfenbe: Proportion jdhreibt man aud fo an:
a Abnfe iall==n ; naEpi
wobei alle Bovderglieder auf einer, alle .S:)interglieber auf ber anbern Seite
ped Oleichheitdzeichens ftehen.
3n jeber fortlaufendben Proportion gleichartiger ober un-
bengunter Bahlen verhalt {id dbie Summe aller Borberglieder
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jur Gumme aller Hintevgliedber, wie ivgend ein Borberglied
su feinem Hintergliede.
Hat man die fortlaufende Proportion
afar a=th 1 th 2= osdp;
@+b+o:m+tntp=a:m
; =] i ]
= Gi'p.

fo ift

Folgt aus §. 141, 3.

§ 143. 1. Wenn man in zwei odber mehreven Jahlenpro-
portionen bie gleidjtelligen Glieber mit einandber multipli:
ciert, {o bilben bie Prodbucte wiedber eine Proportion.

&ind bie Proportionen

a s b=eiid,
¥ e hi ok,
m:n=p:r
gegeben, fo ift ad =be, fk='gh,“mr="np. "WMultipliciert/ man biefe
Prodvuctengleihungen mit einander, fo ergibt fich
adfkmr = beghnp, ober afm . dkr = bgn. chp,
und hievaus nad) §. 138
afm:bgn =chp:dkr
Wean jagt, die letste Preportion fei aud ben gegebenen jujammengefett.
Bufak. Sind bie Proportionen
A oD
biticiz—ip =y
: 68 di=1s9 14
gegeben, fo erhilt man duvd)’ Weultiplication bder ' gleichftelligen - Glieder
a'c'='mpinr,
bd =ips :¥%,
a:d=mps:nrt

2. Wenn man bdie gleidhftelligen Gliedber jweier Sahlen:
proportionen durd) einanber bividiert, fobildbendieQuotienten
mieber eine Proportion.

3t arb=c:d und

f oo =ikl
fo bat man ad = be und fk = gh. Dividiert man bie evjte Probucten-

gleidhung durdy bie weite, fo exhdlt man
d b [

ad bie ber &l Aoy cer Do gi 8
T R T T
unb fievausd
sy, B 06 o1 a
P i o i i T
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Hoarmonifdhe Proportionen.

8. 144. Drei Bahlen a, b, c bilben eine harmonijde Proportion,
wenn (a — b): (b —¢) = a:cijft; b heift bann die mittlere harmo-
nifjde Bropovtionale ober dad harmonijdhe Mittel jwifden a und c.

Aufgabe. Bu 3wei gegebenen Bahlen dbie britte harmonifd
proportionierte ju finbem.

Mg (a —b):(b—c)=a:c folgt ac —be = ab — ac, baber

b
1) &=g—%
ab
2) ¢c = THTh ! und
3) b:azj_"c.

Die dritte Gleidung gibt den Safg:

Das harmonijdhe Mittel zwifcdhen 3wei Zahlen ift gleidh
bem doppelten Producte derjelben dividiert duvd ihre Summe.

. Bergleidung jwijden dem avitbmetijhen  (§. 99, 3Bufaf), bdem geometrijden
(8. 136 unb §. 137, Folgef. 1) undb bem Harmonijhen Mittel.

4, ?Inmeﬁhung der Proportionen.

Angemandte Aufgaben mit cinfachen Berhiltniffen.

§. 145. Die LWjung von ProportionSaufgaben, bderen Grifen in ein-
fachen Berhdltnifien ftehen, — bie jogenannte einfache Regelbetri —,
beruht auf folgendem Sabe: n

&ind zwet Avten von Sahlen gevabe ober verfehrt propor-
tioniert, fo ift pas Berhiltnis wijdhenjejmei Zahlen dexeinen
Avt beziiglidh gleich dbem gevaben ober bem umgefehrien Ver-
paltniffe jwifdhen ben 3wei jugehdrigen 3ahlenber anbern Art.

G8 feten A und a zwei Sahlen dev einen Art, B und b bie jugehbrigen
Bablen einer jweiten Art, und diefe beiven Avten von Bahlen gerabe pro-
portiontert. 3ft mm A = ma, fo muf8 dbann audh B = mb fein; man Hat
pafer A:a=m und B:b — m, und fomit

: AV =D 5

Sind bagegen die beiven Urtem von Jahlen verfehrt proporvtioniert und

it A=ma, fo muf B = 7:;—, aljo b = mB fjein. Man hat baber
A:a=m und b:B = m; folglih
A:a=—b:B.

Beifpicle. 1. 7 Dreter Tuch Tojten 30 fl., wie viel foften 42 Weter von

bemjelben Tuche ?
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Da Bier die beiven Arten von 3ahlen gevade proportioniert finb, o
hat man i

7 Meter 30 fL. x ;80 =142 . 7

420 alfo x = 180 fl.

2. 16 Arbeiter vollenden eine Avbeit in 6 Tagen; wie viele Arbeiter
wird man aufnehmen miiffen, bamit fie biefelbe Avbeit in 4 Tagen uftanbe
bringen ?

Die beiben Uvten von Bahlen find Hier verfehrt propovtioniert; man
hat aljo -

16 Axb. 6 Tage x: 10— b: 4%
Xt e A s x = 24 Urbeiter.

146. Gin Betrag, dber fid) auf die Bahl 100 bezieht, wird Procent
genannt, Bei ber Procentvedynung redmet man entweder von, sber auf,
oder in Hundert, je nachdem bie Wienge, von welcdher die Procente beftimmt
werben, mit ber Grundzahl 100 jelbijt, ober mit 100 vermehrt um bas
Procent, ober mit 100 permindert um dbas Procent gleidhartig ift.

Bezeidhnet p dag Procent und b ben Ertrag von der Menge m, “fo
hat man folgende Proportionen:

a) bei ber Redhmung von Hunbdert b : p = m : 100, alfo b = %;

b) " " " Gllf @ﬁnbel't b: p=m : (100+P)r " g 1(;:%_!;;,:

b= P
100—p

) il i woin Hundert b:p = m: (100—p), ,

Angewandie Aufgaben mit jufammengefebten Pechaltniflen.

§. 147, Die Lbjung von Aufgaben, deven Grifen in jufammengefesten
Berhdltnifjen ftehen, — bdie Jogenannte jujommengefefite Regelbetri —,
beruht auf folgendem Satse:

Hangt eine Art von Jahlen von mehreven andeven Avten
fo ab, vajé jie mit benfelben eingeln genommen theil8 gerabe,
theilg verfehrt proportioniert ift, foiftbasd Berhdltnis jwijden
je et Bahlen der eviten Art gleid) dbem jufjammengefebten
Berhaltnijje ans den einfaden bejiiglid) geradbe ober umge-
fehrt genommenen Bevhdltnijfen gwijdhen den jugehdrigen
Bahlen jeber andbern Art.

©8 fei die 3ahl A von ben Bablen B, C fo abhingig, mwie

" " a n " " bf c!
wo bie mit gleihlantenben Buchitaben bezeichneten Sahlen ju berjelben At
gebren, und e feien bie Sahlen ber evfien Art mit ben Jahlen ber jiweiten

Art gerabe, mit ben Bahlen ber britten At verfehrt proportioniert. Heifit @

Modnil, Mithmetit und Algebra. 6
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eine Babl ber evften Art, welde ju ben Sablen b, C gehort, fo hat man
folgende Feifen jujamunenfingender Zahlen:

A, B, C;

o, b, O

&, b ic:

Da die Bahl o aus A entfeht, indem fih B in b (ndbert, unbd bdie
Rablen bdiefer zwei Avten gerabe proportioniert find, fo hat man

A o —tB b
Da ferner a and o Hervovgeht, wenn fidh C in ¢ verdndert, und bdie
Bablen biefer swei Arten verfehrt proportioniert find, jo hat man
eiia=—c U
Durd) Multiplication diefer beiven Proportionen ergibt fich
Ac:ae=DBc:bC(,
obet A e = Be b,
in welder Proportion der oben aufgeftellte Sats enthalten ift.
Man pilegt diefe lefsteve Proportion wegen ber leichteven ﬁberfid;t aud
fo ju jdhreiben:
A e —— Bl
c:C,
wobei man fih denfer mufs, bdajs bie unter einanber ftehenben Bafhlen ju
multiplicieven finb.

3. B. Wenn 20 Arbeiter, weldhe taglihy 12 Stunbden arbeiten, in 5
Wodpen einen Damm von 375 Meter inge uftande bringen; in iwie viel
Wochen werben 12 Avbeiter, weldpe tiglich 10 Stunben arbeiten, einen eben
joldjen Damm von 600 Weter vollenben?

20 Arb. 12 Std, tdgl. 5 Wod). 375 Wieter Linge

12 n 10 " 13 X n 600 n LU
Xt b — 20D
2= )
600 : 375

x:1=16:1; baber x = 16 Wochen.

§. 148. Bejeidhnet Z bdie einfacdhen Binfen, welde ein Capital C
in J Safren su’P Procent gibt, fo Hat man zur gegenfeitigen Beftimmung
biefer ®rifen folgenvbe zufommengefelte Regelbetri:

100 fl. @ap. in 1 Jahr. P fl. Bins
0 L[4 " " J » Z L4 n
P = G i 100

Jigsl
aljo Z: P = CJ: 100 unbd
1001 78=—=CPJ;
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Werben bdiefe lehten zwei gleichen Ausbriide juerft burd) 100, bann duvd)

PJ, ferner dburcy CJ, endlich dburdy CP bividiert, fo erhiilt man bejichungdmeife
CPJ __100Z _ 100Z __100Z
Z=mmnileapyy | Besaie . 0 O

weldhe Formeln in bie gewdhnlidhe Wortfpradhe iibertragen, die Shke filr die
Ljung der Aufgaben iiber die einfacdhe Bindrednung enthalten.

BDie Theilregel.

§. 149. ©olf eine gegebene Zahl in mefhreve Theile, welde fich wie
anbeve gegebene Bahlen vevhalten, getheilt wevden, fo gefchieht biefes burch bie
Zheilvegel ober Gefell{dhaftéredhnung. Die Bahlen, durd welde das
Lerhiltnid per Theile audgedriidt wird, Geifen Verhialtnidzahlen,

Bt nur eine Reihe von Verhilinidzahlen gegeben, jo wird bie einfadye,
find mefhreve Reifen von Berhiltnidzahlen gegeben, fo wird die jufammen-
gefetste Theilvegel angetvendet.

@8 feien bei ber einfachen Theilvegel s die zu theilenbe Bahl, a,
b, ¢ unb d bie Verhiltnidzahlen. Werben die gefuchten Theile burdh) u, x,
y unb z begeichuet, fo hat man bie fortlanfende Propovtion:

U maiy sli==asbinesd;
ober
Big —=xch— vy p=xu0

bafer nady §. 142

ut+x+y+2z:(at+btect+d=u:a
== h
=y:c
=zt
Danun u -+ x +y 4 z=s fein muj8, jo exhilt man aus dem leften

Husbrude

8

i FrfeFacti X

L R
T a+4+b4ctd* !

8 8
T = e b Fetdl it L Aot ds

Bei der einfadhen Theilvegel bividiert man bdaher bdie zu theilende
Bahl durd) bie Summe aller BVevhiltnidzahlen und multipliciert ben Quo-
tienten mit jeder Berhaltniszahl; die Producte find bdie gejuchten Theile.

LWenn bdie BVerbiiltniszahlen Britde enthalten, fo werben fie juerft in gangen Bablen
bargejtellt, inbem man fie mit bem Feinften gemeinfdaftiidhen Bielfacdhen aller Nenner mul
tipliciert, Haben alle Berbiiltniszablen ein gemeinjdaftlies Mag, fo werben fie durd
basfelbe abgefiirst.

3. B. €8 follen 2155 fl. unter drei [Perfonen nacdy bem Berhiltniffe
ber Bahlen 5, 3, 2 vertheilt werben.

d.

6*
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5 2154.5 = 10774
3 215¢.3 = 6464
%o 2154.2 = 431
2155 : 10 — 2154 2155

§. 150. Die zufammengefeste Theilvegel [Gf8t fidh auf bie ein-
fade zuriidfiihren.

&8 fei eine Bafhl s mit Besugnahme auf mehreve Umftinde in drei
Theile ju theilen, bie fih in einer Begiehung wie a: b: e, in einer jweiten
Bejiehung wie d:e:f, und in einer dritten Beziehung wie g: h: k ver-
halten. $eifen x, y, z die nod) unbefannten Theile, fo mujs fih x:y
nidit nur wie a: b, fondbern aud) wie d : e und wie g:h verhalten; e8 muis
aljo bag Verhiltni8 x : y gleidh) fein bem jujammengefebten BVerhiliniffe aus
a:b, d:e, g:h, alfo bem Berhiltniffe adg :beh. Cbenfo mujs y:z =
beh:cfk fein. @8 bejteht bemnacd) bie Forberung, die Theile x, y, z jo
s bejtimmen, bajé der Bedingung

x:y:z=adg:beh: cfk
®eniige geleiftet werbe, wad eine Aufgake dev einfacdyen Theilvegel ift.

Bei ber zufammengefeten Theilregel multipliciert man daher
die auf bdenfelben Theil Beyug Habenben Verhiltnidzahlen mit einanber unbd
belradtet die Producte ald Berhdltniszahlen einer Anfgabe ber einfachen Theil-
rvegel, nach welcher dbann die weiteve Wufldjung erfolgt.

3. B. Bu einer Unternehmung veveinigen fich drei Perfonen; A gibt
8000 fl. auf 5 Monate, B 4000 fl. auf 6 Wonate, C 2000 fl. auf 8 Wonate
ber. Die Unternehmung wirft einen veinen Gewinn von 460 fl. ab; iwie viel
bavon Wit jebe ber bret Perfonen evhalten?

A 8000 fl. purdh 5 Mon. [40000] 5 46.5 = 230 L.
B4000, ., 6 , (24600 3 463 —138 ,
€' d000 T 1 EgRl W 6pee| B © 46.2 = 92

460 : 10 = 46 460 fl.

Die Kettenvegel.

§. 151. Wenn die Begiehung swifdhen zwei Gvéfen nidht nnmittelbar
befannt ift, jonbern erft burch eine jujammenBingende Aufjtellung befannter
Awifchenbeftimmungen gefucht werden mujs, o wendet man die Rettens
vegel am

@8 fei folgende Aufgabe zu (bjen:

Wie viel (x) Cinfeiten von der Avt M betvagen a Einfeiten von ber Art A,
wenn a’ Ginfeiten von der Avt A b Ginbeiten von ver At B,
b‘ n " " n B ¢ n n L1 " OP
¢ " ) i w [ L R
betragen ?
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Diefe Aufgabe Fann fivzer fo angejdrieben werben:

M = aA]
wenn a‘A = bB, | 1

hiB= e, ] )

¢C=mM,)

wo x, a, a‘, b, b’ ¢, ¢/, m unbenannte Zahlen, und A, B, C, M bie Avten
ober Benennungen derfelben vovtellen.

Um bad gefuchte Rejultat zu erhalten, vermwandelt man die gegebenen
a Einfeiten der Avt A junddift in (y) Ginheiten der Avt B, bann bie gefunbenen
Ginbeiten ber Art B in (z) Einbeiten ber Art C, und bdiefe endlidh in (x) Ein-
beiten ber Avt M. Dabei ergeben fidh nady den angegebenen Bebingungen
folgenbe Proportionen:

y:b =—iasal
Z o el by
_x:m  =uz:c', wovaus nach §. 143, 1 folgt:
Xx:bem — a:a'b'c, unb
abem
X = m . .2) A

Aus pem in 1) angegebenen Anjage der Aufgabe und dem in 2) fiir x
evhaltenen Ausbruce evgibt {ich fiiv bie Kettenvednung folgenbesd
praftijches Berfahren:

1. Man {dreibe x mit feiner Benennung an und vechtd baneben bie
gegebene ®rife, bdeven DVefvag gefudyt wivd und die daher mit x gleichen
Wert hat. Darunter jete man alle WMittelbegiehungen, und jwar fange man
jepegmal linf8 mit einer ®Grdfe an, welde mit der ndadjt vorhergehenden
vechts pon gleidher At ift; vedhtd neben jebe Grdfe fommt diejenige Grdfe,
weldhe mit ihv gleihwertig ift. So wivd “fortgefahren, bis man redhts eine
®risfe erhdlt, bie mit x gleihnamig ift.

2. Man dividiere bas Probuct aller vedytd ftehenden unbenannten Jahlen
burdy bas Probuct aller linfs unter x ftehenden; der Quotient gibt den gejuchten
Wert vonr x.

3. 8. Wenn in England 1 Quarter Weizen 52 Shilling Foftet, weldhes
ift ber entfprechenve Preig fitr 1 Heftoliter in fl. 6. W.? (11 Quarter == 32
Deltoliter, 20 Shilling = 1 Pfund Sterling, 10 Pjd. Sterl. = 117 fl. 8. W.)

x fl. b B, 1 Deftoliter i AN T

32 Deftol. 11 Quatter 133;2%"0 sl
1 Quarter 52 Shilling T g
20 Shilling 1 Bfv. Sterl.

10 Pfo. Steel. | 117 fl. 6. B.




Dritter Abjdynitt,

Potengieren, Budicteren und Logurithmieren,

1. Potenjen mit pofitiven ganzen Cxponenten.

§. 152, Eine Bahl a jur nten Poteni erheben ober mit n
potengieven Peifit, a nmal a8 Factor feten (§. 35). a ift die Grunbd-
3ahl ober Bafis, n ber Potengerponent und dad erhaltene Product p
bie nte Poteni von a. Wian jdreibt a® = p. Gine Poten; ift bemnad
ein Prodbuct gleider Factoven,

Solgefate.
. a) il b 05 =—.0;

Bufo. Die vorftehende Crflirung hat junddit nur dann einen Sinm,
wenn ber Gyponent eine- gange pojitive Sahl und > 1 ift. Dag Princip der
Grhaltung der Opevationsgefetse fithrt jebodh) bie Nothwendigleit hevbei, ben
urfpriinglichen Potenzbegriff su eviweitern. Eine joldhe Grieiterung epthalten
fdhon bie im Bufa zu § 52 abgeleiteten Sibe

al—a unb ate— .1

©piter wird der Potenzbegriff aud) auf negative und gebrodhene Eypo-

nenten ermweitert erben.

BerbindungIdes] Potengierens’ mit fich [elbft.®
§. 153. Die Potenj einer Potens bleibt unverdndbert, wenn
man die Grponenten unter einanber vertaujdt.
(am)n —_— (an)m‘
Beweis, Ordnet man bdie gleidhen Factoven ber Poten; (a™™ in n
Reiben, beven jede den Factor a m mal enthdlt, ndmlich
B %0 Ao, . (o)
a.a.a.4a
4.8.8.800.
(n mal),
fo erhdlt man offenbar a mnmal al8 Factor, mag man die m Factoven einer
$orizontalveibe nmal, ober bie n Factoven einer Berticalveihe m mal ald
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Factor jegen. Sm evften Falle erhilt man a™ nmal al8 Factor, alfo (a™)2,
im aweiten a® mmal al8 Factor, alfo (a®)= €8 ift bdaher (a™) = (a)™

Diefer Sab behilt, wie leicht 3u zeigen ift (§. 36), feine volle Biltig-
feit auch dann, wenn mehr al8 zwei Potenzerponenten gegeben find.

§. 154, 1. Gine Poteny wirb mit einer Sahl potengiert, ine
bem man bdie Bafid mit dem Producte beider Erponenten potensiert.

(am)n — gl

Folgt aud bem Beweife in §. 153.

2. Umgefehrt: EGine Zahl wird mit einem Producte potens
stert, inbem man fie mit bem einen Factor, uud die evhaltene Poten mit
bem anbern Factor potenziert.

Perbindung des Potempierens mit der Multiplication und Divifion,

§. 155. 1. Gin Prodbuct wivd mit einer Bahl potengiert, in-

bem man jeden Factor mit ihr potensiert.

; (2h)B—am b

ab.ab.ab.ab.... (mmal)

a.a.a.a.. (mmal).b.b.b.b... (mmal) (§ 36)
S has

2. Umgefehrt: Potenzen dedfelben Grponenten werben multi-
pliciert, inbem man bas Prodbuct der Grundiahlen mit dbem gemeinjdhajt
lichen Grpomenten potemsiert.

§ 156. 1. Gin Quotient (Brud)) wird mit einex Jahl poten-
giert, inbem man Dividbend und Divijor mit thr potenmgiert.

a \m am
(?) =

Der Beweis ift demjenigen ju §. 155, 1 analog.

2. Umgefefrt: Potenzen desfelben Crponenten werden divi-
biert, inbem man ben Quotienten der Grunbdzahlen mit dem gemeinjdhaft-
lichen Erpomenten poteniert.

Jolgefay. Die Poteni eines auf bdie einfacdhfte Fovrm ge-
braditen editen ober unedpten Brudhes fann nie eine gange
Bahl fein.

Solgt aug 1. unter Beiziehung von §. 75, 5.

§. 157. 1. Potenzen berjelben Bajié werben multipliciert,
inbem man bdie gemeinfchaftliche Bafis mit der Summe ber Crponenten
potengiext.

Beweis. (ab)m

o

am, gt = am-{-n'
Diefer Sapy wurbe jhon in §. 38 bewiefen.
2. Umgefehrt: Gine 3ahl wird mit einer Summe potengiert,
inbem man fie mit jebem Summanben potengiert und bdie erhaltenen Potengen
multiplicievt.
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§. 158. 1. Potenzen bevjelben Bafid werben dividiert, inbem
man die gemeinjdjaftlihe Bafis mit einer Jahl potensiert, welde gleich it
pem Grponmenten bed8 Dividends weniger dem CErponenten ded Divijors.

arisiadic—= ary

Die Ridptigleit] diefer Gleidung fiir m >n udb m =n mwurbe in
§. 52 bewiefen; bdie Bebeutung bderfelben fiirt m << n witd weiter unten
(§ 177) bejonberd untevfudyt werben.

2. Umgefehrt: Gine Bahl wird mit einer Diffeveny potenziert,
inbent man fie mit dem Winuend und mit bdem Subtvahend potengiert, und
bie erfte Poteny duvrd) bie jiveite dividiert.

Bufaf. Mit Potengen, welche ungleihe Erpomenten und ungleihe Grund-
sablen Baben, wirb dbie Wultiplication und Divifion auf bdiefelbe Art wie mit
allgemeinen Bahlen iiberhaupt vorgenommen.

Die in ben §§. 1556—158 angefiihrien Site bilden die Diftributions-
gefete ded Potenjzievensd, Das commutative Princip finbet bei ben
Potenzen nidht ftatt, ba a™ pon m* im allgemeinen verjdhieden it.

Perbindung des Potengierens mit der Addition und Jubtraction.

§. 159. Fiir bas Abbieven und Subtrahieven von Potenzen foivie filr dasd
Pecdpnen mit mefhrgliedrigen Ausddriiden, in denen Potemgen vorfommen, gelten
oie bejifglichen, fiir allgemeine Bahlen itberhaupt abgeleiteten Site. CGine Bu=
fammengiehung de Refultated faun nur dann ftaftfinden, wenn die Potenzen
fowohl gleidhe Grunbzahlen al8 gleiche Erponenten Haben. :

Die auf einanber folgenben Potengen eined Binoms ober Polpnoms
fann man einfach burd) bie WPultiplication evhalten. Die Entwidlung bes
Quadbrated und bed Cubug ingbefonbeve wird in den §§. 187 unbd 194 gezeigt,
bas allgemeine Gefes ber hisheren Potengen in §. 273 ndher unterjucht werben.

Pecbindung von Gleidungen und Hngleichungen durd) die Potengierung.

§. 160. 1. Gleidhe Bahlen mit gleidhen Bahlen poteng:ett
geben Gleides,

3ft a=b, fo ift audy a® = b™ (§. 8, 3).

Solgefah. Wenn man alle Glieder einer Proportion mit dber-
felben Babl potengiert, fo erhilt man wieber eine Proporvtion.

Gft a:b=c:d, jo mujg audy (a:b)™= (c:d)™, felglih a™:b"=
s dER(S 156, 10 feiin

2. Ungleiche Bahlen mit gleidhen pofitiven Bahlen potengievt
geben Ungleidhes mit bemfelben Ungleichheit8zeichen.

8ft a=>b, jo ift a= > b= (§. 45, 3).

Solgefo, Wenn a = 1, jo ift besiiglich a™ = 1
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3. Gleidhe Zahlen mit ungleiden Sahlen potengiert geben
Ungleidhed mit bemfelben ober mit dbem entgegengefetsiten Un-
gleichheit8zeidien, je nadhbem bie Bafis grofer ober fleiner
als 1 ift. :

Jft m>n, fo hat man fiir a>1, am > a";

fiir ‘a' <1, “a®'<< an,

Folgt aus §. 101, Folgejat.

4. Ungleidhe Sahlen, von benen wenigjtens bie eine grifer
alg 1 ift, mit ungleidhen pojitiven Bahlen bei dbemfjelben Un-
aleichheitgzeidhen potengiert, geben Ungleidhed mit bem gemein:
fdhaftlicdhen Ungleicdhheitdzeidhen.

3ft a = b unbd zugleih a > 1, ferner m > n, fo ift a® > b~

Denn nadh 3. ijt a™ > a®, nad) 2. a» > b*; daher um jo mehr a™ > b,

Potengen mit algebraifdyer Bafis.
§. 161. 1. Gine pofitive Bafis gibt mit einer gangen Zahl
potengiert immer eine pojitive Poteny.
(+ar=+a.4a.+a.+ ....nmal = 4 a* (§. 59, Folgef. 2).
2. Ginenegative Bafjis gibt mit einer geradben gangen Jahl
potengiert einme pofitive, mit einmer ungeraden gangen Zahl
potenzievt bagegen eine negative Potens.
(—a) = —a.—a.—a.—a... 2nmal = 4 a? (§. 59, Folgef. 3).
(—a)tl = — 3. —a.—a.—a... @20+ mal = — a?vti,

II. Burseln mit pofitiven gangen Sxponenten.

§. 162. Aus einer Zahl a bie nte Wurzel audjzuziehen, ober
pie Bahl a burd) n vabicieven, Heift aus ber Poten; a und bem Erpo-
nenten n die Bafid juden. Die gegebene Poten; a heift ber Rabdicand,
ober gevabehin bie Zahl, ber gegebene Grpoment n ber ﬂBurge[egﬂponent,
und bie gejuchte Bafis p die nte Wurzel aué a. Wan jdhyreibt ]}/ a = p.

Gine Wurgel ift aljo ein Ausdrud fiiv diejenige Jahl, welde
mit bem Wurjelerponenten potengiert ben Rabdicand gibt;
ober ed ijt (]}a)n =

Die zweite und bdie dritte Wurzel einer Jahl nennt man besitglich
Quadratwurzel und Cubifwurjel.

§. 163. JSolgefige. 1. Potenziert man eine Wurzel mit dem
Wurzelerponenten, fo erhdlt man den Rabicand.

WV o =a.
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2. Rabdiciert man eine Poteny dburd) ben Potenzerponenten,
fo exhalt man bie Bafis.

e @ETi="a

3. Gine Bah!l bleibt unverdnbert, wenn man {ie mit einer

Babl potengievt und burd) biefelbe Zahl vabiciert.
a =il4 @) a =pram
Hiernach fann jebe Babl in Form einer Wurzel bargejtellt werben;
5

3 Bub=libk

Das Potengieven und dag Rabicieven find bemnadh einander entgegen-
gefet; leiteres ift eine inbevfe Operation ded erfteven.

4, Die erfte Wurgel ausd einer Zahl ift bie ahl jelbit
1
Do a! =a, Jouliia=m)
Fiiv bie exfte Wurzel wird bdaher weder der Grponent 1, noch vas Wurzel-

seichen angefchrieben. Bei der jweiten ober Quadratwurzel wivd das Wuvgel-
seicdhen, aber nidht ber Crponent 2 angefdyrieben, fo dafé 1/ a fo bviel ald

2
1/ a bebeutet.
5 12 6.1/.0 =0,

Hationale wnd irrationale FWurzeln.

§. 164. 1. Die nte Wurzel aus einer ganzen Jahl ift ents
weber eine ganze 3ahl ober jie ift ivvational

Beweis. Vian bilbe bie nten Potenzen der aufeinanber folgenden gangen
Bablen, mit Hingufiigung der Null, namlich

08,0175 28 182 sk 5 ipP sdPR-RLR ..

E8 find nun zwei Fille miglich:

a) @ntweber ift a gleid) einer biefer Potemgen, 3 B. a = p*; bamn
ift ]n/-a.= p eine gange 3abl.

b) Ober a liegt jwifden zivei aufeinanber folgenden joldhen Potengen,
etiva wifden p® und (p 4+ 1)®, wo bann ]}a smifdren jwei aufeinanber
folgenbe ganze Bablen p unt p 4 1 fallt, jomit feine gange Bahl fein famn.
Dann [Gjst fidh aber 1n/a audh durch Feinen Bruch) vollfommen genou bdav-
ftellen; benn wire 1 a = p -+ 1= Ii'lr"——q, wo q unb r velative Prim-

sablen find, fo miifete (I-’-{;};i)n = a = einer gangen 3ahl fein, wad nach
§. 156, Folge]. unmiglich ift.
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Dagegen (68t fidh in biefem Falle lnf a al8 ®renywert eines verdnber-
lidgen Bruded mit jebem beliebigen Gradbe der Genauigleit beftimmen.
Da ndmlicy 1} a jwifden p und p 4 1 liegt, jo vermehre man p nad

unb nady um —;—, -1%, %, ..., W0 m eine gange Sahl bezeichnet und bilbe

1 )n 2 \n n 1\n
P?, (p-l——,;;), C+=) - +=) e+,
Weil nun a feiner biefer Potengen gleich fein fann, o mufs e8 noth-

wenbig zwifden zwei unmittelbar aufeinander folgenbe joldhe Potenzen fallen,
etiva 3wifchen (p e -—u) unb (p —+ o 1) wo ¢ << m ift. Donn ijt

e—]-l

P+~—<Va<p+

f/a fiegt alfo gwijdhen gwei Briijen p + —
Diffeveny —:I; ift. ekt man fiiv ]n/ a bie Jahl p + %, fo begebt man einen
Febler, der fleiner ald i ift. Da aber m beliebig grofi, daher i beliebig

flein gemad)t werben iatm, jo Lafst fidy ]/ a al8 ®rengwert, bem fid) bexr ver-
inberfiche Brudh p —|— —— um fo mefhr ndbhert, je grofer m wird, mit jeber

beliebigen @enauigfeit Beftimmen &8 ijt Va =Hini (p - ——) menn m —oo

witb; p + — und p 4 = L finb fiir jeven befonberen Wert von m anf

—3_1— genaue Ndherungswerte Hon Va.

3it aljo bie nte Wurzel aud einer gangen Jahl nicht wieder eine ganze
Babl, o ift jie eine tvvationale Bahl (§ 134).

2. Die nte Wurzel aus einem Brude % ift entweber ein
Brud) odber eine irvationale Jahl

Der Peweis wird, inbem man junddft die Reibe der Potenzen

() 6 (. (8o (BT B2, -
bilbet, anolog wie ju 1. gefiihut.

Bufab. Da wiv bie folgenven Sife jEmmtlich aus bem allgemeinen
Begriffe einer Wurzel, welcher durdy bdie Gleichung (IH/ a)® = a gegeben
ift, ableiten wevden, fo find biefelben jowohl fiir rationale al§ fiiv ivrationale
Wurzeln giltig.
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Perbindung des Radirierens mit fid) felbf und mit dem Potemjieven.

§. 165. 1. Gine Poteni wird dburd eine Zahl vadiciert, in-
bem man bdie Bafid dburd) {ie vadiciert, ober indem man den Potenzerponenten
burd) ben TWurjelexponenten dividiert.

Vie®) = ) =ar.

- Beweis. a) Soll (17 a)™ bie vidhtige Wurzel fein, fo mufg fie mit dem -
Buvjelexponenten n potengiert ben Rabicand am geben (§. 162). Wirtlich ift
((V &)mdn = {1/ an}m (8. 163) = am (3. 163, 2).

b) Gbenjo ift aud '

(a?) —an " (8 154, 1) = am,
2. Gine3ahl wivb miteinem Quotienten (Brude) potengiert,
inbem man fie mit bem Divibend potenziert und durd) den Divijor vabiciert.

ad =) =" )™

Grgibt fich dburcdh Umfehrung aus 1.

Folgefah. Soll eine Bahl potengiert und vabiciert werden,
fo ift e8 gleichgiltig, in welder Reihenfolge man bdiefe Red:-
nungéoperationen vornimmt.

§. 166. 1. CGine 3ahl wird dburd) ein Prodbuct vabdbiciert, in-
bem man f{ie burd) ben einen Factor, und die erhaltene Wurzel durd) den
gnbern Factor vabiciert.

mn n m m n
Va=V (Va) =1V (Va). .

Beweis. Beibe Formen ber Wurzel entfprechen der im §. 162 aufge-

fteliten Grfldvung derfelben. €8 ijt

WV Va)km= = [V (Va)ie §. 154, 2).
S paEE 163, 1) = a,
und ebenjo

V Wa)= = [ Va=]k & 154, 2)

= Va)® (§ 163, 1) = a.

2. Gine Wurgzel mivd dburd eine Iahl vadiciert, indem man
ben Rabicand buvd) fie vabiciert, ober inbem man die Wurzelexponenten mul-
tipliciext.

V Va) =1V (Va) = Va.
Folgt dburdy Umbehrung ous 1.
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Jolgefaly. Solleine 3ahlburd) jwei Bahlen vabiciert werben,
fo barf man entweber dburd biefelben eingeln in beliebiger
Reihenfolge, ober aud) fogleich burdh) ihr Probuct rabdicieren.

8. 167. 1. Gine Bahl wird burd) einen Quotienten (Brudy)
vabiciert, inbem man fie durch den Dividend vadiciert und mit dem Die
bifor poteniert.

Va= (V" =V (a").

Beweis. €8 ift jomwohl

n

{Wam]” = a6 154, 1) = &
al8 aud

n m

'{V(a‘")} = ‘/{V (a"‘)} (§.160,2) ="/ (8)" = a.

2. Gine Wurzel wirdb mit einer 3ahl potenziert, inbem man
ben PRabdicand mit ihr potenziert, ober inbem man den Wuvzelexponenten burch
ben Potenzerponenten bivibievt.

Var=V (@") =V a

@rgibt jidh burdh) Wmlehrung aus 1.

8. 168. Die Wurjzel aus einer Poteny bleibt unvevdnbert,
wennman den Wurzel- und ben Potengerponenten mit berjelben
Babl multipliciert, ober beibe burd biejelbe Bahl bividbiert.

n m mp np

&8 ijt Vam = a® — at? = |/ (a™);
n m m:p n:
Van = a; = aﬁ;;: I/P(am:p)_

Bufoh. Durd) Anwendbung bdiefes Sates fann man a) jebe Wuvgel in
eine anbeve umformen, bdeven Wurzelexponent ein Bielfaches bed gegebenen
Wuvgelexponenten -ijt, folglicdh auch zwei ober mehreve Wuvzeln mit einem ge-
meinjdyaftlichen Wurselerponenten darftellen; b) jede Wurzel, in welder ber
Wurgel- und ber Potenzerponent ein gemeinjchaftliches Maf Haben, badurdy
abtiirgen.

3 10
Sind 3. B. bie Wurzeln J/a, 1/b% 1/¢” gegeben, fo ift 30 ifr Heinfter
gemeinjchaftlicher Wurzelexponent und man BHat

30

3 30 10 30
Va=1Va% Vb?=Vb", Ve =Vc"

Perbindung des Radicierens mit der Multiplication und Divifion.

§. 169. 1. Gin Product wivdb durd eine Zahl radbiciert, in
bem man jeben Factor dbuvd) fie vabiciert und bdie erbaltenen Wurgeln mul-
tipliciert.
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n n n
: V(ab) = V/a. Vb
Bewris.
n n n n
Va. Vb= (Va):.(Vb)* (§ 155, 1) = a.b (§. 163, 1).

2. Umgefehrt: Wurzeln desfelben Wurzelexponenten werben
multiplicievt, inbem man die gemeinjchajtliche Wurzel aus dem Probucte
per Radicanben ausdjieht.

Sindp Wurzeln, weldhe ungleiche Crponenten Hhaben, ju multiplicieven, fo
mitffen fie junddft mit einem gemeinjdhaftlichen Wurzelezponenten bdavgejtellt
erben (§. 168. Bujaf).

Bufige. a) Mit Hilfe ded evften Safed fann man, wenn der Rabdicand
etnent Factor enthill, aud dem fid) die verlangte Wuvzel audzichen [ifét, bdiefen
Factor vom LWurzelzeichen befreien. 3. B.

V (b)) =V @).1Vb = al/ b
b) Nady dem jweiten Sagge fann man mit Beiziehung von §. 163, 3
umgefehrt jeben Factor eimer Wurzel unter bad Wurgelzeichen bringen, inbem

man ihn mit dem Wurzelexponenten potensievt und bdiefe Poteny mit dem Ra-
dicand multipliciert. 3. B.

-~ n n n
alibi=14a".14b = |/ (a%b):
§. 170.1. GinQuotient (Brud)) wird dburdheine Jahlradbiciert,
inbem man Divivend und Divifor durdh fie vabiciert und bdie erite Lurzel
purd) bie jweite bivibiert.

b Vb

Beweis. {V*‘} “/a) (. 156, 1) = 2 (5. 163, 1).
Vb (Vh)“

2. Umgefehrt: Wurzeln dedfelben Wurzelexponenten werbden
bipibievt, indem man bdie gemeinjdhaftliche Wurzel aud bem Quotienten bev
Rabdicanden audjieht.

Sind Wurzeln, welde ungleiche Erponenten haben, ju divibieren, jo werben
fie frither auf einen gemeinjdaftlichen Wuvzelerponenten gebracht.

Solgefo. Die Wurzel ausé einem auf bie einfadjte Form
gebrachten Brude fanu feine ganze Jahl fein.

Die Bergleidung der Siige §§. 165—170 itber bad Rabicieren mit ben §§. 1720
itber bie Gubfraction unb mit ben §§. 48—51, bann 53 und 54 iiber bie Divifion lfst

bie Analogie swijden den inverfen Fednungarten ber evfienm, weiten und britten Stufe
redhit Deutlidh exfennen.

"]
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Perbindung des Badicierens mit der Addition und Subtraction.

§. 171. Die Adbition und Subtraction der Wurzeln fowie bas Redynen
wmit mehrgliedrigen Anusdbvitden, in denen Wuvgeln vorfommen, wird nady den
fiiv alfgemeine Bahlen itberhaupt aufgefteliten Regeln vollzogen. Gine Bufam-
mengiehung findet ftatt, wenn bie Wurseln fowohl gleiche Rabicanden als
gleiche Wurgelerponenten haben. Wandymal dnnen audh Wurzeln mit ungleicdhen
Radicanden, wenn fie benjelben Crponenten Gaben, durch Zerlegen ber Rabi-
canden in Factoven (§. 169. Zujah a) mit einem gemeinfchaftlichen Rabicand
pargeftellt werben. 3. B.

V/ 45a% —1/ 80b% 4}/ 126c% =1/ 9a%.5¢c—1/16b%.5c-}/25¢c2.5¢c
—=3a)/bc—4b}V Be+bc)/ be=(3a—4b+5¢) V be.
Wie man aud algebraifhen Summen bdie Quadrat- und Cubifwurel
augsieht, wird in den §§. 189 und 196 geseigt twerben.

Berbindung von Gleihungen und Hngleidyungen durd) die Radirierung.

8 172. 1. Gleidye Bahlen durdy gleidhe Rahlen rabiciert
geben Gleides.

St a=01jo At PR DS I8, 8L

Solgefike. a) Wenn man alle Glieber einer Proportion dburd
piefelbe 3ahl rabiciert, fo erhdlt man wieber eine Proportion.

Sfta:b=c:d, fo ift auh J a:b=7Vc:d, ober
Va:Vb=1Ve:Vd @ 170, 1),
b) Die mittlere geometrifdhe Proportionale jwifden gwei
Bablen ift gleid) ber Quabdbratwuriel ausd dbem Prodbucte dbiefer

Bahlen.
dfta:b=nb:c, jo ift b*=ac (§ 137, Folgef. 1), bafer

b=V ac (§ 172, 1).
2. Ungleiche Sahlen burd gleiche vrabviciert geben Ungleides
mit bemfjelben Ungleichheit8zeichen.
3ft a>b, fo ift 1Va> /b
Beweis, Wive 7a = 1/'b, fo milfste besiiglich nach §. 160, 1. ober 2,
ﬂ!} a)" = (in/b)m, alfo a = b fein, waé gegen die BVorausdjekung ijt.

Solgefal. 3t a =1, jo ift begitglich auch 1/a = 1.

3. ®leidhe Babhlen burch ungleidhe Zahlen vadiciert geben
Ungleichesd und jwar mit bem entgegengejeiten ober mit bem:-
felben Ungleidheitsjeiden, je nodhbem dber Rabicand grifer
ober fleiner al8 1 ijt.
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Stm=>n, foift fira>1  Va<Va;
fita<l,  Va>Va
Seweis, Wive fiir a> 1,1/ a = V'a, fo wire besiiglidh nach §. 160, 1.

m n
ober 2. (J/a)™ = (/&)™ ober a® = a™, wilrend wegen m > n nadh
§. 160, 3. am = a® fein mujs.

@ben o wird ber Beweis filr a << 1 gefiihrt.

4, Ungleiche afhlen, bon benen wenigjtensd die eine grifer
alé 1ijt, purd ungleiche Sahlen bet entgegengefeptem Ungleid-
heitdzeidhen vabiciert geben Ungleiches mit dbem Ungleidhheits-
jeichen dber Rabicanben. :

3ft a > b und jugleidh a > 1, ferner n << m, fo ift ]n/a = ]n}b
Beweis. Nady 3. ijt ln/a = ﬁa, nacdh 2. ijt ]}a o l}b; folglich um
fo mehr ]}a > ﬁb.

Hmformung von irrationalen Wurjelausdriicken.

§. 173. Ausdriife, in benen ivvationale Wurzeln vorfommen, lafjen fich
mandymal durd) entfprechenbe Umitaltung auf eine Form bringen, die fitr bie
Redpnung mehr Bequemlichfeit bietet.

Aufgabe. Einen Brudy, deffen Nenner ein irrationales
Monom oder .Binom ijt, ohne Anberung jeined Wertesd mit
ginem vationalen Nenner dbarvzuftellen. (Rationalmaden bes
Nenners.) :

Der vorgelegte Brud) fann eine dbev folgenden Formen Haben:

7 Z V/
m b e ome
1 ar ViEBiloh 1/ ar=E1]/ a1
1. Um einen Brud) von der Form mz , Wwobet m > n ift, mit einem
Var
vationalen Nenner bavjuftellen, multipliciere man‘Sdhler und Nenner mit] am—n,
@s ift
Z AV A e A
R e R
Va“ Van‘ V g -1 Vam
3 5 10
m m})a® 3V a_ 3Va.lVa® 3Va’
BBt = B T ey

]}a Va?
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2. Um einen Brud) von der Form aLy s b yayy mit einem

vationalen Nenner bdavzuftellen, multipliciere man Bdhler und Nenner mit
az=]/b ober VaFl/ b. @8 ift

il Z@aFVh) S Za D

ad Vb (LY b)) i@F Vb T EmEpiD

Z Z@FVy b 4V aFVh) i

VatVb  (VaxVb) (VaF¥b)  a—b
3 _ 8(64+Vre2 _ 15438V 2
3-8 b=/ 2 T pr=g 0l 28 G
15 _ 15(V5—V2)

V5+V2 5—2 =5 5—-V2).
2+V3 L (2+V3) (V5 V3)_(2+V3) V5~V5 ) VE+V'8)
4 V5—V3 e
v5+1/3

3. Um einen Brud) von ber Form
Z g Z 7

1 ar 4= 1/ b 'i’}annii'}bm VALB
wo ber Kitrze Halber mn=r, a® = A undb b™ = B gefetit tird, mif
einem rationalen NMenner darzuftellen, multiplicieve man Zdhler und Nenner
bes leten Bruches mit vem Polhnom

VoA Va—2B +VESBF ... (F 12 VAB2+(F )-1Y/B-1.
Man erhilt baburd; A=B al8 ben neuen %ermet 3. B.

7 Z(Va“—i—l/a."b-I—]/a“b"—}—Va.b‘*—l—]/b“)

Va_1b P
§. 174. Aufgabe. Die Summe ober die Diffeveny der Qua-
pratwurzeln aus per Summe und ber Differens jweier Jahlen,
von welden bie eine ivvational ift, in eine eingige Quabdrat-
wurzel ju verwandeln.
3tV a+1 b=} "a— b bdie gegebene Summe ober Differeny
jweter Quadratwurzeln, wobei a ald pofitiv unbd grofer alé P b vovausgefefst
wird, fo hat man
(VaFVh = Va—Vh' =2a% 2} a"—b,
baher, wenn man beiberfeits die Duadratwurzel audzieht,
EVarVbx=Va—Vb =) 2a%2Va—b,
Diefe Umformung (48t fich befonbers bann mit Bovtheil anwenben,
wenn a® —Db eine volljténdige Quabdratzabl ift. 3. B.

VIFVT +Vi—yT =V 842/ 16—1 = V8+2/9=V14;
VeFvii — Ve—p 1l = J12—2)/ 36—11 —-1/12—21/25—1/2

Mo tnil, Arithmetit undb Algebra,




§. 175. Aufgabe. Die Quadbratwurzel ausd einem ivrationalen
Binom in die Summe oder bie Diffeven; jweier Qudbratwurzeln
ju vermandeln,

3t} a==1/b bie gegebene Quadbratwurzel, fo hat man, wenn a pofttlb
und a>1/ b ijt, nach §. 174

Vat b4+ Va—Vb=V2a+2Va—b,
Va+1b—Va—Vb=V2a—21a—b,

baher durd) Avbition und Subtvaction biefer Gleichungen

e s
e AR

Die Umformung ift nur bann voriheilhaft, wenn a®—b eine vollftin-
bige Quabratzahl ijt. 3. B.

= hal 11 749 , 11 — /49
1/11i6|/2=1/11i;/72_‘/ - :I:..‘/ VA 3419,

Bufol. Daben die beiden Glieder des Binoms a ==]/b einen gemein-
fdhaftlichen ivvationalen Factor, fo wivd bderfelbe vor der Transformation
Pevausgehoben. 3. §B

VIPISY0= V2. V5 V5= 1/2(‘/—~|/ B (1/5 1),

Wargeln mit algebraifdem Badicand.

§. 176, 1. 3eber gevaben Burzel aud einem pofitiven Ra-
picand entfpreden zwei gleiche und entgegengejetite Werte.
2. Jeber ungevaven Wurzel ausd einem pojitiven RNadicand
entipridit ein pofitiver Wert.
3. Jeber ungeradben Wurzel aus einem negattnen Radicand
eutfpudvt ein negativer Wert.

Beweis. . Nach §. 161 ift

(Epm=+s (+o=H=-+Db (—@=H=—b
wo a und b bdie durch Potemzierung fidh) evgebenden abfoluten Sahlenmwerte
bebeuten. Davaus aber folgt nach §. 162

2n 2n4-1 2n4-1

V¥a=%p V+b=-+gq Vb=—q
2n

Bufag. Die Babhlenform )/ — a wird jpdter einer bejondeven Betradh-
tung unterjogen werber.
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II1. Potenzen und Wurjeln mit negativen und gebrodenen Cxponenten.

1. Jiegative Erponenten.

§. 177. Der burd) bie Gleihung a™ : a® — a™» ausgedriidte Lehriah
fite bie Divifion weier Potenzen bderjelben Bafis (§. 158, 1) wurbe bisher
auf ben Fall, wo m=n ift, bejdhrdanft. 3ft mn m < n undb war
m — p = n, jo fiihrt bie Anmwenbung ver obigen Gleidhung auf eine Poten
mit negativem Grponenten; es ijt

A% gl == a il IR == T

Damit dafer bad durd) bie obige Gleichung audgefprodhene Gefes allge-
meine ®eltung Habe, ift man gendthigt, aud) dben Potenen mit negativen Ey-
ponenten eine Bebeutung beizulegen, purd) welde auch fie auf ven urjpriing-
lichen Potenzbegriff suriicgefiihrt werben. Diefe Bebeutung ergibt ficdh jogleidh,
wenn man den Quotienten, welden a—? vorftellen foll, in einer andbeven Form
entwidelt. Man BHat

am am 1

m « n — —_— L e
TR L e TR e

W vielty 1
WMithin ift aPl— —

ap’

Gine Potens mit negativem Crponenten ift bemnady ber ve-

ciprofe Wert derfelben Poteni mit pofitivem Cyrponenten

Solgefife. a) Da - = (%)" ift, fo ift audy a-» = (g)‘l Gine 3ahl
a jur (—p)ten Potens erheben heifit daher, ben veciprofen Wert von a
pmal al8 Factor fetsen.

b) Aus a—? = - folgt aP.a~? =1, folglich ift auch a=_1.. Dan
fann baher jebe Poten;, pie im Bidbler eined Vruded alé Factor vorfommt,
al8 Factor in den Nenner, und umgelehrt, iibevtvagen, wenn man dbad Bors
seichen bes Grponenten in bas entgegengefelte vevmwanbelt.

§. 178. Mit Ritdficht auf §. 177 L&f8t fich bie in § 106 aufgeftelite
allgemeine Form eines Decimalbruches

(€108 b, 108 4 8,10 4 B 4o o B
audy) fo barftellen:
e.c.10 4+ b.10° 4+ 2,10 + E + ¢.10-1 + £.10-2 + .10-% +.. .,
und find baher —1, —2, —8,. .. besiiglich die RNangerponenten (§. 65)
ber evjten, jweiten, britten,... Decimaljffer. Hievaus folgt:

1. Der Rangerponent der ichjten von Null verjchiedenen Biffer eined

echten Decimalbruched ift negativ umd abfolut genommen gleich der Anzahl

alfer Nullen, welche diefer Biffer wovangehen, die Null vor dbem Decimalpuntte
7*
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4
mitgesdhlt. 3. B. in vem Decimalbrudie 0°000783 hat die hichjte Biffer 7
ben Rangerponenten — 4.

2. Beveutet N einen Decimalbrud), bdeffen hichite Biffer ben Rang-
exponenten — n hat, aljo einen echten Decimalbrudh, beffen hidhite Ziffer an
ber nten Decimalftelle jteht, jo ijt

N=10mP by N 2 d0rath

3. 8. 0°00935 > 1 umy 0°00935 < ;-

§. 179. Alle bigher erwiefenen Lehrjite von dben Potengen
mit pojitiven Grpouenten gelten aud fm Potenzen mit negas
tiven Grponenten.

Um bie8 an den eingelnen Sifen ju beweifen, bdarf man nuv bdie Po-
tenzen mit negativen Grponenten burd) die veciprofen Werte devfelben Potengen
mit pofitiven Crponenten auddriien, danun die angebenteten Rechnungen duvdh-

fiithren und in den Refultaten, wenn bavin Ausbriide von ber Form —al? pOY=

fommen, wieder ju Potenzen mit negatibeu Gyponenten juriidfehren. 3. B.
1

(+ o == a =+ 5

1 1

(— a.)—ﬂn — e = + i — + a—ﬂn;

S an. gl _% - ﬁz-:i L g s
A e o 07

arayatiee b Sl e s Tus aligrmdy o,

§ 180. Gine Wurzel mit negativem Wurjelegponenten it
gleidh pem veciprofen Werte devfelben Wurzel mif pofitivem
Wurzelegponenten.

—n.—1
s ift Va = al—t = a1, aljo
i 1 1
Va. = ‘/—a =T

3 Va
Bufub. Negative Wuvjelerponenten pflegt man ju vermeiden, indbem
mon bad Negative in den Potenjerponenten verlegt.

2. Gebrodene Exponenten.

§. 181. Dag Radicieven von Potenzen fiihrt nadh den in §§. 165 und
167 erwiefenen Gleichungen

]}(am) =a® umd ]n/(am) = '[T}a



fitr ben Fall, bajé besitglich m durd) n ober n burd) m nicht theilbar ijt, auf
Potenzen und Wurzeln mit gebrochenen Grponenten. Um bdie Giltigleit diefer
JRegeln pon den befondeven LWerten ber Grponenten m und n unablhingig zu
machen, mitfjen die Begriffe ber Potenz und Wurzel fo ermeitert werden, dajs
fie audy filv gebvochene Gxponenten ihrve beftimmte Bebeutung erbalten. Aus
ven obigen ®leihungen evgeben fich nun unmittelbar folgendbe Erildrungen:

1. Gine Potenz mit gebrodhenem Crponenten ift bie fovielte
Wurzel aus per Grundzahl, alg der Nenner angeigt, potenziert
mit bem Zdhler.

at =}/ (a") = (Va)™

2. Gine Wurzel mit gebrodhenem Crponenten ift biefovielte
PBoteny ded Nadicands, ald ber Nenner angeigt, vabiciert dburd
ben Zdhler.

Voai=il/@>).

Bufaf. Aus Vs 1V (a™) = a® folgt, bafé fich jebe Wurzel mit ge-
brodhenem Gyponenten al8 eine Poten; mit gebrochenem Crponenten darjtellen
(ijst. Da man beshald Wurzeln mit Bruchexponenten in bie Recdnung gar
nicht eingufiihren pflegt, jo bejchrinfen wir und Hiev auf Potengen mit gebro-
dhenen Grponenten.

§. 182. Alle bisher eviviefenen allgemeinen Sidfe von den
Potenzen gelten aud fiiv Potenzen mit gebrodhenen Erponenten

Um biefes an den einzelnen Sifen nadhzumweifen, braudt man nuv bdie
Potengen mit gebrochenen Grponenten in Wurzeln zu verwandeln, bamn bie
angeveuteten Rechnungen auszufiihren, und in den Refultaten die Wurgeln
toiever in Potenzen mit Brucherponenten umzuformen. 3. B.

n m

simvene Y =G

st P nq mq 4+ np

£ n q ngq ngq —_——
. al=T/an, e = Vam  Jan =) agrerm=a M ;

(a%)%: ‘q/(]}am)n = ‘q/]n/amp = i}amp-: arz—z; i . w,

Bufat. Da fidh alle Wurgeln alg Potengen mit gebrochenen Erponenten
barftellen laffen, fo ift bie Lehre von den Wurgeln fdhon in ben Sigen von

ben Potengen enthalten.
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IV. Erweiferung des Jaflengebiefes durd) das Radicieren.

Jmaginire und complere Zahlen.

2n
§. 183. Sn §. 176 blieb noch ber Ausbrud }'— a ju unterjudhen
iibrig, Da mweber eine pofitive, noch eine negative gange, gebrochene ober iv-

rvationale Bahl, noch auch Null, mit einer gevaden Bahl potensiert eine negative
2n

Babl Gervorbringen fann, fo ift }/— a in ber ftetigen Folge Der bigher

2n

betrachteten Bahlen nicht ju finden. Man mujs J " — a al8 eine neue Fahlen-
form anfefen und nennt fie eine imagindre Zabl; im Gegenfage 3u ihr
Bezeichnet man bie gangen, gebrochemen und irvationalen Bahlen mit dem ge-
meinjdaftliden Namen veelle Bahlen.

Nad) dem bereitd in § 26 evwihnten Princip der Erhaltung der Ope-
rationgégefese wird man die neie Jahlenform jo befinieven, dajé die bisher fiiv
veelle Bablen entwidelten Gefebe andy nody fiiv bad Rechnen mit ben ima-

gindven 3ablen ihve Geltung behalten. Diefe Erildrung der neuen Jahlenform
2n

fiegt in ber Gleidung (J/ — a)™ = — a.

Fiir n =1 und a =1 erhilt man J/— 1 al8 bie einfacifte Form
" einer imagindven 3ahl. Auj diefe fann jdhlieflich auch jebe anbeve imagindre
Babl uriidgefithrt werden; 3. B.

Vo= o, — il :Va.V:i = bV 11,
wenn b die abjolute Quabratwurzel qué a it

1/ —1 beifit die imagindre Ginfheit und wird nadh Gauf faft
alfgemein mit dem Budjftaben i beseihnet. Jhre Definition ift duvch bie
®leidhung 12 = (J/= 1)* = —1 gegeben.

Das Sabhlzeichen b}/ — 1 ober bi, dad bdie Form eined Productes
einer veellen 3ahl b mit ber imaginiven Einbeit hat, wird eine vein ima-
gindve 3ahl genannt.

Das 3ablzeidhen a + bi, weldhed bie Form eimer Summe einer veellen
und einer vein imagindven Bafl hat, heifit eine complere Zahl; a ift ihr
veeller, bi ifr imagindver Bejtandtheil. Bwei compleze Bahlen von der Form
a -+ bi und a — bi Beifen conjugiert.

Der Ausdrund a -+ bi ijt die allgemeine Form fiv alle miglihen
Rablen; er enthilt fiir a= o undb b= o bdie Null, fiiv b =o alle
veellen Bahlen, fiir a = o alle vein imagindren Bahlen, und, wenn a
und b von Null verjdhieden find, alle compleren Bahlen.

Uber bie geometrijche Bebeutung bder imagindven und compleren Jahlen
enthilt der nbang diefes Lehrbudyes eine abgejonbevte Unterfuchung. Hier
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follen nur bdie widitigiten formalen Berbinbungen :bdiefev Sahlen befrachtet
werben. Snbem babei nad) bem Princip der Pevmaneny die Operationdgejese
fitr veelle Bahlen ihre Anwendung finben, vedmet man mit der imagindven
Aahl bi der Form nadh jo, ald wenn bad Bahizeichen i eine veelle Bahl vors
ftellen witvbe; wuv tritt nod) die Beftimmung, hingu, dajé itbevall i* burdy —1
s erfegen ift.

Redynungsoperationen mit rein imagindren 3ablen,
§. 184, Sft eine imagindve Bahl von der Form J — a ber Rechniing
s untevsichen, fo mufs fie fritfer auf vie Form Va. Y =TT =b) —1
= bi, wo b = V/a ift, gebracht werben.
1. Ubbition und Subtraction.
ai + bi=(a+ b)i;
ai — bi= (a—b)i.
Die Summe jweier imagindver Sablen ift demnady auch imagindr;
ebenfo die Differens zweier ungleicher imagindver Sahlen.
2. WMultiplication.
ai.b =abi, ebenfo a ., bi = abi;
ai.bi=ab.i?=ab.—1=—ab
Das Product aus einer imagindren und einer veellen Bahl ift ima-
gindr, bas Product jweier imagindver Sahlen veell.
3. Divifton,

ai a

:_—Fl;

i_?ai 3 , ai
B e U BB
a

®

i

B voln
Gine imagindve unb eine veelle Bahl geben aljo einen imaginiven, jwet
imagindre Saflen einen veellen Duotienten.

4. Potenzieven.

=

Man hat i?=—1,
P e
1% =33 i:—lu“+1.
I 1——|—i, ey A
allgemein
T i gl eialar gle RS, JOE, 99 iAo 1
Ferner ijt s et o

Die Potens einer vein imagindven Jahl ift demnach veell ober ima-
gindr, je nachbem bie bejiigliche Potens vom i veell obev imagindr ift.

Rednungsoperationen mit compleren Sahlen,

§. 185. 1. Das Gleichiein gweier complezer Sahlen a 4 bi=c+di
fann nur die Bebeutung Haben, dafs a=c und b =d ift. Denn fonit
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wive (a —¢) = (d —b)i, d. i. eine veelle Bahl gleich einer imagindven,
was ein Widerfprudh ift.

2. Gbenfo fann bie Gleidhung a + bi = 0 nur dann ftattfinden, wenn
fowohl a =0 ald audy b = 0 ijt.

§. 186. 1. Die Abdbbition weier compleyer Bahlen a 4 bi und
¢ + di erfolgt nach) per Gleichung

(@4 bi) + (c+di) = @@+ ¢) + (b + d) i

Die Summe zweier complerer Sahlen befteht demnach aud der Summe
ver veellen unb der Summe ber imagindven Bejtandtheile bder beiden Sum-
manben; fie ift im allgemeinen auch eine complexe Sahl. Reell ift tmmer bie
@umme 3eier conjugierter Zahlen; denn

(a 4+ bi) + (a — bi) = 2a.

2. Die Subtraction jweier complexer Bahlen a 4 bi und ¢ 4 di

wird beftimmt durch dbie Gleichung
(a4 bi) —(c+di) =(a—¢c) + (b—d)i.

Bmwet complexe Bahlen geben im allgemeinen eine complege Sahl zur
Differeny.

3. Wird pte Wultiplication jweier complexer Jahlen a + bi und
¢ + di formal audgefiihrt und dann i® burd) — 1 erfegt, jo hat man

(a + bi) (c + di) = ac + bei + adi + bdi®
= (ac — bd) + (be 4+ ad)i.

Dag Product zweier compleger Sabhlen ift im allgemeinen audy eine
complege ahl. Reell ift immer dad Probuct jweier conjugievter Bahlen; denn
(a 4+ bi) (a — bi) = a® 4 b%

4. Um zwei complexe Bablen a + bi und ¢ | di bduvch einanber ju
pividbieven, darf man nur Divibend und Divijor mit der ju bem Divifor
conjugierten Sahl multiplicieven, woburd) man auf eine Divifion durdh einen
rveellen Divifor gefiihrt wird.

adbi_ (a+bi)(e—di) _ (ac+bd)4 (be=-ad)i
TG e Sredn) (G ¢t d°
ac bd be — ad.
= c’id’ 15 c? - d? ®

Der Quotient zweier complerer Bahlen ift auch eine complexe Zahl.

Durdhy das eben angefiihrte Lerfafhren fann aud) jeber Brudy, bdeffen
Nenner eine complexee Bahl ift, mit einem veellen Nenmer bargeftelt und

fonady in eine complere Sabl vermanbdelt werben. 3. B.
b S G e e R R LR
51 @+6y@—By) 20 a8 m“
5. Die Poteny einer compleren Babhl ift im allgemeinen ivieber eine
compleze Bahl.
(a + bi)2 = (a + bi) (a 4+ bi) = (a®* — b? + 2abi;
(a + bi)® = (a 4+ bi)%*(a 4 bi) = (a® — 3ab?) + (3a’b — b¥)i;
wof. W
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6. Die in §§. 174 und 175 fiiv bie Quadratwuvzeln aug ivrationalen
Binomen abgeleiteten Formeln gelten, wie aus per Ableitung felbit hervorgebt,
andy fiiv die Quadbratwurzeln aud compleren Sahlen, und gwav ift
hier ifre Anwendung von ber dort aufgeftellifen Bedbingung, dajé a pofitiv und
grdfier al8 1/b fein mufs, gany unabhingig. 3. B.

V1 +i+1/1i__i:]/2+271":{ﬂ:]/2+2]/%._
P e VAR I B Y A e
=161V2 +V =9 =26+1V—1)

V. Onadrieren und Cubieren, Ausjiehen der Ouadraf- und dex
Eubikwnyzel, {

1. Quadrat und Ouadratwnrzel.

§. 187, Aufgabe. Gine algebraifdhie Summe zum Quadrat ju
exheben.

Man entwidle dbad Quabrat nacy folgendem Bilbungdgejebe:

1. Das erjte Glied des gegebenen Ausbruced gibt fein eigened Quabrat.

2. Jebes folgenbe ®lied gibt jwei Beftandtheile, bas doppelte Probuct
aus der Summe aller vovangehenden Gliever mit bdiefem ®liebe, und bdas
eigene uabrat.

3. Die Summe aller fo gebilbeten Bejtandtheile ift bad gefuchte Quabrat.

Beweis. Man hat zunddhit

(a 4+ b)*= (a+ b) (a + b) =a? + 2ab + b?,
b. &. bas Quabrat eined Binoms ijt gleich ber Summe ausd bem
Quadrate ded erften G@liedbed, bem boppelten Prodpucte beiber
®lieber und bem Quabdrate bes zweiten Gliedes,

Serner ergibt fich fiiv einen breigliebrigen usvrud a 4+ b 4 ¢, wemn
man benfelben alé Binom anfieht, deffen erfte8 Glied a | b, beffen jiveites
Glied c ijt,

(a4+b+e)2=[@a-+b)+cf=(@+b?+ 2(a-+ b)ec c*
=a?+} 2ab 4+ b*4+ 2 (a4 b)c+ ¢

®ili iiberhoupt bas Hiev fitr swei und fiiv drei Glieder nachgewiejene
®efep fiiv einen nglieovigen Ausvrud a + b 4+ ¢ 4..+q +r, jo mujé
bagfelbe audy fiiv einen (n -+ 1) gliebvigen Ausbrud a +b +c +..4+q
+ r 4 s ridhtig fein; benn
@+b+c+..q4+r+s8)=|a@+bt+e+..+q+1) + 8
=@+bt+c..+q+n24+2@+b+c+ .. +q41)s 4 8%
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Das angefiihrte Bilbungdgefets gilt nun filv drei Glieder, folglich mufs
e8 aud) fiiv vier, folglih audy fiir finf, w. . w., mithin alfgemein fiir jeve
Anzahl von Gliebern gelten.

Bufa. Die jwei Beftandtheile, weldhe ein Glied bev gegebenen ahl im
Quadrat gibt, unen aud) in einen einigen jujammengefaist werben, wenn
man biefed Glied ju der boppelten Summe dev vorhergehenden Glieder adbiert
und die evbaltene Summe mit diefemn Gliede multipliciert; denn

2a.b + b?= (2a + b).b;
2(a+b).et+c*=[2(a + b) 4 c].c; u. |. w.

§. 188. Aufgabe. Gine befabijdhe Jahl zum Quabrate ju er-
heben.

Dabet wird folgended BVerfahren angewendet:

1. Man exhebt bdie erfte Riffer linfs jum Quabdrate.

2. Aus jeber folgenden Biffer bilbet man jwei Bejtandtheile, Das boppelte
Probuct aud ber ihr vovangehenden Bahl und biefer Jiffer, und ihr eigened
Luabrat.

3. Diefe Bejtandtheile werben fo unter einander gefefst, dajs jeber
folgenbe um eine Stelle weiter vechtd erfdheint, und dann, jo wie fie ftehen,
abbiert.

Die Ridtigleit diejed Verfahrend folgt, da fich jede defadijche Sahl ald
ein nad) ben Potenzen von 10 geordueted Polhnom davftellen [djst, aus §. 187.

Um 3 B. 3417 jum Quadrate 3u evheben, hat man
3417° = (3000 4 400 4 10 + 7)*® y

= 3000% + 2.3000.400 + 400% 4 2.3400.10 4 10?

+ 2.8410.7 + 7%,
ober, wenn man bie Beftandtheile unter einander fest und entwickelt:

341472 = 3000%: {2k 9000000
+ 2.3000. 400 ..... 2400000
400% 1.8 & 160000
e 23400 100 usy i 68000
TORE ot 100
4+ 2.3410. S e 47740
ELRIITE I X 49
- 11675889;
ober mit Dinweglafjung ber Nullen:
34172
3t LE
Qugd AN diuy. e 24,
T P 16.
2o aB AL 68.
A i
Rt L e e 4774.
Wit w2l 49

11675889.



Bufage. 1. Die 3wet Beftanbtheile, welche die jweite nnd jede folgende
Biffer ber gegebenen Bahl tm Quabdrate lefert, fann man in einen eingigen
jufammenfaffen, wenn man zu bev Ddoppelten vovaugehenben Sahl die neue
Biffer hingujchreibt und bie dbadurcy entjtehende Bahl mit diefer neuen Biffer
multipliciert; nur muj8 bei diefem Vorgange jedes folgende Probuct um jwet
Stellen weiter vedhtd hinaudgeriidt werben; ed ift ndmlidy aligemein

(2A.10).p + p*= (2A.10 4 p) p.
Das fritheve Beifpiel witvbe fich bei bdiefem Fiiveren Berfahren jo ftellen:

3417°
sk 9‘..[ }
g1 <. H5E1
681.1 681]. .
6827.7 4177‘89
11/67/58/89

2. Das Quadrat einer befabdbijdhen ganzen Zahi hat ent:
toeber boppelt jo viele Ziffern al8 biefe Bahl odber um eine
Biffer meniger.

Denn ift N njiffrig, aljo N= 1021, aber <<10?, jo ift N*= 1022,
aber << 102; bas Quadrat N? hat alfo mindeftend 2n — 1 Biffern unbd
hichftens 2n Biffern.

Theilt man bdaher bas8 Quadbrat von bder Redjten gegen bdie Linfe in
Abtheilungen su jwei Siffern, wobei die erjte Abtheilung linf8 anch) nur eine
Biffer enthalten fann, fo hat man im Quabdrate jo bviele Abtheilungen, alg
bie Quabvatwurzel Biffexn hat.

3. Da (%)g: Wa;; ift, jo erhellet, bai8 bei einem Decimalbrudye

bag Quadrat auf gleiche Weife wie bei einer defabijden gangen Zahl gebilbet
wird; nur mujd man im Quabrate ded Bdhlers doppelt jo viele Decimalen
abjdhneiben, al8 beven dber gegebene Decimalbrud) enthdlt.

4, Grhebt man einen unvollftdndigen Decimalbrud zum Qua-
brat, fo ift (nach §. 115) die Fehlevgrenge des Quabrates gleich dem doppelten
Producte bes Decimalbruches (besiiglich feiner hochiten Stelle) mit beffen
Fehlergrenge.

So erhidlt man 3. B. 5168..° =26-71.. mit der Fehlergrense
2 X 5 X 0:0005 = 0+005.

§. 189. Aufgabe. Aus einer algebraifden Summe die Qua-
bratwuriel auszuziehen.

Aus bem Gejete (§. 187), nach weldhem bdie Bejtandtheile einer melrs
glieorigen Babl in threm Quadrate jufammengeftellt evjcheinen, (djst fich fitr
bas Ausziehen ber Quadratwurzel aus einem georbneten Po-
[hnom folgenbed Berfahren ableiten.
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1. Dag erite Glied bes georbmeten Polhnoms ift das Quadbrat bes
eriten Wurgelgliebes. Man finbet baber das evite Glied der Wurzel, wenn
man aug bem evjten ®liebe ded8 Rabicands bie Quadratmurzel ausdiieht. Das
Quabrat ded gefundenen erften Wurzelglieded wivd von bdem RNabicand
jubtrabiert.

2. Die exften zwei Glieber ded Rejtes enthalten die Beftanbtheile, welche
aué dem folgenpen Gliede ber Wuvzel hervovgehen, und 3war ift dasd evite
®lied des Reftes bdas Probuct aud der doppelten beveitd gefundenen Wuvzel
und aud pem folgenben Gliebe der Wurzel. Dividiert man bdaher dad erte
Olied des Refted durch das Doppelte der beveitd gefunmbenen Wurzel, fo er-
hilt man basd folgende ®lied ber Wurzel. Wian bilde nun die Beftandtheile,
welche diefed newe Glied der Wuvzel im Quabdvate gibt, indem man ju dem
Doppelten dev fritheren Wurzel bad neue Glied adbiert und die Summe mit
piejem ®liede multipliciert, und fubtvahiert bas Probuct von dem Refte bes
PBolynoms.

3. Diefed Verfahren wird fovtgefest. Bleibt zulest fein Reft, fo it
pag gegebene Polhnom ein vollftintiges Quadrat und die erhaltene Quabdrat-
wuvzel vational; bleibt aber ein Reft iibrig, fo ift die LWurzel ivrational.

3.8 Vx"+6x°—x*—30x+2 =x*+3x—5

4

X

+gx‘;——§“ :(2x 4+ 3x).8x
-+ bxit- Ox?

— 10x*-— 30x + 25: 2x*+ 6x—5) . —H
— 10x* — 30x - 25
s i S

0

§. 190. Aufgabe. Ans einer defabifdhen gangen Zahl, welde
ein vollftdndbiges Quabdrat ift, die Quabratmwurzel ausdjuziehen.

1. Man theile die Bahl von den Ginern angefangen in Abtheilungen
pont je wei Biffern, wobei bie hochite Abtheilung auch nur eine 3iffer ent-
Balten fann, fuche bie gvdfte Bahl, bdeven Quabrat in bder hichjten Ubthei=
[ung enthalten ijt, und fdhreibe fie al8 erfte Biffer der Wurzel an. Dasd
Quabvat dev evjten Wurzelsiffer wird von ber hichften Abtheilung ded Rabdi-
canbs jubtrahiext. _

2. Bu dem Rejte fehe man bie folgende Ubtheilung bded Rabdicands
hevab, divibieve bdie badburd) gebilbete Sahl nach Weglafjung ihrer lebten Biffer
purd) bas Doppelte ber beveitd gefunbenen Wurzel und fdhreibe ben Quo-
tienten af8 mnewe Biffer in die Wurzel undb jugleid) alg8 Erginzung jzu dem
Divifor. Den fo erginzten Divifor multipliciere man mit ver nemen Wurzel-
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siffer und jubtvabiere bas Probduct fjogleidh wibhrend ves Wultiplicievens von
bem Divibende mit Bugiehung dber frither weggelafjenen Biffer.

3. Diefes Berfahren fefre man fort, big alle Abtheilungen ded gegebenen
Rabicandb in Rednung gezogen worben find.

Die Richtigleit diefes Verfahrens evgibt fich aus §. 188.

3. 8. 1/5/94)3844 = 2438
194 : 44
18 38 : 483
38944 : 4868
0

Bufige. 1. Da ‘/—% =~Y—£— ift, fo folgt, baf8 man aug einem
Decimalbrudye bie Quadbratwuriel nacdh bemfelben Verfahren aussicht,
ivie aué einer gangen Babl; nur mufé man den Decimalbrud) vom Decimal-
punfte aud nady rvechtd und linfs in Abtheilungen von fe 3wei Stellen theilen
und in ber Wurzel den Decimalpunft fepen, bevor die erjte Abtheilung von
Decimalen in Redhynung gegogen wivd.

3. 8. 1/152:27/56 = 12:34
52 e
8 27 : 243
9856 : 2464
0

2. Um aus einem gemeinen Brudye die Quadvatmuvel ju ziehen,
sieht man diefelbe aug Bdhler undb Nenmer.

144 144 12
3.8 = l}jﬁ =2

§. 191. Aufgabe. Ausg einer befabifchen gangen Jahl, welde
fein vollftdndbiges Quabrat ift, bie Quabratwurzel ju ziehen.

Sft bie gange 3ahl a Fein volljtindiges Quadvat, fo ift J/a nach §. 164
ivvational und [d§8t fidh nur ndherungdweife bejtimmen. Pan jiehe babei aus
a auf bie in §. 190 angegebene Weife die Quabdbratwurel, bid die lefite Ab-
theilung in Rechnung gegogen ift, febe bamn nacd) ber juleht erhaltenen
Wurzelziffer den Decimalpuntt und vedyme auf diefelbe Avt weiter, indem man
febem Mefte fitr die folgenbe Ubtheilung zwei Nullen anhingt. Die Rechnung
wird fo lange fortgefett, bis man die gewiinjdhte Anzahl von Decimalftellen
evhalten hat.

Beweis. WMultipliciert man die gamze Jahl a mit 10°™, b. h. hangt man
berfelben mmal 3wei Nullen an, und ift b bie grifte gange Zahl, welche in
1/ a.10% entbalten iit, alfo

b<1/a.10m <1h 1, ober b<<10=.)a <b 41, fo ijt

b1

b
T <]/a< Tom *
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}/a liegt bemnady swijden den Briichen 10m unb b“({;n , deven Diffeven;
%; ift; folglich ift der Fehler, den man begeht, wenn } a = 10m gefetst wird,

Eleiner als mim, jomit Eleiner al8 eine Einfeit der legten beredhneten Decimalijtelle.

3. 8. /850 = 18-708..
Zhligrs P8
2600 : 367
310000 : 37408
10736

Bufie. 1. Auf gleiche Weife wird aud) beim Quabdratwuriel-Ausdzichen
aué einem Decimalbrud e, weldher fein vollftindiges Quabdrat ift, die Redh-
nung beliebig weit fovtgefest, inbem man junddit in dev lesten Abtheilung vechts,
wenn fte nuv eine Biffer enthalten jolite, die feflende dburdh eine Null evgénst, und
bann bem iibriggebliebenen jowie jebem folgenden Refte zwei Nullen anbingt,

3. 8. 1/0:00/01[5, = 0:01224..
50 922
600 : 242
11600 : 2444
1824

Bei periodijdhen Decimalbriidhen treten felbjtberftinblid) bie entfprechenden
Biffern ber Periobe an bdie Stelle der anguhingenden Nullen.

2. Um oud einem gemeinen Brudye, deffen Jahler und Nemer nicht
Quabdratzahlen find, bie Quadbratwurzel audzuziehen, vermandelt man ihn ent-
weder in einen jolden Brud), deflen Nenner eine Quabdbrvatzahl ijt, undb jieht
bann bie Wurzel aus Jdhler und Nenner; ober man verwanbdelt den gemeinen
Brudh in einen Decimalbrud, und jieht dann ausd bdiefem bie Quabdbratwuviel.

56 V80 54t7eR.. o
3. 8. ‘/_ § VB0 _ AT _ 091987..

ober \/6 L ]/0'83 — 0-91287. .

§. 192. UAbgefiivzted Vevfahren beim Ausdziehen ber Qua-
dratwurzel

Hat man pon dber Quabdvatwnrzel einer Jahl nad dbem ge:
wihnliden Verfahren die erften mIiffern gefunden, fo bdarf
man, um nod) m—1 weiteve vichtige Wurzelziffern ju exhalten,
nur ben letten Reft dburch bie doppelte bereits gefundbene Wur-
sel bivibieven.

Sn ber Ausfiihrung wird babei die abgefiivyte Divifion angemwendet unbd
im Divijor jogleid) die leste Biffer weggelafjen,

Boweis, Begeichnet a den Radicand und b die beveitd gefunbdenen erften
m Riffern der Quadratwurgel, fo fann man unbejdhadet der Allgemeinfeit die
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erften m Abtheilungen in a, und dbaher audy die mjiffevige 3ahl b alé Gange
annehmen, mweil e8 fiiv bie Biffernfolge der Wuvzel gleichgiltig ijt, nach welcper
Ibtheilung beé Radicand8 man bden Decimalpuntt felt; bdann twerden bie
weiter folgenben Wurzelziffern Decimalen vorjtellen.
et man mun Ja="b 4+ x, wo x den nod) fehlenden ‘Zbel[ ber
Wurzel ausddbriicdt, jo mufs
(b 4 x)? =1, ober b® 4+ 2bx 4 x% = a, baher

a — h? x?

TS,
jein. Wenn mun fitv x dev Quotient Z-—— b —+— W0 a — b® ben lefsten bei ber
Wurzelaudziehung gebliebenen Neft und 2b bdie boppelte beveitd gefundene

Wurzel bebeutet, gefest wird, fo ift der Fehler,

2bx —a —b%? — x% iind x =

Aber x < 1 aumd b > 10m—1, baryex xb jebenfall8 fleiner al8 —— tor-

Om—l 7

mmbeftene m—1 ieitere vichtige Wurzel-

aud folgt, bafs der Quotient >

siffern gibt.

Bufite. 1. Wenn aug einer gangen Zahl ober einem vollftéindbigen
Decimalbrud e dbie Quadratwurgel mit 2m — 1 ober 2m  geltenben Riffern
su beftimmen ift, fo fucht man begiiglich nur die exften m ober m 4 1 Biffern
nady bem gewdhnlichen Berfahren der Quadratwurgel-Audsiehung, bdie folgenden
aber mach ber obigen Vor{drift durd) bie abgefiivzte Divifion.

Hat man 3. B. 138 auf 5 Decimalftellen gemau, alfo im gangen mit
T geltenden Biffern u beftimmen, jo fudbt man bie evjten 4 3iffern dburd) dbas
Rabicieven, bie lesten 3 dburch bie abgefiivste Divifion. Die Redynung fteht:

V1/38 =11-74734..
38 1 21
1700 : 227
11100 : 2344
1724 : 2248
30
10
il

2. Dasfelbe abgefitvyte Verfahren findet ingbefondere audy beim Ans-
siehen ber Quadbratwuriel aud einem unvollftinbigen Decimalbrudye
jtatt. Man finvet durd) bdiefes BVerfahren, wenn ber Rabicand m geltende
Ubtheilungen Hat, deven jebe mit Ausnahme etwa ber exften linfd 3wei Jiffern
enthilt, in der Wuvgel im ungiimjtigiten Falle 2m — 1 verldfsliche geltenbe
Biffern.

§. 193. Aufgabe. Gine ivrationale Quabdratwurzel dburd bie
Niherungémwerte eines Kettenbruches ju beftimmen.
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©8 fei 1/a ju bejtimmen. Man judhe die grifte davin enthaltene 3abl q
unb fege VVa =q + %, mo %—: Va — q<<1, bafer x, = V:__q> 1

jein mufs. Nun fude man iieber die gréfite in x, = V_all_q enthaltene gange

1 1 1
Babl q, unbd feie x, = q; + —— Wwo _— <1 umb x,= -~ > 1 fein mufs.

Sepst man bdiefes BVerfahren fovt, und find bie grdften in x,, x,,...
enthaltenen gangen Bahlen q,, qs..... jo hat man
1 1
Vas=d i sali=g-Fen 1y =
k. + X % T qa "]" X—s
Durch die aus dem evhaltenen Keftenbruche hervovgehenden Niherungs-
werte fann [/ a mit jeber beliebigen Sdhirvfe bevechnet mwerben.
it 3 B. /14 3u bejtimmen, fo Hat man folgende Rechnung:

yiaZa+—,
mnx1=V141_3—V145+3 1+1_/.1_4_:_2_1_}___1_
oz = V146_2 V14+2 2+]_/_u:2+%,
y V142— 14+2 1_;“1’14_3—~1_|_L
" x4=V145—3_V141+3=6+W$E:6+iv
" X5:ﬁ1t§,melcbeé mieber =Xr=1+%

jo daje bie Nenmer 1, 2, 1, 6 immer wieberfehren. Wean hat aljo

Die Naherungsdwerte finb:
g4 s GBI GRDT i . 9037
AR i R LR P19 TEOB
3027

Set man V14 = - = — 3°741656. .., fo ift der Febler fleiner ald
i = i = 0°0000015. ..; e8 it alfo 1/14 auf 5 Decimalen genau
bejtimmt.

2. Gubug und Cubifwurzel.

§. 194, Aufgabe. Cine algebraifde Summe jum Cubus ju
erhebemn.

Man entwicdle den Cubus nach folgendem efetse:

1. Das evjte Glied bes gegebenen Ausdrudes gibt feinen eigenen Eubus.
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2. Jebes folgenbe Glied liefert drei Beftandtheile, das dreifache Duabrat
ber Summe aller povangehenven Gliever multipliciert mit diefem Gliede, dic
breifache Summe aller vovangehenden Glieber multipliciert mit feinem Quadrate,
und jeinen eigenen Eubus.

3. Die Summe aller fo gebilbeten Beftandtheile ift der verlangte Eubus.

Beweis. Sunddhit ift

(a + b)* = (a + b)* (a + b) = (a® + 2ab + b (a + b)

= a® + 3a’b 4 3ab® + b¥
0. b ber Gubug einesd Binoms ijt gleid der Summe ausd dbem
Gubug besd eviten Gliebes, bem dreifaden Quabrate des erften
®liebes multipliciert mit bem zweiten Gliede, bem dbreifaden
evften ®Gliebe multipliciert mit dbem Quadrate bes zweiten
®liebes, und bem Cubusé desd ;weiten Gliedes.

Der weiteve Gang ved Veweijes ift dhulich wie im § 187.

§. 195. Aufgabe. Gine befadifdhe Bahl jum Cubus ju evheben.

1. DYian erhebe die evite Wurgelziffer jum Cubus.

2. Aug jeber folgenden Biffer bilbe man brei Beftanbtheile, bad Produet
aug vem breifachen Quabdrate der ihv vovangehenden Fahl mit diefer Iifjer,
tas Prodbuct aus der dreifachen vorvangehenden Sahl und dem Tuadbrate diefer
Biffer, und ihren Cubus,

3. Diefe Beftandtheile werben o unter eimanbder gejdhvieben, bajs jeber
folgenbe um eine ©telle weiter vecdhtd exfdheint, und bann, fo ivie fie fteen,
abbiert.

Die Ridtigkeit diefes Verfahrens folgt aus §. 194

Um 3 B, pen Cubus von 4213 3u beftimmen, hat man folgenbe
Jtechnung:

4213% = (4000 4 200 + 10 + 3)®

i 4000° ..... 64000000000
4+ 3.4000%.200 ..... 9600000000
+ 3.4000 .200° ..... 480000000

L 9008t 8000000

+ 3.4200%. 10 ..... 529200000
4 8 4900 10800 1260000
o e TD R 1000

ol 2 40108 AR 159516900
ik 2 O T() S CRE o 113670
oy L 27

— 74778091597

Moenit, Arthmetit und Algebra,



114

ober mit Weglafjung der Nullen:

42133
At 64/.
LR 96.
Rioad gt 148.
P Lt 81,
giidgia gty 52902,
b 0 U ' 1]26.
ol f X 1.
3. 421818 ' mi e 159(516/Y.
S AT ST } 113/67.
(igigd. e ol E 27

74/778/091(597
Bufde. 1. Der Cubus einer defadifden gangen Zahl Hhat
entweber dreimal fo biele Biffern al8 bdiefe Zabhl, oder um
jwet Ziffern ober um eine weniger,
Beweis analog wie ju §. 188, Bufats 2.

3 3
2. Da (T;_) —-2 ift, fo folgt, bafs man bei DecimalbriiGen

pom QGubus ped Bdflers 3mal fo bviele Decimalen abjdhneiden miiffe, ald
peven ber gegebene Decimalbruch bat.

3. Grhebt man einen unvollftdndigen Decimalbrud jum Cubus,
fo it (nach §. 115) bdie Fehlergrenze bed Gubus gleich dem dreifachen Pro-
picte aug vem Decimalbruche und deffen Fehlergrenge.

8. 196. Aufgabe. Aus einer algebraifden Summe die Cubit:
wurzel 3u ziehen.

1. Man ziehe bie Gubifiourzel aud bem erjten Gliebe ded geordneten
Rabicands ; diefe ift basd erfte Glied ber Wurzel. Der Cubus bed evjten Wurzel-
gliebes wird von dem Rabicand fubtvabievt.

2. IMan dividiere dbag evfte Glied des Rejtes burd) dasd dreifache Quabrat
per beveits gefunbenen Wuviel; bder Quotient ift das folgende Glied bder
Wurzel. Wan bilde tann die Bejtandtheile, welde diefes nene Glied der
Wurzel im Cubus hevvorbringt, ndmlich bas dretfache Quabrat bed beveits
gefunbenen Wuvzeltheile multipliciert mit bem newen Gliede, dag Dreifache
bed vorhergehenden Wuvgeltheiled multipliciert mit dem Quadbrate bed nemen
®liedes und ben Cubug bdiejes Gliebes und jubtrahiere bie Summe Ddiefer
prei Beftandtheile von dem fritheven NRefte bed Rabicanbs.

3. Diejes Verfahren wird fovtgefest. Bleibt gulest fein Jeft itbrig, fo
ift bie Cubifwurzel vational; bleibt ein Reft, fo ijt fie irvational.

Die Ableitung bdiefes BVerfahrend aud §. 194 gefchieht auf dhnliche
Weife, wie im §. 189 das Berfahren der Quabratwursel - Audztehung aus
Polpnomen aud §. 187 Pergeleitet mwuvde.



: Brifpiel.
Vily? —6yr 21 e ddy i 63 9% Sy f 97) = 54 PR
y

__6y5+21y4_44y3 : 3y4
=6yl iggher By
+ 9y*— 36y*+63y* —bdy427:3y* — 12y% 4 12y°
< Gyt =86y *- 86y"
+ 27y —bdy 427
U
§. 197. Aufgobe. Uus einer defadbifdhen gangen Jahl, welcdhe
ein pollftdndiger Cubusg ift, bie Cubifwurzel audjuziehen.

1. Man theile die Bahl won ben Einern angefangen gegen bie Linfe in
UAbtheilungen von je brei 3iffern, wobei bie hichite Abtheilung auch nur wei
ober eine Riffer haben fann, fude bie grifte Sahl, beven Cubug in ber
bichften Abtheilung vorfommt, und jdhreibe fie al8 erfte Biffer in die Cubit-
wurgel, Den Cubud ber evften Wurzelziffer fubtvabhiere man von der erjten
Ubtheilung ded IJabicanbé.

2. Bu bem Refte feke man bie nachfolgende Abtheilung Herab, dividiere
pann bie badurd) entjtehende Bahl mit Weglafjung bder lesten zwei Biffern
purd) bas breifache Duadbrat ber Dbeveitd gefunbenen Wurzel unb fchreibe ben
Luotienten al8 neue Biffer in die Wurzel. Dann bilbe man bdie Beftand-
theile, mweldie biefe neue Wurzelziffer im Cubug hervovbringt, ndmlich bas
breifache Quabrat ber ihr vorvangehenden Bahl multipliciert mit ber neuen
Biffer, vie breifache vovangehende Sahl multipliciert mit bem Dluabdbrate biefev
newen Jiffer und ihren Gubus; fdyveibe ben ervften Beftandiheil unter ben
Dividend, feden folgenben aber mm eine Stelle weiter gegen bie Rechte und
fubtvahiere bie Summe ber fo angefetten Bejtandbtheile von bem Dividenbe
mit Buziehung ber frither weggelaffenen wei iffern.

3. Diejes Verfahren wird fortgefetst, bis man alfe Abtheilungen bes
Radicands in Recdhmung gezogen bhat.

Die Ridytigkeit be§3 Berfahrens bevuht auf §. 195.

3. 8. 1789 53/589 = 429
64
149,53 T e
B AIND wid 2 1] 9B,
a4 48.
g3, 8

4865589 : 5292...3.42°
S DL P 0
3.42 .9%. .. 10206.

9. .. 629

0 8*



Bufaf. Wie man beim Anusziehen dev Cubifwuviel aud einem Deci-
mal- ober einem gemeinen Brudhe ju verfahven Hhabe, evfieht man leicht
aud dem fiiv dad Quadratwurzel-Ausjiehen in §. 190, Bujag 1 und 2 an-
gegebenen Verfahren.

§. 198, Aufgabe. Aus einer vefadifden gangen Jabl, welde
fein volljtdndiger Cubus ift, bie Cubifwurjel u ziehen,

Jjt ber Radicand feine britte Poteny einer gangen Zahl, jo ijt die Cubif-
wurgel ivrational und fann nuv ndhevungdweife berechuet werden. Das babei
anguwenbendte Berfahren entjpricht bemjenigen, das8 wiv in § 191 fiiv bdie
Quabratwuviel - usziehung aud einer defadijdfen gangen Bahl, welde fein
Quabrat ijt, angegeben haben; nur miiffen hier den eingelnen Reften fiiv jebe
Ubtheilung brei Nullen angehingt werden.

Bufaly. Auch beyiiglich ber Borfdhrift fitr das Augjiehen der Cubifwurzel
au8 Decimal- ober gemeinen Briidhen, welde nicht vollftindige Cubif-
sablen find, overmweifen iwiv auj die analogen BVemerfungen in Buf. 1 wnd 2
ju §. 1910

§. 199. Abgetiivited Bevfahren beim Ausziehen dber Cubit-
wirgel.

Wenn man von der Cubifwurzel einer Zahl nadh bem ge-
wihnlichen Bevfahren die erften m Jiffern bervednet hat, jo ers
halt man nodh m —1 weiteve vevldfsliche Ziffern, inbem man
ben lesten Refjt burcdh dasd dreifade Quadrat dber bereits gejun-
penen Wurzel dividbiert.

Heweis. €8 fei a dber Radicand und b bejeichne bie beveitd bevechneten
erften m Biffern ber Cubifwuvsel, wobei b ofhne Hnderung dev nody fehlenven
Wurzelziffern ald eine ganze Sahl vovaudgefest twerden barf.

Sest man ]}a = b 4 x, wo x bie weiter folgenden Siffern der Wurzel
bebeutet, jo ijt

(b + x)® = a, odber b® 4 3b%x 4+ 3bx* 4 x® = a, bafer

3b%x = a —b? — 3bx*—x% und x=a—,§ﬁ§—3— %2—;—1:“
wo a —-b® ber lehte bet der Wurgeloudziehung geblicbene Rejt, und 3b*
pa8 breifache Quabrat der bidher gefundenen Wurzel ift.

Der Fehler, weldher begangen wird, wenn man fitr x ben Quotienten ":‘n‘l
fegt, ift bemuach T - ., wo x < 1 und b>>10n—1 ijt, fo baf8 bei ver
Beurtheilung ded Fehlers das Glied gxbl,
in Betvadht fommt; %2 ift aber fleiner af8 fb_ij’ aljo wird x bduvrd) bden

ald gegen %2 perjchwindend gar nicht

: —biE g G
Quotienten ?W ouf m — 1 Biffern genau bejtimmt.
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3
3t 3. B. 170083066534 auf 5 Decimalen genau zu beftimmen, fo
jucdht man bdie exften brei Biffern nacy bem gewihulichen Verfabhren ber Cubit-
wirzel-Auésiehung, die jwei folgendern burdh die abgefiivyte Divifion.
Die Redhnung fteht:

3
170083066534 = 0-43632. .
64
19066 : 48
144, .
108.
2%
3559534 1 5547
33282. .
4644
216
1846 .78  :57,0,288
135
21
Sufol. Duvd) dag vovanftehende BVerfahren erhilt man in ber Cubif-
wuvgel cined umvollftdindigen Decimalbrudes 2m — 1 verlafslice
Biffern, wenn ber Rabicand m geltende Abtheilungen zu drei Biffern Hat.

VI. Sogarithmen.
1. Bon den Logarithmen diberhanpt.

8. 200. Gine 3afl a dburdh cine andere Zahl b legarith
mieren Beifit, ben Potenexponenten fuchen, mit weldem b ald Bafis potenjiert
werden mujé, um a al8 Poteny ju geben. Die Bahl b ift vie Grundzahl
ober Bafis, die alg Poteny gegebene Jahl a heift ber Logavithmanbd
ober gevabeju bie Zahl (Numerus), und ber gefuchte Potenzerponent bver
Logarithmus. 3t a = bv, jo ift n der Logavithmus der Jabl a fiir bie
Bafis b; man hat dafiiv die Begeichmung:

logag =n.

Werben bie Logavithmen bdurchgiingig auf eine beftimmte Bafis, 3. V. 10,
bezogen, jo fdhveibt man ftatt bes letyten Ausbruces fivzer loga = n, wobei
bie Bafis 10 al8 befannt vovausgefesit wird.

Dem Potengieven entfprechen jwei inverje Operationen, bad Nabicieven
und dag Logarithmieven, je nachpem bie Bafis obder der Crponent gejudt wird,
ba biefe beiven nidht commatiert werden fonnen.
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Eine Potenzgrofe von der Form b*, in elder ber Erponent eine un-
befannte Babhl ift, Heift eine Crponentialgrife.

§. 201. Solgefike. 1. Potengiert man die Bafis mit dem Lo-
gavithmus, jo erhdlt man dben Logavithmanb.

3t logagy) = n, o ift b* = a.

2. Der Logavithmus fer Bajis iu Bezug auf dieje Bajis
jelbit ijt gleid) 1.

logbmi="1; denn bl = b
3. Der Logavithmus von 1 ijt fiiv jede Bafis gleidh O.
log J.(h) — 0; penn b = 1,

4, Fitv eine pofitive Bajid hat eine negative Jahl feinen
veellen Logavithmusg,

Denn jowohl bt afs b2 = o gibt ein pofitives Refultat.

§. 202. Der Jnbegriff der Logavithmen ber in natiirlicher Ordbnung
aufeinander folgenden Bahlen fiir eine beftimmte Bafi® bilbet ein (vgavith-
mifdes Syiftem.

Da burch) bad Potenzieven einer veellen negativen Jahl nicht alle mig-
lichen pofitiven Sahlen evzengt werben finnen, jede Poteny von 1 aber wieder
1 ijt, jo faun nur eine veelfe pofitive und von 1 vevjchiedene Zahl al§ Bajis
eines Logarithmenihitemd angenommen mwerben.

Sm ®ebraude find nuv zwei logavithmijdhe Shijteme, ndmlich bas ge-
meine ober Brigg'jdhe fiiv bie Bafig 10, und bas natifvlidhe ober Ne-
pev'jdhe fiiv bdie irrationale Bafis 2-718281828..., welde man aug ber

Summierung bev uneublicﬁeu JReibe
1

R L e
erhilt und gewidhulich mit bem Budhftaben e begeichnet.

Allgemeine Jike ftber die Logarithmen,
3.203. 1. Dex Qogavithmug eined Productesd ift gleidh der
Summe aud dven Logavithmen der Factoven.
E¢ fei fiiv die Bafig b
log M = m, log N =n, log P = p, aljo
M= b N — b2 . P —husibannaift
MN R — hitdnrn. Hg
log MNP = m + n | p, ober
log MNP = log M + log N + log P.
3. B. log 6 =log 2 + log 3.
log 30 = log 2 + log 3 + log b.
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Sind fiir eine Bafis die Logavithmen aller Primzahlen befannt, fo laffen
fich aus benfelben dburch blofe Adbition audh bie Logavithmen aller jufammen-
gefenten Bahlen ableiten.

2. Der Logarithmus eined Brudes (Quotienten) ijt gleidh
bem fogavithmusd ves 3dhlerd weniger bdbem Logarithmus des
Nenners.

&8 fei fiir bie Bafis b

log M = m, log N =n; alfo M = b=, N = b?;

bann ijt /
M e M
~ = bo=", jolglich log < = m — n = log M — log N.

3. 8. log 3; = log 29 — log 31.

log 35729 = log o2 — log 3529 — log 100.

loga+ = log (a 4 b) — log (a — D).

3. Der Rogavithmus einer Poten; ift gleid) bem Logarith:
mué per Bafis multipliciert mit dem Potengerponenten.

@3 fei fitx bie Bafis b, logM = m, aljo M = b™; dann ijt M? = b™e,

und paher
log M» = mp = p log M.

3. B. log 8% = 3 log 8.
log (2a)® = 3 log2a = 3 (log2 + loga).
log % = 2logx + log y — 4 (log m 4 log n).

4. Der Logavithmus einer Wurjel ift gleich bem Logavith
mué vbed Radicands bividievt dbuvrd) den Wurzelerponenten.

€8 fei fiix die Bafis b, log M = m, aljo M = b™; bann ijt
p D o
VM = 1/b™ = b?, bafer
ey (o Dty log M
log M = i e

3 1 75
3 8. log V15 = gT

log V F __ loga — log b
5

r:loga.-}——%logx——logy.

log 2
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§. 104. 1. Fiiv diefelbe Bafis gehdren ju gleidhen Jahlen
and) gleide Rogavithmen; und umgekehrt: ju gleidhen Legavithmen
gehdren auch gleiche Bahlen.

3it b die Bajig und b = M, b> =N, fo muj8, menn M = N ijt,
audh m =n, b, i. log M = log N fein. (Folgt indivect aud §. 160, 3.)

3it umgefehrt log M = log N, aljo m = n, jo muj8 nady § 160, 1
gritisb=l . hes s i M N e,

2. Fiir eine Bajis, weldhe grifer als 1 ift, gehdrt 3u der
gréferen Zabl aud) ein grofever Logarithmus; und umgelehrt: ju
bem grifeven Yogarvithmug gehdrt aud) eine grogeve Zahl.

Gt bn=M b»=N und M > N, fo muf8 fiir b > 1 audh m > n,
aljo log M > log N fein. (Folgt tndivect aud 1. und aus §. 160, 3.)
3ft umgefehrt log M > log N, jo folgt eben o aug §. 160, 3.
M > N. Y 3

3. Diefelbe ahl hat fiir verfdiedene Grunbdbzahlen aud
verjdyiedene Logarithmen.

3ft log Ngy=p unb log Noy =q, wo B undb b al8 verfdhiedene
Bahlen porausgefest werben, fo ift N = B? undb N = b9, baher B? = b,
Wire nun p = q, fo wiirbe aud §. 160, 2 indivect folgen, dajé audy B = b
fet, wa8 jedoch ber BVorausfeung widevfpricht; die Logarithmen p und q mitffen
baher pon einanber veridyieven fein.

4 Der Logavithmus einer Bahl fiir irgend eine Bajis
ift gleid pem Logarithmus bdbevfelben Bahl fiir eime jweite
Bajts, multiplicievt mit bem veciprofen Werte des Logavith-
mug ber erfteven Bajis in Bejzug auf dbie jweite.

3t log Ny = p, alfo B2 =N, fo erhdlt man, mwenn man in der
sweiten Gleidhung beiderfeits die Logavithmen in Bejug auf eine anbeve Bafis
b nimmt, P 10g B(b) = log N(b), ober IOgN(B) & log B(b) = Iog N(b); foIincI)
1

IOg N(B) = log N(h} = W.
Sind die Logavithmen bder Fahlen fiiv bdie Bafis b befaunt, fo fann

man aud benfelbent audh bie Logavithmen fiiv jebe andeve Bafid B Bejtimmen,

wenn man bie evfteren mit bem beftindigen Factor b. 1. mit bem

1
log Bqy) /
veciprofen Wevie ded Logavithmus bder neuen Bafid in Vegug auf die frifhere
Bafis multipliciert, Die 3ahl, mit welcher die Yogavithmen eines Shitems
multipliciert werden miiffen, um bie Logavithmen eined anderen Shitems u
erhalten, Beift ber P odbulusd des newen Shitems in Bejug auf dad ur-
fpriingliche. Tex Mobulug ded Briggiden Shitems in Bejug auf dad natiir:

T 1 .
Il(ﬁe lft m —_ O 4342945. .
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2. Bon den Brigg'iden Logarithmen.

§. 205, Unter dem Brigg'iden Logavithmus einer ahl verfteht man den
Potenzezponenten, mit dem bdie BVajis 10 potenziert werben mufs, um jeme
Babl als Poteny zu geben.

1. Die Brigg'fdhen Logarithmen aller 3ahlen, welde
grofer alé 1 finbd, find pofitiv; bie Briga’fden Logarithmen
aller pofitiven 3ahlen, welde fleiner al8 1 jinbd, find negativ.

Beweis. Gine Zabl, weldhe griger al8 1 ift, ift entweder eine defadijche
Ginfeit 10", o n eine pofitive ganse Zahl bezeichnet, ober fie liegt 3wijchen
gwei befadijden Einheiten 10°~1 und 107 ; ihr Logavithmus ijt vaher bejitglich
n ober 3wijchen n — 1 und n eingejchioffen, alfo in jebem Falle pofitiv.

Gine pofitive Babl, welche fleiner al8 1 ift, ift entiweder eine defadijche

Ginbeit i";_n = 102, ober fie liegt jwifchen ztwei defadijchen Ginheiten 10—+

und 10-7; ihv Legavithmus ift daher bejiiglih — n ober zwijden —n -1
und — n eingefchloffen, alfo in jebem Falle negativ.

2. Der Brigg'fde Logarithmusd einer ganjen ober gebro-
denen 3ahl, welde eine defadifdhe Cinbeit ift, ift eine ganje
Rabl.

Folgt aug bem Beweife ju 1.

3. Der Brigg'fche Logarithmus einer gangen ober gebro:
dhenen 3ahl, welche feine defabdifche Einbeit ijt, ijt eine irra-
tionale Zahl.

Beweis. a) 3jt N feine befadifche Cinbeit, fonbern gwifdhen el auf
einanber folgenben befabifchen Ginheiten 10" unb 10"+ enthalten, wo n eine
pofitive ober negative gange Zahl ober auch Null beventet, fo [iegt ber Yo
gaithmug von N wifden n und n 4 1, und ift fomit feine gamze Bahl.
Gr fanm aber auch fein Bruch) fein. Denn wire log N = :bqp, o p und q

+p

relative Primzahlen feien, fo miijste 10 ¢ =N, ober 10*? = N1 fein. Da-
mit jedoch diefe Gleichung miglich fei, miifsten 10*P ynd N¢ aué benjelben
Primfactoven beftehen; es bitvfte alfo N feine anbeven Factoven alé 2 und 5,
beiiglich 4+ und £, und miijste auch beibe in gleicher Anjahl enthalten; bann
aber wédve N felbft eine vefavijhe Ginbeit, was bder Vorausjefung wiber-
fpricht. ©8 fann demnach) log N, wenn N feine befadijche Ginbeit ijt, wever
buvdy eine gange Zafl noch purch eimen Brud) genau bargejtellt werben.

b) Der Logarithmus von N [dj8t fich jedoch buvch Angabe wvon Nibe-
vungéwerterr, awijchen denen er liegt, mit jebem beliebigen Grabe von e
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nauigfeit anndherungSweife beftimmen. Da N jwifden 10® und 10°+* ent-
balten ift, fo liegt log N junddyjt zwifchen den MNiherungdwerten n und
n + 1; aud biefen aber l[affen fich anveve immer genaueve MNihevungdmerte
ableitern.

Liegt namlih N allgemein zwijden zivei Sahlen u und v, daher (nadh
§. 204, 2) log N jwijchen log u und log v, welche lefstere befannt jeiem, fo
ift nach §. 203, 4 auch der Rogarithmus von Juv, b. i. von der mittleven
geometrifchen Proportionale wijchen u und v befannt. LWeil mm J uv 3wi-
fohen w umd v liegt, fo mujé N entweber zwifchen J/ uv und u, oder jwijdhen
V uv und v fallen, daher and log N enttweder ywifden log J/ uv und log u,
ober jwifdhen log 1/ uv und log v liegen, Sn jedem Falle ift aljo log N
swifdien ziwet engeve MNiherungdiverte eingefdhloffen al8 frither, und burch eine
wiederfolte Unwendung dviefer Schlufdiveife fonnen bie Werte, wijdhen welden
log N liegt, fo nabe an einanber geviift werden al8 man will.

§. 206. Aufgabe. Bon einer gegebenen Zahl ben Brigg'jden
fogavithmusg zu bevedhnen.

1. Gine Uufldjung diefer Aufgabe bevuht auf bem in § 205, 3 umter
b) gegebenen VBeweife, nad) weldhem ber Logavithmus einer Bahl zwijdhen
immeyr engere Niherungdwerte etngejchlofjen und baburd) fo genaw, al8 man
will, bevechuet werben fann.

B8 fei 3 B. ber Logavithmus von 13 zu bevechuen.

13 liegt zwifchen 10 unp 100,
log 13, w log10 =1 und log 100 = 2;
Diffevenz ber Niberungswerte: 2 — [ = 1.
1/10.100 = 316227766 = a, log a = 4+ (log 10 + log 100) = 1°5;
13 liegt zwifcdien 10 und a,
log 13 1. wunlogid® =1 unbilog.ay = 1:5;
Differen ber Ndherungémwerte: 1°5 — 1= 0-5.
1 10a = 17-1827942 = b, log b = } (log 10 + log a) = 1-25;
; 13 liegt ywijchen 10 und b,
log 13 1 log 10 =1 und log b = 1°25;
Differens ber Naherungswerte: 1-25 — 1 = 025,

Man fieht, dajd dbie Iiherungdwerte bed Logavithmud von 13 immer
ndfer an einander viiden. Duvch fortgefetsted Verfahren finbet man:
1/10b = 13°3352144 — ¢, log ¢ = + (log 10 -+ log b) = 1-125;
110 ¢ = 11:5478201 = d, log d = + (log 10 4 log c) = 1:0625;
1V ed =12:4093780 =e, loge = 4 (loge + logd) = 1'09375;
Vee = 128639696 = f, logf =4 (loge -+ log e) = 1-109375;
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Vef =13'097472T =g, logg =4 (loge -+ log f) = 1°117188;
Vfg =12-9801960=="h, logh =14 (logf + logg) = 1-113281;
/gh =13-0387024 =i, logi =4 (logg - log h) = 1-115234;
Vhi =13'0094163 =k, log k=4 (logh + log i) = 1-114258;
Vhk =12-9947978 =1, logl =4 (logh + logk) = 1:113769;
Vkl =13'0021049 = m, logm = 4 (logk + log I) = 1-114014;
V' Im = 129981507 =n, logn =4 (logl + log m) = 1-113892;
J/mn = 13:0002776 = o, logo =+ (log m -+ log n) = 1:113953;
Vno =12:9993640 =p, logp =4 (logn + log o) = 1-118922;
Vop =12-9998207 = q, logq =+ (logo -+ log p) = 1°113987;
Voq =13-0000491 =r, log r =4 (logo + log q) = 1-113945;
Vqr = 12:9999348 =, log s = 4 (log q + log r) = 1-113941;
R

Da nun 13 3wijdhen s und r, und folglih audy log 13 zwijden log s
unb log r liegt, biefe beiben Logavithmen aber in den 5 evjten Decimalitellen
iibeveinjtimmen, fo ift auf 5 Decimalen genan log 13 = 1-11394.

Auf biejem milhfamen Wege Gerecdinete Heinvidh Brigg die Logavithnten ber Prim-
jablen worr 1 6i8 20000, und won 90000 bi3 100000 mit 14 Decimaljtellen, unbd jpiter
Advian Blacq bie nod) fehlenben ber Primzablem vour 20000 big 90000.

2. Bequemer und fivzer fann man ven Brigg’jden Logavithmus einer
Bahl N mitteljt der Ndherungdwerte eined Kettenbruches bejtimmen. €8 fei
log N = x, jomit N = 10*, Findet man dburd) Potenzierung, bajd x jwis
fohen ben gamgen Buhlen q und q 4+ 1 liegt, tajs aljo 101 << N << 10+

A .
ift, fo fege man x =q -+ - ,moxl>1 bam wird 10° = = 101, 10%

=N, alfo 103 = N : 109, ober, wenn N: 101 purdy N, beseichnet wib,
1

10t = N, unb 10 = N, Dan fuche mum ecbenfo die gvdfite in x, ents
haltene ganze Bahl; diefe fei q,, aljo N, % <<10<<N, 4+ fefst man x, = fh‘i‘—

1 il
wo x, > 1, fo wirb N9, . N, *» = 10, bafer N[ x2 — 10 : N, %, ober, wenn
i
man 10 : N, % durd) N, ausbriidt, N,** = N, und N, =N, *2. Finbet man
ferner No% << N, << N, 4+ ynp fet %, = q, + xis, jo ergibt jich, wenn

N, : Ny& durc) N, beeichuet wird, auf gleihe Weife Ny = Ny%j w. f. w.
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Hiernad) ijt
1 1 1
0g q-i-xz q+q1+;: q+°f1+a+i
x!
woraud fidhy bie Naherungsbriiche fiir log N Herleiten lafjen.
3t nady biefer Methode 3. B. ber Logarithmusd von 13 ju beftimmen,
fo bat man folgenbe Redhnung:

.y

Wi ias 15 10" << 18 < 10% q ‘=1
N, = o = 113, 135 < 10 < 1-39, q =8;
N, = 01499589, ' 1-925891 <2 1°8 £ 17225897, g, =1
N, = sgoves = 1°06045, 1-06045° << 1°22589 << 1°06045%, q; = 3;
N, = 10209, — 1:02823, 1-02823" < 106045 ~ 1:02823%, q, = 2;
N, = T goa; = 100303, 1:00303% < 1-02823 << 1:00303", g, = 9;
N, — 19828 ;.00159, 1:00159! < 1-00303 <@ 1-00159%, q, = 1;

6 ™ 1-00303°
. f. w.
Man hat aljo log 13 =1 +
i 8 e 1 i S
i ok

und paher fiir ben gefuchten Logavithmus die Niherungdwerte

1 9 10 39 88 831 919
T T T TIR T LT T e
Getst man log 13 = g;z = 1-113939. ., fo ijt ber Fehler fleiner als
A A 0-000001.., jomit ift der Logavithmus von 13 auf 5 Deciz

8257 T 680625
maljtellen genau 1°11394, wie wiv denfelben aud) oben nach ber exften Wethode
gefunben haben. .

Bufat. Jodp Fijrzeve Methoben jur Berechuung der Qngautf)men bietet
bie hihere Analyfis.

§ 207. Da mn Brigg'jden Shiteme mit Ausnahme bder befadijchen
Gineiten alle iibrigen vationalen Bablen ivvationale Logarithmen haben unbd
biefe anndherungsmweife durdy Decimalbriiche dargeftellt werven, fo bejteht ein
Brigg'ider Logavithmus im allemeinen aus Gangen mit angehingten De-
cimalziffern. Man nennt die im Logarithmus entbaltenen Gangen die Eha-
valteviftif (Rennsiffer) bes Rogavithmus, bie angehangten Decimalen bie
Mantifie besfelben.

Fiiv pofitive Bablen, weldye fleiner ald 1 find, ift ber Logavithmus, aljo
peffen Charafteriftif und Mantijfe negativ. Negative Mantiffen pflegt
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man itbrigens in bder Rechnung zu befeitigen; man fithrt ftatt derfelben pofitive
Mantiffen mit einer negativen Ehavafteriftit ein, indem man bden negativen
Yogavithmus von einer Jabl jubtvabiert, die wn 1 grisfer ift als die Chavalte-
rijtif, wobuvch eine pojitive Mantiffe jum LVorfdein fommt, und bann biefe
um 1 grogeve Bahl al8 negative Chavakteviftif hinter die Wiantiffe fesst.
3. 8. — 2:34567 =3 — 2:34467 — 3
= 0-65538 — 3.

§. 208. Die Chavafteriftif ded Brigg’iden Logavithmus
einer pefadifchen Bahl ift gleich dem Rangerponenten dev hod-
ften Biffer biefer Zabhl.

Es8 fei n der Nangerponent der hichjten Biffer der Bahl a, twobei n
eine ganje pojitive ober negative Bahl oder auch bdie Null bejeichnen Ffamn;
bann ijt »

a> 10" und a << 10", baher
loga=mn b loga <<n -+ 1.

@8 ift aljo loga =n + «, wo « pojitiv und << 1 ober audy Nuil ijt;
folglich ift n die Chavafteriftif des Logavithmus von a.

Solgefie. a) Die Chavaftevijtif des Logavithmus ciner Zabhl, weldhe
®ange enthlt, ift pofitiv und um 1 Fleiner al8 die Anzahl ber Stellen, weldye
pie Gangen einnehmen (§. 65, Folgej. 1).

b) Die Chavafteriftif ved Logavithmusd eines edhten Decimalbruches ift
negativ und abjolut genommen gleich ber Anzahl aller Nullen, welde den
geltenden Decimalziffern vovangehen, bie Null vor dem Decimalpuntte mitge-

30Bit (§. 178, 1).
§ 209, Wenn man ivgend eine Bahl mit einer Poten; von
10 multipliciert ober duvch eine Poteny von 10 bividiert, fo
wird dabuvch in ihrem Brigg'fden Logavithmus nur die Cha:
vafteviftif gedndert, wdhrvend die Wantijje viefelbe bleibt.
@8 ijt log (a. 10m) = log a + log 10™ = log a -} m,
log ix—mzloga—log 10 = loga — m.
€8 wird alfo ver Logavithmusd von a um die ganje Zahl m im eviten
Falle vermehrt, im jweiten vermindert, d. . ev evhilt eine andere Chavafte
vijtif, wihrend die Wantiffe ungednvert bleibt.
So ift 3. B. log 7124 = 3:85272; baber
log 712400 = log 7124 4- log 100 = 3°85 272 4- 2 = 585 272;
log 74°24 = log 7124 — log 100 = 3-85272 — 2 =185 272,
Jolgefo, Die Mantifje eined Logavithmus, hingt blof von ber
Biffernfolge vter 3ahl ofne Riidficht auf deven FRang ab.
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Logarithmentafeln,

§. 210. Die Logarithmen aller Bahlen von 1 big 10000 ober von 1 bis
100000, und zwar erfteve auf 5 ober 6, lefitere auf 7 Decimalen bevechnet,
bat man in befondbeven Tafeln, welde Logarithmentafeln Heifen, ju-
fammengeftellt. Diefe enthalten nur bie Pantiffen der Logarithmen, ba bdie
@harafteriftif in jevem Falle nadh) § 208 beftimmt werden Fann.

Mit Hilfe foldher Tafeln finbet man durd) ein gang einfades Berfalren,
bag in ben benfelben vovausgejdhictten Unleitungen ndher angegeben ift, zu
jeber Babl ben entjprechenden Logavithmus, und umgefehrt ju jebem gegeberen
Qogarithmusd bie jugehbvige Sahl™*).

§ 211, Rednungdoperationen mit den Brigg’{den Loga-
vithmen.

3n Bejiehung auf die “Recdhnungdoperationen mit Logavithmen find im
alfgemeinen biefelben Regeln ju beobachten, wie fir defabifde Ballen itber
baupt; nur hat man babei nodh) Folgendesd zu beviictjichtigen:

1. Grhdlt man beim Abdbdieven der Logavithmen zwei Ehavafterijtifen,
eite pofitive und einme negative, fo iverben biefe in eine eingige zujammen:
gesogen. 3. B.

310 589
2-56 814
0-21 540 — 2
0-08105 — 4

596848 — 6 = 0-96 848 — 1.

2. 3jt beim Subtrabieven der WMinuend Fleiner ald der Subtrahend,
jo abdbieve man, um im NRefte eine negative Wiantiffe ju vevmeiben, zu demt
Minuend fo viele pofitive Einheiten, dajd er gréfer wird ald ber Subtrahend,
und fee bann auch al8 Gharalteriftif bed NRefted fo viele negative Einbeiten.

3. B a3 Ry
1-45025
3-57 892

T0-°87133 — 3.

3, Wird ein Logavithmus mit negativer Chavakteriftif mit einer Bahl
multiplicievt, fo mufé im Probucte bdie newe negative Chavafteriftif mit
ber etwa erbaltenen pofitiven jufammengezogen werden. 3. B,

(0°53115 — 2) X 5 =2-65575 — 10
= 0-65575 — 8.

4. 3it ein Rogavithmus mit negativer Chavafteriftif dburdy eine Babhl ju

binibieven, jo mufs die negative Ghavafteriftif, wenn fie durch dieje Bahl

#) Tine ausfithrliche Belehrung {iber die Ginvidtung und den Gebraud) folder
Zafeln findet man in ber Ginleitung zu bden vonm mir Derausgegebenen filnffelligen
Qogavithbmentafeln jum Sdvulgebrande. MWien, bei Gerold, 1877,
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nidht theilbar ift, um fo viele Ginfeiten vevgrdfert werben, dajsé fie dadurch
theilbar wird; eben fo viele Ginfeiten miiffen aber bann audy al8 Gange ju
ber pofitiven Mantifie gefest werben. 3. B.
(041509 — 7) : 5 = (341509 — 10) : 5
= (068303 — 2.

§ 212 Anwendbung dber Brigg'{den Logarithmen.

Durd) die allgemeinen Site, bie in § 203 entwicfelt wurden, ift man
im ©tanbe, bie Multiplication in eine Adbition, bie Divifion in eine Sub-
traction, bag Potengieven in eine WMultiplication und bdag Rabicieven in eine
Dibijion ju vermwanbeln.

Kommen unter den gegebenen Zahlen negative vor, fo Detradytet man
fie einjtweilen alé abjolute Bablen, fithrt damit die Recdhnung dburd) und be-
jftimmt bag LVorzeichen nachtvaglich in bem gefunbenen Rejultate.

1. Multiplication ber Bahlen mit Hilfe ber Logarithmen.

Bejtimme das Product aus 1°0954, 0-91567, — 3-1571 und 1°00782.
Es ift log 1:0954 = 0°03 957

log 0°91567 = 096 174 — 1
log 31571 = 049 928 (n)
log 1:00782 = 0-00 338
" log bes Provuctes = 0-50 397 = log 3-1914,
alfo
1:0954 x 0:91667 X — 8-1571 X 100782 = — 3°1914.
2. Divijion ber Bahlen mit Hilfe der Logarithmen.
1) @8 fjoll ber Quotient 528 : 737 ober $3§ beftimmt werben.
] Ao
log 528 = 2-72 263
log 737 = 286 747 e
log $28 = 085516 — 1 = log 07164,
folglich 528 = 0°7164.

4 3:4156 X 4-023
2) DBejtimme pen Wert des Brudes x = —lfﬁ%%m.

8 ijt
log x = log 84156 - log 4023 — (log 1-2378 + log 5°87091)

log 3-4156 = 053 347
log 4:023 = 0-60 455

1:13 802
log 1-2378 = 0-09 265
log 5°87091 = 0°76 87}

log x = 0-27 666 = log 18909,
aljo x = 1°8909.
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3. Potenjierung einer Zahl mit Hilfe der Logarithmen.
1) G8 joll bie 20jte Poteny vou 1°025 gefucht werben.
Man hat
log 1'025 = 0-010724 X 20
log (1:025)%° = 0214480 = log 10386,
aljo (1:025)%° = 1:6386.

2) Beftimme (%)1%5
log 329 = 2-51 720
log 67 = 1-82 607

0-69 113 X 1-065

s 12000
69 113
4 1466
Spanzot
log (37} " = 073 605 = log 54436
fomit {%’)“’“ — 5-4456.

4, Ravicierung einer Bahl mit Hilfe der Logarithmen.
Man verlangt die Ste Wurzel aus 10.
log 10 = 1-00 000

SR

5
log 1710 = 0°20 000 = log 1-5849,
affo 1710 = 1+5849,




Bierter Abjdynitt,
Glerdyungen.

§. 213. Die Oleichjtellung zweier ahlenausdriice, weldhe gleichen Wert
haben, wird eine Gleichung genannt. 3. B.

a—a x+2)2=x2| 4x -} 4 x? 8 = 2%,

Die Grofen, welde einanber gleichgeftellt werden, heifen Theile der
Oleidhung und fonnen eingeln wieder aus mehreven Gliedern beftehen. In
ver ®leidhung x* — 8 = 2x ift x* — 8 ber erfte, 2x ber zweite Theil; der
evjte Theil Defteht aus wei Gliebern x* unb — 8.

Man unterjdeivet identifdye und Beftimmungdgleidhungen.

Gine Gleichung, in mwelder ein Babhlenaudbrnd fidh felbjt ober einer
blofen Umformung biefes Uusdrudes gleidhgefelst wird, Heifit eine identifcdhe
®leidung; 3. B. a=a, (x+2*=x*44x 4 4. GCine ibdentifche
O®leichung bleibt fiiv jeben Bbeliebigen TWert bder darin vorfommenden allge-
meinen 3aflen vichtig. Jeve Fovmel fiiv eine avithmetijhe Operation bilbet
eine iventijhe Gleichung.

Gine ®leichung, in welder der eine Theil nidht burch blofe Umformung
aud bem anbern bergeleitet werben fann, welde aljo aud) nidt fiiv alle, jon-
pern mur fiiv beftimmee Werte der in ihr enthaltenen unbeftimmten Bahlen
vichtig ift, Deift eine Beftimmungsgleichung, aud blof Gleidung im
engeven Sinne. 3. Y. die Gleidung x? — 8 = 2x ift mur ridtig, wenn
man fiiv x einen ber jwei Werte 4 oder — 2 fetit.

Die in einer Beftimmungsgleichung unbejtimmt gelafienen Jahlen feifen
Unbefannte und werben gewsdhnlich durch die lesten Budhjtaben x, y, z. . .
be8 Alphabets bezeichnet. Die Beftimmungsgleichungen bienen dbagu, aus ben
ourdy fie ausgedbviidten Beziehungen swijchen den befannten und unbefannten
Baflen bie lepteven ju beftimmen. Die Werte der Unbefannten, welche einer
®leichung geniigen, nennt man pie Wurzeln der Gleichung; diefe Werte
beftimmen, Beifit bie Gleidung auflofen. Die Wurzeln einer Gleichung
miiffent, ftatt der Unbefannten in diefelbe fubftituievt, bie ®leicdhung ju einev

ibentijchen macdyen.

Moénit, Arithmetit und Algebra. 2
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Ardnen der Gleidyungen.

§. 214. Um eine Gleichung auflbjen 3u fWnnen, mufé fie zuerjt auf eine
foldhe Fovm gebradyt werden, bdajs bie Unbefannte weder in eimem Ienner,
nod) unter eimem Wurzelzeiden vofommt, bafé alle Glieber, welcdhe die Un-
befannte enthalten, in dem evjten Theile ber Gleichung nad) ben fallenben
Potengen bexfelben aufeinander folgen, tafs endlih ber ECoefficient ber Hichften
Poten; der Unbefannten eine ganze pofitive Bahl ift. ECine fo geformte Glei-
dung Heifit geordbnet; 3. B.

ax® + bx? 4 ex =d,
x| 2x — 6,

Wird eine geovdnete Gleichung o bavgeftellt, baf dev jweite Theil derfelben
Rull ift, fo eifit die Gleichung auf Null redbuciert; 3 B. x*+ax+|b=0.

§. 215. Das Orduen der Gleichungen beruht auf dem Grundiatse:

Wenn man mit gleiden Grdfien gleidhe Verdnbdbervungen
pornimmt, fo exhdalt man wiedber gleiche Grdfen.

Diefer Grundiap (48t i durd) folgende Sike ndher ausdbriiden:

1. Gine ®leichung bleibt vidhtig, wenn man ju beiben Thei-
len berfelben eine und dbiefelbe Bahl adbiert, odber von beiben
Theilen diefelbe Zahl fubtrahiert.

Nacdh diefem Sage fann man jebes Glied bded einen Theiled mit dem
entgegengefesten BVorzeicdhen in den anbern Theil bringen (tvansponieren)
gleidhe ®lieder in beiben Theilen weglajffen und indbejondere audy jebe
geovdnete Gleihung auf Null vedbucieven.

3. Boaus x4+ a=>b folgt x =b — a,
d08 xhHamleasals milf Iguidx sssla,
xt—2x=1 , xX2—2x—1=0.

n

2. Gine Gleidhung bleibt vidhtig, wenn man beidbe Theile
berfelben mit dberjelben Bahl multipliciert.

Mit Hilfe diefes Safed fann man jede Gleidhung von dben Nennern
befreien, ingbejondere auch ben Goefficienten ber hichjten Poteny ber Un-
befannterr, wenn ev negativ ift, durd) bdie Wultiplication beider Theile mit
— 1, b. i. burch Bevinberung aller Vovjeichen, pojitiv davjtellen.

c

3. 8B a8 = —b=— folgt x* —abx = ac,

X
wnrm Xt 48— — 5 50 xt—8x = 0.

3. Gine @leidung bleibt ridhtig, wenn man beibe Theile
perfelben puvd) biejelbe Bahl binibiert.

Hiernadh fann man eine Gleichung, bderen beibe Theile einen gemein:
fdhaftlihen Factor Baben, bduvch biefen abfiirzen, ingbefonbeve auch ben
Coefficienten ber b dhjten Poteny ber Unbefaunten, wenn er von 1 verjdhieden
ift, wegjdhaffen.
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3. B. and 2x® — 8x =4 folgt x* — 4x =2,
i oxo="1 e :—%

4% Gine Gleidung bleibt vidhtig, wenn man beidbe Theile
perfelben mit bevfelben Bahl potenziert.

Wit Hilfe diefed Sated fann man eine Gleichung, in welcher die Un-
befannte unter bem Wuvgelzeichen fteht, von bdem Wurzelerponenten bes
freten (vational maden); babei mujg bie Wurzel, welde man wegjdaffen
will, alfein in ben eimen Theil gebradht werben.

3 8. a8 Vx—b%=a folgt x — b* = a’,

5% Gine Gleidhung bleibt vidhtig, wenn man beidbe Theile
berfelben burd) biejelbe ahl rabiciert.

Durdy bas Ravicieven fann man aud der Gleicdhung den Poten
erponenten ber Unbefannten wegjdhaffen.

B9, rgus =5 =210 folat’ hx =7000]
v ) =L+b, x+i= ) T +b.

6.% CGine Gleidung bleibt vidtig, wenn man von beiben
Theilen ben Logarithmus in Bezug auf dbiefelbe Bafis nimmt.

Dadurdh fann man eine Gleihung von Crponentialgrifen (§ 200)
befreien.

3. B. aug a* = b folgt xloga = logb.

PBei Anwendung dev bier angefiibrien Umformungen ift cinige Borfidt nothig, ba in

gewifjen Fallen bie men gebilbete ®leihung mnebft ben Wurgeln der gegebenen Gleichung
aud) nody anbere Wurzeln, in aubeven Fallen aber nidt mehr alle Wiurgeln ber gegebenen

Gleidung enthilt.

Dividiert mant 3. B. beibe Theile der Gleihung x (x — 2) =3 x burd) x, fo ent-
BAlt bie meue Gleidung x — 2=23 nur bie Wursel 5, wilhrend die gegebene Gleidhung
audy burd) bie Wurzel 0 befriebigt wird.

8. 216. Aufgabe. Gine gegebene Gleidhung ju ovdnen,

Aus ben vorhergehenben Shten evgibt ficdh fitr bas Ovdnen einer Gleichung
folgenbes Berfahren:

1. Gnthilt die Gleichung Briidhe, fo werben bie Nenner weggejdafft,
inbem man beive Theile ber Gleihung mit bem Fleinjten gemeinjchaftlichen
Bielfachen aller Nenner multipliciert.

2. Rommen in bder Gleihung durd) RKlammern verbundere Ausdriicte
vor, fo werben bie Klammern durch wirfliche Ausfifhrung der angezeigten
Operationen aufgeldjt.

3.# Qommt bie Unbefannte unter bem Wurgelzeichen vor, fo iwird bie
®leichung durch entfprechende Potenzierung. beiver Theile wvon dem Wuvgel:
expontenten befveit.

9%
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4, Alle Glicber, welde die Unbefannte enthalten, werben in den erften
Theil gebracht, vebuciert und nad) fallenden Potenzen geordmet; alle ibrigen
®lieder werden in dben jweiten Theil iibertvagen und ebenfalld vebuciert.

5. 3ft der Coefficient bder hochjten Poteny der Unbefannten megativ, fo
werben bie Borgeidhen aller Glieber gednbdert.

Beilpiele.

1) 6x— 2)—2Bx+ 1)=14— 42x+ 3)
6x—12 —6x — 2 —=14—8x— 12
6x—6x4+8x —14 —12412+ 2

8x  —'16
s s
g) ix i hABEER g 3% 2x—1 2x =1

— )V 2x=1—2x
2x = 1 —4x-4x*
9x Il4x —4xt =1
—4x* 4+ 6x =1
4x* — 6x = — 1.

x — 12--3x — 8x
x?+3x—8x = 12.
x?—Hx = 12.

Gintheilung der Beflimmungsgleidyungen.

§. 217 1. Gine Gleidhung, in welder die Unbefannten nur mit bejonderen
Bahlen verbunben find, heift eine numerifde Gleidung; eine Gleichung,
welche aufer den Unbefannten audy allgemeine Zahlen (Budpjtaben) enthilt,
heift eine Budyftabengleidhung.

2. Die Gleidhungen theilt man ferner in algebraifde und trans-
cenbente ein; in den erfteven fommt die Unbefannte nur al8 Bajid einer
Potens, in den Ilefsteren unter einer der Fovmen a%, log x, sinx u. bgl. vor.

3. Nach der Zahl der in einer Gleichung vorfommenden Unbefannten
unterjcheivet man Gleidhungen mit einer, zwei und mefhreven Unbe-
fannten.

4, Nad) vem Hodyfien Potenjerponenten ber Unbefanntem und
wenn mehreve unbefannte Bahlen vorfommen, nad) der o dhften Summe
ber Potenzerponenten ber Unbefannten eined Glieded in bev georbmeten
Bleichung theilt man die Gleidungen in Gleichungen ded erften, zweiten,
pritten, ... ®Grades ein. So find 3 B.

Ox —dr—1) ) '
x 48y =3%—8 } Oleichungen deg 1. Grabes,
ZXQ —_— 5X £ 10

xy —x =y +2 } Oleichungen bed 2. Grabdes.

Die Gleichungen bed erften Grades Geifien audy lineare, bdie bed
sweiten Grades quadbratijdye, die des britten cubifdye, und Gleichungen,
weldhe ben britten Gvad fiberfteigen, allgemein hiheve Gleidhungen.
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5. @leichungen bes jiweiten ober eined Hiheren Grabes Beifen vein,
wenn fie nur eine Poteny dev Unbefannten enthalten, und gemijdt, wenn
in benfelben iwei ober mehreve Potengen der Unbefannten vorfommen,

6. Die Gleidhungen untericheibet man enblih in beftimmete, welde
eine befdhrinfte, fhon wor bder Aufldjung genau bejtimmbare Anzahl von
Wurzeln haben, und in unbeftimmte, denen unendlid) viele Wuvjeln geniigen,
wenn nicht die Anzahl berfelben durch befonbeve Bedbingungen befdrdnkt wird.

I Beftimmte Gleidungen des erffen Grades.
1. Gleidungen ded erjten Graded mit einer Unbefannten,

§. 218. Die allgemeine Fovm einer geordneten Gleichung bed evjten
Grabes ift

ax —b,

Dividiert man beibe Theile burch a, fo erhalt man

b
X ==,
a

Gine Gleidhung bdes evften Grvabes mit einer Unbefannten Hat nur
eine Wurzel und ift daber eine beftimmte Gleichung.
Brifpicle.
S g bt — aix -1 hY 9 ot KB LA
ax —a’x=Db'’ —b ) il tTe=a
2a —2ax +bx=Db

iy bx — 2ax =b —2a
B Ttin e (b —22)x=Db —2a
X

2. Bejtimmte '@Ieid;ungen ped erften ®raded mit mebreren Unbefannten.

§. 219. Gine Gleidhung mit gwei Unbefannten ift unbeftimmt; man
fann filv bie eine Unbefannte jeden beliebigen Wert annehmen und nad) Ein-
fepung desfelben duvdy Aufldfung dev entftehenden Gleichung einen jugehirigen
Wert fifr bie ambeve Unbefannte finben. Diefe Unbejtimmibeit bévt auf,
twenn nody eine iweite von ber evjten unabhiingige Gleichung mit denfelben
Unbefannten gegeben ift, twelche bev erften unbd weiten Gleidung gleichzeitig
geniigen follen, inbem man bamn aug beiben Gleichungen burd Wegidhaffung
einer Unbefannten eine einzige ®leicdhung mit nuv einer Unbefannten bilbet

unb biefe aufldst. : : .
s zwei Gleichungen mit zwei Unbefannten eine dritte Gleidyung pers

Leiten, welche bie eine Unbefannte nicht mehy enthilt, Heift bieje Unbefannte
eliminieven.
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§. 220. @8 find vovziiglich drei Eliminationsd - Methodben im
®ebraude.

1. Die Compavations-Methode. Wan bejtimmt den Wert ber-
felben Unbefannten aud beiden Gleichungen, jest diefe LWerte einander gleid)
und (88t die dadburd) evhaltene Gleidhung, iweldhe nuv die anbeve Unbefannte
enthilt, auf.

Sind allgemein die Sleichungen

ax+by=c
a’x +b'y=c¢’
gegeben, jo erhdlt man aud denjelben
¢c—ax c—by
i _-};u_ X — T!
y-hfEas x = 22,
bafher, weil y und x in beiben Sleichungen biefelben Werte haben follen,
SosAx oAl 8 hryd ot by
AT AT
Aus diefen Gleidhungen ergibt fidh dann
x:b‘c—bc'_ __ac' —a'e
ab’— a'h’ Y= av—ap

2. Dte Subjtitutions-WPethode. Wan judit den Wert einer Un-
Befannten ausd einer Gleichung unbd jubjtituiert denfelben in die anbere Gleichung;
padurch erhilt man eine Gleihung mit nur einer Unbefannten, welde bann
aufgelt8t wird.

&8 feten wieder bie friifeven jwei Gleichungen gegeben. Aus bev evjten folgt

=

Gubftituiert man bdiefen Wert in bie jweite Gleichung, jo hat man

a'x + bS5 =, und bafer
b‘e—be!
ab' —a'b

Auf dhnlice Weife findet man den Wert von y.

3. Die Methode der gleidhen Coefficienten. Wan verfdafft
in Beiden Gleichungen der ju eliminievenden Unbefannten durd) WMultiplication
aller ®lieber mit einem geeigneten Factor gleidhe Coefficienten unb abbievt
ober fubtvahievt die neuen Gleichungen, je nadhbem bdiefe Coefficienten ungleiche
ober gleiche Bovzeidhen Haben; die badurch erhaltene Gleichung mit einer
Unbefannten wird bann aufgeldst.

G4 feien mwieder die obigen Gleichungen gegeben. Um aué benjelben y
sut eliminieven, multipliciert man bdie erte Gleihung mit b?, bie ziweite mit b;
woburdh) man evhdlt:

o =

ab’x 4+ bb'y = b’e,
a’bx 4 bb'y =be.
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©ubfrahtert man biefe beiben Gleichungen, fo ift
ab’x — a’bx = b‘c — be!, unb bdaber
iE b'ois bl
ab' —a‘b’
Wird ebenfo aus dben gegebenen Gleidhungen x eliminiext, jo exhdlt man y.
Bufdae. a) Weldhe von dben drei Eliminationd-Wiethoden in jebem bes
jonbeven Falle am vortheilhafteften anguwenben fei, mujd aus der Befjdaffen-
hett der Coefficienten dev Unbefannten beurtheilt wevben. Gewidhnlich bejtimmt
man unr pen Wert ber einen Unbefannten nady eimer ber angefithrten bret
Methoben und fubfjtituiert bann den gefundenen LWert in eime ber gegebemen
®leidungen, woraud fich der Wert fitr die zweite Unbefannte ergibt.
b) Rommen in ben gegebenen Gleichungen nur bdie veciprofen Werte
per Unbefannten vor, fo ift e8 am einfachjten, biefe veciprofen Werte jelbjt
alg bie eigentlichen Unbefannten amjujeben und aus ihmen nachtrdglich bie

urfpriinglichen Unbefannten zu bevechnen. 3. B.

2 3 b Dl
;—*—'?:13 ﬁnb;“——'}‘—-—‘.!:.

Gest man i =i $ =y', fo hat man

2x' + 3y’ =13 und 6x' — 2y' =4,
und finbet x’ = 2, y* = 3, woraud dbonn x = 4, y = § folgt.

Beifpicle.

Ui e 24} nadh per Gomparations-Wethobe aufjuldien.

bx —3y=11
Die erjte Gleidhung gibt x = i ; 4”, bie jweite x — 11_:"__31,

baher 24—4’7 =1U +3y woraus y = 3 folgt.

@Suﬁfhtuiert man bdiefen Wert von y in ben Ausdrud

24— 4 : 24—4.3
xz%s—y, fo exhdlt man x = — — 4,

2) 6x — 13y = 48 TR A :
9% & 3y = 161 nach ber Subjtitutions-Diethodbe aufzuldjen.

Nus per erften Gleichung folgt x :ﬁ—'*; 13y; witb biefer Wert in

bie jweite Gleichung fubftituiert, jo hat man
2.4—8——%1—32 4 8y = 16, woraug y = 0 folgt.

Subftitutert man diefen Wert von y in den Ansdbruc

=2 —2133’, jo finbet man x = &-tﬁ!_-‘j_? =8,
3) 4x + My = } nach ber Methobe ber gleidhen Coefficienten
6x — By =— 17 aufauldfern.
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Um bet x gleiche Coefficienten Hevbeizufithven, multiplicievt man die exfte
®leichung mit 3, bie pweite mit 2; man erhdlt

ig: i ?g; ; L gi } jubtrabiert,
Bl =S RoL ol Y"1,
Wird bdiefer Wert von y in bie evite Gleihung jubjtituiert, jo erhilt
man 4x 4+ 19.1 = 11, woraud x = — 2 folgt.
4) X o By ey —d.

Durd) Adbbition unb Subtraction diefer Gleidhungen erhilt man
2x =s 4 d, 2y =s — d, baher
el el i

P ) y 2 L
Wie finbet man aug der Summe jweier Jablen und deren Differeny die beiben
Bablen felbjt?
§. 221. Die in § 220 aud den allgemeinen Gleichungen

ax + by =g,
ax + by =¢
evhaltenen Lerte
b'ce—be' ac' —ale
= =2’ Y ab—ab

laffen erfehen, baf e Fille gibt, in benen die gegebenen jwei Gleichungen
jur Bejtimmung dev in denfelben vorfommenden jwei Unbefannten nidht ge-
eignet find.

1. Die Werte von x und y find vollig unbeftimmt, wenn ab’ = a’b
und b’c = be’ und bafer aud) ac’ = a‘c ift, weil bann jowohl x = § alé
aud) y = § wird. Diefer Fall tritt immer ein, wenn die eine Gleichung von
ber andern abhédngig ift. Denn fefit man a = a‘m, wo bann aud
b=Db‘m und ¢ = ¢‘m wird, jo nehmen bie gegebenen Gleichungen folgenbde
Form an:

a‘mx -+ b/my = ¢'m,
a'’x + by =¢,
woraud Hervovgeht, bajs bie evfte Gleichung durd) blofe Umformung, ndmlich
burd) Multiplication mit m, aud ber zweiten Dherborgegangen, folglid) von
diefer abhdngig ift.

2. Die jwei Gleichungen lafjen ferner feine endliche Aufldjung zu, wenn
in ben obigen Ausdriiden fiiv x und y ber Nemner = O, bdbie Bdhler aber
pon O veridhieden find, wenn alfo ab’ = a‘b, bagegen etwa be’ = b'c ijt,

weil man bann fiiv x einen Wert von ber %orm% erhdlt, bdie feinen Sinn
Bat (8. 47, 7). Diefer Fall tritt immer ein, wenn bie zwei gegebenen Glei-
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dungen einanber wiberftveiten. Denn felit man a = a‘m, alfo and
b = b‘m, fo nehmen bdie gegebenen Gleichungen folgende Form an:
a’‘mx | b'my =g¢,
a‘x + bfy: =icf,
wovaud ¢‘m = c folgen wiirbe, was jebodh eimen Wiberfpruch enthilt, da
nach der BVorausfeung be’ = b'e, aljo bb—‘f 2 ¢, ober ¢‘m = c fein mufs.
Nus wei Gleichungen mit ziwei Unbefannten fbnnen bemnach bie Werte

biefer Unbefannten muv dann beftimmt werben, wenn die beiben Gleichungen
von einanber unabhdngig find und einanber nidht wiberftreiten.

8. 222, Aur Bejtimmung von brei oder mehreven Unbefannten
miiffen eben jo viele bon einanber unabhingige unbd fich nidyt wibevftreitende
@leichungen gegeben fein.

Um ein ©pftem von mebreven jujammengehdrigen Gleichungen mit eben
fo vielen Unbefannten aufjultfen, wenbet man bdiefelben Methoden an, weldhe
in § 220 fiiv bie Aujléjung von zwei Gleichungen mit zwei lnbefannten
angegeben wurden. Wan eliminiert nimlich aus bden gegebenen Gleidhungen
eine ber lnbefannten, woburch man eine Unbefannte und jugleich eine Glei-
dung weniger erhdlt; aud bdiefen mneuen Gleihungen eliminiert man eine
jweite Unbefannte und felst diefes Verfahren fort, bid man juleht nuv eine
®leichung mit einer Unbefannten erhilt, aus weldher jich ber Wert biefer
Unbefannten evgibt. Der gefundene Wert wird in eine ber junddjt vorfevs
gebenben zwei Gleichungen fubftituiert und daburdy eine weite Unbefannte
bejtimmt. Die Beiben gefundenen Werte fubftituiert man bann in eine ber
vorhergehenven ®leichungen, u. f. w., und bejtimmt auf biefe Avt nacdh unbd
nach bie TWerte aller Unbefannten.

Brifpiel. 8x 4 by + 2z = 24,
6x —3y+ z= 3
4x 9y — 6z = 4.
RNady der Comparations-Methode hat man:
24 — 5y — 2z
i 8 24 — by — 2z __ 34 8y—z
3y — : 8 171 6 '
X = 3_‘1;_65.' z 1, folglidh {3+3y_z s o S 0
LT : AR e T
Yy 4 9{_-}—67

Aus den leten jwei Gleichungen ergibt fich, wenn man fie nad) y auflost :

60 — 2z
Yl e 60 — 2z 6 - 20z
6 4 Bog [+ DORE T — = gy ¢
LT TR

aus welcher lepteren ®leichung z = 3 folgt.
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Subjtituiert man den Wert von z in einen der fiir y gefundenen Aus-
4 ; 60 — 2 60 — 2.3

priie, 3. B. in y = W—“ —— =2

Werben endblid) vie gefundenen Werte von y und z in einen der fiiv x

: : 3+ 3y— s p

anfgeftellten Ausdriie, 3. B. in x = ;j—ﬁﬁyﬁ_z jubftituiert, fo erfalt man
5+32—3_ 4
e el
Qbfe biefelben bret Gleidungen aud) nad) der Subftitutions-Methode und nady ber
Methobe ber gleidhen Eoefficienten auf.

, fo hat man y =

3. Unwendung der beftimmten Gleidungen ded erjten Grabes,

§. 223. 3n jever Uufgabe, mag fie nur einen einzelnen bejonbdeven Fall
betveffen ober gan allgemein geftellt jein, werben gewifje Bebingungen ange:
geben, pemen bdie zu fuchenden Sablen geniigen follen. Dad Gejdhdjt ber
Algebra bei ber Auflsjung von Aufgaben ift ein dreifaches:

1. Der Anfat einer ober mehrever zufammengehiviger Gleichungen,
b. i. bie Uebertragung ber Vebingungen ber Aufgabe aud der gewshnlichen
Wortiprade in die algebraijde Seideniprace;

2. vie Aufldfung ber gebilbeten Gleichungen;

3. vie Didcufiion ober Deutung ded erhaltenen Refultates, welde
pie verfchiebenen moglicheriveife eintvetenden Fille und bdie Vebingungen bder
Logbarfeit der Aufgabe zu evivtern Bat.

Fiiv dag Anjepen ber Gleichungen finnen feine allgemeinen Regeln
gegeben werben; e§ ift bas Werf bed Schavffiuned und Fanm nur durd viels
filtige Uebung geldufig gemacht werben. Unfingern fann folgende Fegel als
einigermagen Tleitendbe Borjcrift diemen: Vian betrachte die gegebene Aufgabe
vorldufig al8 aufgeld8t und behandle die Unbefannte jo, wie e8 die Bedingungen
per Aufgabe erforbern; daburd) erhilt man fitv eine und diejelbe Grife zwei
verjchieben geformte Ausdriide, welche eimander gleichgeftellt bie verlangte
Gleihung geben. Die Digcujfion ift befonberd bamn von Widhtigleit,
wenn bad Refultat ein allgemeined ift ober eine negative AUufldjung enthdlt.

§. 224, Beifpiele.

1) Man juche eine Bahl, deven Ddlfte und dritter Theil jujammen 256
betragen.

Begeidhet x die gefudhte Sahl, fo ijt ihre Halfte 5 unb vev britte Theil 3,
bafer nacdh ver Bedbingung der Aufgabe.

4; + 3;— = 25, woraud x = 30 folgt.

2) A ift a Jahre, B b Jahve alt; nady wie viel Jahren wirb A

poppelt fo alt fein ald B? |
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Nadh x Jahren witd A a + x, B b 4 x Jabhre alt; man Bat baber
a+x=2(0b+ x), und
x=a—2h

Biscuffion. 3t hier a << 2b, o ift x = — (2b — a), alfo negativ.
Da eine negative Jahl Jahre feinen Sinn Hat, o ift in bdiefem Falle bie

ufldfung ber vorgelegten Aufgabe unmibglidhy. Witvbe man aber in ber obigen
Gleidhung — x ftatt x fegen, jo erhielte man
a—x=2 (b —x), unbd
x=2b—a.

Wenn man daher fragen wiirbe: Bor wie viel Jahren war A boppelt
fo alt al8 B? jo gibt die lefteve ®leidhung bafiiv bie Ljung x = 2b — a, -
b. h. vor 2b — a Safhren.

Dte negative Aufldjung einer Gleichung beg exiten Grabes genmiigt alfo,
wenn man fie pofitiv nimmt, einer anbeven Gleichung, welche aud ber erjten
purch Aenberung ber Vovzeichen ber Unbefannten gebilbet wird, und fann bie
Aufldjung einer Aufgabe enthalten, in weldher bie Fragezahl der vorgelegten
Aufgabe im entgegengefebten Sinne genomuen wird.

3) Bwei Kbrper K und K find auf einer geraben Linie in berfelben
Ridtung mit ben Gejdwindigleiten ¢ undb ¢ in gleihfdrmiger Bewegung
und gefhen gleichseitig bejitglich durch bie Punfte A’ und A“, von benen A
um d Qingeneinfeiten vitdwdrts von A liegt. Nad) wie viel (T) Beit-
einfeiten werden beide Kdrper zujammentreffen?

K' legt in T Beiteinheiten ¢/ T Lingeneinfeiten juviicf,

Bevsen b " et 1 " "

Da zur Beit dbes Jufammentreffend dber von K’ juriidgelegte Weg um
d gréfer ift ale ver won K* juviidgelegte, jo ift ¢’ T — ¢ T = d, baber

Moyl d

o — e
Discuffion, a) So lange ¢’ > c”, ijt T pofitiv und es gibt eine be-
ftimmte Reit, nach weldher die RKbrper ujommentreffen. Wenn ¢’ = c”,

alfo o/ — ¢ =0, fo wito T =15; bie Wnflbfung ift unmoglich. 9t
fitr biefen Fall auch d =0, b. h. gehen bie Kbvper gleichseitig burc) bens
felben Puntt, jo wirdb T = ?ﬁ pie Aufldjung ijt unbeftimmt, b. i. bie
Rbrper Haben, da fie in jebem Uugenblife sujammen find, nidt einen,
fonbern unendlidh bviele Reitpunfte ded Bujammentreffens. 3Jjt endlich
¢! <e, fowivb T = — ., woraus jolgt, bajd in biefem Falle bie
Aufldfung der Aufgabe, jo wie fie gejtellt wurbe, unmiglidh ift, wasé auch jdhon
an fidh einlenchtet, indbem fich ber hinteve Kbrper K’ [angfamer al8 ber vorbere
K*“ Bewegt, beive alfo nicht nur nie sujammentreffen, fondern fich von ein-
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anber immer mebr entfernen. Um dibrigens aud) bem negativen Werte von
T eine Deutung zu geben, dbarf man mur in dev gegebenen Aufgabe bie Frage
im entgegengefeten Sinne ftellen, ndmlich: Lor wie viel Beiteinbeiten waren
beibe Rbrper jufammengetroffen? Dann gibt der negative Wert von T pofitiv
genommen eine Aufljung der fo gednberten Aufgabe und driidt aus, baf bdie

el a il
smei Kbrper por s Beiteinfeiten jujammengetroffen waren.

b) et man — d fiiv d, b. i. nimmt man an, dafd ber Punft A’ vor-
waris von A" fiege, o erhdlt man T = c,:i“ — c,_ic,; ed gelten
baber hier bie unter a) fiir K/, A‘, ¢ gewonnenen Refultate Heziiglich von
K“, AY c", unb umgefebhrt.

c) Getsit man endlich — ¢” fitv ¢/, b. i. nimmt man an, dbafs fich ber
Kirper K“ gegen K in entgegengejefiter RMidhtung bewege, o wird
T=———r + <+ Wenn d pofitio ift, bebeutet T bie Beit, nadh) weldher bie
Kovper jufommentreffen. Fiir d = 0 wird audh T = 0, b. i. wenn bie zwei
Kirper gleidhzeitiy von bemfelben Punfte abgehen, fo find fie eben zur

Beit pes Abganged jufommen. it d negativ, dann wirdb T = — c,—_?_c,—,,

b. 1. bie beiben Kdrper maven vor e e Beiteinfeiten zujommengetroffen.

Wird aud ber obigen Gruudbgleihung nicht T, fondern eine anbeve alls
gemeine Grifie beftimmt, jo erhdlt man babuvch die Lbfung filr eine anbdere
verwanbte Aufgade. Die algebraifdhe Aufldjung einer allgemeinen Aufgabe
beantwortet baber nicht blof bie unmittelbar geftellte Anufgabe; fie liefert ju-
gleidh die Anufldfung fiiv eine gange Gruppe von vertwandten Aufgaben und
seigt Den inneven Sufammenbang, in weldhem bdiefelben unter einanbder ftehen.
Sngbejonbere biemen bie negativen Werte dazu, um bie Vefdranfungen auf
subeben, welche in eine Aufgabe gelegt wurben, und um dadburd) biefe in threr
Allgemeinbeit vollfidnbig u [Bfen.

4) Man theile bie Fahl 58 in 5met Theile o, bafs ber eine Theil um
16 fleiner fei al8 ber anberve.

Bejeidynet man den griferen Theil dburd) x und ben Fleineven burdhy y,
fo muf8 nach ben Bedbingungen ber Aufgabe

X+ y=58 b x =y 16
fein, aus welden Gleidungen x = 37, y = 21 folgt.

Diefe Aufgabe fann aud) mittelft einer eingigen Gleichung mit einex
Unbefannten aufgelést werben.

3jt ndmlich x ber grifere Theil, fo ift 58 — x ber Fleinere, und ed
mufé x = 58 — x -} 16 fein, woraud x = 37, baher 58 — x =21 folgt.

5) Man Hat wei gleidhartige Stoffe; von bdem eviten ift ber Wert einer
Ginheit = a, von dem weiten — b. Wan foll aus beiden eine Mijchung
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madyen, bie m Ginfeiten enthilt und von welder jebe Ginbeit den Wert ¢
hat. Wie viele Cinbeiten muj8 man von jedem Stoffe ju biefer Mifhung
nehuen?

€8 witd vovandgefelt, baf8 bder Wert der Mifdung gleich ift den
Werten der dagu verwendeten Stoffe.

Degeichnet x die Anzahl der Einbeiten, weldhe man von bdem exjten
Stoffe nehmen mujs, und y die UAnzahl dev Ginbeiten, weldhe man von bem
gweiten Stoffe nehmen mufs, fo ijt

X+ y=m und ax - by = cm, baher

L c==h P e o
X = m.m, y=

.m.
a—b

Die Aufjuchung bed Mijdungdverhdltnijfes ber beiben Duantitdten
x:y=(c—b):(a—c) bilbet die jogenannte Alligationdredhnung.

II. Anbeffimmte Gleidungen des erflen Grades.

§. 225, Fiithrt eine Aufgabe auf weniger Gleidhungen, als Unbefannte zu
beftimmen {ind, fo fann man durd) wieberholtes Eliminieven ber Unbefannten
immer zulest eine eingige Gleidhung mit wei ober mefhreven Unbefannten
ethalten. Wird aus biefer Gleihung bdie eine Unbefannte buvd) bdie {ibrigen
audgedriidt, fo fann man fiiv bdiefe lefsteren unendlich viele verfdhiedene Werte
feen, und erhdlt bann auch fiir die erfte Unbefannte unendlich viele Werte.
Gine jolhe Gleichung ift daher unbeftimmt.

Diufig wivd bei derlei Aufgaben die Bahl ver Aufldjungen burd) bie
Forberung befchréntt, daf8 bie Werte der Unbefannten gange, ober gange unbd
sugleich pofitive Jahlen fein follen. In biefem Falle Heifit bie Aufgabe eine
Diophantifde.

Auflofung in gangen Bablen,

§. 226. Gine unbejtimmte Gleidung (&6t feine Aufldjung
in ganzen Zafhlen ju, wenn dbie Coefficienten ber Unbefannten
einen gemeinjdhaftliidhen Factor haben, burd) melden basd belannte
©lied nidht theilbar ift.

Beweis, G8 fei die auf die einfacbfte Fovm gebrachte Gleichung

ax + by =¢,
wo a, b, ¢ belichige gamze Bahlen vorftellen. Haben a und b bas gemein
fdhaftliche Maf m, duved) weldjes ¢ nicht theilbar ift, jo hat man

a b S
?'x+€;'y—m'
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Da nun %, % ganze Sahlen find, fo Bunen nidt jugleid x, y gdn&e Bahlen

fein, weil fonjt aud) = . x 4 £ .y, folglih auch I% eine gange 3ahl wive,
mwad gegen bie Borausfebung ift.

§. 227, Gine Gleidhung ded erjten Gradbes mif zwei Un:
befannten, beren Goefficienten velative Primzahlen {ind, Bat
unendlidh) viele Aufldéjungen in ganzen Jahlen.

Beweis, 1. Die Gleidung ax + by = ¢, wo a und b relativ prim
finb unb a al8 pofitiv vovausgefesit werden fanm, [Gf8t immer eine Anflbjung
in gangen Bablen ju.

Denn jubjtituiert man in den aus diefer Gleidhung folgenden Ausdrud
c—'Db
_ay
filr y nad) und nach die a Werte 0, 1, 2, 3,...a — 1 und bivibiert die
paburd) fich ergebenden a TWerte von ¢ — by burdh a, fo miiffen die dabel
erfheinenben Divifionsvefle fdmmtlich) verjdhieden aqusfallen. Sind ndmlid) m
und n wei von den Bahlen 0, 1, 2...a — 1, und iiivben ¢ — bm und
¢ — bn burch a bibidievt benjelben Jejt r geben, jo bajd

¢c—bm=aq+r umd ¢ —bn=aq, 4 r

wdve, fo erhielte man, wenn man beive Gleidyungen jubtvabiert,
b(m —n) = a(q, —q), ober b—("’f‘,,‘—“) =¢q —q.

8 miifste alfo b(m —n) durd) a theilbar fein, was nadh §. 75, 3 nicht
miglidh ift, ba b und a velative Primzahlen find, m—n aber fleiner ald a
ift und alfo nidyt burch a theilbar fein fann. Die Rejte, welche itbrig bleibem
wennt man fene a Werte vor ¢ — by bdurdy a bividbiert, miiffen aljo alle
verjhieden fein; e mujd babher, ba fie jugleid) jdmmtlich Eleiner al8 a find,
einer unter ihunen, gleich Null fein. E8 fei nun B dber Wert von y, welder dem
Refte O entfpricht; dann wird

c —bp
S Ty

o o eine gange Bahl vovjtellt. Der vorgelegten Gleichung gemiigen aljo bie
Sanzen Sahlen

=== @ o =

2. Hat aber die Gleidhung ax + by =c eine Anfléjfung in gangen
Bablen, fo [G]8t fie deven unendlich viele u.

Denn ift fiir diefe Gleidung x = o, y = g eine Anfldjung in gangen
Rablen, fo hat man

ae 4+ bg =c,
Dann it auch
ae — abu -+ bg + abu = ¢, ober
a(e —bu)+b({B+au) =c
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Derv gegebenen Gleichung geniigen fomit allgemein bie Werte
x=o0o—bu y=p8+ay
wo u eine willfiirliche pofitive ober negative gange Zahl bejeichnet.

§. 228. Aufgabe. Gine unbeftimmte Gleidung des eriten
®rabesd in ganzen Bahlen aufuldjen.

Die Aufléfung gefchieht nach einer ber folgenden Methoben.

I Durdy Subjtitution.

Man bejtimmt aud ber Gleichung bden Wert berjenigen Unbefannten,
beven Qoefficient ben fleineven Bablenwert hat, und fubftituiert bavin fiiv bie
anbere Unbefannte nad) und nach bie Bahlen 0, 1, 2, 3..., bi8 fiir eine
piefer Subijtitutionen auch bder Wert bder erjten Unbefannten eine gange
Bapl wivd.

Dieje Anflsfung beruhet auf dem zu §. 227 gegebenen Beweije.

Beifpicl. E8 fei bie Gleidhung 4x — Ty = 75.

Man erhdlt davaus

unb ift verfichert, dbaf8 wenn man bavin filv y einen bev viev Werte 0, 1, 2, 3
fetst, einer der zugehrigen LWerte von x eine ganze Rahl fein wirdb, fo bafs
man alfe hichjtens vier Verjuche ju madhen braucht. Man findet fiir y = 3
5 + ) i g@ Ly

Die vorgelegte Gleichung [afst aIfo bie QquIdTuug x=24, y =3 ju, und
alfe iibrigen Aufldjungen in gangen Bablen find gegeben durdy bie Formeln
x=24+4 70, y=3+44u,

wo u eine willkiirlide ganze Zahl bebeutet.
PMean finbet daber folgende Auflbjungen:

171778 PSR —2] =0l 0 1’ .
it = =28 0 17‘ 24 31 38 e
y= %25 1‘ 7[ AL

Das hier angegeberne EBelfaﬁten fann fehr me1t[auftg rnerben, tvenn bie
Coefficienten beiber Unbefannten grofe Sablen jind.

II. Durch Reduction. (Guler’jche Miethobe.)

®ang einfach gejtaltet fic) bie Aufldjung, wenn bie eine Unbelannte
pen Goefficienten 1 hat. 3. B. aué ver Gleichung x + by = c folgt
x = ¢ — by; man fann Bier fiiv y jebe beliebige ganze 3ahl fefen und
exhdlt bann audh fiiv x eine gange Zabl.

Auf diefen Fall (48t fich durd) folgendes Verfahren audy jebe anbere
Gleichung

ax tby=c¢c

suriidfithren. Dan fucht den Wert fifr diejenige Unbefannte, weldhe ben flei-
neven Goefficienten hat, fdheidet aué dem gefunbenen Quotienten bie barin
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enthaltenen Ganzen aué und jefit den in Brudform exfdeinenden Reft eimer
newen Unbefannten gleih. Die jo gebilbete Hilfdgleichung (B8t man in Bejug
auf bie jweite ber urfpriinglichen Unbefannten auf, behanbelt bem erhaltenen
Quotienten wie den fritheven und fest diejed Berfahren fort, bi8 man enblidy,
ba bie Coeffictenten in ben DHilfégleichungen tmmer fleiner werben, auf eine
®leichung fommt, in welder bie eine Unbefannte bden Coefficienten 1 Hat.
Wird jobann ber Wert fiiv biefe Unbefannte nad) und nad) in bie vorher-
gehenden Gleihungen jubftituiert, jo evhdlt man julett bdie Fovmeln fiiv alle
gonzen Werte pon x unbd y.

Beifpiele.

1) €8 fei bie Gleidung 19x — 8y = 52 gegeben.

268t man biefelbe nach) der Unbefannten y, weldhe den fleineven Coeffi-
cienten fat, auf, fo erhdlt man
19x — 52
R
ober, twenn man aud biejem Quotienten die davin enthaltenen Gangen ab-
fonbert,

y-—-2x—6+ix———4.

Da x und y ganze Sahlen fein jollen, fo mufd audy der in Brudhform
erjdheinende Ausbrud 3%13 eine gange 3abl fein. Sept man Bxs_ -
fo Bat man

y=2x—6+4+u ... 1).

L8t man die Dilfegleichung 2% s_- i u, nadh x auf, fo erhdlt man

8u, -+ 4
3 ’
ober, weni man aué diefem Quotienten die Gangen audjcheidet,

x=2u1-{-1+2i3—ﬂ.

X ==

Da x unb u, gange Sahlen fein follen, jo muis aud 2“‘3¢ eine

foldhe fein. Begeihnet man fie durdh u,, fo ift
x=2u, +1+4u, ... 2).
Die Gleichung 2“—‘3"!1 = u, gibt nadh u, anfgeldst

Fpheriainy =t
__“'-'__=u2+“=_“

b Wdies 0 2 !
unb wenn = LA gefegt mwird,
== -fom s d)s
Aug = l— fotgt endlidy bie Gleichung

ngi=2ugiel Lo, )
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in weldyer die Unbefannte u, den Goefficienten 1 hat und fiir jeden beliebigen
ganzen Wert von u, eine gange 3abl wird.
Sept man nun den Wert von u, nad) und nad) in die friiheren Glei-
dungen 3), 2) und 1) ein, o evgibt jich
U, =2u; + 1+ u, = 3u; + 1,
x =6u; +2+ 1+ 2u;, + 1=8u, 4,
y =16u; 48 —6 + 3u; + 1 = 19u, 4 3.
Die allgemeine Aufljung in gangen Sahlen ift aljo gegeben durdh bie

Formeln
x—8ut4, y = 19u + 3,

wo fiir u jebe beliebige gane Zahl gefest wevden famn.

fir u=.,.—10 | — 1] 0 1 10]
ift x=... —76| — 4 4 12/ 84| ...
y=...—187 —16| 3| 22193 ...

2. €8 fei bie Gleidhung 11x 4 28y = 106 in ganzen Sahlen aufs
ulBfen.

11x + 28y = 106 gibt x = 2T 8% =9 L g9y 4 T= 63

=9 -2y + u,
7ig 72,y 1—8a,
.____1..1..)I == n. Y. = STV S 7 bl j iR u, + L,,,é,,t,l,

=1—u 4,
1—56na 1——-61.12 1 -,
ﬁ_ﬁ__i =10, O e R T T LI b BT

== Uy, rollss
l—?—ui =5 o gl =1 = b

Hievaus ergibt ficdh burd) allmdlige Subititution
0, ==1406u, +u;==1+46u
y == 1 4 11— 6y 4 1016 ‘=3 — 11 u,,
x =9 — 64 220, — 1 4 6u; =2 4 28u,,
o u, jebe Deliebige ganze Bafhl fein fann.
III. Meittelft per KRettenbriiche. (Methobe von Lagrange.)
Um fiir die Gleidhung ax = by ==¢, wo a, b undb c pofitive
Bablen find, eine Aufléjung in ganjen Sahlen ju erhalten, vermanbelt man
= in einen Rettenbruch) und bevechnet ben vorfeften Niherungsivert desjelben

b
w5 ,E_- Da % __% ey ;‘f_ql, aljp aq — bp = =1 (§. 124, 1), baher audh
ach — bep — == c ijt, fo Haben x unbd y bie abjoluten LWerte cq und ep,
nub’ 3war mit denjenigen Bovzeichen, welcdhe mit Riidficht auf die Borzeichen
ber worgelegten ®leichung ber iventijhen Gleihung acq —bep =+c
fieniigen.

Modnil, Avithmetit undb Algebra, 10
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Beifpiel. E8 foll 9x + 29y =15 in gangen Bablen aufgeldst werden.

Man vermandle 2% in einen Rettenbruch und bejtimme ben bvovlehten
Niherungsbrudy = Da o — == 1, alfo 9.13 — 20.4=+1 um
9.13.15—29.4.15 =15 ift, fo bilben x =13.15=195, y=—4.15=—60
eite Aufldjung der Gleihung in gangen Sablen, und man erhdlt dann als
allgemeine Lbfung

x = 195 — 29u, y = — 60 + 9,
wo bdie Pilfé-Unbefannte u eine willfiivliche ganze Bahl beseichnet.

§. 229. 1. Um ein Syftem von jwei Gleidhungen mit brei Un-
befannten in gangen Bablen aufjuldfen, leitet man au$ bdemfelben buvch
Glimination eine Gleidhung mit 3wei Unbefannten ab unbd [08t bdiefelbe nach
einer per in §. 228 angefithrten Methoden auf. Subftituiert man bdann bdie
gefunbenen allgeneinen Wexte bdiefer beiven Unbefannten in eine der Gleir
dungen, welde audy bdie dritte Unbefannte enthalten, und (68t bdiefelbe al8
eine zweite unbeftimmte Gleidhung anf, fo evgeben fich juleht die zujammen:
gehirigen Ausdbriide fiiv alle drei Unbefannten.

2. Um eine unbeftimmte Gleichung mit mehr als zwei Unbe-
fannten in gangen Zaflen aufjuldfen, wenbet man die in §. 228 unter IL
entmidelte Rebuctionsmethode an. Vian fommt aud) hiev zulest immer auf
eine ®leichung, in welder bie eine Unbefonnte 1 jum Coefficienten Hat, und
exhdlt pann durd) gehirige Subftitution bdie allgemeinen Ausdriide fitr die Un-
befannten ber gegebenen ®leidhung, in denen jeboch meift mehreve Hilfs-
Unbefanute erjcheinen.

Aufldfung in gangen und pofitiven Bahlen.

§. 230. Die Gleidhung ax + by =c hat eine begrenyte, bie
®leichung ax — by — c eine unbegrenzte Anzahl von Aufldjun
gen in gangen pofitiven Sahlen.

Beweis. Die Aufldfungen in gongen Jahlen filv die Gleidhung ax
-+ by = c enthalten bie Fovmeln

x=¢—buy  y=28+4 au
Sollen nun x und y pofitiv fein, jo mujs

¢—bu>0 und g+ au=>0, alfo

w<< 4 um s F
a

fein. Dian erhdlt daher nur fiiv jolde ganze Werte von u, welde zwijden
ben - Grengen {— unbd —:i; liegen, gange und pofitive LWerte von x unbd ye
Der Gleidung ax — by = c geniigen bie gangen LWerte
x=a+buy y=§8+4au
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Damit x und y pofitiv feien, mufs
c+bu>0 ud g4 au>0, alfo
u>-— —g- unb u>— aﬁ

fein.  Da e& unenblid) viele ganze Werte von u gibt, welde > — —E‘v und
jugleich >——‘:— find, fo onmen audh x und y unenbdlid) viele gange unbd

pofitive Werte Haben.

§. 231. Aufgabe. Gine unbejtimmte Gleidhung des evften Gra-
bed in gangen pofitiven Bahlen aufzuldjen.

WMean ftellt zuerft die allgemeine Lojung in gangen Bahlen auf und be-
jhranft dann bie nodh willkivlichen Werte fitv die Hilfs-Unbefannte jo, bafs
pie Ausbriide fiiv die Unbefannten dev gegebenen Gleicdhung pofitic werden.

Brifpicle. 1) E8 foll bie Gleihung 13x - 19y = 356 in gangen
pofitiven 3abhlen aufgeldét werben.

Bur Aufldjung in gongen Bohlen exhilt man

x =42 —19u, y=— 10+ 13u

Damit nun x und y pofitiv feten, mujsé

42 — 19u >0, alfp uw=< 4%, und
— 10+ 13u >0, aljo u> 1% fein.

Filv u fonwen baher nur gange Werte jivijdhen den Grengen 14 und 4,
fomit nur die jwei Werte u = 1 und u = 2 gejetst werden. Die Gleichung
fafst alfo zwei Aufldjungen in gangen und pofitiven Sabhlen zu:

fMira=1 witbixl= 23, v —="3:
" Wrei2 n X = 4,}"216

2) Man oje die Gleidung 13x 4 1Ty = T7 in gangen und pofitiven
Bablen auf. ;

Die Gleidhung in ganzen Sahlen aufgelvst gibt

x=2—11n, y=38 +.13y,

Damit 2 — 1Tu> 0 und 3 + 13u > 0 iwerve, mufé u << % und
U > — % jein. Da man fiir u nur gange Bablen, die Null mitgevechnet,
fegen darf, fo fann bie einzige Subjtitution u = 0 filv x unb y game und
pofitive Werte geben; man erhilt dafiir x = 2 b y = 3.

3) Die Gleidung Tx — 17y = 50 in ganen pofitiven Bahlen auf-
sulbfen.

Die gangen Werte von x und y enthalten die Fovmeln

x=17u 412 md y="Tu 42,
aué denen man fogleidy erfennt, bafé fiiv u feine negativen Wevte, dbagegen O
unbd affe pofitiven gangen Bablen gefest wevden bifvfen. Die Aufgabe hat

unendlich viele Aufldfungen; 0%
1



fiir w == O noRLehen.
erhdlt man x =12 | 29 | 46 | 63 |...
y= 2| 9|16 |23 [...

4) Der Brud) 220 foll al8 Summe zweier Briiche davgeftellt werden,
peren Menner 7 und 11 find. ‘
Deifien x und y die Bdhler der gefuchten Briihe, jo Hat man
X b 230

+ + 17 = 77 ober l1x + Ty = 230,

Dieje Gleidhung in gamgen Jahlen aufgeldst gibt

x=5—"Tu, y=25+ 11lu.

Damit 5 — Tu=>0 unb 25 + 11u > 0 werbe, mujd u << & unb
u> — 22 gefest wevden. Diefen Bedingungen entjprechen fiir u nur bdie
prei Wevte 0, — 1, — 2. Dean Hat baber

L e | el O i e
g W ERNLPCES R ICL] PRt i) 4%
Al ==L ST e P 4 — i

Die gefuditen Briide {ind bemnady ‘

£ unb 3%, ober 42 undb 1%, ober 4 unb 3.

III. Beffimmte Gleidungen des jweifen Grades.
1. Quabdratijfie Gleidungen mit einer Unbefannten.

§. 232. Die allgemeine Fovm einer geovdneten Gleichung bed mweiten
®rabes ift

px?+qx =r,

ober, wenn man beibe Theile per Gleidhung, durch p dividiert,
xt L xg—=7T
P P

Sest man % = a unb Y:" = b, fo erhlt man al8 biejenige allgemeine

Form, von der in der Folge immer ausdzugehen fein wird:
%2k ax =],

Heine quadrotifdye Gleichungen.

§. 223. Sepst man inder allgemeinen quabratijhen Gleicdhung x* - ax =b
a=0, o ethilt man al8 bdie allgemeine Form einer georbneten veinen
quabratifden Gleichung

%2 —bh!
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Bieht man aué beiven Theilen die Duadbvatwuviel, fo evgibt fidh
===t
Gine veine quadratifdhe Gleidjung hat alfo jwei entgegengefetste Wurzeln;
iit b pofitiv, fo find biefelben veell; ift b negativ, o find fie imagingr.

Brifpicle.
Sl ) x4 =—HlhH e i
o VR S e e e A — e

Gemifdyte quadratifhe Gleidyungen.

§. 234. Die allgemeine Form einer geovbneten gemifdhten quabdra-

tifden Gleichung ift
x4+ ax=h

Grgingt man ben erften Theil u bem volljtindigen Quadbrate eined
Binoms, inbem man zu beiben Theilen dag Quadrat bed halben Coefficienten

von x, ndmlich i;. abbiert, fo evhilt man
x9+ax+§=§+b, ober
a\¢ 33
(X + ‘g) =53 +b;
und wenn man aud beiben Theilen die Quabdbratwurzel auszieht,
a BT
x + T i “—F. ‘/T +b,

a a?
x:—?i ‘/I-l——b'

3n einer geordneten gemijdhter quabratijden Gleidung
ift bemnach die Unbefannte gleidh pem halben Coefficienten ber
erften Potens der Unbefannten mit entgegengefetem Borzeis
den, mefhr ober weniger ber Quabratwurjel aus ber algebrai-
fhen Summe des Quabdbrates diefesd Halben Coefficienten unbd
bed von dber Unbefannten freien Gliebes.

Diernad) hat auch jebe gemijchte quadratijhe Gleichung zwei Warrzeln.
Diefelben find

2 3
veell unb ungleidh), wenn ber Ausprud 5 + b pofitiv,

veell unb gleich, wenn bdiefer Ausdbrud Null,
complex und conjugiert, wenn berjelbe negativ ift.

folglich

Brifpiele.
1) x¥—6x =16.
x=8+)V0F+16=38+1V 25H=3=%5;
baber entwepberx — 3 +5H =8 oper x =3 —5=—2.
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2) x* 4 Tx + 12 = 0; geordnet x* 4 Tx = — 12

B 7+‘/~_12_____‘/49 —48
7 it
=—§"i\/4 Sheo b iy

x=—1+4i=—4%=—3, ober
3) x2— 2x 4 2=0; geordmet x* —2x = — 2,

x=1x)1—2=1%}) —1L
Bufa, Sind in ber allgemeinen quadratijhen Gleihung x* +ax=>
bie befannten 3ahlen a und b ivvational, 3 B. a=T A mbdb b = /B,
o baj8 bie Gleichung die Form
x*|+ VA.x=VB

annimmt, o evhdlt man

x——g ‘/—+VB

Bei alfen Gleichungen diefer Art fommt man auf einen Ausdbrud von der

Form 1Vp £ 1Vq. Wie ein foldher Ausbvuct beftimmt, v. 1. wie ausd einem
irvationalen Binom die Quabvatwuriel ausdgeogen wivd, ift in § 175 geseigt
wordern.

Bejiehungen ywifdyen den bekannten Bahlen einer quadratifchen Gleidyung
und ihren Wurpeln,

§. 235. Die allgemeine Fovm einer auf Null vedbucievten quabras
tijden ®leichung ift
x*+ Ax }B=0.
Nean nennt in diefem Falle den eviten Theil x* + Ax + B das
Oleidungstrinom.
Jit m eine Wurgel der Gleihung x* -+ Ax + B =0, jo beifit
x —m ein Wurgelfactor derfelben.

1. Dag Gleidungstrinom einev jedben quabdratijden Glei
dung ijt burd) ihren Buvselfactor theilbar,

@8 ift
(x* + Ax + B): (x = m) = x + (A + m)
x? —mx
— +
(A+mx-+ B
(A+m)x — Am — m?
~ o

Reft — m®+ Am + B.
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Da m eine Wuvzel der vovgelegten Gleichung ijt, aljo fir x in bas
Lvinom x* 4 Ax + B fubftituievt biefes auf Null vedbuciert, fo ift der
friiheve Rejt m* 4~ Am ++ B = 0, undb daber

x*+Ax+B):(x—m)=x+ (A +m).

2. Jebe quadratifde Gleidhung hat 3wei, aber aud nur
gwei Wurzeln.

Sebt man in bem obigen Ausdbruce

(x*+Ax+B):(x—m)=x+ (A+m)
A4+ m= —n, jo wird
(x*+ Ax 4 B): (x — m) = x — n, folglidh
x*4+ Ax +B=(x—m) (x — n),

©a aun der Yusdbrud x* + Ax 4 B nidyt nur fiv x = m, jondern
audh fitv x = n in Null itbevgeht, fo ift nidht nur m, jondbern aud) n eine
Burzel der Gleidhung x* + Ax + B = 0.

Hitte x* + Ax 4 B = 0 nod) eine dritte von m und n verjdhiebene
BWurgel p, fo mitjdte (p — m) (p — n) = 0 fein, wad nicht miglich ift, da
in biefem Probucte fein Factor Null ijt, ein Product aber, bdeffen Factoven
bon Null verfdyieden find, nicht gleich Null jein fann.

3. Das Gleidhungdtrinom einer jeben quadratijden Glei:
dung ift gleich pem Prodbucte ihrer Wurzelfactoren.

4. Devr Goefficient dbed zweiten Gliebesd ift gleid) ber
©umme, und bas dbritte, von der Unbefannten freie Glied bem
Brodbucte aus ben entgegengefest genommenen Wurzeln,

Diefe zwei Sise folgen aus 2., ba
X+ Ax+B=(—m) (x—n) =x*— (m + n)x + (—m.—n),

glfp A=—m —n mdb B= —m.— n ift.

Bufite. a) Mit Beachtung des Sates 4. et fih aus ven Vovzeiden

ber Wurgeln einer quabvatijchen Gleichung auc) auf die Vovzeichen ihrer
®lieber und umgefehrt aus den Bovzeichen bev lehteven auf jeme der evjteven
{dhlieRen.
b) Hat man eine quabratijhe Gleichung von ber Form (ax — b)
(ex —d) =0, jo fann man ftatt berfelben zwei Gleichungen bes erften
Graves ax — b =0 und cx — d = O aufldjen; bie Wurzeln diefer we
Gleichungen genitgen augleich der Gleihung (ax — b) (ex — d) = 0.

§. 236. Aufgaben. 1. Gine quadratifde Gleidung ju bilben,
weldhe ymwei gegebene Jahlen ju Wurjeln hat.

Seien 3. B. 3 unb — 4 bdie gegebenen Jablen, fo nehme man biefe
mit entgegengefeten Borzeichen, ndmlich — 3 und 4, und bilbe bavon

bie Gumme = — 3 +4=-+ 1, und
bas Product = — 3 + 4 = — 12;
bann ift x?}x— 12=0 bie Gleichung, welche 3 undb —4 zu Wurgeln Hat.
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2, Ginen Augdbrud von ber Form x*+ax + b in Factoren
3u jerlegen.
Man fese x4+ ax + b = 0, weldhe Gleichung

-—a—f—Va"—4b S L T
2 2

Xy i— 1np Xy, —

su Wuvgeln Bat; dann ift nad) §. 235, 3

x4+ ax 4+ b= [x - a—]/;* tib] [x—f—a_H/;i" 4b].

Oft 3 B. x* — 3x — 28 in jwei Factoven ju zerlegen, fo fege man
x?—38x — 28 =0. Die Wuveln diefer Gleichung find x, =7, x,= — 4,
baher die Wurselfactoven x — 7 und x -+ 4; fomit

x*—3x—28=x—17 x+49.

Bufo. Soll der Ausbrud ex® -1 fx -+ y in Factoven jerlegt werben
fo bringt man ihn auf die Form o (xg —|-——'§X -{-—Z), vermanbelt den Hus-

brud in den Rlammern mitteljt der Wureln der Gleichung x —|— =X b L=
in ein Product zweier Factoven umdb multipliciert diefed noch mtt a. 3 .58
92 —3x —2=9 * —4x— P =9 (x+ 4 x— .

2. Beftimmte quadratijpe Gleidungen mit mehreven Unbetaunten.

§. 237. Gnthdlt eine quabdbratijche ®leichung mehreve Unbefannte, fo
loffen fich biefe, wie bei ben Gleichungen bded exften Grabesd, nuv bann be-
jtimmt angeben, wenn fo viele von einanber unabhingige und einanbder nicht
wiberjprechenbe Gleicdhungen vorhanden find, ald Unbefannte beftimmt werben
folfen. Die Auflsjung gefchieht auch BHier nach ven in § 220 angegebenen
Gliminations-Methoden, durd) welche man fchlieRlich auf eine einzige Gleichung
mit einer Unbefannten fommt. Die Endgleichung itberfteigt febody im allge-
meinen ben weiten ®rad, fobald von ben gegebenen Gleichungen mehr als
eine dom weiten Grad ift, und fann dann nadh ven hier vorgetragenen Lehren
nicht gelBst werben.

Beifpiele.
1 —
s t;: :} nach ber Comparationdmethobde.

Aug diefen zwei Gleichungen folgt:
o "; }bai)ex a—y= >, ober geordnet
y*— ay = — b, wovaus fich

= — ‘/— — b, und jomit x = :i o ‘/4—-— b ergibt.
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Pean fonnte bier mit Riidfidt auf § 235, 4. aud fo {dhliefen :
BWenn jwijden gwei Gréfen x und y bie beiben Gleidhungen x 4+ y = a und
xy =" gegeben find, fo find x und y bie Wurzeln ber Gleihung x* — ax 4 b = 0.

Az =y —
x? 4 2y'= 118
BWird der Ausbrud x =y + T, welder aus der exjiten Gleichung
folgt, in bie weite jubftituiert, jo Hat man
(y + 7)° + 2y* = 118, cber geordnet y* 4 =7 = 23,
weldher Gleidung bie Wurgeln y =3 und y = — 42 entipred;en.
Werben biefe Werte von y in den Ausdbrud x =y + 7 fubftituiert,
fo erhdlt man x = 10, ober x = — .
3) x* + y? = 89 . & ik
. oAy nady per Methobe ber gleichen Eoefficienten.
Durd) Adbition und Subtraction bdiefer Gleichungen evhdlt man
2x9=128]b1.7 x? =64 x =+ 8
2yt = 50 ' "M y2— 95

}nad) ber Subititutiondmethobe.

§. 238. 3u vielen Fdllen fiihren befondere Kunitgriffe einfacher jum
Biel, al8 die gewshnlichen Gliminations-Methoden. Dabei fuc)t man aus den
gegebenen ®leidhungen junichjt die Summe, Diffevens bad Prodbuct ober ben
Quotienten ber Unbefannten, und entwidelt dann evit aud diefen Grifen bie
Werte per Unbefannten felbit.

Beifpiele.
1) x4+ y?=a.
xy = b. .
Multipliciert man die yweite Gleichung mit 2, und verbindet die meue
Gleidhung mit dev erften duvch Adbdition und durd) Subtvaction, jo evhdlt man
(x 4 y)* =a + 2b, baber x +y == }/a + 2b,
(x_"}')gza»—Qb; X—y:i]/a,-—Qb;
folglich x:if (Va+ 2b+Va_—2b),

2) x* + xy =ay,
yg + Xy = bx.
Bringt man bie Gleichungen auf die Form
&ty =am L E&+y)=b
fo evhdlt man purd) Multiplication und Divifion

(X _,_ y)q — ab wund (-;—)n‘_— %, bﬂf}ﬂ'
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x Ly =] ab. und —;— = xo V%, woraus fid)

—ab4al/ab abFbVav .
x = ;hj,b,__unb y:—-———-—a_b—elglbt.

3) xy=3a, Xz=D>b, yz=c.
Multipliciert man die evften jwet Gleichungen mit einander unbd bividiert
pad Probuct durd) die dritte, fo erhdlt man
b ab
o aT, pafer x = = a?.

Auf dhnliche At finbet man

y == /A w22
4) xy +xz=13a, xy+yz=0b, xz} yz=c.
Sefst man xy = x, xz =1y, yz =12’ fo hat man
x+y=8x+z=>byt+z=c
Darausd folgt
at+b—c
2
pann erhdlt man, wie in 3),

i "(a+b—c)(aftec—h)
X_iv S he—18)

il at+tb—c (bt+e - a
o = ‘/ Sia Lob), .

Sy ‘/W{ai—f-cfb) (b+c—a)
S 2 (a4 b —c) <

a—tfe—b

= b4 2 — YT

ol Py 5 ol b+c—a
R —iTyi— Vi X7 = =~—~+2—;

IV. Anbeftimmte Gleidinungen des jweifen Grades.

§. 239. Die allgemeine Form einer quadratijdhen Gleidhung mit gwei

Unbefannten ijt
Ax*+Bxy+Cy"+Dx+Ey +F=0.

Dabei find jwei Hanptfille ju unterfdeidben: entmeder fommt bie eine
Unbefannte, 3. B. y, nur in der evjten Potenz, oder es fommen beide Un-
befannte in ber jweiten Poteny vor. Jm evften Falle exhilt man fiir y einen
bon x abhdngigen Ausdrud in vationaler, im weiten in ivvationaler Form.
3n beiden Fiillen geniigen der Gleidhung unendlich viele Werte von x unbd y;
bie Bahl bder Anfléjungen wird jebocdh gewdhnlich durch die Bebingung be-
fohrintt, baj8 fitv quabratifhe Gleichungen, in denen die eine Unbefannte nur
in ber erften Poteny vorfommt, x und y gange pofitive, fiiv Gleichungen bda:
gegen, in bemen x unb y in ber zweiten Poten; vorfommen, diejelben minbe-
ften8 vationale Baflen fein follen.
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Die Schiwievigleiten bei der Lojung der unbejtimmten Gleichungen bes
sweiten Grabes find ungleich grdfer und mannigfaltiger, al8 bei den Gleidungen
bed evjten Gradbed. DHier follen muv die widhtigeren hieher gehivigen Aufgaben
unterjudht werben,

§. 240. Aufgabe. Eine quadratijde Gleidung mit jwei Un-
befannten, von benen bie eine nur in bder erften Potenz vor-
fommt, in gangen pojitiven Safhlen aufzuldjen.

Rommt y muv in dev evften Poteni vor, jo hat die quadratijche Gletchung
ywifden x und y bie Form
‘ Ax® + Bxy + Cx 4+ Dy 4+ E =0,
wo A, B, C, D unb E al8 gange Bablen, unb iiberbied bdie Coefficienten ber
Unbefannten al$ velative Primzahlen (§. 226) anjunehmen feten. L8t man

bie Gleidhung nady y auf, jo folgt
—Ax*—Cx—E

i Bxat Donaitl,
ober, wenn man wirflid) dividiert, bi8 ber Rejt fein x mehy enthilt, ein Aus-
pruc pon der Fovm

i P

y_mx—l—n-l—Bx_i_D.
Sind m, n, p Briihe, jo exhilt man duvd) Weultiplication mit dem
fleinjten gemeinjchajtlichen Bielfachen der Nennex eine Gleidhung von ber Fovm
d
ay = bx 4 c -4 B—x—i,_—D
Damit nun x und y gange pojitive Sahlen jeiew, mufs junddjt d dburd
Bx 4 D theilbav fein; man gerlegt dafer d in alle feine Factoven, nimmt
fitr x nuv jolche gange pojitive Werte, fiiv weldhe Bx 4 D ein Factor von
d ijt, und wihlt bann von bdiefen Werten felbjt nuv bdiejenigen, fiir weldpe
aud) y pofitiv wird.
Beifpicl. ©8 fei 2x* - 3xy —4x — 2y — 20 =10 in gangen po-
jitiven Bahlen aufjulbjen. Nan evhalt

196
—ox'-4x42 2 8 o
Y = 3z — 2 _—?X+9+3x—2’
. 196
baf)el‘ 9y2—6K+8+3T—72‘

Nun fudht man alfe Factoven von 196 (§. 87, Jujak) und feft
3x —2=1,2, 4, 7, 28, 49, 98, 196, baber
x =il;2, 2 810, 17;4%"66.

Sny=— 2*;}22"'20 ift ber Nenner fitr jeben gangen pofitiven Wert

von x pofitiv; damit aud) bev Bdhler pofitiv werbe, dbarf man filv x mw
foldhe gamze pofitive Werte jelsen, weldhe fleiner ald D find. Bon ben obigen
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Werten von x {find bemnach nur 1, 2, 3 braudpbar, und man findet drei
Anflbfungen in gangen pofitiven Sahlen:

= ==l 38203 ;

y = 2228 2.

§. 241. Aufgabe. Gine quadvatifdhe Gleidung mit jwei Un-
befannten, vonbenen einenuv inder jweiten Potenz vorfommt,
in vationalen Zahlen aujzulsfen.

Die allgemeine Form einer jolden Gleidhung ift

yi=ax?+4 bx + c.
Die Aufldfung foll hier nuv fiir einige einfacheve Fille gezeigt werden.
1. @8 jet a = m? ein wollftinbiges Quadvat. Man fese
yzvm:mx—l—p, aljo
2 - bx + ¢c=m%% 4 2mpx + p%,

woraus PO e
b—2mp
folgt, wo p eine Beliebige vationale Sahl bebeutet. Hiernadh wird
Lo bp— 2184 .
y=mxfp= p_zr:lp“ +p="0F b’ipgmpmc, alfo rational.
Mt 3 8.y = V9% + bx + 3, fo erhilt mon x = —:,)P "63;) und
y= SP—SLU, wo man fiir p jede beliebige vationale Sahl, p __-aués

genomuen, iegen foun. Fiv p=1with x =2 unb y=17.
2. @8 fei ¢ = n®ein volljtdndiged Quabrat. Man feke
y=)Vax*4+bx+ n*=px +n, alfo
ax? +bx 4 n® = p%k*t 20px + n?
np* — bp + an
e

__2op—Db .
woraus X — a_P,,unb y=px+n—

folgt, wo p ivgend eine vationale Bahl Debeutet.

3. €8¢ laffe {tch ber Ausprud ax® 4 bx + ¢ in zwei vationale Factoven
gerlegen, wad nady §. 236, 2 exfiillt wivd, wenn bie @Ietd;ung ax+bx4c=0
vationale Wurzeln hHat.

Sinb qx 4 r undb sx 4 t bie beiben vationalen Factoven, fo fehe man

7=V (@x+r) (x4t = P (sx + t), aljo
(ax +1) (sx+ 8 = p* (sx + 1)*
Piorumb y=p(sx+1) =200
folgt, o p eine Be[ieﬁlge mtwnare Bahl bebeutet.

4. Wenn {ih ax®+bx+c auf die Foom (mx 4 n)®+ (qgx +1)

(sx -+ t) bringen [4{8t, jo fete man
._]/(mx +n)?+ (qgx 1) (sx+t) =mx +n + p (sx 4 t), alfo
(mx +n0)* + (qx 4 1) (2 4 t) = (0x +-n)* + 2p (mx - n))g(sx + 1)
St t

woraud X ==
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woraus

=2np+p’t—r __ p* (ns — mt) + p (gt — rs) + nqg — mr
g —2npE—ipzat g — 2mp — p’s

x
folgt.
Fh N ey
2x* +4x+3=x*44x |+ 4+x*—1
= @+ 2+ x+1) (x —1).

3p*—2p+1
e e e

Man echilt

dp —cbrl—1
X:p P

gy o S

Biir p=- wirb x =1 und y=3.

§. 242. Aufgabe. Gine vollftdndige quadratifde Gleidung
mit jwei Unbefannten in vationalen abhlen aufzulijen.
Wird aus der allgemeinen Gleidhung
Ax* + Bxy 4+ Cy* +Dx+ Ey 4+ F=0
y entiwidelt, fo erhalt man

e BX+E-+— {Bx—|—E)“_sz+Dx+ I
AT e e Qi ic* C '

ober
yi= %{ —(Bx+E)==]/B*—4AC)x*+ (2B E —4CD) x I (B*— 405‘}},

und wenn
B® —4AC=a, 2BE —4CD=b, E*—4CF =¢

gefebt ird,
y:;ﬁ{—(Bx + E =}/ ax® + bx + c}.

Die Wiung dber vorgelegten Gleichung vebuciert ficdh alfo auf bie vorfer-
gebendve Aufgabe (§. 241), alle rationalen Werte von x ju finden, fiir weldpe

ber Ausdrud ]/ ax®+ bx -+ c rational mwird.

V. SHibhere Gleidungen, welde fid anf quadrafiffe juriid-
fithren [affen.

8. 243. Hihere Gleichungen, weldhe nur gwei Potensen bev Unbefannten
von foldjer Befdaffenbeit enthalten, bafs ber eine Potenerponent bas Dop-
pelte bes anbern ift , laffen fich immer auf quadbratijche juviidfiihren; man
barf nur die niedrigere Poteny burdy eime meue Unbefannte ausbriiden.
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1. ®leidhungen von ber Form x4 x= = h.

Sepst man Bier x* =y, folglih x* = y* fo hat man
y*+ay =b,

y=—5=)/ L+

Wird nun ftatt y wieder der Wert x™ veftituiert, fo it

a a’
xm_—._gzb‘/zq-b,

fomif, wenn man aus beiben Theilen die mie Wuvzel aussieht,

=/ (-3 T

Jjt m ungevadbe, jo gibt jeber veelle LWert von y ober x™ audy einen
veellen Wert von x, Jft bagegen m gevade, fo geben mur bie pofitiven
Werte von y veelle Werte von x, und zwar jeder derjelben jwei gleiche und
entgegengefetite; bie megativen Werte von y geben imagindve Wurzeln bder
gegebenen ®leichung.

3. 8. x*—13x*+ 36 =0.
Setit man x*=1y, fo hat man y* — 13y + 36 =0, weldye Gleichung

169 5
T ‘/_‘"36 =3+,

aljo y =9 ober yﬁ__4 gibt. Man Hat daher
anerx =0 fiie-WWegte =M GRS
Woe =4 o x— =40

m 2m
2. ®leichungen von dber Form }J'x+alx=h

Sefst man i/x:y, baher ]m/x =y? fjo hat man
yﬁ +ay=h,

y=Vx=—2=% V 5+,
baber, wenn man beibe Theile jur 2mten Poteny evhebt,
g T
3. 8. ]}x -l;x — %
Setst man ]ffx =y, fo hat man y?— y=2, paher
y=16/x=2 ober y:]G/x= gy ]
X BG4 idbelt x =11

und baher

und davaus

undb {omit
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3. Reciprofe Gleidungen.

§. 244. Gine auf Null veducievte Gleichung beifit reciprof, wenn bie
Coefficienten ifhrer vom Anfange und vom Enbe gleidh weit abjtehenbden Glieder
entweder alle fowohl bem abjoluten Werte ald audy dem Borseidhen nadh
gleid) find, ober alle bei gleihem abfoluten Werte entgegengefeste Vorzeidhen
haben. 3Im lepteren Falle mujs, wenn die Gleihung von gevadem Grade
ift, bag mittleve Glied fehlen.

Die allgemeine Fovm der veciprofen Gleichungen ift

ol W o BN G s e e T et

Gine veciprofe Gleidung hat die Cigenfdaft, baf dex
veciprofe Wert jeber ihrer Wurzeln ebenfalld Wurzel ber
Oleidung ift.

Hat 3 B. dbie veciprofe Gleicdhung

x* | ax® 4+ bx24ax+1=0
bie Wurzel w, ift alfo
wt -+ aw® + bw? +aw -+ 1 =0,
fo ift aud % eine Wurzel per Gleichung.
Denn dburd) dbie Subjtitution x = % erhalt dev evjte Theil ber gege-

benen Gleichung ben Wert

T O o

ober
%‘ (1 4 aw + bw? 4 aw® | w?),
welcher Wert ebenfalls = O ift.
Jeve rveciprofe Gleihung, welde nicht ben fiinften Gvabd iiberfteigt,
1&f8t fich auf quadvatijhe Gleihungen juviidfiihren.
a) Das Polpnom einer reciprofen Gleichung ded dritten Grabdesd
xtax*taxt1=0
Lafst fidy in zwei Factoven gerlegen, von demen ber eine beyitglich x == 1 uud
per anbere bad Trinom einer quabratifdhen Gleichung ijt.
Bereinigt man 3. B. in der Gleidhung
x3 f ax®+ax+1=0
pie ®liever, welde diefelben Coefficienten haben, fo erhdlt man
x+1)+ax(x+1)=0
ober, ba x® + 1 = (x + 1) (x* — x + 1) ijt,
x+1) x*—x+1+4 ax) =0.
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Diefer Gleichung wird Geniige geleiftet, wenn man entmweber x -1 =0
ober x* 4 (a— 1) x 4+ 1 = O fefst, wodburd) man drei Wurgelwerte erhilt.

Auf gleidhe Weife gefdhieht bie Aufldfung der Sleichung
x3tax?—ax—1=0.
b) €8 fei bie veciprofe Gleidhung bes vierten Grabes
x*+ ax® 4+ bx*+ax}+1=0.
in weldher biefelben Coefficienten gleiche Borzeiden Hhaben.
Dividiert man durd) x2, o erhalt man

+ax+bt+24l—o
ober nad) BVereinigung dber Glieber mit denfelben Coefficienten
(= +2) +a(s £ rb=0.
Sehit man mun x 4 71; = yssfgin
x“—|—2—}—%:yﬂ, a[fnx“-{—x%:yg—.?,
folglicdy burd)y Subftitution in der obigen Gleichung
y'—24ay+b=0,

y:——-%-i: ‘/aTt—-—b—f—?.

Wird jeber bdiefer Werte in die Gleihung x + —i— =y eingefetst, o
ethdlt man, dba diefe ®leihung in Bezichung auf x vom weiten Grade ijt,
fiir jeben Wert von y jwei Werte fitr x, alfo im gangen vier Wurseln fiir
bie porgelegte Gleichung.

c) Da8 Polynom ber reciprofen Gleidjung des vierten Grades

x*tax® —ax—1=0,
in weldhem diefelben Goefficienten entgegengefefste Borzeichen BHaben,
[aj8t fich in zwei Factoven jerlegen, von bemen der eine x® — 1, ber anbere
bag8 Trinom einer quabdvatifhen Gleichung ift.

Die obige Gleichung [dj8t fich zunddhft o darjtellen:

-1 4ax x*—1) =0
M ift x* — 1= (x*4 1) (x*—1); man hat alfo
(x*—1) x*+ 1+ ax) =0.
Septmanx®— 1=0, joerhiltmanx =-t1; festmanx?+1 -+ ax =0,

o ergibt fih x — i#lf‘-“,

Die Gleidhung Hat aljo vier Byurzeln.

unb
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d) Jebe veciprofe ‘Gleichung bded fiinjten Graves
X* 4 ax* L bx?Ebx?taxE+1=0
fann quf jwei Gleichungen juviidgefiihrt werden, von benen die eine x=4+=1=0,
und bie anbdere eine veciprofe Gleidhung bes vievten Grades ift, in welder
bie[eIEen Coefficienten - gleidhe Bovgeichen haben. Die erfte gibt besiiglich
X = — 1 ober x = —{- 15 3mette wird nad) b) aufge[dﬁ»t unb gibt
vier Wuvzeln.

VI. €xponentialgleidungen.

§. 245, Cine ®leidhung, in weldher die Unbefannte nur im Crponenten
enthalten ift, Beifit eine Exrponentialgleichung. Cinfadere Gleichungen
biefer vt laffen fidh mit Hilfe der Sogarithmen auf algebraijde uviid
filhren und bann wie bdiefe aufldfen. .

1. Gleichungen von ber Format =h.

Da gleidhen Grifen auch gleiche Logavithmen entfprechen, o folgt ausg
a*=">b aud) log (a¥) = log b, ober x log'a = log b; baher ift

log b
loga”®

Um 3. B. dvie Gleihung 55 = 37 aufjulbfen, hat man x logh = log 37,
und jomit

_ log37 __ 1-56820
T oz = 0-69897 = 2°2436.

2. Gleidhungen von der Form Va =
: 3 b 1
Nimmt man hier beiderfeits die Logarithmen, fo exhilt man —.loga =

log b, baher log a = x log b, und
_ loga
v logb

©o gibt bie Gleidhung V2 — 10 pen BWert x = ll‘f;'f = 0-30103,

3. ®leichungen von per Form a* 4 pa*=q.
Set man a* =y, fo evhdlt man y* + py = q, aljp

unb baber

X =

Modnil, Arithmetil und Algebra. 11
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3. B. 4= 4 5.4x = 36 gibt fiix 4* =y, y* + Sy = 36, woraus

y=4=4 ubd y= 4= — 9 folgt; fomit
_ gt
T log4 =
log (— 9)

Der anbere Wert x = gibt feime veelle Hufldjung.

log 4
4, ®leidungen von ber Form f/a +p ]‘z}az q.
Fiiv ]QX/a. =y witd y* -+ py = q, folglich
Y=12;a=*—§i ‘/?Tz-lr-q.
] log a |
210g(——%i ‘/m

x 2x 2x
3. 8. M8 5164 — 67164 =8 erhilt man fiv |/64 = y,
5y? — 6y = 8, baher y = 2 ober = — £, und

unb baher
X

i Jog 64 ' Glog2 | 3
oo 2, T Zilne2 R0

Der weite Wert von x ift nidht reell.




Biinfter Abjdynitt,

Progressiomen,

§. 246. Eine golge von Bablen, welche nach einem bejtimmeen Gefese
fortjchreiten, Heifit eine Reibhe, aud Progreffion. Jebe dbiefer Jahlen wird
ein @lieb der Reihe genannt. Die Bahl, welde anjeigt, die wievielte Stelle
in ber Reihe ein Glied einnimmt, Peift der Beiger biefed Gliebes.

Gine Reihe beifit fteigend ober fallend, je nadbem bdie aufeins
anber folgenben ®lieder immer grdfer ober itmmer fleiner mwerben.

Gine Reihe beifit fermer eine endblidie ober unendliche, je nacdhbem
bie Unzahl ber Glieber begrenzt ober unbegrenst iff.

Gine Reibe interpolieven heifit, swijden je 3iwvel aufeinander fol-
genbe Glieber eine bejtimmte Anzahl von Gliedern einjchalten, welche mit ben
Gliebern ber gegebenen Reibe wieber eine Reifje devjelben Avt bilben.

I. Arithmetifde Progreffionesn.

§. 247, Gine avithmetijche Progreffion ift eine Neibe, in weldper
bie Diffeveny je 3weier aufeinanber folgenber Glieber (dbas vorhergehende al8
©ubtrahend genommen) biefelbe Bahl ift. Diefe conftante Diffevens Beifst die
Differeny ver Progrefjiion. So find

B4, 207,000, 913116, 19) D245,
unb 50, 47, 44, 41, 38, 35, 32, 29,...
avithmetifche Progreffionen; in der erften ift 3, in ber zweiten — 3 bie
Diffeveny.

1. 8n einer avithmetijdhen Progreffion ijt jebes @lied
gleidh ber Summe ausd pem erjten Gliebe und bem Producte
per Differens mit bem um 1 perminberten Jeiger bed Gliedes.

Beweis.  Bejeidhnet allgemein a, bad nte Glied undb d die Differen;

ber Progreffion, fo ift

a4,
ag:al'{"dl
a, = a, + 24,

8, =8 + 3d, u {. w.
b b
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Der Sats ift aljo fiir die Anfangsgliever vidtig. Gilt aber derjelbe fiir
ivgend ein ®lied a,, fo baj8 an=a, + (mn — 1) d ijt, fo muj8 er aud fiir
bag nidjifolgenbe Slied a, o, giltig fein; dern

mpr—=an+d=3a +@—1)d++d=na + nd.

Hieraus folgt, dajé der chige Sap allgemein giltig ift.

Die Formel a, —=a, + (n — 1) d beift da8 allgemeine Glied
per Progreffion, weil dbavaus, wenn man fiiv n nad) und nach 1, 2, 3, 4,...
jet, alle ®lieder ber Progrejfion abgeleitet werden fdnnen.

2. 3neiner avithmetifden Progreffion ift die Summe
irgend einer Anzahl von Anfangsgliedern gleid) bem Probucte
ausd ber halben Anzahl biefer Glieder und ber Summe bed eviten
und lepten Gliedes.

Beweis. 3ft a, bad nte Glied bder NReihe, fo ift a, — d dad nddjt=
voranftehende, a, — 2d dag biefem vovangehende Glied, u. . f.

Dritdt man nun die Summe der erften n Glieber durd) s, aud, fo ift
fa = 8y + (B ) (B 2d) +oos - (8n—2d) - (8, — d) + 5.

Sdyreibt man bie Glieder in umgelehrter Ordbnung, fo ift audh
Sa =an + (& — d) + (& —2d) ...+ (8, + 2d) + (8, + d) + a,.

Duvd) Adbdition diefer beiven Ausdviide evhilt man, bdba fe zwei unter
eitanber fiehenbe ®lieder a, | a, yur Summe geben,

28, = (4 + an) + (8,1 a)+ (8, +80) ...+ (2, +a0) +(a;+80) + (8, + ).

Dier fommt a, 4+ a, o oft al8 Summand vor, als Glieder angenommen

werben, alfo nmal; dafer

28, =n (a, + ag),
und

By = % (8, + 2a).
Diefe Fovmel feifit bad8 Summenglied der avithmetijdyen Progreffion.

Beifpiel. WVian fuche das alfgemeine und dag Summenglied der Reibe
per ungevaben Zahlen 1, 8, 5, 7, 9, 11...

Da ay=1, d =2 ijt, o hat man
aa=14+m—1).2=2n—1,
sn=%(1—{-2n—1)=n“.

So ijt 3. B. a; =2.16 — 1 =29, und s, = 15¢ = 225,
§. 248. Die beiden von einander unabfingigen Gleichungen
=2+ 0—1)d ud s =3 (a +a)
enthalten fiinf Gvéfen a,, d, n, a,, s,; 8 Fann aljo aus fe breien derfelben

burd) Elimination jebe bDev beiben anbeven berechnet werben. Dadurdy erhilt
man 20 verjchiebene Anfgaben.
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Sind 3. B. d, n und a, gegeben und a, ober sy ju fudhen, fo findet
man aud ber evjien ®leidhung
a, =a,— (n—1)d,
und bann aud der jweiten
m=gilm—@0—Dd+al=22s—n—14d

§. 249. Gine avithmetijde Progrefjion ju interpolieven.

Sind jwifdhen die Glieder ax und apys einev avithmetijdhen Progreffion,
beven Diffeven; d tft r Glieder einzujchalten, bie mit ay unbd ayy; Wwieder eine
avithmetije Progueffion bilben, fo ift ax das erfte und axy, dag (r 4- 2)te
®lied ber neuen Progrefiion, daher, wenn die Diffeveny bevfelben mit d, be-
geichnet wivd, axys =ax 4 (r + 1) d,; e ift aber aud) axys = ax 4 d,
folglih (r + 1) d, = d, und

Gl

Die interpol’ ~te Reihe ijt aljo

d i 2d rd
ay, ax -+ ;__l_—l, ag r_l_—l',...a-k—l-r{_—l, axt1.

3. B. Man {dalte in dber nativliden Sahlenveihe 1, 2, 3, 4 ......
swifdhen die Glieder 2 und 3 nach bem Gefese bev avithmetijchen Progrefjionen
7 Gliever ein.

Hieviftd =1,r="17, baher d, = £; bie interpolievte Progrefjion ijt aljo

2 24, 22 23 24, 25, 28, 21, 3

d
r—+ 1°

II. Geometrifde rogreffionen.

§. 250. Gine geometrijche Progrefjion ijt eine Reife, in welcher
ber Quotient je pweier aufeinander folgender Glieber (baé vorhergefende ald
Divifor genommen) biefelbe 3abl ift. Diefer conjtante Duotient Beifit der
Quotient der Progreffion. o find

1,°8, 9, 27, 81, 243, 729,
L & % v 50 oty e .-
geometrifche Progrefiionen; in dex evjten ift 3, in ber weiten 4 ber uotient.

1. Sn einer geometrifhen Progreffion ijt jedbes Gliebd
gleid) bem Producte aus bem evjten Gliebe und der fovielten
Poteni bes Quotienten, als ber um 1 vevmindberte Zeiger bes
®liebes anjeigt.

Beweis.  Bejeichnet a, dad nte Glied und q den Quotienten bev ‘Bros

grefjion, fo ijt



166

a; = ay

8, =8, q,

a; = a, q%

o =anq’, T K.

Der Sap ijt alfo fiiv die Anfongsgliever vichtig. Gilf er aber fiiv
ivgend ein Gled a,, {0 bafd a, =a, q** ijt, o mujs ev aud fiiv dbad nidit-
folgende ®lied anya gelten; denn

ang1 = 8n.q = 8, ¢".q = & Q%
Hievaus folgt, dajd ber obige Saf allgemein giltig und dafd daber
B =y o
bag allgemeine ®lied einer geometvijhen Progreffion ift.

2. 3n einer geometrijden Progrefjion ift bie Summe von
n Anfangdglievern gleich bem Producte aus vem erften Gliebe
und per um 1 verminberten nten Potens dbed Quotienten divis
bievt burd) dbenm um 1 verminbevten Quotienten.

Beweis. Begeidhnet s, die Summe von n Anfangsgliebern, jo hat man
80 == 8, tiagq A8y ¥+ 8 @Rt ay gt
Neultipliciert man beibe Theile diefer Gleichung mit q, jo erhilt man
g =8,q+2q +a¢ ... +a ¢ +aq"
Wird nun von diefer Gleihung die fritheve jubtvabiert, jo folgt
QS: — 8= 3, Q" — a,,
baher
3 (qn—1)
e
Diefe Fovmel ift dbad8 Summenglied fiir die geometrifhe Pro-
greffton.
Beifpicl, Man beftimme das allgemeine und dad Summenglied ber
Progrefjion 1, 3, 9, 27, 81, 243, ...
Hiev ift a, =1 undb q = 3, daher
8, = 1.3t — gl = Wl

e

o ift 3 B. auw=3' = 19683, unb sp=">"—" — 29524,

Bufaf. 3t q<<1, fo ndhert fih, wemn n ing Unendliche junmimmd,
g® ofne Gnbe der Nulf, bie Summe jelbit aljo bem Grenzwerte

Sn

§ = M
= Tt o)

Die Summe ber Glicver ver fallenden geometrijhen Progreffion fann
swar, fo viele Glieber man aud) nehmen mag, bdiefen Wert .nie erveichen,
wohl aber ihm fo nahe fommen, dajs bdie Diffeven; fleiner wivd, ald jede nody
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a4

bie Summe
|

fo Heine conftante Zahl. Man nennt ben Ausbrud s =

ber unendlidhen fallenben Progreffion.

3. B. Fiix bie Reibe 1, 4, L, &, /..., in welder a, =1, q=1 ift,
hat man s = l—i:} = 2; b. B. je mehreve Glieber ber Reihe man abdbdiert,
befto mebr ndhert fidh die Summe der Bahl 2, ofhne jeboch je bdiefelbe
3u erveichen,

Jeber periodijhe Decimalbrud) fann al8 eine fallende geometrijche Pro-
greffion bavgejtellt undb al8 foldhe fummiert, . i. in einen gemeinen Brud
permwandelt werden. 3. B.

Lapudiegy fiiesl slisgs 995 Pl 71
0 25_W+10*+ﬁ?+ﬁ?+ 0 TS RTaG o)
§. 251. Mittelft der beidben von einander unabhingigen Gleihungen

8, (g0 — 1)

an == a, "' und 8, = =

welde fiinf Gréfen a,, q, n, ay, s, enthalten, Fonnen aud je dreien biefer
®risfen bdie beiden anbeven bejtimmt werben.
Sind 3. B. q, n, s, gegeben, fo erhdlt man aus ber jweiten Gleidung

’

=t (g =501 B
3;1 — @ __1_1
und banu aus ber erften Gleichung
__9i—i(g—1) s
an = T i

§. 252. Anfgabe. Gine geometrifdhe Progrejjion ju inters
polierven.

Sdjaltet man 3wijchen die Gliever ax und aiy einer geometrijden Pros
greffton, deven Quotient q ift, r Glieber eim, die mit ax und axy, Wwieder eine
geometrijche Progrefiion bilven, fo ift in biefer ax Dad erfte und axy: dad
(r +2)te ®lied; man Hat dafer, wenn der Quotient der neuen Progrefjion
mit q, begeichnet wird, arys = ar.q,"*'; e8 ijt aber aud axyr = ax.q,

paher q,"*' = q, und
41
9= b

Die interpolievte Progreffion ift aljo
r+1 r+1 41
ax, ax . Vq, ax . Vq% ... axl/ Q5 axpa.

Um 3 B. in ver Reife 1, 16, 256, 4096, . . .3wifden je e @Iie)?er
drei mewe ®lieber zu interpolieven, fepe man, da q = 16 und =3 ift,

4
q = /16 = 2, woburd) man erhilt
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ...
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Bie sufommengefehte avithmeti[d)-geometrifche Heibe.
§. 253. NMultipliciert man bdie Glieber ber avithmetijden Progrefjion
a, a~d, a-1.2d, a -+ 3d,
mit ben aleichftelligen Gliebern ber geometrijhen Progreffion
: b, bq, bq? Bat
fo entjteht bie zujammengejelste Feihe
ab, (a+d)bgq, (a+2d)bq® (a-+3d)bg?....
Um ba8 Summenglied berfelben
B.=ab+ (a+dbgq+ (a+2d)bg*+ ..+ {a+ (n—1)dibg?

sut Deftimmen, multiplicieve man beidbe Theile biefer Gleidhung mit q und
jubtrabieve von ber daburd) {idy evgebenden Gleichung

qSu=abg 4 (a4 dbg®+ @+ 2d) bg? 4o ta 4 (0—1)d} b

bie fritheve. Mian erhilt

S.(q—1)=1{a+ (n—1)d}bg*—ab— (bdq+ bdq®*+..-+bdg*?)
=ab (" — 1) + @—1)bdgqr— 22D

unb folglidh

r

, ober

ab(qn —1) , (n—1)bdgr bdq{qn 1S
‘Sn_ Lo B qe=1; = (@ =1y

ab(qn_.l) bdq v n
Sa="T0— + gy DT i (@F =Dy

Jjft q <1 und wirb n = oo, fo ndbert fih q» ofne Ende der Null,
und baher bie Summe ber unendlichen Reife dem Grengwerte

g _ ab(l—q +bdg
1—q?

IIL. Binfesjins- und Rentenredinung.

§ 254. Werben bie am Enbe einex ZBeiteinbeit filligen Binfen einesd
Gapitals 3u biefem Hingugefiigt und mit ihm iwieber vevzinét, fo fjagt man:
bag Gavital ift auf Binfesdzinfen angelegt.

Bei den Jinfeszinsrechmumgen fommt, wie bei der einfachen Binsvedyming
(§. 148), bas Gapital, bie 3eit, bag Procent uud der Jing in Betvadt. AR
Beiteinbeit ift, wenn nidht ausdriiclich das Gegentheil bemerft wird, ein Jahr
gu vevjtehen. 3t ein Capital ju p9 angelegt, fo wachjen 100 Ginfeiten bes
Gapitals (Gulben, Marf) in einem Jahre fammt den Jinfen auf 100 4 p
an; fomit hat 1 Capital8einheit nach 1 Jahre mit Hingufitgung der Jinfen
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100 + '
ben Wert —F P14 o5 Den Wert 1+ 1%0, su weldyem die Ein-

heit bed Capitald mit infen in 1 Jahre anwdchst, neunt man gewdhnlich
ben Binsfufe; wiv wollen denfelben in ben nachfolgenden Rechnungen dex
Rifvze alber mit e beseichnen.

§. 255. Crfte Sundamental- Aufgabe. Ein Capital a ift ju dem
Binsfufe e = 142> auf Binfeszinfen angelegt; jujweldem
Werte wid)st ¢8 nacdh n Sahren an?

Da bdie Capital8einfeit mit den Binfen nah 1 Jahre den Werth e
exhiit, fo hat bas Capital a nacdy 1 Jabhre den Wert

a; — a.e,
b. . man findet ben Wert eined Capitald nad) 1 Jahre, indem man ben
Anfangdwert mit bem Iindfufe multipliciert.

Wird bag neue Capital a, wieder ein Jahr verzindt, fo ift jein Wevt
am Gnbe besfelben a, — a,.e == a.e”

Nady 3, 4 ... Jabren wirdb bad Capital angewacdhfen fein auf

a, = 8,.e == BieYtlar= ape=Sacth u. |. .

Hiernach ift ver Wert ded Capitald am Ende ded nten Jahres

ay =180 eV IED)

Qst man biefe Gleidhung nach a auf, jo evgibt fich als der gegenwivtige
ober Barwert eined nad) n Jahren jahlbaven Capitald a, jum Jindfufe e

an

A= —.
el_l
Ebenfo exhilt man aud I) fiiv e undb n bie Werte
{.& an __ logan —loga
b T log e §

Bufike. 1. Diev wurde n al§ eine ganze Sahl von Jahren vorausgefept.
it mun n eine gemifdhte Bahl, etwa m -+ -, o findnuv fite die vollen m Jafre
bie Binfessinfen von a, bagegen fiir den Brudhtheil bes nodh folgenden Jahres
die einfachen Rinfen von a, ju bevecdhuen. Mian erhilt alfo in diefem Falle
an = ae", unb mit Rildficht anf §. 148, ba 0. = e — 1 ift

pins gt o D aemidi bt (00— 1.5},

2. Werden bie Binfen nicht jahulich, fondern nach vem qten Theile eines
Sahres (Dalbjihrig, monatlich) capitalifiert, fo ift in ber Gleidung I) unbd
in ben bavaus abgeleiteten Fovmeln e = 1 + T‘;q unbd fiir n bie 3ahlnq ju

fetsen.

3. Die obigen Gleichungen fonnen audy auf andeve Grofen, wenn biejelben
in einem conftanten Berhiltnifie wachfen, 3. B. auf bie Bunafhme der Bevdlevung
eines Qaubes, bes Dolzftandes eines Waldes 1. dgl. angewenbdet werden.
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Beifpiele.
1) Wie hoch wachdt ein Capital von 2518 fl. in 12 Jahren ju 5 % Sinjes-
sinfen an?
Meak—rts o) ST
leg 1°05 = 0°021 189
121og1:05 = 025 427
log2518 = 3-40 106
log a,, =:3:65 538 = log, 4522,
aljo a,, = 4522 fl,
2) Weldyen Barwert fat ein nad) 11 Jahren zahlbaves Capital von 1000 fL.
jum Binsjufe 1:047
LA 000
1.0411
log 1000 = 3:00 000
log 1:04 = 0017 033
11 log 104 = 0-18 736

log a = 2-81 264 = log 649°59,
alfo Barwert a = 649°59 fl.

3) Gin Capital von 2000 fl. ift bei 4 % Binfeszinjen auf 4469 fi, 84 fr.
angewachien; wie lange war dasfelbe angelegt?

446984 = 2000.1-04%, aljo
a0 L 1ML 50

Get man n = (20 + t) Jahre, jo ergibt fich, ba 2000 fl. nach 20
Jabren auf 2000 . 1-04%° = 43822 fl. anwadjfen und daher die Diffeven;
4469°84 — 4382°2 = 8764 fl. ber einfache Bing ves Capitals 43822 fl.
filv bie Beit t ift, nad §. 148

t= 110——3%':,72'_14 = % Jahr, und fomit n = 20 % Jabre.

§. 256. Bweite Sundamental-Aufgabe. Durdh n Jahre wivd am
Anfange ober am Enbe eines jeden Jahres ein Betvagrgezahlts
ju weldem Werte wadhfen alle diefe Betvdge zur Seit der ley-
ten 3ahlung an, wenn man p% Binfeszinfen vedhnet?

Die Zeit von bder erften bis ju dev lesten Jahlung betrigt n — 1 Jahre;
febit man taher 1 4 1%6“: e, fo ijt (§. 255) jur Reit dev leten Sahlung

ber Wert der 1. Bahlung = re*,

" " " 2. 1" == l‘en"'?,
" " w(@-2)ten ,, = re?
" " » (n=1)ten W 01 SR X

" " woomten o, =,
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paber bie Summe aller diejer Werte

8, = r + re + re? + ... - re—? 4 rer-},
ober mit Riidfiht auf §. 250, 2
e Ay

Sn —
e—1

Aug biejer Gleichung fonnen audy r und n beftimmt werben, wenn bdie itbrigen

Grifen gegeben find. Die Beftimmung von e iiberfteigt, dba man dabei auf

eine Gleichung ded (n — 1)ten Grabes fommt, die Grengen bdiefer Anleitung.

Beifpiele.

1) Jemand legt dburch 10 Jahre zu Anfang eined jeden Jahres 230 fl.
3u 59 Binfeszing an; welden Wert Haben bdiefe Anlagen am Anfange bded
10ten Jahres?

A 230 (1003510 —1) _ 23060.-0652889 —""9899-89 i

2) Jemand legt burd) 15 Jafre am Enbe eines jeben Halben Jahred eine
fidy gleichbleibende Summe in eine Sparcafie, weldje bei bem jihrlichen Binje
4 59 Dalbjdbrig capitalifiert, und ermirbt fich baburdh zur Beit bev lefsten
Bahlung ein Guthaben von 3292-T1 {l.; wie grof ift bie jebesmalige Cinlage ?

Hier muf man 30 Beitperioven rechnen und alé Jinsfuf 1-025 annehuten

r (1-025% — 1)

man hat daher 329271 = ——————; mithin
3292-71.0°025
= e me O

§. 257. Auf die vovanftehenden zwei Hauptaufgaben laffen ficd) alle mehr
ober ieniger jufammengefetiten Aufgaben ifber bie Binfedzindrechnung zu-
viidfithren.

Aufgaben,

1) Gin jum Binsfufe e angelegted Gapital a wird durd) n Jahre am
Gnbe eines jeben Safhres um bden Betrag r vermelhrt ober vevmindert; weldyen
Wert hat e8 am Ende diefer Heit?

Ym Gnbe ves nten Jahves ift ver Wert bes Capitald a (nach §. 255)
ae®, und ber Wert aller n Betvige r, um welde das Capital am Enbde eined

o=
jeben Safres vermefhrt ober vermindert wixd, (nad) §. - 256) r(e ) ), ber
Gnbwert bes o vermehrten ober pevminbevten Capitald ijt aljo
E r (en — 1)
A =ae = TPTTNE

Sft im Falle ber BVerminberung r > a (e — 1), obevr >ae—a, b i.
grifer alé ber jahrlidhe Bing des Capitald a, fo wird ber Enbwert biefes
Gapitals von Jahr zu Sahy Heiner, bié endlich das Eapital exjdhdpft ift.
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2) Gin unverzingliches Capital a iff nach m Jahren, ein unverzinslides
Capital b nadh n Fafren, wo n > m ift, fillig; in weldem BVerhdltnijje ftehen
a) ihre Barwevte, b) ihre Werte nach n Jahven bei vem Binsdfufe e?
Der Barwert ded Capitald a ift e%, ber Bavwert bes Capitald b ijt %’n—,
pafher paé Verhiltnid ber Baviverte

a b
(T s O—TI. =
Tt = ae sob.

RNad)y n Jabren ift der Wert des erften Capitald ae*—=, ped jweiten b,
paber pag Verhiltnid diefer Werte, wie frither,

qel=1licih

Bufok. Sollent su verjdhievenen Jeiten fillige Capitalsbetrige mit einanber
vevglidhen werden, jo mujd man fie immer auf benjelben Beitpuntt reducieven.
Da aber bad BVerhiltnis ifrer Werte fiiv jeden Beitpunkft basdfelbe ijt, {o lange
ihr Binsfuf ungednbdert Bleibt, fo ift es an fih gang gleichgiltig, weldper ge-
meinjdyaftlicdhe Beitpuntt fiiv die Bergleichung gewdhlt wird. Gewidhnlich werben
entiweber die Barwerte ober bdie Werte nadh) Ablauj des gegebemen Ieits
vaume8 bevechnet und mit einander in Bergleidung gejett.

3) Gin Anlehen a foll durd) eine am GEnbde eined jeden Jahres u
sablende Rate r in n Jahren getilgt (amovtifiert) werden; wie viel mufd bie
Jafresvate r bei bem Rinsfufe e betragen?

Der Bavwert aller Jahredvaten mujé dem Scdulbcapital gleid) fein.

n Jafredraten, jebe = 1, I;uBen 3ur Beit ber lesten Sablung, b. i. am Enbe

bes nten Jabres, ven Wert * —-_——1 , ihr Bavwert ijt aljo b = r—lf%:%lt—)
Da b = a fein muis, jo Gat man
1(en-—1)_ i ael (o)
E’l—{e‘_—lj a, bal}et r = ST

4) Nady wie viel Jahren find von einem auf Jinjeszinfen ju 5% ausdge-
fiehenen Gapital von 1060 fl. noch 167 22 fL. iibrig, wenn am Enbe eines jeben
Jahres 80 fl. auviidgezahlt wevden?

Nad) n Jahren. Das Schuldcapital 1060 fl. Hat nacy n Jahren ben
Wert 1060.1-05™ fl.; bdie n jahrlichen Riiczablungen i 80 fl. [;aben nach

n Sabren ben Wert 20 003519 fl.; e ift baher

1060.1-050 — 300 =1 | 167.99 unb jomit
0-05
— log 71-639—log 27 _
Rentenvedynung,

§. 258. Die Beredynung von Binfeszinfen fommt insbefondeve bei bdev
Rentenvednung vor,
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Unter einev Nente verfteht man einen in feftgefessten gleichen Beit-
terminen (meiftend am Gnbe jebe8 Jahres) zahlbaven Geldbetvag, deffer
Bejugsredyt durd) eine vorher gezahlte Geldfumme, die Ginlage, erworben
wivd. Die Einlage wird entweder auf einmal ober jihrlich entvichtet und
beift bann besiiglich Mije ober Pramie. Die Rente ijt gewdhnlich con-
ftant; fie fann aber audh) nach einem beftimmten Gefese verdnderlich fein.
Gine Rente heifit Seitvente, wenn die Bahl der Termine, in denen fie ge-
3ahlt wivd, genau beftimmt ift, Leibrente dagegen, wenn fie bis jum Tobe
bed Empfingers fortbauert. Hier foll nur von Beitventen die Rebe feim.

Aufgaben.

1) Welchen Barwert hat jum Bindfufe e eine NRente, weldhe dburd) n
Jalhre am Gnbe eined feden Jahres in dem gleichen Betvage r fillig ift?

n Jahresrenten, jebe = r, haben jur Seit ded lehiten Bezuges, d. i, am

@nbe bes nten Jahres, den TWert rf:n_—ll); ihr Barwert it alfo
: A Gl 4
T oen(e— 1)

2) Welde Pramie mufs durd) n Jahre am Anfange eined jeben Jahres
sum Bindfufe e an eine Berficherungdanjtalt geleiftet werden, bamit bdiefe
fobann bas Capital s auszahle?

Die Jahrespramien miiffen bis um Anfange ded nten Jahred zu bem
Blerte s anwachfen.

n Pramien, feve =r, find jur Beit der lebten Zahlung, d. i. am

Anfange bes nten Jahres, 'ie"__ll) wert; ‘mant Gat daher
1'_5:311:-_—_13 = s, und fomit r = Se(:_—llJ.

3) Semand will an eine Berficherungsbant durd) m Jahre am Anfange
eines jeben Sabres einen beftimmten Betrag a eingablen, um fiy durd) bdie
nachfolgenden n Jabre den Bejug einer am CEnbe eined feden Jafhres 3abl=
Baven Rente r ju fidhern; iwie viel wird die jahrlidhe Eingahlung bei dem Bins-
fufle e betragen miiffen?

Der Barwert aller Pramien mujs dem Bavwerte aller Rentenbeziige
gleidy fein.

m jdhrliche Primien, jebe =—a, Haben gur Beit dev leften Bahlung, d. &

m 1), ;
am Anfange be8 mten Jafres, ben Wert L(;‘-ﬁ—1—); ibr Bavwert ift aljo
-A. . (em — 1)

= emi(e—1)"
n Jafresrventen, bie am Gnde ded (m + 1) ten Jabres Eeginnen, und
beven jebe = r ijt, haben juv Beit des lepten Beguges, d. i. am Enbde
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r(en — 1)

TR T ihr Barwert ijt alfo

pe8 (m -+ n)ten Jabres, ben Wert
ren — 1)

R=Gme=1
Da min A =R fein mujs, fo Hat man
afem—1)  r(e—1) . r(em—1)
em—1(e — 1) =~ emtn(e — 1) bafer a = entl (em — 1)°

Nus der lesten Gleichung fann aud) r, m ober n beftimmt werben, wenn
bie iibrigen Grdfen gegeben finb.

4) Gine Jabhredrente r fteige jahrlich und zwar n Jahre hindburd) in
einer avithmetifden Progreffion mit ber Diffeven; d; wie grof ift beven Bar-
wert jum Finsfufe e?

Die am Enbe ber eimgelnen Jahre ju begiehenden Renten {ind

r, r4+d r~+2d,..., r4+ @m—1)d,
und bie Summe ihrer Barwerte

e e i B e r4+@—1)d
Vi e o T e ke

ober nady §. 253
b:;l(?;::))_*_ Bn(e(_l_i)z [(e“—-l)—n(e_l)]_

5) Weldhen Barwert hat eine burd) n Jahre nadjchujsweife zahlbare
Hente r, weldje jihrlich in einer geometrijchen Progreffion mit dem Quo-
tienten q fteigt, bei bem Binsfufe o?

Die einzelnen Jahresventen find

T, T4, P, S, Tk
baher die Summe ihrer Baviverte
r r rq? rqo—1
B=aa o oot s

en

ober
sdle o (G2 mrion)
et (g — o)’



- Gedyiter Abjchnitt,

Combinationslehre

L. Pexmutationen, Combinationen und Variationen.

§. 259. Oegebene Dinge nach einem Beftimmten ®ejete in Gruppen
sufammenguftellen, BHeifit combinieven im ioeiteven Sinne bes Worles. Die
eingelnen Dinge werben Elemente, und bdie ausd ihnen gebilbeten Gruppen
Compleyrionen genannt.

Bur fdriftlichen Darftellung der Combinationen ift e8 am wedmdfig
ften, die Glemente durdy die in natiirlidher Orbmung aufeinanber folgenden
Bahlen, weldhe Beiger ober Inbicesd Heifen, ju beseidhmen. Diefe Beiger
beftimmen die Rangordbming dev Elemente, fo dbajs jened Element das hdhere
ift, welched8 einen grofeven Seiger hat. Bon gwei Complerionen Bheifit fene
bie hshere, wovin von ber Linfen aud juerjt ein hsheves Element vorfommt;
3 B. bie Complerion 1342 ift hoher al§ jeme 1324. Die niedbrigite Com:-
plerion ift biejenige, in welcher fein hihered Glement por einem niebrigeven
jtebt, in welder alfo dbie Glemente in natiivlicher Ordbnung aufeinanber
folgen; und fene die Hochite, in weldher fein niebrigeres Glement vor einem
biheven fteht, fomit alle Glemente in umgefehrter Ordnung vorfommten.

Lerben die Glemente, anftatt purdy Beiger, dburd) Buchitaben beseichnet,
fo ift basjenige Glement al8 ein hbheves su betvachten, weldpes im Alphabete
fpéter vorfommt,

Alle Combinationen jdheiven fich ihrer Natur nacdy in Berfepungen
ud Berbindungen. Bei den Bexrfepungen fafst man bie verjchiebene
Anorbnung der gegebenen Glemente, bei ben Verbindungen ihre Aus-
wahl in bejtimmter Anzahl in's Auge. Wird nicht mur auf bie Anzahl
und Yusmwahl der Glemente, jonbern gleidhzeitig auch auf die Anorbdbnung
berfelben Riidficht genommen, fo fommen Verbindbungen und Verfegun-
gen vereint por.

Dicrnach unterjcheivet man brei Arten bes Combinierens: bas Permu-
tieven, pa8 Gombinieren im engeven Sinne, und bag Variieven

Bei jever diefer brei Combinationsarten fommt bie wirflige Bildbung

ber Gomplexionen unbd die Bahl berfelben in Betradt.
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1. Permutieren.

§.260. Permutieren heifif, gegebene Glemente auf jebe mdgliche Weife
verfegen, fo jedbocdh, dafé in jeber Complexion alle Elemente vorfommen.

Die Anzahl aller miglichen Permutationen von n Elementen beeichnet
man duvd) P, (Permutationdzahl von n), die Anzahl der Permutationen bvon
genannten Elementen, 3. B. von a, b, b, ¢ durd) P (abbe).

Bildung der Permutationen,

§. 261. Um von mefreven gegebenen Glementen alle miglidhen Permu:
tationen zu bilben, jdhreibe man guerjt die niedrigjte Complerion bev gegebenen
Glemente an, leite aud bdiefer die ndchjt Hihere, aud diefer wieber die nddit
hoheve, 1. §. w. ab, bid man jur Hichften fommt. Wian erhilt aber aus
jeber jdhont aufgefteliten Complerion die nddhjt hisheve, indem man, in bdiefer
Complexion von vechts nady [infs fovtjdhreitend, das evfte Glement auffucht,
an beflen Stelle aué ben ved)ts folgenben ein Bisheves gefest werben famm,
fobann biejes hiheve Clement an  jene Stelle jhreibt und bdie Linfs vovan-
gehenven Glemente ungednbert ftehen, bie iibrigen aber ihm in nativlicher
Orbuung folgen [dfst. 3. B.

123 abbbe babbe bbabe beabb cabbb
132 abbch babeb bbachb bebab cbabb
213 abebb  bacbb bbbac  bebba ebbab
231 acbhbb bbbea cbbba
312 bbeab
321 bbeba

Amahl der Permutationen.

§. 262. 1. Sind alfe miglichen Permutationen von n verhiedenen
Glementen gebildet und tritt ju diefen Glementen nodh ein neues dazu, fo fann
badjelbe in jeber bev friifeven Pevmutationen ben erften, ober ben weiten,. ..,
ober den (n +-1)ten Plas, aljo n 4 1 verichicdene Stellungen einnehmen,
fo baf8 aud n + 1 Glementen (n + 1)mal fo viel Permutationen entftehen,
ald aué n Glementen. @8 ift aljo

Poyr =P . (0 + 1),
Da nun ein Clement nuv eine eingige Stellung julafst, fo ift

¥, =1, baler
B a0, 2
Bi==n11213,
alfgemein Pui—= 1' 2.3....(0 —1)n;
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b. h.bie Permutationszahl von mehreren verfdiedenen Glemen-
ten ift gleich bem Prodbucte der natitrlidhen Zahlen von 1bi8 3u
bev Bahl, welde bie Anzabhl ber Glemente ausbriidt.

Das smem:t 1.2.89% " (m—1).n witdb dburd) bag Symbol n!,
su lefen: ,Facultdt von n”, begeidhnet. €8 ift baber

| e e IR R R £ e S

2. Wenn unter ben gegebenen n Elementen p gleide vorfommen, fo
betvachte man biefe einftveilen al8 verjdhieden; bdann ift bie Anzahl aller
miglidien Permutationen nl.  Denft man fid) bdiefe Pevmutationen fo in
Abtheilungen gebradt, bdajs fih die Permutationen einer Abtheilung Bblof
burch bie gegenfeitige Stellung der al8 vevichieben betraditeten p Elemente
bon einanbder unterfdheiden, wdihrend bie itbrigen Elemente bdicjelbe Stelle
einnehuen; fo enthalt jede bdiefer Abtheilungen fo viele Pevmutationen, alg
man ihrer aud p Glementen bilden fann, alfo p! Permutationen. Wenn
man nun die al@ verfdyieden betvadyteten Elemente ivieber al8 einanber
gleich amnimmt, fo gelten alle p! Gomplexionen einev Hbtheilung nuv fif
eine Permutation; je p! von ben n! Permutationen gehen in eine eingige

! '
iiber, und man Hat fomit nur 1% perfchiebene ‘Permutationen.

DBefinben jidh unter den gegebenen n Elementen aufer ben p gleidyen
Glementen nod) q anbeve gleiche Glemente, o wiederholen fich die Schliifje
in gleicher Weife, fo bafé man al8 die Anzahl aller verjdhiedenen Permutationen
1—3’:—':1! exBlt.

3. Gind unter ben gegebenen n Clementenn n — k einanber gleid), unbd
bie itbrigen k Glemente ebenfallé einanber gleich, wie 3. B. in bem Producte
an-kb¥ fp ift die Permutationszahl derjelben

n! _ 12383 . m—k@o—k+1)..a—2)m—1n
@=klk!  1.2.3...0—kK.1.28 . ..., k 5

Dividiert man Sihler und Nenner diefes Bruches dbuvd) 1.2.3.. .(n—k)

unbd fchreibt bie banm itbrig bleibenden Factoven be Biblers in umgefel’;rtez

Orbunung, o hat man
n! _n(n—l)(n—-—2)....(n—-k+1)
6 = E) Kl 7518 g 4

Der legste Brudh, defjen Bihler ein Prodbuct von k Factoren, die von n
Beginnend um je 1 abuehmen, und defjen Nenmer das Product von k Factoven

ift, bie von 1 beginnend um je 1 wadfen, wird burd) bas &tymbol (k)
su lefen: ,n iiber k“, audgebriidt. €8 ift alfo

P bY =i _k),k, =i0).

Mo enit, Arithmetit und Algebra,

12
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Bufof. s (:) =200 mktD fg e k=, 0+ 1,
n4+2,...

(:)=1’ (ﬂk—l!l-l):(n-l|1-2)='-=0-

2. Combinieren.

§. 263. Combinieven im engeven Sinne Beifit, gegebene Elemente o
mit einanber verbinben, bafé jebe Complerion bdiefelbe beftimmte Anzahl
aué dben gegeberten Elementen enthilt, wobei jeboch nur foldye Complerionen,
in welden nidyt diefelben Elemente vorfommen, al8 vevfchieben gelten.

Se nadhpem die Verbindbungen je zwei, brei, bier,... Elemente enthalten,
nennt man fie Combinationen ber jweiten, dritten, vievtem,...
Glajfe, ober aud) Amben, Ternen, Quaternen, u. {. w. Die Ele-
mente felbft fonnen al8 Combinationen dev erften Claffe angefehen
werben und Beifen ald folde Unionen.

Man unterfdeivet ferner Combinationen ofhne und mit Wieber-
holungen; bei jenen darf in einer Gompleyion ein Element nmuv einmal, bei
biefen audy dfter vorfommen.

Die Anzahl aller mogliden Combinationen ber rten Clajje aud n Ele-
menten ofne TWiederholungen wird durd) C:, die Anzahl derfelben mit Wieber=
Bolungen durdy CI~ begeidymet.

Bildung der Combinationen,

§. 264. 1. Um oaud gegebenen Elementen alle Amben ohne Wieber-
holungen ju bilven, ftelle man jebes Clement vor jedes hiheve Glement.

Sind einmal bie Combinationen einer beftimmten Clafje gebilbet, jo exs
halt man aqud penfelben die Combinationen der ndidjt hisheren Claffe, indem
man jebes Glement vor jebe fritheve Complegion, in der lauter hihere Ele-
mente vorfommen, et

o erhilt man aud den vier Elementen, b, ¢, d, e nachfolgende

Amben ofne Ldieberh. Zernen ofjne Wieberh.
be, bd, be; bed, bee, bde;
cd, ce; cde;
de;
i f. .

2. Um aud gegebenen Glementen alle Amben mit Wieberholungen
u bilben, fee man jebes Glement vor fidh felbft und wov jedes Hishere
Glement.

Dat man einmal die Combinationen ivgend einer Glafje mit TWieber-
Dolungen gebildet, fo erhilt man aus denfelben alle Combinationen der nddhit
biheren Claffe, inbem man jeves Glement vor jebe friifeve Complerion, in der
feine niebrigeren Glemente vorfommen, fetit.
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So geben bie vier Glemente a, b, ¢, d folgende
aa, ab, ac, ad;

. bb, be, bd;
£ ce, led:
BWieberhol. duck
Ternen aaa, aab, aac, aad, abb, abe, abd, acc, acd, add;
mit bbb, bbe, bbd, bee, bed, bdd;
Wiederhol. cee, ced, cdd;
ieberhol, an
. f. .

Bufah. Cinfacber geftalten fich die Combinationen mit Wiederholungen,
wenn man jebe Combination ald Probuct aunffaist. So geben die Elemente a
und b folgende al8 Producte betvaditete Combinationen mit Wieberholungen

ber 2ten Claffe: a% ab, b%;
LLoten paraneatiath At by
e Stet R Al D BD S R

- . . . . . . . . .
i —2 s
Jimten O (U am, ‘an—1p, an~ih2 00, abmY, bR

Bahl der Combinationen ohne FWicderholungen.

§. 265. Berbinbet man jebes von n gegeberen Elementen mit jebem der
iibrigen n — 1 Glemente, fo erfilt man alle Amben 2mal; 3. B. bie Ambe
ab, inbem man a mit b, und indem man b mit a verbindet. Da fidh fonach
n (n — 1) paarieife gleidhe Amben evgeben, fo ift die Anzahl aller verjdhie-
venen Amben von n Elementen

0 = n (n2-— I)'

Dat man iiberhaupt alle Combinationen ber rten Glafje ohne Wieber-
Bolungen von n Glementen unbd verbinbet mit jeber biefer C: Gombinationen
jebes ber davin nidyt vorfommenden n — r Clemente, jo enthalten die ficy er-
gebenden C%.(n—r) Berbindungen alle Combinationen der (r--1)ten Claffe,
unt zwar jede (r + 1)mal, weil man immer je r anbeve Glemente derjelben
mit bem (r 4-1) ten vexbindben fann; bie Zafl aller verjchiebenen Combinationen
ter (r 4 1)ten Claffe won n Glementen ift aljo

i i

C";‘l“l = C; i ﬁ_—?.

Da nun ( )
nn—1
C. =G s

ift, fo hat man thges g
n (n— n— .
03 = —-—‘2“—‘— fOIg[ld}
_n(@m—1) (n—2) (n—3)
0;___1.2_3,_4 3 s {410

12%
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allgemein

=" n—1) @—2) ... m—r+2) @—r+4 1),
L T R e e e ;

ober mit Ritdficht auf die im § 262, 3 eingefiihrte Bezeichnung
G=[(2) el e =)

3ahl der Combinationen mit Wiederholungen.

§. 266. Sind n Clemente gegeben, und verbindet man jebes Element mit
fich felbft und noch mit allen n Elementen, audy fich felbjt nicht ausgenommen, fo
geben bie exhaltenen n (n + 1) Berbinbungen alle Amben mit Wiederholungen,
unb 3war jeve 2mal. Die Anzahl aller veridjiedenen Amben von n Elementen
mit Wieverholungen ift alfo L——_(n;- 1

Sind itberhaupt alle Combinationen ber rten Clajfe mit Wieberholungen
von n Glementen gebilbet und verbindet man mit jeber diefer CI~ Combinationen
juexit jebes ver r Glemente, weldhe bavin vorfommen, und bann nodh) alle n Ele-
mente; fo enthalten die fidy evgebenben CY*.(n + 1) ﬁielﬁtnbungen alle Coms
binationen dex (r + 1) Glaffe mit Wieberholungen, und jmwar fommt jede jolche
Gombination (r + 1)mal vor, weil man immer je r andeve Elemernte ber:
felben mit bem (r - 1)ten verbinven Fann; e8 ift daher

mebl . (wr DT
G it B FEg

Da nun
Sl o)
C“g SR R
ift, o Hat moan
C:,3 (343 ;’. (I.l "|; 1). {ng_i_ 2)' fDIind}

me — B (@+1) (@42 (n+43)
C f o g S8 p e

allgemein
n(n41) m+2)..a+r—2 (n-}-r—l)
S PO R (TN r

Sdhreibt man in bem lepten Brude die Factoven ded Bdhlers in um-
gefehrier Ordnung, wodurd) ber Brud) die Form

m4+r—1)(n —}-1-*2) 0+ 2) (n + 1).n
1 . ot — 2) (r — 1).r

annimmt, fo fann man benfelben nach bdev im §. 262, 3 eingefithrten Bes
jeidnung8iweife duvd (n+:_l) augoviiden. €8 ift baher

o = () O (YR s ),

Uw,r e
i o
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3. Bartieren.

§.267. Bariteven Reift, gegebene Elemente o mit einanber verbinden,
baj8 jebe Compleyion biefelbe beftimmte Anzahl aus den gegebenen Gle-
menten enthdlt, wobei jebocd) aud) joldhe Complerionen,! in welden bdiefelben
Glemente in vevidhiebener Anordnung vorfommen, ald verfdhieden gelten.
DBaviationen find demnadh) pevmutierte Combinationen.

Wie die Gombinationen, untericdheivet man aud) die BVaviationen in bdie
vev evften, jweiten, dritten,...Claffe, ferner in Vaviationen ohne und
mit Wiedberholungen.

Die Anzahl aller miglihen Barviationen der rten Elaffe aud n Elemen-
ten ofne Wiedberholungen wird dburd) Vi, und bie Jabl berfelben mit Wieber-
holungen burdh Vi~ bejeidhnet,

Bildung der Pariationen.

§. 268. Die Baviationen einer beftimmten Claffe erhdlt man, inbem man
aug ben gegebenen Clementen alle Combinationen bevfelben Claffe bilbet und
bann von jedber Combination bie Permutatiomen aufitellt. Die Bariationen
fonnen aber and) unmittelbar gebilbet werben.

1. Um aud gegebenen Glementen die Baviationen ber zweiten Elaffe
ofine Wieberholungen zu bilden, fest man jebed Clement vor jebes ber
iibrigen Glemente.

Sinbd iiberhaupt die Baviationen ivgend einer Claffe ohne Wiederholungen
gebilbet, fo erhilt man aus denfelben bie Vaviationen ber nddft Hiheren
Claffe, inbem man jeded Element vor jebe fritheve Baviation, in weldher diefesd
Glement nidhyt vorfommt, fet.

©o geben die Glemente 1, 2, 3, 4 folgenbe BVaviationen ofne Wieber-

holungen
per 2. Claffe: ber 3. Claffe:
12, 13, 14; 123, 124, 132, 134, 142, 143;
21, 23, 24; 213, 214, 231, 234, 241, 243;
31, 32, 34; 312, 314, 321, 324, 341, 342;
41, 42, 43; 412, 413, 421, 423, 431, 432;
u, . m.

2. Um aus gegebenen Glementen die Vaviationen ber weiten Elaffe
mit Wieverholungen zu erhalten, fept man jebes Glement wvor jebes
Glement, audy fich felbft nicht ausgenommen.

$at man bereits die Baviationen ivgend einer Claffe mit Wieberholungen
bavgeftellt, fo bilvet mam aué benjelben bdie Baviationen der nddft Hheren
GClaffe, inbem man jebes Glement vov jebe fritheve Baviation fegt.
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Aus den beiden Glementen a und b erhilt man folgende Baviationen
mit Wieberholungen

ber 2. Claffe: per 3. Claffe:
ds, an; aaa, aab, aba, abb;
ba, bb; baa, bab, bba bbb; u. f. w.

3ahl der Bariationen obhne Wiederholungen,

" 8. 269. Die Anzahl ver Combinationen der rten Claffe aus n Ele-
menten ofne LWieberholungen ift (’:), aus jeber folchen Gombination laffen
fih burch Permutation bev r Elemente r! Baviationen ber rten Claffe ofme
Wieverholungen bilden; folglich ijt ,

V;:(‘;).r1=n(n—1) @—2) ...+t 42 @—r31).

Bahl der Bovintionen mit Wiederholungen,

§. 270. &indb n Glemente gegeben, fo gibt jebed berfelben n Baria-
tionen dev weiten Glaffe mit Wieberholungen, jomit ift n® bie Anzahl aller
joldher Bariationen.

3t iiberhaupt die Anzahl aller BVaviationen der rien Claffe mit Biieber-
holungen von n Glementen befannt, o ift, ba jebe foldhe Bariation dburch Ber-
binbung mit allen n Glementen n Varviationen der (r 4 1) ten Claffe gibt,

Vw r+1 e Vw,r

Da nun Vi# = n? ift, fo Hat man Vy® = n? folglih V;* =n?,
alfgemein
AR T

II. Binomifder Lehrfak.

§. 271 Unter bem binomifdien Rehriake verfteht man das Gefes,
nad) weldhem die  Potens eines Binoms in eine Reife entwicelt wird.,

Jebe Poteny eined Binoms mit einem gamzen pofitiven Egponenten fann
aud bem Probucte mefhrever Binome, welde dad exjte Glied gemeinjchaftlich
haben, Bergeleitet werben, inbem man in denfelben auch die zweiten Glieder
gleidyjest. So geht das Product (a + b) (a 4 ¢) (a 4 d) (a + e) (a 4 1),
wen man ¢ =d =e=~="b fefst, in die Poten; (a + b)* itber.

§. 272 Daé Product mehrever Binome, welde ein Glied
gemeinjdaftlidh haben.
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Um dag Product (a -+ b) a4 ¢) (a + d) (a + e)... 3u entwideln,
multipliciere man zuerjt die erftem zwei Binome mit einanber, ihr Product
mit bem britten Binom, u. §. w. WMan exhalt

(a+b) (a+c) =a"+ (b +c)a+be,
(@a+b)(@a+c)(at+d =a>+ b+ c|d)a?
. + (be.+4 bd + cd)a + bed,
(@at+b)(at+c)@t+d(ate=a'+b+c+t+diea’
+ (be 4+~ bd + be+ e¢d .+ ce 4 de) a?
f + (bcd 4- bee + bde 4 ede)a -+ bede,
. ]. w.

Das in biefen Probucten Herridende Gefets ijt leiht su erfehen. Das
erfte Glied eined jeben Producted ift bie jobielte Potens vou a, ald Binomial-
factoren gegeben find; in ben folgenden Gliebern nehmen bdie Crpomenten von
a in natiivlidher Orbnung ab, bis im legten Gliede a® =1, b.i. gar Fein
a erfdeint. Der Coefficient bes ervften Gliebed ift 1, ber Coefficient bed
jweiten, britfen!, vievten,... ®liebed ift besiiglich die Summe ber Combina-
tionen bev evften, jweiten, britten,... Clajie aud ben zweiten Gliebern bder
Binome, jebe diefer Complexionen als ein Probict der davin vorfommenbden
Glemente aufgefajst.

®ilt nun bdiefes Bilbungsgefe fitv ein Probuct von n Binomialfactoren
a4 b adc...a+p, jo dajs
(a--b) (a+c)...(a+p)
=a® + S, (b..p)a 1+ Sy(b..p)a*2 +..4 Su-1(b..p)a 4 8. (b..p)
ift, wo aligemein Sx (b..p) bdie Sunume alfer Combinationen dev kten Claffe
aud ben n Glementen b, c,..p, bdie eingelnen Complerionen al8 Prodbucte
aufgefafst, begeichuet, fo gilt dasjelbe Gefel audy, wenn nod) ein neuer
Factor a 4 q bagu tritt.  Man erhdlt nimlid
(@+b) (a4c)... (a+p)(@+a

8,(b..p) S, (b. .p)'+} o+ {Su (b..p) +
— gnt 1 n . &
i +{+q }a +{S, t..p) .qf* +gpil Su1(b..p) .q
Sa (b..p)-a.
Nun ijt
S, b..p) +q=b+c+... hp+q=>5 (b..9.

Ferner ift S, (b. .p) die Summe ber Amben von b, ¢, . . p, und S, (b..p).q
bie Summe ber Amben, weldhe man erhilt, inbem man die Clemente b, c,..p
noch mit dem neuen Elemente q verbinvet, folglich ijt Sy(b..p) +S; (b..p).q
bie Summe aller Combinationen der yweiten Claffe aus den Elementen b, ¢,. . .p, q;

alfo
Sy (b 2p) +5 (b..p).q =8y (b..q).
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Gbenjo folgt
S; (b..p) + 84 (b..p).q =8, (b..q),
Sy (b..p) + 85 (b. p) q—S (b. q)

Sa (b--p) + Sn—l (b P) q‘* Sn (b. q)
Enolid ift
S4i(bl. .p)) d=Dbe..pg=Suy1(b..q
Man Hat dafer
@+ @+o)...a+7p) @+0
=at 4 8 (b..q)a* + S, (b..q) a1 4..
LS (b.q) & + S O D)
Das angefithrte Bilbungsgefets gilt alfo fiir ein Product von n 4 1
Binomialfactoren, wenn e8 fitv ein Prodbuct von n foldyen Factoven vidhtig ift.
RNun gilt e8 nach dem Obigen fiir 2, 3, 4 Factoven, folglich gilt ed audy fiiv
5, folglih audy fitv 6 Factoven. ., mithin allgemein fitv jede ahl von Factoren.
§. 273. Die Poteny eined Binoms.
Getst man in dem Producte von n Binowmialfactoren
(@+b) (a+c) @+ d)...(a+p)
=an+ S, (b..p) a» 14§, (b..p) a* 2+ 8, (b..p)ar—2 4 ...
+ So—1 (b..p)a 4+ S, (b..p)
bie jtweiten Glieter c=d = ... =p =D, jo wird

(@+b@a+c)(a+d...at+p =(+br

ferner

S b.pp=bto+..+p=b+b.. +b=(}p,

8, (b..p) =bo+ bd+ .. +op=b* + b+ .. +h2 = (}) bz,

Sy (b..p) =bed 4 bee + .. + mop=1b* +b*.. + b = ()7,

Sut (b..p) =bed..mo+.. = b1 b—14, 4 bn~1=(njl)bn—1,
Sh (blap)embed &i mop = b2 == (:)b“

Durd) bie Subftitution in den obigen Ausdbrud erhilt man dbaher fitr den
binomijchen Lehriat die Formel

(@4 by =—an + (‘1‘) an-1h - (’;) an—2h? (’3‘) an=3 b3 4 ...

() o1 (o

On bdiefer Fovmel Hevrjdht folgended Bilbungsgefes:

1. Die Potenzen ded erften Glicdes a bes Binoms exfcheinen fallend,
jene bed jweiten Gliebed b fteigend geovbnet. Der Erponent von a ift im
erften Glicbe gleidhy vem Potengexponenten n bes Binoms, in jebem folgendesn
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®liede um 1 fleiner unbd wird im lefiten Gliede = 0, wovaus jugleich folgt,
bajé bie gamge Reihe ein Glied mehr Hat, al8 der Potenzerponent n bdes
Binoms CEinbeiten enthilt. Die Crponenten von b nehmen umgefehrt von 0
bis n 3u. Die Summe der Eyponenten von a umd b it in jevem Glieve
gleidy n.

2. Der Binomialcoefficient bes evften Glieves ijt 1; ber Coefficient
bed zwetten, britten, vievten, ... (k- 1)ten ®liebes ift beiiglich die Sahl
ber Combinationen ber eviten, jweiten, britten ... kten Claffe ofne Wiebers
holungen von n Elementen.

3. Jijt bas jweite Glied b bed Binoms negativ, fo wird bdas weite,
vierfe, . . . iiberhaupt jeves gevabftellige Glied der Reibe negativ ; man hat daher

=t =t = (oo (bt b 1) b
Hiernady ift in der Binomialveihe (a=tb)* allgemein bas (k 4 1)te
®liev gleidy (— 1 (i) a»* b,

Brifpiele.

= x% (?) ax® 4 (g)ag x4 (g) 8’ xdsle (i)a“ =t —l—(g) a®x +4-a°
=x6} 6ax®} 15a%x*} 20a%x® 4 15a* x* | 6 a®x + al

2) (Bx— 2y) =
=% — (1) .60% 27+ (3) G0 @)* — (5) - 3=-@0)* + )"
= 81x*— 4.27x%.2y + 6.9y%.4y* — 4.3x.8y® + 16y*
= 81x% — 216x%y + 216x%y® — 96xy® 4 16y

9

3) Das Tte Gliev von (2x* — 3y)? ift (—1)° (6) @259, (3y)°
= 84.,8x"% 729 y® = 489888 x°y°.

§. 274. BWir lafjen mun auch nodh eine jiweite Cntiwidung bed binomis
fdhen Lefriaes folgen, die unmittelbar auf ber Combinationslehre berubt.

Multiplicieren wir a + b mit a + b, bad Probuct wieber mit a +b
u. j. w., jdhreiben aber babei, dbamit daé Bilbungsgejet leichter erfftnnt werbe,
in jebem Theilproducte juerft den Multiplicator an, unb' madyfm in ben JRe-
fultaten vorldnfig auc) von bev Potenzbezeichmung fiir die gleichen Factoren
feinen Gebraudy). €8 ijt

(ajrb) s a.+bb
e b +b)ii =iga s &
(a+b)? = (a -+ b) (a )+ba+bb}

8) = b)? (a -+ Db =aaa.-|—aab+a.ba—|—abb}
i ol . e )+baa+bab—|—hba+bbb

i w.



186

Bevgleicht man diefe Refultate mit den Baviationen mit Wieberholungen
aud a md b in § 268, 2, fo jieht man jogleidh, dafé bie Beftandtheile bev
2ten Poten bes Binowd a 4 b aud ben Gliebern besjelben auf gleiche
Weife gebilvet werden, wie bort aus dben Elementen a und b die Baviationen
per 2ten Glaffe mit Wieverholungen zufammengeftellt wurben, bafs baber
(a + b)? gleidh. ber Summe alfer Baviationen der 2ten Claffe mit Wieber-
Bolungen aus den Elementen a und b ift, wenn man jebe Baviation alé Pro-
buct betvachtet; bafs ebenfo (a -} b)® die Summe aller Bariationen der 3ten
Glafie mit Wieperholungen von a und b ift, jede Baviation alé Product auf-
gefajst. Da aud die Entwidlung jeber hoheven Poten; von a - b, wenn fie
auf die angedeutete Weife gefdhieht, mit dem Bilbungsgefete der Bariationen
per entfprechenden Claffe mit Wieberholungen aus a und b in Ueberein-
jtimmung bleibt, {o folgt, bdajd allgemein (a + b)* die Summe aller Ba-
riationen ber nten CElaffe mit Wieberholungen aud bpen Elementen a und b
ift, wenn man fedbe Vaviation ald8 Product auffajst.

Die Bariationen erhdlt man aber audy, wenn man dbie Combinationen
berfelben Clajfe bilbet und biefe permutiert. Die Combinationen ber nten
Claffe mit TWiederholungen aud den Clementen a und b, ald Probucte be-
trachtet, find nady §. 264, Bufag

g iat= B \at Ah e B Ayt bh, 8wl b

Diefe Combinationen miifdten pevmutiert und die dadurdy entftehenden
Bariationen alg Producte abbiert werden. Da aber alle BVoriationen, die aus
ber Permutierung derjelben Combination hevvorgehen, diefelben Elemente ent-
halten und fomit al8 Producte betvachtet der Combination felbft gleid find,
fo braucht man die Permutationen nicht wivflich ju bilben, jondern wird, um
bie Summe alfer Varviationen 3u erfhalten, jeve Combination fogleich mit ifrer
Permutationszahl multiplicieven und dann alle dieje Producte addieren.

Die Permutationsahlen fitv die oben aufgejtelliten Combinationen find
nun nach §. 262, 3 folgeweije

n n
19 AT

n n

! (1), (2)

€8 evgibt fich fonad), wie in § 273,
(@b == P {’1‘) an—1h (‘;) an-2b2 . (;)an—k B

+ () ab— + b

Bufal. Genau auf diefelbe Art, wie hier die Binomialformel entmicelt
wurbe, fann audy der polhnomijche Lehriak, b. i eine Fovrel fiir
(a+b —|— ¢+ d 4 ..)" abgeleitet werden, ba bdiefe Poten; ber Summe
aller Vaviationen der nten Clafje mit Wieberholungen aus ven Elementen
a, b, ¢, d,... gleich ift, wenn man jebe Vaviation afs Product auffafst. Um

baber bie nte Poteny eined gegebenen Polhnoms zu erhalten, darf man nur
aus ven Olicbern desfelben die Combinationen ber nten Clajje mit Wiebers
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holungen bilben, jebe berfelben al8 Product betvadjtet mit bev jugehbrigen
Permutationszahl multiplicieven unbd .bie exhaltenen Probucte adbieren.
§. 275. Begiehungen jwifden dven Binomialcoefficienten.
1. Je 3wei vom Anfange undb vom Enbde gleid weit ab-
ftehenbe Binomialcoefficienten {ind einander gleid.
Der (k 4 1)te Binomialcoefficient vom Anfange ift
() n(n—1). (n—k+2)(n—k+1)
=t (& 1)
Der (k + 1)te Binomialcoefficient vom @nbe iit ber (n — k - 1)te
vom Anfange, alfo
n'y. n(n——l (kA4 2) (4 1)
(n—k)— (n—k——l} @ — k)"
PMultipliciert man ,Bﬁfﬂer unb Nenner bed evften Brudyed mit
k4D EEED ) TR -=f] h,
fo erhilt man
n 1 —1)..a—k+1)@—kK...k+2EF+1),
(k)= 2. k(L D...0 —k—1) (@ — K )

folglidy ijt
()= 1)
Bufab. QIuG per leten Gleidhung ergibt fidh filv k =0

(3
2. Die Summe aus dvem kten und (k 4+ 1)ten Binomial
coefficienten einer Poteny ift gleidh bem (k 4- 1)ten Binomiale
cneff:ctenten ber um 1 hisheren Potens

S i = S 0C Y (n — k-4 8) (n —k 4 2)
s ift (, )‘“ 1. %34 6 k—2) (k— 1) ’
o) wm—= 1).. cp—k 4 2) (0 — k4 1),
(k)_ T R E—1).k 3 baber
n n(n—1). ..n — k-42) I-
( ) k)= 112 k — 1) k (k4 (o —k+ 1)}
(n+1)n(n—1) (n—-k—-|~2)_(n+1)
B e ey k

Mitteljt diejes Sates fann man qué den Binomialcoefficienten irgend
einer Poteny jene ber nichft Hiheren Poteny duvd) blofe Adbition ableiten.
Man erhalt pavurch fifr die aufeinanver folgenben Potengen eined Binoms
folgenbe Goefficienten (Pascal’jdes Dreied):
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3. Die Summe aud den (k + 1)ten Binomialcoefficienten
per kten, (k-4 1)ten, (k + 2)ten,... big nten Poten; ift gleid
pem (k 4+ 2)ten Coefficienten der (n 4 L)ten Potens.

Aus bem vovhergehenden Sage folgt (k ) (ntl) (;); paber ift

(t):(:ii)_(k -11{- 1)’
(= Et)=61)
(o 2)= (i i.?)“ (ﬁif?).f

(3 0=3 )= (5
Fﬂ=ﬁiﬂ—kiJ-

Avdiert man biefe Gleichungen, fo ergib

ber weiten Seite paariveife auffeben und (

) = 0 ijt, die Gleicdhung
(D)0 )+ D) =1 )
3. 8. fix k= 2 ijt

(1) +(2)+ () +(E)++(5)=C7)

4. Die abjolute Summe aller Binomialcoefficienten fiir
bie nte Poten; ift gleidy 2o

v = () + () #6) + 4 (0).

5. Die algebraifde Summe der abwedfelud pofitiven und
negativen Binomialcoefficienten ift gleidy Null

o==1r =(3)=()+ () —+ - 5 (2)

=

III. €lemente der WahrfdeinlidReitsredunng.

Bie abfolute und cinfache Wabhr[dyeinlidkeit.

§. 276. Sind unter mefreven gleid) mbglichen Fillen einige bem
Gintreffen eines beftimmten Greignifjes giinftig, bie iibrigen dagegen un-
giinjtig, fo Beift bas Verhdltni8 der Anzahl jener Flle, welde dem Ein-
treffen bes Creigniffes giinftig find, su dev Anzahl aller gleih miglichen Felle
bie mathematifdhe Wahrideinlicdhfeit fiir dasd Cintveffen Ddiefes Cr-
eignifies.
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Begeichuet a bdie Bahl ber einem Creigniffe giinftigen und b bie Sabl
ber ihm ungitnftigen Fille, o ift, wenn die mathematifche Wakrjcheinlichleit
fitv bag Gintreffen jenes Creignifjes butd‘; w audgedbriicft twird,

W= —

a + b’

Je mefr Fille dem Cintreffen de8 Ereigniffed giinftig find ober fe
grifer a ift, vefto grdfer ift die Wabrfdheinlichleit fiir bas Stattfinden bdes
Greiguiffes; find alle Fdlle giinftig, fo ift bas Stattfinden geiwijd und man
bat, ba b = O ijt, al8 bag mathematijdhe Sphmbol ber Gewifsheit

a
W——';-—-l.

Je weniger giinjtige Falle vovfommen, befto geringer wird audy bie
Wahrjdeinlichfeit; ift gav fein Fall giinftig, jo ift bas8 Cintreffen bes Ereig:
niffes unmiglich, und man Hat, dba a = 0 ijt, fiiv bad mathematijde Shmbol
per UnmbglichEeit

W s gy
b

Sm gewdhnliden Leben heifit ein Ereigni8 wabrideinlid, wenn w > 1, jwei-
felhaft, wenn w=1, unb unwabhrideinlid, wenn w < 1 ift

Die Wahrjdeinlichfeit, daf8 ein Ereignid nidht eintreffen werde, heift
bie entgegengejete Wahrideinlidieit. Sie wird burd) einen Brud
bavgeftellt, bejfen Bdhler bdie Anzahl aller ungiinftigen und ber Nenner bie
Anzahl aller gleich miglichen Fille ift. Begeichnet man bdie entgegengefefte
Wahrideinlichfeit durd) we, fo ift

w—a_l_b,babemw—}-w :__:_":_1
b, h. pie Summe per Wahrjdeinlidteit fiir bas Cintreffen einesd
Greigniffes und jener fiir bag Nidyteintreffen gibt die Cinbeit,
fomit die ®ewifeheit; was aud) gan natiirlich erfcheint, ba e8 gewifé ift,
bajé fenes Greignié entweder eintreffen oder nicht eintreffen mujs.

ugd w+ w' =1 folgt w' =1 —'w.

Beifpicle.

Wirft man zwei Spielwiivfel A unb B, beven fechs Flichen nadh ber
Reife mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 Punften ober Augen bezeichnet finb, fo find in
Besug auf bie ahlen, weldhe auf den obeven Flddyen der beiben Wiivfel 3u
fteben fommen, folgende 36 Fille gleich mbglich:

ABY CABAB#Y AB, 'AB 7 AB
11 21 31 41 51 61
12 22 32 42 52 62
13 23 33 43 53 63
14 24 34 44 54 64
15 25 35 45 55 65
16 26 36 46 56 66
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a) Um die Summe 5 ju werfen, jind vier Fille giinjtig, ndmlid 14,
23, 32, 41. Die Wahrideinlichfeit, mit beiben Witrfeln 5 Augen ju werfen,
ift aljo 4 = 4. Diefer Ausvrud, welder angeigt, dajs in 9 Wiirfen - die
Summe 5 einmal geworfen werde, ift jebodh nidht fo zu verjtehen, alg wenn
man in den evften neun Wiirfen die Summe 5 gevabe einmal werfen miifste;
man fann biefe Summe vielleiht gar nicht, ober gevade einmal, ober audh
mehr al® etnmal werfen; aber wenn man fehr viele Wiirfe madit, o wird
fih bas Berhiltnid der Anzahl ber Wiirfe, worin man 5 wirft, u der ge-
fammten Anzahl der Wiinfe wm o mehr bem Verhiltniffe 1:9 ndhern, je
Linger ba8 Spiel fovtgefeht wird. Der wivtliche Erfolg wird ber dburd)y Zahlen
ausgedbriidten Wahrideinlichleit um fo ndher fommen, je grifer bdbie Anzahl
per Berfudie ift; und in biefem Sinune ift bie mathematijche Wabhrideinlich-
feit {tet8 aufzufajfen.

b) Die Wahrideinlichfeit, die Summe 5 nidht ju werfen, ift 1—F=3.

c) Die Wahrideinlichfeit, die Sahlen 3 und 5 zu werfen, ijt, da nur
gwei Fille 35 und 53 gitnftig find, & = s

d) Die BWahridpeinlichleit, einen Pafjdy, b. i. zwei gleiche Bablen zu
wevfen, it & = L

kS
9

Die relotive Wabrfdyeinlidheit.

§. 277. Die bigher betradytete Wahrideinlicdhleit, wobei nur ein Er-
eignié an und fiir fich betvachtet wird, heifit die abjolute Wahridheinlichleit,
im ®egenfae ju der relativen, welde fidh auf die Bevgleichung zweier
Greigniffe begieht. Bei bev velativen Wahridheinlichfeit jieht man unter den
miglichen Fallen nuv diejenigen in Redhnung, welde entweder dem eimen ober
bem anbeven ber beiben Greigniffe giinftig {ind, wdhrend alle iibrigen Fille
unbeadhtet bleiben.

Sind fitr verichiedene Ereigniffe s Falle gleih miglich, und vergleicht
man nur die Ereigniffe A und B, beren einem m und bem andeven n Fiille
gitnftig find, fo ift die velative Wahrjcheinlicheit W fiir das erjte Greignis
m;in, und bie relative Wahrjdeinlichfeit W fiir basd jweite Creignis = f;_ 8

Man faun bdie velativen Wahricheinlichfeiten aund) ausd ben abjoluten hex-
leiten. @8 ift nimlidh, wenn man bie abjoluten Wahrideinlichfeiten fiir bie
Greignifie A und B bejichungdweife burd) w und w’ begeichnet,

m n
= i
e TR Lo Hh BAy Uy
o E‘_*__“ e W m-+n m_|_n — w4w"

s 8 8 B
Die velative Wahrideinlidheit eines Creigniffes ijt alfo
gleidh bem Quotienten aus der abjoluten WahrideinlidgEeit
jenes Greigniffed und der Summe der abjoluten Wahridein:
lichEeiten ber beidben Greignifife.
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3. B. 3n einer Urne find 4 weifie, 6 blaue und 8 vothe Qugeln. Die
aljolute Wahrideinlichfeit,
eine weifie Qugel 3u ziehen, ift 4,
L] rotf;e " " " " TBB'i
oaber bie velative WahridheinlichFeit,

eher eine weiffe al8 eine vothe Rugel ju giehen, 5 — = 4 =1,
1is 18
8
eher eine vothe al8 eine weiffe Rugel 3u ziehen, —— = = 8 = 3.
18 + 18

Bie ufammengefepte Wahr[dheinlichkeit.

§. 278. Leruht bie Veftimmung ber Wahridheinlicheit eines Ereignifjes
auf per Bevedhnung mehrever einfacher Wahrideinlichfeiten, fo Beifit ein folde
Wahrideinlichleit eine jujammengefeste. Sie ift yweifacher Avt; entiweder
jdliet fich dag Gintreffen ber eimzelnen Greigniffe gegenfeitig aud und e
fann unter mefreren fraglichen Greigniffen nur eines ftattfinben, ober e8
follen 3mwei ober mehreve Greignijje in Bevbinbung mit einanber
gleichzeitig ober nady einanber eintveffen.

§. 279. Wahrideinlidieit fiir das Cintreffen eined von
mehreven Greigniffen, dbie fid) gegenfeitig ausfdliefen.

3ft s die Anzabl aller gleich miglichen Fiille, von benen m bem Ereigniffe A,
n bem Greiguifie B, p bem Greigniffe C,...aljo m + n 4-p...fiiv das Ein-
tveffen irgend eines unter den Greignifien A, B, C,...giinftig find, jo ift, wenn
man bie abjoluten Wahr{deinlichfeiten fiiv bieje Ereignifje burd) w’, w*, w'*,. ..
und bie jufammengefeste Wabhrjcheinlichfeit fiir bad Eintreffen irgend eines
dbiefer Greigniffe dburch W beseidhnet,

Gl 1 pllr PP B
W=, wl=—, wih=5N b

m n m n
2 BB Sty 4: B Bl
ober
W=w 4+ w4+ w" +4..,
b, i, diejufammengefetite Wahrjdeinlidhteit fiir bas Cintreffen
irgend eines pon mefhreven fich gegenfeitig ausfdliefenden Gr-
eignifjen ift gleidh ver Summe der abfoluten Wabhrideinlid-
feiten ber eingelnen Greigniffe
3. B. Wie grof ift bie Walhrideinlichleit, aus einer Urne, in welder
fidh 6 gelbe, 8 rothe und 10 ungefiirbte Rugeln befinden, eine farbige Sugel
3u giehen?
bie Wahrideinlichleit, eine gelbe Kugel gu ziehen, ift %7,
" " " TDtEE " " " ” '2§T;
baber ift die Wahrjheinlichleit, eine farbige Rugel su ziehen,

At A==
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§. 280. Wahrideinlicheit fiir bad Bujammenirveffen melh-
vever Greigniffe.

8 fei W bie Wahrideinlichfeit filr bag Sujommentreffen weier Ereig-
niffe A und B, von benen dem exjteren m’ Fille gitnftig und n* Fiille ungiinitig,
bem legteren m* Fille giinftig und n* Falle ungiinjtig find. Die abjoluten Walkr-
{dheinlichfeiten biefer beiben Ereigniffe find

wf

mH
=~ mta m" L o'

Da nun jeber ber m’ bem Ereigniffe A giinftigen Flle mit jebem ber m*
bem Greigniffe B giinftigen Falle zujammen eintreffen fann, o gibt e8 fiir bas
Bufammentreffen beiber Greigniffe m’ m* giinjtige Fille. Die Anzahl aller
mbglidhen Fille ift (m’ 4+ n) (m” 4 n*), da jeber ber m’ - n’ bei A
miglichen Falle mit jebem der m* 4 n* bet B miglichen Fiille jujammentreffen
fann. @8 ijt baher dbie Wahrideinlichfeit, dafs bie beiven Creigniffe A und B
sufommen eintreffen,

Wk m’ m" ikl m’ : m’! el g
(m* 4 1) (m" + n") m'+n’ " m" 40" :

Sind ebenfo w’, w*, w"',... bie abjoluten Wahrideinlidhfeiten fiir dbas
Gintreffen ber eingelnen Greignifie A, B, C,..., jo erhdlt man die Wahr-
jcheinlichteit filr vad Bujommentreffen aller biefer Ereigniffe

W — w w' w',, i
b. h. bie Wabhrfdeinlidfeit fiir Dad Sujammentreffen mehrerer
Gretgnijfe ift gleidh) bem Prodbucte ausd den abfoluten Wahr-
fdeinlidfeiten fiir bad Cintreffen dber einzelnen Ereigniffe.

3. B. €8 fei ein gewidhulidhed Spiel Karten von 32 Blittern nadh
ben Favben in viex Pafete eingetheilt, wie grof ift die Wabr{dyeinlichleit, den
Coeur-Rinig 3u siehen?

Die W, bie Handb auf das Pafet dber Coeurs zu legen, ift L; bie W.,
aud biefem Pafet den Kinig su siehen, L; daher die W. fiir das Jujammen-
treffen biefer beiben Greigniffe 1.4 = 4.

§. 281. Wabhrfdeinlidhteit fiir bad wiedberholte Eintreffen
bedfelben Greignifjes.

Jit w bie abjolute Wahrjdeinlichleit, dafs irgend ein Ereignid eintreffe,
fo ijt bie Wahridyeinlichfeit, dafé jenes Ereignis 2-, 3:, 4-,...rmal nad
einanber eintreffe,

W=

Wy = W.W — wg’
2t = 3
Wy = w.wew = w
W, = W.W.W.Ww — w?
Wy = W.W.W....rmal = w";

b. h. bie Wahrfdheinlichfeit, dbajs ein Ereignis mehrerve Wale
nadeinandber ftattfinbe, ift. gleid) der fovielten Potens ber
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Wahrideinlidfeit fiir dad einmalige Cintveffen, als Wieders
holungen ftattfindben follen.

3. B. Wie grofy ift bie Wahrideinlichfeit, mit zwei Wiivfeln 3mal nadh
einanber bie Summe T zu werfen? — Die ., bie Summe 7 einmal ju
werfen, ijt +, alfo die W., bie Summe 3mal nad) einanber zu werfen,
@) =ate

Wenn ein Creignid wiederholt ftattfinden foll, jo tritt juweilen ber Fall
ein, bajs mad) jebem Eintreffen bedjelben jowohl bdie Anzahl der mbglichen ald
bie bev giinjtigen Fdlle wm 1 Eleinev wivd. Ju diejem Falle ift, wenn = die .
Wahricheinlichteit fiir dad exite Eintveffen eines jolden *Ereigniffes ausbritdt,
bie Wahrideinlichfeit fiir bas rmalige Wiederholen bedjelben :

m m—1 m—2 m —T1'+ 1
T sEad Tl g il s—r-1°

3. B. Die W., aus einer Urne, welde 8 weife und 6 jdhmwavze Kugeln
enthdlt, 4mal nad) einanber eine weiffe Kugel u jiehen, wenn jebe gejogene
Rugel nidht wieder in die Urne uviigelegt wird, ijt

8is Wil » 8i 1id0s
14,7 18,42 a1, 148"

§. 282, Wabhrideinlidhfeit fiir bie verjdhiebenen Combina-
tionen mehrever Greignijje.

Sind s gleich mogliche Fille, von denen m’ dem Ereignifie A, undb m*
pem Greigniffe B giinjtig jind, jo ijt, wenn

"

m m
e unb — = w’
gejetst wird, die LWabrjcheinlichfeit,
T T S A T M ¢ S w'

o A it eintifE s SR S 1 —w
8 1) o Sated® Edbidnen B e wh
Bk 53 (110 200 0 0L AR e Bt ] SLH g/
B ] 1 e pia e w (1= w")
o A nidt eintrifft, aber B ... (1 — w’) w
o A unb B eintveffen. ... i w'w
. A unb B beibe nicht eintreffen . 1 — w’ w*
, weber A nody B einfrifft ...... 1—w) 1 —w

, entweber A ober B eintrifft.... 1 — (1 —w') (1 — w').
Auf gleiche Weife [djst fich, wenn bie abjoluten Wahrfdeinlichleiten w’
w', w'“ fiir bag Ctattfinben dreier Greignifie A, B, C befannt findb, aus
benfelben bie Wahrfcheinlichleit fitr jeve Combination finben, bie in %ea_us
auf bas wedjelfeitige Cintreffen und Nichteintreffen jener brei Greignifje miﬂg[td;‘
ift. ©p evhilt man 3. B. firr die Wahrjdheinlickeit, bajé unter biefen brei
Greigniffen wenigftens eines eintreffe, den Ausbrud

: 1w (e SPOORY i) 4 (lesesian®ls),

Modnil, Arithmetit und Algebra. 13
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3. B. BWie grof ijft die Wahrjdeinlicdhteit, mit 2 Wirfeln, wenn nidht
im evjten, fo dod) im weiten Wurf 9 Augen zu werfen?
Hier ift w' =1 unb w* = &, baber bie gefuchte WabhrjdheinlichFeit
I—(l—w)1T—wi=1—8238=11

Mathematifcher Hoffnungswert und redhtmifiger Einfab bei Wetten und
Glitcks[pielen.

§. 283. Wenn mit bem Cintreffen cined Creigniffes der Befils eines
phyfifden Guted ober ein Gewinn eviwovben werben famn, fo Hat derjelbe vor
pem GEintreffen jenes Gureignifles eimen Wert, welder vou dem Gvabe ber
Wahrideinlichfeit abhingt, die fiir bas Stattfinden bdes Ereignified vorhanben
ift; man nennt biefen Wevt ben mathematifdhen Hoffnungsmwert ober
pie mathematijde Erwartung. Lrifft bas Creignis gewijs ein, jo darf
man auch vov bem Gintveffen besfelben den vollen Gewinu eviwavten. Sind
aber unter den Urfachen, von denen dad Stattfinden ved Ereigniffes abhingt,
a giinjtige und b ungiinftige, o wird das Ereignis nidt mit Geiwijsbeit,
fonbern unter a + b Fillen nur in a Fillen eintveffen, und e8 wird baber
aucdy) dev Gewinn nidht mit vem vollen Werte, joudern nur mit dem fo vielten
Zheile pesfelben, als bie Wahrjcheinlichleit w, ihn ju erhalten, angeigt, er-
wartet werben funen, $Peifit daher h der mathematijhe Hoffnungdwert unbd
g ber amsuboffenbe Gewinn, fo ift

hi=— 5 _T_ 58 = Vg,
. §. ber mathematijhe Hoffnungswert eined Gewivned ijt
gleich bem Producte ans bem Gewinne und der Wahridein-
lidhfeit bedfelben,

3. B. Jemand fetst auf jwei Nummern einer Sahlenlotterie, welde 90
Nummern enthilt, 1 fl. und gewinnt, wenn feine beiven Nummern gezogen
werben, 240 fl.; wie grof ift der mathematijhe Hoffuungswert?

Die %ablidpein[id;feit mit jwet Nummern einen Ambo u madpen, ift

Wi 480 _ 160
1005 801' bafer h = 801 240 = 57 = o7

§. 284. Bei Verfidhevungen, Wetten und Gliicsfpielen wird eine be-
{timmte Summe eingefetst und dafiiv im giinftigen Falle eine beftimmte Summe
gewonnen. Jebe redytmifige Verficherung, jowie jeves rechtmifige Gliictsipiel
bevut auf vem Grunbjate:

Der Cinfa mufs pem mathematijden Hoffnungsdmwerte
bed Geminnes gleid) fein.

Man Hat daber fiir den Ginjaty e denfelben Ausbrud wie fiir den ma-
thematijchen Hoffnungdwerth, nimli) e = wag.

Heifen e’ und e” vie Cinjie zweier Spieler, weldhe beziehungsweife
bie Wahrideinlichfeit w’ und w* Haben, einen Gewinn g ju erhalten, fo ift




195

e = w'g und e’ = w'
baher 2 W
e/ el == w' LW,

b. b pie Ginfage mitffenben Wahrideinlidieiten, ju gewinnen,
propovtioniert fein.

3. B. A wettet gegen B, bajs ev mit jwei Wiivfeln einen Pafdy wirft.

Die Wahrideinlichleit, 3u geminnen, ift filx A L, fiir B ;8 miijfen
fich alfo audy vie Ginfage ber beiven Spieler, wenn die Wette vecdhtmagig jein
foll, tvie &' ober wie 1:5 verfalten, b. h. B mufs Smal fo viel einfegen, al8 A.

Wahrfdyeinlidyheit in Besiehung auf die Lebensdauer ves Menfdyen.

8. 285. Durd) Bergleichung der Sterbelijten, die fifv sablreiche Orfe
und duvdh viele Jahre hinbuvdy gefithrt wurben, it man ju Tabellen gelangt,
weldhe angeben, wie viele von einer beftimmten Anzahl in bemfelben Jahre
geborner Menfchen in den aufeinanbder folgenden Sahren noch am Leben find.
Solche Tabellen feiffen Stevblicdhfeits- ober Mortalitatétafeln Wi
theifen nadjjtehend eine folche Tafel mit.

Sitimild-Banmann'jdje Sterblidyfeitstafel.

|

17 503 37 395 57 | 237 77 ,
18 499 38 388 58 | 228 TRE LY A ]
!

1

n ‘ i n ! an n an n an
; [ | |
[0 | 1000 20 | 491 40 374 60 210 80 ‘ 37
PR 750 21 | 486 41 367 61 201 81 | 32
e 661 23 | 481 42 360 62 192 82 = 28
3 618 23 476 43 1 358 63 182 §3-%" oy
4 593 24 471 44 346 64 172 84 | 20
[ SRR 579 25 466 45 339 65 162 85 17
I e SRR B R
L g 556 27 456 47 324 67 142 £700 |0 e
8 547 28 451 48 316 68 132 g8 | 10
9 539 29 445 49 | 308 69 122 89 L8
10| ss2 | a0 | 489 | 50 | soostl 70 p . 112 o) 90 ‘ 6
11 527 31 433 51 291 71 | 108 91 5w
12 523 32 427 59 282 72 94 92 4
13 519 33 421 53 273 73 85 037 (nati8uit]
LM lo 516, b8k, 416, | Bhin 288 |74 17, | el 200
1 | |
15 511 35 4089 550111255 75! |0 69 oy (509 2
16 507 36 402 56 | 246 76 ‘ 6; 96 9}/ 2 1011
5 Bl
‘ 1

19 495 39 381 59 219 79 43
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Diefe Tabelle, weldhe fich anj 1000 in demfelben Jahre Geborne be-
sieht, eniBdlt in bev evften mit n iiberjdhricbenen Spalte die Altersjahre
per Perfonen, in ber jweiten mit a, beeichneten bie Zahl ber im Ulter von
n Jafren noch Lebenven. Die Differeny sweier Sahlen bev Lebenden gibt
bie Anzahl Dev in bem begiiglichen Seitraume Geftorbenen. o fterben 3. B.
vom 20. bi8 jum 30. Lebensjafhve 491 — 439 = 52 Perjonen. Die Zahl
per im nten Altersjabre Geftovbenen ift gleidh a, — anyq.

8. 286. Aufgabe. Die Wahrideinlidteit, bajs eine njdhrige
Berjon dbas Alter von n -+ p Jabhren erveichen mwevde, darvju
jtellen.

Bon a, im Alter von n Jahren lebenden Bevjonen leben im Wlter von
n-+p Sahren nodh) any, Perjonen. Die Wahrjdeinlichieit, bajé eine nidhrige
Perjon bas (n + p)te Jahr evveichen werbe, ift demnady, da ay, die An-
3abl der giinjtigen und a, die Anzahl aller gleidy miglichen Fdlle angibt,
an
=

Die entgegengefetste Wahricheinlichfeit, daj8 ndmlidh) eine njdihrige Per-
fon bag (n-p)te Jahr nidht evleben werbde, ift

ant-p
an i

Beifpiele. 1) Bie grof ift bie Wahridheinlichleit, dajs eime 24 jihrige
Perjon bad 50fte Jahr evveidhen werde?

850, -5 _3_99 Ak 1
o 0°6368.

2) Wie grof ift die Wahrjdheinlichfeit, vajé von jwei Eheleuten, von
benent ber Wann 40, bdie Frau 30 Jahre alt ift, beibe das 60fte Jahr er-
veichen mwevben? Die Walhrideinlicheit, bag 60fte Jahr ju erveichen, ift fiir
ben Mann 2, fitr die Frau %, baher bie jufammengejeste Wahridhein-

40

lichfeit, daj8 beide bad 60fte Jahr erleben,

fo | e, 219 210 — 0-2686.

Tyl a,an 874 a3Y

w =

w=1—

Lebensverfidyerungsredynung.

§. 287. Berpflichtet fich eine Berfichevungsanitalt, einer Perfon obder
beren Rechtdnachfolgern gegen eine u entrichtende Gelbjumme in eimem be-
ftimmten Falle, weldher von dem Qeben oder Tobe eimer ober mehrever Per
fonen abfingt, einen gewiffen Gapitalébetrag sber eine beftimmte Qeibrente
(§. 258) 3u jablen, fjo Beifit der besiigliche Vevtrag ein Lebensverfides
rungsdvertrag,

Bei allen Rechnungen itber Lebensverfidherungen wird der Grundfas
feftgehalten, baj8 ber Barwert der Sahlungen, welde die BVerfiherungsanftalt
ven ben unter gleichen Bedingungen verfidherten Perfonen zu empfangen Bat,
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gleich fei bem Bavwerte der Saflungen, tweldhe die Anjtalt an dieje Ber-
fihevten gu leijten hat. Wiv bejchvanten ung hiev auf einige bejonders widtige
HYufgaben bdiefer: Ant.

Aufgabe. Gine njihrige Perfon willbeieiner Berfiderungs-
anfjtalt ein Capital C o verfidern, bafé diefes nadh p Jabhren,
wenn dbie Pevjon damals nod) lebt, an diefelbe ausgezahlt wer-
ben foll, baf8 bagegen, falls dbie Perfon wahrend dber p Sahre
ftivbt, bie eingezahlte Summe ju Gunijten der Anftalt verfdllt;
wie gvof ift ber Betrag M (Mife), welder an dbie Anjtalt fogleidh
eingugahlen ift? 1

Wenn alle a, Perjonen, welde in der Sterblichleitdtafel bei dem Alter
n angegeben find, unter benjelben Bebingungen dber BVerficherungdanftalt bei-
treterr, fo  Bhaben fie jujammen M .'a, einguzablen. Bon ben a, Perfonen
leben nach p Jafren nod) angp; an diefe hat bie Anjtalt je C, alfo im

ganzen den Betvag C . anyp ju ablen, bdeffen Bavwert, wenn Hier vie aud
< antp

in dben folgenven WAufgaben der Binsfuf bdurd) e begeichnet wivd, & =
betrdgt. Da nun bie Bavwerte der Cinnahmen und der Ausgaben dev Anftalt
gleich fein follen, fo hat man die Gleichung

o an4-p k 2 an+p
M.a, =C .7 baber M_C.a—nap.

Bu vemfjelben Refultate gelangt man aud) burd) folgende Schlujdmweife,
bie ebenfo bei bem fpiteven Unfgaben angewenvet werden fanm, Die Wahr-
fcbeinlichfeit, dajé bie njdhrige Perjon bas (n-+ p)te Jahr evveichen und baf?
aljo die Auszahlung des verfidherten Capitals C wirklich erfolgen werde, ift
331511’ baber (nady § 283) ber mathematijche Hoffnungswert diejes Capitals
C .%B, und fein Bavwevt G.—::—':;. G& ergibt fih baber, wie friiher,

M=C, 2t

aner

St umgefehrt M gegeben und C u fuchen, jo hat man
an ep
C = M . m;.

Brifpiel. Wie grof ift vev Betvag, den ein Bater an eine Berficherungs-
anftalt einjaflen mufé, pamit biefe feinem 10jdhrigen @ol’;r]e, wemn ev bas
247t Sabhr erreicht, ein Gapital won 2000 fl. auszahlt, wobei 5% Binfessing
3u vehnen und angunehmen ift, bajé bie Gingahlung verfdllt, falls ber Sohn

bor dem 24 ften Safre ftevben follte?
ay,, SN SUIODATL L e
M = 2000 . iR T BI06 89432 fl.
Bu diefem Betvage fommt nody ein Bermaltungsfojtenujdlag.
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§. 288, Aufgabe. Wie grof ift bev Betvag M, ben eine
njdhrige Perfon an eine Vevjiderungdanftalt jogleid) eins
3ablen mujs, bamit jie, jo lange fie [ebt, am Enbdbe eines jedben
Jahres eine Leibrente B begiehe?

Berjichern. fich a, Perjonen vom Alter n unter gleihen Bebingungen,
jo Dbaben fie M . a, einjugablen, Lon biefen Pevjonen leben am Gnbde bdes
1, 2, 3,... Jabred nod ants, 3nt2, Bnts,... Die Anftalt hat dafer an
PRenten audjuzahlen:

B » Anii, B s And2, B. An43,0 - o
Die Summe der Barwerte biefer Renten ijt
B(fbr tatrpiteis i)
wobet bie Reife innerhalb ber Klommern bis an das Enbe der Sterblichfeits-
tafel fortzufeten ift.

Sefit man bie Bariwerte der Cinnahmen und ber Ausgaben der Ver=

jidhevung@anftalt gleid, fo ergibt fich

M.an=B.(an+‘+ L a"+3+...)

e e? 83
und baber
1 _1_ anti an4-2 ant3 )
M_B.an( il A S M),
ober
M= B .xis
enn
e & an-t1 an42 an43
rn—;n—( Ay +) ..... 1)

gefest wirb,
BWird B gefudht, fo hat man
B

Tn
Beifpiel, Welden Betrag mujs einte 47idhrige Perfon eingahlen, um fich
eine Ceibvente von 200 fl. ju fichern, bie Binfen ju 4% gevechmet ?

1 48 i 4 5 z
Da min 1, = - (1?04 - e N .)_—- 11°527 findet,
fo ijt

M'=200 1, &= 200 .AT*527 ="2305U. K

Die Bevedhnung von r,, weldhes ben Barwert ber Renteneinheit
fiix. baé Alter n barftellt und ein Dauptelement der Verficherungsrechnung
bilbet, gejtaltet fid) meiftens fehr miihfam und weitldufig. Wir geben in der
nacpfolgenden Tabelle bdie fiir 49 und 5% bereits audgevedimeten Werte
won ry.
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nady ber SiifmildheBaumann'jdhen Sterblichleittafel fitr 49 wnd 5%

berechnet.
T I'n l rn
n n Hid
1% 5% 1% 5% : iy 5%

0 11'432 9782 32 14'719 137067 | 64 7'293 6'838
1 14°852 12°695 33 14'526 | 12°916 | 65 7°053 6624
2 16'525 14125 | 34 14'326 | 12°758 | 66 6817 6'412
3 17'382 14'863 | 35 14117 | 12'592 67 6589 6'207
4 17840 | 15264 | 36 13'938 | 12452 68 6372 6011
5 18°002 | 15415 | 37 13752 | 12'307 | 69 6170 5'829
6 18118 | 15528 | 38 18'560 | 12115 | 70 5'990 5%667
7 18216 15'627 39 13'362 117997 71 5774 5471
8 18256 | 15678 | 40 137156 | 11'883 | 72 5°580 5'294
9 | 18268 | 15706 41 12°944 11°662' | « 73 5418 5147
10 18'249 15°709 42 12723 11°483 | 74 5220 4°966
11 18149 15°661 43 12°494 11296 75 5058 4'819
12 18'029 15'559 | 44 12257 | 11101 | 76 4'854 4631
13 17'895 15°463 45 12°011 | 10°896 | 77 4°691 4°482
14 17756 | 15°362 46 11755 | 10682 | 78 4°476 4282
15 | 17610 15°256 47 11°527 10494 | 79 4'304 4124
16 | 17459 | 15146 48 11°291 | 107297 | 80 4'202 1" 4°032
17 f 17°302 157029 49 11°048 | 10093 | 81 4°053 | -~ 3'895
18. | 17138 14907 i0 10°796 9380 | 82 8'818 . | 3'675
19 16968 14779 il 10°575 9695 | 83 3'632 | | 3701
20 16790 | 14645 | 52 | 10'349 9505 | 84 3583 | 3412
21 16°642 14'535 | 53 10°118 9'309 | 85 | 3'322 3214
22 16°487 | 14°421 | 54 9'881 9108 | 86 | 37196 ? 3098
23 16°327 | 147301 55 9'639 8900 | 87 | 2877 | 27796
24 167160 | 147175 56 9°392 8687 | 88 | | 2591 | 2522

] |
25 [ 15987 | 14°043 | 57 9'138 8468 | 89 2'368 ‘ 2'311
26 | 15807 | 13'906 | 58 8879 8243 | 90 2'284 2°235
27 | 15’619 | 13'761 | 59 8614 8010 | 91 1851 | 1'816
28 | 15424 | 18609 | 60 8'342 7771 | 92 1°406 | 1°384
29 | 157257 | 13482 | 61 8'064 7526 | 93 07949 | 0937

| | | {
30 | 15°085 | 13350 ¢| 62 7780 7272 | 94 0481 | 0476
31 | 14905 | 13212!| 63 | 7886 | 7035

| l




200

Die Berechnung einer joldhen Tafel gejdhieht am einfachiten auf folgenbe
Weife. Da nadh der Fovmel 1)

Tojs = — (an+2 + 2 +...), alfo

an41 e
S S R S K5 ants )"._ s
e ) ( e 1 e? it SO i
i[t! fo fﬂlgt = an41 (1 + !'n-|—1) 2}
Tmi— an e N 1

Man Beftimmt nun, 3. B. fiiv 49, unbd ywar zuerft nadhy dev Fovmel 1)

| Sy i Wl 1 PN e
Tog — Bl ke 04T Pid e 1-04"‘0481’

fobann nach dev Fovmel 2)

_ Bhay, (er,) 0061 4B1LE
Tos |y Tagettoh | TIBI08 ST At

ievauf nad) devfelben Fovmel r,,, dann folgemweife ry, 1y, u. f. f., Wwas
mit Dilfe der Logavithmen leicht auszufithven ift.

& 289, Anfgabe, Cinenjihrige Pevfon will bei einer Anftalt
ein Capital C verjidern, das8 nad ihrem Tode ihren EGrben
audgezahlt wevben foll; wie grof ift der BVetrag M, ben fie jo-
gleid) einjuzahlen hat?

Treten ber Unftalt a, Perjonen unter gleichen Bedingungen bei, fo
muf8 die Summe ifhrer Gingahlungen, ndmlid) M.a,, gleidh fein dem Bay-
wevie aller Capitalien, welde von der Anjtalt fiir bdie gejtovbenen Perfonen
an deven Grben ju zablen jind.

Bon a; Perfonen leben nach einem Jafhve nod) a.yq, die 3ahl der Ge-
ftovbenen bes erten Sahres ijt aljo ay — a,s. Gbenjo fterben im 2., 3.,
Jafte anys — anys, Snps — Anys, ... Die Anftalt Bat aljo am Gube
bed 1., 2., 3.,... Jabres an die Grben dev Geftorbenen die Capitalsbetrige

(D73 (an'— an+1), C. (-‘ln+1 =) au+2), C, (an+2 g a!1+3)r' ..
gu gablen. Die Summe der Bavmwerte aller biefer Bahlungen ift

C. [an—-a_:il 18 ﬂn+l;3n+2 _I_an+2—esan+3 ot ]
A o [an_(an+1 a;t;:-_2+‘-)+%(an:1+az.i_2+ )]
mo [ =g (S e )L s )]
=02 1= 0.2 (B2 4 22 )]
T [1—(e--1) rn],

wenn ber Ausbrud .Eln ( 4 o s ) purdy r, erfet wird (§. 288).
Somit ift
Mia; = % 8 [1 — (e —1) rn], baher
M = %.[1—-(e-—1)rn].
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Jjt M gegeben und C ju fudben, fo hat man

Me
C‘l—(e—l)“?;'

Beifpicl. Weldhes Antrittdgeld Hat eine 36jdhrige Perfon bei 5% Binfen
an eine Bevfichevung8anitalt ju zahlen, dbamit nach hrem Tode ihre CGrben eine
Summe pon 2500 fl. erhalten?

2500 2500 -
M= 5. (1 — 0°05. 1) = . (1—0°05.12°452) = 89854 fl.

§. 290, Aufgabe. Gine njdhrige Perfon will gegen eine am
Unfange jedesd Jahred zahlbave Primie P ein Capital C ver-
fidhern, pag bei ihrem Abfterben an die Erben ausdgezahlt werben
foll; man jude die Beziehung jwifden P und C.

Nimmt man wieder a, Perfonen vom Alter n an, jo betvdgt die bon ihuen
gleih beim Gintvitte an bdie Anftalt zu jahlenbe Primie ufjammen P.a,.
Nadh 1, 2,... Jabhren leben nodh) ant1, ants... Perfonen; bdiefe jahlen an
Primien Planys, Planye 41

Der Barwert aller Pramien ift alfo

Pl dtiee 20T |

= Poay [1 -+ —:T(Elf + 5133:; +... )]
= Piay (1 + 1ra) (8. 288).
Der Bariwert aller Leiftungen der Anftalt an die Crben ber Vevfichevten
ift, vie i bev Aufg. §. 289,
| Csjar pidanten— 1) r,].

e

Nian hat daher
P.ay (1 4+ m) = %.an [1— (e — 1) ry], ober
C

P.(14r) =—.l—(e—1) ra],
aus weldher Gleihung jebe ber Grifen P und C bejtimmt iwerden fann,

wenn bie anbeve gegeben ift. )
Beifpiel. Gine H5jdhrige Perfon will auf ben Tobesfall i[y‘ren F&rben
ein Gapital von 4000 fl. verfidyern; weldpe jihrliche Pramie Dat fie bei 4%
Bevsinjung eingugahlen?
pi 4000 1-0-0dre 4000 1—004.9°639 _ go9.g it
T 104" 1+



Anhang.

Geometrisdye Bavstellung dev imagindren und dev complexen Zablen.

Gt e e .

1. Geometrijde Darjtellung der imagindven Sahlen.

§. 291. Otettt XX vie unbegrenzte Sahlenlinie, OX bie pojitive und
OX bie negative Ridhtung dav, fo nimmt dber Punft O die Stelle der Nulf
ein; alle benfbaven pofitiven ganjen, gebrodhenen und irvvationalen Sahlen Haben
v auf OX, cbenjo alle negativen Sahlen auf

O X' thre Stelle und find dovt beftimmbar.
B Gine Griveiterung ded Sahlengebietes in ber

il Qangenvidtung der Rahlenlinie ift nicht

SEDIAC I Py 10 i mbglich , weil biefelbe in biefer Ridhtung

A liienlod Deveitd burdh bdie veellen Fahlen

- (b1 / audgefiillt wird., &8 bleibt daber, um auch

5 bie imagindven Bahlen bavjujtellen, Bblof

! bie feitliche Grweitevung iibrig, . i. man

¥ mujd aud per Fahlenlinie in bdie
Bahlenebene hinanstveten.

Bieht man durd) ven Nulipuntt O der Bablenlinie X X‘ auf bdiefe eine
Senfrechte Y'Y’ und bejcreibt aus O mit vem Holbmeffer OA = b ‘einen
Rreis, weldher jene Sentrechte in ven Punften B und B jdineivet, fo ift nach
einem befannten Sage der Planimetrie jowohl OB als OB’ die mittlere
Proportionale jwijdern den Abjchnitten O A nud O A’ ber als Durdhmeffer
angenommenen Strede AA’, Wird daher OA =+ b umd QA= —b
gefegt, fo Bat man OB*= L b. — b= — b?% woraus OB =/ —b°
=b]/ —1 =bi folgt. OB’ untericheivet fih von OB blof durch bdie
entgegengejetite Lage, o baj8, wenn man O B=-bi annimmt, OB‘= —bi
Sefetst werben mujs.

Wenn man nun die Jahlen 4 b und — b durdh diejenigen Punfte A
und A’ dev Baflenlinie X X veprifentiert, beren Ubjtinde vom Nullpunfte
nah) ®réfe und Ricdhtung durch diefe Bahlen angegeben iwerben, o exfdhein
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eé confequent, al8 Repvdfentanten der Bahlen - bi und — bi bie Punkte
B und B’ angunchmen. Die imagindven Bahlen finven bafer ihre Davjtel:
lung auf einer Geraden, weldhe auf der urfpriinglichen Sahlenlinie in deven
Nullpuntte jenfrecht jtebh.
3n ben Bahlenausdriicen
+b=b.+1, by bt
—b=b.—1, —bi=b.—i
oritdt ber abjolute Wert b aus, dajé jede biefer Sablen b Ginbeiten ent:
hilt; die Beichen aber, ober im ermeiterten Sinne bdie Ridhtungsfactoven
+1, 41, — 1, — i zeigen am, dafé die b Einfeiten besliglich in den Ridh-
tungen OX, OY, OX’, OY’ ju ;dblen find.
Die Gerape X X’ nennt man bie veelle, die Gevadbe YY' bie ima-
gindre Rahlenlinie.,

2, Geometrvijdhe Darvitellung ber complegen Bahlen

§. 292. Die reelle Sahlenlinie X X' fann al8 bie Abjciffenare unb bdie
imagindre Bablenlinie YY' al8 bie Orbinatenare eines rechtwinfligen Coor-
pinatenihftems betvaditet werben. Legt man burch bie beiben Uyen eine Ehene
und nimmt bdie veellen Sahlen a und b einer compleren Bahl a + bi al8
Coorbinaten eines Punfted M, und zwar a ald Abjciffe und b al8 Orbinate
an, jo ift dbadburd) bie Lage diejes Punttes in der Ebene unzweidentig bejtimmt;
umgefebrt entipricht einem Punfte M, beffen Coovdinaten a und b gegeben
finb, eine einzige complexe Bahl, weldhe die Abfcifje a bes Punftes ald veellen
Bejtandtheil und vie Ordinate b alé veellen

< Factor ded itmagindven Bejtandtheild enthilt.
M B 3 Der Punft M evjdeint fonadh al8 der geo-
+|be metrijhe Reprajentant der combleren Jabl
' . a4 bi. Man gelangt ju diefem Punkte der
44 A 3a—;;_IeneBeue, went man vom Nullpuntte anf
113 per veellen Are die Strede a, unbd dann jent:

M "féf 3o vedht bavauf bie Strede b uuftrf'igt.
Gbenjo ergibt fich, bajé bie compleren
Y’ Bafhlen —a-+bi, —a—bi, +a—Dbi

- ~ beyitglich burcy die Pumfte M, M*, M“
bargeftellt werben.
Qdjst man a und b alle reellen Bahlenmwerte vott — oo bis —l—c:o
ftetig durchlaufen, fo erhilt dev Punft M, welder in per Jahlencbente bie
complege Bafl a + bi barjtellt, alle in biejer Ghene miglichen Lagen.
§. 293. Gine bejonders wichtige Fovm nehuten die complezen Qablen
an, weni i ihver Dayjtellung ftatt dev vechtivinfligen die Polarcoordinaten

angewenbet werben.
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it M per Punft dev Bahlenebene, welcher die complere Bahl a + bi
vavftellt, aund ift OM = r ver Ubjtand dedfelben vom Eoorbinatenanfangs-
i punfte und MOX = ¢ bder Winfel, welchen OM mit
ber pofitiven Abjcijfenaye bilbet, jo evgibt fich aus
b a=rcosg undb b=rsing
x unmittelbax
0 A a4+ bi=r(cosp - ising).

On diefer Davftellung Heifit die complexe Babhl r (cosp + 1ising) bie
vebucievte Form, r ber Modbul und ¢ bad Avgument ber complexen
Babl a + bi.

Bur Bejtimmung von r und ¢ bdienen bdie Gleidhungen

o U G et e a . ol b
r=171a -+ b? GOMP_T_V;T__;_F’ sin ¢ —T—Wﬁ,
worin r ftetd pofitiv ju nehmen ift und ¢ jwifcdhen den Grengen O und 27

liegend bovausgefest wird,

Da r die abfolute Linge ved Radiusvectors OM und ¢ den Winfel
bedjelben mit ber veellen Are angibt und daber burd) bdie complere Bahl
a+ bi=r(cosp + ising) ber Radbiusvector OM bper Ldinge und ber
Ridtung nacdh beftimmt ift, jo wird zur Darftellung ber compleyen Bahl
ftatt des Punfted M fehr hiufig aud) der RNabdiusvector (OM) angenommen,
wobei bie Rlammern anbdeuten, dajs OM unach Rdnge und Ricdhtung be-
trachtet wird.

3. Geometrijdhe Deutung dev algebraijden Operationen
mit complegen Sahlen.

§. 294, Dq die formalen Berbindbungen complerer Bahlen, wie aus
§. 186 Dervorgeht, im allgemeinen wieber auf complexe Bahlen fithren, fo
l6j8t fich, wenn man gegebene complere Bahlen burd) Punfte ober Streden
vaxjtellt, auch bag Refultat ihrer BVerbindung wiever durch eimen Punft ober
burdy eine Strede bavitellen. Jever Rechuung mit complexen Sahlen ent:
fpricht Biernach die geometrijche Aufgabe, aus gegebenen Puntten oder Strecen
einer Gbene nach vorgejchviebenen Gefeten andeve Punfte ober Streden ju
conjtvuieven.

Um biefe Gefeke feftjujtellen, werden wir ven Definitionen der Redh-
nungéoperationen eine folde allgemeine Fajjung geben, bajs diefelben audy fiir
complexe Bahlen anmwendbar werben und bdajsé in ihnen jugleich bie bezitglichen
fitr bas Redimen mit veellen Jahlen gegebenen Eriliivungen ald bejondeve Fille
enthalten find.

Addition und Sublvaction complerer Bahlen.

§. 295, Wir vefinieven die Summe jweier Sahlen allgemein als
bie Babl, ju welder man gelangt, wenn man von dbem erften Summand in
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verfelben Weife fortichreitet, wie man von ber Null aus zu vem jweiten
Summand gelangt.
1. @8 fet ju beftimmen bdie Summe der compleren 3aflen
(a + bi) + (c - di).

Jjt OA=a, AM=b, OC=c, CN =d, jo ftellt. ber Punft M
bie complere Zahl a 4 bi undb ber Punft N bie complere 3ahl ¢ - di bar.
v 2 LBon Null aus gelangt man ju dem jweiten

Summand N, inbem man auf dber veellen Aye bie
Strede OC = c unb hierauf pavallel jur imagi-
N niven Ure die Strede ON = d aufirigt. Man
d wird baher nady ber obigen Grilivung per Abbdition
2 —P pom ervften Summand M aus guerft pavallel zur
b reeflen Are die Strede MP = c und Bievauf
pavallel jur imagindren Are die Strede PR = d
9l B nsdlid S (I auftvagen. Der Punft R, zu bem man baburd
gelangt, ftellt bie gejudite Summe dar. Da diefer Punft, wie man fogleid)
fieht, bie complexe 3ahl (a + ¢) + (b 4 d) i veprdfentiert, jo hat man

(a+bi) +(c+di)=(@+c) + (b+d)i

Amwei complere Zahlen werben bemuadh abbiert, inbem man
ihre veellen Beftanbtheile fiir fidh, und ihre imagindren Be-
jtandtheile fitr fidh) abbiert.

Diefelbe Regel wurbe audy in §. 186, 1. bei ber formalen Behanbdlung
ber compleren Saflen ber Abbdition berjelben zugrunbe gelegt.

2. Ginfadjer geftaltet fich bdie graphifdhe Ausfiihrung bder Adbition, wenn
man al8 Repréfentanten der compleren Bablen ihre Rabienvectoven annimmt.
Stellt per Radinsdvector (OM) bdie complere 3ahl a 4 bi und (ON) bie
complexe Babl ¢ -+ di dar, fo mujé man, um ihre Adbdition ausjufiihren, von
pem exften Summand (O M), b. i. von deffen Enbpunfte M aus in der Rich-
tung und um die Linge ded jweiten Summandé fortjchreiten, woburd) man zu
pem Punfte R gelangt; der Radiudvector (OR) ftellt dann bie gefudhte
Summnte dar. Da OR offenbar bdie Diagonale eines Pavallelogramms ift,
bas von den Seiten OM und ON gebilbet wird, jo fann man jagen:

Die geometrifhe Summe zweier complerer Zahlen it bie
vom Nullpunfte ausgehende Diagonale bed vou ihren Rabiens
vectoven gebilbeten Pavallelogromms.

§. 296. Dic Subtraction sweier complerer Sablen ergibt fidy un-
ntittelbar aug ber Abbition.

Stelt per Radiussector (OR) det Minuend und (ON) ben Subtra-
Bend bar, fo betrachte man OR al8 Diagonale uub ON al8 eine Seite eined
PBavallelogramms; die anbere vom Nullpunkte andgehende Seite (O M) biefes
Bavallelogramms ftellt dann bdie gefuchte Differens bar.

S
-
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Aultiplication und Divifion complerer Jahlen.

§. 298, 1. Da8 Product jweier Jahlen definteren wiv aligemein
al8 bie Zahl, welde aus dem Wultiplicand in derfelben Weije entfteht, mwie
ber Wultiplicator aud ber pofitiven veellen Einbeit entjtanden ift.

@8 jei a 4 bi mit ¢ 4 di ju multiplicieven. Nehmen wiv OE als
die pofitive veelle Ginbeit an; (OM) ftelle den WMultiplicand und (ON) den
Multiplicator bar.

i o R Der Multiplicator (ON) ijt aus ber pofitiven
‘i veellen Ginheit OE entftanden, inbem man in der
Q>P Ridytung berfelben dad c fache diefer Einbeit und
| pann fenfrecht bavauf bas dfache berfelben Ginbeit
: aujtvug.  Auf biefelbe LWeife ift nun dag Probuct
: aud bem Wultiplicand (ODM) ju bilben. Man wird
in ber Ricdhtung bed Wultiplicands (OM) bdas
cfacbe biefed Wiultiplicands und bdann fenfrecht
bavauf bdaé dfache bed Wiultiplicands auftragen,
¢ WA FE TR woburd) man ju dem Punfte R gelangt; dber Ra-
piugvector (OR) ftellt pann dag gefuchte Prodbuct dar.

Bur Beftimmung der Coorbinaten ded Punfted R erhdlt man aus der
Apnlichfeit ber Dreiede OPT undb OMA
OFsne =il anba BT b= et d s baber
OT =ac  und Bilier ha,
Gbenfo folgt aus der Apnlichleit der Dreiefe RPQ und OMA
PQ:b=d:l amdTRQ% a'=='d ¥23Dafer
PQ: bd und RQ:ad
8 ift alfo
OS=0T —PQ =ac—bd, und
RS=RQ+PT=ad + be,
folglidh (OR) per Repréjentant der compleren Bahl (ac—bd)+ (ad+be)i,
unb fomit
(a + bi) (¢ + di) = (ae — bd) + (ad 4+ be)i.
Hiedurdy ift audy die Ridhtigleit der in §. 186, 3. fiiv die Wultiplication
complever Bahlen gegebenen Borjdyrift nadhgemwiefen.
2. ®any einfach ftelt fidh pie Wultiplication jweier complever Jahlen,
wenn biefelben in ber veducievten Form gegeben find.
€8 fei bag Prodbuct r, (cosp, 4 ising,) . v, (cosg, 4 1 sing,) ju
beftimmen. Wan nehme OE = 4 1 an, (OM) ftelfe dven Multiplicand und
(ON) ben Miultiplicator dar.

b/
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Der NMultiplicator (ON) ift aus ber pofitiven Ginkeit OE entftanben,
inbem man biefe in der Jahlenchene um O wm den Winkel @, drehte und
in biefer Richtung bie r, fache Liinge ber Einbeit auf-
trug. Man wird baher ebenjo auch ben Wultipli-
cand (OM) um ven Winfel ¢, drehen und in bev
neuen Richtung die r, fache Linge diejes Multiplicands
auftragen, wodurdh man (OR) al8 dag gejucite Pro-
buct erhilt.

Da nad) ber Conftvuction u (OR) ber Modbul
r v, undb bag Argument @, 4 ¢, gehrt, jo hat man
r, (cosq, + ising,) .1y (cosg, + ising,)

=171, . {eos (@, + @2) 41 sin (g + ¢o)).

Das Product yweier complerer Fafhlen ift eine compleye
Babl, veven Modbul gleid ift dem Producte der Woduln und
peven Avgument gleidh ift der Summe ber Avgumente der Fac-
toven. !

Aus ber vovanftehenden Entwidlung folgt, dafs die Dreiede OMR und
OEN dfulich find.

Bu pemielben Refultate, bas wiv oben auf graphijdem Wege abgeleitet
haben, gelangt man auch, wenn man bdie beiden compleren Bahlen nach der
fitr veelle Bahlen geltenden Vorjdrift multipliciert und bdann i* durdy — 1
erfest. Wan erhdlt ndmlic

r, (cos g, + ising,) . ry(cos g, + i sing,)
cos @, cos @, | i sing, sing,
o i {—l—i(sin @, CO8 @y + cO8 P, sin%)}
=11, .{cos (¢, + @) + isin(p + @)}
§. 299. Der Quotient jweier complerer Sahlen
r, (cosg, + ising,) : vy (cosg, + i sing,)
evgibt fih burdy Umfehrung der in §. 298, 2. geldéten Multiplicationss
aufgabe. o
Stellt in ver begiiglihen Figur bas Product (OR) bden §Du3menb
T, (cos g, ising, ) unb ver eine Factor (O M) den Divifor ry (cos g, +isin gy)
bar, fo gelangt man su dem Quotienten (ON) al8 bem anbern Factor, in-
bem man ein bem Dreiede OMR dbnliches Dreied OEN fo conftruiert,
bajs vie mit OM Bomologe Seite OE bev Cinbeit gleich ijt. Dann ergibt

fig ON:r, = 1:r,, bafer ON = :—
Der Wiodul bes gejuchten Quotienten (ON) ijt alfo ::'; bag Avgument
besfelben ift EON = MOR = ¢, — ¢,. Dian hat bennach

n(cosg +158¢) __ N yo5 (g — @) 1 8in (@, — @)},
r, (cos ¢, + i sing,) Iy
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Potengieren einer compleren Bahl,

§. 300. BWir bejdyvanfen und Hier auf den Fall, wo der Potenzerponent
eine ganze pofitive Bahl ift, und bilden jundchft ein Pvodbuct mehrever com-
pleer Bablen. Da bdasd fiiv bag Wultiplicieven complerer Sahlen ber rvedu-
cievten Form in §. 298, 2. nadygewiefene Gefess aud) bann, wenn mehr als
swei Factoven vorhanben finb, feine Giltigleit behdlt, o hat man

r(cosg 4 ising) .1/ (cosg’ 1 ising’) , r" (cosp” 4 ising")...
=rr'r’, {cos(p + ¢ + ¢" +..) +isin(p + ¢’ + " +..)h

Getit man mun r=r'=r'=..., p= @' = ¢"=... und die Anzah!
ber Factoren = n, fo geht die Gleichung in die folgende iiber:

{r (cosg + ising)}® = 1" (cosng + isinneg).

Dieje Gleichung ift unter bem Namen der WMoivve' jden Binomial
formel befannt; fie enthdlt den Sabs:

Die nte Potens einer compleren ahl ift wieber eine com-
plexe Bahl, beven Wobdbul gleidh ijt ber nten Poten; dbes Wodbuls
ber Bajis und deven Avgument gleid) ift dem nfaden Argu-
mente ber Bafis.




1. 5a 4 2a. 2. Tm 4 Hm.
3. 23p + 19p. 4, 15x + 2Ix.
5. (x 4+ 2) + 6. 6. (4a 4 T) + 2a.
7. (m 4 2n) + 3m. 8. (7x + 6y) + Ty.
9 3m + 4m 4 6m. 10. 15a 4+ 3b + 9b.
1. 2a + 3b 4 4¢) + 3a. 12. [(Tp + 5q) 4+ 3p] + 54q.
13. 2p 4+ 39 +5p+39+q 14 m+ 6m-+3n+ Tm - 9n,
15. 8 + (6 - a). 16. 10y + (12x + by).
17. Tm + [3m + 2m + 8n)]. I18. 3a + [Ta + (Ba + b)].
19. 5p + [(Tp + 8q) + 6q]. 20. [156x4{bx+ (Ty + x)] +2y.
AN x+3)+(x+1). 22, (3a + 4m) 4 (3a 4+ 2m).
23. {(3a 4 4b) 4 2¢} 4 {6a -+ (4b 4 5¢)y.
4. (2x 4+ 3y) + Bx 4+ 2y)y + [14x + Bx + y)} + 6y].
25. 6x 4 by 26, a4 Z2biSe
x+ Ty 2a+3b-+ ¢
ST rbcy 3a 4 b4 2e
27. 8a 4+ Tb 4 6c -+ 5d 28. 3m + 2n 4 6p 4+ 5Hq
9a + 6b 4 Tec + 4d m - 3n 4 6p 4 6q
Ta+5b 4 8¢+ 6d. 5m + €n + 2p + 4q.
29. (Ta 4 6b) + (16a + 3b) 4 (13a + 20b) -+ (5a 4 6b).
30. (6x + Ty +52) + (Bx + 6y + 72) + (2x +y + 37)
= (x+3y+42)+(4x+°y+2)
2. Gubtraction mit abjoluten gangen Jahlen.
Verbindung der Subtvaction mit fidy [elbft und mit der Addition.
(88. 17 — 24.)
| Ry 8 2 2 4a —da
3 (el 9 4. 6p + 5) — 3p. N

Aufgaben-Sammlung.
L. Addition und Subfraction.
1. bbdition mit abjoluten ganzen Zahlen.
Berbindung der Addition mit fih felbf. (§§. 12 und 13.)

Moénit, Aeithmetit und Algebra, | IR



1L
13.
15.
17.
19.
21.
23.
25,
21.
29.
30.
32.

34,

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44,
45.
46.
47.

48.
50.
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. (9m + 2n) — 6m. 6. 8n +n — 6n.
. [Bx + 5) + 2x] — 4x. 8 3m 4+ 9m + m — Sm.
. (a — 2) 4 Ha. ~ 10. (Tm — 3a) + 2a.
8x — 4y) + Tx. 12. [6z — T) + 32] + 4
6 + (n — 4). 14. x 4 (8x — 4a).
T7a 4 (3a — 2b). 16. 15m + [(4m — 3) + 2].
12 — (4 + m). 18. 9y — 2x + Ty).
6x +4y) — (3x + 2y). 20. 5m — [2m + 3a) + 2m].
(3a—4) — 6. 22. (16y — 8x) — 8y.
[6bx — 2) — 2x] — 3. 24. 5a -+ Tb — 2b —4a.
by — (8z — 3y). 26. (m 4+n) — [m — (a — n)].
@x — 4) — (x — 1). 28. Ta + (8a —2) + (9a — 4).
[x— @+ )] +[x— @+ p) + x— @+ P
bx —2y) — (x — 2y). 3l. (9m — 4n) — (4m — 3n).
5a— 3b 33. Tb — 3¢
2a— b 2b — 2¢
—+
17x — 16y 35. 20m — 27n + 12p
8x — 9y 15m — n412p
(17p + 15q — 18r — 11s) — (Bp — 69 — Tr + 8s).

Ba b on g Vo L 8% L By (a — 2R Ly

(3x — 5y — Tz) + (Tx + 4y — 32) — (6x — 3y + 10 2),
Ta — (3¢ — 6b) — (6a — 3¢) — 3b + (8a — 8c¢).
(Bm — 5y) 4+ [y — Tm) — (y — 3m)].

E+y)aE—fa = G —=ll

2x — [(Ba + 4x) — 4x—1)] — (x — 2a — 2).

(8m — 5%) — (2m — 3n — 4x) 4+ [3x — 2n) — (4m 4 3n)].

Bejtimme dic Werte folgenber Ausdvritde filv a =4, b = 3:

(8a 4+ Th) — (5a — 4b) — (2a — b);
8a + (Tb — ba) — {(4b — 2a) — b};

8a + (Tb —5a) =2 (4b — (2a — b)}; .

8a 4 Tb)— {ha — (4b — 2a) — b}.

Beftimme folgende Ausdbriide:

A+ (B — (C+ D)y 49. A — (B 4 (C— D)};
A+ (B— (C—D); 5. A— (B — (C—D)y;

weni A =06a — (2b + 8¢c), B=23a+ (3b—4¢),
C=2s— (b4 ¢, D= a-—(@4b—2¢) ift.
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3. Adbdition und Subtraction mit algebraijdhen ganzen Sahlen.

(§8. 29 — 32.)
L (+ 7a) 4 (4 3a). 2. (—6m) + (+ 3m).
3. (+ 5n) + (— Hn). . 4. (—8x) + (— 2x).
5. (4 2x) — (+ x). 6. (— 6a) — (+ 4a).
7. (4 6m) — (— 3m). 8. (—48) — (— 8s).
9. (— 4x) + (— 2%) — (— ) + (+ 9%).
10. 8a - 3bh—4c 1.  26x + 31y — 17z
—3a—5b+ Te x — 29y — 19z
a-+4b —b5e —22x 4 8y - 37z

12. Bevede x — (x — 2) + (x—4) — x — 6) jiir x=4.
13. (' yog) Ay = yulog)el (— x -y o} 2) < (& x ==y £
14. [(a — b) — b] — (b — a). 15. 5m — [3m — (— n + m)].
6. x+[y—%—Ex—yl 17.x—[x+2)— (—x + ).
18, 3m — 20— {—5n — [6mi— {dn.—~ [— 3m — (Bm— 2n)]}]}.
19, 2a 4 3b — {2a — [— 2a + 3b — {(2a + 3b) — (2a — 3b)}]}.
20, [6x + Ty — (— 6x + Ty — [(6x + Ty) — (6x — T3) — 6x]}]
—+ [6x — {(6x — 1y) — (6x 4 Ty)}).

II. AWultiplication und Divifion.
1. Multiplication mit abjoluten gangen Sablen.
Verbindung der Multiplication mit fidy [elbf. (§§. 37 unbd 38.)

1. a.a% o 2, m®. m® m. G e
4. xy.z 5. 3a.b. 6. 5mn.2,

7. a.bx. 8. m.6yz. 9. a®.4a”
10. 2a.4b. 11. 8xy.Tx. 12. 2y%.4y2,
13. Ta'x.ax” 14. 42°.5b2% 15. 6m®n*.5m’n%
16. a.2a.3a. 17. xy.xy.xy. 18. z2.22%.3z.
19. a®b.5a%h%.8a b’ 20. x°.8z%y.3xy".y.

Berbindung der Multiplication mit der Addition und Subtraction.

(s§. 39 — 44.)
21, (x 4 a).b. 22. (a + 1).5. 23, (x +5).4 — 2x.
24. (3m+2n).5p. 25. (a’h + ab?.ab. 26. (6m 4 5m?).2m,
27. am + bm. 28. 5x% 4 9x% 29. 3y + 5y%
30. 4a -} 4b. 3l. ax? 4 ay* 32. (a+m)x+(a—m)x.

33. m (b2 — x% + n (b* - x%. 34 6m + 6n 4 6p.
14%



35.
38.
41.
44.
47.
49.

50.

82.

54.
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(a — b) z. 36, (m — 1).m. 37. 8x + (T —x).3.
{4a — 3b).5ec. 39. 2x* —x).3x. 40. (ax®—by®) .mxy.
am — bm, 42, a.107 —b.10m, 43. 15ay® — 9ay?.
3x — 3y. 4. Tx —Ty+ 1. 46. ax | ay — a.
3a? — a® + 5b% — 3b% . 48. bx — b5y + 6a — 6b.
aB3x+2 —3b@Bx+ 2 +2a(B3x+2).
Abdieve
8mx 4 dny 51. 6a* — 9a% + 12a®
3mx — Tny 42> — 6a® 4 8a
mx — 3ny 2a* —3a 44
@ubtrahiere
amx 4+ bny —cpz 33. 1bx% —26x% 4 33x — 10
3mx —2ny + pz 15x3 -— 20x* + 25x
(0 2 IRfy HERYE - YR Az Ry i 3x A = y).

§5. Txy — [Tyz — (3xz — 2xy) 4 3xy] — (Byz— 2x32).
§6. b.(x + y). 57. 5.((a + 1). 58. m.(p + 5).
59. 6.(m 4+ n) — Hm. 60. 3x.(a® 4 b%). 61. 12a%.(3x%+ 2y%).
62. a.(b— 1) 63. b.(x — y). 64. 8.(3 — m).
65. 5.(z — 2) + 1. 66. 5m.(ax® — by®). 67. 2a’h®. (a®h—ab?).
68. {(3a -- 2b) a® — (2a — 3b) b® 4 (a + b).2ab).4a’h%
69. Bevedhne folgende Ausddriice fiir m =20, x =4, y =3, z = 2:
a) m — (x.y + 2); ¢) (m—x)y+ z;
b) m—x (y 4 2); &) (m—x.y) + =
70. (x +a) (z 4 b). 71. (x 4 a) (x — b).
2. (x —a) (x.+ h). 73. (x — a) (x — b).
4. (a + 1) (b - 1). 75. (m 4 1) (m + 2).
7. (y +3) (y —5). %7z — 4) (z— 6).
8. (6x + 3a) (Bx 4 4b). 79. (a™ -+ b™) (a® — bn).
80. (3x* 42y (4x® 4+ 5y9. 81. (ax™ — by") (bx + ay™). "
82. (2a° + 3b?) (5a? — 4b%) — (10a* — 12b4). :
83. x + y)% 84. (a 4 1)% 85. (p +2)%
86. (x,— y)~. 87, (a — 1) 88. (p — 2)%
89. (10m 4 n)% 90. 2x + y)% 91. (x— 2y)%
92. (3m — 2n). 93. (3a? 4 4b%)2. 94. (5p° — 3q°)°%
95, (x + 3)® — 6x. 96. (y — 4)* 4+ 8y. ;
97. (x + a)* + (x — a)% 98. (x 4+ a)® —(x — a)%
99. (ax* + by®? — 2abx%2 = 100. (a% — b%)? + (a’x + b¥y)%
1. (x+75) (= —y). 5102, (8 +5) (a — 5).
103. (x + a) (x — a) + a% Wy — 3y +2)y—2).



105.
107.
109.
110.
111.

112.
114.
116.
117.
118.

119

120.
122,
124.
125.

126.
128.
130.
132.
134.
135.
136.
137.
138.
139,
140.
141.
142,
143.
144,
1435.
148.
151.
153.
154,
155,
156.
158,
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(15a 4 9b) (15a — 9b). 106. (a™ 4= b?) (a™ — bv).

(3a? — 2b7) (3a® 4+ 2b%, | 108. (5x® + 3x%) (bx® — 3x%)
(mx® + ny®) (mx? — ny?) 4+ 2ny?® (mx3 4 ny?).

(3a® 4 5b%) (3a® — 5b?%) — (3a® + Tb?) (2a® — 4bY).

bx + a) 2x — a)— (4x—33a) (Tx+4a)+ (3x—a) (6x+2a).

Ha —2b 4 1).7. 113. 2x + 5y — 3z).4xyuz.
Em+2m9—3m3).5m. 115. (a® 4+ Ha — 9).6a%
Bxy® + Hx%* — 3x%).12x%"

(Bz* 4 22° — 5z% 4 42).62%
4m® — 3m*n + 2mn%*— n%).3mn"%
3x? +5x 4 7).bx — (4x* — 6x — 8).3x.
f:ninIOm— Tn -+ 4p). 121. 3ax.(a® 4+ ax -+ x?%).
: é ¢ RN 2 e 1)'
5a?.(3x" — 8xy + 2y%. 123 x*. (x* — x* 4 x
4 2%, (5a%b® — Ta® b®* — Ha'b — 3ad).
Tx%,(2x% — 2xy% — 3x2° + 3y%) 4 x%".(l4xy — 2lyaz).

a4 2b <4 3¢c) (3m' 4 2n). 127, (2a — b + 3¢) (Bm — n).

28 :_;}——I— 6;——}- i)((5a — 7). 129, (7“x + 5y — f) (3a -+ 5).
&+ xy +y?) (x —y) 131. (x* —xy + 3% (.*a:—|—y).5

(z2— 2z + 1) (6z 4 3). 133. (by* + 6y — 7) (4y — 5).
(2a%h —3ab® — 4b°) (a — 2b).

% X8R TyIE 59 (4 x) L)

(4a* — 12a%° 4 9b%) é? a:_—z )3(b3). §

2x% | 3x® - 4x* | 3x x —1).

((a“—l——;ab—}—bg) (a4 b) + (a® — 2ab 4 b?) (a — b)4.
(5x% 4+ 4x — 3) (4x + 8) — @x* —3x — 6) bx + 4),
(at —a*+a'—a+4+1)(a+1).

(a* +a%+a>+a+1)(a—1) e

(xSm — xim -+ xim x!: -:_);n;)‘z 1) (i) _|_ 1)

2 g a’h® 4 ab? a — b).
E:"'i:":j—_a%“ia"ba-}—ab‘—b?)(a—}—b). i
(a + b)%. 146. (a — b)% 147, (2xm+ by) 110
(ax? — by 149. (8a* + 7b%)% 150. (ax™ — bx")>%
x4+ 1) @4+ x+3). 152 x+3) (x—2 ®+4. .
G+D) @x—2 &+3) &x—4)

GOt cto o

i — X —¢) (x —.d).
g—l—g)-—éxc)’. 4 157. (3x—2y;|—z)9.2
(y* — 4y +4)°% 159. (ax? 4 by* 4 ¢)2



160.
161.
162.
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(3a% — 4a%b + 6ab® —2b%) (4a* — 3ab 4 b%.
(bx* —2x® — 3x* —2x + 7) (65" 4 4x—7T).
(a® 4 2a%b + 2ab® 4 b3) (a® — 2a’b 4 2ab® — b?).

163. (2a?b — 3ab® — 4b® + 5) (2a’b — 3ab? | 4b* — 5).

164. (ax®* L bx? 4 ex 4 d) (mx® 4 nx® -+ px 4 q).

165. (x4m_2X3myn_|_2x2my2n__,4x_my3n+4y4n) (x_2m +2xmyn+2y2n).
166. (m* +2m® —3m* —3m + 1) (m® — 3m? 4 3m — 1).

167. @a+b+¢c) (a—b-+c) (a+b—ec).

— 3b9).

168. (a®* — 2ab + 3b?% (3a®* 4 ab — 2b?%) (2a°
169, (a° — 4a — 6) (a® — 4a 1 6) (a% + 4a — 6).
170. (4x*—3x +2) 3x*+2x — 1) (x*— 2x — 3).

171.

172.

1.
4,
(B
10.
13.
15.

17.

20. —

23.
26.

29,
32.
34.

37.
40,

(a® 4+ 2ab — 2ac + b* — 2be 4 ¢?)

(a® + 2ab 4 2ac + b* + 2be + c?).
—@—1b) x+ (a¥— bI].

x4+ (a + b) x 4 (a® + b9 [x*

2. Divifion mit abjolitten ganzen Sahlen.

Berbindung der Bivifion mit fidy felbf und mit der Multiplication.

(§§. 48—52.)
L £ 2. at: = 2/ tamtiicar,
15a; 5. §. mx : x, 6. 4ab.px:b.
2a(m — 1): a, 8. 50ab: 2a. 9. 8abxy :ax.
122° 355 11. 8a% : 4a. 12, Ta%y*: ayt
9a’b?x : 3abx. M G+yE—3:E—y) E&—2).
28a%m%y*: Ta'my? 16. 20am b= x?:: 5 am 1 bi-2 x5,
2—}?—.0. 18, niy.ny. 19. —g' .bm.
2x a
a7 * 21. ;—.abe. 22.5 .Hax,
i o1 8 6. ot 2. srsar 07"
Sax | mxy 8ax |
—.ﬁ;.x. 27.—1-17—.111}7. 28, 5y sid-h:
15 a® b? 6a’x 4m?n?
=—— : bafh, 30. 35 ¢ Bax® 31 =71 2p
(16x%y?*: 5x) : 3y. 33. (2m®z?: ny?) : 3n’y.
«T5 iy 2z
mn..—. 35. 15x. 7 36. E»‘::"y.?)xJr
2

Bmy® 2E2E, 3. 2a%. 21 39. da?b e 5o,

§o . X P
X: e 4l.y.y 42.xy.y



43.

46.
48,
50.

52,
.[(@ 4+ b) x%: (a — b) y¥]: [x*: (a — b) y].
56.

57.
89.
61.

64.

66.
68,

70.
73.
75.
76.

77.
78,
79,
80.
81,
82,
84,
86.
88,
90.
92,
94,
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2

axy:?, 44.5&4:5—,. 45.633m"x:2:x

2111 2 2
2mi(meEl)rate, 47. b% 4 [(b’I + ¢ ;b,--j—;,].
15m?n®: (6n%: 2nx*). 49. 4a2b°m*: (2m?; ab?).
Xy x5 A mp np
?. _,Y_. al. T- gl ey
i sk Gy 5 Sz At
A b T/ 26bn.5b° *obndy ny ®

L iy {x_y_.u). Vit 07 N {7
Zte T T B W e }'z'

Berbindung der Divifion mit der Addition und Jubtraction.

(§8. 53—57.)

(ax 4+ bx) : x. 58. (8x | 8) : 8.
(a®b 4+ ab? : ah. 60. (12a%x* 4 9ax?* : 3ax™
b y Tm 3m 3a 5a
o T 62, % : 63. ?-{— =
a-b a—b 2x 4 3 3x + 2

n 7 TR ﬁ5'x+1+x—|-1'
(am — bm) : m. 67. (mp —np) : p.
(5a?x — 10ax? : bax, 69. (8x*y® — 4x%y?2?) : 4x'y"
b ¢ 6a 5a 9x 5x
'z'—"Za 7!.;-;. 72. Z;—H.
a4+b a—b 74 8y =8, dy. -5

S A W TR L T S O
3x—2y+4x+3y 83x + by

X—73 X —y 0 ox=iy
17x+12y_3x—-7y+2x—3y

x+y x4y =Ly

(45am — 25bm + 35cm) : Hm.

(2a® — 6a®b + 30ab? : 2a.

(bm*x — 4m?x?* — 3m?x%) : m?x.

(10x4y%z — 25x%y?2® — 15x*y%z® 4 Hxy’z*) : 5xy'z.

(6am — 12bm + 5an — 10bn) : (6m + 5n).

(a% 4 2ab 4 b® : (a 4+ b). 83 x*—2xy + x%:(x—y):
(4x* — 9y? : (2x 4 3y). 85. (16a2 — b?% : (4a — b).

(xom. Ly ¢ (™ — y"). 87. (81m® — 1610°% : (Im* 4 4n?).
x*—1): =+ 1). 89, (xtm —1): (x™ —1).
(a® 4+ b% : (a 4 b). 91. (a® — b% : (a® — b?).
(@™ 4 1) : (a™ + 1). 93. (81x% — 16y : (3x* — 2yY).

(x34+x2—2x —8): (x—2).



95.
96.
97.
98.
99.
100.
101.
102,
103.
104,
105.
106.
107,

108,
109.
110.
111.
112,
113.

114.
115,

AN (i

13.
15.
18.

20.
22,
23.
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(14x* — 31x 4 15) : 2x — 3).
(6x* — 11x® —9x* -} 19x — 5) : 3x — 1).
(3a%x?* — abxy — 2b%y% : (ax — 'by).
(20a® — 18a’b -} 4a%b?% : (4a® — 2ab).
(4a® — 16a® + Ta + 20) : (2a — 5).
(XSm + x2myn 2204 xmyau e y4n) . (X2m aind y3n)_
(x3ySm — xntlpimt2 | gontd yml | gdngd) ; (x2ym — ghy?),
(m* — 2m*n? 4 n?) : (m®  2mn + n?),
(6a* — 5a® 4 4a® 4 11a — 4) : (2a% — 3a - 4).
(12x* — x%y — 32x%y? + xy® + 203% : (4x* 4 xy — 5y?).
(2— 7Tx 4 16x* — 25%3 4 24x* — 16x% : (2 — 3x  4x?).
(15a* + 8a3b — 41a%b® 4 10ab® + 8b%) : (5a® 1 6ab — 8b?).
(63y° 4 10a®y® — 155a* y* 4 10a’y® + 63a%)
: (9y* — Da'y? — Tah).
(49a% 4- 6a* — 51a® —25) : (7a® — 6a? 4 3a — b).
(4x° 4 15x*y® 4+ 10x%y* — 9y°) : (2x% + x%y 4 4xy% 4 3y%).
(4+5a — 16a®—4a® 4 4a* —5a® 42 : (4—3a.4 2a%—a?).
(32 4+ 104x + 100x® 4 26x% — 13x* + x9)
: (8 4+ 12x 4 6x* — x%).
(27a% — 33a%b — 45a%b? + T1a%b® — 36ab® — 16Db°)
: (9a® — 2a%h — Hab2 - 4h3),
[ix*+ (@ +b—c) x*4 (ab—ac—Dbec) x —abey : (x + a)]
: (x— o).
{(120—326x +329x*—146x%+24x%: (4 —3x)} : (6 —Tx 4 2x9).
(2—Tx416x2—17Tx3}12x%Y : {(2 — Tx+ 12x%—9%%) : (2—3x)}.

3. Multiplication und Divifion mit algebraijden gansen Sahlen.

Multiplication algebraifdyer Bahlen. (§. 59.)
Ta.(—4). 2. (—4x%).2y. 3. (+a%.(— 3a).

. (— 3x%).(5xy). 5. Tab.(— be). 6. (—8ay".2aty.
. (— 6a%.3a%x, 8. 5az*.(— 3b%2).

. ab?y?. (— a’b). 10. (— 12m*xy®).(—4x%y).
g 12. (e ) s B (0

(—my).(—my).(—my). 14 (—5%).(=5%).(— x).
(— 2z)3, 16. (4 3a%3. : 17. (— 4xy)’.

(— 2a%).3ab%.5a%bx. 19. 4x°y%z. (— xy*2%).(— 2x'z).
afm—ipint2 (__ gmpr-d), 21. 3bx¥, (—4Db%x2-%),2b x%
3ax.(— 4ay).(— 2bx).ab.(— Hbx).

a’xy.(— mx%.ny* (— bz?.(— bmx).(— bny).



24,
23.

26.
21.

28.
30.
32.
34.
35.
36.
37,
39.
41.
42,
43.
44,
45,
46.

41.
50.
53.
55.
8.
38.

89.
60.
61.
63.
64.
65.

66.

67.
68.

__3
2ax.(— 6by) — (— 8bx).(— ay) + (— 3ab).(— Txy).
8.(=3) —(=95.(—6) —9.(—2) + (—1.(—9).

Beredme den Ausdbrud x? — 6x — 16 fir x = + Sumd firx = — 2.

Weldhe Form nimmt der Ausdrud X—_i_’g_—{_—y — an, wemn fid) 1) x in —x,

2) xin—xumbyin —y, 3) xin—x, yin—yundz in — z vers
mwanbelt?

(Bx — 4y).(— 3a). 29. (3a— 5b 4 7).(— 2m).
(—3x*+3x — 1).(— 5x2). 3L (54 4a— 3a%).(— 6al%y).
8x + (2x — 3y).— 4. 33. (Ta®—4b%).(— 2b?) 4 14a%h?

(6x* — 52%).(— 2xy%z) + 3xy’.[— (Bz® — 4x"2)),

b -—-Tx 4+ 6x%.(—3x?% 4+ 9x*} 4x* — x).2x.

(a* — 4a%b 4 6a%b® — 4ab® + b?).(— 2ab),

(a + b).(— 2a - Bb). 38. (1 m? (14 m9,
(1 — a%b?= 40. (—ax + by)%

(@ +b—c¢c)(—a++btec).

(% A2y — ¥ (7 - 2zy L v,

(—3x + by — Tz) (— 7x — by + 32).

(a +b—c) (a+b) + (a—b+ec) (a4¢) + (—a+ b+ c) (b+c).
(1 —2x 4 3x* —4x% (1 — 3x + 5x* — Tx9).
@a+b+c)at+b—c)(a—b+c) (—a-+hb+ec.

Divifion olgebraifdyer Bahlen. (§. 60.)

(—4x): 4 48. 8ab: (— 2a). 49. (—6bx?) : (—bx).
1847 : (— 6a%). 3L (— 12m%): (—4m?). 52. (—I14a'h?):2a® b.
(— 15x%y% : 3xy% 54. 9ab®c®x: (— 3ab%e).

(— 288adnts—2) ; Gal—x+1, 56. (—25amtnbp) : (— Harbp).
32xm-—2u+3p y2m—n-—-p ( gxm—an-}-&pym n—2p)

X — x — 10 5(x— rag
Bevedyne — % F 5 s by furx 8.

(24a%b® — 15a*b?) : (— 3a®b?).

(18am?y? — 27b my® 4 36¢y) : (— 3y).

(1 — zoy : (1— x), 62. (1 — a%): (1 — a).

(1—2x } x*— 6x* 4 8x%: (1 — 2x).

(6x® — 23x°% 4 24x — 10): (— 2x 4 5).

(30x* 4 2x3 — 16x® + 105 — 2) 1 (— 5x? 4 3x — 1).

(27 — b1x — 125x* — 2x3 4 30x*) : (— 3 + 8x + 6x%).
(1—m—14m® — 14m® — 6m?® —m®) : (1 + 3m + m?).

(1 —15x + T2x* — bdx*— 405‘: — 243x% : (1 — 6x — 9x7).
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4. Detadijde ganze Bahlen.
: (§8. 66 — 70.)
240978 4 97477 + 504336 -+ 378264 4 615089.
Abdiere die nachfolgenden Sahlen uerjt in verticaler, danm in Hovizons

taler Ridhtung:

12.

13.
15.

16.
17.
18.
19

21.
23.

24
26.
28,
30.
32.

.

33.

2. 3. 4. a. 6.
7. 81312 1 433664 L 243936 1 596288 - 406560
8. 542080 - 216832 - 569184 - 379456 + 54208
9, 189728 - 677600 - 352352 - 27104 + 514976
10. 650496 -+ 325248 L 135520 - 487872 + 162624
11. 298144 + 108416 - 460768 - 271040 + 623392

Sudje die Summe von 6 3ahlen, beven exfte 235078, unbd jebe folgende
um 58505 grifer alé die vorhergehende ift.

8754219 — 1910862. 14. 33557799 — 8866442,

Beredne 3874920 L 561083 -+ 6721859 -+ 55462873 + 9036199,
und fubtrabiere dann bon ter erhaltenen Summe den erften Summand,
pon bem Refte den jiweiten Summand, u. j. f.
719308.2.3.4.5.6.7,8.9.

380792.11.13.31.25.64.125,

146637.99.991.299.

734552 .84399.100. 20. 58379.25726.432789.
291728.740634.12500.7999.  22. 6647830.710744.918497.
Beredne A — ab, B=ac, C =ad, D =be, E=bd, F =cd
fiir a = 428792, b = 920664, ¢ = 371963, d = 140846.

897715 : 91 ‘ 25. 134676 : 29,
5791338 : 63. 27. 309644 : 778.
3552264 : 309. 29. 5606912 : 752.
6245425 : 25. 31. 22255125 : 125.

Dividiere jebe ber ahlen a) 23900625, b) 119503125, ¢) 167304375
burd) jebe ber Bahlen m) 607, n) 315, p) 125.
1472692768 : 14734, 34. 36363918357 : 62883.

5. Theilbarteit der Bahlen.

@r{iﬁtw gemein[chaftlihes Maf. (§§. 73 und 76.)
Gudie das gr. g. Mak folgender Sahlen:

. 637 unb 4277, 2. 2091 unb 1353;
. 1404 und 8658; 4. 3552 unp 5143;
. 7774 und 3718; 6. 27671 und 21708;



11.
13.
14.

-

15.
16.
17,
18.
19.
20.
21.

22,

23.
24,

23,
27,
29.
3l.
32.
33.
34.
35.
36.

37,
38,
39,
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. 14539 und 25728, 8. 55660 unb 66055 ;
. 39215 unb 73997; 10, 24955 undb 338625,
1701, 6426, 10521; 12. 120582, 145530, 167706;

12a® +-Ta 4 1 und 6a® + 11a + 3;
x® —49x — 120 umd x* 4+ 10x + 25;
4m® — 16m? 4 23m — 20 und 6m? — Tm — 20;
a® — a%b 4+ 3ab® — 3b3 und a® — 5ab + 4b%;
x6 4+ 6x* 4 5x* — 12 und x® + 4x* + x? — 6;
6y* + 16y% — 22y + 40 unp 9y® — 27 y* + 35y — 25;
28a* 4 10a® 4 39a% 4 Ta + 15 und 14a® — 37a® + 15a — 25;
3z% — 828 + 112° — 8z + 3 und 22° — 92* 4+ 9z — 7;
15x* 4 10x%y 4 4x%y% + 6xy® — 3y* und

12x® | 38x%y -+ 16xy® — 10y%;
6x* —4x*— 11x*—3x* —3x — 1 umd

4x* } 2x3 —18x* 4+ 3x — 5;
6x*—5x*—1,6x® —4x — 1 unp 2x* — 2;
a* —d4a% - 8a? —4a 4+ 7, a*— 2a% 4 10a + 7 und

a®—DHa? 4 1la—T.

HKleinftes gemeinfdynftlihes Pielfacpes. (§§. 77 und 78.)
Sudie bas fl. g. Bielfadhe folgender Sahlen:

874 unb 943; 26. 561 und 1530;
1716 unp 2222; 28. 6987 undb 8083;
816, 765, 697; 30. 259, 3219, T548;

x? —3x%y + 3xy* — y* und 2 x* — y9);
a? — 49a — 120 und a® 4 10a + 25;
6x% — 13x? — 45x — 25 und x® | 2x? — 20x — 25;
a* } 3a% 4 6a® 4 5a + 3 und a® 4 2a® + 2a 4 1;
2a% —at— 223 —-2a%—4a— 1 unb 2a°—a®—Ha® —Ha®—a;
21x® 4+ 20x? — 3x — 2, 6x* — 11x* — 12x + 5 und
3x%— 10x*— 9x 4+ 4.

Theilbarkeit dekadifher Bahlen. (§§. 80 — 83.)
Durd) welde von ben 3ahlen 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 25,100,
1000 find folgendbe Baflen theilbar:
a) 312; b) 6225; «¢) 17280; d) 71016; ¢) 948656;
a) 720; b) 6472; c) T6450; d) 484572; e) 567000;
a) 534; D) 8625; ) 10692; d) 734520; ) 3504967




Berlegung in Factoren. (§§. 85—91.)

40. ®ib alle 3wifden 1 und 200 liegenden Primgahlen au.
Berlege folgende Bablen in ihre Primfactoren:

41. a) 420; b) 504; ¢) 1260; d) 1694 ; e) 2025;

42. 2) 2268; b) 3075; ¢) 3828;  d) 5376; e 10528;

43. a) 76a%; b)'66ab®; ¢)'26x*y*;  d) T2a%b?; 'e) 60ax2".
Sudje alle Prim- und alle, jujommengefetiten Factoren folgender Jahlen:

44.2) 48;  b) 180;  ¢) 210; d) 315; e) 810;

48, a) 18ab; b) 36x%; ¢) 2Tmz?; d) 166xyz; 'e) 114an’x’
Berlege nach §. 88, 2. a) in zwei Factoven:

46, 18ab — 15ac; 47. 9x® — 24xy;

48, 2a* — 42® | 6a% 49. axty® 4 bx?y® + cxy%;

50. a®b?x — a’b?x* 4 ab®x?; 51. 5x%z% — 15x%2% | 25xzgt
Berlege nad) §. 88, 2. b) in Factoven:

52. x* 4 2x + 1; 53. m* — 2m + 1; 54. 4a% 4 12a + 9;

55. 9b* —12b + 4;  56. y* 4+ 10y 4+ 25; 57. x* — 6xy 4 9y%;

58, 4x* — 1; 59. 9a® — 16 b?%; 60. 25x* — 16y%;

61. 6x* — H4a®; 62. a® — (b — ¢)%; 63. (b 4+ ¢)* — a%
Bevlege nady §. 88, 2. c) in zwet Factoven:

64. x* + (a + b) x 4 ab; 65. x* 4 Tx + 10;

66. m® + 5mn -+ 6n% 67. x* 4 2ax + (a® — b%);

68. x*— (a4 b) x + ab; 69. a® — 4a 4 3;

70. 10y® — Tyz + 2%; 71. x* — 2ax 4 (a® — b?);

72. x* 4+ (a— b) x — ab; 73, m®* + m — 12;

74, a® 4 2ab — 15b%; 75. x* + 2bx — (a* — b?);

76. x* — (a — b) x — ab; 77. 2 — 6z — 16;

78. b* — 4be — Hc%; 79. x* — 2bx — (a® — b?).
Sude mittelft Berlegung in Factoven bas gr. g. Maf folgender Jahlen:

80. 84 und 308: 81. 360 unb 680;

82. 108, 450 und 540; 83. 560, 620 und 760;

84. 693, 819 und 945; 85. 504, 756, 1260 und 1764;

86. 12acx, 14a%x und 16 ax?; 87. 10x*y?, 5x3y® und 20x%y?;

88. m® -+ 2mn + n® unb m® — n?%;

89. a” — 2ab — 8b% uud a® + 2ab — 3ab® — 6b3;

90. x* — 10x%y? 4 16y* und x* 4 2x%y* — 803"
@udpe mitteljt Serlegung in Factoren dag I g. Bielfache der Bahlen:

91. 300 und 620; 92. 240 unb 486;

93. 120, 168 unp 182; ~ 94. 105, 144 und 270;



- 95.
97.
99.

101.

103.

104.
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3, 4,6, 10 unb 25; 96. 2, 5, 9, 20, 21 unb 24;

4, 5, 6, 12, 18, 25, 70; 98. 10, 12, 14, 15, 16, 18,21;

4, 6, 7, 26, 35, 40, 56 100, 8, 12, 16, 24, 32, 36, 256; .
3, 2a% 3ab?% 12abm; 102, 6amn, 10am®n, 5a’n?;

m, 5m? 3n, Smn und 15m (m — n);

3x, x — 2, 5 (x+ 2), 20 (x> —4) und 6 (x 4 2)%

6. ®cbrodene Bahlen.
A, Gemeine Briide

Formoevanderung der Brivhe. (5. 96.)

Stelle die Briihe 2, 2, 5, L mit dbem gemeinfdaftlichen Nenner 24 bdav.
3 ; 1 2m 5n 3p ;

Bringe vie Britde —, = mauf ben Nenner 30abxy.

Bringe folgenve Briidhe auf ven Feinften gemeinfdhajtlichen Nenner:

3. ‘%‘r 'E:D %r ‘g‘r ?.37 '112'§ 4. 'g'r "fsﬁr 'H’r '%‘%‘f T‘Ff 'H';
5. 4 isilaaisiaini s, slﬁiﬁiéﬂ.
~ X B Tr F5r 307 b6 * m’ 3m¥ 4m? Smt’?
y a—1 a—2 a—3 8 y+1 y—1 y*41,
" a-}1 a2 a3’ Cy—1 g4 1"y —17

10.

x-1 x*+4 2x 3x x"-—-]_._
x—1 x*—1" x4 1 x*41°?
1—a 14+a 14a® 1—2a-4a®> 1-42a-|a’

1+a’l1—a’1—a’ 1+2a-4a*" 1— 2a-+4a”

filvze folgende Briicdhe ab:

1L a) 8,y ety 20 ) 6 k) Tl

im0 2R R, R

18, 00) 28 by P e @ G 9 P

14. DBejtimme den Wert von 5 e (nl__zizf_;g) Sz fifr n =16, bann

fitt n = 8, und Fitrze bie erhaltenen Briiche ab.

Riivze folgenbe Britdhe ab:

3abx 12a’x 15amx?® Z?_E.’mx*y".

15. 'a) Tgms’ ) masrr 'Y Dobmzr Y idwry
0 2m(m—1) 15 (a b (x—3)s,
16 ) 172 ; 18, etR o

C GFDE+Y) w1




25.

28,

Beredhne :
30. ——x1;4x+4fﬁrx=2; N oo i;;:_ka? firx=—n:
2. TEE—Tfinx=—8; 35 % —242’;,;3;‘:18 fitvx=3;
gag AE +§:3;y—4y fiivy = 2 ump fiiv y = — 2.

Avdition und Jubtvaction der Briide. (§§. 97—99.)
3. 5% 4 2%, 3. 22 2.
37, 0k prshgy - S oL PR

Driide bdie lesten zwei Formeln mit Worten aus.
8. X — Itz 40,05 . I7"
dp ae sy 2ees 43 Smdn_ no3t
et et M e i
46812 16, 35 BT 7.0 PEZL
8.x—T2%  gim 2R bcge mdn o
51. 1+::: 5. 1 g_ib
53.ﬁ’i—1. 54.‘2‘;—;"’4-1.
55x—}—y+x_y. 56.3—1—}—’::__"__11.
5. m 4 —TET §8. a® JupaL. 22N
59l o X Mo (N O e s

- i%az+ 8bx—4ox?
22.:

222

9a-+6b—3c 20,

12x%y'—6xy!
8Bxty’t4x’y®?

2a—ab—b+2,
‘ 3atabFb43’

aplog 23 Afm —2m? 24 8a’—6a-1 |
a’4-2a-+1" " 14 3m + 2m?? © 16a*— 10a-41?
m?*46m—16 26 x*+3xy425°, 27 a’—8ax156x* |

m?-}5m — 247
xt44x*—5x42

x°—x*—38x +2 ?

x*+ 6xy 4 5y
29.

a?*—1lax— 30x?’

2a'—a?t4a47
2a' — 15a3 | 20a® — 48a + 14




6l1.

63.

®
e

(-
=]
5

70.
72.
i
75.
77,

79.
81.

82.
84,
86.
88.
89.
91.
93.
9.
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4 _oiyten. o4 3 2
x2 g RIS oY S &g M_4_x —4x?4x
J G S 8kl ax’FdxF1°
a'3+3ag +33+]_3‘+433+631+43.
. a1

ey 8a—2 , 2a}3
>+ 1 65, 222 4 2o
m - n m-—n a-tb a—b

e R
e (T Ear . A B

= +Y 2. 69. 1 T e
e L e L
m+“§+p' il bc+ac_3§'
1 1 1 1 2 3
2 U i Wigey b (x—1)? £ x—1%"
3a-4 o 8 —1Ta b—3a 3ty 8—"7a

3 4 6 + 8 12§ °
atx  2x 76 1 o 1

a atx’ 2Ty Fx=E
x y Er bl av
x—|—1+ yH1° 78. x—1 y—1°
m-n m—n m-+n m—n
m—n+m+n' So'm—n_m—}-n'

Béfler unb Nenner bes Bruches - follen 1) um m vevmeliet, 2) um m
perminbert werben; wie grof ift bdie Differen; swijden bem gegebenen
und bem jebemal entftehenden neuen Bruche? -

6-}-3x* 2—3x * 83 3a’—4af-5 _{_ﬂ:{jﬁa—s
9—4x? 3fax’ O BaT 8a—9
& 5 4 v 2x 3x-41 4x—3
8x—1 8x—1 +2x—3' 89, ki Ay U g
2x-4-3y 2x — 3y 87 a’4-5ab—b* a—b
6x(2x—3y)  6x(2x}38y)° * adabf4b? = a-2b°

2x—5y_§;+53+3x+4y
9x-+38y 12x-44y 3x+y °

2m—4n 1 m? —b6mn

4+12a Yo — e Wi 3 —ie—ems
x—l-y —xfi—xyy'*"xi;:y' P X’iy’ o (x-:y)’ i (x—ly)’ {
s T T e

B o ek T

5a—8b 3a—b a—4b ‘a4b6b
a-+b & a—b _ a-fb it a—b °
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1 1'% 2b 2a
97'a-{-b+a~b‘" a® — b? s a’2ab4b?"
il b g el a1 il
G R e e e
99. 1 _a—_1+a’—a+1 a+1+ Asa L ER R acad

at1 a®4 1 a—1 ar =i aE=re
1 1] 1 1

I00.a—_(b+c) +b—(=‘- 0)+c—(a+53_'

101 ab ae be

Eoo0—a — G=b -9 b @9
102 (a+ Fb+ 1t )+(—a+3—b—|—4—c).
103. (3 s+5¥)+(Fx+59)+(Gx+5y)
104 (?_¥_%)H(;_eb+3c)

105. (?’Txﬂ*ﬂ-l——)-i-( —2ri ).

6
106. (5512 4ab 3b’ ( 5:1 3ah 2b2)

B TR )

3

5x”+9x+14 3x—5 x—4
107. PR S O TR LT +x—2‘
3m+ n 2m-3n §m*—mn— 6n’

108. 3m?!—mn | 12mn—4n“+ 18m?n — 6 m n?

109 6x—9y s — 3y e 3x44y _____1_]
to6x?— 11x 4 3y* 2x'—Txy+ 6y* ' 8x*—Txy-+2y?° T ox—2y

x 2x? 4 2xy 4xy el e

llﬂ..gx__y'{‘ qu+3y2_74x:+4xy_3ya . [— —]

LAY xu oo W) (bR ¥3) (a? — x9) (a2 —y?) - pp

1L _2‘t,7+ b? (a? — b?) a? (a2 — b?) L [_‘ l]

112, 2 2a’—3ax 2&’—3:;::_'_ 10a* x* — Tax3 [:__ ax ]
* Uoght x 2a -+ x 4a° —4a’x —ax?4x*° a—x

113 5x* 0 2TxichRey T b0y A xt - iy [_:__ 1]
T o18x— 6y 54xt — 6y? 6y 6x*y+2y*°

Multiplication und Divifion eines Brudjes durd) eine gange Zahl. (§. 100.)

{1 A 1 115, -2 2m: T gt S (= 7.
117, 1201:‘1 5y g0 25, 119. ii‘_?.(a-—b).
120, (a+-"-°§i’,).a. 121. (1 T o ) L oy
2 f 2xy <y i’»m‘l 2m?®
122. ("“z::—xy—'—“ )2xy. 128, (et oo+ 2).12n.
3 2
124, (o 4+ 2+ - ) 125 (-2 +2 +4).x"

126. (—-|-;_1 ) (n+1). 127, (5 =)=
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bh? — 2 4 ;
R

bx? 3xvy? Ty
— SR ) esl bey + v

o 4

20 :2a. Bleae 22— dax. 135, st By,
T ismtnt 13 3Fd.gqy 13 BT oa
.(1—{—:;:):2:31. 137. (a+b—-":if):(a +b).

(5 +25):ab. 199, (G = ) 4t
g i g, Lo
e o 3’?_;;"_1;;24]“3_: (1 +2m 4 m?.

Multiplication und Divifion durd) cinen BSrnd). (§§. 101—-104.):

2b .3
g 143. 4x9y“.3ab. 144. 2a.“.-,--1.).-".. ‘
y 2xy i al'cly?
2m a_}_x . b of |
- (a—2b).5 - 146, (s — x).2T=07" ML 8ax (2 — ).
2ab ¢  3ax 149 6a. 2b (_Eil_c slisdy
t.eg ( cm)' B 15e')'( 6a)
2a -4yt id6h 3x° 151 fa'x* 9b'y® 4mz' 2amx
* ghu9xs bm 2y * Gmiy? «10a%z* bbix " By®
g Bpatlp e b) a—b
e 153, (1+a. )
2a 4+ 3x\2 % 4a“-—9b"’)9
. (é_a_:ﬁ)' 195. ( 12ab %
2a?—ax a%x%—ax! 157 x+2x49 xP —i8x
ax —x? 2a — X toxt—bpxt412° x4 7
s 3 2 3'
x—l-m_ 2x :: m2 159. i‘—'.af,"—jﬁ) HJJ
X x—mj° x*~4m 2b 3b 4b 4a
3 a) th8g b
(1 _i_b) (1 b) a4+ b'b—a
3m 2m—— - m? ) m?— 1
(m—l m~+1 m?—1
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o

ra.
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166.

188.

191.

194.

196.
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1 2 3 4 a’—1
(—a+a-— _a+1+a—|—2)'a“-+5a—6°
P

i
Ext 2 pix® x* 4ptx? 3 px? 2x"
('Zq*y’* o '_4q‘) (Bq‘y‘ ggy T o)

48 0 TeR, eaﬂx:—%”’. 169. 12a%bt: ﬂ
x X'y

R
o (ima et 32aty'y datx
(a b%).: F e 174. Thiyi: 9b'y
8x3y?z 4m?n’p 176. 21bx’y® 14aly’z
15mn?p? “5Eyrat’ 25a’c4“'45b’c’x' J
3x? Axiyeoii 1 1 xy o
{2733_9—?‘ "3y 1 (X+Y+X—.‘i')'xt-"Y2' 31
3x? 9x? x 3x x? 8 a’ b & 2a? i
(ry—ﬁJr“ﬁ)-“y' 180, (ﬁ—rﬁ)'(s‘—?)-
(8xs 27&3) (2x __3a 182. 2a ax 3x‘)_ 2a 3x)
2y 8b° 3y 2p2)* T S Lo e 4 )

x? b

3x? 19 y* 12a*y! 2aly
W e —) (w tiaw “‘—)

(-S4 +f— 3): (3 +3% 1),

a4 Taty--25a° y—{—d:Bai.2 st 36ay’ (a+7y i 25y) [: Al

aly — 27y a—3y

{12a +a—6 _ 6al —-a—2}_{3a+2 12a 4 8 } '.';
12a° —a—+6  6a’ i — 2 4a — 3 1%2a*—a—6/J e
o5, 4a 188
iAo auEE a2 1
{a"—?ﬂ_Qab—-b"}.{%a’—gab——%b* gab—.}w} |
da’b— B a? =7atbl’ L@ —3ab —i2b: | 28 —jabl
T i
A
b a x— 1
14+ =
e 189, 22 | g
1__ X 4
& m—n x?—1
14 x, bx — ay x?—2x4-3
T L 192 A G T o
1—x | 1‘ > a_bx—]—ay' > x’—3x42
1+ x =0y o x
a--b 3x + 38y 5x+4 6y 4y |
a—b i a-+b 195 2y 4y et
a-—-—b+ 1 ‘a — b’ % X i £ 2 5_1_'
g ; LA b s A &
Bejtimme ven Quotienten -+ 3 (1 +3) A+
f (==} =y A+
e =TI Lt T D= .
i _ [ e ey B
fiiv x m-{—n’y__ n-{—p'z p+m :
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B. Decimalburiide.

Berwandeln gemeiner Briidye in Decimalbriiye und nmgekﬁ;rt..
(§8. 107 und 108.) .

Bermandle folgende gemeine Briiche in Decimalbriiche:

89 7 103 2359 9084
l. a )16’ b) E: )25’ d)g.é‘r )Tﬁ; f) T
17 313 53 107 2345
2. g) B 3 h) 72) ) 11 3 k) é"f; l) m; ]Il) 793 *
26 92 131 129 85 3121
3 1) Fiewhiomin Pomv (> Damert (9050 8 p-

137 37 259
4-@@_@5; RS @gﬂ yﬂﬂ,Zﬁﬁ-
Bevwandle folgenbe Decimalbriihe in gemeine Britche:
a) 0°25, b) 7-75; e) 0°072;  d) 17°525; &) 0-9518.
f) 0'6; g 0~18; h) 4-06; i) 26-759; k) 6-324,
1) 0-81; m) 0:04i; =) 8:567; - 10) 0:4378;  p) 0:90243,
Q 0:78; 1) 15-851; ) 0:79324; t) 0:29074; u) 0:234684.

® N e e

Redynen mit vollfandigen Decimalbrivdyen. (§§. 109—111.)
Abbieve folgende Decimalbriidie juerft in verticaler, banm in hovigontaler
Richtung:

9. 10. 1. 12. 13. 4.
15. 19:78 < 85°096 < 8-71295 - 02087 = 4-178063 + 15°892;
16. 37-09 -+ 18:388 - 2:34966 - 0°2897 4 3-047585 - 74:418;
17. 535 4+ 56:905 - 7-58506 + 0-5375 - 7:493203 + 9:005;

18. 10-93 + 68-227 + 3:08751 4 0°1884 -+ 0:479728 + 56°793;
19. 71:93 -+ 43-683 - 4-86235 + 0:5679 - 5°637564 - 88-608.
20. 173°H5879 — 91:3462. 21. 42:0073 — 17-658.
22. 54-3128 — H°573. 23. 95°78 — 582834
24. 748-625 — 283. 25. 473°5 — 281-937.
26. 500 — 374:9864. 27. 1 — 0°172635.
28. 79-24405 — 17786 - 88 — 88-305566 + 27%.
29. Beftimme A =a' 4 b4+ ¢, B=a+b—e¢
C=a—b+¢D=b+c—a
fite & = 234567, b =89-0703, c = 51°809.
30. 1 Qilometer = 0-131823 sjterr. Dieilen; mwie viel diterr. Weilen fmb

10, 100, 1000 Rilometer?
31, 48-326.28.
33. 118565 2
35. 6-8912.2 1506.
37. 15-30762.0+00975.

32. 9-10993.315.
34. 0-33047.34.
36. 815-279.0'09156.
38. 91:3425.3"1416.



39.
40.
42.
44.
46.

48.

49,
a0.
sl.

33.
85,

57.
a9.
61.
62.
63.

64,

63.
67.
69.
il by

i2.
4.
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Dividbiere 325°67 burd) 10, 100, 1000, 10000.

108-931 : 97. 41. 0°5226 : 39.
81250 43. 0:235: 0-56.
05976 : 0°083. 45. 2:0093724 : 0-0054.
30:9644 : 38-9. 47. 1-6820736 : 2-256.

Redynen: mit unvollfiandigen Becimalbriidyen, (§§. 112—117.)

Riivie auf 3 Decimaljtellen ab:

a) 25°7917, b) 3-14159, c) 0:8398, d) 81-57924.
0-91654 4 0:17357 4- 023408 + 0-16999 + 0°879. (3 Decim.)
19-3875... 4 23-473.. 4 38-378.. 4 8:4531.. 4+ 0-082. .

Berwandle die Glieder der Reibhe

1 1 1 1
1.2.3 g 2.3.4 i 3.4.6 Tt + 10.11.12

in Decimalbriidhe und berechne die Summe auf 3 Decimalen.

. Bevedme ebenfo auf 4 Decimaljtellen bie Reihe

1 1 1 1 1 1
2 +ﬂ e 2.4.6 x 2.4°6.8 & 2.4.6.8.10 g 2.4.6.8.10.12°

88-9397 — 51-4823. (2 Dec.) 4. 4-37147 — 16392, (3 Dec.)
892315 1L L3 H6TY L 56. 35-79.. — 10-809..

3°1415.9-2687. (3 Dec.) 58. 0°9156.23-851. (2 Dec.)
12-0748.1-91345. (4 Dec.) 60. 81:2867.0°1234. (3 Dec.)
8-14793.7+10936.2:51446. (4 Dec.) hEAR
1-045.1-045.1°045.1-045. (6 Dec.)

Beftimme auj 4 Decimaljtellen

p=(@+bidec)(a+b—c) (a—b+c) (b+c—a)

fiir a = 1-30785,°b ="209122, ¢ — 2:80116:

Bevedhe die Reile :

1k ;:;_ x— m—1 Q+ (m—1) (2m—1) B (m—1) (2m—1) '(3m—1). x4

2.m?’ SESimb R L 2:3.4.m"
fir m =3 unb x = 0°015 auf 7 Decimaljtellen.
834 < 2-1335.. 66. 0-37 X 15-0816..
2:955.. x 0:15663. . 68. 6-04.. X% 0:0085..
28-1354.. x 7:089.. 70, 0:1956. . > 0-8091..

®ib in ben Producten 65. big T0. die Fehlergrenze an.

45°12345 : 3-8265. (3 Dec.)  73. 986°256 : 127+85. (2 Dec.)
13-794 : 28-376. (4 Dec)— 75. 0°7123 : 43+566. (4 Dec.)




76.
8.
80.
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754706 : 0-649. (2 Dec.) 77. 3°1416: 7'825. (3 Dec)
T+24257 : 19-14. (3 Dec.) 79. 0-436861 : 18547, (4 Dec.)

1 Rilogramm = 1-785523 Wiener Pfund; wie viel RKilogramm betvigt
1 BWiener Pfunb? (5 Dec.)

5°3145.3°4906 3-027.82579
8l. Zosea.gmazs s (O Dec) 82. 5-dor.6-s0a7° (O Dec)
0°35791.0°46802.0-14235.0° 37281
83. §-4is8s.0-89134.0 15786029178+ (£ Dec)
84. 3°187 : 5-3185. . 83. 912:857 : 0-118..
86. 53°4428. . : 9-157. 87. 71:293.. : 8:8764.
88. 0°3497,, : 4:284.. 89. 9:2737..:0:0856..
90. 0:00869.. : 3-846.. 91. 30:2582.. :0°71356. .
92. ®ib in ben Quotienten 84. big 91. bie Fehlevgrenze an.
C. Retteunbriide.
Perwandlung gemeiner Briiche in HKettenbritdye und umgekehrt,
(88, 119 und 120.)
Berwanbdle folgende Briide in RKettenbritche:
92 61 115 67 113
L. a) o) ). g} ol d)ies s o) ==
49 | 137 188 . 108 349
2. f) 335 g) 196 7 h)m; 1)@1 k) 1278
104 284 519 373 8658
8. By m) ==} fifries); D) 5555 P) Tao5:
4. q) 0°513; 1) 0°0934; s) 0-7807;  t) 5°13722.
5 rst-Fr-4t 5 6 12x? 4+ 17x 7
‘prstfpr+pttstf1’ ‘24 x* 4 46x* 4 35 x - 10°
Berwanbdle folgende Kettenbriiche in gemeine Briiche :
% —;— + _l 1 8. ';— ._]_i 1 1
BT i i
1 1
9, — 1 10. — 1
1 +‘§" 1 1 aTTaF1+ - st S
Rl 1 e L AT
Naherungsbridhe. (§§. 122—126.)
Bevwanbdle folgenve Briidhe in Kettenbriiche und beftimme deven Ndbe-
vunggbriiche:
29 111 135 100 157
ey %:_4; b) 35 ©) 335 d 1575 ®) o1
b3, 0 g L, 1)0-36T; i) 0-8282; k) 2:7041.



13.

4.

16.
Ll

18.
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®ib bie evjten fiinf Niherungdwerie des Decimalbruched 0:65438 unbd
bie %el’;[ngteng,e eined jeben. bevfelben am,

Bevwandle 2o 3178 in einen Kettenbruch und iweife an den %aiyelungébxudyen
bie in ben §§. 123 unb 124 begriinbeten Gigenjchaften nad.

. Gin Wiener Pfund Hat 0-56006 Kilogramm ; weldhes find die exften fiinf

Niherungdwerte diejer Berhiltnigzahl?
Gin Liter ijt = 0-70685 Wiener Mafi; juche bie Ndherungsierte.
Gin dfterr.  Achtgulbenjtiict enthdlt 5°80645, ein dentidhes Behnmarkitiic
3:58423 Gramm feines Goldb; bdriide bas Verhiltnis swifdien bdiefen
beiben Golburittizen in fleineven Bahlen mbglichft genauw aus.
Der {ynobijche Veonat, b. 1. die  Beit von einem Neumonde jum anbern,
bat 29°53059, bas tropijde Sonnenjabr 865:24222 Tage; beftimme bdie
exften acht Ndherungdwerte ded %exb&[tniﬁeﬁ beiber Bettrdume.

Auf bem fedsten %a{;erungsﬁru&;e , welder ausbriidt, bajé 19 Sonnenjabre fehr

nabe 235 fynobifde | Monate audmadhen, Beruf;t ber Meton'jdhe Epclus vonr 19 Jabren,
nad) beren Berlauf bie DMondesphafen wieder nabeyu auf bdie nimliden Tage bHes Jahres
fallen, fowie bie golb eme 3abl, welde anjeigt, das mwievielte Jabr in biefem Eyclus
ein Beftimmtes Jabr ift.

L

7. Berhiltnijie nud Proportionen.

A, Berhaltnijfe.
(8. 130.)

. Driide folgende Berhdltniffe in gauaen Baflen aud:

a) 13:3%;° b) &1 o) H:544; d) 235 153:

e) 82:2: 02, £).0:215 :3: 0816, g) (a—b):
Ritve folgende BVerhdltnifie ab:

a) 10:24; b) 72: 56; ¢) 120 : 48; d) ax (m*—n? : ab (m+n).

a+b'

. Driidfe folgenbe Berhiltniffe in den Fleinften ganzen Sahlen aus:

a) 4:63; b)Y 128 84rsc) £:1%: d) 151 : 6%
76) 075 : 0625; f) 3-208 : 1°98; g) ZEI X =T

. Bon 3wei Rirpern legt A in jeber Winute 80 Meter, A’ 96 Meter

uvitd; wie verhalten fich ihre Gejchwindigteiten?

. Der Kivper A legt in a Beiteinfeiten diefelbe Stvede suviic, wie A’ in

a’ Reiteinfeiten; in weldem Berbiltnifie fiehen ihre Gejdhwindigleiten ?

. Gin Meter verhilt fidh ju einem Wiener Fuf, wie 174 : 55; wie vers

hilt fid a) ein Wiener Fuf ju einem Meter, b) ein Decimeter ju einem
Wiener Soll? :



il o

7. Weldhed Wertverhdlinid bejteht in Deutihland jwijden Gold und Silber,

10.
12.
14,

16.

18,
19.

20.

21.
22.
23.
24.

25.

26.

27.

ba aué 1 Pfund feinen Goldes 1394 Behnmarfjtiide gepragt erber,
auf 1 Pfund feitien Silbers 30 Thaler 'gefen, und 1 Sebnmmfftutf
3+ Thaler gilt?

. Wie verhalten fich bie Flachen zweier Redhtede ,  Hou. denen baﬁ eine

28 Meter Tang und 15 Wieter breit,  Dag andbere 25 Weter Laug und
16 Nieter breit ift?

Bon 3wei Dampfmajdyinen fann bie eine in a @ecunbcn b RlIcgmmm
¢ Meter hodh, die andere in a’ Secunben b’ Kilogramm ¢! Wieter Hoh
heben; mwie verhalten ficdh die Leiftungsfrdjte diefer Majchinen?

Bl Proportionen
(8§ 189—148.)

Life folgende Propoviionen auf:

ot — el 11.33;:x=15%:’)

4%:4; X . 8-[3‘ 13. 37_7 5l ""7 v
) 2hal R R L, Fi? 14435% 218 275:9 18 X
2.0 50 1, 30 88 = i i

x ¢ (m — 2n) = (6m 4 8n) : (2m — 4n).

(6a — bb) 1 x = (12a* — 4ab —5b?) : (8a? -—2a.b—-—3b)

m—n’.m+n_m°—2mn—f—n.
m® + n® ‘m—n m—n 9135

b asth
(b+32_ )Xh—(b—l'-'a_._—-—b)' BN

(L ) Ve = e

X:(a—x) = a_}_ha__b
Fiihre an per Proportion

204 (a + b) : 12a =25 (a® — b?): 15:(a — b) ,
pie in ben §§. 140 unb 141 begeichneten Fovminbevuugen duvch.
Wenn! a3b=2:3, bie=4:9, ¢c:d=3:5mbdye=3:8
ijt, ie vexhdlt fih a:brc:d:e? :
Gegeben ijt a:d=4:3;, c:d=051:6, bt e..-20 9ibs i bt 9;
e ¢ =3 :5; wie verhilt fih a:breidren f?
@in Rilogramm verhdlt fidy au einem Wiener Pfund wiec 253 14, ein
Rilogeamm  ju einem deutfdhen Pfund wie 221, cein deutiches Piusd
s einem Condomer Pfund wie 43 : 39, ein vuffijhes Pfundb ju’ einem
SQonboner. Pfund wie 6521725 ipie bexba[ten fich: e pwei biefer @em:d;te
it einanber ?

b } mit ‘Riidficht anf §0141,°1



28.

29.

30.

3l

32.

33.

34,

36.

37.

38.

39,

232

C. Anwendbung der Propovtionen,

f.ingrmmzbtr Aufgaben mit einfachen Berhdltnifen. (§§. 145 und 146.)

17 Rilogr. einev Waave foften 15 fl. 64 fr.; a) wie viel Toften 43 Rilogr.;
b) wie viel Kilogr. erhilt man fiiv 35 fl. 88 fr.?

Wenn die Lujt auf eine Fliche von 11 [] Decimeter einen Drud von
154 Rilogr. ausitbt, welher Lwftbrud Iloftet auf einer Fliche von
1 ) Meeter?

Gin Land von m Quabvatmeilen 3dflt r Cinwohner; a) wie viele Cin-
wohner fommen bet gleicher velativer Bevslferung auf n Quadbratmeilen;
b) auf wie viele Quadbratnteilen fommen s Cinwohner?

Das BVorbervad eined Wagens hat a Meter, bad PHintervab b WMetre
im Umfange; wie oft at fich evfteved umgedreht, wenn lefsteved m Um-
[dufe gemacht hat?

Gin fidh gleichfovmig bewegender Rérper legt in a Secunven b Meter
guviid; a) wie viel Weter legt ev in t Secunden zuviicf; b) in wie viel
Secunden legt ev s Meter uvitt?

Die Gejchwinbdigleiten zweier fidh bewegenver Kbrper verhalten fich mwie
c:o’; wie viel Beit braudt der zweite ju einem Wege, zu weldhem der
erite t Stunben braudt ?

Bon einem Gafometer, welches 11-2 Cubifmeter fajst, werden fiiv eine
getiffe Beit 92 Laternen mit Gasd verforgt; wie viel Cubifmeter mujs
eit. ®afometer Halten, um 148 Raternen auf eben fo lange Beit mit
®asd su verfehen?

. Gin Wanufeript gibt 162 Seiten, jede ju HO Beilen; wie viele Seiten

wird e§ geben, wenn auf jede Seite 45 Beilen fommen?
€in Borvath von Lebendmitteln veicht fiiv a Perjonen auf b Tage; fiiv
oie viele Perfonen veidht ver nimliche Bovrath ¢ Tage [dnger?

a8 =42 b — B24 er— 6b:
Dag aud Platin angefevtigte, im Avchive ju Pavid aufbewalhrte Métre
prototype ift bet bev Tempevatur bes jchutelzendben Gifed nad) ben
neueften ajtvonomifchen WMeffungen der 10000856jte Theil eined Mieri-
bianquadvanten unfever Grbe. = Bei ivie viel Svab Dder 100theiligen
Seala wiivde biefer Wieterftab, wie urfpriinglich angenommen  wurde,
genau eine dem 10000000ften Theile des Crdquabranten gleiche Rdnge
haben, twenn ber Ausbehnungseoefficient bei Platin fitv jeden Grad ber
Zempevatuverhdhung 0:00000856 ijt ?
Gine Stadt Hat 13750 ECinwolhuer; wie viel find 12 9 bdiefer Bevdl=
fevung ?
Nady der Duvillard'jdhen Sterblichleitdtafel evveichen [pon HO2216 20-
jdhrigen Weenjchen 297070 bdas HOjte Jahr; wie viel 9 ftevben hievnad
in bem Ulter von 20 bi8 50 Jahren?



40.

41.

42,

© 43,

44,

46.

47,

48.

49,

50.
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Bie viel betvagen 39 «) auf Hundert, ) von Hunvert, y) in Hun-
bert a) bon 3758 fl.? b) von 29083 Mavf? ¢) von 523065 Francs ?
Jemand Tauft eine Wave fitv a fl.; wie thewer mufs er bdiefelbe ver-
faufen, mm p % 3u gewinnen?

Gine Ware wird mit p % Gewinn fiiv a fl. verfaujt; wie viel foftete
biefelbe im Ginfaufe?

Jemand fauft fiiv 3480 fl. Wave, erhilt aber bei contanter Bezahlung
3+ % Sconto (Nadylajs); wie viel betrigt der Sconto, wenn er a) von
Hunbdert, b) auf Hunbert geredhnet wird?

Jemand erhdlt fiiv eine verfaufte Wave nadhy Abjug von 2 95 Provijion
2174 {l.; wie viel betvdgt bie Provijion? (Redhnung in Hunbert.)

. Gin Staatsles im Nominalwerte von 250 fl. wivd zum Curje 122°25

(fitv 100 bed Mominalverted) gefauft; mwie viel mujé man bafiir
begahlen?

Jemand fauft eine Gifenbahn-Actie von 200 fl, welde jihrlih 5%
Sinfen trdgt, fiiv 156 fl.; ju wie viel % legt er fein Geld an?

Gin Qapital bringt in t Jafhren z fl. Bind; a) wie viel Jind bringt
ed bei gleichem Procent in t* Jahren; b) in wie viel Jabren bringt e
z' fl. Bing?

Bu wie piel Procent mufd ein Capital angelegt werben, damit ed in t’
Sabhren eben fo viel Bing bringe, alg ed in t Jahren ju p % Iing bringt?

Angewandte Aufgaben mit yufammengefesten VerhaltnifTen.
(§§. 147 unb 148.)

a Rilogramm Gavn geben b Meter Leinwand von ¢ Centimeter Breite ;
) wie viel Mieter Leimwand von cf Eentim. Breite geben a' RKilogr.
bedfelben Garnd; ) wie breit fanm bie Leintwand werden, wenn aus
a' Rilogr. Gavn b’ Meter gefertigt werben follen; 7) wie viel Kilogr.
®arn braudyt man, wm b/ Meter Leinmwand von ¢ Centim. Breite ju
erhalten ?

Aus einer gewiffen Quantitit Wolle tonnen 16 Stitd § Deeter breited
Tud) verfertigt werben, wenn dad Stiid 44 Meter halt. Aus einem
Theil der Wolle werben 2 Sttt 11 Weter breited Tuch verfertigt, jeded
Ctid ju 48 Meter; wie viele Stiid 1+ Meter breites Tudy, das Stitd
31t 40 Meeter, fonnen aus bem Rejte verfertigt werden?

Gine Majchine hebt in a Secunden b RKilogr. auf eime Hohe von c
Nieter; in welcher Beit fann fie b' Kilogr. o Weeter hodh heben?
Gine Miihle mahlt auf a Gdngen bei b Umbdrehungen pr. Minute in
¢ Stunven d Deftoliter Getveive; auf wie viel Gdngen founen bei b’
Umbrefungen pr. Minute in ¢/ Stunden d Heftoliter geliefert wevden?



53.

a4,

a7.

58.
a9,

60.

61

63.

64.

65.

66.
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LBon wei Rddern, weldje in eimander greifen, Hat dbag eine a, bad an-
bere b 3éhne; wenn mun dad erfte Rad in' s Winuten m Umldufe
madit, wie vielmal dreht fich dbas jweite Rab in t WMinuten um?

12 @entner werden 10 Meilen weit  fiiv 204 WMarf gefithrt; a) wie
weit werben 243 Gtv. fiiv 304 MWiarf gefithrt; b) wie viel Cfr. wird
per Fuhrmann fiiv 232 MmE 18% Meilen weit fithren; c) ivie viel
fradtlohn wird man jahlen miiffen, damit 37 Ctv. 251 Meilen ieit
gefithrt werben ?

. 6 Arbeiter vollendeten in 4 Tagen einen Graben, me[d)ea. 300 Meter

fonng, 81 Decim. breit und 6 Decim. tief ift. Bei einem weiten Sraben
erforbert bie Fovberung von 24 Cubifmeter eben jo diel Beit al8 beim
erjten bie Forberung von 41 Cubifmefer. a) Wie viele Urbeiter volls
enven ben jiweitet Gvaben in 9 Tagen, wenn ex 245 Weeter lang, 112
Decim. breit und 3L Decim. Hef ift; b) in mwie viel Tagen vollenden
ben jweiten Gvaben 10D Wvbeiter, mwenn bderfelbe 250 Meter lang, 92
Decim. breit und 41 Decim. tief ift?

Wie viel Rind bringen 3791 fl. ju 4% in 3 Jahren?

Wie viel 3ing geben a) 1287 fl., b) 37451 fl, <) 8391 fl. 34 fr.
4 5L % in o) 2 Jafven, B) 31 Jahrem, ) 2 Jahren 4 Nionaten
18 Tagen?

BWie viel Bind tragen C {l. Capital in T Tagen ju 6 9 °?

Wie viel Ring bringen 3609 fl. Capital in 125 Tagen a) ju 6 %,
b) su 4%, ¢) gu4i%, d) gu2%¢?

Eine Staatsjdhulbverichreibung von- 500 fl. wird am 17, Augujt zum
Curfe von 741 eingefauft; wie viel mujé man dafiiv besahlen, wenn bdie
riidjtindigen Binjen (ve8 Nominalwerted) & 41 9 feit 1. Mai u ver-
gitten {ind?"

. 3n weldger Beit geben 4844 fl. Capital, ju 449 angelegt; 8924 {l. ,8iu§ ?
62.

Wie grof muis bad Capital fein, weldes zu b % in 2y Sabhren
950% fl. Bing bringt ?

Bu wie viel 9 miiffen 1424 fl. angelegt wevben, damit fie in' 3L Jahren
237% fl. Ring geben?

Wenn ¢ fl. Capital in t Sahren z fl. Bing tvagen, a) welden Biits
bringen ¢ fl. Gapital in t* Jahren; b) weldhes Capital bringt in t*
Jabren 2’ fl. Bing; ¢) in wie viel Jabren Bungen ¢’ fl. Capital 2’ fl.
Ains?

Gin Capital ¢ wird nad t Jahren juriidgesahlt; zu welder Summe (s)
ijit e8 bei p % einfachen Binfen angewadhjen ?

100 4+ tp
100 -

Gin Capital ¢, weldes nad) t Jahren obne Binfen falfig ift, foll u
Anfang biefer Beit audgezahlt werden; iie viel (r) Hat der Schulbier

§=¢,



67.

68.

69.

70.

71.

72,
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su entrichten, wenn er wegen der fritheren Sablung p % cinfache 3tnf
pergiitung anjpricht ? =

5 : t 100c
Bei ber Rednung a B it B r et -
Bnyng; 6 u i Dupthect i@ ©TT 100 £ pt 100 4 pt
X ept
e " bon .f)unba:—t e T TR

BWelde Redynung, ijt die viditige, welde bie bequemere?

Rauflente beredinen den Discont bei Wedieln unb ben Sconto bei Warenbetrigen
immer von Hunbert. :

Eine Wedjjeljumme von 2813 fl. 15 fr. wird 2 Monate vov der Ber-
fall8zeit mit 4 95 bigcontievt; a) twie viel betrdgt ber Diseont; b) wie
viel bat ber RKdufer ju bezahlen?

Wie viel mufé man bheute gegen 6ﬁ ausleihen, bam:t man | nad
3 Jabren fammt Binfen 2950 fl. juviiderhalte? (A uf Humbert.)
Jemand legt 3u Anfang eined jeden Jahres ein Capital von 2000 Niaxt
an unb jebt bied duvd) 5 Jahre fort; wie grof ift ber gegemvdriige
Wert aller Capital-Anlagen bei 5 % einfacher Verzinjung?

Auf ein beftimmted RKuufobject bietet A 24000 fl. jogleich zahlbar;
B 16000 fl. contant’ und ferner je 3000 fl. nady 1, 2, 3 Jahren wun=
verzinglichy zahlbar; C 17000 fl. ‘comtant und fernev je 2000 fl. nad
14, 3; 44 und 67 Jahren unversinglich zohloar. Weldpes ift bad vor-
theilhaftefte Anbot,’ wenn 69 Jinfenvergiitung angenommen wivd ?
Die Capitalien cf, ¢ e "find bezitglidh mach t', t", t,.. . Beits
einbeiten (Jabren, EB}enaten, .) unperzinglidy zu zahlen. Alle 3a[ﬂungen
follen ‘auf einmal geleiftet werven.’ Wann mujé bdie Gefammtjumnie

s =c' 4 c¢" + L. gezablt werben?

Heifit m ber mittlere Bahlungstermin und nimmt man einfacbe Sinfen 3u p &
an, fo ift
bet ber Recdhnung auf Hunbert

ot el cltigiii
00 p¥ 7 100 Fpe TG00 po T
= of P C'" 1

£

100 + p t' iy 100 + p t“ T 100 A pt"
bei ber Redinung oon Hunbert
Ll ot e
S T R T P 7
Diefe Hechnung beift bie Terminrlednung; man wenbet dabei gewshnlid)
bie vom Procent ‘unabhingige Verednung von Hunbdert an,
Jemand Gat 2000 fl. nach 2 Wonaten, 1500 fl. nach 5 Dionaten,
2400 fl. nach 1 Sabre, 2000 fl. nach 1 Jahre 3 Weonaten unverzindlich
st zablen; wann mui8 bie 3ahlung gejchehen, wwenn. bie Summe aller
jener Tevminzahlungen auf einmal erlegt werben foll ?




73.

4.

75,

76.

71.

78.

79.

80.

81.

82,

83.

84.

Eheilregel. (§§. 149 und 150.)

Bu einem Unternehmen gibt A 3100 fl., B 3500 fl., C 4200 fl. Ber;
wenn nup dabet 324 fl. gewonnen tverben, wie viel formmt auf jeben?
@8 folf bie Bahl 3710 in 4 ZTheile getheilt werden, welde fich su ein-
anber verhalten, wie die Briide £, 2, 3, 4.

Bier Gemeinven, von bdenen A 738 fl. 42 fr., B 815 fl., C 513 {l.
65 fr, D 618 fl. 83 fr. Stewern zahlt, follen nad) Verhiltnis bder
Stewern gu einer Schulbaulichleit, beven Roften fidh auf 924 fl. 30 fr.

* befaufen, beitragen; welcher Beitvag entfillt auf jebe Gemeinde?

Gine Summe von s fl. ift in bdrei Theile a, b, ¢ fo zu theilen, dajs
fid a:b=m:n undb b:c=p:q verhalte.

lnter drei Perjonen find 3960 fl. jo ju vertheilen, tajd B boppelt fo
biel ‘al8 A, und C dreimal fo viel al8 B befomme; wie viel befommt
jeber ?

Drvei Perjonen follen 9150 fl. jo unter einander theilen, dajé A jo oft
5l als B 3 fl, und C jo oft 3 fl. ald8 B 4 fl. exhalte; wie viel
erhilt jebe Perjon?

s Gulven find in 4 Theile a, b, ¢, d fo zu theilen, dajs a:d =m:n,
b:d=p:qund ¢:b=r:s fei

@in djterr. Achtguidenjtitc enthdlt % Gold und 4 Kupfer; wie viel
Gold und wie viel Qupfer braudht man, um 1000 Achtgulbenitiice zu
prdgen, da 155 Stiife 1 Kilogramm wiegen ?

Gine Crbjdaft von 18420 fl. jolf unter 4 Perjonen jo getheilt werden,
pajs8 A 4, B L, C 2 und D den Rejt evhalte. Bor der Theilung ftivht
feboch) A, und die iibrigen drei theilen nun auch ven Antheil bes A im
Berhiltniffe threr uripriinglichen Antheile unter fich. Wie viel befommt
jeber?

Drei Gemeinden evhalten fitr geleiftete Grbarbeiten 750 fl. Ansd bder
Gemeinbe A avbeiteten 11 Mann dpurd) 10 Tage ju 9 Stunben, aus
ber Gemeinde B 9 Mann durdy 9 Tage zu 10 Stunbem, aus bev
®emeinde C 15 WMann durd) 2 Tage ju 6 Stunden tiglich. Weldhen
Antheil an. fener Entlohnung wird jede der brei Gemeinden Haben?

A beginnt am Anfange ded Jahved ein Unternehmen mit einem Fonbde
pon 8000 fl.; nadh jwei Monaten tritt B mit 5000 fl. bei, und nod
swei Monate fpdter gefellt ficdh auch C mit 3000 fl. dbazu. Beim Jahres-
abjdhluffe zeigt fich ein Sewinn von 1059 fl.; wie viel befommt feder
bavon ?

Bu einem gemeinjdhaftlichen Gejdhifte gibt A a’ fl. und nadh m’ Wo-
naten nodh b’ fl.; B a“ fl. und nach m" Wonaten noch b fl.; C afl.
undb nadh m'“ WMonaten noch b’ fl.; wie ift nah m Vionaten der Se-
winn von g fl. u vevtheilen?



87.

88.

89.

90.

13.
17.
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Hettenvegel, (§. 151.)

. Wie viel Meter find 2135 ruffijde Fuf, wenn 55 Meter = 175 Wiener

Fuf und 82 ruffijhe Fuf = 79 Wiener Fuf find?

. Wie viel Qonboner Pfund wiegt 1 Lonboner Cubiffuf veines Waifer, da

1 @ubit-Decimeter bavon 1 Rilogramm wiegt? (25 Londoner Cubitfuf
= T08 Qubif-Decimeter, 86 Lonboner Pfund = 39 Kilogr.)
Gin dfterr. Gulbenftitd enthdlt 900 Taufendtheile feinen Silbers; iie
viel Gramm wiegt e, wenn 45 Gulvenftiide 500 Gramm feinen Sil-
berg enthalten?
Wie viel fl. 6. W. ift ein deutjches Sehnmartjtiid wert, dba 139L Behu-
marfjtiide 1 Kilogramm feinen Golbes, 45 fl. 6. W. § RKilogr. feinen
Silbers enthalten, wenn fidh dem Werte nach Gold 3u Silber wie 154 : 1
perhalt?
Welcdhen Wert in Ducaten  Hat 1 Acdtgulbenftif, da 155 Achtgulben-
ftiide 1 Rilogramm & feinen Golbed und 67 Ducaten 1 colmifde Mark
232 Ravat feinen ®olbed enthalten? (1 colnifde Mart 4 24 Kavat
= 23387 Gramm.)
Gin Wienter KLaufmann bezieht von Hamburg Kaffee ju 98 Pfennig bad
Hamburger Pfunb; wie viel 9 gewinnt ev, wenn bdie Spefen  50%.
betvagen und in Wien das Kilogr. ju 1 fl. 76 fr. verfauft wird? (1 Hamb.
Pfund = 4 RKilogr., 100 Penn. = 1 Mart und 100 Marf = 58 fl.)
Pan Geginnt den Anjas: x fl. Einnabme geben 100 fl. Ausgabe, wenn 1, f. w.

II1. Potensieren, Radicieren und Sogarithmicren.
1. Potengen mit pojitiven gangen Erponenten.

Berbindung des Potemierens mit fid) [elbft. (§. 154.)
(a®)%. B &. (=8 4 (AT)ETl
[(PQ):;]‘J_ 6. [(as)o]s. 7. (xa-i-b)a—b' 8. (yh_%)%_sh.

Perbindung des Polensicrens mit der Multiplication und Bivifion.

(8§. 155 — 168.)
(3a)* 10, (2ax)%. 11. (abed)™. 12, (2a9%
(ax™)P, 14,:(2a%x%? 15/, (Bx*y?2%)% 16 [(xyH%sat]’s
[a2 (b — )% 18. (7%)° (3y)*.(2az)% 19. (awtnpm-njmin,
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20. 2%, x5, 21, 254,44, 22. (5a) (3b)%

23. (x 1 2)*, (x — &) 24, (3x)°.(2y)°. (42)°.

25. =, (). 2. (142) 2 23(22) {33
28, (g% e 29, (i_ﬁ)‘ 30. ("c ;’) : a1 (2—:%)

32. (:“’T;)” 33. (“’—y")“ B TH i (=2,
3. (25 4 ) 3. (1— 2522

37. (Bab)*: (2b)% 38, & —yI)m: @y

R o Vit S
e A R M P

43. ax™ bx®, 41 7a%.3a%
45. 2m®* n? 5mn. 46. 3 (a + b)3.4(a + b)%
47.'(3a%.2h%%. (4ab)3 L R A
49. 6andn ; 240, 99 0Tt Jan

3x1\3 [8y:\? ab |4 2¢ )3 (3D c)?
L (3) - G- 2, (s5a) - (5es) - (55"
U8 aixdgthdix?y 43 gl p! = ¢t 8afixyl diafixly ]
53'6by3' ay . 2b%x¥ a4'3bc 2m® (1o bb? (e ot

a“bxcﬁ 3 5 x4 yﬁ 4 [g—z xJ 2)3 (3 x{ 3)2]'}
5. (L5) ()" e

(511
Qe
.

((2xy?)°.(8x*2%) . (5 y° 2)3}9

57 ) a’x’)3 6 ax’\? 3b*\*
*\8vy) - eyl - 4a=)‘

Berbindung des Potemyierens mit der Addition und Subtraction. (§. 159.)

59. 3a% 4 4a% 4 6a’ 60. 5m* — 2m*,
61. ax® + bx®* 4+ cx — x® — 2x? + 3x.
62. 4x™ — H5x% | 6xP — x"— Fxm — 3Jx,
63. (2a® 4+ 3b%.a’b% 64. (6x*y* — 10x%y?) : 2xy™
65. 3a®x® 4 4b%y% (3a%x® — 4b%y?).
66. (x%—b _ x4 xabb ¢ | y3b—3) (xa | gxb),
67' (x3m-—n ¢4 X2m + xﬂn NS x&u—m) . (xm il Xn)‘
68. (a® 'b%) :'(a® 4~ atb'4-'ab* - bd).
(Unfgabenr 160 bis 170 Seite 214, ferner 99 His 111 Seite 216.)
69. (x4 a)% 70. (a2 Lix)?, 71. (2a* + 3bY)%
72, (%™ —y)% 73. 5x* — 6y%)% 74. (mx* — n)%
75. (2a 4 b)3 76. (3x — 2y)% 77. (a% - 3b%2
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. (ax?—Dby?)3 79. (2a* 4 3a7)% 80. (mx®f— nx?%)3,
. (52 —4x")?4 (5a’4x%% 82, (ax’+byH)?— (ax®— byd)2
. (a4 bx + ex?® 84. (x* —abx 4 a%h??,

: Potengen mit algebraifdyer ﬁﬁﬁa. (8. 161.)
85. (— a). g6, (L )b, 81 [

- 88, (—a%) 89. (— a%?" 90. [(—'z%3.

" 9]. (_ a2m)3n—1' 99, (_ azn—l)zm_ 93. (__ a)fi.(ﬁ a)s,
94. (— a)imtt (— g)m-1, 95. (— 4b)%. (3x)%.

- 96. (5%)°.(—2y)%  97. (—8a)’. (— 3b)%. 98, (w’)*.(—n)".
! .3a’x\4 ab2xd
9. (- 533)° 100. [( e

1

2. Wurzeln mit pofitiven ganzen Erponenten.

Perbindung des Radicievens mit fich felbff und mit dem Potenieren,

(8. 165—168.)
3

MY i gt 5 i N 2
L 1. Jia 2.V 3. 1/ a%, 4. ) xmo,
m-n

5. V X, 6. V ann+or, 7. V/ xintan,
8. (J/a%" 9, (16/ a b%e)3, 10. 4a° (f/i‘éj“.
. :
1L/ am) el = 13, (‘/iffY
Worbi s 15. 1V a. 16 1/)/ %, 17: /)/a,
s Ve Y= e (V). 2 0V
22, Wenn /262144 = 64 ift, wie guof it o) /262144, b) /262144,

18
c) 1/262144°
23. Stelle folgende i’BmaeIn mit einem gememid;a tlichen %ux&e!e&punenten par:

a) J/x und ]/Mg b) Vx' nnb Vy ;
¢) ]?a? b ]/p_h?; d) 1 a, ]/bg und ]/55:

24. Riivze folgende Wurzeln ab:
4 6 e 18 20 map (o
g YES WYy QA g e



25.
28. -
31.

8.
89.

62.

64.

67. x

70,

3.

76,

80.

240

Berbindung des Radicierens mit der Multiplication und Divifion.
(§§. 169 und 170.)

¢ 3
1/ xa 26. 17°9.49. - P R
3 b 1
1/ b3x%. 2. V' 1/16%,81°%. . 30. 1)/ 8~.2T=,
VE+y) —&—y)% 32 1V Va*bics

Befreie in den folgenden Wurseln jeme Factoren des Radicands,
aud benen fich bie Wuvgel ziehen [dj8f, von bem Wurgelzeichen:

1N Al m ., X i vt ARt
. Vamh. 31. |V atmg, 85. J/ a™bte. _ 36. J/4.5.

& &

. 1/1200. 38. 7)/75. 39. 1/48. 40. 2781,

4 o s A
. }/80. 42, 1/ xm 43. )/ x5 14. /4%,

— 3 —— m_' —_—
. X/ y2z5, 46. m]/ a®b3ct 47, %me'*‘ly‘"'"l.
8 3

Ll B2 49. 1/5.}1/200. 30. 6]/6.5]/2.

Diniitrg IDES qore - th 3 pringlydgg!
. Var. ) as. 52. /5. YV n 53. Va7 2%
i 3 3
x o Ep da 2b
. l/—— .VXy. 99, W"/s_a'

56.

e e n n
Vgxg 4 V(3xx+ 2)3 57. Va.x“"’l . Vbxn_l.
ny”z“.]/xgym‘gzm's .me—s gd—m

3 3 4 6 9
Va.1/ a. 60. 1/x%.]/ %5 61. /a5 )/ a
3 4 12 ! A BRI A O e
8)/b%.5)/be. 1/ D. 63. a] xy.b})/ x°y%.¢)/ x7y"
Bringe in den folgenden Wurjeln dben Factor unter baé LWurgelzeichen :
a)/x. 65, 4]/ 5a. 66, 4x)/x.
3 p
=g | T
]/- 68, ;é %—. 69. ab b1 hp—i-
B 5
a—b x'y ah
(aﬂ—b)‘/a_*_b. o e el 72.,‘/51218/&:;.
‘/_an]/aq- 74. X‘/xVx. 75, VW
ooty 3
amn 749 27 e 7
bmp* 17' -GT. 78. m 79. ]/2-5.

N s (g 3
5. . 8 9 5 LN
L V- L) Vw - s )R



84.

88.

90.
93,

96.

99,
102.

105.

108,

n 3
1 ap -
5‘/25 SR Ve T VA §1. 1 ant,
amn hmp emq a? 4 b? a*—4-b?
memr e 89, ‘/ £
3 ¢ 3
]/75 V3 91. /108 : /4. 92. 31/8 : 21/2.
3 3
Vax Va 94. 1V/48x: 1 6x. 95 }V ab:}Vbx
b
Va:‘/%. 0. ¥ 9y, Ve Sh
V al V a—5
! a 1/ 098 ; x—2y
1/ 5 100. 131085, Lok 1: )/ S A=E
4 3 b 3 4
| e AL 103. 1/at: Vas 104. m }/a: Va.
4
Va a e t—
=, 106. -: ) ax. 107. a:)/ a.
Va :
a4x Al o i
e e 109. At A ; H (r}iy)——
e Vi e T

Berbindung des Radicierens mit der Addition umd Jubtraction. (§. 171)

111.

113.
1135,
116,

117.

119.
121.
122.

124.
126.

128,
Mo init, Ariibmeti? und Algebra,

3

]a/a-i—4]/a+5]3/a. llz.a]m/Fm—bIm/E"—.
aLbVim+e—d] wm " Hi 518/a3-—218/a3+3]8/a3.
mva+n]}a+2va—3f/a.

SV b= 28 1/a = 9alibie 8bYRL BB a4 Gallghe

Stelle mit gleidhen Rabicanben dar unbZreducieve:
V2 +18 + 31/50. 118, 41/50 4 21772 +/128.
3

3 3
6171256 — 3180 4 21/20. 120. 412 — 2154 4 1/128.

61/12 — 41/27 4 TV/48 — 5)/75 + 21/108.
Vad + Va® +Va. 123. ]/a x+2Vb”x+3Vc X,
5a)/ 120 —2x)/ 2Ta%x. 1. 41/3x—21/z4x y 1/192x.

‘/al/a"'—}—3]/19'!/a 127. 3|/a1/a?17£'—21/£ﬁva3.
V 4x*y -5y xy — xV 4xy + V/ 26xy>

16



129,
: T
. (x—y) x‘_2xy_'_y Y‘/xy x‘/?_

131.
133.
134.

136.

130

138.

139.
141.

142.
143.

145.

146.
147.

148,
150.
152.
153.
154.

136.
158.
160.
162.
164.

166.

<=

168.

242

41/1_+“?—-1/9 F 9a® — 2V X F a’x® + V xt (1 + a%).

=2 s 132, (31/5a+4).13/4”I

QV8 — TV18 — V50 + 41/72). /2.

E+31V2) 3—2V2. 135. (8 — 31/5) (14 211/5).
@+V/b) (= —Vb). 137.31/x4;y+1/9"§€l/x+y—1/m
(1 a*+Vab+1b%) (Va—1'b).

VIFUB.V3—T1 5. 0. BVI+4V3) @Y1 — 31/3).
Va+b—Va+ Vb Vatb+Pa—)b).

VVatz+Va—x.VVatx—Va—x

x—{-]/x’—l s Ve 144 1-—-Vx_l_ 3Vx  8xtVx
x__sz_l_l x+'l/x'z+1 3 1+VI I—V! 1—x°

(V(x+1)f= +V(x—1)“ s GEr Vx—l).
60/ 8 L5V %5) G1/ab e iay).

Vz=—1y Vx+Vy) Vx+Vy).

BY8—51/20):1/2. 149. (;/FE—;/Z”EE) : ls/a_b.
@VBL—3V2):V2 L 6Vx+8%):2V/x
(Va—Vat —Va+Va) :Va.

(Vax —Vex +Vaz—1cz): (Va—Vo).

Bt " m+ot2Vmn, |/ Vmt+Va
VB—15b 155, |/ mentelmn, | /Vmtys
(a +Vb)% 157. (Va —V/b)%

6. —21/5)% 159. 312+ 21/3)~
V5 +1V10 +1/15)% 161. (1 — 212 + 31/3)~
BxVy —2yVx)2 163. (V2x+a — 1/ 2x —a)

Vx+Vy)+AVx—Vy)' 165 V54 V3)* — (V5 —V3)~
e A e ML e e b
I/ SRV,

-y
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169. [V'VatbE Va—b+ VVakh— Va0l
170. [/a8 + V2 — b° — }V/a3 — 1V 2* — b9
171. (4al/b — 3b1/a)". 172. (a — 31/a® + 41/a)".

Hmformung von irvationalen Wurselansdriicken. (§§. 173 —175.)

Befreie folgende Briige von dem irvationalen Nenner:

2 v Jusysa m
173. —. . : ; y e ot
s 174 3 175 o 1S, e
b { wetesao gl h ¢ Ot e L Pt L AR 8 e T
AT 51/ 2a 31/ 8x 2/ 2a
T pLATET A a‘/ b Mgl E=2
V2x-—3y . al/é_b—' V] —
1 Ve 413
184, oo 185, ;42 I8s, okl
2+V38 3 —VT 2a4+3Vb
187. ;22 188. 2L 189, 222
i T M“H’ b* 1981 E S
190, 22—, lo1, AxRSEL T
Vab 1 e S
193. 5 = 194, W. lga 3Vs—ay%"
V5 aill s e |
196, ¥ EHE b= gy 197, VI RTSb VN
" Vity—Vx—7 s/i-b+bVi—a
1521/8 V2 + V34 Vs
9 s ve e . e rvi—vE
LA L 0V NG aee, g RE VR
2000 ﬁ‘- 2’01. Viﬁ—jl?gq' 3 S V?'
208, Y2 VI —F sor, V2xt3Vzy
8 P e = e ] Vex—3Vxy
3 412 + 213 206 2~VE ——_41/10 i
2 sVz+21V3—:2Vs "3Vet+4Vs—2l 10

Vitz~Vi—=z—ViFst+Vi-y3
Vit +Vi—=x+ Vi+s+Vi—y

16*



208,

211,

214.

217,
219,
221.
223.
225.
226.

2217.
229.
231.
233.
235,
237.

239.
241.
243.
245.
246,

247.
250.
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£ || LA ) e sy
Vi—Vy V8415 Vo+ V3

3 3

2 V10 V2
o Bee g H oy vOVE
Vs—V2 24 Y1 Va2

3 - 3 3 3

Sl 2V 815 Promiill glg AEIVT
4Y9—-3V3 4124216 V3—V6

Bermanbdle folgende Summen und Differenzen von Quadratwurzeln
in eine Quabratwurel: '
Ve+V3+1V2—Vs 28 V3+Vb+ 13—V
Vizg§1V23—)12—1/23. 220. V3 +212—13 —2V2.
V5121/6£15—-21/6. 223 /11462 =)/ 11612
V2101 T—21/10. 224. V1446151 14—61/5.
Vit2ayi—=—ax})1—2a)1—a
1V 2a+2Va—b*+£}/2a— 21 a— b2

Berwanbdle jede ber folgenden Quabdvatiouvzeln in die Summe ober
bie Diffeven; aweier Quabdbratwuvzeln:

Vel 3411, 28,.:]/3.— 1/5,.
Vo473 - 230. V843V
Virx2110. 232. /11 =27/30.

V18 =81/2. 234. 1/37201/3.

V9 £54172. 236. 1/ T1/2£4}/6.

VeV5 £ 1/15. 238. 1/61/5 %= 41/10.

Vi 2+21/6. 240. 3V T2 14
Vx+y+2Vxy 242 15" + yz 4+ 2x Vyu

-l/xﬂ_Qny_.E_yg_ 244. V2X2+yg+2xl/mj
3/ e ber skt 2Vab Gl D).
V/10at + ab® 4 647/ a? + DY,

Wurgeln mit algebraifhyem Radicand. (§. 176.)

V 4+ 25. 248. /¥ 27. 349. 1/ =21.
g .

V' —nm®

5 i 3 P 5o
25l t=a) 252 V/(—x)?°.—x.



253.

256.
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(V —a)>. 254, 1/ (— a9~ 255. Vx.]s/’- X.
3 3 3
71/3—21/—24-[—4]/—81—13/—192.

. Potengen und Wurzeln mit negativen und gebrodenen (Egpalientcu.

Hegative Erponenten. (§§. 177—180.)

. DBeftimme die Werte folgendber Potenzen:

¢) 4% d) 041, ) 01253,

5 ()% 0 G w26

a) 25, b) 67,
) 5% @ (é)—sf

. Befreie von den negativen Erponenten:

a) 2x%y—? Lb)'3a*h~, c) ab*lx—1y;
ax—m 3a*m-3y—1 13 a—2b—1¢®
d) oy ) Toraixrt’ 1) gyt
Bringe auf die Form von gangen Bahlen:
5x 2ax—2 m? x? 12a—4b
8) = B o) oy (1 4) e

Berechne und ftelle die ERefuItaté mit pojitiven Erponenten dav:

4. (x4 5 ()L 6 [EE)

7. (—a¥)—m, 8. (— a—%)m1, 9, (—an—1)-2,

10. (a—3b%)—2 1. (3a?hb—ix?y—1)3% | 12 (—2x—3y’z-1)4,
x + y\—2 2a?b? \—1 DT A0 e 8 e [0 A Ya

}3- x"“‘_‘“_i) . l“- (W) . 13- (;) -(‘;) .(x) .

16. 5-2. (%)’3. 17. (Ba~1)~2.(3b)—2 18. (x—0)—=. (3~

(eiad=: (=)=
B e il T
Ny S

T S S

. 6a%b2%:2a%b—3,

* m—3n—2p’ a—lb—S8c—1"
. (ax* 4 bx? 4 ex?4 dx! 4 e).x%

L (x-lyt — 2xy—® 4 3x%y7Y) (Bxly %4 2xy? — x%yY).
S (@8 = b"% : (@' 4 b™).

20.
i s
25.

(x—8y—2)—4"
23. (—3a7%.(—2a1).
a—t: —alt 26. —4a:at,
28. 36arb2c?: 6ahgle
x—m y—m+1 Gls oS yn+1
30. a—2mpm~-n °* g—m+n h2m*

a—-1b—2¢? m—2p—> p-—ﬂ

(x4 x93

. (x*— 2x-9)%

35. (B3a—?x? —4a?x%)%
37. (2a%b—® + 3a~9b%)3,



38.

39.
42.

45.

48,

Bejtimme bie Werte
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folgenber Wurzeln:

-1 —3 —4 528 —m
a) Vx, b) V21, ¢ 116, d) 1025, o) Va—m,
Stelle folgende Yusbriide in ihrer einfachften Form ohne negative

Grponenten bav:
—2 3

V1/64.
Vasra
ViV

a?
Vi

Tl Tl

40, I/ Va0,
—1
43.a.)V a.
—1
46. V/a : }/ a.

-.3 o
8
49, \/m

41. i/x“l’y"q.
itg
Yat.Ve
42
4. Va:lin
-3

a—3p®c—9
", o =

44,

Gebrodyene Erponenten. (§§. 181 und 182.)

a) 25%, b) 16%,

. Bermandle in Wurgeln und bevedhne:

c) 8%~ d) 32%;

e) 4995, f) 810%, g) 6415, h) 1617,
)97 k) 125740 1) (5" % m) GPTU
. SBermaane in %mgein mit gan3eu (S.gpnnenten und. bevedhne:

a) V3 b) VS ¢) Vb—m d) V9

53.
56.

a9.
62.

65.

68.
7l.

74,
7.

e) ]/49 f) ]/36 2) ]/

—02

b) V2.

Beredyne und ftelle die ERefu[tate alg Wurzeln und Potemgen mit
pofitiven ganzen Egponenten bar:

12

(o)A,
(ahi,

m! Em
V' ®;
(4.25)%,
(<"
ad;bi
at.at,

m .n

Qs am,

P |
2 3 4
53,74

P

Vit

54,
a7

60.
63.

66.

69.
i2.

i3,

(=)™,

B a Sl
&) o>
. m-4p n

33,
58,

3
6l.
64.

67.

70.
3.

(Bl n®p?

— ]
Sy . | & F
16 m?® q“) %
OLNCHLAELA
xO'l ; X0'02 5 X0'005.
m 1 m—1
aZ g% X8

76.

LaTiyt

p¥ x_2 ]



79.
81.
82.
83.
84.
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=} + yb (=t — y3). 80. (2a — 3bt) (5at + 6Dbi).
(a + at —at —al) (1 4 a¥ 4 at + ah),

(6xt —8xt - 3x7 — 4x%) : (3xF — 4x¥).

(24a? 4 3taf 4 3): (Ba¥ 4 ab + 9),

2a? + 3b—He, 85, (x4 — yhs,

4. Jmagindre und complere Sahlen.
(8. 183—186.)

. Dringe auf die Form b} —1 = bi folgende imagindre Jahlen:

a) ' —16, b) V=49, ) V=64, d) /= 100,
o) V—a3 )V =x% gV =bm ! b)Y —ymF
V=2 k=3 DY —45 . m) V=72

n) )/ —a, )V —ah, pV—x, qV—xy,

8. G384l 3!y —(alpys ™ L a Y aggy =
o LEEER e e, A S W T B L
7 Vie=a s sen i nt e 9% w00,

8. 2a)/ —x*— b )/ — 4%

el T AR ik a g

12. 5i.3. 13" — <t V—3% 14 ) —2.~) =38,
15. al/i=a;—b% —b. 16. Vi <zy.V ==y —=%".
17. )V —ab. )/ —a®b. )V — ab3. }/ — a?b%

18. V=a+1V =0 —a—1V—0)

9. (V=24V-—3—-V-4HYWV—2—-V—-3+V-—19.
20. J/—ab: /b oL, 'Y/ —ab: ) —b.

22. x:)/—x 23, 1/80:2 1 —=5.

24. 5V—_6Vj 2.V — xy"’:V—x"‘y.

2. () - ab+V =ac): )V Ea.

27. (V=20 — V — 15):} —b.

98, (4 —8—8Y —12 + 12/ —16) : 4} — 4.

29. i7, 30. i°. 31. i 33 in,

33. (/-3 3. (=2 =3~ 35. (a)/ —bx)~



36.

38.
39.

41.
42,
43.
44,

43.

46.

48.
50,

53,
53.

o4,

87.

60.

63.

65.

617.
69.

70.

248

3 + 2i) + (6 + 5i). 37. (4a + bi) == (2a — 3bi).
A— V244 G L1575 e @ 2 fe—5).

3 + 2i) 38 — 2i). 10. (6 + 6i) (8 — 4i).
Va+V—=>b)(Va—1 =0

VE+2V =) /2—21—9.
E+14+V=3 =+1—V=03).
) (x—1) (x |- D i)
(& + bi) (a — bi) (c + di) (c — di).
PMultiplictert man bier ben erften unbd jweiten, ben dritten und vievten Factor,
unb dann bie Probucte mit einanber, hierauf ebenjo Dden erflen und dritten, ben

gweiten unb vievten Factor, und danm bie erbaltenen Producte, fo geben die Leiden
Enbproducte die merfwilrbige Gleidung

(a* + b (e + d*) = (ac — bd)? 4 (ad 4 b ¢)2

@— 3D 4. (V= —yi®

B—1V —h) 9. V22— =2

a1 =1 a—V=bp —1==1/"3)°

e el o T o

(—1+ V5 +V=10-2V5)". (—1+V5— 1/ —10—2V/5)"
A+V =3+ a—V—3"

Befreie folgende Briide von ifren imagindven Nennern:

5 Va 2 x
2i 83.1 e sV/—2<

1 J 2 a—b
1_7——? 08. m. 59. ﬁ_b—l
at+ V= ¢1. 1m0V =7 g9, V2tV =73
a— VYV =1b QLR T ava =Py
VL"‘L’ 64 GV:E""H
V=ad-1V—r T AR
a--bi | x+4yi a—bi x4 yi
a—bi+x—yi° L ATbE - x—yi

Permanbdle folgende Summen oder Diffevenzen von Quadbrvatwurzeln
in eine Quabratmwurzel:

V—8+ditlV —3—4i 65 .V —3+4i — =34
Ve R T e
Vesfaw—m+L)V2—2V_—5.




71

73.
75.
77.
79.
81.

50

29.
31.
32.
33.
34.
35,

36.
38.

39.
40.

249

Bermwandle folgenbe QDuadvatwurzeln in Summen ober Differengen
von Quabrativurgeln:

V <3+ 4i, R /T

V'8 —6i. Vit 3,
Vi+tey—o 76. V6 +81/ —10.
a2 —io)/ = 13 78. 120 —101/ = 5.
Vi eg—3 80. V' —at2a)—2

Y opres s g o prul S

Quadrieren und Cubieren, Auszichen der Ouadrat- und Cubifwnrel.
Auodrieven. (§8. 187 und 188.) :
(Bx 4 2y) 2. (2a%——4b9% 3. (2738 1:5b)%
a b \2 3a?  2ph%)? xy3 L
s Xk s (@ =N s )

(a + 2b — 3¢)% 8. (4+2y-—-y")“. 9. Bx—b5y+8z)%

. (6x® — 5x2 4 4x — 3)% 1. (27x® — 54x* 4 36x* — 8)%
a 22?2 Bb 4 c\2 3y? 2y 1\%
.(2_§+T). 13. ( = 5_(1). 14, (m+§—b—-—2).

(—aF b+ b4 4 (@t b=

. [(@ 43! + (b —¥)7] — [(84-x)" — (b — y)%

. 249°, 18. 5019 19. 72902%.  20. 73215°
. 135709 22. 4612048%  23. 5-91° 24. 0-887%
N8B 0, 8. 07150048 87, (T8Y)", 28, 3174

Aussiehen der Auadratwurzel. (§§. 189—193.)

V 4a2 — 12ab + 9b% 30. 1/ 9m® — 12m"n® + 4n
Vix* — 6ax®J-11a%x* — 6a®x + a'l.

V{16m® + 16m® + 4m* — 16m® — 8m? | 4}.

11162 — 24a% | 25a* — 20a® + 10a% — 4a 4 1.

1V {9y® — 12y° + 10y* — 28y® 4 17y* — 8y - 16k

V125 — T0a + 139 a% — 236a® 4 235a* — 198a° + 12128},

1/ 428 —16a )/ —b — 16b. 37. V1 —4x.
V/{0°16a* — 2-4a® — 0-16a%b + 9a* + 1-2ab + 0-04%).

=} x 11x i
V[ g 1] 20x

9 xf s 26 x* 53 x°
V][ —5—5—— it 6J,HL?,J, L~ 21 95)

16 y°
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41, /135424, 42. 1/ 556516. 43. 1/226576.
44. 1/1920996. 45, 1/°26956864. 46, 1/53993104.
47. 1/395850816. 48, 1/ 422220304. 49, 1/ 54782211136.
50. ]/1406-25, 51. 1/ 27-973521. 52. 1/ 0-00178929.
53. 1/785°6809. 54. 1/ 0:97535376. 55. 1/ 44105 040144,
676 178929 =
s, /2%, By, ) AT 38, ‘/485380169
4
59. 11/ 29986576. 60. 1/ 362673936, 61. 1/ 1475789056.
62. 1/0:1907. .. 63. 1/335-7179... 64. 1/°0:8423. . .
Beredyne folgenbe irrationale Wurzeln auf 5 Decimalen:
65. 1/28. 66. 1/320. 67. 16584,  68. 1/ 552747,
69. 1/3-92. 70. 1/0-101. 71. 1/8°376.  72. 1/ 0°07854.
73. 1/ 0-123457." 74, 1/55°25734. 75. 1/19-383838.
AR - 7 6745 201 591 7
~76. ‘/?_. . 72 ‘/ 8. ‘/25115.
79. /2. 80. V2 =12 81. V' 2—1V'2+1/2.
Berecdhne mitteljt ver Kettenbritdhe auf 5 Decimalen:
82. V/'11. 83. 1/ 23. 84, 1/ 47, 85. 1/129.
@ubieren. (§§. 194 unb 195.)
86. (2x'+ 3y)°. 87. (5a? —4bx%3 88, (08x?4-05y%3,
x 3 b)3 3a 2x\3
8. (X+ E) 90. (-——a). 91. (Bx, =)
92. y*Fky—3)3 93, (x® — 3xy + 2593
94, (f— 2x — 3x% } 4x%)3, 95. (1 — 2a® + 4a®— 8a%)3,
x2 8 2 x* 9xh)3
%. (5—3—1)- 0. (ta— 33 +5) -
98, 9333, 99. 15855, 100. 6045°, 101, 217048,
102, 902163, 103. 3579465, 104, 45°09%, 105, 5°99203%
106. 0-858.,%  107. 0-8079..% 108, (293, 109. 0- 865,
Ausgichen der Cubikwuryel. (88, 196—199.)
'3
110. 1/ a°x*—3a%bx*y*+ 3ab’x’y* — byt
3
111, 1/{8x® —/36x® + 78x%— 99x% 4 T8x%— 36x - 8k
3
112, /{64x°—144ax5+ 204a%x*—171a%x%4-102a*x*— 36 a%x | 8a®).



113,
114.

116,

117.

118.
121.
124.
127.

129.

132, V100. 133, ]/5213
3 3
136. 1/0°3. 137. 1/ 25-643.
8 3
5 180
140, ‘/6_ & ‘/51_6 fu

1. log abe. 2. log 6xyz.
4, log (a+b) (@ +mn), 5. log (a® — b?).
7. log Q;Xb. 8. log L
10. log ;0 11, log ";Iyi
13. log a*. 14. log ab®
16. log 22° 17. log Ba'x?,
2
19. log 222, 20. log oo,

22.

3

251

]/{Sa. 2 60Va9b e 150Va b’-‘— 125b).
- 115, Vx s

Va"—i— x?,

fi a c_l__Sac2 64 c?
8b? b*d 3bd? 274 |*

10x3 45 x*

Vs -

V/ 963Tdd,

Y/ AT,
V0775688,

1/} 2066104678E.

3 e e e
704969
1601613 *

3

119. /3241792,
3

122. 1/ 1767172329,
3

125. 1/ 474552, .

at 4 at

> o7 x°
+ 2a% . Saﬁ]'

3

120. )/ 8615125,
3

123. 1/ 627881709547,
3

126. 1/ 78°402752.

(]
128. 1/ 1126162419264,

3 A S S |
130. 1/32-856. .

3
131. 1/0-00008427....

EBeled;ne folgenbe trratmnale Wurgeln aur 5 Decimalen:

] 1
% G EbY

141.

6. Yogarithmen.

(§§. 200—212.)

Fai. 1/8135
138. 1/0-0957.
3

135. 1/47838.
139 1/012345.

3 —
T
V/ 8

3. log 3a(e 4 d).
6. log a (x* — 1).
9. log oy

mn— pq’

3 (a? — by)x
12, IOg mg'b—)—y
15. log (a b)2.
18. log (a + b)*+,
21. log 852:3;

s e [ ()]



2.

27.

30.

33.
36.

39.

42.
44,
45.

46.

47.

48,
49,

5l
a2,
53.
54,
55,

56.
57.
58.
59.
60.
61.

252

4 [
log V ab. 25. log 1/ 'xy% 26. log 8a? |/ bx?.
B ol 3
I ‘//"33 28. log 212, 29, log x*Va,
g ba* 315 5by®
log (im/x11 ]p/y‘l), 31. log I/x“b3 32. log V (1 ap)u.
log 21/ 2V2). 34. log ‘/a]/a. 35. log x'egx,
log _1___.7 37, log ——— a(a+ 1)]3&"
Va —X b’Va3 38. log g(;[:*‘_—l) Vb

aVb

2 3¢ 1/17.13
Vs ALl l/___g_
log ]/2 i g 7.142_1369

Bejtimme den Audbrud, beffen Sngantf}mus aleidy ift:
log x + log y — log z. 43. log a — (log b + log ¢).
3loga—2logb 4 4loge.
t+loga 4 4logb — 1loge.
log a —I—%Ioga——;— (log a 4 log b).
I—nn]oga — (% logb + flog c).
2log (x — y) — $log (x + y) — % log (x* — xy + 7).
x log (log a). 50. x log x — log (log x).

Sudje aus ben Logarithmentafeln ju folgenden Jafhlen die Brigg'jdhen
Logarvithmen:

a) b) c) d) e)
- 38. 218. 633. 995.
1035. 4719. 57565. 7899, 9011.
39070. 586100. 8913 9:015. 0-4792,
861217. 78008. 0-68315. 85-201. 0-0075536.
0-091457. 364228. 17-8193. 4-48197, 129'35_6.

Sude 3u folgenben Brigg’jchen Logavithmen bie jugehirigen Jahlen:

a) b) , c) d)
0-24055. 1-57281. 2985647, 061278,
3:89009. 0-66058. 0-27161 — 1. -1:02816.
295742, 1-01396. 0-46370 — 3. 2-40016.
0-73048 — 2. 2+81350. 3:91001. 3°69831.
0-556842 — 3, 0:68012 — 1. 1-85603. 4-43065.

4-89195.

0-05168 — 2.

069960 — 1.

1-99828.



62.
64.
65.
66.

67.

il
73.
77,

80.

82.
83.

86.
89.

92.

95.

96.

99.

101.

163.

253

Bevecdhne mit Hilfe ber Logavithmen folgende Ausbdriice:
1-2345.1-3456. 63. 9-68453.0°29758.
1:025.1:0792.1:05625. — 1:0751,
0°35679.1-0765.1-92234.0-33258.

2:00415.0°56.0°0741.0°09972.1-25463.
17-846 1 69, 2488.—1926 .. 2:3456.5-2013

9-157 68. 5 iatee- 7 EO1BAT L * 7769.0-12345 °
413.5124.21358 79 2-1467.9°'1248.1385,31-273
425.4998.76143" * 277.10°7285.2-2812.125-092 °
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47 i r — 1-06234 und & = 314159,

905} 716)" 4
(3-905)* 84. (—m) ; 85. (11-716)".
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1V, Gleidungen.
Brdnen der Gleidungen. (§§. 214—216.)
Ordne folgende Gleichungen:

.3 —5) =4 (10— 2x). 2. (a+b)x=2a— (a—Db)x.
304+ (T—x)+09—3) (T+x)=16.
4. 2—x)3B3—x)=¢A+x B+ x).
5. x+at+b)(x—at+b+x+a—b)(x—a—b =0
6. 2t DTz Ta—b-2=0
X + a > g ax—=2a __ ax—2b
8. x +x+a_3' 9. ax—2b "~ ax-2a’
o P loyruee (T S __ 6x* —3ax 4 b?
l0.2+x +T——g‘—|—4—. ll.3X——x'—-——2‘;—-‘+a.
x x X 23
TR e R e
4 ) ed 3x a4 x a—x i%Ca
ls'x—1+x+1_x—1° 14'a—x+a+x_a“-~x"'
20 3 i 2a 4+ x 3 _ 8a—x
15. 3z +4 b5x —837 6. 16. TERRLTI T T e
x4 1 x 4+ 2 x4+ 3 x + 4
17°1:——-1_*_:n:—2 x--3+x—4‘
Made folgende Gleidhungen rational:
{5 P 7 T, S 0 el v
19, 1V x—p)Fy=x+p. 20% V13—§—x=]/x--13,
21*. V3x—2— ) d4x—1=1.
22%, Va@x+b)—1Vb@x+a) =(a—DbV2
1. Bejtimmte Gleidungen ded erften Grades.
®lrid)uﬁgm des cvfien Brades mit einer Hnbekannten, (§. 218.)
1. 13 4 x = 24. 2. 5bx -+ 8 = 43.
3. b=a—x 4. 3x —2a + b =a — 5h.
5. 17T + 8x = T1 — x. 6. 14a—6x+12=20—Tx } 9a. o
7.5+ 2x — 15) = =. 8.9— (b5—2x) =3x 4 L
9.56—-2 —2x=2(x—1). 10.a(z—b =b(@a—x)—ec.
1. m (x—a) —n(x—b) = (a + b) x.
12.32x4+ 9 —94+x)=305B+x) —2(x 1+ 6).
13. x+a):(x—a)=Db:ec.
4. 8x—1): (4x 4+ 2) = 6x—9): (3x — 4).



15,83 —2) —5}.5—42y—6)=y—19.
16. 5 (x 4+ 10) — 4 {160 — 3 3x — 2) + 2x} =2 — x.
17. 2+ 1) (z — 1) = 2 + z - 1.
18. 24+ x)2x4+1)+@2—x) 2x—1) =0,
19. x (x — 2a) — (b — x)? = 3b% — 4a%
2. a+x)(b+x)(c+x)—(a—x)(b—x)(¢c—x)=2(x*+abc).
21. e die Gleidung 2s =n (a, + a,) nad aﬂen barin vorfommenbden
allgemeinen Bahlen auf.
3 — 4x x x
22.°— "% + 3=dx 2.5+ 5+1=x+1
Zi.g—f—-}fzb—x. zia—bx:m—nx
a ¢ 3
Sm_ 2(m—x —2x? 43
26. = = — i 27.mx——_—1—x—3.
agy 2Bhx) mIaom, gy L bia &
ax a b —x X
m n u — b —
30'1—0.—;._—‘_5.:0. 3l.x— bx—l" “"x=d.
a—b A T 13 B S 6b
3.1 1=1 Tl e W e TR
9x -8 3x 4 2 8x — 3 _ 3x 4 4
34'6x—|—5 9 I 35'2:;--1_ x+1+l'
x x AP ] 1 1 a+ _b—a
36.a—+b—+;~—a—5+;z+b—c‘. 37. X“"*4:ab +b.x.
x e b ax bx a b
3S'x+a_x—a x4 a 39 mx-—a+nx—-—b—ﬁ+?
40. (af by 25 _PE_cX 2T g
1 3 1 1
4I'x-—-2 x — 6 x — 4 x— 8
1 1 1 1
42'30—cx—hd—dx_ad—dx_bc—c'x'
43.12x+5) +3@x—3) —40bBx—-T7) =1
44.4(3x— 7)) — 22 =$[;(8x — 63) — 2x + 3)].
B1GHEE+D +3+2 —y=1
2x g X a+b,a—1 a—b a+1
46.4:F =1:(15—3). e e a
8-07x x = 008" 3x
48, e + 5 = 2= — 0:00925.
49% 3/ x—1=4
50%, V2x+]+5=4(]/2x—i—1—1).
51%. VG;‘H':V“‘—G 52% x (1 — a) ) :Vx=)Vx:x
53* . b —alVx:l@— bV x)=a(®b®—1):b@a"—1).
4%, Vx+1+Vzx—1=0p. 55%, ]/x+4—|—]/x—1_]/4x+5.

255




256

56+ a+lx  a(@@ 4+ 1) 57+ eVx + Vs 44312
e e "3Vx+ V2 e+:V3
58, 12 +1V2+1Vz=2 8 Vx+Vz V. =
60%. 4 — Vx=V4+Fx 61%, ]/x—|—2a—[—]/x+a=a

& — —_X =
62¢, 'a—x+ ) b—x Va_x

* XY __;_.._.
63*. 1/ 8x — 1 erE V2x + 3.

#* Ay Byl s Al iy G
64*. x —2a— ]/ x*— b= (x—a) {1 ey

Beftimmte Bleidungen des erften Grades mit jwei oder mehreren
Hnbekannten. (§8. 219—222)

65. 8x — 5y =25,  66. 3x + 4y = 4, 67. 16y — 25z =1,
3x 4 Ty = 36. 12x — 6y = 5. bz — 24y = 9.
68. x* —y¥=2a1 69. x + 2y = 30, 70.—ix——:_11—y= 2,
b4 =1 3x il !

g S+ I=11 Layp2y—y
L 28 T i T W S T
===y .24 =9, B =
> il ) 9 4_2 A B
GEE T R T IR Myy Or3
1 ¥ 1 r X —a4+2b y b
(L ey Ew ey 15, — b Sl
1_ 1 X Yo XFy
_+ LT y ;b+ﬁ_ acy *
76. x-—by=a. + bt . (a4 c)x+ (a—c)y=2be,
bx 4 ay = a® + b%, (b—e)x+ (b+¢) y=2ac.
X y irineil x y ey
78'a+b"ae—b'_a+b' 7. a—-'{?'E—l—amb_z
¥ G x Yo —= ) dab
a+b+a—bma——h° a—b a-b  al— b
80‘2:{;—1}_2?;—8:2' 81, 33_‘; 2y+ix%3_x=x+1h
ETJ?‘E"P”:;E:ﬁE‘ 2x-—-3y+4x;3x=y+1'
88, 20—y = Ggulilyhy S -~ SaGTE R :
: T a (8 4 b — 2ab(a® — b* 4 1) ~
ax—by_(a—i—b)’—-a_]_b-i- REEETT i
83, TEM —_ ¢ 49y 84, 41x — 32:75y = 1042,

5:2x — 36y + 25 =0,
x — 93y = L E28 3



85. 5x: 8= (y 4+ H): 2,
3x:8=(y—2):1.
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86. (4x +y): (2x—7y) =16:5
@x+7y):(x+8=14:5.

87. Bx4+2y—4:2x 4 38y—1)=3:2
x —2y—3):(2x—3y—6)=2:3.

88. x)atylVb=a-+b,
x+y=2}a

90* Vx4 am=m (Vy + b),

m()/x —a)=1y—bm
vy Bl
QZ.Vx Vy....ﬁ,

s by

T 2T

94. x4 3y =39,
3x + 2z = 48,
4x — 3z =18

96. 3x + y+2z=13,

98. a,x + b,y + ¢,z = d,,
2,X + by + cpz =
23X+ by + c;z =

9. xty+z=s
Xy —agb;

e =i

101. i‘+§1+7—”=18,

5 12
ol
103. 3x —y —z = 10,
Teyrimn
S =10
1§, 22,
hims
s s
x4+17 2

Mo unil, Arithmetit und Algebra.

89%. 31'x —2Vy=9
2Vx—3Vy=1

Sepe Vx=1u, Vy=v.

9%, 21/ x+5—-3)y—2=3,

3V&+5~4V}—2_o
93%, =1 o -
Vx—-+VJr+2 i
15 t 4
V=2 Vy+2
95. 3x — 4y = 6,
2x 4+ 3z = 26,
by — 6z = 18,

97. 6x — 4y + 3z = 28,
ix — y—3z= 1T,
2x — 3y -+ 4z = 13.

®ib dag Gejess an, weldes in ben fiir
x, y und z erbaltenen HAusbriiden borbcrrid;t

100. 0-4x + 0°5y 407z =51,
0'3x + 0°4y40- bz =38,
0-2x 403y 40" 4z.-—29

102, x + 24 = =612,

Sy B cptl
x ¥ L0
Z+Z + =z = 612.
X y A
l“"- _a_—-"F-i-"g— ’
ax — by az — ¢y
a -+ b c 4
by — ¢z bx + az
b—c¢ a
1
ma;+§=&
1 1
;+—z=b’ 1
i
ity Fe

17
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07. —c+-+5=1 5. 2—247—9
' 1 1 1 3 2 8
_x—_y+_z=b’ —-;+_y+.i=10,
1 1 1 5 4 6
;-I—;-——;—C. ;—%—?—7‘—20.
109. x + z =18, 110, u x4 y—z =3,
z — y= 2 u+x—y-+z=h,
u+t+ y=12, u—x+4y+4z=c,
u -+ 2x = 26. —u+t+x+ytz=4d
I11. B3u—x+y + 2z =20, 112 ix+ 4y —4z=6,
2u43x—y+z=17, Ix — iy + tu=5,
u+2x + 3y —z=2], x4+ fz —tu=4,
—u+4x+2y+3z=12. iy 4+ 4z — ju=3.
113. 2x — 3y + 4z —Hu+ 6w = 6,
3x+ y—5z+4+ u—3w= 3,
—x 44y 4+ 2z—5bu+4 w= 8§,
x— y4+ z— a4+ w= 3,
x+ y+ z4+ u4+ w=15

114.
115.

116.

117.
118.

119.

120.

121.

Anwendung der beftimmten Gleidjungen des erfien Grades.

(88. 228 unb 224.)

Dad 3fadhe und das 4fadpe einer Jafl betrigt zufammen 196; mie
grofs ijt die Bahl?

Bon welder Bafhl ift der fiebente Theil um 8 Efleiner als ber bdritte
Theil ?

Wenn man eine Sahl mit 15 mmltipliciert, 3u dem Protucte 20 adbbdiert,
bie Summe durdh 4 bividiert und von dem Quotienten 14 fubtvabiert,
fo erhilt man bas 3 fache ber fraglidhen Babl; welde Bahl ijt es?
Wie heift bdie ftetige geometrijche Proportion, beven bdrei Glieber um
gleidhviel grifer find al8 1, 3 und 67

Die 3abl a foll in zwei Theile jo getheilt werben, dajé bad mfache bed
erften Theiled um d grdfer fei alé dbas nfacde bed zweiten Theiles.
3n welche 3wei Theile mujd man 60 zerfegen, bamit ber gréfeve Theil
purd) pen fleineven bividiert 2 zum Quotienten und 3 jum Rejte gebe?
Gine Babl a in folde zwei Theile ju jerlegem, bajé deren Quotient der
gegebenen Rahl felbjt gleidy fei.

Weldhe Bahl mujé man vom Jdhler und vom Nenner bed Brudies % ()

fubtrabieven, bamit ber newe Brudy gleich % (1) werbe?



122.

123.

126.

127,

128,

129.

130.

131.

132.

133.

134.

259

Welde Jahl mufé jum 3dhler bes Brudyes % abbiert unb vom Nenner

besfelben fubtvabiert werben, bamit ber erhaltene Brudh ver reciprofe
bed friiberen jei?

Wenn man gum Bdbhler und Nenner eines Brudjes 7 avbiert, fo erhilt
er ben Wert 4; jubtrabiert man vom 3Zdhler und Nenner 2, fo erhilt
er ben Wert L. Weldhes find Bdhler und Nenner des Bruches ?

. Bwei jweiziffrige Sablen werben mit benfelben zwei RBiffern gefdhrieben

und verbalten fidy mwie 13 : 31; welde Sablen find e, wenn ibre
Summe 88 betrigt ?

. Bermebre id) eine jweiziffrige Fahl um dad 9 fade ihrer Einer, fo exalte

ich 80; vermebre idh fie dagegen um 18, jo erfdeinen in der Summe
ibre 3iffern in umgefehrter Orbnung; wie Beifit die jweisiffrige Jahl?
Jemand wirh nad) 10 Jahren boppelt fo alt fein, ald er vor 4 Jabhren
war; ivie alt ift er jest?
Gin DBater ift jet 48, fein Sobhn 21 Jahre alt; vor ieviel IJahren
war der Bater 10mal fo alt al8 fein Sohn?
Gin Bater ijt 36, fein Sohn 10 Jahre alt; wie viel Jahre mujs. ber
Dater nodh leben, bamit er gerabe boppelt fo alt werbe, alé e8 bann
fein Sobn fein wirb?
A ift jett mmal fo alt und wirb nady a Jahren nmal jo alt fein al8
B; wie alt ift A?

Weldye Begiebung mufs zwijden m, n und a ftattfinben, dbamit die Aufldjung
einen Sinn habe? (§. 224, Beifpiel 2.)
Gin Bater ift gegenwdrtig 3mal fo alt al8 jein Sohn; vor 12 Jahren
war er Imal o alt alé ber Sofn. Wie alt ift ber Vater, wie alt
ber Sofn?
Ein fnabe fagt: meine Mutter ijt 25 Jahre dlter al8 id), mein Bater ijt
5 Sabre dlter alé bie Mutter, und wir alle jufammen haben 91 Alters-
jabre. Wie alt ift ber Knabe, die Wutter, ber BVater?
Bei per Theilung einer gewifjen Summe exhilt A 1000 fl. und { bed
Rejtes, B L desd newen Refted und nod) 500 fl. bavitber, C bie noch itBngen
2500 fl. %te grof ift bie Summe, wie viel erhdlt A, wie viel B‘?

Bei per Theilung einer gem:ffeu Summe exhdlt A a fl. mehr ald —
perfelben, B b fl. mebr alé : ves Rejted, C ben neuen Reft, me[cber
c fl. weniger betrigt als % per gangen Summe. Wie piel evhilt jeder?

Unter brei Perjonen twird eine bejtimmte Summe fo vertheilt, bajd B
90 fl. weniger alé A, und C 20 fl. weniger alé B befommt; die gauje
Gumme ift um 25 fl. grifer, alé bas 4fache defjen, wad C befommt,

Wie viel erhilt jeber?

i



135.

136.

137.

138.

139,

140.

141,
" Untvag mit einer Stimmenmehrheit von 10 angenommen. BWie viele

142,

143.

144.
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Gin Bater vevjpricht feinem Sobne fiiv jebe fehlexfreie Aufgabe .ein
Gejchent von 10 Rreugern; fiiv jebe fehlerhajte Aujgabe bagegen mujs
ber Sohn dem Bater 5 fr. juriiczahlen. Bei 20 Aufgaben ergab fich
nun, bdaj8 dem Sohne von den evhaltenen Gefchenfen 80 Tr. iibrig
blieben; tie diele Aufgaben Hat ex ofne Fehler, wie viele fehlerhajt
gearbeitet ?

Semand dingt einen Gdvtner auf einen Monat (30 Tage); er verjpridt
ihm wihrend bdiefer Beit die Koft, und fiiv jeden Tag, an bem év avbeitet,
4 §l.; fiiv jeben Tag, an dbem der Gdrtner nidht arbeitet, mujs: biefer
pem Heren + fl. fiiv die Koft bezahlen. Nady einem Wonat evhielt ber
®dirtner 18 fl.; wie viele Tage hat ev geavbeitet und wie biele nicht?

~ Biwei Avbeiter follen einen Graben von 435 Meter Linge veinigen; der

eine macht taglich 42 Wieter, der anbere 45 Nieter fertig; wann wird
bie. gange Avbeit, fevtig fein?

Bwei Fiffer enthalten 351 Liter Wein; nimmt man. aud dem  erjten
ben jedhéten und aus bem Fweiten ben dritten Theil hevaud, fo bleibt
in beiben gleichviel itbvig. Wie wiel Liter enthilt jebes Fafs?

Jn jebem von ywei Fiffern ift eine gewiffe Menge Wein.  Giefit man
aus bent - evften in bas jweite fo viel, ald jhon davin ijt; danm aud bem
jweiten in bad erfte fo viel, al8 jeht bavin ift; Ddannt wwieder aud bem
exften in bad zweite jo viel, ald bavin iibvig geblieben war, fo enthalten
beibe Fdjfer gleich viel Wein, nimlidy 72 Liter. LWie me[ Liter enthielt
jebed Fajs?

On einer Gefelljchaft waven doppelt foviel Miinner ald Frauen; nady-
pem: 8 WManner mit ihven Frauen weggiengen, blicben noch viexmal fo
viel Minner al8 Frauen, Wie piel Winner und Frauen waven anfangs
in ber Oefelljdhaft ?

Jn einem Landtage, in weldhem 64 Abgeorduete ftimmten, Ivurbe ein

jtimmten bafiiv, wie viele dagegen ?

JIn einer Fabrif avbeiten 26 Avbeiter, theils Meijter, theild Gefellen;
jeder Meijter evhlt taglich 2 fl., jeber ®efelle nuv die Hdlfte davon;
wiivbe man jedem Weijter von feinem Lohne & fl. absziehen und bafiiv
jebem ®efellen jo viel julegen, fo mbdhte dev tdgliche Lohn um 24 fl.
mehr betragen. Wie viele Meifter und wie viele Sefellen find e8 2

A und B madjen eine Wette von 12 fl.; gewinnt A, fo Hat ex bdrei
mal jo viel ®eld al8 B; verliert ev, {o hat ev nuv doppelt io biel al8
B. Bie viel Geld hat 1ebe1‘9

Drei fpielen mit einanber; im exften Spiele verliert ber erfte an jeben
ber- anberen fo biel, al8 feber von biefen bei fich hatte; it Jweiten Spiel
verfiert ber weite an den erften und dritten o viel al8 jeber berfelben
bat; im britten ©piele verliert der britte an ben evjten und jweiten fo
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viel al8 jever Bat; nach geendigtem Spiel Hat jeber 24 fl. Wie viel
batte jeber am Unfange bed Spieles?
Die Vorberriber eine8 Wagens haben 1:1 ﬂ]letet, bie Hinterriver 14
PDeeter im Durcdhmeffer; wenn nun ein Bordervad von A big B 780
Umbrehungen mehr gemadht Hat af8 ein Hintervad, wie viel Meter ift
A von B entfernt?
Gin Kaufmann hat 3wei Sovten einer Wave, eine beffeve, bas Rilogr,
ju 60 Fr., undb eine gevingere, dbad Rilogr. su 40 fr.; er will von bei-
ben eine Mifchung von 80 Kilogr. beveiten, bie er ju 45 fr. dbas Kilogr.
perfaufen fann, Wie viel Rilogr., mufs er bazu bvon jeber Sorte
nehmen?
Gin Weinhdnbdler hat zweierlei Weine, von dem erften foftet dad Hefto-
liter 60 fl., von bem zweiten 32 fl.; er will dbuvd) Wijchung 7 Hefto-
liter qu 40 fl. befommen. Wie viel Heftoliter wird er von jeber Gat-
tung s ber Wiifdhung nehmen miiffen?
Feines Silber und 625 Taufendtheile feined Silber jollen zu Silber
von 750 Taufendtheilen Feingebalt eingejdymolzen mwevrben; ivie viel von
jedber ®attung fommt auf 24 RKilogr. diefer Legierung?
Wie viel Kupfer (Gehalt = 0) mujé man mit 26 RKilogr. Silber, dasd
2400 fein ift, legieven, um Silber, bad 5% fein ift, su exhalten?
Bu 24 Rilogr. 12 feinem Silber mwerben 12 SMogr einer anbern
&ilberforte l‘;ingugefegt woburd) die Mifdung 3 fein twixd; weldpen
Feingehalt hat bie jiwveite Sovte?
Semand bat drei Dietalljtiice, deven jebes aus ven MVietallen A, B, C
Bejteht. Das exite Stiicf enthdlt von A a,, von B by, von C ¢, Defagr. ;
bag weite Stiid enthdlt von A ap, ben B by, von Cc, Defagr.; basd
pritte Stiid enthdlt von A a;, von B by, von C ¢, Defagr. Man will
mun eine Gompofition bilben, welde von A a Defagr., von B b Defagr.,
von C ¢ Defagr. enthalten foll. Wie viel Defagr. mufd man bagu von
jepem ber brei Metalljtiide nehmen?

BWird a, + b,/ +'¢, =8, +b ¢ =s8,3+bJc¢=34
gefest, fo erhilt man folgende Gleidungern:

a,‘x a, a;z iy
iy et

b, x b,y |
R
(. Cy Cy 2z
o e

152. Bon bdrei Detallftangen: enthilt

bie exfte 4 Defagr. Gold, 8 Defagr. Silber, 12 Defagr. Kupfer,

bie 3m2ife 810 8, " 10 " " 2 " "
vie britte 10 " " 6 " " 14 I »
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Aus diefen will man durdy Legievung eine WMetallftange erhalten,

welde 10 Defagr. Gold, 10 Defagr. Silber und 11 Defagr. Kupfer
enthilt; mwie viel Defagr. muf8 man von jeber ber drei Wetallftangen
bagu nehuen?
Gin Wajferbehilter fann burdh wei Nobhren gefiillt werben, und zwar
burd) bie erjte Rohre allein in a, burd) bie jweite allein in b Stunbden.
3n welder Beit wird ber Behilter gefilllt fein, wenn man dag Wafjer
burch beibe Rohven jugleich fliefen [dj8t?

Pan fetse die gejudite Beit = x undb Dem Cubifinhalt be8 Behilters = v.
Die erfte Robre allein fitllt in x Stunden Y_af bie jweite Mobre allein ‘l;—‘; Beibe

Ribren flillen alfo in x Stunben % - th, b. 1. ben ganzen Behilter = v. Man

¥ . VX x X ab
hat bemnad T+T“V’ ober _a+_b =1, baber X_ETF“E'

. Gin Waifferbehdlter fann durch brei Rohren gefiillt werden; bie erjte

Robre allein fitllt bad ®efdf in 4 Stunben, bdie zweite Rohre allein
in 6 Stunben, bie britte Rihre allein in 12 Stunden. J3n wie viel
Stundben wird ber Waijferbehilter gefiillt, wenn man bas Waffer durch
alle drei Rdhren zugleid) fliegen [dfst?

. Gin Wafferbehilter fann durd) bdrei Rohren gefiillt werbenm, und zwav

burd) bie Rihren R, und R, in a, burd) R, und R, in b, dbwd) R,
und R, in ¢ Stunben; wie viel Zeit braucht jebe Rohre allein daju,
um den Behlter zu fiillen?
Bu einer Arbeit evbieten fidh drei Perjonen, A, B undb C; A und B
witrben zufammen bdie vevlangte Avbeit in 18 Tagen [iefern Fdunen,
A und C zujammen fonnten bied in 12 Tagen, undb B und C jujammen
in 9 Tagen. 3n weldher Seit fann bdie Avbeit durch alle drei Perfonen
jujammen geleijtet wevben?
Awei Kbrper vom fpecifijen Gewichte s, und s, jollen jo mit ein=
ander verbunben werben, bajé ber entjtehende Kivper p RKilogramm wiege
und bas jpecififhe Gewicht s habe; wie viel RKilogramm eines jeden
Rbrpers hat man ju nehmen?

Da die Summe ber abjoluten Gewidhte ber beiden Beftandiheile dem abjo-
[uten @ewidgte ber Berbindung, und 'eBenfo die Summe der Cubifinfalte ber Be-

ftandtheile bem SJnbalte Dex BVerbindung gleich feinm foll, jo hat man, wenn bie Bers
bindbung x RKilogr. bes erften unbd y Kilogr. bes zweiten Kbrpers enthilt,

X+ y=p ub E—l—-1=£, und daber

41 Blp(s 5;) b 1P(sx—5)
U 5(51 _32) 3(31"" S:}

Die Yufléfung ift nur moglid, wenn s wijden s, nud s, liegt.
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Wie grof find die fpecifijhen Gewidite sweier Kbrper A und B, wenn
a Rilogr. vom erften und b Kilogr. vom weiten jujommen das fpeci-
fijdhe Gewicht s, bagegen a, RKilogr. vom evjten und b, Kilogr. vom
sweiten jufammien dbas jpecifijhe Gemwicht s, haben?

Gine aus Gold und Silber gemadhte Krone bes Kbnigs Hiero von Spy»
racug wog 20 Pjund, unter Waffer getaucht nur 183 Pfund; wenn nun
®old im BWajfer jcheinbar 4 und Silber 4 von feinem Gewichte ver-
lievt, wie viel Golb undb wie viel Silber war in ber Krone?

Gin Penvel, bag a WMillimeter lang ijt, madt bei der Acceleration g in
einer WMinute n Schwingungen; wie lang mujd ein anbeved fein, bas bei
per Acceleration g, in eimer Winute n, Schwingungen machen joll?

Rt S B e
e A

Das Secunvenpendel Bat in Paris eine Linge vom 0-99385 Meter;
wie lang mujé ein Penbel jein, bad in Wien in jeder Winute 80 Schiwin=
gungen madjen joll, wenn bie Wcceleration fiiv Parid 9-809, fiir Wien
9-808 Mieter betrdgt?

Gin Dampfidhiff legte in einer Stunde ftromaufmirté einen Weg von
104 Rilometer, ftromabwirts einen Weg von 173 RKilometer guviic}
welchen Weg witrde tas8 Schiff durdy die Kraft ver Majdyine alfein (bei
jtilljtehenvem Waiffer), welchen Weg durch die Kraft ded Stromes allein
(bet ftillitehender Majdhine) in einer Stunbe uriictlegen?

Bwei Kbrper K und K* bemwegen jid) auf einer gevaben Linie in ber-
jelben Ridtung von den Punften A’ und A" gleidhfrmig mit den
®efdywindigleiten ¢’ unb ¢ Der Kirper K verlifst ben Punft. A4
welder um d Ldngeneinfeiten viidwdrts von A liegt, um t Beit-
einfeiten fpdter, al8 der fbrper K* ven Punft A" verldjét. Nad
wie viel (T) Beiteinfeiten, von dem Ubgange ded Kdrpers K von A
an gevechnet, werden beide jujammentreffen? (Vergl. §. 224, 3.)

Der Kbrper K’ Tegt ben Weg ¢ (T —t), ber Kirper K ben Weg c* T
juriid ; die Diffeven; beiber Wege ift bie Diftang d, baher o' (T — 1) — T =d
und barausg

E:‘t + d

ol cu'

T —
Discutiere biejes Rejultat a) filr pofitive Werte won d, t, ¢’ unb e, und

fiir o % e¥; b) fiir d=o0; ¢ filr t=o0; ) fiir ¢ <o.
Behalte vie Daten ber vorhergehenden Aufgabe, und bejtimme die Ents
fernung (D) bes Punfted, in weldem die beiden Kdrper ujammen=

treffen, pon bem ndher gelegenen Punfte AY,
Da D =c”T ift, jo bat man
e ('t 4+ d)
¢ — e’ ¥
Discutiere biefes Rejultat filr die in ber vorigen Anufgabe angefithrten Fille,

L=



166.

167.

168.
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A’ und A" find burdy eine Eifenbahn verbunbden, beven Gubpuntte
225 Rilometer von einander abftehen. Bon A’ gebt gegen A“ ein
Perjonenjug ab, ver in jeber Stunde 30 RKilometer juviidlegt; ju gleidher
Beit geht vom A" gegen A’ ein Rafjtenjug ab, ber in jeder Stunbe
20 Rilometer yuviiclegt. BWann begegnen fich bdie beiden Siige?

Bom Orte A’ aud geht bes Wiorgens 5 Uhr eine Locomotive ab, weldhe
in 41 Stunben 105 RKilometer zuvitdlegt. Cine halbe Stunde jpater
wird von A* aus, welder Ort 524 Rilometer Hinter A’ liegt, der erften
Locomotive eine jweite nadygefenvet, bdie 105 Kilometer in 3 Stunben
fahrt. Wann wird bdie jweite Locomotive die erjte einfholen?

Gin Courier M’ geht ovon A’ nadh A", ein andever Courier M" von
A" nady A’; M’ tritt bie Reife um 5 Tage frither an al8 M”, dagegen
legt M" tdglich 20 Rilometer mehr zuviid als8 M. Nadbem M" 240
Rilometer juviidgelegt Hatte, trifft ex mit M’ jufammen und dbann braidhte
M’ noh 4 ZTage bis8 A, unb M" nod) 6 ZTage big A’. Wie biel
Rilometer hat jeber tdglich suviidgelegt und wie grofi ift bie Entfernung
jwijden A’ und A"?

A’ unb A" find turch eine 152 Rilometer longe Eijenbahn verbunben.
PBon A’ geht mn 8 Uphr 30 Min. wormittagé eim Sug nach A“ ab
mit ber Gefdwinbigfeit von 10 Wieter per Secunbe; an bemjelben
Bormittage um 9 Uhr 15 Winuten geht von A“ ein Sug mit der
Gefdminbigleit von 9 Mieter per Secunde nacdh A’ ab. Wann und in
weldper Entfernung von A" begegnen {id) bdiefe Jiige?

Gin Gourier joll von A aud einem Regimente, bas vor 6 Tagen von
bort abmavidyiert ift und tdglich 28 RKilem. vormdrts geht, Orbre
bringen. 3n welder Entfernung pon dem gemeinjdaftlidhen Abgangsdorte
wivd er basdjelbe evveichen, wenn er tdglidh 84 Rilometer guriicdlegt?
Boun A’ geht ein Courier, welder tdglih 14 Meilen guviidlegt, nad
A¥; su gleicher Beit wivd von A" ein Souvier, welcher bem erften nadh
5 Tagen begegnen foll, nach A’ abgejchictt. Wie viel Weilen mujs ber
sweite Gourier taglidh juviidlegen, wenn bdie Entfermmg A‘A" 150
Meilen betrigt ?

Um 8 Uhr morvgensd fihrt pon A’ nady A“ ein Gilwagen, der jede
Stunde 13 Meile zuviidlegt; 20 Minuten nad) 2 Uhr nadymittags vers
dj8t ein Dampfwagen den Orvt A" und langt auf einer neben ber
Landjirafe liegenden Gijenbahn, inbem er jtiindlich 4 Mieilen uviiclegt,
au berfelben Beit in A’ an, ju welder der Gilmagen tn A" anfommt;
wie gvof ift die Entfernung jwijden A’ und A*?

Bon A’ nadh) A" find 315 Rilometer. Um WMittag geht von A“ ein
Gilwagen ab, der 92 Rilom, in ber Stundbe madt. Um wie viel Stun-
ben frither muj@ von A’ eine Fahrpojt, bie in dber Stunbe nur
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5¢ Rilom. juviidlegt, abgeben, bamit fie mit bem Gilwagen gleidyzeitig
in A" eintreffe?

Bwei Rbrper bewegen fidh von ben Punften A’ und A, veren Entfer-
nung d Dieter betrdgt, gegen eimanber. Fdngt ber erfte t' Stunben
frither an ficdh ju Bewegen, fo treffen fie T/ Stunbden nady dem Ubgange
bes jweiten gufammen; fangt ber jweite t Stunden frilher an fidh u
bewegen, fjo freffen jie T" Stunben nach bem Abgange bes erften u-
jammen, Wie viel Meter legt jeder in einer Stunde uviic ?

Ginem Rbrper K*, weldher in jeber Seiteinbeit ¢ Lingeneinheiten ju-
viidlegt, folgt t ZHeiteinheiten {pdter von bemfelben Punfte ausd ein
sweiter K, weldher in jeber Feiteinheit ¢ RLingeneinbeiten zuviidlegt.
Nad) wie viel (T) Beiteinfeiten, vom Abgange bdes Korpers K’ an
gerechnet, iverben beide Rbrper d Ringeneinfeiten von einanber ents
fernt fein?

. Bwei Rbrper bewegen fich anf der Peviphevie eined RKveifes, welde p

Langeneinheiten betvdgt, su gleidier Beit von bemfelben Punfte ous in
perfelben Ridptung mit ben Gefchwinbigleiten ¢/ und c”. Nad) wie viel
(T) Beiteinfeiten werben {ie wicber zujammentreffen?

RNimmt man an, dajd der erfie Korper ben Umfang p in a’, ber jweite in a*

Beiteinbeiten juriidlegt, fo ift c' =5E, unb c”=§7, unb man hat fifr bad weitere
Bufammentreffent berfelben
P o al al!

" — —_ ey
Te' — Te” = p, baber T—c' TR e PR T

Wie viel Beit verflieft von einem Sufammentreffen ber beiden Beiger
einer Whr Hig jum nddyjten Bufammentreffen berjelben?

Wie piel Minuten nach vier Uhr wird der Minutenzeiger einer Uhr
itber ben Stundengeiger zu jtehen fommen?

@8 finb 20 Weinuten iiber 12 Ufhr; nady wie viel Minuten warden jidh
beibe Beiger der Uhr becen?

Der Mond vollendet, von der Grbe aus gefeben, feinen Umlauf am
Himmel in 27:32158 Tagen (tropifder Weonat), die Sonne bagegen
pollenbet ibren fdbeinbaren Umlauj in 365-24222 Tagen (tropijches
Sahr); beive Himmelskorper fdhreiten duvch bie Stevnbilber bdes Thiex-
freifes von Wejten gegen Ojten fovt.  Seht wibrend bdiefer Bewegung
per Diond por ber Sonue vorbei, o haben wiv Newmond. Wie viel
Tage vevfliefen von einem Neumonde bid um [anbern - (fhnodijcher
WMeonat) 2 (Aufg. 18, Seite 230.)

Auf ber Peripherie eined Rreifes bewegen jich jwei Kbrper gleicdhfdrmig
unb in bevfelben Richtung; dev exfte bejchreibt ben Umfang in t Secuns
ven. und trifit mit bem jweiten alle T Secunden jujammen. 3n welder

Beit vollendet bev jieite einen Umlanf?
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2. Unbeftimmte Gleidungen des erjten Grades.
Auflofung in gongen Bahlen. (§§. 228 und 229.)

Y2 —Soy=— It 2. 2x '+ 3y = 1T,
3. 6x + 5y = 128. 4. Tx 4+ 11y = 18.
5. Tx — 13y = 152. 6. 8x — 11y = 200.
7. 12x -+ 13y = 319. 8. 5x — Ty =1.
9. 15x + 14y = 225, 10. 13x + 19y = T73.
1. 37Tx — 22y = 307. 12. 23x — 13y =2.
13. Tx 4+ 17y — 408. 4. 24x — 35y = 10:
15. 26x — 11y = 20. 16. 36x — 115y = 643.
17. 37x — 22y = 307. 18. 1156x = 424y — 539.
19. x +y+2z=12 20. x — 4y + 13z = 16,
Tx 4+ 8y + 4z = 73. Tx +y -+ z=45.
21. 5% | 3y + Tz'= 36. 22. 8x + 11y — 20z = 6.
Auflofung in gangen pofitiven Bablen. (§. 231.)
23. bx — Ty = 13. 24, 5x — Ty = 94.
25. Tx — 12y =300. 26. 17x + 14z — 24,
27. 23z 4 57y = 412. 28. 25x = 36y — 1.
29. 29x 4 17y = 250. 30. 17x — 1 =12y — 5.
3. 28x + 12 =19y 4-'11%. 32. 24x — 31y = 196.
33. 6x + 1Ty = 500. 34. 18x + Ty = 600.
3%. 19x — 10y =1, 36. x +y 4 z=148,
19x — 8z =15. 2x 4 3y — 38z = 11.
ﬂnmmbnng ver unbeflimmien Gleidungen des erfien Grades.
37. ©udje 3wet Zablen von folder Bejdhaffenheit, dajé bas & fache dev erjten

38.

39.

40.

41.

um bad 3fache ber weiten vermehrt I1 jur Summe gibt.

Die Bahl 200 in jwei Theile zu zerlegen, von demen ber eine durch 14,
ber anbere buvch 23 theilbar ift.

Sudje 3wei um 10 verjchievene Bahlen, beven fleinere durdy 21, bderen
grbfere durdh) 34 theilbar ift.

Berlege bie Zahl 300 in 3wei Theile jo, bdajs der erfte um 1 vermin-
bert buvd) 9, ber jweite um T vevmehrt durd) 11 theilbar fei.

Sudje eine 3abl, welche burch T theilbav ift, aber duvch 29 bdividiert 13
sum Hejte gibt.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

ad.

56.
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Welche ijt bie allgemeine Fovm dev pofitiven Sahlen, welde durch 19
bivibiert 1, unb burd)y 28 bdividiert 3 jum Refte geben?

Welche pofitive Bahlen geben durd) 24 bdividiert 18, burdy 13 bivibiert
1 jum Rejte?

Berlege ben Bruch 141 in jwei andeve Buriiche, beven Nenner 5 und
22 {ind.

Weldie wifchen 1000 und 2000 liegende Bahlen wiirben fich, wenn fie
um 5 grofer wdven, dbuvch 13, unb wenn fie um 5 fleiner wdven, durd
17 ofme Reft theilen [affen?

Jemand fauft fiiv 90 fl. jweierlei Sovten Tudy; von ber einen foftet dasd
Meeter 4 fl., von' ber anbeven 3 fl. Wie viel ganze Wieter evhilt er von
jeber &Sorte ?

Jemand faufte Kaffee und Buder, jujommen fiiv 48 {l. 40 fr.; 1 Kilogr.
Kaffee foftete 1 fl. 72 fr., 1 Rilogr. Juder 56 fr. Wie viel gange
Rilogr. Kaffee und wie viel ganze Kilogr. Buder hat er gefauft?

Der Duvchmejfer ber Adhtgulbenftiide betvigt 21, jener ber BViergulben:
jtiide 19 Millimeter. Wie viel Adht- und Bievgulvenjtiide mujs man in
gevaber Linie neben einanber ftellen, bamit die Summe ber Durchmeffer
1 Meter betvage? ¢

LBon zwei gezabuten Rivern Hhat das eine 13, bad andeve 17 Jdbhne;
beim Beginne ber Bewegung greift der erfte Jahn bes eviten Raved in
bie erite Safuliicfe bes zweiten Rabed ein. Nad) wie vielen Umbrehungen
pes exjten RNabed wird der Bahn 1 diejes Raved mwieder in die Liide 1
peg aweiten eingreifen?

Welde dreizifirige Sablen mit der Biffernjumme 18 werden, wenn man
ihre Biffern in umgefehrter Orbnung jdhreibt, um 198 fleiner?

. Welde Bahlen geben der Reihe nacdy dburd) 11, 19, 29 dividiert bejiiglich

bie Refte 5, 12, 47

Die Bahl 50 ift in dvei Theile ju zerlegen, die folgeweife burd) 5, 6, 7
theilbar finbd.

Der Brudy -1%% joll in brei Briiche gerlegt werben, beven Nenner 11,
16, 25 jind.

Fity 30 Pevjonen, Dednner, Frauen und Rinber, jind 60 fl. ausgegeben
worben. Wenn nun die Ausdgabe fiiv einen Mann 4 fl,, filv eine Frau
2 fl. und fiir ein Kind 50 Fr. betriigt, wie viel waren Weinner, wie viel
Frauen und wie viel Kinber?

Gin Raufmann mijdht drei Gattungen Spivitus, ju 70%, 64% und
5095, um 561 Liter Spivitus von 60% ju evhalten.  Wie wird bie
Mifchung gejchehen, wenn ev von jevev einzelnen Sattung nuv eine ganse
3ah! von Liter vermenden will?

Semand Gat Bantnoten ju 10 fl. und Staatsnoten zu 5 fl und 1 fl;
er will mit denfelben eine Schuld von 632 fl. besahlen. Wie viele Noten
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jever Sorte wird er jur Bahlung vevwenden, wenn die Sahl der Noten
su 10 fl. fo gvofi fein foll al8 bie ZaBl ber Noten ju 5 fl. und zu 1 fl.
sujammen ?

57. Begeidhnet N eine Jabreszahl der driftlichen Jeitredhnung, o Heifit
per RNeft ber Divifion +1 bie golbene Zahl,
" " " " NE-;— ber @DHHEHCIIIEI
noon " " N+ bie %omexamsgab[
fiir jened Jahr. Fiiv welde Safyteéaafﬂen ift a) bie golbene Zabhl 15
und ber Sonnencirfel 9; b) bie golbene Zahl 14 undb bie Rbmerjing-
30 3; c) ber Sonnencirfel 10 undb die Romerzindzahl 5; d) bdie gol-
penre Bahl 2, ber Sonnencitlel 15 und bie Romerzindzahl 107
3. Beftimmte Gleidungen ded jweiten Grades.
Auadratifhe Gleidyungen mit einer Hnbekannten. (§§. 233—236.)
It =9 2. x2 1L 4=0.
3.2x —1=2— 43" 4. 3x* — 4093 = x* -} 139.
5 (x4 1) (x — 7) = 51. 6. 2x—3) 2x}3) =T,
M ia b x 4+ a X —-a £
7.a—x—a+—£. S'X_—-}-__b FIETg 0.
3 |
% 7%= 5% 10, (x+4) &—4) =%
iigaE ZPE B8 b A et G e 5
e g e e
A X 1—bx a
e 578 A2 14 1+2x+1'——2x_2b
= : R ax?4b? 3 5
15. 1/33 + 2x x*=x+4+1. 16, Vb_ﬂux2+a’_Vbx + a’
17 A 2a? i
O o P grpopene LIS oo
18. Vi—'frA;"i—Vl R &
Vi+z—Vi—-x b’
19. J/x*+a?—2a)/ 3" —b? 4+ x = "’V 2 bl.
20. VV5+ x VVa—x = ]/51/9
2L x%— 4dx = 21. 22. x* — 12x - 35 = 0.
23. x? 4 15x -+ 56 = 0. 24, x2 4 x — 56 =0.



25. %' —4dx 4 =0. 26. x*— 2x = 15,
27. 2 —6x 4+ T=0, .28 x* — 13x = 140.
29. x* +9x +5=0. 30. x* 4+ 19x N10=0.
3. x* —Tx =T 32. x* +2x +4=0.
33. 5x® 4+ Tx = 24. 34, 12x* — 20x — 3,
35. 5x* + 13x + 17 = 0. 36. 18x* 4 83x = 10.
st — 224 T, 38. x* — 12x 4 100 = 0.
39. x* —0'9x =02 40, 2x* — 13°6x 4 4368 = O.
41. x* — 0°685x + 0-0133 = 0. 42. x* — 8-T12356x = 7:23475.
43. x? 4+ 3°162x = 1°4248 =0." 44. x* + 7-66441 = 0:80183x.
45. x* +2ax =2ab+ b% . ., 46. x* — 2abx=a'+}a?b*b%
47. x> — (a+b)x+ab=0. 48 x*— (a—b)x—ab=0.
49. (a —b)x* —bx = a. 30. 2x —5) (3x +8) =0.
5x? "
k. — 5 =9. 52.x + —— =3
10z:E30 L, 6x-3-6
23. 3X+2 = X. 04.2—x':_—3'-—4X'—13
x— 18 6 -p (2a—b)x—Db* 2a(a—h)
%, FsRai—s 3. T bt Tl 2a—xl
e OX—4 2 —x el 5 B ik i
57. ;____x 4——10—“"—2——1 as';-x_—I_;]——é'
2a 1x (%¢ a®*—b? . a'4 b’
§9. ?—;;_ag—b’. 60. 2x———ml.
61. ax—bx—-z aa___ib: 62, i@l-l)—|—a.l:uc:a.”-%'b"
x b T arn X b4 x D nd
63'x_—l‘_x—l—l""b GJ'BH_-FT;_a—-x a b*
a — x)\? a — X '—x
65. (2=5) =8 (L=5) — 15, o ;=5 =7
e e ey W Brfodds Xl o gl
L x+2 3x—4_ .56 67. 2x+1+3x—4 i !
2x —a x+t6a 3x*— 3 6_1_"_—-_4:_ a8
68. 4x+5a 2x +7 69. TH ¥ 2x — I_GX 6.
mg, 28 F8B 8- b b-tx '“ 2a—(14a%)x __ 2b4(14bI)x
*2(a-+b) a—x - a-b 14 a?—-2ax  14b'F2bx’
72. x* 4+ 2x /5= 2V/6. '73. x (x + 2)/11) = 6)/2.
4. x:x+1)=©2Cx-}3):8x+ 4.
75. x + 1V x =30. 20176, ax — b}/ x =c. %
77. 2x — 3V x—1=4. 78. x—10=2)x*— 3x + b.
9. V2xF1—2Vesto=1, 80 /24 V2 +V2T..=x
1 - VadVb , Via=Vb ;
Bl [xof oy =dnpge s Oy
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82.
84.

86.
88.
90.
92.
94.

96.

98.
99.

100.
102.
104.
106.
108.
110.
112.

114.
116.
118.

120.
122.

124,
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V7x-—13—12—V5x+1 ¢83. 1/ 2x +02+ VY rf 2i=x
a +x e o g et B R e 10
Va+b+V Va’+x’+Vc’+(b-——-x)’

Bilbe Gleihungen, welde folgende Wurzeln Haben:

+ 5 unb — 5. 87. + 312 um —3712.
— 3 b 4+ T. 89. 12 und 7.

10 unp — 1. 91. — Y unp — 13.

3+ und 4. 93. I undb —: 3.

0-7 unp — 2°4. 95. 136 und 075,

he Vi 22 97. 14+ V2 unb 1= /2.

23. +3b1/2 unb 2a — 3b /2.

241V —1 um 2—) —1

Berlege folgende Trinome in Factorven:

x? —17x + 70. 101. x? 4 3x — 88.

x*+x + 1. 103. x* — 9x — 10.

3x® —14x 4+ 8. 105. 3x* — 10x — 153.

6x? 4+ x— 1. 107. 20x® + 17x — 24.

x? —ax 4 ¢ (a — ¢). © 109, x* | 4abx — (a® — b))%
abx®+ (a + b)x 4+ 1. 111. abx® 4 (a® — b%)x — ab.

acx® — (a® 4+ be)x 4 ab. 113. acx*— (3ab—be)x — 3b2

Beftimmte quadratifdye Gleidungen mit mebhreren Unbekannten.
(§§. 287 unb 288,

xq+yg=90; ]15. xy—]—x=40,
x = 3y. x+y=12.
Xy =a, 117. 2x* — 3yt = 11,
x—y=bh. 3x? + 2y? = 165.
xy +x =4, 119. xy 4+ x = 18,
xy +y=3 xy —y =10,
x? + y* = a% 121, x* — y*= 32,
s b x
S _L_3
¥; c ¥y
b
x+y=4 123. xi.,—;,_—c,
T e e
X v s ¥
y=a8+@x—1)4d 125. X*f y* =12



126.

128,

130.

132.

133.

137.

139.

141,

143.

145. ~

147,

148,

Xy ='4dls
x: 6=16Ey
x? — y = 604,
X -—y‘:4.
x? 4 y? = a,
B ==Y =h?
23— y? =
Xy —
x(x+y) =
yE+y =24

X4y +zx4+y=8
BF =2

x*+xy+y =a
xﬂ_]_yﬂ_.__b.
x-|—y=74,

Vz+Vy=12
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127,

129. X o= y!l - 12r

x+y =14
131, x? 4 y? = 2a? { 2D?,
X + y.= 2a.

8,]@ v ogh ot i
b.f e xi=1u, y'=v

134. x4+ y’+-x+y=a,
xﬂ_{,_y”_.g—}f:b.
<4y —x—y=12
Xy =1y
¥mmiE iyl s
x i 2 b
140, x:11 = T04:y,

Vz+Vy=19.

136.

138.

@ef@c Vx =u, Vy=v.

o t/:lff

x? 4 y* --34

Sege x* —y' =0’

X(X+y+z)=af
yE+y+z=h
Z(x+y+z)——°

— )

= n,'

“E:q‘: “|=4

_P.
Ve T o
e+ #t = ,

x+z+b!__0

Xyz

_x_—!—_z_l,.(a_{_b)ﬂ:o.

z—26

XIy=
- gt
x* + z* —Y oo,

1 1

TR

x?y 4+ xy* = 30.
Gehie xy =1u, x}y=v.

d5iab
=3b

x4yt 8= 94,
x(y + z) = 45,
x+y+z=14

1 1

144.

146.
b} foxg
J?}.1_33_40,
1 g
St =%

1
Xz:t"'l

a

figigoma
st )

1
e a b

149. x:y=2z:uy,
x 4+ u=13

y +z = 20,

x4 y¥ 22 4 u? = 425.

Auflofung:
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Anwendung der beflimmien Gleidyungen jweiten Grades.

Weldge Bahl gibt mit threr Halfte multipliciert 1627

Das Product, aud bem britten und vierten Theile einer Zahl betragt
108; weldhes ijt bie 3ahl?

Welde Bahl mujs um d vermehrt und um d vermindert werben, damit
bag Probuct der beiben neuen Bahlen a fei?

. Dag 12fache eimer Zahl um 45 vermehrt gibt das Tuabdrat derjelben;

weldes ijt die 3ahl?

. Wenn man u eiger 3abhl 40 abdiert und bie Summe durd) die unge-

{nberte Bahl bivibiert, fo ift ber Quotient wm 2 fleiner ald die urfpriing-
liche Babl; wie grof ift dieje? '

. Wenn man die Summe und bdie Diffeven; einer gewifjen Sahl mit 5

bilvet, fo ijt die Summe bdev Quabdrate dev fo erhaltenen Bahlen 178;
welched ift die Bahl?

LWeldye Babl gibt ju threm veciprofen Werte abdbiert a jur Summe?
©udye zwei Bablen, deven Summe 30 und deven Product 189 ijt.
Die Rahl 18 in gwei Theile jo ju theilen, dajs bdle Summe ihrex
Quabrate 113 wird.

Die Bahl 15 in zwei Theile zu theilen, deven Quabdrate fich wie 4: 9
verhalten.

Die Zahl 18 in zwei Factoven ju zerlegen, bdeven Quabdrate 27 zur
Diffeven; geben. (Siehe Aufg. 132, Seite 271.)

Gine Babl a in jwei Theile Jo zu zerlegen, daj8 der eime Theil bie
mittlere geometrijche  Proportionale zwifden a und bem audern
Zheile wird.

Der Zdbler und ber Nenner eined Bruched betragen zujammen 33,
Wire ver Bdhler um 39, und der Nenner um 20 gridfer, jo witrbe ber
Brudy boppelt fo grof fein; weldes ift der Brud)?

WMan fuche 3wei Sablen, deven Quadrate 45 jur Summe und 27 zur
Differen; geben.

Bon mwelchen zwei Sahlen ift dag Product um 84 feiner al8 die Summe
ber Quabdbrate, und um 44 ‘grifer ald die Diffeveny der Quadrate?

. Dividievt man eine jweiziffrige Sahl durd) das Pvoduct ibrer 3Biffern,

jo erhilt man 6; vevtaujdt man bdie Biffern, fo ift die fo erhaltene
Bahl um 9 grifer al8 die gejudhte; wie Heifit bie Sahl?2

Bwei Bahlen veralten fidh wie 3:4, bie Summe ihrer Quabdrate ijt 100;
weldhe Sahlen find es? 3

Sudye zwet Jahlen pon der Bejchaffenbeit, bajs ihre Summe, ihr Pro-
puct und die Differeny ihrer Quadrate gleid) find.

Drei Bahlen bilven eine ftetige geometrijhe Proportion; ihre Summe
ift 14, die Summe ifrer Quabrate 84; welde Bahlen jind ed ?
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Die Summe dreter Jahlen, bdie eine ftetige Proportion bilven, ift 39,
ihr Probuct 729; weldhes find die Jahlen?

3n einer geometvijdhen Proportion ift bie Summe der Guferen Glicder 18,
bie Summe ber inneven Glieder 17 und die Summe der Quadrate
aller vier ®lieber 325; wie Beifft bie Proportion?

Die Summe ber vier Glieder einer geometrijdhen Proportion ift 72,
bag Probuct ber inneren Glieder 140, die Summe der Quadbrate aller
vier Glieber 2050; wie Heifit die Propovtion?

Gine beftimmte Avbeit fann von A und B ausdgefithrt werden; A allein
braudyt ju derfelben um 6 Tage mehr, B allein um 41 Tage mebhr,
al8 fie beibe brauchen wiivden, wenn fie jujammen avbeiten. Wie viel
Zage brauchen beibe zujammen ur Bollenbung dber Arbeit?

Jemand fauft fiiv 117 fl. Weizen, und gwav foftet jedes Heftoliter davon
um 4 fl. weniger ald Heftoliter find; wie biel Deftoliter Weizen Hat
ev gefauft?

Jemand faufte fiiv 400 fl. Sudy; hitte dag Meter 1 fl. weniger geloftet,
jo wiivde ev fiir fenes ®eld 20 Mieter mehr erhalten hoben. Wie viel
Meter hat er gefouft?

A und B verfauften zufammen 100 Meter einer Wave, und zwav ber
eine mehr al8 der anbeve, aber beibe nahmen dennod) diefelbe Geld-
jumme ein; Bdtte A jo piel Weter gehabt al8 B, jo wiivbe ex 63 fL.
pafitv eingenommen BHaben; Bitte B jo viel Meter al8 A gehabt, fo
wiirbe er nur 28 fl. bafiir erhalten haben. Wie viel Meter Hat jeber
perfaujt ?

Die RKojten einer Reije, weldhe mehreve Perjonen unternommen, betragen
432 ®ulben; da zwei Perfonen frei gehalten wurben, mufste jede
per fibrigen Perfonen um 3 Gulben mehr bezahler. Wie viel Perjonen
waven ?

Gin Bater hinterlief feinen Rindern ein Bermbgen von 14400 fl. ju
gleichen Theilen; bald mach feinem Tode ftarben jiwei Rindber, unb es
exhielt infolge befien febes ber itbrigen Rinder nm 1200 fl. mehr, al
¢8 fonjt befommen hitte. Wie viel Rinder hinterlief ber Bater?

Gin Mittagseffen, bei bem boppelt fo viel Hevren ald Damen fpeisten,
foftete 176 Sefhner; jeber Hevr zaflte poppelt jo viel Behner, ald Herren
waven, und jebe Dame pbreimal fo viel Behuer, als Damen waren.
Wie viel Herven und wie viel Damen waren ba?

Rwei Rishren liefern gujommen in 20 Minuten 540 Liter Waffer; bie
evfte e braudt, um allein biefe uantitit Waffer zu liefern,
9 Minuten mehr al8 bie zweite. Wie viel Liter liefert jede in 1 Neinute 2

Gin Baumgarten bildet ein Redhted, in weldem 560 Biume in gleichen

Gntfernungen ‘wvont einanber ftehen; eine Reihe nach ver Linge enthilt
18

Mo enit, Avithmetit und Algebra.
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8 Biume mehr als eine Reihe nad) der Breite. Wie viele Biume
ftehen in jeber Neihe?

Gin Grunditiid von der Form eines Reditedesd ijt a Mieter lang und
b Meter breit; um wie viel Weter mufs bie Linge verfleinert und um
wie niel Weter die Bureite vergrdfert wevden, damit dag Gvunbdftitd an
Infalt gleih Bleibe, an Umfang aber um a—2b Meter fleiner werde?
3n 3wei Quabdvaten ift bdie Diffeveny der Diagonalen d, die Summe
ber Flidcheninfalte a%; wie groff find die Seiten?

Man [§j8t einen Stein in einen Brunnen fallen und 3ahlt t Secunben,
bis man das Aufidhlagen bed Steines im Wajjer hovt. Wie tief ift
pev Brunnen, wenn die Accelevation g, unt bdie Gefdhwindigleit bdes
Sdyalles ¢ ift?

Die Beit t ift die Summe aus ber Beit 7, welhe ber Stein jum Falle bis in
bie Tiefe pes Brunnens braudht, und aus bder Beit 7, in welder der Scdhall aus
ber Tiefe bes Brunnens in unjer Obr gelangt. Da fowohl die von bem Steine, ald
bie won bem Sdalle guriidgelegte Strede der Tiefe x Des Brummes gleid ift, fo
bat man nad) den Gefeten der Phyfif x = % uh x =lez! Daler 7.— il

o
g
md = . €8 ift jomit —i-{—l = t, worausd man erhilt
c g ¢

: (c+ gt £ VEWT@)-

C
X = —
g

184, Berechne die worhergefende Aufgabe fiir t = 3 Secunden, g = 981

185.

Meter und ¢ = 33225 Weter.
Wie viel Beit braudyt ein mit der Gejdhwindigleit ¢ fenfrecht in bie
Hihe geworfener Kbrvper, um die Hihe h zu evveichen?
Sn x Secunben wilrbe ber fbrper vermbge Der ibm ertheilten Gejdwindig-
2
feit bie Hohe ex erveidpen; inm Derfelben Beit [mifrbe ber Fallvaum Ddesfelben %X—

betragert, wo g bieAccelevation bebentet. Fitr die wivflich suriidgelegte Strede h
bat man bemnad) bie Gletdhung.

2

h = ¢x — L

2

186. Gin Rorper”wivd mit der Gejdhwindigleit ¢ jenfredht in bie Hihe ge-

187.

188.

worfen, t Secunben fphter wird ein zweiter Korper mit der Gejdwin-
bigeit o in die Hibhe geworfen; nadh wie viel Secunbden erveicht biefer
mit dem erftent bie gleiche Hihe?
Digcuffion der evbaltenen Gleicdhung.

Gin Reifender braudht ju einem Wege von 520 RKilometer 3 Tage mebr
al8 ein anbever, weil bdiefer; tiglich 12 Rilometer mehr juviidlegt al8
per erfteve. Wie viel Tage braudit jeber zu diefer Meife?

Bwei Kirper K und K" bewegen fich auf einer' geradven Linie gleid)-
févmig und in devfelben Ridhtung su gleidher Beit von bem Puntten A’
und AY, von denen A‘um d Lingeneinheiten vitdiwdrts von A" liegt,
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und fommen Dbeibe wach t HBeiteinfeiten zu dem Punfte B. Dabei
braudht ber RKdrper K’ zu einer Lingeneinbeit %Beiteiubei‘ten meniger
alg K", Wte viel (D) Liingeneinbeiten betvdgt bdie Gntfernung bdes
PBunfted B pon A"?

K’ braudt zu einer Qingeneinbeit ) ”;_ T K* bagegen t— Beiteinbeiten ;

folglidh — d—|—D n,unb D_-—-—-{—‘/ + ndt.
Weldie Bebeutung EmBen in biefer Gleidung negative Werte von D, d, t, n?

Bon jwei Orten, bie 270 Kilometer von einander entfernt find, gehen
gleichzeitig ziwei Gifenbahnziige ab, von bemen ber eime ju einem RKilo-
meter 05 MWiinuten mehr braudyt al8 ber anbere. Wenn fidh nun
piefe Bitge b Stunden nacdh ihrer Abfabhrt Degegnen, wie viel Beit
braudit jeder zu einem RKilometer ?
Bwei Reifende gehen gleichzeitig, ber eine von A gegen A", ber anbere
pon A" gegen A’ ab. Der erfte fommt in A“ in a’ Stumben, bder
pweite in A’ in a' Stunben nad)y ihrer gegenfeitigen Begegnung at.
Wie verhalten fich ihre Sefchwvindigleiten ¢’ und c“?

%cgez:buet d bie Gutfernung der Orte A unb A“, fo finbet jbie %egeguung
. Reiteinbeiten ftatt; bi8 babin haben die Reifenben bie Wege y + <

T ; ol jol o) 8’ d
gemadt, fie baben daber besitglid) nody bie Wege T und T

nadjb +

"

il
e’ + o
fitjul b b b 8 b %8 Seiteinbeiten. M
suriidulegen und brauden dagu T und - D) Retteinbeiten. Wian
cd i e'd el

hat Daber c-‘—m = a' und o (e + ) —
Dividiert man bie zweite Gleidung durd) die erfte, fo erbdlt man

cuz a" " cn’ Va“
TR folglidy Pl

a"

c:tl

Bwet Punfte bewegen fidh gleichfsvmig mit ben Gefdhivindigleiten ¢’ umd
e auf wei fidh vechtwinflig duvchichneidenben geraben Limien i dem
Durchichnittdpuntte hin. Ihre Cntfernungen vom Duvdyjdynittspuntte
finb zu einer gewiffen Jeit d' undb d". Nad) wie viel (t) Beiteinfeiten
werben bie beiven Punfte die Entfermmg d von einandber haben ?

Rad) t Beiteinbeiten ift
bie Gntfernung bed Punttes K' vom Durdpjdnittspunite = d’ — 't,
K" = d" —cnt;

" " ” ” "

foIgItcb ift nady bem intI)nanht[cben Lehriate
= (@ — 'ty + (@ — "t}
woraus

o ol df + c4dr - de (e + c"?) — (¢'d* — ¢*d’)? fo[gt
c'? + ch2

18%
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Digcujjion. a) Soll t veell jein, fo mujd d?(c'?J-c?) > (c'd” — c*d)?,
Ll dH i " d
= -i/ 5 & - fein. Die tleinfte Cntfernung, in welde die Punite Tom-
i " dl
men Ionnen, ift bemnucﬁ el M—_———L.
Vcn + P

b) GFifr bie Beit, nad) welder bie Punite diefe Heinfte Entfernung haben werden,
cl df __I_ cH d.u
c:‘z + c.r: ¥
¢) ©ollen bie beiben Punlte im Durdjdnittspunite jujammentreffen, fo mujs
ibre fleinfte Entfermuing d = o werben, d. i

¢'d” = ¢ d’ ober :—:, T
Weldje Bedbeutung Haben Bier die negativen Werte von t, ¢, ¢¥, d’, 4”9
Awei Punfte bewegen fidh gleihfbrmig auf et fih fenfredht durch-
fhneibenden geraben Linien nad) dem Durchjdhuitt8puntte hin, von dem
fte die Gntfernungen d‘ und d“ BHaben. Nad) t HBeiteinheiten Haben
beibe Punfte die fleinjte Cntfernung d von einander. Weldhe Gefchivin-
pigleiten haben die beiden Punfte?
Die Entfernung gweier leudptender Punfte ift d, die Lidptintenfitit des
erften a, bes zweiten b. Welder Puntt ifrer Berbindungsjtvede ift von
beiven leuchtenden Punften gleicy ftavt erlenchtet?
Da pie Stirfe der BVeleudtung mit der Lidjtintenfitit bdes leuditenden Punttes

gerabe, mit bem Duabdrate ber Enifernung vou demfelben aber Yerfehrt proportioniert
ift, fo hat man, wenn bdie Cntfernung bes gejudten Punfted von dem erfen lendy
tenben Punite x Heift,

i, b a:]:V;I;_
(d )ubaber =1, T

Discutiere bieieﬁ Q?eiuftat

alfo d =

hat mon t=

[
feitt.

194. 3wei Himmelstorper, deven Maffen fidh wie a: b verfalten, haben bdie
@ntfernung d.  Sn weldyem Punfte ihrer Berbindbungsftvede wird ein
pritter Rbrper von beiden gleidh ftarf angeogen?

195. Sn welder Gntfernung von ber Grde iwitvde wijchen biefer und bem
Monde ein Kbrper hweben bleiben, wenn bie MWaffe des Wonbdes ¢
per Gromaffe und die Entfermmg ded Monbesd von dber Crbe 51800 Meilen
betrvigt ?

4. Unbejtimmte Gleidungen des jweiten Grades.
Auflifung in gangen pofitiven Bahlen. (§. 240.)
Lbfe in gangen pofitiven Jabhlen auf:
1D xoy =t s 631 2. xy+x—y=064
3. 3xy — by = 16x 4. Txy + 10y = 136x.

5. bxy — 2x — 3y = 18. 6. x2 4+ xy —2x — 3y =29.
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- 12x —xy —By'J 8T 00V BinYV 9z y Y yi=l,
. 3x?—2xy —y+1=0. 10. x* — 2xy—3x 4 5y-++20=0.
. x' 4+ 3xy —'2x +2y=8. 12 2x2 23y — 4x | 3y =0.

Auflofung in rationalen Bablen. (§§. 241 undp 242.)
Lofe in vationalen Bahlen auf:

y*=16x*+ 5x + 7. 14,052 =125x%-—139% =] 319,
yi=4x*—x | 3. 16. y* =x%—4x — 3,
y:=4x*— 5. 18, y* == | L

yP=5x*—Tx 4 4 20. y* =3x"—2x | 1.
yi=T7x*409. 22. y* =2x"4 38x 4 4.

7P =6x*—Hx — 6. 24, y* =3x*4 17z + 10.
7=1_—x% 26. y° = 5x® + 42x + 16,
y*=10x* 4 5x - 6. 28, y*=3x"{ 4x 4 2.

®ib die Werte von x an, fiiv weldye folgende Ausbritde rational werden.
T 30. V9x* —b6x + 7 31 1/ 16x°+9x—8.
Ve x4 33. V3x*+2x 19 34 V8x*—3x1.
V=—1 36. 1/6x°+2x—20. 37. ) 2x°—bx+ 6.
Life folgenbe Gleicdhungen in vationalen Zahlen auf:

xg—y":25. 39. 3Xn-—‘4xy’+yg+l=0.

3x' —4xy 4 y?*+3y="7. 4l 4y? —dxy 4 6x—8y=1
2x* 4+ 2xy —y* —2x 44y 4+ 5=0.

5x? — 12xy — 4y' — 6x + 4y = 3.

7x* — 6xy + y* 4+ 8x— 2y + 16 = 0.

4% 4 2xy — y* 4+ 1lx — 4y 49 =0.

Anwendungen.
Bwei gange pofitive Sahlen ju finden, beven Summe zu bem Producte

abbiert 47 gibt.

Bon welden zwei gangen pofitiven Sahlen ift bas Probuct um 33 grofer
alg ihre Differen;?

Bei gange pofitive Sahlen zu finden, bdeven Quotient und Summe ju-

fammen 35 betvagen.
Gudhe zwei gange pofitive Sahlen, beven Quotient und Diffeveny gleich finb.

Bon weldhen swei gangen pofitiven Sahlen geben die Quabrate 35 jur

Differvenz?
Weldye jweiifivige Bahl gibt durc) das Product ihrer Jiffern bivibiert

pen Quotienten 5 mit bem Refte 2°?
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Amwei Zahlen pon der Bejdyaffenheit anzugeben, dajd die Diffeveny ihvev

Quabrate wieber ein Quabdrvat fei.

Gudie die allgemeine Form einer Bahl, weldhe, wenn man fie entmweber

um 1 vermebrt ober um 1 vevmindert, in Beiben Fillen ein Quadrat gibt.
et man x+1=a2a? unb x —1=2a>—2=">0?, fener b = Va? -2

B by it

(Bergleidhe aud) Aufgabe 54, Seite 255.)

Die Summe 3weier Quadbrate a® + b® in die Summe weier anberer

Quabrate u verviwandeln.

A b=xttyl Gt man y= [ a’+(b+x)(b —x)=a + p (b —3),
. bp*—> 2bp— a a

fo folat x = —%PT und y = "_PH-—E:{_

Dret Bahlen von folder Befdhaffenfeit angugeben, bajs dbie Summe ber

Quadbrate der beiben erften bem Quabdrate per dritten Zahl gleich fei.

x? 4 y2 = 2% . A8,

Setst man fiiv beliebige Werte s* 1 m? = (s4-n)?, jo folgt davaus s =0 2: s

—=a—p, fo folgt a =

2 2
wmd s+ n = mE&, baber
m? — n2)}2 m? -+ n? 2
e
ober, wenn man mit 4n? mufhpltctert,
(m? — 0% -+ 2mn)® = (m* 4 n??2
Demnad find

x = m?—1n* y=2mn, z = m? 4 n®

vationale Werte von x, y, z, welde ber vorgelegten Anfgabe genilgen, migen fiir
m und n wad immer fiiv rationale Babhlen gewdbhlt werdem.

RNimmt man filr m und n gange Bablen, fo erhilt man aud) fiiv x, y, z gan;e
Bablexn.

Diefe Aufgabe Hat in. der Planimetrie ihre Unwendbung, um redtwinilige Dreiede
gu echalten, beren Seiten commenjurabel find (Pythagordijhe Dreiede). Dritden x
und y die Katheten aus, fo ift z die Hypotenufe, und man Hat fiir

m = 2| 3| 4] 4| 5| 5] 6] 6]...
A 5!.
X —3 515|721 6(35(11

y = 4[12| 8/24(20]40/12 60

z = 5|13]17|25/29|41|37|61|.

Bier Zablen von joldher Bejdhaffenheit cmgngeben, pafd bie Summe der
Quadbrate dev erften drei bem Quabrate der vievten Babl gleich fei.
x? - y? o+ 2 =ul 3
Sept man s? -+ m? 4 n? = (s p)? Jo erhilt man

m’—]—n’—}_’_unbs+pxwp—z'f°rﬁﬁfb ift
( ‘+:T—P_)+m“+n°=( 2+zp+p)

ober, fwenn maw mit 4 p* multipliciert,
(m* 402 — p)' - @mp)* + @np) =m0t pY)
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Daber ift x=m*~+n>—p? y=2mp, z=2np und u=m?+ n*+ p
Diefe Aufgabe finbet in ber Stereometrie ihre Unwendung, um rediwinilige
Parallelepipede ju evbalten, in bemen bie dret Ranten unbd bie Diagonale commen-

furabel finbd.

5. Hobere Gleidungen, die fid anf quadratijde suviidfihren lafjen.
(§8. 243 und 244)

.6xt —i1lz* = 35,

l. x*—13%x* 4 36 = 0. 2
3. x6 -} 27 = 28%% 4. 3x5 — Tx*=6.
5. x4 (5‘;3)“__. 260. 6. 31/ % — x* = 12.
7. x*—2(a?+b% x* | 4a?b%=0. 8. (z* »{-a.x)‘—i—b(x"‘-l— gix] 1o
1 82 ST
9' (x—-2)2+(x—_'§7§=T- 10. F—?..—x—s-:—!:—g'
3 3

ll.]/x—-8]/x-—9 12. 1/t — 3)/x* = 54,
13. ]/x"' n*=n -+ ]/x 14. 'x® + ax®=D.
15. x* —8x + 5 =2)x*— 8x + 40. Gepe x*~ 8x+ 6=7y.
16. 2x + V23— (2x + V' 2x) = 1260.
17. x* - y* =12, | Sepe 18. x* 4 y* =g,

x ey =g =% x —y =bh
19. x* 4 y® = a, 20. x3 — y3 =a,

x +y =bh ¥ —Tfy ="},
s — O 2. x fame=T0

] 3 3

Vo v oo Vz+Vy=6.

23. x* J-y* =.1612,

24.

26.

27.

28.

x'y + xy” — 1440, } Sudye uerjt x + y, bann xy.
XQ(X-I—Y)ﬁa: 25. (x—l—y) (xa-}-y“):a,
¥i(x - y) =b. (x—7y) &*—y%) =bh.
X“-|—y’+X—Y=ar}@eeex’+y’=u,
& +y)(x—y) =D X —y ="
x* +yVxy i b
¥ +3{ny—~18 }@"’” e
x4+ &+ +E+2)+E+37)=Db
x(x+y &4+2y =+ 3y =c

Pan ebilt x =4 (b F V5o £ dm), md y = + $ V/5b7 & 4m,
wenn J/b* + 14dc = m  gefest wird.
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2. xx+y*'E+2y) =p 30. x(x+y) (x+2y) x+3y) =p,

x4 (x4 2y) =s. E+2y)!—(x+y'=d
Iix +'xy = Db, 32.x 4+ xy 4+ xy*=0,
x| wdpt—io x* + 2yt ¥yt =c.

b*—e
2b
ftitution in ben beiben Gleihungen und durd) weitere Transformationen

1 % a. il 5
Xzﬁ(b + ¢ -+ m) und y—m(b + ¢ F m),

wenn |/ (3b* — ¢) (3¢ — b%) = m gefetit wirh.

unb bann burd Sub-

3n der Aufgabe 32. erbidlt man junidft xy =

Qbfe folgende veciprofe ®leidhungen auf:
83 2P Al e i, a1l Falrfage X\gST BTG,
AR R R S ) 36.x* — T LTy
37. 2x® }- 3x* — 3x — 2 =0, 38. Hx%— 21x2—21x -+ 5 =0.
39, x* —2x% +2x*—2x +1=0.
40. x* — 12x% 4 29%° — 12x - 1 = 0.
£ o0 Tign ity g
42. 6x* + 5x® — 38x?* 4 5x + 6 = 0.
43. 24x* — 50%x® — 173x* — 50x + 24 = 0.
Moxt— T2 g

o 18x* 13
45, x% — Gx —)—xs—xg—l—a—x—lzo.

46. 36x®> — 15x* — 29x% — 29x® — 15x 4 36 = 0.

6. Erponentialgleihungen. (§. 245.)

Pdi = — 055 & 10=— 2- 71828, G X —x
fiiarsoi— S aprte . hrete — et
6. 53:—4 L 9%4x — 5x_ 7. 3ex 531:—4 — 7x—1112—x.
SW2marstadis: T 5 9., 4096% . 0°5 = 4r+4,
x+1
10, S =s. (=1 12 2% = 100.
13. 3= . 5y = 405, 14. a* -+ bY = m, 15. a* + b¥ = m,
2= Ty = 112, Ar-——hY =—/n’ a*h? = n.
16. a*b¥ = m, 17. 2. 57 =2000,
ax 3% 6 — 2916,

n

B AR bl )



18.
a1,

24,
27.

29.

31.

33.

35.
37.

39.

?Bmhmte._
Sl et

/10 = 2. 19
x+1 42
Va=b Ve 22
x42

V 2 = 4=+, 25

3:’—41(-1—5 — 1200.

0@+ 100) _ 45 g0y g

3x
Va=mb,
]x/c = n]y/d.
6. 7= L 7= —1301.
2x X
6173 + 318 = 10.

XV = y*. Geppe 'y =ux
xEnEx ——h 3156,
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10 x 3
. V10=1/2-57812. 20. }/ 25+% — 5,
x X
. Va =bx 23. 1/15 = 2rtL
x mx-4-n
+ 8. 2= = 4)/9, 26. 1/ a = b+,

28. aE-mE-) — .
2x—1 F D)

30. 735%+1 — 3188x+2,
¥y
32. 3=. /1521 = 1053,

27 .1/1331 = 44.
34, 3.42=*-2%x+4 _§ gx*-x+2__9R
3x 6x
36. 131710 — 5}/10 = 25.
38. xlgx — K78,
40. 'l/xlong = 10.

V. Progreffionen.

1. Ari

Sude bad allgemeine undb bad Summenglied dev avithmetijhen Reifen:

R o
TRRG. B b e [ ke

thmetijde Progreffionen.
(8§, 247—249.)

Cogs Reagp SO0 Mg, g B S

100, 97, 94, 91, 88,..
100, 921, 85, 174, 70,

..

Wie grof ift die Differen; einer Progreffion, deven erjted Glied 109,

und deren 34ftes Glied

Mit welder Sahl fingt eine Progrefiion an, beven Diffeveny 5, und

beven 27ftes ®lieb 139

10 ift ?

ift?

Gine Progrefjion fangt mit 1 an, und fteigt nach ver Diffeven; 5; das

wiepielte ®lied ift 1167

Das erfte Glied einer arithmetijchen Progrefjion ift 20, bie 3Babl ber

®liever 10, bag lepte Gliev —16; wie grof ijt bie Summe?

BWie viele Anfangsgliede

v einer Progreffion muf8 man adbbieren, um

2808 jur Summe u evhalten, wenn vas evfte Glied 2 unb bie Diffe

reny 10 ijt?



11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

26.

27,

28.

29.

30.
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Die GSumme einer Progrejjion, bderen Diffeveny 3 unb beven [ehtes
®liep 97 ift, betrdgt 1612; wie grof ift a) das erjte Glieb, b) bdie
Anzahl ber Glieder?

Leite bie allgemeinen Fovmeln ab, duvd) welde aus je dreien per Grigen
a, d, n, a, und s, (§. 248) bie beiben andeven beftimmt werden.

Lofe folgenve Aufgaben :

oY) ‘ d i n : fn 81
on e o e
B0).0 | B | J 15 &

1 i 2 e bt taa 260
9 b Ewe e 18O diod
TN dsNr oy 21 [ an 9261,

8 | d | n | —234 il 7 !
a, -2 6 ] 0 Sy
ol R G GHE R, 52-08
a, b 8 ol n 3 99 630
Bt et g SRl Bimion i 54

Outerpolieve in ber Reibe 1, 5, 9, 13, 17, 21,... 3wifdhen je zwet
®lieder 8 Glicder, fo bajs mieber eine avithmetijche S}31rr>gl'eﬁifm entjteht.
Bwijden p und q folfen r Glieder interpoliert mexden; wie grof ift
bag nte biefer Glieber?

. Wie viele 3ahlen mufd man wifdhen 16 und 250 einjdhalten, bdamit

man eine avithmetijhe Progreffion mit der Summe 1995 erfalte?

Wie viele dburd) p theilbave Bahlen liegen jwifden O und -a?

(n —1)yp = a. :
Bie piele Buhlen, welde durd) 6 theilbar find, liegen jwifdhen O und 1002
Wie grof ift thre Summe?
Die Zahl 225 foll in mehvere Theile jo getheilt werden, dajé jeber
folgende um 2 griffier al8 ber vorfevgehende, und ber leite 29 ijt. Wie
groft ift bev erjite Theil und wie grof die Anzahl der Theile?
Gine Summe Geldes wird unter mehreve Perfonen fo vertheilt, dajs
pie erfte 80 fl. und jede folgende 4 fl. weniger Gefommt; bdie lefste er-
halt 28 fl. Wie viel Perfonen find betheilt motben unb wie groff ift
bie gange ®elbfumme?
Gin Diener war bei einem Hevvn 6 Jahre im Dienjte und  erbielt
tn fedem folgenden Jahre 12 fl. an Qohn mehr al8 im borhergehenden,
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40,
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sujammen 900 fl. Wie viel evhielt er bas exrfte, wie viel das lepte
Sahr ?
€8 ijt ein Brumnen von 12 Meter Tiefe yu graben; fiiv das erfte Weter
3ablt man 4 fl. 40 fv., fii jebes folgende 40 fr. mehr; wie viel jahlt
man fiiv bag leste Weter, wie viel fitv den: ganjen Brumuen ?
Gin Kivper legt in der evften Secunde a Meter, in jeder folgenden d
Veeter mehr guritct al8 in der vorhergehenden. a) Wie grof ift ber in
n Secunven uriidgelegte Raum; b) in welder Beit legt der RKirper
s Meter juriic? i

a = 805 b= 15,1 n =10, nsj=={140}
Gin frei fallender Rdvper durdjluft in bdev eviten Secunve 4°9 Meter,
unb in jeber folgenben 98 Mieter mehr al8 in ber vorhergehenden; wie
grof ift Der Fallvaum ber Sten Secunbde, iwie grof der Fallvaum in
5 Gecundben? (Der Widerftand der Luft bleibt unbeadhtet.)
LWenn ein nad) dem eben angefithrien  Gefetse bon ber Spike eined
Thuvmes auf deffen Bafis herabfallenber Kivper in der lesien Secunbe
53:9 Meter yuviidgelegt Hat, wie Hod ift der Thurm? :
Wenn eine vertical in die Hihe gefdiofjene Kugel in der eviten Secunbe
200 Mieter, und in feder folgenben 918 Nieter weniger juviidlegt, wie
body witd biefelbe fteigen und in wie viel Beit twiedber auf die Erde
guviidfallen ?
Semand febt in die Lottevie auf eine Nummer 20 fr. undb fo lange’er
nidhgt gewinnt, jeves folgende Wial um 20 fr. mehr al8 bad vorhergehende
Mal, Wenn nun dex Tveffer einer Nummer mit bem 14 facpen Einjage
besablt wivd, bet welhem Spiele wiirbe ber Gewinnende fein ganges bis
baBin eingefestes ®eld guviicferhalten?
Gine unverzingliche Schuld wird in Jabreszahlungen getilgt. Im erjten
Jahre bezahlt man 600 fl., in jebem folgenden aber um eine bejtimmte
Summe mefr; fiiv dag fechite Jahr betviigt die Zahlung 850 fl.; wie grof
ift bie ganze Schuld?
Gin Gapital ¢ wird nach n Jahren fammt den einfachen Binfen ju p%
suvitgesahlt; wie viel betviigt die 3ahlung?
Durd) n Jabhre wird am Anfange eines jeden Jahres ein Capital'c ju p%
auf einfache Binfen angelegt; su weldem Werte s find fimmliche Anlagen
bis jum Schluffe des nten Sahres angewadyjen?

n(-+1)p)
s —cin 4 =R

Das dritte Glied einer avithmetijchen Reife ift 5, das fiebente 11; wie

grof ift bas zehute Glied? . g
Die Summe der erften 6 Gliever einer avithmetifhen Progreffion ift 17,

bag vierte Glied ift 3; wie Beifit die Progreffion?
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3n  einer arvithmetifhen Progrefjion Dbetrdgt bie Summe bder erften
b ®lieber 75, bie Differen; zwijdhen dem filnften und zweiten Gliebe 18;
wie gvof ift a) bas evjte Glied, b) bie Differen;?

Biev Jahlen bilben eine avithmetijdhe Progrejjion, deren Differen; 4 ift;
pag Product der lefsten zwei Sahlen betrigt 165; welde Jablen find es?
Biwet arithmetifdye Progrefjionen haben gleich viele Glieber, die exfte fingt
mit 1 an unb enbet mit 15, die jweite fiingt mit 3 an und enbet mit 24;
wie grof ift die Summe jeber Reife? (Die Ljung fithrt auf eine un-
beftimmte Gleidhung.)

8n einer avithmetifchen HReile, beven Gliever die Summen ber gleich-
namigen Glieber zweier avithmetijhen Progreffionen mit den Anfangs-
gliebern 2 uud 3 find, ift dag nte Glied In — 4. Lie Heiften die beiben
Brogreffionen, wenn die Diffeveny ber zweiten doppelt fo groff ijt, al8d
pie Differeny der erften ?

Die Summe von bdrei Jahlen, weldhe eine avithmetijhe Progrefjion
bilven, ift 36, bie Summe ifrer Quabrate 482; welde Sahlen find es?
Bier Bahlen bilben eine avithmetijhe Progrefjion; ihre Summe ift 2,
ihr Product 40; weldhe Sahlen find e8? (Bergl. Aufg. 28, Seite 279.)
Qn einer arithmetijdhen Progrefjion von vier Glicbern ift dad Probuct
aller ®lieper 880; bdie Differen; bder Quabdrate bder beiben mittleven
Glieder 39; mwelche Progreffion ift e8?

Bwei Kivper bewegen fidh gleichzeitig von A aus in berfelben Richhung;
ber eine legt in jeber Secunde 20 Meter guriicf, der anbeve in ber erften
@ecunbe 12 Meter unb in jeber folgenden 2 Weter mehr ald in ber
vorhergehenberr.  Nach wie viel Secunben holt bdiefer den erften ein?

2. Geometrifde Progrefjionen.
(88. 250—253.)

Sudye bas -allgemeine und dbad Summenglied der geometrifchen Reifen :
5,016,145 13b,w.du

6, 4}, 3%, 243,....

10-5, 2-625, 0-65625, 0°1640625,.. ..

3, —12, 48, —192,...

Wie groff ift bas evjte Glied einer Progreffion, deven Quotient 14, deven
Tte8 ®liep 6814 ift?

Wie viele Anfang8glieber der geometrijdien Progrefiion 1, 3, 9, 27,. ..
muj8 man addieven, um 3280 jur Summe zu evalten?

BWie grofi ift ber Quotient einer i}legleﬂmn, peren erjted ®lied 2, deven
12teé Gliep 4096 ift?
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BWie gro ift bie Summe dev evjten 8 Glieder ver geometrijehen Progrefjion
b* b?
a, '—b, ?; _"‘é—irnnu
Bejtimme dbie Summe der Reihe
o r r T
o ot s G SR
Leite dDie allgemeinen Fovmeln ab, durd) welde aus je dreien der Grofen

a;, ¢, n, a, und s, (§. 2b1) bie beiden anbeven beftimmt werben.

Sind a,, n und sn gegeben, jo exhdlt man fiir q und an; find n, an und sn
gegeben, fiiv a. und q Gleidungen ded (n — 1)ten Srabes.

LWie folgende Anfgaben:

l a, q ‘| n | dy S
7 4 an 5!
6 3 n 1241 S
4 23 | n ap 118096
4096 g A 05 &
31 q n 382743 | B4bd:
L —F 5 i Sn
a, 2 14 a 20471
a, 3 n 117147 | 265720

DBeftimme die Summe folgenber Progrefjionen:

14+ x+ x4 x¥4.. .+ x2 2L x0 ],

X4 _'_ be + KQ_YQ + xys __|___ y‘l.

a® — a®b + a*bh? — ab® + ath* — ab® 4 bS.

Gudpe in der Progrefjion 1 4+ + + L+ 4 ... a) die Sumnie der
etften 2, 3, 4, 5, 6 Gliever, b) die Summe ber Reihe jelbjt.
Bejtimute die Summe folgender fallenber Reifen:

R e B e

3 B pecitii® T Bl i
Vs QOGS Satstid Lise] glde Hul, ¢

a’ al
Die Summe einer fallenven geometvijchen Progvefjion, bie mit 1 beginut,
ift 3; wie grof ift ihr Quotient?
Wie Beift das fitnjte Glied einer fallenden geometvijchen Feile, deven
Quotient 2 und deren Summe 20 ijt?

b i b3 b osh?
1 ==ite St = — ... filr b <a
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Cin vein' periodifder Decimalbrudh x mit der njiffrigen Periobe b foll
in einen gemeinen Brudh dbadburd) verandelt werben, dajd man ihn als
eine fallende geometrijdhe Progreffion bdarftellt und bdiefe fummiert.
(Bergl. & 109, 2)
Berwanbdle ebenfo in gemeine Briide:

a) 0°6; b) 0-81; ¢) 0°105; d) 8-7.
Sn einem gemifcht periodifdhen Decimalbruche x feien b bie Biffern ver
Peviobe, n bie Anzah! devfelben, fermer a bdie der Perviode vorangehenben
Decimalen und m thre Anzahl; verwandle den Decimalbrudy mit An-
wenbung dber geometrijdhen Progrefjion in einen gemeinen Bruch. (Bergl.
§. 109, 3.
Beftimme ebenfo a) x = 0:64; b) x = 0°1254; ¢) x = 9-3513.

Bwifden 5 und 405 jollen 3 Glieber {o eingefdhaltet werben, bajs dbann
afle fiinf ®lieber eine geometrijdhe Progreffion bilben.

Jnterpolieve zwijchen je ywei Glieder der Progrefjion 1, 10, 100, 1000, ...
5 neue Glieder,

. Bwijden 1 und L find 11 Glieber eimer geometrifdjen Progreffion zu

tntevpolieven. (Unwenbung in der Toulehre.)

Suterpolieve 3wijden x® und y® nodhy 7 Glieber, fo dafé eine geometrijche
Progreffion entfteht. j
Bwijden das erfte und zweite Glied der Reife 16, 1, sip... jollen
mehreve Glieber {o eingefchaltet werben, bafé fie mit 16 und 1 eine
geometrijdhe Progreffion bilven und mit bdiefen 313 zur Summe geben;
wie viele Glieber find eingujdalten und vie hHeifen fie?

Gine ©umme von 248 fl. foll unter 5 Perfonen fo vertheilt werden,
pajé jeve folgende doppelt fo viel al8 die porhergehende evhalte; mie viel

erBilt jebe?

Jemand feist fech8mal in bdie Lottevie; bdas erftemal 10 Kreuzer, und
jebed folgendemal boppelt fo viel, a8 fiix. die frithere Siehung; bdasd
fehgtemal gewinnt er, und es wird ihm der legte Ginfay 4800 mal ju=
viidgesahlt. LWie viel betrdgt bdiefer Gewinm und wie viel hat er im
gangen eingejesit?

68 legt Semaund im Monate Jdnner einen Kreuger guriid, in jebem fol=
genden Monate Smal o viel al8 im vorhergefenden ; wie viel hat ex im
gangen Jafhre juviidgelegt?

Gine Schulp von 13000 fl. foll in 4 Raten, deven jebe 3mal fo grof ift
als bie vorhergehende, uviidgesahlt wevben; wie grof ift jede Ratens
3ablung? :
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Der Grfinber be8 Schachfpieles erbat iy als Belohmung die Simme
Weizentorner, bie hevausfommt, mwenn filv bas erjte Feld des Schach-
bretted 1 Rovn, fitv bag weite 2, fitr das britte 4, und fo fort fiir jebes
folgenbe ber 64 Felber boppelt fo viel Rbvner geredimet werdben al8 fiir
pag vorhergehenbe. Wie viel Tomnen & 1000 RKilogramm wilrben diefe
Rbrner audmachen, wenn 20000 Kirner 1 Kilogramm wiegen ?
Jn einem Fajfe find 100 Liter Wein. PMan nimmt davaus 1 Liter unbd
gieft pafitv 1 Liter Waffer hinein; aus diefer Mijdhung nimmt man wieber
1 Qiter unbd gieft eben fo viel Waffer Hinein. Wie oft fann man fo
verfafren, bi8 in ber Mifdung nur nody 50 Liter Wein iibrig find?
Gin Qidhtitrahl verliert bei dem Durchgang durd) eine Glasplatte 4
jeiner Jutenfitdt; wie gvof wird diefe nody fein, wenn er dburch 10 hinter
einanber aufgejtellte Platten Hindburdh gegangen ijt?
Der Recipient einer Luftpumpe enthdlt 5°3 Cubif-Decimeter, der Stiefel
jammt dem Berbindbungsvohre 0-6 Cubif-Decimeter; nach wie viel Kol
benjitgen tird bie Luft im Recipienten nur nod) 4 der urfpriinglichen
Didhtigleit betragen?

Dret Bahlen, von demen bie zweite um 15 grdfer ijt ald bie exite, bie
pritte-um 60 gvbfer ift al8 Ddie sweite, Dilben eine geometrijche Pro-
greffion ; weldhe Bahlen fint e8?

Die Summe von drei Anfangsglicdern einer geometvifden Reibe ift 156,
bad erfte Glied 16; wie grof ift ber Quotient?

Die Summe bes exften und dritten Gliedes eimer geometvifchen Pro-
greffion ift 92, die Summe ded jweiten und vievien Glicbes 14%; wie
heifit bie Progrefjion?

Acht Bablen bilden eine geometrijche Progrefiion, bie Summe ber erften
vier ift 15, bie Summe ber legten 240; welhe Sahlen find e8?

3n einer geometrijchen Progreffion ift bie Summe bed dritten und vierten
®liebes b, die Diffeveny bes dritten unbd fiinften d; bejtimnre den Qo=
tienten und pad erjte Glied.

On einer geometrifdjen Progreffion von 10 Gliedern ijt bie @um'me ber
ungevaben Glieder 36905, bie Summe bev geraben 110715; mwie gvof
ift ber Quotient, wie gvofi ift bas erfte Glied? '
Die Summe dreier Jahlen, weldhe eine geometvijche Progrefiion bilben,
ift 21, die Summe ifrer Quadvate 189; welde Jahlen find es?
(Bergl. Aufg. 32, S. 280.)

. Berlege jebes Glied ber geometvijhen Progrefjion

3, 48, 768, 12288,...
in 4 Theile fo, bajs alle diefe Theile untereinanber wieber eine geome:

tvijhe Progreffion bilben.
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Meultiplicieve die gleichftelligen Glieder ber avithmetijchen Progrefjion a,
2a, 3a, 4a,... unbd bev geometrijchen Progrefjion 1, g, q% q%... und
beftimme dag Summenglied S, ber dadburd) entftehenven Reihe.
Beftimme ebenfo die Summe folgender Reifen:

1 42x 4+ 3= 4x¥ 4 5x* L. . 4 nxn,
» 14 8913 + TRy 4V (4n — 3) x»—1,

2n—1

LG i s ol T L R e e L
1 4 7 10 3n—2
"2‘+ﬂ+r3ﬁ+ 2.33+"'+2.3n—1+

3. Binjessing- und Rentenredhnung.
(85. 254—258.)

. Bu welhem Werte wdchst ein Capital von 5800 fl. in 15 Jahren Bei

59 Binfeszing an?

. Jemand legt 5042 fl. in eine Spavcaffe, weldhe die Ginlagen zu 49,

und 3war halbjdhrig versinfet, ein; nadh) 20 Sahren behebt e bas Capital
jommt 3ing und Jinfessins; wie grof ift die Summe?

BWie viel werden 7324 fl. 20 fr. ju 419 Binfessing nach 232 Jabhren
wert fein?

Der Bejtand eines Walbes wivd gegenmwirtig auf 42350 Gubifmeter
gedydbt; wie grof wird devfelbe bei einem jihrlichen Buwachs von 39
nady 10 Jahren fein?

€in Land hat gegenwirtig 548200 Ginwobner, wie grof wird die Be-
vilfevung bei einer jihrlichen Sunahme von 1+% nach 14 Sabren fein?
Gin @apital von 9000 fl. ift nach 10 Sabren unverzinslich fallig; mwie
grofy it fein Bavwert, wenn Binfeszinfen su 59 gevedhnet werben?
Fiir ein durd) 9 Jahve ju 419 Binfedsing angelegtes Capital erhilt
man 5234 fl.; wie grof war das wriprimmgliche Capital ?

Gine Stadt 3dhlt gegenwdrtig 36230 Ginwohner; wie grof war bet
einer jdhrlidhen Bunahue von 29 die Bevslferung vor 30 Jahren?
Gin Walbbeftand wird gegenwirtig auf 180000 Cubifmeter vevanjdhlagt ;
wie ftarf war derfelbe vor 15 Jabren, wenn man annimmt, dafé ev fich
wibrend biefer Beit vegelmdfig jahrlich um 39 vermehrt Hat?

Gin Gapital von 7537 fl. 80 fr. widst in 20 Sahren mittelft Rinfes-
sinfen auf 20000 fl. an; ju wie viel % war e8 verzinjet?

3200 fl. find vor 80 Jahren angelegt worden und wdhrend biefer eit
jommt Binfeszing auf 34059-83 fl. angewachfen; su wie viel 9 war
bag Gapital angelegt ?

Wien DHatte 3u Cnde 1869 622927, su Gnde 1880 705402 Einwobhner;
wie viel 9% Dbetrigt bie jihrliche Sunahme der Bewilferung?
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3n wie viel Jahren wird ein Capital a bet p% Binfeszing mmal fo
grof al8 e$ urfpriinglich way?
Hier mujd man aen = ma feent, daber ift n = ]]Zg ':.
Jn weldher Beit verdoppelt fich ein Capital ju 5% Binfeszing?
Jn ivie viel Beit witd ein Capital ju 4% 3Binfeszing a) bei ganjdh-
viger, b) bet halbjihriger Capitalifierung auf bad Dreiface anmwachien ?
3n wie viel Jahren erhiht fich ie Bevdllerung eined Ortes bei 1195
jdbrlicher Bumahme von 5200 Ginwofhnern auf 9433 Einwohner?
Bon einer Schuld von 10000 fl. werden nady 3 Jafhren 2500 fl., nach
6 Jafren 1000 fl. bejablt; wie grof ift nody die Schuld nach 10 Jahren,
wenn 5% Ainjedzinfen gevedynet werben?
Gin Capital a witd um Binsfufe e verjindt, bdbie BVerwaltungsfoften
betvagen v% und werben am Ende jedes Jahres abgevechnet; ju welder
. ©umme widet dbag Capital in n Jahren an?

8. aetatin s
i — T (1 100).

Durd) 20 Jahre werden ju Anfang eined jeden Jahres 200 fl. angelegt;
st weldem Werte werden diefe Capitalien bei 4%  Finfedzing zuv Beit
bev lefiten Unlage angewachfenr fein?

Jemand evfpavt jihrlich 280 fl. und legt diefe am Enbe ‘eined fjeden
Jabhres auf 5% Iinjeszinfen an; iber welde Summe wird ev nad
15 Jahren auf bdiefe Weife verfitgen Fdnnen?

Durd) n Jahre wird jahrlich ein Capital r jum Jindjufe e angelegt,
pie Bermaltungsfojten betvagen jdhrlich v und werden am Eude des
Jahres abgevechnet; 3 welcher Summe find bdiefe Capitalsbetrige juv
Beit der lesten Anlage angewachien ?

Jemand Hat durd) 12 Jahre am Anfange eined fedent Jahres den gleichen
Gelbbetrag ju 449 Binfeszing angelegt, unbd bejieht bafiiv nacy biefer
Beit 1939 fl. 18 fr.; wie groff war bie jahrliche Cinlage?

Gin Gapital von 12500 fl. ift nad) 7 Jahren fillig; e joll burch gleiche,
am Unfange eines feven der 7 Jabre zahlbave Summen getilgt werden.
Wie guof find vie Theilzahlungen bei 5% Binjes;ins?

Wie Boch miiffen bie am Gube eines jeben Jahres ju [eiffenven Ab-
jdhlagsahlungen fein, damit eine nadhy 10 Jabren mnverzindlich fillige
Sduld von 8000 WMart getilgt werde, den Jind gu 4% gevechret?

. Gin Outsbefiger will feine Feldfriichte im vevanjchlagten Werte von

6800 fl. gegen Hagel verfichern; wie hoch wivd bdie Afjecuvany-Gejelljdhaft
bie jibrlidhe Vevficdherungdpramie bei 5% Jinjeszind anfepen, wemn an-
genommen wird, dafd ber Hageljhlag die Felbfriichte jener Gegend duvch-
jehnittlich alfe 16 Jahre ginslich vernichtet?

Modnil, Mvithmetit und Algebra, | 19
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Gin ju 419, 3Binfeszind ausjtehendes Capital von 5000 fl. wird am
Gnbe jeves Jahred um 500 fl. vexmehrt; wie Hodh wird es in 8 Jahren
anwadien ?

Bon einem Walbe, bdefjen jibhrlicher Buwadhs 2195 betvdgt, ift der
gegenindrtige Bejtand 145678 Cubifmeter; wie grof wird der Beftand
uach 18 Jabren fein, wenn am Enbde eined jeben Jahres 1175 Cubif-
meter gefdllt werben?

Jemand will eire Schuld wvon 10000 fl., die 3u 59 s vevsinfen ijt,
in 10 gleidhen Jafredrvaten abivagen; wie grof wird eine NRaten-
sablung fein?

Dem Bormunde eined RKinbed von 5 Jahren wird eine Summe von
6000 fl. mit ber Berpflidhtung iibeviviejen, bag Rind bié um 18ten

< Jahre ju erjichen; weldhes ifi ber Vetrag des nadyfdhujdieife zahlbar

angenommenen jihrlichen Gryiehungdgelded, wenn 5% Binjedzinjen be-
redhuet verben ?

Gine Stadt will bei einer Banf ein Anlefen mit der Berpflichtung auf-
nehmen, dadjelbe burdy einen am Enbe jedes Jafhred zahlbaven Betrag
von 28000 fl. bimnen 25 Jafren zu tilgen; welde Summe wird bie
Bant per Stadt bei 5% Jinfeszingd bavleihen?

Wie viel bleibt von einer Schuld von 26000 fl. bei D% Hinjedzing nach
10 Jafren iibrig, wenn fitr Jinfen und Tilgung eines Theile der Schuld
jahelich 2000 fl. gezahlt werben?

Wie gvof ift ein auf Binfesjinfen ju 41% angelegted Capital, twenn
von bemfelben bei eimer am Gnbe ecines jeben Jahres eintretenden Ber:
minberung um 250 fl. nach 15 Jahren noch 1300 fl. itbrig find?

Gin Bater Bintev(ijst feinen 5 Kindern ein Vermigen von 20000 fL.,
weldhes 3u D% Binjessing angelegt ift; davon begiehen bie Kinber am
Gnbe eined jeben Jahres 1500 fl. Wie viel exhilt dann jebes ber Kinber
nach 6 Sahren, wenn der Nejt bes Vermbgensd 3u gleiden Theilen unter
fie vertheilt wirb?

Semand fauft ein Haus unbd begahlt ven Kaufjdilling dadburd), bdajs ev
purd) 20 Sahre am Schlujfe eines jeden dexjelben eine Abjdhlagdzahlung
pon 1200 fl. leiftet; wie grof ift der Ranfpreis, wenn jebe Abjdhlags-
sablung jugleidh 5% Rinfen fitr die nod) unbezahlte Schuld enthilt?

. Wie viel mujs man am Schluje eines jeden Jahres zu einem Capitale

von 4500 fi. Gingufiigen, damit e8 fich bei 49 Rinjedzing in 6 Jahren
perbopple ?

Semand hat cin Gapital von 12632 Weart ju 44% ausjtehen und ge-
braudyt davon jdhrlich 1000 Wart; nady wie viel Jahren wird bdas
Capital evjdhipft fein?

Gin Wald, veffen Bejtand auf 150000 Cubifmeter Holz mit einem jihr-
lidgen Buwaché vou 2% vevanjdhlagt wird, foll innerhald 12 Jahren
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abgeftoctt werben; twie viel Holy wird man jahrlidy fdlagen, um jebes
Jahr gleid) viel Holz su erhalten?

Gine Gijenbahn-Gefelljhaft macht eine Anleihe von 4 Millionen Gulden
31 5% unb will biefelbe dadburd) amortifieren, dafs fie jahrlich 250000 fi.
gur Binfengahlung und theilweifen Tilgung ded Anlehens verwenbet; nach
wie biel Jafren wird bie Shuld getilgt fein?

Jemanb ovdnet in feinem Teftamente an, dafs feinem freuen Diener big
gu beffen Tode jdhrlich 100 fl. ausgezahlt werben., Die Grben werben
mit bem Diener einig, thm bafiiv auf einmal einen Betrag von 1200 fl.
ju zahlen. Wie viel Jahre miifste der Diener nod) leben, wenn er von
pem Uebeveinfommen weber Schaben noch LVovtheil BHaben jollte, bdie
Binfen ju 5% geredynet?

Jemand nimmt bei einer Spavcaffe ein Capital von 8000 fl. auf, das
er burch gleiche Theilzahlungen, bie am Gubde eined jeben Jahred fillig
find, in 15 Jabren tilgen will; wie gvoff ift eine Theilzahlung, wenn bdie
Sparcafie vevaudgabte Gelder mit 59, empfangene bdagegen mit 4%
Binfeszind in Redhnung bringt ?

Gin Herr will feinem Diener bei eimer Verficherungdanitalt ein nad
11 Jabren zafhlbarves Capital von 1000 fl. verfidhern; iweldyen Betvag
mufé er an bie Unjtalt zahlen, wenn bdiefelbe ju 5% verzindt?
Weldhen Barvivert Hat eine dpurd) 11 Jahre am Enbe jepes IJahres mit
420 fl. 3u leiftende NRente, wenn 49, HBinfen gevedhnet werden?
Jemand vevfauft eine nadjchuisiweije Jahredvente von 620 Maxt, bdie er
nodh burd) 10 Jahre zu geniefen Hat; wie viel wird er dafiiv erhalten,
wenn 4% Ainjejinfen gevedynet werben?

Gin Bater will fiiv feinen Sofhn, wenn bdiefer das 24fte Jahr evveicht
Bat, eine Summe verfidern; er zahlt ju diejem Bwede von ber Geburt
pe8 Sohnes angefangen bid zu jemer Beit an eine Verficherungdanitalt
am Anfange jeves Jahres 400 fl. Weldyen Betvag wird die Anjtalt bei
59, Rinfesjing nach 24 Jahren auszuzahlen haken?

. Semand will fiir jeinen Sohn bet einer Bant cine Summe von 1000 fl.

verfichern, weldhe bdiefelbe beim DBeginne bes 15ten Jahres auszahlen
foll; weldpen jdhrlichen Beitvag mujd er am Anfange eines jeden Jahres
bi8 ju jener Reit jum Binsfufe 1-045 leiften?

Gin Capital von 20000 fl. {oll bei 49 3Binfeszing durdh eine jabhrliche
Rente getilgt werben, die vom Gnbe bed erften Jahred beginnt und 30
Jabre bauert; wie grof mujs bie Rente fein?

Semand evlegt 12000 fl. 3u 49, und will bdafiiv dburcd) 24 Jahre am

Gnbe jebes berjelben eine Rente begiehen; wie grof iwird biefelbe fein?
19%
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Bei einer Anjtalt werben 1000 fl. gegen Cntvidhtung einer jdhrlichen
Pramie von 27 fl. verfidhert; nadh) wie viel Jahren ift bet 439% bdasd
verficherte Capital durch Pramien gebectt?

Gin Capital von 8000 fl. joll durd) bie nachicdhuismweife jdahrliche IRente
pon 801°12 fl. bei- 4% 3Bind getilgt werben; wie lange mufd bie Rente
geablt wevden ?

Wie viele Jahre hat eine nadyjchujéweife Rente su laufen, bdie jdhrlich
600 fl. betvdgt und gegentwdrtig einen Wert von 10000 fl. hat, die Binjen
3u 5% gerechnet?

Jemand vevfichert bei einer Anftalt auf den Tobedfall 5000 fl. und mujs
am Unfange jeded Jahred eime Pramie von 180 fl, zahlen; wenn er
nun nach 24 Jabren ftivht, wie grof ift der Gewinn ober BVerlujt der
Unjtalt bei 49 Binfeszing?

Wie grof mujd die Jahresrente jein, die 10 Jahre hindurd) zu zahlen
ift, enn fie einen gleihen gegemwdrtigen LWert haben joll mit einer
Jahresrente von 500 fl., die 15 Jahre zu laufen hat, bie Binfeszinjen
i 449% gerechnet?

Jemand Hat eine Jahredvente von 1800 Niarf auf 30 Jahre ju besiehen;
er wiinfdht aber ftatt berfelben eine gridfeve auf 20 Jahre ju haben; wie
grof wird bdiefe bei 41% Zing fein?

Gine Jabresvente r, die jum Bindfuffe e dburd) n Jafhre zu ablen ijt,
foll in eine anbeve r’ jum 3indfufe e’ verwandelt werden; wie biel
Safre wird bie meue NRente gu zahlen fein?

. Jemandb will burch 18 Jahve am Anfange eined jeben Jahres eine be-

ftimmte Summe begahlen, bamit nad) Verlauf bdiefer Zeit ev felbjt ober
eine anbeve Perjon 10 Jahre hinburd) eine am Gube jebes Jahres fillige
Jabresvente von H00 fl. geniefie; wie gvof ift bdie jihrlich 3u zaflende
@umme, wenn 5% Binfen gevedynet werden ?

Weldpe Ginlage muis man durd) 20 Jahre am Anfange jedes IJahres
an eine Berficherungsanjtalt machen, um nach Berlauf diefer Beit be
49, Deryinjung eine Jahresvente von 300 fl. burdy 12 Jabhre jzu
geniefen ?

Jemand 3ahlt dpurch 30 Jahre ju Anfange eined jeden Jahres 68 fl. in
eine Rentenbanf, weldhe u 4% verzindt; welde nadjchujsieife Rente
witd ihm die Banf durd) bie 7 folgenden Jahre geben?

Weldhe nachjchujsweife Jahresrente wivd man durd) 15 Jafhre beziehen,
wennt man vovher durd) 25 Jahre ju Unfang eined jeden Jahres einen
Betrag von 125 fl. eingezahlt hat und wenn 5% IBinfedzinfen gevedhuet
twerden ?

Jemand hilt fich nodh anf 20 Jahre fiiv arbeitsfibhig; wie viel mujs er
in bdiefer Beit jdhrlich auf Binjen 'd 419 legen, um nad) Ablauf ber-
felben noch 15 Sahre eine Jahresvente vou 300 fl. gu geniefen ?
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Semanbd, ber fich nodh) 15 Jahre fiiv arvbeitéfidhig Halt, fpavt in biefer
Beit jahrlich 250 fl. und legt fie ju 4% auf Binfen an; wie lange fann
ev pafiiv nad)y Ablauf jemer Beit eine Jahresvente von 400 fl. anfprechen?
Gine Rente, welche im exften Jahre 400 fl. betvdgt und in jedem fol=
genven Jafre um 50 fl. wichst, wird 10 Jahre hinburd) am Enbde eines
jeen Jahres ausgeahlt; weldhed ift ihr Barwert, wenn 4% Jinjess
sinfen gevedhnet werben?

VI. Combinationslefre,
1. Permutationen, Combinationen und Bariationen.

Permutationen. (§§. 260—262.)

Wie piele und welche Permutationen erhalt man aus ven Budftaben bdes
Portes ROMA?

Stelle fiiv bie EGlemente abede lerifographijch die Permutationen dar,
pie 1) mit a, 2) mit ¢ anfangen.

PBilpe die Permutationen aud ben Elementen aaabbe.

LWie grof ift bie Sahl ber Permutationen aus a>hd?

LWie viele vieviffrige Bahlen gibt es, beven jebe die Riffern 3, 0, T, 4
enthilt ?

Wie viele fiinfsiffrige Sahlen enthalten dbie Riffer 6 2mal, bdie Ziffer 3
2mal und bie Biffer 5 lmal?

Wie viele neunziffrige Zahlen lajfen fich aud den neun avabijchen Jiffern
bilben, wenn bie Biffern jeder Babl ungleidh jein follen?

Wie oft fonnen 5 Tifdygenofien ihre Plike am Tijche wedyjeln, big fie
in_ allen Ovbuungen gefejjen find?

Wie viele verjdhiedene Stellungen geben 3 weifte, eine blaue und 2 rothe
Rugeln?

@ombinationen. (§§. 263—266.)

Bilve fiir die Clemente abede die Amben undb Ternen a) ohne Wieber=
holung, b) mit Wieberholung.

Bilbe alle Combinationen ofne Wieberholung von den Elementen 123456.
Wie viele Amben und Ternen enthalten 6 Clemente a) ohne Wieders
holung, b) mit Wieberholung?

Wie viele Elemente mufs man haben, bie mit Wieberholung combiniert
fiiv tvgend eine Claffe eben fo viel Gombinationen geben, ald 10 Elemente
ohne Wieberholung fitr diefelbe Claffe combiniert?
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Wie viele Unionen, Amben, Ternen, Quaternen und Quinternen geben
a) bie 90 Nummern ber gewidhnlichen Bahlenlotterie, b) die in einer
Biehung hevausdgehobenen 5 Nummern?

Weldhe und wie viele Wiivfe durdhaus ungleicher Felber onnen mit 2
Wiirfeln geworfen werden ?

Wie piele Dretede fBnnen durdy 6 fich jchneibendbe gevabe Linien gebilbet
werben?

Wie viele und welche Verbinbungen zu drvei find aus den Seiten a, b, ¢
und ben Winfeln o, B, y eine§ Dreiedd mbglich?

LWelche Avten ded Wechjeld8 von je brei der 6 Favben: voth, ovange,
gelb, gvitn, blaw, violett find mdglich?

Wie viele einfacdhe und jujommengefeste Factoven Hhat bdie Jahl 23107
NAuf wie viele Avten [Ej8t fih bad Prodbuct abede in zwei Probucte
serlegen, von Denen bad eine 2, dag anbeve 3 Factoven enthilt?

Auf wie viele Avten [dj8t fich a) basd Probuct abed in Producte von
2 Factoven, b) bad Prodbuct abedef in Prodbucte von 3 Factoven
sevlegen?

Auf wie vielevlet Art laffen fid) 52 RKavten unter 4 Spieler jo ver=
theilen, dajé jeder 8 RKavten erhilt?

Yariationen. (§§. 267—270.)

Bilbe die Bariationen der 2ten Clajfe ohune Wieberholung von ben Ele-
menten abede.

Hilve bie Barviationen der 2fen und 3ten Claffe mit Wieberholung von
ben Glementen ab c.

Stelle die evften 20 Baviationen ber ten Claffe mit Wieberholung von
ben Elementen abed bar.

Wie viele BVaviationen der 2ten, ten, 4ten Claffe a) ohne Wieberholung,
b) mit Wiederholung geben 10 GElemente?

Wie viele prefziffvige Sahlen gibt e, beven iffern von einanber ver-
jehieben find?

Wie viele vievyiffvige Sahlen jind mittelft der Biffern 3, 4 und 5 bar-
ftellbar?

Wie viele fiinfiffrige Sabhlen, veven jede mit 5 beginnt, laffen fich aus
pen Biffern 1, 5, 9 bilben?

LWie viele vevichiedene Wiirfe find mit 2 Wiivfeln mibglich?

Weldhe verjchievene Wiirfe geben bei 3 Wiirfeln 10 jur Summe?

Auf wie viele Avten fann man mit 4 Witvfeln die Summe 15 werfen?
LWie viele Witvfe find mit 3 Wiivfeln mbglich, von bemen der eine weif,
bev weite gelb, bdev dritte voth ift, wenn man amnimmt, bafe Wiivfe
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von gleicdhviel Augen aber in verichiedenen Favben ald8 verjdhieden zu
betvaditen find?

Gin optifher Telegraph hat 6 Avme, von demen jeber 4 verjdhiebene
Stellungen einnehmen fann; mwie bviele verjhiebene Reidhen Ffanm ber
Lelegraph geben ?

€8 findb 4 Fdacher mit T verfchiedenfarbigen Kugeln zu befegen, jo dafs
in jebed Fach eime Kugel zu jtehen fommt; auf wie vielerfei Avt fann
bied gefchehen ?

2. Potenzen vou Binomen.

(§. 273,
(x + a)t 2. (x—y)t. 3. (x+ 3)°
(2 —a)8 5. (a— 2Db)5, 6. 3x 4 4y)>
(ba— 3b)8. 8. (x4 2yH4 9B atic 2%
(a 4+ b)r == (a — b)n. 1. (x* 4 3)° — (x% — 3)>%.

. Wie beifit a) dbad fechte Glied ber Poteny (5x® + 6a?;

b) bag adjte Glied in (Ba — 2)7?

Bejtimme den Coeffictenten
a) von x° in dber Gntwidhmg von (Bx 4 3)9;
D) von a'® in (322 — 2b2)1° — (2a%— 3hY10,

(z +1). 15. (3 —2)" 16. (3 +3)"
(x— ). 18. (32 +22)°. 19, (52— ).
®ib anr a) bas fiinjte Glied der Reibe 5 —-3)9;

b) bas fiebente Glied in (5“, + gby)m.

b 5ax
Wie Beift der Coefficient von x” in (3—’5— %) (7
(1:03)° = (1 + +34)° =.. 6. (0°997)* = (1 — ’0)* =-.
DBejtimme ebenjo auf 6 ﬁ)ectmalfteﬁen.
[12025) 1% 28. (1-035)%; 29. (1-055)™;
(0:98)18; 31. (0-996)%°; 32. (1'999)“5;
@+ 13" 3. 6—5)2% % V=+Vy
@b —bVar. 37 (2x—|/2). 8. t/r ‘/’
(1 5 yE0)e, 40, (3— 3> 41, (14 2i)%

(a 4+ bi)® 43. (/=44 —2)% 44. @) a — bi)®.
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45. (a - bi)* 2 (a — bi)n. 46, (1 +i)/5)8 4 (1 —i)/5)s.
iy T e ol e I
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5. Wahrjdeinlidfcitérednung.

Abfolute und relotive ¥abrldheinlichheit. (88. 276 und 277.)

Wie grof ift die Wabrideinlichleit, beim Aufwerfen eined Miinjjtiices
#Bild* au werfen?

Wie grof ift die Wabrjcheinlidhfeit, mit einem WMiinjjtiice eher ,Bild”
alg |, €drift" ju werfon?

dn einer Urne find 15 Qugeln; wie grof ift die Wahrideinlidhfeit, a) eine
ungevabe Sahl, b) eine gevade Bahl von Kugeln Hevausjuziehen?

. 3n etner Urne befinden jich 10 weifte und 6 rothe Kugeln; weldes ijt

pie Wahrideinlichleit, eine weiffe Kugel ju zichen?
3n einer Urne find 4 weife, 3 vothe und 2 blaue Kugeln; wie grof ift
pie Wahrjdheinlichleit, unter 4 Kugeln eine weifie, zwei vothe und eine
blawe ju greifen?
Sn einer Urne befinden fidh 8 weife, 6 vothe, 10 blawe und 5 jdhwarze
RKugeln; welde Wabricheinlichfeit ijt vorhanben, beim Herausziehen jweier
Rugeln eher eine weiffe unb eine blaue, al8 eine vothe und eine {dhwarze
Kugel zu ziehen?
Wie grofi ijt bei einem Spiel von 32 RKavten die Walhricheinlichfeit,
a) eine rothe Karte, b) einen Kbunig ju ziehen?
Wie grof ift die Wahrideinlichleit, mit 3 Wiivfeln 3wei gleiche Felber
au werfen?
Wie grof ift die: Wahrideinlichleit, mit 2 Wiirfeln 8 Augen u werfen?
Wie groff ift die Wabhrideinlichleit, mit 3 Witrfeln auf einen Wurf
a) gevabe 3, 4 unb 6, b) bie Summe 6 ju werfen?
Wie grof ift bie velative Wahvicheinlichfeit, mit 2 Wiirfeln a) eher 7
alé 10, b) eber 7 al8 5 ju werfen?
PBon 8500 Priovitdts » Obligationen eined Cifenbahnanlehend werben
125 @tiid verlodt; wie grof ift die Wabridheinlichleit fitr bie Bexvlojung
eines Stitcled ?
Die gewdhnliche Sahlenlotterie enthalt 90 Nummern, von denen fededmal
5 Beraudgesogen werdben; wie grof ijt bie Wahridheinlichieit,

a) eine genannte Nummer (Crtvate) zu tveffen,

b) mit jwei genannten Nummern einen Ambo zu machen,

c) mit brei genannten Nummern einen Terno ju maden?
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Bufammengefeste Wabr[dyeinlichkeit. (§§. 278—282.)

Wie grof ift die Wahrideinlichfeit, bdajé man mit 2 Witvfeln anf den
eviten Wurf einen Pafdh, auf den jweiten die Augenzahl 8 werfe?
Wie grof ift bet 3 Wiirfeln die Wahrideinlichleit, zuerft dbie Summe 5,
pann bie Summe 4 ju werfen?

LWie grof ift die Wahrfcheinlichleit, mit 2 Wiirfeln mehr als 9 Augen
it twerfen ?

Wie grofi ift bie Wahrfdeinlichfeit, mit einem Wiirfel a) in jwei Wiirfen
bas erftemal 1, bag jweitemal 2 su werfen, b) in fedyd Wiirfen bad
eviteral 1, bad zweitemal 2,... bag fedhStemal 6 ju werfen?

Wie grof ift die Wahrideinlichleit, mit zwei Wiirfeln Smal nach ein-
ander einent Pajd) ju werfen?

Wie grof ift bie Wahrideinlichfeit, dajs man mit einem Wikrfel 3mal
nach einander 1 mwirft ?

Wie groff ift die Wabrideinlichleit, baj8 von jwei Spielern, beven jeber
ein Blatt von 32 RKarten in Handben Hat undb bdie beide jugleich jeber
eine Ravte jiehem, A eine Figur und B feine Figur ziehe?

Wie grof ift die Wabhridpeinlichfeit, ausé einem Spiele von 32 RKarten
in ben evjten zwei Biigen Koénig und Dame betie[beu Garbe, jedod) in
beliebiger Orbnung ju jiehen ?

Wie grof ift die Wabhrjdheinlichfeit, aus einem Spiele von 32 RKarten
guerft eine Zehn, bavauf, wenn bdie juerft gezogene Kavte nidht wieder
hingugelegt wird, einen Kinig ju 3iehen?

Wie grof ift die Wabhrideinlichfeit, aus 52 RKavten das evjtemal Coeur,
bad sweitemal Gavveau, bag brittemal Pique, bas vievtemal Tveff zu
siehen?

Wie grof ift vie Wahrideinlicheit, aud eimem RKartenipiel von H2 Blét-
tern 3mal Binter einanber ein AR ju jichen ?

Sn einer Urne find 9 weiffe, 4 rvothe, 5 gelbe und 6 blane Kugeln;
wie grof ift die Wahrjdbeinlichleit, eine weiffe, vothe oder gelbe Kugel
3u’ 3iehen?

Sn einer Urne A befinben fih 4 iweife undb 6 vothe Qugeln, in einer
sweiten B 6 meifle und 8 vothe Kugeln; wie grof ift bie Wahridhein-
lichEeit, Dafé man, wenn man aus beiven Uvnen jugleidh) jicht, aud jeber
eine weife Kugel ziehe?

In ber Urne A befinden fich 4 Zreffer und 20 Nieten, in bex Urne B
6 Treffer und 24 Nieten, in der Urne C 8 Treffer und 28 Nieten;
wie grof ift bie Wahrideinlichfeit, auf einen zufdlligen Griff aud einer
dbiefer Urnen einen Treffer gu ziehen?

Wie grof ift die Wabricheinlichleit, beim weimaligen Hevausdsiehen je
einer Numer aud einer Urne von 90 Nummern bas evitemal bie Num-
Moénit, Avithmetil und Algebra, 20
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mer 1, bas sweitemal die Nummer 90 zu jiehen, a) wenn bdie uerjt
gesogene Nummer ieder in bie Urne juriicfgelegt wird, b) wenn bas
nidyt gejchieht? :

Qn einer Urne find 12 weifie und 9 jdhwarze Rugeln. Wan ieht Smal
je eine Kugel hevans. Wie grof ift die Wabhrfdeinlichfeit, dajé in den
erften fiinf Biehungen 5 weiffle, und in den jpdteven brei Biehungen
3 {dmwarze Kugeln gejogen mwerden, a) wenn man nach jeber Biehung
pie Rugel in bie Urne guriidwirft, b) wenn dbad nicht gejdhieht?

Auf einer Eijenbahn fahren von A nady B tdglidh 4 iige mit 8 Wagen,
beven jeber 3 Coupé's hat. Jemand madyt die Fahrt eined Taged unbd
weif, bdafs fein Freund eben diefelbe 2mal widentlih madht. Weldje
Wahrideinlichfeit Hat er, mit hm in bemfelben Coupd jujammenzu-
treffen ?

Mathematifdher Hoffnungswerth, (§§. 283 und 284.)

Semand fann, wenn er mit 2 Wiirfeln die Summe 5 wirft, 2 fl. ge-
winnen; wie grof ift fein mathematijher Hoffnungdwert?

BWie Hodh fann der Cinfap fein, wenn beim Spiel mit jwei Wiirfeln
jeber Pafch 1 fl. gewinnt, anbere Wiirfe abev nicht jibhlen?

Bwet Spieler A und B fommen mit einanber itberein, daj8 derjenige ben
gangen Einjals exhalten folle, weldher guerft 3 Partien gewinnt; nachdem
aber A 1, B 2 Parvtien gewonnen bat, trvennen fie fich; in welchem
Beriltniffe ift nun der Cinfak ju theilen?

Semand evbietet fich, bemijenigen, der aud eimer Urne mit 5 mweifen,
6 vothen und 7 blauen Kugeln mit einem Griffe 2 weiffe, 3 vothe und
4 bloue Bevaushebt, 1 fl. 3u geben, wenn er felbjt jedesmal 8 RKreuger
exhilt, fobald 9 anbere Rugeln Heraudgejogen werden; hat ev zu feinem
Lortheile ober ju feinem Nachtheile gewettet?

Qemand befist ein Lo8 einer aus 10000 Lofen beftehenden Yotterie, worin
ein Treffer von 20000 fl., einer von 10000 fl., 10 Zreffer von 1000 fl.,
40 pon 100 fl,, und 1000 von 5 fl. enthalten find; wie grof ift jein
mathematifdher Hoffnungswert?

RNadh unferen Lottogefeen wird a) fitr den Ambo ber 240fache Einjag,
b) fiir ben Terno der 4800fache Einjats al8 Gewinn bezahit; wie viel %
®ewinn Hat bas Lotto, wenn man von den Verwaltungstoften abfieht?

Wabrfdeinlidkeit in Seug anf die menfdyliche Febensdauer. (§. 286.)

Wie grofi ift vie Wahrjdheinlichleit, dafs eine 20jdhrige Perfon a) das
30fte, b) bas H6fte, c) bag TOfte: Jahr evreiche?
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Wie grof ift die Wahridjeinlichfeit, dajs a) eine 18jdhrige, b) eine 35-
fdhrige, ¢) eine 50jdhrige Perjon 60 Jahre alt werbe?

Wie grof ift die Walhridheinlichfeit, bajs a) ein neugebornes Kind, b) eine
12-, ¢) 18-, d) 36-, e) Hbjdhrige Perfon nach 20 Jahven nicht melhr
am. Leben fei?

Gin Meann ift 50, feine Frau 40 Jahre alt. Wie grof ift die Wabhr-
jcheinlichfeit, bajé nach) 20 Jahren a) noch) der Mann lebe, b) nod) bie
grau lebe, c) nod) beibe leben; bajg d) fdhon ber Mann tobt fei, e) jdhon
bie Frau tobt jei, f) fdyon beibe {odt feien; bajs g) ber Mann die Frau
itber(ebe, h) bie Frau ben Wann diberlebe, i) entveber der Mann ober
bie Frau noch lebe, k) entweber ber Mann ober die Fran jdhon todt fei?

Lebensverfichernngsredynmung. (§§. 287—290.)

AWelchen Vetrag mujé man an eine Berfidherungéanijtalt fiiv ein 2fihriges

Rind eingahlen, damit diefes nad) erveiditem 24ften Lebensjabhre, fals
e8 bann I[ebt, ein Gapital von 3500 fl. evhalte, bdie Binjen 3u 49
berechnet ?

Gin 34jdhriger Wann zablt in eine Verficdhevungdanitalt 1000 fl. ; weldhes
Gapital wird ithm bie UAnjtalt nadhy 16 S‘ableu, falld ex noch [ebt, bet
59, Berjinfung auszahlen?

Awei Gheleute, welde gegemwdrtig 30 unb 25 Jahre alt find, wollen
ein Gapital pon 4000 fl. verfichern, ba8 thnen nad) 30 Jahren, wenn
fie bann nody beide leben, audgezahlt werben foll; welchen Vetvag
mitffen fie an bdie Berfidherunganftalt, bdie 4% Iinfen vecdhuet, ein:
3aflen ?

LWie grof ijt bei 4% Binfedzind der gegenmwirtige Wert einer Leibrente,
welche eine 36jihrige Perjon am Cnbe eines jeden Jahres im Betrage
pon 280 fl. ju Dbejiehen Hat?

Gine H6jibhrige Perfon will fih eine jihrliche Leibrente von 300 fl. ver-
fidhern; wie viel hat fie bei 44 Berzinfung an eine Rentenbanf jogleich
einguzahlen?

Gine 45idhrige Perfon faujt fih mit einer Cinlage von 6000 fl. eine
Safresvente, weldhe von pem Endbe bes laufenden Jahred angefangen
bis an pad Qebengende dauern foll; wie grof ijt bie Yeibrente bei 5%
Binfeszing?

Gin 60jdhriger Diener erhilt von feinem Herrn fiiv jeine vieljdhrige
trene Dienitleiftung ein Abfertigungdcapital von 2000 fl.; welde lebenss
linglidhe Hente fann ev fich bafiv faufen, wenn 49 3Binjen gevedynet

werben?
20%
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Gine njdbrige Perfon wiinfdt nadhy p Jahren eine Leibvente B, jahlbar
am Gnbe jebes Jabres, ju evbalten; wie grof wird vie Einfage M fitv
eine foldhe auf p Jabre aufgefdhobene Reibrvente fein?

B anyp ;
b ey .
an ep i

A it 42 Sabre alt und will auf den Tobesfall feinen Erben ein Capital
pon 4800 fl. verfichern; welche Ginlage mujé er su diefem Swede bei 4%
Rinfeszind bei einer Verfidherungdanjtalt machen?
Gine 38jdhrige Perfon 3ablt an eine BVerfiherungdanftalt 1000 fl. ein
weldes Capital wird dafiiv bei 5% Berjinjung nad) ihrem Tode bie
Unftalt an die Grben auszuzahlen Haben ?
Weldhe Pramie mufs eine 32jdhrige Perfon zu Anfang jedesd Jahres
saBlen, um bei ihrem Ableben ven Grben eine Summe von 2000 fl. zu
fidhern, ben Binfeszind su 4% gevechnet?
Gine njdhrige Perfon will fich gegen eine am Unfange jedes Jahres
saflbare Primie P ein Gapital C jo fichern, baf8 ihr bdiefes nach k
Safren, wenn fie bann nody (ebt, ausgezablt werden joll; weldye Bejie-
hung findet 3wifchen P und C ftatt?

P . {anek (1~ rn) - antk—1e . Intk—1] = C . antk.
Gin Bater ahlt an eine BVerfiherungsanjtalt ju Anfang jebes Jahres
eine Primie von 300 fl., damit bdie Anjtalt feiner neugebornen Todhter,
falls fie bas 18te Jahr erveichen follte, ein gewifjes Capital auszahle;
wie grof wird biefed bei 5% DVerzinjung ausfallen?
















