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MRTEMATIBA
KAKO DOBIMO VSE TOCKE NA ENOTSKI KROZNICI

V Presekovi knjiZnici je ravnokar v slovenskem prevodu iz&la teZko pri¥akovana
knjiga Matka! znamenitega matematika Sergea Langa. Eno njenih poglavij
govori o pitagorejskih trojicah, to je o trojicah celih §tevil (a, b, c), ki zado3¥a-
jo enadbi a? + b2 = c?. Avtor pokaZe, kako dobimo prav vse pitagorejske
trojice s tem, da poi¥¥emo vse urejene pare racionalnih 3tevil (x,y), ki
zado¥tajo enatbi x2 + y2 = 1. To so, gledano geometrijsko, vse radonalne

totke (ki imajo obe koordinati radenalni) na enotski kroZnici.
V ravnini naj bo izbran pravo-

kotni koordinatni sistem. Naj bo k
enotska kroZnica v tej koordinatni
ravnini, to je kroZnica s polmerom 1
in ssredi€em v izhodi¥&u O koordi-
natnega sistema (slika 1). Torejje k fi(-1,0)
mnoZica vseh tistih to&k T(x,y) v
ravnini, katerih koordinati zado3&a-
ta ena&bi x2 + y2 = 1. (Upostevati
je treba, da je razdalja poljubne to¥-

ke T(x,y) od izhodii&a O enaka
X2 +y2) Slika 1.

V knjigi Matka! izvemo, kako lahko dobimo toZke na kroZnici k na
naslednji na&in. Naj bo t poljubno realno stevilo in naj bosta koordinati x in
y tocke T(x, y) tile funkciji t-ja:

1— 12 gy
i A e
Tedaj totka T(x, y) leZi na enotski kroXnici k. 1z (*) namreZ izhaja:

9
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Velja pa tudi tale, obratna trditev, ki jo zapid§imo kot izrek:

x2+y2=

IZREK. Za poljubno totko T(x,y) na enotski kroZnici k, razlitno od
totke P(—1,0), obstaja tak¥no realno 3tevilo t, da velja:
e P & et
e e SRS St |
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Preden bomo to dokazali, ne bo odve nekaj pojasnil. lzrek pove, da se
koordinati vsake toZke na kroZnici k, razen P(—1,0), izraZata s formulama
(*). Ce upostevamo ¥e prej¥njo ugotovitev, to pomeni: Ko t pretee vsa
realna stevila, tedaj to¢ka T(x, y), kjer je x = i—-::-:;, fri= Lttf’ prete&e vso
enotsko kroZnico k, z izjemo totke P(-1,0). Lahko tudi re€emo: Z (*) je dana
preslikava (predpis), ki vsakemu realnemu ¥tevilu t € IR priredi ustrezno totko
T(x,y) € kin ki mnoZico realnih stevil IR preslika na enotsko kroZnico k brez
totke P(—1,0). Neodvisno spremenljivko t navadno imenujemo parameter;
pravimo, da je kroZnica k z zvezama (*) podana parametri¢no.

Z (*) smo torej dobili vse totke na enotski kroZnici, razen toZke P(—1, 0).
Ce pa za t vstavimo poljubno racionalno #tevilo, sta o&itno tudi x = foets

1T in
Ve 1—?-%_- racionalni ¥tevili. lzkaXe se: Ko t prete€e vsa racionalna #tevila,

tedaj ustrezna totka T (x, y) prete&e vse racionalne toZke na enotski kroZnici,
razen totke P(—1,0). (Glej konec dokaza nadega izreka.) Tako torej dobimo
vse urejene pare racionalnih Stevil (x, y), ki zado¥Zajo ena&bi x2+y?2=1.
Iz teh pa dobimo, kot Ze refeno, vse pitagorejske trojice.

Ze vetkrat omenjena izjemna totka P(—1,0) ima koordinati x = —1,
y = 0, ki se ne izraZata s formulama (*). Ce naj bo namreZ y = 12Tttf =,

o . ' _¢2 . :
mora biti t = 0 in potem je x = %T:f =1, torej x ni enak —1.

Dokazimo na¥ izrek najprej po algebraini poti, kakor je to narejeno v
knjigi Matka! (le da se tam avtor povsod omeji na racionalna $tevila). Naj bo
T(x,y) poljubna totka na enotski kroZnici k, razli¢na od P(—1,0). Zelimo
najti tako realno 3tevilo t, da bosta izpolnjeni ena&bi (*). Uganemo: Treba
je vzeti t = -47. Tedaj je (x +1)t = y in potem (x + 1)2t2 = y2. Ker je
T(x.,y) € k, je x2 4+ y? = 1in tako je y2 =1 — x2. Torej je

(x+1)%12=1-x*=(1+x)(1 - x)
Ker je x # —1in tako x + 1 # 0, lahko to ena¥bo delimo z x + 1 in dobimo:

(x+1)t2=1-x

Preuredimo: i+ 2)=1-12
In ¥e imamo: x =2 iﬁ;—z

- —1-t2414¢2 _ 2
Potem je: X4 1= dm e = ol
In kon&no: y=(x+1)t= 1__%!!.2.

Torej za poljubno toZko T(x, y) € k, razlitno od P(—1,0), res obstaja
tak t € R (nasli smo ga: t = $¥3), da velja: x = Il_f-:,_- y = % (Ce
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ima totka T (x, y) radonalni koordinati, je seveda tudi f racionalno $tevilo.)
Ta algebrai&ni dokaz naSega izreka je kar enostaven in kratek, seveda
potem, ko enkrat uganemo, da moramo vzeti t = ;-i—l Pravzaprav pa lahko

do tega pridemo brez ugibanja - le domisliti se moramo: &Ze naj veljata ena&bi

* s we I T - (- _ 2t 142 _
(*), tedaj mora biti x+1 = *=5757-— = == in potem T = e

= t. (Vendar tudi to ni kar na dlani - marsikdo se sploh ne bi domislil, da se
splata pogledati, upostevaje (*), koliko je tedaj x + 1.)

Razmisljanje ob algebrai€nem dokazu iz knjige Matka! me je spodbudilo,
da sem si zamislil naslednji, geometrijski dokaz naZega izreka. Ta bo sicer
dalj3i od algebraitnega dokaza, zato pa bodo imeli vsi posamezni koraki
nazoren, geometrijski pomen in jih bomo lahko spremljali na sliki. Parameter
t bomo vpeljali tako, da mu bomo dali natanko doloZen geometrijski pomen;
izkazalo pa se bo, da je ta t isti kot zgoraj, torej t = ?‘-‘I(_—T

V koordinatni ravnini imamo enotsko kroZnico k, na njej pa "izjemno"
totko P(—1,0) (slika 2). Naj bo T(x,y) poljubna toka na kroZnici k,
razlitna od P(—1,0). Skozi totko T poloZimo pravokotnico na abscisno os;
ta seka abscisno os v to&ki T, ki ima isto absciso kot T, ordinato pa 0: 7' =

= T'(x,0). Potegnimo 3e premico skozi toki P in T; natanko je
dolo®ena, saj je P # T. Ta prem-

ica seka ordinatno os v neki tocki U;
njena abscisa je 0, njeno ordinato pa
imenujmo t, torej U = U(0,t). S
totko T je toZka U in njena ordi-
nata t natanko dolo&ena; izkazalo
se bo, da je t = ;':71- Obratno
pa je z U oziroma t tudi toZka T
natanko dolo&ena, saj je T prese&i-
§& kroZnice k s premico skozi P in
U. Torejsta koordinati x in y toZke
T natanko dolo€eni s t, se pravi, x
in y sta funkciji t-ja; izkazalo se bo,

i g3
dapx:%—;—irlnyzi%%?—, Slika 2.

Skozi izhodi%€e O poloZimo pravokotnico na daljico PT; ta seka PT
v neki toZki S. Ker je trikotnik PT O enakokrak: | PO | = | TO | = 1
in je daljica SO njegova vi§ina, je toZka S sredi¥Ze osnovnice PT. Torej je
|:PT | =2 S

Trikotniki POS, PUO in PTT' so o&itno pravokotni in imajo ¥e skupen
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ostri kot ¢ pri ogli¢u P, zato so si podobni. DolZine nekaterih njihovih
stranic lahko Ze takojugotovimo: | PO |=1,|UO |=1t,| PT'|=| PO | +
+ 0T |=14x, |TT'|=y.

Parameter t bomo izrazili s koordinatama x, y totke T.

Trikotlnilc()al PUO in PT!T_!'_;-sta podobna, zato je Jlg—gi ]I%[
U . 1

Seveda je POl =15 =tin o = x+1 Torej je t = 2= X+1

Koordinati x, y totke T pa bomo izrazili s parametrom ¢,
Za trikotnik PUO pove Pitagorov izrek: | PU 2= | PO |2 4+ | UO |2 =
=14 t2. Torejje | PU | = V1 + £2.

Trikotnika POS in PUO sta podobna zatoje Pl = % = 711? Torej

Trikotnika PTT' in PUO sta podobna. zato je I|P11:[ = 123{2 = \/11+:2.
Totejje | PT' | = | PT | - \/1+t2 = v’1?|—t2 . V’I{Hz :21_!_:2. Ker je
| PT"]-" l4x, jex=|PT"|-1= 1%7—1= }—4__:5- Nadalje je
! lugl"t Torejjey—|TT’]“|PT"it—%!-t‘--—-%-t?f.
IT ko smo dokazali na¥ izrek: Za poljubno toZko T(x, y) € k, razli€no
od P(—1,0), smo nadli tak t € IR, da je x = 1-t2 _LI Pri tem

Jet ordmata preseéi¥&a premice skozi Pin T z orjmatno oero hkratl pa je
t== x+1. (V primeru, ko je T = P, seveda takega t-ja ne moremo dobiti,
saj gre skozi eno in isto tofko T = P nesteto premic.) Obratno pa je totka
T(x,y) presecidce kroZnice k s premico skozi P(—1,0) in U(0, t).

Slika 2 je narejena za primer, ko je x > 0 in y > 0. Bralec lahko
sam narie slike za druge moZnosti lege totke T(x, y), ki so seveda nekoliko
drugaZne; ogleda naj si sliko 3. Na¥ dokaz pa v bistvu velja za vse primere,
le da bi ga bilo treba tu in tam Ze izostriti. (Tako namesto: | UO | = t,
| TT' | = y upotevamo: | UO | = |t || TT!' | = | y |, kar velja vedno,
tudi kadar je y < Oin s tem t < 0.)

Geometrijski pomen parametra t nam pomaga nazorno videti, kako us-
trezna totka T(x, y) (v smislu formul (*)) potuje po kroZnici k, ko t te¥e po
realnih stevilih. Dogovorimo se, da poljuben t kar ena&imo s totko U(0, t)
na ordinatni osi; s tem pa mnoZico realnih 3tevil IR ena&mo z ordinatno osjo.
Zdaj lahko re€emo za poljuben t € IR: ustrezna totka T (v smislu formul
(*)) je presecisée premice skozi P in t s kroZnico k (slika 3).

Ob sliki ni teZko ugotoviti, da velja naslednje. Ko je t = 0, je ustrezna
totka T enaka T(1,0). Kojet =1,je T =T(0,1); ko paje t = —1, je
T =T(0,-1). (V teh dveh primerih T sovpada s t.) Ko t naras€a od 0 do
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1, tedaj ustrezna totka T potuje
po prvem kvadrantu kroZnice k od
T(1,0)do T(0,1). (Prvikvadrant
krofnice k je pa& njen presek s
prvim kvadrantom koordinatne
ravnine.) Ko t narad€a od 1 Zez
vsako mejo, tedaj T potuje po dru- f
gem kvadrantu kroZnice k od P16
T(0,1) proti P(—1,0). Ko pa t . T
pada od 0 do —1, tedaj T potuje
po Cetrtem kvadrantu kroZnice k
od T(1,0) do T(0,—1). Ko t
pada od —1 pod vsako mejo, tedaj
T potuje po tretjem kvadrantu /

kroZnice k od T(0,—1) proti %
P(—1,0). (Seveda bi do teh spo-

znanj lahko prav tako prigli na podlagi formul (*).)

Iz vsega tega lahko povzamemo: Ko t pretefe v pozitivnem smislu
vso mnoZico realnih 3tevil IR, oziroma ordinatno os, tedaj ustrezna toZka
T pretede vso enotsko kroZnico k, z izjemo totke P(—1,0), v pozitivnem
smislu (ki je nasproten smislu urnega kazalca). Pri tem gre T skozi vsako
posamezno toko na k samo enkrat, saj je tudi t s totko T natanko dolo&en
in zato dobimo vsako posamezno toZko na k samo pri enem t-ju. Torejlahko
reCemo:

Slika 3.

Preslikava, ki vsakemu t € IR priredi ustrezno totko T € k (v smislu
formul (*)), preslika mnoZico realnih $tevil IR bijektivno (povratno enoli€no)
na enotsko kroZnico k brez totke P(—1,0).

O tej preslikavi smo spregovorili e takoj za nagim izrekom. Zdaj pa smo
e dodali ugotovitev o njeni bijektivnosti.
Za bralce, ki dobro poznajo kotne funkcije, ne bo prete?ka naslednja

NALOGA

Na sliki 2 sta oznagena kota <7 PT' = 1 in «TOT' = . Kakgna je
zveza med njima? Parameter t (ordinato totke U) in koordinati x, y toZke

T izra;i s kotnimi funkcijami kota 1. Odtod izpelji formuli: x = }_%;
- o
Y =1y

Janez Rakovec
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KAKO DOBIMO VSE TOCKE NA ENOTSKI KROZNICI
- Reditev s str. 262

Kot 7 je obodni, kot ¢ pa sredi&&ni kot nad istim lokom na kroZnici k. (Glej
sliko 2 na str. 260.) Zato je ¢ = 2.

O¢itno je tan1 = {, se pravi t = tant. Dalje je x = cos¢p, y =sin .
Potem je

.2
X = cos 21 = cos? P—sin2 P = cos’yP (1 - :l:ﬂ‘i) = cos? P(1—tan? 9)
y =sin 2y = 2sinPcosyp = 22:;3 cos? ¢ = 2tan 1 cos? 1

Ker je 1+tan? ¢ = coslz ¢-je cos? ¢ = 1+ta1n5¢'

Upostevajmo 3e, da je tan) = t, pa dobimo:

x =(1—tan?4)- : =i=f
N 1+tan2% 1412
y = 2tan - 2 9

1+tan21l)= 1412

Janez Rakovec





