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POVZLTEK

Otravnavana snov sodi bol]j ali manj v izometri&no strukturoc
Banachovih prostorov. Prvi razdelek je posvelen izometricénim
reprezentacijam von lleumannovih algebr na Banachovih prostorih.
Ce obstaja izometricna upodobitev (ohranjajoda identiteto)
faktorja tipa I na Banachovem prostoru X , ugotovimo, da mora
X wvsebovati Hilbertove podprostore in imeti (zlasti v nekaterih
specialnih primerih) tudi sicer zanimivo strukturo.

V primeru, da imamo na X nara3c¢ajocce posplo3eno zaporedje
hermitskin projektorjev z dologenimi lastnostmi, pa pokaZemo, da
obstaja naravna izometricna reprezentacija ven Neumannove
algebre tipa I na X 1in da X nekako razpade na hilbertove
podprostore. To uporabimo pri kompleksnih Eanachovih prostorin
s hiperortogonalno bazo in poleg Ze znanih dobime tudi nove
rezultate.

Druga polovica dela je posvelena iskanju zadostnih pogojev
za to, da je grupa ‘% vseh linearnin izometrij Eanachovega
prostora X nase Eanach-Liejeva grupa v normni topologiji.
Najdena pogoja zahtevata. da obstajata dovolj majhni okolici
W,U identitete v %4 , tako da lahko vsak element iz T
poveZemo z identiteto s potjo po W , ki je bodisi odvedljiva
bedisi ima kon¢no dolZino. PokaZermo tudi, da % je Eanach-
Liejeva grupa, Ce je X kompleksen in ima hiperortogonalno

bazo.

AMS(MOS) klasifikacija (1970): 22L65, 46E99, 46H15, 46L10,
46L20, 47B0S, 47C10, 47D10.

= -




L IZOMETRICNE REPREZENTACIJE FAKTORJEV TIPA I
NA BANACHOVIH PROSTORIE

Imejmo kompleksen Hilbertov prostor K , kompleksen Banachov
prostor X in izometriéno reprezentacijo algebre <Z(K) wvseh
omejenih linearnih operatorjev na K na prostoru X . Privzemimo
§e, da reprezentacija preslika identiteto v identiteto. Vpra3amo
se, kaj lahko potem povemo o strukturi prostora X .

0 omejenih reprezentacijah algebre vseh omejenih operatorjev
na Banachovem prostoru X v algebri vseh omejenih operatorjev
na Banachovem prostoru Y govori ¢lanek E.Berksona in H.Pcrte[:].
Precej idej najdemo v &lanku Ivana Vidava The group of isometries
and the structure of a finite dimensional normed space [24).

Najprej pa preglejmo nekaj definicij in pomoZnih rezultatov.

o0
Definicija. Naj bo X Banachov prostor in _Z:xi konvergentna
L=4
vrsta v njem. Pravimo, da je ta vrsta brezpogojno konvergentna,

L]
ge za vsako permutacijo p: N — N vrsta J_ X5(1) tudi
i=1

konvergira v X .

L=
Definicija. Naj bo spet X Banachov prostor in 2~ x. vrsta
isg
v njem. Pravimo, da je ta vrsta 3ibko brezpogoino konvergentna,

¢e za vsak omejen linearen funkcional f na X ( feX# )

konvergira brezpogojno vrsta LE; f(xi) .

Definicija. Naj bo X 1linearen topolodki prostor in
{xa;a&A}c:X . Z ® oznadimo druZino vseh kon&nih podmnozZic

v A , delno urejeno z inkluzijo. Pravimo, da vrsta Z:xa' (aeA)
neurejeno konvergira, &e konvergira posplo3enoc zaporedje s Cleni
ygp = Zx, (beB) (BeB). |
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1.1. Izrek. (Bessaga - Pelczynski [3]). Banachov prostecr X
vsebuje vrsto, ki Je Sibko brezpogojno konvergentna, ra ni

brezpogojno konvergentna, natanko takrat, ko X vsetuje

podprostor, izomorfen prostoru cy -

Potrebovali bomo tudi nekaj rezultatov iz teorije numeriénih
zakladov operatorjev. Ustrezne dokaze lahko najdemoc v knjiZici

Bonsalla in Duncana [4].

Naj bo od zdaj naprej A kompleksna Ranachova algetra z
enoto 1 , 1ll= 1 , in A* prostor zveznih linearnih funkcionalov

na A .

Definicija. Algebrski numeri&ni zaklad elementa - a €A oznadimo
2
o

z V(a) 1in definiramo z V(a) = (f(a);fe A%, Ifll = £(1) = 1;

1.2, Izrek. Za vsak a€A je max {Re z3z eV(a)} =
= inf {701 + tan - 1) 5t 0).

Definicija. Element heA Jje hermitski, ¢e je V(h) € R .

MnoZico vseh hermitskih elementov algebre A oznac¢imo s EH(A) .

Izrek. Naj bo heA . llaslednje lastnosti so ekvivalentne:
(1) h€H(A)
(2) lim t (1 + ith) - 1) = 0

t-20

(3) Jexp(ith)ll = 1 za vsak realen t

Vidimo, da o tem, ali je element h hermitski, odloca le

enorazsezni podprostor, napet na 1 in h

Izrek.(Vidav). H(A) Jje realen Banachov prostor in &e sta
h,k € H(A), je 1i(hk - kh) e H(A) .

1.3. Izrek.(Vidav). Naj bo h €H(A). Potem je V(h) konveksna

ogrinja¢a spektra elementa h , V(h) = co @(h) .
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1.4. Izrek.(Sinclair). Naj i net(a

radij elementa h enak norri.

Posledica. Ce je pe&H(A) in p°=p, p # 0 , je {p| = 1

.

P.,J

~
>
S

Izrek. H(A) + iH(A) je zaprt podprostor v A ; H(A) +

je algebra natanko takrat, ko je za vsak heE(A) tudi h e H().
] g

V. H(A) + iH(A) uvedimo involucijo takole: (h + ik)#®
= h - ik (h,k € H(A)).
1.5. Izrek.(Vidav - Palmer). Ce je E(A) + iH(A) algebra, je

C¥*-algebra.

b IS

Naj bo zdaj X kampleksen Banachov prostor, Y(X) algetra

vseh omejenih linearnih operatorjev na X in T € ¥(X) .

Definicija. Prostorski numeriini zaklad operatorja T oznacimo

z V(T) in definiramo kot
V(T) = {£(Tx);fe X*,x e X, Ell=lxl= £(x) = 1}

1.6. Izrek. Zaprta konveksna ogrinjaa mnoZice V(T) Jje

algebrski numerilni zaklad za T kot element algebre Y (X) .

Definicija. Operator TeY(X) Jje hermitski natanko takrat, ko
je T hermitskielement algebre £ (X) . MnoZico vseh hermitskih
operatorjev na X oznalimo s H(X) . Operator S e(X) IJe

poSevno simetriden, de je 1iS € X(X) . Hermitski operator A € ¥{(X)

je pozitiven natanko takrat, ko je vsaka tolka spektra operatorja

A nenegativno realno Stevilo ( o(A) c RY ).

1.7. Lema. MnoZica vseh hermitskih operatorjev na X 1in
mnoZica vseh pozitivnih operatorjev na X sta zaprti v 3ibki
operatorski topologiji. Operator A € Y(X) Jje hermitski
(pozitiven) natanko takrat, ko njegov prostorski numeri&ni
zaklad lezi v R ( R+ i



Xl
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Dokaz. Naj bo T € L(X) .. Iz 1.6 sledi, da je T hermit
natanko takrat, ko njegov prostorski numeriéni zaklad leZi na
realni osi. Ze je -{Tiﬁ posploSeno zaporedje, sestavljenc iz
hermitskih operatorjev na X , ter Ti-Tv‘T v 5ibki operatorski
topologiji, v posebnem f(Tix) —>» f(Tx) za vse take fex*, xeX,
da je I fli={xl|= f(x) = 1 . Ker so potem vsi f(Tix)e R , velja to
tudi za T 1in. je tako T hermitski.

PokaZzimo 3e, da je operator A € ¥(X) pozitiven natanko
takrat, ko njegov prostorski numeriéni zaklad leZi v R Res,
Ce je A€ H(X) in I(A) C R+, po 1.3 sledi, da je algebrski
numeriéni zaklad operatorja A (ki vsebuje po 1.6 prostorskega)
vsebovan v R’ . CZe je narobe prostorski numeriéni zaklad
operatorja A vsebovan v R , velja to tudi po 1.6 za
algebrskega, ta pa vsebuje 0 (A) . Naprej pa gre dokaz kot zgoraj.

Do konca tega razdelka bomo imeli opravka z naslednjo
situacijo: K Je kompleksen Hilbertov prostor, X kompleksen
Banachov prostor in r: ¥(K) — Y(X) izometriden homomorfizem
algebr, ki preslika identiteto v identiteto. Algebro r( ¥(K))
lahko na naraven nac¢in opremimo z involucijo: r(A)#* = r(A¥%)

(A € L(K)). Ker je | r(A)*r(A)] = [r(a%m)]l = Ja*al = qal? -

= “r(A)ﬂz , je r(¥£(K)) C#-podalgebra v ¥(X) . Jasno je tudi,
da je zaradi izometrilnosti preslikave r izpolnjena enakost
r(A)* = pr(A) natanko takrat, ko je r(A) hermitski operator

na prostoru X , se pravi 7r(A) € ¥ (X) . Tako je 1r:WK) = r(L(K))
izometri¢ni *-izomorfizem.

Eno nasdih osnovnih oroZij bo tale rezultat:

1.8. Lema. Naj bo {Pi;ie I} druZina paroma ortogonalnih
ekvivalentnih nenicelnih projektorjev v L(K) . Izberimo ioe I
in naj ekvivalenco med Py = P in P, posreduje v,

o
V¥V, = P in ViV? = P, . Vzemimo vektor f z normo 1 v
prostoru r(P)X in ozra%imo f. = r(V.)f (i # i), f. = f

1 B, o lo

Ce je {ti;ie I} mnoZica kompleksnih 3tevil, tako da
> lti12 (i €I) konvergira, konvergira tudi Z:tifi (1&1).



Oznac¢imo '.‘, {Z 15 th\ <w} . Potem je Zf hilbtertov
podprostor v X (s tem hocdemo redéi, da je 2. Hil
s
v normi, ki jo podeduje od prestora X ) z bazo {f.;
Lo 4

Ce sta f,g ¢ r(P)X 1linearnc neodvisna, je Z.N7

Dokaz. Vemo, da je PiViF = V. in ngj =8 za 1 2.3 (i€ is

i
Tako je r(P,)f, = r(P.V;)f £, . Pa naj bo {tiglé.I} taka

mnoZica kompleksnih 3tevil, da je Z;ltﬂz = 1 . Potem je seveda

le 3tevno mnogo Stevil t, razliénih od 0 . e je J konéna

(Z|t\2)P

el

podmnozica v I in Iy = Z:tivi (1€J) , je TjTJ

0d tod zelo lahko vidimo, da .Z: tivi konvergira. Res: e sta
L&

K,L kon&ni podmnoZici v. I in KDL , je | Z t, vV, Zt V. ﬂ
tek * LEL

Ztivi (1eI).

P in take T parcialna

= ]lTK_L“2 =‘lT§_L TK_,H i?%dtiz « Oznaé¢imo T

0&itno je potem T#T = (ZE I+
LE 1

izometrija. Ker je r izometriéna preslikava, 2. t. r(v tudi
ter

konvergira, in sicer k r(T) . Ker je 1 =|£f)| =Ilr(P)Ef| =

We(T®)e(TYE]) € UWeCT)N L eC(TYEN = | T2 2 (TOER = | £(TYEN] &

LA WEL = 1 5 Je U o(T)EfNl = 1 « No; ©(T)f = E:tir(vi)f =
= Z:tifi . Tako vrsta 2_ tifi res konvergira in norma njene

vsote je enaka 1 (=2_ 1t42 ). O¢itno je Zg =
lel 1

YrZ. t.f, 3 2 1tl\2<m 3 izometri¢no izomorfen prostoru 2%

-

nad mnoZico I 1in tako Hilkbertov prostor z ortonormiranc bazo

{fi;le I} .

Naj bosta f,g € r(P)X linearno neodvisna. Ce Jje
x € afrng , lahko zapisemo X = Z:sifi = Z:tigi in od tod
r(P.)x = s.f, = t.g; = s;p(V)f = t;r(V.)g . Uporabimo na tej]
zadnji neenakosti r(Vf) s pa dobimo, da je sif = t;g . Tako je

s; = ti = 0 zawvsak 1 1in od tod x = 0
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Naj bo zdaj {gi;i& I} ortonormirana baza prostora K in
Py € 2(K) definirani s P.x =<x,e.0e; , kjer je <,7
skalarni produkt v K . Ce je J kon¢na podmnoZica v I ,

oznadimo 3e Ej = Z:Pi (1 eJ) .

1.9. Trditev. Naj bo preslikava r taka, da je r(Pi)
enorazseZen projektor za vsak 1€1 in da 2 r(P;) neurejeno
konvergira k identiteti prostora X v krepki operatorski
topologiji. Potem je X Hilbertov prostor in okbstaja linearna
izometrija U prostora K na prostor X , da je r = U . U -

(Z drugimi besedami, r je ekvivalentna identi¢ni upodobitvi.)

Dokaz. Uporabimo lemo 1.8 z oznakami vred. Vsi prostori _?(Pi)x
so enorazsezni. Vzemimo poljuben x <X . Potem je r(Pi)x = tifi
(t;€ € . 0d tod je x = Zr(Pi)x = Ztifi (i €I) . Ker je
Zf poln, je x:er . Tako je res X = Z Hilbertov prostor z

f

orteonormirano bazo {fi;ie.I} - Predpis e, —> f. (1€1)
inducira izometrié&ni izomorfizem U: K —» X , tako da je

P B TR 1 €& 1 JUe. = YE;, = @, F;: =
flg Ue, Za vsak 1 _% je P(Pl);eJ P(Pl)f] 513f1
= ieri in od tod U r(Pi)Uej z ijei . Vidimo, da je

-1 . . A -1 : )
u r(Pi)U = P, oziroma r(P;) = UP;U . Oznadimo eio- e .

Vi je bil poljuben operator, ki posreduje ekvivalenco med

projektorjema P in Pi . Zato lahko mirno privzamemo, da Jje

Vie = e, (ieI,i # io) . Ker Vi preslika (P v {0}, je

Vin = 0 za j # i, + 0d tod je tudi r(Vi)r(Pj) = 0 za J £ 4,
se pravi 1"(‘u"_.L)UF’-_]U_1 =0 za J # 1 . Vemo pa, da je r(Vi)Ue &

_ - - : =1 - w2 .
= r(Vi)f = fi = Ue, ali U r(Vi)Ue = e; . Iz prejSnjega pa

sledi, da je tudi U-ir(vi)UPj 0 za j # 1 . 0&itno Je tako

-
1
LViU .

-1 ) ;
u r(Vi)U = Vi oziroma r(Vi)

Vzemimo poljuben operator A € T(K) . Ker je P,V,P = V,

za vsak 1 , je V?Avi z PV?AViP . Ker je P encrazseZen

projektor , je P £(K)P enorazseZna algebra , se pravi

11
ot
3
—~
g

V%Avi = tjip (tjif €) . Tako je tudi r(V?)r(A)r(Vi)
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se pravi UT?U‘lr(A)UU{;-l = t.,UpU"Y in V%(U-ir(A}L)Ti =

4+

ji
= t..P ., lo, V#AV.e = V?Ae. = t..e . O0d tod je P.le, =

T i ji Nk
= V.V#AV.e = t,.V.e = t..e. . Stevila Cawsdag &1 tako
711 J1°] ji7] {Jl”J s
natanéno dolodajo operator A . Torej je po zgornjem U-ir(A)L =
1

= A oziroma r(A) = UAU ~ . Reprezentacija r je ekvivalentna

identi¢ni reprezentaciji in r(X(K)) = LX)

Izpustimo zdaj zahtevo, da so prostori r(Pi)X enorazsezni.
Ce sta 1i,jeI , sta prostora r(Pi)X in r(Pj)X izometridéno
izomorfra. V dokaz vzemimo, da kot v 1.8 ekvivalenco med
Pio = P 1in Pi posraduje Ji - vai_: P 1in vivg = Pi
0d tod je r(Vf)r(Vi) = p(P) in r(Vi)r(V§) z P(Pi) in ni

teZko videti, da r(v;) preslika izometrid¢no r(P)X na r(Pi)K .

1.10. Izrek. Naj bo reprezentacija r taka, da konlne vsote
operatorjev r(Pi) krepko konvergirajo k identi&nemu operatorju
na X . Naj bo {fc;ceti} peljubna algebrajska baza prostora
r(P)X . Obstaja druZina ‘(Zc;ceti}fﬁlbertovih podprostorov v X,
tako da Je njihova algebrajska direktna vsota gosta v X , da so
ti podprostori invariantni za r in da je na njih r
ekvivalentna identiéni reprezentaciji (se pravi, da so med

drugim vsi Z, izometri¢no izomorfni prostoru K ).

Dokaz. Spet uporabimo lemo 1.8 in njene oznake. PokaZimo, da

podprostori Zf reducirajo upodobitev r . Naj bo A € L(X) .

Dovolj je, da vidimo, da je P(A)fi € Zf za vsak 1€1 . 3e
nanj, ker je za i # iC fi = r(Vi)f » je dovolj, da pokaZero,
da je x = r(A)f € Zf . No, ker je ViP - Vi in PV? = Vf 5

je r(Vﬁ)x = r(PVE)r(A)r(P)f = r(PVfAP}f . Ker je P enorazseien,
je PV%AP = t;P za neki t;e C , se pravi, da je r(V¥)x =

= tir(P)f + 0d tod je r(Pi)x r(Vin)x =z r(Vi)r(Vf)x =

= tir(ViP)f % tir(Ti)f s tifi & Zf . Ker kon¢ne vsote operatorjev
r(Pi) krepxo konvergirajo k identiteti prostora X 1in jJe Zf

zaprt, je res xé-Zf in tako Zf reducira upodobitev r



1.8 1IN

Na Ef pa deluje reprezentacija r tako kot v

" potem tu ekvivalentna identiéni reprezentaciji.
Naj bo zdaj {fc;c e(:} algerrajsika baza za prostor r(P)X
Iz 1.6 vemo, cda je za ¢ # d zfcn zfd ={0] . Naj bo xeX
poljuben. Ce je & 2 0 , obstaja kon¢na podmnoZica J&€I , da j=
Il x -_EE P(Pi)xll< £ . Ker r(V.) preslika r(P)X izometricno
L

na r(P)X , je {r(vi)fc;cecj algebrajska baza za r(P;)X

3

. . . - g ] » . 5
e 2 . | . £ . I 541 .’ . - i L 5

pravi || x - Z.x || < £ . Res je @2 Z gosta v X
& e c feo

Zdaj naj bo 1r: £(K) — L(X) poljubna izometricéna
reprezentacija z lastnostjo r(IK) = Ix . Ce je {Eq;q&-Q}
narascajoCe posplo3eno zaporedje projektorjev na X , ki krepko
konvergira k Ty » ni redeno, da posploSeno zaporedje
{r(Eq);qé—Qj‘ konvergira k Iy v krepki operatorski topologiji.

1.11. Primer. Oznadimo z ¥¥(K) algebro vseh kompaktnih
operatorjev na kompleksnem Hilbertovem prostoru K in naj bo
€(K) = L(x)/¥L(K) Calkinova algebra ter q: T(K) — €(K)
kvocientni homomorfizem. Ker je ¥(K) C%*-algebra, obstaja
Hilbertov prostor K” in *-monomorfizem r”: €(K) —L(x") ,
tako da je r (I) = Iy
zentacija). Naj bo X Hilbertova vsota prostorov K in K°

» ( r° je recimo univerzalna repre-

in reprezentacija r direktna vsota identiéne reprezentacije

na K ter reprezentacije r”q . 0&itno je r *-monomorfizem

in r(I,) = I, . Ker je operator A € I(K) pozitiven natanko
takrat, ko obstaja B e X(K) , da je A = B*B , r prevede
pozitivne elemente v pozitivne in tako ohranja urejenost med
hermitskimi operatorji. Naj bo C € 2(K) . Iz enacbe

0 €c*C s ICI’T  dobimo, da je 0 € r(C)#r(c) € Ich?I . od
tod je Jr(C)lI £lICI. Ker pa r vsebuje identi&no reprezentacijo

algebre L(K), je | r(C)| = lCll in take r izometriclna.
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Naj bo {'q 2% poljubno posploZenc zaporedje konéno
razseZnih projek crjev v L(K) , ki krepkc konvergira IP
Potem posplo3eno zaporedje {r(Eq);qe Qt krepko konvergira

0d tod sledi,

k Py, kjer je P, projektor na KX vzdolZ K~
da algebra r(X(K)) ni zaprta v krepki operatorski topologiji
prostora ¥(X) . Ce bi namre¢ bila, bi bil Py e r(Z (X)) , se
pravi ' Py = r(E) , kjer je E projektor iz Z(K) . Ker p1
tudi ohranja urejenost in je Py = r(E) 2 r(Eq) za vsak qe Q ,
bi bil E 7 Eq za vsak qé€Q . Potem pa bi bil E = I in od

K
tod pIE) = I, # Py = protislovie.

X

1.12. Vrnimo se spet k sploSni situaciji. Naj bo spet
Hilbertov prostor, X Ranachov prostor (oba nad € ) 1in

r: Z2(X) — L(X) izometriéna reprezentacija, r(IK) = Iy . Naj
bo {Pi;ie‘l} sistem konéno razseinih paroma pravokotnih
projektorjev v ¥(K) , tako da je IK Z:P. (i€ I) v krepki

operatorski topologiji. 2. naj bo druzina vseh koné¢nih
podmnozic v I in za R € 2 naj bo Ep = Z:Pi (ieR) . Naj
bo Y =zaprtje linearnega prostora Y~ = L){r(ER)X;Re”RS in
7z = N{ker r-(ER);Re’If,} . Lahko je videti, da je YNZ ={0}
Pokazimo, da Y 1in 2 reducirata upodobitev r in da sta

neodvisna od izbire sistema {Pi;ie £} «
Naj bo L kon&no razsefen podprostor v K in {el,...,enﬂ

ortonormirana baza za L . Izberimo £ » 0 . Obstajajo podmnoZice

Rys-+->R_€R , da je HESe. - ey <€ , &e je S€2R in S2R. .
Ozna¢imo R = RyU...UR_ . Naj bodo ty,...,t € € in S &R 5
m m .
;5 4 s _ B -
S 2R . Vidimo, da je | ESCE—:{ tye;) E‘_‘. tlel,1 £ £ -,.;4{“1] £

L &-rﬁ(é }ti12)1/2' . Tako je || Eqx - x| & {ngixil za vsak xe&L

Naj bo zdaj A izrojen operator iz “f(K) . Potem za vsak & >3
obstaja po zgornjem Re®R , da za S2>R velja | ESAX - Axl &

s cellax]l € celAallixl (xeX) . (Tu je C odvisen le od dimenzije
prostora AX .) Tako je nESA - A}l € CeRAll . Dokazali smo, da je

lim |EqA - All = 0 in od tod seveda |r(E)r(A) - r(A))| — 0
S = S



e je torej G -poljuben konéno razseZen projektor na K ,

Hr(ES)r(Q) - r(Ql—> 2 in od tod je r(Q)x = Lim- PUELFrCQ T %

o s

(xe X) , se pravi , da jJe r(Q)X €Y
kak drug sistem konéno razseinih paroma pravokotnih projektorjev
na K , je L){P(Qj)x;je J}C;Y . V primeru, da koncne vsote teh
projektorjev konverirajo k IX v krepki operatorski topologiji,

pa lahko argument obrnemo in ugotovimo, da je Y < U{r(Q.)X;js¢ J:.

-}7

-

Tako vidimo, da je Y res neodvisen od izbire sistema {Pi:if I

Naj bo A € {(K) . Za vsak Re&R je AE, izrojen operator
in po prejsnjem P(ES)P(AER) 57 r(AER) po normi. Vidimo, da
r(A) presliké prostor r(ER)X v Y . Ker je r(A) zvezen in
k’{r(ER)X;RE?[} gosta v Y, r(A) res ohranja Y .

Vzemimo, da je ze¢Z 1in naj bo Q spet kon¢no razseZen
projektor v Z(K) . Ker | EqQ - Qﬂ-gﬁ 0 , tudi |QEg - Qi =
= I(EqQ - Q)*I —+ 0 in seveda }r(Q)r(Eg) - r(Q)ﬁ—ga 0
Tako je r(Q)z = l%m r(Q)r(ES)z = 0 . Kot prej vidimo, da je Z
neodvisen od izbire sistema {Pi;iE:I} . Ce je A € {(K) , je
A*ER izrojen operator. Tako }lESA*ER - A*ERH—§+ 0 in od tod
HERAES - ERAH—§¢-0 . Se pravi, da je ERAZ = l%m ERAESZ =0 %
Res je torej Z invarianten za r . Ce je A 1izrojen operator
v f(K) , obstaja kon&no razseZen projektor P v E(X) , da
je PA = A . Ce je z€2Z , je r(A)z € Z in tako r(&)z =
= r(PA)z = r(P)r(A)z = 0 po zgornjem. Skratka, r(a)|2 = 0
za vsak izrojen operator A .

Naj bo Fp = r(ER)]Y . e je y€Y" , je oCitno 11:'%_::. r(E,)y =

=y . Ker je lr(E,)Y

R

tudi za vsak yeY = Y° . Torej operatorji Fp, na Y krepko

1 za vsak R , je l%m r(Eply =y

konvergirajo k identiteti. Za reprezentacijo 1 r|Y lahko



[SEY
[#3]

tako uporabimo izrek 1.10 . Opazimo 3e tole: Ce-je A £

in AE, = 0 za vsak R¢%® , je A =0 , Operator r(&) ije

tako povsem doloen z r(A)|Y .

1.13. Denimo, da je 2 # 0 . Oglejmo si redukcijo reprezentacije
r na Z in jo oznadimo z r°. Za vsak izrojen operator A€ 7(K)
je po prejdnjem r“(A) = 0 . Ker je vsak kompakten operator na

K 1limita izrojenih ter r” omejena, je » (LL(K)) = 0 . O&itno
je r'(IK) = I, . Jedro reprezentacije r” je pravi dvostranski
ideal v ‘£(K), ki vsebuje <LZ(K) . Zaradi laZje obravnave

privzemimo, da je K separabilen. Potem je po [8] edini tak

ideal kar IZ£(K) . V tem primeru obstaja homomorfizem

r°7: €(K) —£(Z) (tu je “€(K) Calkinova algebra), da je

r’= r"’k , kjer je k: L(K) —> ¥(K) kvocientni homomorfizem.
Pri tem je r”” #*-izomorfizem na C*-algebro r ( Z2(K)) in tako
tudi izometricen.

Prav lahko je videti, da €(K) vsebuje kontinuum paroma
pravokotnih projektorjev, ekvivalentnih identiteti. Res: naj bo
f: Q — N bijektivna preslikava. Vzemimo poljuben xé&R - Q
in mu priredimo obiCajno zaporedje deseti3kih ulomkov TysThseens
ki konvergirajo k x . Oznadimo Mx = {f(nl),f(r2),...} < N .
Naj bo {Pi;i=1,2,...} sisteﬂ paroma pravokotnih enorazseZnih
projektorjev na K in I = iE%Pi (ieN) v krepki operatorski
topologiji. Naj bo Px B Z:Pi (ie Mx) . Seveda je PX
neskonéno razseien projektor na K in tako ekvivalenten
identiteti., 0d tod je k(Px) tudi ekvivalenten identiteti
algebre Y(K) . e je y € R -Q in y # x , je Pxpy o&itno
kon¢no razseZen projektor. Tako je k(Px)k(Py) = 0 , se pravi,
da sta k(Px} in k(Py) ortogonalna.

Od tu pa sledi po 1.8, da Z vsebuje Hilbertov podprostor

dimenzije kontinuum.

Pripomnimo 3e na tem mestu, da nam lema 1.8 pomaga lahko
tudi pri raziskavi izometricnih reprezentacij faktorjev tipa II
in III na Banachovem prostoru X . (O tipih von Neumannovih

algebr se lahko poudimo v Schwartzu [23]). Tako lakko v primeru
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faktorja tipa II zmeraj dobimo v njem poljubno Stevilo paroma
pravokotnih ekvivalentnih nenicelnih projektorjev in - ‘o v X

Hilbertove podprostore s poljubno kcnéno dimenzijo.

1.14. Vrnimo se spet k situaciji v 1.12 . Vpra3amo se lahko,
kdaj je Y®Z = X . Zadosten pogoj za to je, da K ne vsebuje
nobenega podprostora, izomorfnega prostoru Cy * Res: vzemimo
poljuben x€X , oznaéimo X; = r(Pi)x in si oglejmo vrsto

foi (ieI). Ce ta vrsta ne konvergira neurejeno, trdiﬁo, da
obstaja vrsta Z:xin (ne N), ki tudi ne konvergira. Obstaja
namred tako pozitivno 3tevilo &£ , da za vsak Soé’E lahkc
najdemo tak Sie’R,, da S1 = Sd in da je || . Z Xs E XN E .

Le g, 1¢S5, +°

Potem lahko dobimo tak S, ce®R , da $,25, in da je

L. 2Z x: | »& . Vrsta Z:_ 2 X o¢itno ne konvergira.
legrs, 1 g=o Res -5
Vzemimo zdaj poljuben f EX* . Ce Z: f(x ne bi absolutno
M= 4

konvergirala, bi za vsako pozitivno 3tevilo M 1lahko na3li tak

Re&R. o dd bl bila | Z. $ilx, )[ . Ker pa je | — f(xi)l z

Ler LeR

]f(r(ZP )X)| € NENUxi (RER) , vrsta Z f(x; ) absolutno
Le R =i in

konvergira. Torej je > xin Sibko brezpogojno konvergentna,
m=1

in ¢e X ne vsebuje nobenega podprostora, izomorfnega c, » PO

1.4 vrsta Z:_xl brezpogojno konvergira - protislovie.
m=A

iaj torej 2Z_ r(Pi)x (i eI) neurejeno konvergira. Njeno limito
oznadimo s Px . 0&itno je Px € Y . Kot posledica izreka o
enakomerni omejenosti je P omejen linearen operator. Po lemi
1.7 je P hermitski operator na X . Ker je za vsak R &€ 7R
Zr(Pi) (1eR) projektor z normo 1 , (Z r(P, 12 (ReR)

LeR
konvergira k p? vy krepki operatorski topologiji. Tako je res

P/ = P . Videli smo, da je PX €Y . Ker je r(P))P = r(P,)
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1.15. Ostajamo pri situaciji iz 1.12 ., Privzemimo zdaj, da je

X separabilen . Potem mora biti tudi K ‘separabilen. V nasprot-

nem primeru ti namre@ X po 1.8 vseboval neseparabilen
Hilbertov podprostor. Prav tako vidimo iz 1.13, da mora biti v
tem primeru Z ={0}. Velja pa Se ved: X = Y , kar nam pove lera
4.1 iz (2]. V naSem primeru je dokaz nekoliko razumljivej3i kot
v referenci. Oglejmo si maksimalno komutativno C¥*-podalgebro v
€(K), ki vsebuje vse projektorje P; , in jo oznadimo z f
Znano je ([20,str.16]), da je spekter S te algebre Stonov
prostor (zaprtje vsake odprte mnoZice v S Jje odprto). Oglejmo
si zvezno linearno preslikavo T:#f—> X , definirano s T(A) =
= r(A)x (x€X). 2Zdaj uporabimo tale Grothendieckov rezultat
({16, str.168, korolar 1)): Naj bo F Hausdorffov lokalno
konveksen poln separabilen prostor in K Stonov prostor. Vsaka
zvezna linearna presikava iz C(K) v F je $ibko kompaktna,
se pravi, da preslika enotno kroglo prostora C(K) v 3ibko

relativno kompaktno mnoZico.

Ker je mnoZica I Stevna, lahko privzamemo, da je I = N .

Naj bo E_ = Z:P(Pi) (i¢n) . Ker je algebra S izometriéno
izomorfna algebri C(S) , ima zaporedje s &leni T(‘ZZPi) = E X
i< m

vsaj eno stekalis¢e y v Zibki topologiji. Za vsako naravno
Stevilo m naj bo A _ = {Enx;n:pm} in B zaprtje konveksne

ogrinjace mnoZice ALV normni topologiji. Potem je E_ = zaprta
4

tudi v Sibki topologiji. ToCka y leZi v Bm in jo lahko
poljubno dobro aproksimiramo s konveksnimi kombinacijami
elementov iz Am . Naj bo h poljubno pozitivno 3tevilo.

Obstajajo pozitivna 3tevila t cigk z vsoto 1 1in naravna

g kK
Stevila n(1)€n(2)&... £n(k) , vsa velja ali enaka n , da je

-

1] - | 1 ] ) -t =
d tiEn(i)X yll € h . Vsekakor je f_m( 2 tiEn(i)x y)



= ( Z:ti)me - Ey=Ex=-Ey . Ker je Ezm“ =1, je

“fmx = Ehyﬁ {h. No, h je bil poljubno pozitivno 3tevilo,

Tako je me = Emy za vsako naravno 3tevilo m . Vrnimoc se

nazaj k zgornji aproksimaciji in naj bo r > n(k) . Potem je
Er( Z:tiEn(i)x - y) = Z:tiEn(i)x - Ery . Ker je “Er“ =4 , &
- 1 2 . T ) ] € .u = i = . )
lE.y - ¥l < 2h orej je 1lim Ey = lim E x =y . Zaporedje
{Enﬁ tako konvergira v krepki operatorski topologiji. Limitni

1

operator je zvezen in ga oznalime s P . Ker je](EnH = 1 2za

2 2

vsak n , E. = E_ krepko konvergira k P Tako je P = P .

n

n
Seveda je EnP = En . Ce jJe Px =0, je Enx = 0 za vsak n .

oQ
Tako je x€ MNker E_ = Z ={o} . 0d tod je P = I, in X = Y
Mz ) n - L



19

II. W#-ALGEBRE NA BANACHOVIH PROSTORIH

V tem razdelku bomo na problem izometridnih reprezentaci]j
faktorjev tipa I in sploh von Neumannovih algebr na Banachovih
prostorih pogledali malo drugace. Naj bo H(X) prostor vseh
hermitskih operatorjev na kompleksnem Eanachovem prosforu X
Ce je H(X) + 1i38X) algebra, je po Vidav-Palmerjevem izreku
(1.5) C*-algebra. VprasSamo se lahko, kcaj je ta C#-algebra tudi
W#-algekra, se pravi, da je dual nekega Banachovega prostora.

V literaturi najdemo o tem ved &lankov (ki se precej prekrivajo).
Omenimo le [1] in [22} . Iz zadnjega Clarka poberemo

Izrek. Naj bo f& < X)) + i%(X) in S C#-algebra. e je
zaprtje B enotne krogle algebre # v 3ibki operatorski
topologiji Sibko operatorsko kompaktna mnoZica, Jje Li{kB;kzl,E.J
W#-algebra.

Pogoji tega izreka niso najbolj simpatiéni. Se najbolj
uporabna je tale
Posledica. Ce je X refleksiven in H(X) + i H(X) algebra,
je W#*-algebra.

Namred, X Jje refleksiven natanko takrat, ko je enotna

krogla v f(X) kompaktna v 3ibki operatorski topologiji.

V tem delu bomo pokazali, da obstaja razred Banachovinh
prostorcv X , ki niso nujno refleksivni, pa je pri njih
3 (x) + i H(X) Wh-algebra. Najprej pa si oglejmo primer prostora,
pri katerem H(X) + iH(X) je C*-algebra, pa ni W*-algebra.

Trditev. Naj bo S kompakten Hausdorffov prostor in C(S)
prostor vseh zveznih kompleksnih funkeij na S , oprenmljen z
enakomerno normo. Operator T € Lccesy) je hermitski natanko
takrat, ko obstaja he€C(S) , h = h , tako da je Tf = hf za

vsak fEC(S)

Ce torej ozna&imo C(S) = X , dobimo preslikave iz C(S) na

H(X) + i #X) , ki vsaki funkciji priredi ustrezni coperator
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mnozenja. Se ve&: to je olitno izometriéni *-izomorfizem
C#-algebre C(S) na C%-algebro FAX) + i H(X)

Dokaz trditve same lahko najdemo v Bonsallu in Duncanu
[5, str.91]. Prav ni¢ teZko pa tudi ni to pokazati's pomecéjo
klasi¢ne Banach-Stonove karakterizacije izometrij prostora C(S)
nase ([11, str.uu2]).

Posledica. Ce je X = C[—l,l] s H(X) + 1H(X) Jje C*-algebra,
-pa ni W¥-algebra.

" Dokaz. Videli smo, da je H(X) + 1i¥(X) :_C[}l,l]. Definirairo
za vsako naravno 3tevilo =n funkcijo f£ € C[;l,lj takole:
F(t) = (1 - ) za o0<tg1 in fn(t) = 0 sicer. Zaporedje

{?ni je narascajoce in navzgor omejeno, pa nima supremuma v
cl-1,1] . zato C[-1,1] ni W*-algebra. (0 lastnostih W#-algebr
bomo podrobneje govorili kasneje. Ce je C(S) W¥-algebra, je
znano, da je S Stonov prostor, se pravi, da je zaprtje vsake
odprte mnoZice v S odprto.)

Po tem hitrem pregledu poloZaja sledi nekaj materiala iz
teorije W¥-algebr. Privzeli bomo, da poznamo osnove teorije von
Neumannovih algebr na Eilbertovih prostorih. Ustrezni referenci
sta Dixmier [9] in Schwartz [23]. Sicer pa se bomo v glavnen
drzali Sakaia [20].

Definicija. C*-algebra A Jje W¥-algebtra, €e je izometricno
izomorfna dualu nekega Banachovega prostora A, , se pravi

= ]
A . A* .

Izrek. C%*-algebra A Jje W#-algebra natanko takrat, ko okbstaja
llilbertov prostor H in #*-izomorfizem algebre A na neko von
Neumannovo algebro na H , to je *-podalgebro v  f(H) , zaprto

v 3ibki operatorski topologiji.

IzkaZe se, da je prostor A, (do izometridnega izomorfizra)
enoli¢no doloc¢en. 3ibko *®-topologijo na A (topologijo O(4,%.))

imenujemo kratko 3ibka topologija na A ali < -topologiia

(Ce je A Ze Sitko operatorsko zaprta *-podalgetra v Y(E) ,
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kjer je H Hilbertov prostor, se na enotni krogli algetre A
o-topologija in Sibka operatorska topologija ujemata.) lnoZica
sebiadjungiranih elementov v. A in mnoZica pozitivnih elementov

v A sta zaprti v O-topologiji.

Vsako narasS¢ajole navzgor omejeno posploSeno zaporedje
sebiadjungiranih elementov v. A 1ima supremum, ki je obenem
limita tega zaporedja v O -topologiji. Za pozitiven linearen
funkcional f na A pravimo, da je normalen, Ce za vsako
naraS¢ajoCe omejeno posplo3eno zaporedje {xi;ie I} pozitivnih
elementov v A velja f(§5§ xi) = gup f(xi) . Znano je, da je
pozitiven linearen funkcional na A normalen natanko takrat,
ko je O -zvezen. DruZina T normalnih pozitivnihk funkcionalov

-

na A Jje totalna na A se pravi, da iz aeA ter f(a) =

Al

za vsak fe€T sledi a = 0 . Zaprti linearni podprostor v A% ,
ki ga generira mnoZica T , je ravno A, (pravzaprav slika
prostora A, pri kanoniéni vloZitvi A, — AZ% = A% ),

Zelo vazna bo za nas Kadisonova karakterizacija W#-alge

2.1. Izrek. Naj bo B C#%-algebra, v kateri ima vsako narasca-
jole navzgor omejeno posploSeno zaporedje sebiadjungiranih
elementov supremum. Obstaja naj 3e druZina {fj;je J} pozitivnih
linearnih funkcionalov na E , ki je totalna na E in njeni
elementi ohranjajo supremume nara3¢ajoCih omejenih posplofenih
zaporedij sebiadjungiranin elementov. Potem je B W®-algebra.

Med prostori, s katerimi se bomo ukvarjali, so tudi prostori

s hiperortogonalno bazo. Precizirajmo: zaporedje {xn;nt M}

elementov Banachovega prostora X Je hiperortogonalna bacza

prostora X , ¢e lanhko vsak element v X zapiSemo na en in en

sam nac¢in kot konvergentno vrsto Zax, ek) Ca skalarji)
ter Ce iz z b x ne kX ter b_j=ta za vsak n sledi
7 L n"n (ne M) ' al Fl8 1 28 vs ’
Wyl =|xi . Lahko je preveriti, da je operator EL o ki vsakeru
X = X i i zse? hermitski
Z:an 0 priredil vektor a_ X, , enorazseien he t

projektor. Prostor X ima tako kar precej hermitskih operatorjav.

Fleming in Jamison sta v [12] in [13] dokazala, da kompleksen
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Banachov prostor X s hiperortogonalno bazo nekako razpade na
Hilbertove podprostore in da je (X)) + 1iH(X) algebra.
Karakterizirala sta tudi izometrije prostora X . Pri tem so
jima bili v pomo& ustrezni rezultati za konéno razseZne prostor:
s hiperortogonalno bazo, ki so jih neodvisno objavili Schneider
in Turner [21] ter Vidav [24]. Pozneje sta Kalton in Wood [18]
prisla do neke posplosSitve z drugimi metodami. Tu si bomc ogle-
dali spet drugadno posploSitev in pri tem dokazali 3Se nekaj
novega, namrel, da je v primeru, ko ima X hiperortogonalno
bazo, H(X) + i (X) tudi W*-algebra. Idejo za to mi je dal
profesor Ivan Vidav: najprej pokaZemo, da je HR(X) + iH(X)

W*-algebra in od tod nadaljujemo 3tudij lastnosti prostora X

2.2, 1zrek. laj to X kompleksen Banachov prostor in {Pi;ié I}
naraSc¢ajole posploSeno zaporedje hermitskih projektorjev, ki
krepko konvergira k identiteti prostora X . Za vsak 1€T1I naj
bo  F(P.X) + i‘IE(PiX) kon&no razseina algebra. Oznac¢imo 3e

A = (X)) + 1i¥H(X) . Potem veljajo naslednje stvari:

a) Naj bo {A(b);b €B} nara3&ajole navzgor omejeno posplodeno
zaporedje pozitivnih elementov v #f . Potem ima to zaporedije
supremum v algebri AR in ta supremum je obenem limita
posplo3enega zaporedja {A(b)} v krepki operatorski topologiji.
Naj bo TT(x) = {(x,f) € XxXi;|xl=Nfll= £(x) = 1} . Za vsak

a = (x,f) € TI(X) naj bo g € L(X)* definiran z g_(A) = £(Ax).
Naj bo F = {gaL&;a € TT(X)} ter & linearna lupina mnoZice F
(kot podmnoZice v A* ). Vsi elementi v ¥ so normalni pozitivni
funkcionali na algebri # in sestavljajo totalno druZino na ft
Tako je A W¥-algebra. Na enotni krogli v f& se O -topologija
in 3ibka topologija, ki jo inducira mnozica F , ujemata. laj

bo A, C A* =zaprti podprostor, ki ga generirajo vsi normalni
pozitivni funkcionali na & . Potem je & gost v f&b, v

normni topologiji.

b) Obstaja druZina {ngze-Z} paroma pravokotnih centralnih
projektorjev v A& , tako da je GZJ%GZ faktor tipa I za vsak =z

in da je A (ﬂat) direktna vsota idealov G,bez .



c¢) Ce sta &,T € G_AG_ poljubna minimalna projektoria, =ta

prostora SX in TX izometriéno izomorfra. Dimenzijo vektorsh:-
ga prostora SX oznadimo z n_ . Obstaja druZiina {Z_ ;ceC}
Hilberto”ih podprostorov v G X , tako da je ch Z, :{1} i |

c £ 4, ‘f(ZC} 3 {GTAGZ\ s ﬁ eERY , mod rmnoZice C je cnaka

n, in algebrajsxa direktna vsota vseh podprostorov & (ce )
je gosta v CZK :

d) HNaj bo V: X —» X surjektivna izometrija. Potem V ohranja

ali le zamenja podprostore G_X . Ce V ohranja podprostor G_ X,

lahko zapiSemo VIGZK = UW , kjer je U wunitaren element v

GzibGz|G X 3, W pa komutira z vsakim elementom v -G _&AG_|G_ < .
Ce je Q poljuben minimalen projektor v G fG, , Je delove te
zometrije W na sz doloCeno z delovanjem operatorja ra

i
QX . g

Dokaz. Prvi korak: A Je algebra.

Naj bo operator A € PiftPi . Potem A preslika podprostor
PiX vase. Tudi exp(itA) = I + itA + (1/2)(i‘c£\)2 oo =
= Piexp(itA)Pi ¥ T =P preslika podprostor Pix vase. Tore]
je exp(itﬁ)lPiX izometrija prostora P.X nase za vsak te€F .
Ker pa je exp(itA)|P.X = exp(it(A}P.X)) , je A|P.X hermitski
operator na P.X . Preslikava B r—» BlPiI o&itno preslika
Pifkpi -izomorfno v C#*-algebro “H(P.X) + i?ﬁ(?ix) :

Naj bo zdaj A € H(X) . Vzemimo poljuben téR in poljuben

x €X 1in pokaZimo, da je UExp(itAz)x“ =lxl . Naj bo & 7 O

&m

Obstaja indeks iOE 1 3 da je HPix - x| < za i':}iO . Kot
smo videli, je Ay = PiAPiIPiX hermitski operator na P.;X . Fo

predpostavki je Ai hermitski na P.X . 0d tod je za 11

G
Hexp(it(plAP ) )xH‘ﬂexp(lt(P FP ) )P ix 0t £I=P. )xu
7,
z=|lexp(it .;)P % + (I-P. )xﬂ ixu + N(I-Pi)xu<ﬂxﬂ+ £ .
Ker je (po 1.4) WP.l= 1 za vsak i , posplodeno zaporecdie

LPiAP;} krepko konvergira k. A . Iz podobnega razlopa



: 5
P.AP. A (P.AP.)" kreprko konvergira k A° . _3nko e
C i Plu < ah )y ¢ ; l) repko konvergira

1 pod o

. . A 2 5 - . .
videti, da tudi exp(lt(PiAP4)‘) krepko Xonvergira k exp(itA

Al

e bo 1 dovolj pozen in obenem 3e 171, », bo tako

o pR . 2 £ 3
lexp(itA®)x |l < uexp(lt(PiAPi) ) || +z < Ixl + 23
Ker je bil € poljubno izbran, je tako |exp(itA“)x| < | x|
0d tod seveda takoj sledi, da je “exp(itAz)xﬂ z|x}l in s ten
konec dokaza prvega koraka.
Podlema 1. Naj bo Y{A(b);be E} narascajoce navzgor omejeno
posplodeno zaporedje pozitivnih elementov algebre A . Poter

ima to zaporedje supremum v algebtri A in ta suprermum je

obenem lirita tega posplosenega zaporedja v krepki operatorski
topologiji. -
Dokaz. Brez Skode lahko privzamemo, da je A(b) € I = IX za
vsak bé€B . Naj bo 1i€¢I . Oglejmo si pcsploSeno zaporedje
{PiA(b)Pi;beB} . Ker je za b"» b element A(b7)-A(b) 20 ,
je tudi Pi(A(b')-A(b))Pi = (Pi(A(b')—A(b)J%)(Pi(A(b')-A(t))%)*
pozitiven element. Tako je {PiA(b)Pi;bE B} nara3cajoce
posplo3Seno zaporedje, navzgor omejeno s Pi . To zaporedje je
vsebovano v C*-algebri Piﬂ;Pi s, ki je *-izomorfna neki
podalgebri v konéno razseZni C%*-algebri Qﬁ(PiX) + i@R(PiX)
Tako je P;AP, Wt-algebra in sup {P,A(b)P.;be B} obstaja
in je enak 3ibki 1limiti posplo3enega zaporedja {PiA(b)Pi;bE B}.
Prostor PinPi je kon&no razseZen, zato je 3ibka limita na
njem enaka normni. Posplo3enc zaporedije {PiA(b)Pi;be B} torej
konvergira v normi.

Za vsak £ » 0 obstaja b€B , da je za b“ 2%
llPi(A(b')—A(b))Pill <€ , se pravi
NCCAD™)=A(B))EP, ) *((A(D™)-A(B)IEP,) fI= AL ) -A(B)EE I < €

Ker je WA(BT)-A(D)I £ WACETIN €1 , Je M(A(b')—ﬂ(t))%ﬂ £1



0d tod je [(A(B™)-A(E))F i € B(ACE™)=A(B)IZNNACE ) -A(D)ITT )
Vidi se, da je {A(h)Pi;be 2t Cauchyjevo posploSeno zaporedje

v A 1in tako konvergentno. Za vsak x € X torej posplo3eno
zaporedje {A(b)?ix;be B} konvergira. Upo3tevajmo, da je mnoZica
{P,x;ie I,xeX} gosta v X U(in tako druge kategorije v X ),
pa vidimo, da po Banach-Steinhausovem izreku 1lim A(b)x obstaja
za vsak x€X . Ce to limito oznad¢imo z Ax , jg A omejen
linearen operator na X . Po lemi 1.7 je A hermitski operator
na X . Ker je vsaka toc¢ka mnozZice %(A) rotna, Jje Op(A) =

= 9;(,0(:“.) . Naj bo A* mnoZica pozitivnih elerentov algebre & .
Potem je (spet po 1.7) A€ R . Pokazimo, da je A = supﬁ*‘.(t};l*eE}.
Res: ker je HPiu= 1 za vsak 1 , PiA(b)Pi = P;AP, v krepki
operatorski topologiji. Ker je algebra Pi.q; ‘E’iLJ kon&no razseina,
je P.AP. = sup {Pir".(b)Pi;bé B} . Fiksirajmo b €B . Potem je
P,(A-A(b))P, = P.AP, - P.A(b)P; € &' za vsak i€I . Ker

Pi —Ia-I v krepki operatorski topologiji in je ﬂPﬂ €1,

P; (A-A(B))P; EE};_—Y& A-A(b) . Mnozica A" je po 1.7 zaprta v
krepki operatorski topologiji in zato je A-A(b) » 0 , se pravi,
da je A zgornja meja posplodenega zaporedja {A(b)} . Denimo,
da bi bil A(b) € D €AY za vsak beB . Fiksirajmo i€I . Kot
na zacCetku dokaza vidimo, da je PiA(b)Pi:s PiDPi za vsak L€ B.
Tako je P.DP. 2 S%p PiA(b)Pi = PiAPi . Se pravi, da je

Pi(D-A)Pi €AY za vsak i€I . 0d tod kot zporaj sledi, da je

D >A . Res je A = sup {A(b);beBY.

Nadaljujmo z dokazom tolke a) . Za vsak T € 1(xX) Se

{ga(T);a ETT(X)} ravno prostorski numeri&ni zaklad operatorja T.

e je torej] aeTl(X) , je po 1.7 g, pozitiven linearen
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funkcional na &£ . Denimo, da je Cefh , C® = C in g_(C) =

za vsak a € TT(X) . Potem je prostorski numeriéni zaklad
operatorja C enak {0} . Po 1.3 in 1.5 sledi, da je Tex(C) =101,
Ker je Gp(C) = Q}a)(C) , je C =0 . Druzina ¥ je tako res

totalna na R .

Denimo, da imamo spet nara3cajole omejeno posplofeno zaporedie
{Atb);be B} pozitivnih operatorjev na A& s supremumom A .
Naj bo a = (x,f) € TI(X) in g = g, . Po podlemi 1 je Ax =
= lim A(b)x . Tako je g(A) = f(Ax) = lim g(A(E)) in od tod

g(A) = sup{g(A(b));be .y + Po izreku 2.1 je £ res Wk-algebra.

Oznadili smo F ={gal:ﬁ: 32 € TT(XJ} . Vsak element v F je,
kot smo pravkar spoznali, normalen pozitiven funkcional na &
in tako zvezen v ¢-topologiji. Torej je F & A, . 3ibka
topologija, ki jo inducira mnoZica ¥ na R (kratko
T -topologija) je 3ibkej3a od 9’ -topologije. Ker je druzina ¥F
totalna, je ¥ -topologija Hausdorffova. Spomnimo se, da je
o -topologija pravzaprav 3ibka *-topologija in da je zato v
njej enotna krogla v & kompéktna, pa vidimo, da se na enotni
krogli v £ F-topologija in @’-topologija res ujemata. Ker
je & linearna lupina mnozice ¥ , je vsak element v £ zvezen
v F-topologiji. & -topologija je torej enaka F -topologiji.
Ker je 2e % totalna, je <R, & > dualnost za <a,hy = h(a)
(aeh ,heE ) . Ce je torej f € A* zvezen v F -topologiji, je
fe& . Pokazimo zdaj, da je § gost v &K,

Naj bo f € A, . Izberimo poljukten €70 . Ker se na enotni
krogli .:‘%1 algebre A @ -topologija in 'f‘-topologija ujemata,
obstaja zaprta konveksna uravnove3ena okolica U tolke 0 v
F -topologiji, da je za vsak x¢ ung, |f£(x)| < &€ . Oglejmo si
zdaj (znano) dualnost < &, A*» . V okviru te dualnosti lahko
zapiemo f € &(Uﬂfb,‘)o . (Tu je C° = {_feﬁ.”‘;lf(x)l €1 za
vsak xée C} ). Ker je F-topologija Zibkej3a od O -topologije,
to je topologije (4 ,#,) , ta pa 3ibkejsa od (K, H{*)

(f£.< A%) , je U zaprtav @(A/,HK*) . Ker je U tudi
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konveksna in uravnove3ena, Jje u®° = U . Tudi ftf je zaprta v
o(R,A,) , od tod v gl A,AR*) in je tako ﬁfo = I,

Naj bo N = UPu &2 . Ker je 0 € UPaR2 , je lic U® + R?
Tako U® kot ‘ﬁf sta konveksni, uravnove3eni, S(A#,% )-zaprti
AC pa je tudi @(A*,#)-kompaktna, ker je ;’c,?=
= {fé A%y 1f(x)) €1 za vsak xea‘{;1} = {fe A% NFNS )
(Spomnimo se 3e, da je o (A*,f£) ravno 3ibka *-topologija na
A% ). Tako je U° + J’of’ o( A* , £ )-zaprta mnozica, obenem pa
konveksna in balansirana, na kratko (U® +.&:JOO = 0° » J%?
No, N° = (Uouﬂf)o = 29N £2° - ‘J-ﬂ R, . .Po drugi strani pa
w2+ RS .

Tako je (Ufﬁﬁq)o : §99¢&. 1® i-dtf . Torej je f € g(u® +J&f).

RO +af)° in od tod N°° c (U° + ﬁ.f’)°°

Obstajata geU® ‘in hek? sy da je. f = €g + ¢h 1in od tod
Nf - egll = eljrh ¢ € . Ker je geU® , je g(U) < {z;|z) &1},
To pa se pravi, da je g zvezen v % -topologiji. Torej res

lahko f poljubno dobro po normi aproksimiramo s funkcionali

iz E . S tem smo pokazali, da je & pgost v f.

b) Videli smo, da je za vsak 1ié€I PiftPi kon&no razseina
W#-algebra. Izberimo v njej minimalne paroma pravokotne

projektorje Sii""’sin

, tako da je Se. + ... + S: =P,
11 1n
Naj bodo {St;t €T} vsi projektorji

Sik s, ki jih dobimo z1
razcepom vseh Pi . 0&itno so St minimalni tudi v celi algebri
in je tako Stﬁ;St enorazsezna algebra za vsak t . Z Gy
oznadimo centralno pokritje operatorja St (to je, najmanjsi
centralni projektor, ki vsebuje S_ ). Naj bo GE:{Gt;te Ty .

Znano je, da je GAG tudi W*-algzbra. PokaZimo, da je GA&G
faktor. Ce je Q nenideln centralni projektor v GAG , je @
centralen v & . Res: za vsak Aef je QA = QGA = QGAG =
= GAGQ = AGQ = AQ .

Ker posplo3eno zaporedie {Pi;i eI} krepko konvergira k

icdentiteti, obstaja te€T , da je RS, # 0 .



Ker je Q centralen, je QSt proiektor, vsebovan v ?t
Upo3tevajmo, da Jje St minimalen, pa vidimo, da je QS_ = S

G wvsebuje Q in Q wvsebuje St , zato je Q = G ., Center
algebre GARAG Jje tako trivialen in je GAG faktor. Ker GAG
vsebuje minimalne projektorje (St) , ti pa so Abelovi, je to
faktor tipa I . (Enako lahko dokaZemo, da je cela algebra A

tipa I .)
: S 3 m . A
Ce je otGS £ 0 , obstaja ze€T , da Je Gt'JSSz £ 0 . Kot
prej je G.S, =S, in G.S, =S, , pa vidimo, da je G, = G

Naj bodo {Gz;z ¢7} ravno vsa razli&na centralna pokritja
projektorjev iz druZine {S,;t €T} . Vsak operator P, je
kon&na vsota praojektorjev Sg 0d tod vidimo, da Z:Gz
(z €Z) neurejeno konvergira k IX v krepki operatorski

topologiji.

Podlema 2. Denimo, da imamo za vsak 2z eZ dan operator
A,€ G,&G_, in naj bo sup {\\Az\\ ;2€ Z}<e. Obstaja natanko en
A€eA , tako da Je GZAGZ = A za vsak z €7 . Pri tem je

z
HAY = sup{ﬂAﬁ];ze Z} . Ce so wvsi Az hermitski, je A hermitski.

Dokaz. Naj bo K = {21,...,zn} konéna podmnozica v Z .

Oznac&imo Gzi= Gi in AZi = Ai { 1 @ d5.¢s3 ) In na) bo
AK = Z:Ai 1 GK = Z:Gi (1=14.0.,4n) . Ker je AfAj = 0

m
za 1 #3, je HAKH2 = NARAN = N Z AfA; | . Naj Do M

= sup {qun;z eIZ} in QK = AﬁAK . Vzemimo poljubno naravno

Y
Stevilo m . Potem je QE % Z:(AfAi)m in od tod
~T0 2m ; 3 L 7 F .
N W & nM - Ker je Q, sebiadjungiran, je HQEH = IQkf™ -
Tako je  NQl € Mn'/™ . 0d tod takoj sledi, da je nQ,l § M2 .
o]
Ker ]e “Qr(“ = “AK" 3 je
HﬁK“ £ M
Vsak Az razcepimo: A = B, * iC2 » kjer sta E, in C,

hermitska operatorija v GTJtGZ . Razcepimo 3e B, takole:
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g AN, tudi za {Ez;zeil} veljajo pogoji podlene.

Spet naj bo za vsako konéno podmnoZico X v 2 B; = Z:3+
(z €K) . Ce mnozice K delno uredimo z inkluzijo, je o&itno
{B; } nara3Zajole in navzgor omejeno posploieno zaporedje in
ima tako v & supremum, ki ga ozna&imo z BT . Vemo, da je
tudi limita posplo3enega zaporedja {B;} v krepki operatorski

topologiji (podlema 1). Za vsak xe€X Je tako B+sz =

g + i g + + ; #x
i - m S
= lim BKGZx . Ce je zeK , je BKGZ = Bz . Tako je B G x =
= B'x in od tod 8'c_ = B!

z z A

Naj bo zdaj 3e B = lim E; v krepki operatorski topologiji

5 K )
in B = BY - 87 . Potenm je BGz = BZ za vsak 2z . Analogno
izradunajmo C . Ce torej oznalimo A = 1lim Ay Vv krepki
K

operatorski topologiji, je AGZ = AZ za vsak z .

Pa denimo, da je Be#&k in BG, = AG, =za vsak z . Ker

Z:Gz (ze€Z) krepko konvergira k identiteti, je B = A .

Fnotna krogla algebre & Jje zaprta v o' -topologiji. Ker je
HAKn$P1 za vsak K ,jé tudi NAWNLEM = sup{ﬂAzu;zeiﬁj . Jasno
pa je, da je | A\ 3y sup{uézu;z'eﬂ} . Tako je res (AN =
= sup{ﬂAJ;ze Z} i

Denimo Se, da so vsi AZ hermitski. Potem so vsi AK
hermitski. Ker je #(X) po 1.7 zaprta v krepki operatorski
topologiji, je tudi A Thermitski.

Podlema 2 nam tako daje *-izomorfizem direktne vsote algelr
GZJ%GZ (zeZ) v algebro & . Seveda je ta izomorfizen na

(inverzni izomorfizem je kar A F—ﬂ'(GzﬂGq)?e-7 ) in je tako

[

A res direktna vsota idealov GZJtGZ (ze?) .
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c) Naj bo G € {Gz;ze Z{ . Ker je G#G faktor tipa I , obstaja
Hilbertov prostor K in *-izomorfizem r algebre £(K) na

GAG . Ce sta S,T minimalna projektorja v GAG , sta r (S)

i =1 i s . < ;
in r "(T) minimalna v L(K) , torej enorazseZna in zato

ekvivalentna. Obstaja VeGAG , da je V&V = S in VV% = T ,
Lahko je videti (te vrste sklepe smo imeli Ze v prvem poglavju),

da V izometri¢no preslika SX na TX .

Naj bo J = {t (:T;Sjs G}. Kot smo videli, ZSt (t eT)
neurejeno konvergira k IX v krepki operatorski topologiji. Ce
t &g , je GS, =0 in je tako za vsak x €GX S¢x = 0 . 0d
tod vidimo, da konéne vsote operatorjev Sj (j €J) krepko
konvergirajo k G , to je k identiteti algebre G/FG . G je po
podlemi 1 tudi supremum teh konénih vsot. Operatorji Sj (Je J)
so minimalni v G#&G in paroma pravokotni. Jasno je, da je
preslikava algebre GAG v £(GX) , dana z A +— A|CGX ,
izometri¢en homomorfizem. Uporabimo torej izrek 1.10, pa je ta

to¢ka pri kraju.

d) Denimo, da je V: X —» X poljubna surjektivna izometrija.
Ce je A hermitski operator na X , je lahko videti, da je
VAV_l spet hermitski operator na X . O0d tod je jasno, da pred-
pls A h—+-VAV_1 doloda *-avtomorfizem f algebre & . Ce je
G&{Gz;zeZ} , je G” = f(G) spet od 0 razliden centralen
projektor in G#®G” faktor. Obstaja teT , da je G'St £ 0 .
centralen, je

t

o¢itno G” = G, , se pravi VGV © = G, ali VG, = G,V . Tako je

V(GX) = Gt(VX) = GtX in V preslika GX na GtX .

Torej je G'bGt . Ker je GAG” faktor in G
1

Denimo zdaj, da V ohranja prostor GX , se pravi VG = GV
- i}
Preslikava A —» VAV ® in njej inverzna preslikava E +»V "LV

1

ohranjata algebro GAG . Torej je A —» VAV *-avtomorfizem



algebre GA/AG . Ker je GARAG faktor tipa I , je to notranji
avtomorfizem. Obstaja unitaren element U € GAG , da je VAV ©
= LAU-l za vsak A € GAG . Oznadimo W = U%V . Potem je VWA =

= AW za vsak A € GAG

Naj bo Q minimalen projektor v GAG . Potem W ohranja
QX . Ker je GAG faktor tipa I, lahko (kot v dokazu tolke b)
najdemo druZzino {Qj;je J} paroma pravokotnih ekvivalentnih
minimalnih projektorjev v GAG , tako da je Q.

]
joe J 1in da je supremum konénih vsot teh operatorjev enak G

= Q za neki
o

Po podlemi 1 te konéne vsote tudi konvergirajo h G v krepki
operatorski topologiji. Denimo, da poznamo W | QX . Naj

Vj € GAG posreduje ekvivalenco med Q in Qj (3 2 1g)

V?Vj = Q in VjV§ = Qj . Ce Je xe QjX » je Wx = Wij =

= WVjV?x = ijvﬁx . Ker je V?xe(p(, je Wx res dolocen z
W|QX . MnoZica L}{QjX;jé J} je gostav X , pa smo s tem pri

kraju.

Oglejmo si zdaj kot aplikacijo nasih rezultatov prostore s

hiperortogonalno bazo. Privo3&imo si lahko majhno posploSitev:

2.3. Definicija. MnoZica {ei;ié I} elementov Banachovega
prostora X Jje razSirjena hiperortogonalna baza za X , Ce

veljata naslednji dve stvari:

a) Obstaja enoli¢no dolo¢ena mnoZica {fi;ie I} linearnih
funkcionalov na X , tako da za vsak xeé&X z:fi(x)ei (i e1)
neurejeno konvergira k x .

b) e je yeX in Ifi(y)l=lfi(x)l za vsak 1ieI , Je)yh =lxN.

Pokazimo, da so funkcionali fi v definiciji 2.3 zvezni.

Res: naj bo x = Zfi(x)ei in y = -x + 2f.(x)e. =
VeL J J
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= 2 (-f.(x))e. + f.(x)e. . Potem je |yl=lx) in od tod
‘#_a L 1 J J l
ix + y\ = I\ij(xJeju £ Ixp+iiyh = 2)jxll , torej \fj(x)l < nxuuejn -

Definirajmo linearni operator Ej na X takole: ij - fi(X)ej

O¢itno Jje }[Eju= 1 i Ej je projektor.

Naj bo od zdaj naprej X kompleksen Banachov prostor. Potem

je Ej hermitski projektor. Namreé: |\exp(itEj)xﬂ z
- 4 o _ - it =
= ll(e Ej + (I Ej))xu = Hif%fi(x)ei + e fj(x)eju =) <l .

Naj bo R konéna podmnoZica v I in PR o Ei (i€¢R)
Potem je PRX konéno razsezZen prostor s hiperortogonalno bazo
{ei;ie R} . Vidav ter Schneider in Turner so pokazali (C2u) ,[21]),
da je (P X) + i?{(PRX) potem algebra. Tako vidimo, da za X
veljajo pogoji izreka 2.2. Ker so projektorji Ej enorazseini,

mnogi rezultati dobijo lepSo obliko, dokaZemo pa lahko tudi nekaj

novih. Najprej pa 3e ena definicija:

2.4, Definicija.([24]). Naj bo X kompleksen Banachov prostor
in Y Hilbertov podprostor v X . Pravimo, da je Y pravilno

vloZen Hilbertov podprostor v X , e obstaja podprostor Z v
Xy, da jJe X = Y®Z 1in da je za vsak unitaren operator U na Y

operator IJOIZ izometrija prostora X nase.

2.5. Izrek. Naj bo X kompleksen Banachov prostor z
razSirjeno hiperortogonalno bazo in A& = H(X) + i3¥(X) . Potem
je A W*-algebra. %e je {A(b)jbe B} nara3¢ajoce navzgor
omejeno posploSeno zaporedje pozitivnih elementov v K , je
njegov supremum enak limiti tega posplosenega zaporedja v krepki
operatorski topologiji. Naj bo TT(X) = {(x,f) € X x X% jIfll=)yx\=
= f(x) = 1} . Za vsak a = (x,f) € TI(X) naj bo g, € Rx)*
definiran z ga(A) = f(Ax) . Naj bo F ={ga]£g 34 € TT(X)} ter
& linearna lupina mnoZice ¥ . Vsi elementi v ¥ so normalni

pozitivni funkcionali na algebri £ in sestavljajo totalno



33

druzino na A& . Na enotni krogli v A se o’ -topologija in
§ibka topologija, ki jo inducira mnozica ¥ , ujemata. 3e ved:
naj bo #, < A* zaprti podprostor, ki ga generirajo vsi
rormalni pozitivni funkcionali na & . Potem je & gost v A,

v normni topologiji.

Obstaja druZina {Gz;ze Z} paroma pravokotnih centralnih ’
projektorjev v A , tako da je sz = X, pravilno vloZen
Hilbertov podprostor v X za vsak 2z 1in da je preslikava
A —sr (GZAGZlXZ;z € Z} *-izomorfizem algebre # na direktno
vsoto algebr (X)) . Ce je V: X — X surjektivna izometrija,
V ohranja ali le ;amenja podprostore Xz . Kadar V ohranja
X, » lahko zapiSemo V]Xz = U, kjer je U unitaren element v
G,AG, . '

Dokaz. Naj bo {ei;i GI} razSirjena hiperortogonalna baza za

X s {fi;iE:I} ustrezni funkcionali ter Ei e L(X) definirani z
Eix = fi(x)ei . Videli smo, da so Ei enorazseZni hermitski
projektorji ter tako minimalni v £ . Ce je G E{Gz;z ez},
obstaja j €I , da je GEj = Ej . Ker je Ej enorazseZen, po
toc¢ki b izreka 2.2 obstaja Hilbertov podprostor Z v GX , ki

je gost v GX (in tako enak GX ), da je {(Z) {GAG\Z;&&J%}.
Jasno je, da je preslikava A+ A|GX 1z G&G v  L(GCX)

izometri¢na in tako *-izomorfizem. Tako je zaradi 2.2 preslikava

A —> {GZAGZIXZ;ZG:Z} res *-izomorfizen.

Pokazimo 3e, da so vsi prostori X, = G X pravilno vloZeni
Hilbertovi podprostori. Pa naj bo U unitaren operator na Xz .
Po prejsSnjem je U~ = UB(I-G)) €& . Seveda je UTU™* = U”#* U”=
= I in je tako U~ unitaren operator v & . Jasno je, da je
U” tudi izometrija prostora X nase.

Ostanek dokaza je trivialen.

2.6, Primer. Naj bo X = , (prostor vseh kompleksnih zaporedij,
ki konvergirajo k 0 , s supremum normo). Znano je, da g ni
refleksiven. Celo Sibko poln po zaporedjih nij se pravi, da

obstaja zaporedje {xn} elementov v c, » tako da {f(xn)}

- . . . n . g . .
konvergira za vsak fe¢ cg » pri tem pa {x } nima Sibke limite,
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Za 'vsako naravno 5tevilo "1 naj to e; € bo zaporedje, ki ima
na i-tem mestu 1 , sicer:pa same nidle., 0&itno je {ei;ie N}
hiperortogonalna baza prostora e, - Uporabimo zdaj izrek 2.5
(z oznakami vred). Naj bo E; € 2(X) projektor, ki zaporedju
priredi njegov i-ti &len: E,x = x; . Ker so projektorji G, .
centralni, komutirajo z vsemi Ei . Ce prostor Xz s sz . ne bi
bil encrazseZen, bi vseboval prostor &; (to je e’ 2
"max"-normo) in tako ne bi bil Hilbertov. Torej so vsi Xz
enorazsezni, Z = N in G; = E; za vsak n . Vsak linearen
operator na Xz je mnoZenje z nekim kompleksnim 3tevilom. Tore]j
je algebra & %-izomorfna W*-algebri €% na tale nalin: vsakemu
T €R priredimo {(Tei)i} . Inverzni izomorfizem vsakemu

m

o0 ; : : -
u € £ priredi Tue £ deflniran‘s rx = (uixi) .
Za vsak a = (x,f) € TT(%) je bil gae.Ji* dolocen z ga(B) =

f(Bx) in T = {gawt;a é'ﬂTK)} s & pa je bila linearna
lupina mnozice' ¥ . Poglejmo, kaj so vse te mnoZice v nasem

primeru!

Pa naj bo a = (x,f) € TT(X) 'in g =g, - Vemo, da je cg =

= 2Y to¢neje releno, vsak zvezen linearen. funkcional na Cy

L]

je skalarno mnoZenje z elementom prostora &' . Zapi%imo torej

1. . %
£f=(f)¢ € in % = (x ) . Potem je f(x) = 2Zfx =1=

nm=4 -

) ; 00 00
=n§ |£] = max tx,l . Raunajmo: .1 2 ME £ox, = IE £ Xl €
” X -
CT LIl € ZAE = 1. Tored Je T |fIx ¥ T1%] - Naj bo
I ={ne N;fn\# Q} . Ker je |x;1$ 1 za vsak n , mora biti

o¢itno & 0= 1 zavsak nel . Element (xa)- je v ¢ , zato

je I konéna mnozica. Za vsak u € 4% je g(T,) = £(T %) =
= flu x) =:m.‘f;;; £lu x. =‘QZ:__.I(fnxn)un . 0d tod vidimo, da je &.

sestavljen iz skalarnih mnoZenj z zaporedji, ki imajo le konéno
¢lenov razliépih od 0 .

* Spomnimo sg; da'je -Q&; (€N * , toéneje reéeno, zvezni
linearni funkcionali na 2" so ravno skalarna mnoZenja z

!

omejenimi zaporedji. Tako je vsako skalarno mnoZenje s fiksnim



zaporedjem iz {4_ ¢ -zvezen linearen funkcional na W#-algebri
2% , B8 3¢ = (fn)é.f‘ in £ %20 zavsak n, je f
normalen pozitiven funkcional. Definirajmo linearni funkcional
- - o
f"na & 2z £°(T ) = Z fu
*-jzomorfizem algebre 4% na A in zato ohranja urejenost,

i Predpis u +— T, IJe

supremume itd. Od tod je tudi f” normalen pozitiven funkcional.
Z A, smo ozna&ili linearni podprostor v A% , ki ga generira-
jo vsi normalni pozitivni funkcionali. Vidimo, da je & prava

podmnozica v A, .



IIT. GRUPA IZOMETRIJ EANACHOVEGA PROSTORA

Vse na3e dosedanje delo je bilo pravzaprav posvecdeno
vprasanju, kdaj imajo nekateri Banachovi prostori podobne
lastnosti kot Hilbertov prostor. Tudi zadnje poglavje ne bo
izjema. Surjektivne linearne izometrije Hilbertovega prostora
so ravno unitarni operatorji. Unitarna grupa pa je v normni
topologiji zmerom realna Banach-Liejeva grupa. Tako se odpravimo
iskat pogoje, pri katerih je grupa surjektivnih linearnih

izometrij v normni topologiji Banach-Liejeva grupa.

Naj bo torej X Banachov prostor in GL(X)< “£(X) grupa
vseh obrnljivih elementov, opremljena z normno topologijo.
S g? oznadimo podgrupoc v GL(X) , sestavljeno 1z vseh izometrij.
Ker je %4 = {TE;GL(X);HTH=HT_1H= 1} 5 je % zaprta podgrupa v
GL(X) . Ce je X kon¢no razseZen, je GL(X) konéno razseina
Liejeva grupa in tako tudi gf Liejeva grupa. V neskon&no
razseznem prostoru stvar ni tako preprosta. L.A.Harris in
W.Kaup sta v &lanku [14] sicer pokazala, da % Jje Banach-Liejeva
grupa, ¢e je X kompleksen in enotna krogla B prostora X
homogeno podroc¢je (se pravi, da za poljubna x,y éB obstaja
bijektivna preslikava f: B — B , tako da je f(x) =y in da
sta f in f ! Fréchétovo odvedljivi v kompleksnem smislu).
Obenem pa sta navedla primer kompleksnega Banachovega prostora

X , za katerega % ni Liejeva grupa.

Tu se bomo problema lotili z druge strani. Pokazali bomo, da
% ije Banach-Liejeva grupa, ¢e zadoS8¢a nekaterim - dovolj hudim -
zahtevam. Mimogrede bomo tudi videli, da je za kompleksen
Banachov prostor z (razdirjeno) hiperortogonalno bazo grupa
izometrij Banach-Liejeva grupa in celo Liejeva podgrupa v GL(X).

Sklenimo Se majhen dogovor. Ce je X Banachov prostor,
A € £(X) in [lA-IllK1 , definiramo logaritem operatorja A
takole:
log A = A-I - (1/2)(A-D)? + (1/3)(A-D)2 - ...
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Napravimo najprej kratek sprehod med definicijami in lastnost-
mi neskonéno razseiZnih Liejevih grup. Omejili se bomo na realne
Liejeve grupe, Ceprav vsi rezultati, razen tistih, pri . katerih
je posebej navedeno, da gre za realni primer, veljajo tudi v
kompleksnem. Podrobnejo in popolnej%o informacijo dobimo v
Bourbakijevih knjigah Variétés différentielles et analytiques
ter Groupes et algdbres de Lie [7,6] ter v &lanku [10].

Naj bosta X,Y realna Banachova prostora in n naravno

§tevilo. Preslikava P: X —» Y Jje zvezen homogen polinom reda

n , ¢e obstaja taka n-linearna zvezna preslikava
F: X*x,..»*X — Y , da je P(x) = F(Xs...45%X) 2za vsak x €X
Ce definiramo WPl= sup{WPx||30x(l= 1} , postane prostor vseh
zveznin homogenih polinomov reda n iz X v Y Eanachov
prostor.

Denimo, da imamo za vsako naravno 3tevilo n dan zvezen

homogen polinom Pn reda n iz X v Y . Potem pravimo, da

je {Pn;ne N} formalna potenéna vrsta iz X v Y . To vrsto

-] - -]
piSemo tudi kot 3 P_ . Pravimo, da je J3_P konvergentna,
nap n meg Il
. . 1 1 .
e je lim sup “Pn“ /W<Jm . (Inverzno vrednost tega Stevila
m > oo

imenujemo konvergenéni radij te vrste.)

Definicija. Naj bo U odprta podmnoZica v X . Preslikava

f: U —>Y je analiti&na, e za vsak x,eUu obstaja konvergentna

-]
formalna potenéna vrsta 2. Pn iz X v Y in okolica V tocke
m=0
o0
Xx_ o da je za vsak xeV 1izpolnjeno f(x) = 2 P_(x-x_.) .
o m=o 1 o

Ce je f: U— Y analitidna, je f v U neskonénokrat
odvedljiva v Fréchétovem smislu.
Naj bo M topolo3ki prostor. Karta na M je trojica (U,f,X),

kjer je U odprta podmnoZica v M , X realen Banachov prostor

in f homeomorfizem mnoZice U na odprto podmnoZico v X
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Karti (U,f,X) in (U ,f°,X°) na M sta kompatibilni, Ce je
bodisi UAU” = @ bodisi UNAU” # @ in sta preslikavi

Fof’ i F(UNU") —> £(UAU") ter f£%f 1: £(UAU") — £7(UAU?)
analitiéni. MnoZica £ = (ti,fi,Ei) kart na M Jje atlas na M,

Ce je {Ui} pokritje za M in so karte v & paroma kompatibil-

ne. Atlasa A in ® na M sta ekvivalentna, ¢e je R uUDB

spet atlas na M . Ekvivalenéne razrede atlasov na M imenujemo

analiti¢ne strukture na M . Prostor M s fiksno analitiéno

strukturo imenujemo realna analiti&na Banachova mnogoterost.

V prihodnje bomo "realna" in "Banachova" veckrat kar spusc¢ali in

govorili o analitiéni mnogoterosti M . Vsak atlas iz dane

analitiéne strukture na M imenujemo atlas mnogoterosti M

Karte atlasa mnogoterosti M so karte mnogoterosti M . Pravino,

da je karta (U,f,X) mnogoterosti M karta mnogoterosti M v

to¢ki x , Ce je x€U .

Naj bo M analitiéna mnogoterost in N&M . Denimo, da za
vsak x &N obstaja karta (U,f,X) mnogoterosti M in razcep
X = X"®X”" prostora X na dva zaprta podprostora, tako da je
flJUAN : UNN — £(U)N X° homeomorfizem. Potem obstaja natané&no
ena analiti¢na struktura na N , tako da so (UNN,f|UAN,X")
karte mnogoterosti N . Pravimo, da je N s to strukturo

podmnogoterost mnogoterosti M .

"Tangentni funktor" T za analiti&ne mnogoterosti je definiran
kot obidajno. Naj bo M analitid&na mnogoterost, xeM in
(U,f,X) karta mnogoterosti M , tako da je xeU . Oglejmo si
dvojice (K,e) , kjer je K = (U,f,X) karta mnogoterosti M v
totki x in e eX . Definirajmo: (K,e) in (K",e”) sta

1

ekvivalentni, & odvod preslikave f“f -~ v todki x preslika

e v e” . Ekvivalendne razrede imenujemo tangentne vektorie

mnogoterosti M v x . Vsi tangentni vektorji v x sestavljajo

mnoZico TxM . Ce je K fiksna karta v x , preslikava

(K;e) > e dolofa bijekcijo iz TxM v X . MnoZico TXM
opremimo s strukturo Banachovega prostora, tako da je ta
bijekcija izomorfizem. Lahko je videti, da je ta struktura do
izomorfizma neodvisna od izbire karte K . TXM s to strukturo

imenujemo tangentni prostor mnogoterosti M v tolki «x




w
w

Ce je N podmnogoterost mnogoterosti M 1in .x.e}:, je TXN

na naraven na¢in zaprt podprostor z zaprtim komplementom v T
Naj bosta M,N analitiéni mnogoterosti. Precizirajmo: zvezna

preslikava h: M — N je analitiéna, Ce za vsako karto L =

= (V,g,Y) mnogoterosti N in vsako karto K = (U,f,X) mnogo-

terosti M , tako da je h(U) €V , velja, da je

g»hmf"1 : f(U) — g(V) analiti¢na. Definirajmo Se preslikavo

2 -1 _
Th: TM—>T N s (T h)(Ke) = [L,D(gehef )f(x)e] ;

kjer D pomeni odvod. Velja, da je Txh zvezna in linearna.

Ce sta M,N analiti¢ni mnogoterosti, obstaja natancno ena
analiti¢na struktura na M= N , tako da so njene karte produkti

’

kart za M in N .

Naj bo zdaj G topoloSka grupa in realna analitiéna Banachova

mnogoterost. Ce je preslikava (x,y)l——+»xy-1 iz GxG v G

analitiéna, pravimo, da je G realna Banach-Liejeva grupa

( kratko realna Liejeva grupa ali celo Liejeva grupa).

Primer. Naj bo X Banachov prostor in GL(X) grupa vseh
obtrnljivih operatorjev iz 2X) (z normno topologijo). GL(X)
je odprta podmnozica v ¥(X) in tako analiti&na mnogoterost.
Lahko je videti, da sta produkt in prehod k inverznemu elementu

analiti¢ni preslikavi. Tako je GL(X) Liejeva grupa.

Naj bo G Liejeva grupa in H podgrupa v G . Pravimo, da

mn

je EH Liejeva podgrupa v G , ¢e je H podmnogoterost v G .

3.1. Izrek. ([6,str.101]). Naj bo G Liejeva grupa in &
podgrupa v G . Ce obstaja taka odprta okolica U enote v G ,

da je HNU podmnogoterost v G , je H Liejeva podgrupa v G .

Naj bo G Liejeva grupa in ee¢ G nevtralni element. Naj bo
{U,f,X) karta za G v e . Prostor Te(G) lanko, kot vemo,



4o

opremimo s strukturo Banachovega prostora, tako da je izomorfen
prostoru X . 3e vel, v Te(G) lahko vpeljemo komutator [, ] ,
tako da postane Te(G) Liejeva algebra in da je preslikava

(x,y) — xy_l zvezna. Prostor Te(G) s to strukturo imenujemo

Liejeva algebra grupe G in ozna¢imo kratko L(G) . Obstaja

natanko ena analitiéna preslikava ¥ : L(G) — G , tako da je
$(0) =e, T = idL(G) in 9 ((s+s7)b) = w(sb)y(s“b) za
poljubne skalarje s,s” ter be€L(G) . Preslikavo ¥ imenujemo

eksponentna preslikava za G . Ce je f poljuben morfizem (to

je, analiticen homomorfizem) iz Liejeve grupe skalarjev v G in
(Tgf)l = b, je f(s) = 9(sb) za vsak skalar s . Povejmo 3e,
da eksponentna preslikava preslika L(G) na neko okolico

elementa e v G in da je za poljubna x,y € L(G)

Px+y) = lim (9(n Tx)g(n” y))" (1)
+ 0
2
i ~ - = s = n
$(0x,7D) = Lin (709 g ho Tt Ty ) (2)

Ce je G = GL(X) , kjer je X Banachov prostor, je lahko
videti, da je L(G) = (X) , komutator obi¢ajni komutator

( [A,B] = AB - BA ) in eksponentna preslikava kar obidajna.

Oglejmo si Campbell-Hausdorffovo formulo v Dynkinovi verziji
([6, str.60-63]):

3.2. Izrek. Naj bosta U,V taka operatorja na Banachovem
prostoru X , da je WUR + HVYH <€ (1/2)1n2 . Potem obstaja
log(exp(U)exp(V)) = h(U,V) 1in ga lahko zapisSemo kot konvergentno
vrsto, v kateri nastopajo kot &leni U,V ter operatorji oblike
[wl[wz[...[wn_l,wn]]...] , kjer je W, bodisi U bodisi V ,

pomnoZeni z racionalnimi 3tevili. Velja 3e

fh(Uu, Ml £ =(1/2)1n(2 - exp(2CUUN+IVI)))

o

Naj bo 3e L Liejeva algebra in normiran prostor obenem. OLstaja
naj tak M>0 , da je §[x,y]Jl € Mixjy} za x,y €L . Vstavimo v
vrsto za funkcijo h( , ) kot argumenta elerenta x,yé€L . Poter
nam to dolola analitic¢no funkcijo

T

h: {(x,y)e Lx Lilixfi+iyh € I'T—lln2} — L
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Realne Liejeve grupe irmajo nekatere prav lepe lastnosti. Takc
velja ([6, str. 225-227]):

3.3. Izrek. Naj bosta G,H realni Liejevi grupi in f: © = L

zvezen homomorfizem. Potem je f analiticden.

3.4. Izrek. Naj bo G topolodka grupa in U odprta simetriina
okolica enote e v G . Denimo, da je U opremljena z realno
analiti¢no strukturo in da obstaja odprta okolica V enote v G,
da je V2 < U in da je

a) x —» x_l analiti¢éna preslikava iz U v U

b) (x,y) +—>» xy analitiéna preslikava iz VxV v U

(0d tod sledi, da je U realna lokalna Liejeva grupa ali realna
Liejeva grupuskula v Bourbakijevi terminologiji.) Potem je G

realna Liejeva grupa.

Naj bo zdaj X Banachov prostor in & podgrupa v GL(X) ,
oprerljena z normno topologijo. VpraSamo se lahko, kdaj je #
realna Liejeva grupa ali celo Liejeva podgrupa v GL(X) . Pa na&j
bo L(#¥) Liejeva algebra za H# in ¢: L(R) — H
eksponentna preslikava. Vzemimo poljuben a & L(¥#) . Preslikava

fy iz B v ¥ , dana s s> P(sa) , nam dolo¢a zvezno
enoparametriéno grupo v #¥ <& L(X) . Obstaja natanko en operator
F(a) € ¥X) , da je exp(sF(a)) = p(sa) za vsak s€R . Iz (1)
in (2) (formuli pred izrekom 3.2) takoj sledi, da je

F: L(¥) —» LX) (realno) linearna preslikava, ki ohranja
konutator. Ce je F(a) = 0 , je exp(sF(a)) = I =za vsak s 1in
od tod Ya(s) = I za vsak seR . Ker je Ya kompozitum presli-
kave s+~ sa 1in preslikave ¢ , je (T01521 = a . 0d ted

je seveda a = 0 , se pravi, da je F 1injektivna preslikava.
Jasno je, da je F homeomorfizem na F(L(¥®)) . Ce v tem smislu
izena¢imo L(¥) in F(L(3R)) , lahko reéemo, da je L(R)
podprostor v 4(X) 1in da je eksponentna preslikava kar obicajna.
Se ve&, L(®R) = {T € £(X); exp(sT)e ¥} za vsak seR . Res,

Ce je exp(sT)e za vsak seR , je s r+—>exp(sT) zvezen
homomorfizem Liejeve grupe R v realno Liejevo grupo #

Oznadimo ga s 4 . Po izreku 3.3 Je % analitiden in tore]
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morfizem Liejevih grup. Oznaclimo (Tay)l = aeL(#) . Potem je,

kot smo rekli, Y =Y in od tod F(a) =T .

Povzenimo: Ce je H < GL(X) in # realna Liejeva grupa v
normni topologiji, je L(®) = {T e LX) ;exp(sT)eH} za vsak
s€ R in eksponentna preslikava iz L(¥#) v I kar obicajna.

Zdaj bomo stvari nekoliko obrnili.

3.5. Lema. Naj bo X Banachov prostor in R zaprta podgrupa
v GL(X) . Oznadimo 'a‘CI = {T € £(X);exp(sT)€RT za vsak se?
Potem je #; zaprt realen linearen podprostor v  ¥(X) in
celo realna Liejeva algebra za obic¢ajni komutator: [T,S] =

= TS - ST .

Dokaz. Iz formul (1) in (2) pred izrekom 3.2 takoj sledi, da
je ?CI realna Liejeva algebra z obi¢ajnim komutatorjem. Pa

denimo, da imamo zaporedje {'l‘n"g CH, in da O g A )

Pri fiksnem s exp(sTn)m_,—”» exp(sT) . Ker je ¥ zaprta, je

tudi exp(sT) ¢ ¥ .

3.6. Trditev. Naj bosta ¥, RI kot v 3.5 . Denimo, da je
exp(J-eI) okolica enote v ¥ . Potem je # realna Liejeva

grupa z Liejevo algebro ‘#C,I .

Dokaz. Naj bo W' odprta okolica identitete I v ¥ , vsebova-
na v exp(}el) in v odprti enotni krogli okrog I , ter U =

= wWauw-? . Tudi W je odprta okolica identitete v ¥
Vsak A € W 1lahko zapiSemo na en in en sam nadin kot exp(logh),
kjer je logaritem definiran z ustrezno potenno vrsto. Seveda

je log A€ #; in log(W) odprta podmnozica v #; . Okolico
W imamo lahko za analitiéno mnogoterost z eno samo karto
(Wslog, RI) . Takoj vidimo, da je preslikava x —s% = g2
v W analitic¢na. Res: analitidna je preslikava iz log(W) v

log(W) , dana z y +—> log(exy(y)_l) = -y . Naj bo zdaj U
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odprta okolica identitete v 78', vsebovana v odprti krogli s
polmerom r okrog identitete in taka, da Je vic W . Videli
bomo, da je preslikava iz Ux U v W , dana z (x,y) +—> xy -
analiti¢na. Karta za UxVU je kar (UxV ,log » log, Wy o= H)
Tako je treba pokazati samo 3e, da je (u,v) > log(exp(ulexp(v))
analitilna preslikava iz log(VU) xlog(U) v 1log(AL) . Prav to
pa trdi Campbell-Fausdorffov izrek (3.2), ¢e je le polmer r
krogle, v kateri je vsebovana 'V , dovolj majhen. Po 3.4 je ¥

res realna Liejeva grupa.

i

S tem oroZzjem se bomo lotili najprej Eanachovih prostorov z
razéirjeno hiperortogonalno bazo. NapiSimo 3e tale izrek ([19,

str. 309]):

3.7. Izrek. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in T € €(k)

normalen operator. Obstaja homomorfizem f »» f(T) algetre vseh

omejenih Borelovih funkcij na ©(T) v L(H) , tako da
identiteta V—> T
B(T) = £(T)*

HECTHN € sup{If(t)stea(TH}

3.8. Izrek. Naj bo X kompleksen Banachov prostor z razSirjeno
hiperortogonalno bazo in %- grupa vseh linearnih surjektivnih
izometrij prostora X , opremljena z normno topologijo. Potem

je '% realna Liejeva grupa v GL(X) . Povezana komponenta %o'
identitete v grupi %, pa je unitarna grupa W*-algebre & =
=HK) + 1HX) . (Tu je H(X) prostor vseh hermitskih operator-

jev na X ).

Dokaz. Fo izreku 2.5 je & = H(X) + i (X) W¥-algebra in
obstaja druzina {G_j;z € Z} paroma pravokotnih neniZelnih
centralnin projektorjev v A , da je G_X = Xz Eilbertov

podprostor v X 2za vsak 2z 1in da je A H—*[G”AG,IK, 32 € f}
o R
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“-izomorfizem algebre A& na direktno vsoto algebr ‘f(l{w) .
Z W oznadimo grupo unitarnin operatorjev algebre &
Ce Je Ve % » V ohranja ali le zamenja podprostore X_

(2.5). Denimo, da V ohranja vse X, . Po 2.5 je V\XZ =V

[}

unitaren operator za vsak 2z . (Tako je W ravno mnoZica vseh
izometrij v % » ki ohranjajo vse podprostore X, .) Spekter
operatorja ¥ leZi na enotni kroZnici. Obstaja funkcija

Q. U(Vz)‘—e R , zvezna povsod, razen morda pri t = 1 , da jJe
exp(i€(T)) =t in 0 £ €(t) € 2w za vsak teeo(V ) . Vzemimo
homomorfizem iz 3.7 in oznacimo A, = E(VZ) 6‘f(xz)u. Ker je @
realna funkcija,.je Aq hermitski operator. Velja Se exp(ﬂﬂv) =
=X, in hAZH £ 2% . Obstaja natanko en hermitski operator
Aer , da je Alxz = A, . Potem je seveda exp(iA) =V in V
leZzi na enoparametriéni grupi {exp(itA);tG&R } v %

Dokazali smo torej, da je W povezana in tako W c 4, -

Pa denimo, da je VeW in W e § -W . Potem W prevece
neki podprostor Xz v podprostor Xz,, kjer je 2z # z . Naj
bo xe€X, . Iz ratuna l]Gz(V-E-.-")xll = lIGsz - GG, -Wx N=1IG 'v’xli
=lvxll = Ix) sledi, da je NG, (V=iDll »1 1in od tod uu— l\ p~
Torej sta tako W kot ?a-u, odprti podmnoZici v § . 0d tod
je res W = \"ao ;

[

I i J 1 = . H & 4 \ : -
Naj bo zdaj K {A € f(X),GZ..Gzl Xze 3'{(\(2) za vsak zg }
O¢itno je ¥ realen linearen podprostor v L(X) . Pokazimo, da

je 'K zaprt! Res, &e je {An} zaporedje elementov v K in

A —a-A&‘f(X),GAG =2 5, AG, in seveda

m Nz Mmoo

G, A G lX =2 G,AG | X, . Ker je }'E(Xz) zaprt, je tudi
G,AG_|X, € R(XZ) . Oznadimo 3e ¥ = i#(X) . Tudi ¥ je zaprt
realen linearen podprostor v (X)) . 0%itno je L(X) = £& K

Oznac¢imo zdaj & = {AéGL(X);I]A—III(l} . Vermo, da je
(6,10g, £(X)) karta za GL(X) v I . Vemo Se, da exp(¥) =
= W 2 5’“%. Tako je o&itno logle’(\% : e'neé —;log(f")f}%,
homeomorfizen in je 6’{\%, podnnogoterost v GL(X) . Fo 3.1

je “E’a. Liejeva podgrupa v GL(X)
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Denimo zdaj, da prostor X zado3Ca samo pogojem izreka 2.2

Spet je J& = H(X) + i H(X) algebra in obstaja druzina {C_j;ze 0}
paroma praveokotnih centralnih projektorjev v A , da je wabdﬁ
faktor tipa I za vsak z 1in da je # direktna vsota idealov
szbGz . Spet naj bo W unitarna grupa algebre A , § grupa
izometrij prostora X in %o njena povezana komponenta identi-
tete. S # oznacimo podgrupo v % » sestavljeno iz vsen
izometrij, ki ohranjajo vse X, « Ce je Veg , V ohranja ali
le zamenja podprostore Xz = GZX . Prav kot v dokazu prejSnjega
izreka vidimo, da je 3¢ odprta in zaprta v § . Tako # 2 o
O¢itno je £ tudi edinka v %— in %/# diskretna grupa. Iz
prej3njega dokaza vidimo tudi, da je W povezana in tako

uw < ‘Ean. Dokazimo, da je W zaprta edinka v # . Res: naj bo
Ve in D€ U . Potem je VIXZ = U W, , kjer je U, wunitaren
element v GZJ%Gzlxz in_lif.‘z komutira z vsemi_?lementi v
G,AG | X, . Tako je VDV T|X, = (V|X)(D|X,)(V [X,) =

: szzcalxz)wziuz1 = UZ<D|XZ)UZ1 e 6,AG |X, . Obstaja UeR ,
da je GzUGzlxz = U, za vsak z. Seveda je U unitaren. Tako je

VDV-l = U];)LJ-:\L e . Torej je u<c%.<‘j£<t!a_ » pri Cemer je

W zaprta edinka v ¥ in ‘¥ odprta edinka v QT .

Zdaj prehajamo k cdrugi todki naSega programa. Pri privzetju
nekaterih lokalnih lastnosti grupe izometrij Eanachovega prostora

bomo sku3ali dokazati, da je ta grupa Liejeva. Zapisimo kar

3.9. Izrek. Naj bo X Banachov prostor (realen ali kompleksen)
in W zaprta omejena podgrupa v GL(X) . Denimo, da obstajata
dovolj majnni okoliei W , U identitete v &k , tako da lanko
vsak element iz | poveZemo z identiteto z odvedljivo potjo

po W . Potem je ¥ v normni topologiji realna Banach-Liejeva

grupa.
Za dokaz bomc potrebovali pormoZne rezultate:

3.10. Lema. Haj bo X normiran prostor in A,E € P(X) . Potem.

je za vsako naravrno 3tevilo n

I CI+n™ 2Ca+EN™ = (T+n™ 1M < expCUAD) Cexp U EN-1)



Dokaz. Radunajmo:

(T+n L(a+B))™ = T + (?)n'1(A+E) b+ (:)(n—l(&+B))“ -

I + (?)n—lA + (E)Cn—lA)z ..t {2)(n_1ﬂ)n ¥

Thy =3 2

+ (1)n B + (g)n- (AB+EA+82) +1 i, S

(Tn TR & B

Pri tem pa Je

R € HaThen + n e Emaien?) + L. =

(1+n” TOLALFRER)™ = (140~ Tjan™ =

(140" LA P CCL+ BN (g ad) HT = 1) . exp(JAD) (exp | EN-1)

a2

.11. Lema. MNaj bo X Banachov prostor in ‘K zaprta podgrupa
v GL(X) . Denimo, da je U(t) odvedljiva pot v W in A(t) =
U_l(t)U'(t) . Poten je {exp(sA(t));se E} C'k , se pravi, da
je A(t) € 1{1 (oznaka iz 3.5).

1]

Dokaz. Zapisimo U(t+s) = U(t) + sU”(t) + o(s)

= UCt)(I+sA(t)) + o(s) . Tako Je U(t}-1U(t+s) = I + sA(t) + B(s),

pri Cemer je lim S—lﬂB(s)u = 0 . Fiksirajmo zdaj Se s in
S0
zapisimo
UCe) Mutes(s/n)) = T + (s/n)ACE) + B(s/n)  (n e¥)

Vzemimo poljuben pozitiven € in naj bo n tako velik, da je
MB(s/n)l € €(s/n) . Oznadimo sA(t) = A in nE(s/n) = B .

E -
A) S eXP A,

Vsekakor je (I+n 2(A+B))" € K . Ker (I+n
je po 3.10

HCI+n~ 2asBN™ - exp AN ¢ exp(NAN) Cexp(NEN)-1)

Po predpostavki je [lEN=|nB(s/n)ll £ €s . Za dovolj majhen &
je izraz exp(€s) - 1 poljubno majhen. V vsaki okolici

operatorja exp(sA(t)) je torej element mnoZfice W . Ker jJe

K, zaprta, je lema dokazana.
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3.12. Lema. Naj bosta W, JP. kot v 3.5 . Denimo, da imaro
mnozico operatorjev AO,...,ﬁne L. , tako da je Hﬁﬂld\(1/32)1n2
in

L
I Trexp(n.j)— Il < (1/4)1n2  (i=0,..,n) (1)
i1

m
Potem obstaja B € 1%., da je T_[exp Aj = exp B in |EN<1
1= 0

Dokaz. Po Campbell-Kausdorffovi formuli (3.2) lahkc zapiiemo
exp(AO)exp(Al) = exp E1 , Kjer je B1€ JQI . Ocenimo:
NEN € -(1/2)1n(2 - exp(ZANAGN+HAN D)) &

€ -(1/2)1n(2 - exp((1/8)1n2)) = -(1/2)1n¢2 - 2%/8) ¢

(Y

Po oceni (1) je | exp(Bl)-— I €(1/4)1n2 . Ker je
By = loglexp By) = log(l + (exp(B)-1)) =
= exp(B,)-T - (1/2) (exp(B -1 + ..., je

B U & Nexp(By)-IN + (1/2)uexp(B1)—Iﬂ2 f o, £

L1}

o
b
w

€ (1/4)1n2 + (1/2)((1/%)1n2)% + ... = =1n(1-(1/4)1n2)
Ker je (3/8)1n2 % 0.26 , je lBll £ (3/8)1n2 . 0d tod je
B4l #hA,Il < (3/8)1n2 + (1/32)1n2 < (1/2)1n2

Spet lahko uporabimo Campbell-tausdorffovo formulo 1in
zapisSemo exp(Bl)exp(Az) = exp B, kjer je B, € ‘JCI in
REZ“ < (3/8)1n2 itd. Kon&no je fifexp Aj = exp B , kjer je

3=0
Be¥, in NBU < (3/8)1n2 < 1

Dokaz izreka 3.9 . Naj bo M = sup{ITU;T €K} . Ker je I eK ,
je M 21 . Definirajmo novo normo W W na X takole:

Nxm = Sup{\\Txu;T &"R.} (x e X)
O¢itno je Wxm & Mixh - Ker je nxﬂzuT-lTxH & MYTxh  za vsak

TeEK , je pxu & MMxW in je tako nova norma ekvivalentna
prvotni. Tudi norma, ki jo W W inducira v f(X) , Jje ekvi-

valentna obidajni: za x # 0 in A € ¥(X) jJe

¢ WAXI / Wxht € CIAx )/ QT i = 27 A Axi /x|

~

h'zqun/uxu
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Vsi elementi v K so v novi normi izometrije. Torej lahko
mirno privzamemo, da je ‘K zaprta podgrupa v grupi surjektivnih

linearnih izometrij prostora X .

Naj bosta W, UV okolici z danimi lastnostmi. Frivzemimo, da
je ‘U vsebovana v odprti krogli s polmerom (1/8)1n2 . laj bo
A €V . Obstaja odvedljiva pot U(t) po ¥ , da je U(0) =T ,
U(1) = A in HUCt)-IN <€ (1/8)1n2 za vsak t € [0,1] .

Vzemimo poljuben € » 0 (€<1 ) . Za vsak te [0,1]
obstaja tako pozitivno Ztevilo &(t) , da je
NUCt+h) - UCt) - hUT(E) < &h
HCUCt+h) = UCENUT TV (N < &
28(OU (N2 < &
28(OXNUT (DN & &

¢ |hl ¢ 8§t )

Intervaldki (t-3(t),t+§(t)) pokrivajo [0,1] . 0d tod lanko

dobimo koné¢no podpokritje tega intervala. Oznadimo s Thoeeenty

sredi3Ca intervallkov iz tega podpokritja. Mirno lahko privzameno,

da je 0 = ty<t,<...<t &1 . Izterimo za vsak k med 1 in

n Se tako tofko s, , da je s;-t,_, < d(t, _4) din t -5, < §(t).

Privzemimo 3e, da je s, = 0 in s 1 . Naj bo A(t) =

0
1y7(t) . Naj bo Ze 4

n+l

= UCt)”

s -5 - Ocenimo zdaj:

K k+1

uU(sk+1) - U(sk)exp(dkA(tk))n

1

= | U(s ) - Us,) - de(sk)U(tk)

3

- U (tk) -

2A - .o 2_
e (1/2!)dkb(sk){U(tk) U (tk)) ool £

1

£ HU(sk+1) * U(sk) - 4 Ut ) - (dk(U(sk)-U(tk))U(tk) U (tk))" +

§ <1/z:)ak(dknu’(tk)u2> + (1/31)a, (d U CE IR (AU CE ) +.n <

N

<)\U(s ) - U(tk) - (s -tk)U (tk)li+

k+1
YUTCE N + dee + (1/21)djg + ... <

k+1
- uU(tk) - U(sk) - (tk-sk
< E(Sk+1_tk) + a(tk-sk) + adktl + (1/2') + (1/3!) + +.0 )&

< uedk

0d tod hitrec sledi, da je za k = 0,1,...4N
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Y
N UCs, ) = T Texpld Al DN < ue (1)
=0 &
Fes: “U(Sk*l) = Lzoi -_‘xp(drﬁ,(tp))ll:

= HU(Sk+1) = U(Sk)exp(dkA(tk)) + U(Sk)exp(dkﬂ(tk)) =

- Uls, _,dexp(d, _ Alt, ;))exp(d At )) + ...l &

< beld, +d, 4+ ... *+dg) = Ues, £ be

1
Privzemimo zdaj, da jJe ¢ tako majhen, da je 4€ < (1/8)1n2
in oznacimo dPA(tr) = Ar . Potem je

LA N < 2S(tr)||U (tr)ll < € < (1/32)1n? za vsak r

& )
Ker je uT"Texp(Ar) = LN & ﬂj:lexp(Ar) = UCsp 0l +

ry=0

+ Hb(sk+1) - I) € (1/8)1n2 + (1/8)1n2 = (1/4)1n2 po (1) in
so po 3.11 vsi A, v KI » lahko uporabimo lemo 3.12 in
m-4
zaplsemo TTexp A =exp B , kjer je B e‘kI in §BN<1
Y=

Naj be C = log A . Po (1) je Nexp(C) - exp(b)|\ & 4E€ .
Ker je logaritem v krogu s polmerom 1 okrog identitete zvezna
funkcija in je bil & poljuben, ugotovimo, da v vsaki okolici
operatorja C obstajajo elementi podprostora 'kI . Po 3.5 je

‘kI zaprt. Tako je C € ¥ in trditev 3.6 dokona dokaz.

Prece] eleganten je tale izrek:

3.13. Izrek. Naj bo X Banachov prostor, %. grupa vseh
linearnih surjektivnih izometrij na X ter W% maksimalna
komutativna podgrupa v %. . Denimo, da obstaja okolica TV
identitete v ¥ (v topologiji, inducirani z norro), tako da za
vsak U €% in vsak £ >0 obstaja mnoZica {Ug,...,Un}
elementov v K , da je Ug = I in U = U ter

g; Hbi+1-biu2 < € . Fotem je R realrna Eanach-Liejeva grupe
v topologiji, ki jo inducira norma na M(X) .
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Za dokaz bomo potrebovali tri leme. V vseh naj bo A

EBEanacnova algebra z enotoc 1

3.14, Lema. Naj bo a€A tak3en, da je |Jla-1l ¢ 1/2 . Potem
48 lMlog all £ 2ha-11l in

| log(a)- Ca-1)I & Ja-112 .

Dokaz. log a = a-1 - (1/2)(a-1)2 # oy
llog al & Na-1) + na*lﬂz + «0. = la-1)(1 - ha-ln-l) & 2Nha-1h

Podobno se dokaZe druga ocena.

3.15. Lema. llaj bo heA tak, da je \nhl < 1/2 in
Nexp hif = lexp(=h)} = 1 . Potem je N1+h) &1 + nhn2

Dokaz. N1+hll = |lexp(h)exp(-h)(1+h)}| ¢ \|exp hlilllexp(-h)(1+n)) =
=)\ exp(-n)(1+h)) & (exp(=h)hW1+hl = N1+h| . Tako je

N1+al = Hexp(-h)(1+)0 = N(1 - h + (1/2)h2 = ... d(1+W)) =
=1 + (1/2)h2 + ((1/2!1)=-(1/3!))h3 + ... 1 &

< 1+ (/omnn? + /zognnd + .o € 1+ (/)R- gnn”
<1+ 2 .

1)<

~

Pravimo, da je element a €A poSevno simetrilen, Ce jJe

lexp(sa)ll = 1 za vsako realno Stevilo s

3.16. Lema. Naj bo ae€A tak, da za vsak € >0 obstaja
naravno 3tevilo n 2z lastnostjo i1 ¥ nﬂlal\< 1+ n—lg

Potem je a poSevno simetricen.

Dokaz. Funkcija f(t) = lj1+tall - 1 je konveksna funkcija

1

realne spremenljivke t . Ker je f(n_1)< én - in f(0) =0 ,
jJe f(t)g €t za te [D,nhi] . Podobno je f(t) € ¢gltl za

t e[-n-l,O] . Torej je J1+tal &1 +¢jtl za vsak t &[fn-l,n-lj.
Naj bo zda] s poljubno realno 3tevilo in m tako naravno
Stevilo, da je md1[51 < n_1 . Potem je |(1 + (s/m)a)™ || €

< W o+ (s/mal™ ¢ (1 +e(is/m)" € explels{) po prejsnji

oceni. Ker je 1lim (1 + (s/m)a)™ = exp(sa) , je tudi
L X
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fexp(sa)ll € exp(éisy) . No, € Jje bil poljuben 1in jJe tako

e

lexp(sa)l €1 . Ker je tudi |exp(-sa)lg1 , je jasno, da

s

Nexp(sa)ll 1 . Tako je a res poSevno simetricen.

Dokaz izreka 3.13 . Ker Jje K maksimalna komutativna podgrupa

v @ in je topologija na € Hausdorffova, je K zaprta v %

in tako v GL(X) . Privzamemo lahko, da je okolica A vsebovana
v odprti enotni krogli s sredi3Cem v I . Naj bo U eV

PokaZzimo, da je A log U poSevno simetriden operator. Fiksi-

rajmo €>»0 ( € ¢« 1 ) . Po predpostavki lahko najdemo elemente

UgseneslU v ‘X , da je Ug =T, U =1U ter
m-4 2 . =4
-U 1 o P O
_5 NU;,q~Usl? < (174)e . Po 3.14 je |log(Ul U, Il
< 2uuglui+1-1u = 2|U;,,-U;|l . Ker je X konutativna, je
] . ) 5 _ <
log(U; bi+1) = log(bi+1J = log(Ui) in tako A = log U =

M~
:_Z%(log(ui+1)-log(Ui)). Z uporabo lerme 3.15 vidimo, da je
i=

NI #n 'a0=n"Ynl £ AN = 0T X 2ogUi Uy, D0 €

. -1, 2 -1 2
€ n T+ glogUTMU D) € 0TS (1 uhUg U D) <

14l
<nfn+e)=14+nte .

Po 3.16 je A res poSevno simetriCen operator. Seveda A
komutira z vsemi elementi v ¥ . Tako tudi za vsako realno
Stevilo t izometrija exp(tA) komutira z vsemi elementi v X.
Ker je K maksimalna komutativna podgrupa v € , Je

exp(tA) € X . Po 3.6 takoj zakljudimo, da je ‘K Liejeva grupa.

V nekomutativnem primeru vsa stvar na Zalost ni videti tako
preprosta. Pri nekoliko ostrej$ih pogojih pa vseeno prideno do

istih zakljuckov:
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iy

Definicija. Naj to X normiran prostor in f: [a,t] — X
funkcija. Ce je D = {a:dgz_dlg (dn=b} poljubna konéna
celitev intervala [a,b] , naj bo Vg(f) = Zg-nf{di)—f(di-llﬂ.
Ce obstaja sup VD(f) po vseh mogoé¢ih delitvah D , mu pravimo
krepki totalni razmah funkecije f na [a,bt] in ga oznalimo z
V(f;a,b) . Ce je p: [0,1] —> X pot 1in V(p;0,1) obstaja,

pravimo, da je pot p izmerljiva (rektifikabilna) in V(p;0,1)

njena dolZina.

3.17. Izrek. Naj bo X Banachov prostor in %_ grupa vseh
linearnih surjektivnih izometrij prostora X , opremljena z
normno topologijo. Denimo, da obstajata dovelj majhni okolici
W,V identitete v %, , tako da lahko vsak element iz T
poveZerno z identiteto z izmerljivo potjo po W . Potem je §

realna Eanach-Liejeva grupa.

Dokaz. Privzemimo, da je W vsebovana v odprti krogli s
polmerom (1/8)1n2 okrog identitete. Naj bo H element okolice
Vv in U(t) ( te[0,1] ) izmerljiva pot v &4 , tako da je
UCo) = I , UCl) = H in RUCE)-Iy < (1/8)In2 =za wsak t
Pokazali bomo, da je log H = loglu(1l)) poSevno simetriden

operator.
Pa naj bo 0Oga<bgl in D delitev intervala [a,b] :

asty<ty < ...t =b . V mnoZico vseh delitev intervala [a,b]

0
vpeljemo delno urejenost na obi¢ajni nadin: DgD” , &e je D~
nadaljevanje delitve D . Vsaki delitvi D danega intervala

priredimo operatorja

) -1 ) -~ -1 .
% ; - B 2 5 ;

ter Stevilo ch = %; “U(ti+i) b(ti)H . Trdimo, da obstaja
lim A, = A(a,b) in da je to po3evno simetricen operator.

Ker je pot U zvezna, lahko kot obi¢ajno dokaZemno, da jJe
V(Uj;a,t) =zvezna funkcija spremenljivke t . Za vsak €& > O

lahko najdemo delitev E = {_a=eD <ej e e =b , da je
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V(Use se; 4) < € zavsak 1 . Naj bo LgD . Potem je

1?771i+1
- 2 . e . P .
%} “b(ti+1)‘U(ti)“ 4 ZE.Eﬂb(ti+1)—u(ti}u < eV(Usa,b) . MOKaZall-

smo, da je lim cp =0 .

D
p =T 2 _
Po 3.19 je NA Bl < ZE\HMti) Ult;,4) - IN: =

_ _ 2 - . s 3
= %} HU(ti+1) U(ti)ﬂ ¢y . Ce torej obstaja lim B, , obstaja

D

in sta obe limiti enaki. Trdimo pa 3e ve&: v tem

=lon

tudi lim A
D D

primeru je A(a,b) = lim AD poSevno simetriden operator.
D

Res, naj bo & dovol] majhno pozitivno Stevilo. Pi3imo
A(a,b) = A . Izberimo delitev D intervala [a,b] , tako da je

NA-AJN < (1/2)e in cp < (1/8)E . Po 3.14 je

1, Tt -1, - = U -UlTt
UCt, 0 € 20UCE DT Ul 4) = T = 20Uty )-UCe ).

1

I log(Ult;)

. 2 .
U(ti+1))ﬂ < bep < (1/2)€ . Naj bo n

Stevilo delilnih to¢k v D . Radunajmo (z uporaboc leme 3.15):
1

Tako je Z:ﬂlog(U(tiJ-
D

Wr 2 n*lADn = n YnI # Apll = n” 1y Z(I ¥ log(U(ty) "UCt; NI

3

< n iz s logule T e, NP < 1+ (172006

i+l
po zgoraj pridelani neenacbi. 0d tod je

1

1T+ n7'A0 ST £ n7lA 0+ n"hhA-AN L1+ 2(1/200E = 1+ nTlE

Po 3.16 je A res po3evno simetriCen operator.

Lotimo se zdaj eksistence 1lim By . Denimo, da delitvi D

dodamo to¢ko s in dobimo novo delitev C . Naj bo t;485<t 5,4 -

Potem je
E-B. = UCt:) 2UCt,,,) - I - (UCt.) tuls)-I) - (U(s) tuct, ,)-1)=
D °C 1 1¥] 1 i+l
) -1 _ e o ;
= (LKti) U(s) )(b(ti+1) U(s)) (ti,ti+1e,3)
Denimo zdaj, da med delilni todki t; in t;,q natresero
namesto ene totke s vel todk: S4<€8,€L e L5 4 - Novo
delitev intervala [a,b] ozna¢imo z F . Naj bo 3e s, = £,

in s_ = t. . Racunajmo:
n 1+1 J
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By-Bp = (Ulsg) T=U(s )™ 1) (ULt 4)-Us )) +
1

i - -1 - :
+ (b(sl} -U(sz) )(L(ti+1)-b(52)) +

y" Ly uce.

141 ))

)-Uls _

=1
) -U(sn_ 1

+ (UGs__, 1
Ker je ﬂU(si)—l-U(s. =

i91) N =0UCs; 1)-UCs; )N (ne pozabirmo, ca

gre za izometrije), je

=

I B £ Z:HU(ti+1)-U(si+1)ﬂHU(si+1)-U(si)ﬂ (1)

p~Epll
Funkcija U Jje na [a,b] enakomerno zvezna. Za vsako

pozitivno 3tevilo & obstaja tak & »0 , da 1% - JEHE" | i€ 3

sledi HU(E)-U(t )N < &€ . Ce je |t ti| < $§ , je potem

i+l
- 1 =iflg s 3 E R N
NE =B Ul < EXNUCs,, )-U(s )l & £V(Uss ,s,,,) . Od tod vidiro,

da je v primeru, ko je delitev D tako fina, da jJe |t;+1—t:l<3

za vsak 1 in F poljubno nadaljevanje delitve D , HBD—EFhé

< €V(Uja,b) . Zato Iim By res obstaja.
D

Ozna¢imo zdaj M = V(U30,1) . Naj bo n naravno Stevilo.

Obstaja delitev D intervala [0,1] , sestavljena iz tock

. I
O:wo< Wy e <wn=1 , tako da jJe V(U;wi,wi+1) =n M. Po
lemi 3.14 je za dovolj velik n

y §d ot [ =1 5
nlog(U(wi) Ulw; 40 Ulw;) “(UCwy 4 )-UCw DN &

' , -2,
€ WU, )-Uw 2 € (V(Usw,,u, 4002 = 0722

Mislimo si zdaj, da je v prejsnji obravnavi a = W, in

o . ) : o -1, .
b = Wegq Ce je D = {wi,wi+1} » Je By = U(wi) (b(wi+1) b(wi)) %

UpoStevajmo, da je l%m B = A(wi,wi+1) s Pa iz (1) vidimo, da je
i = - 1 A -
“A(“i’wi+1) U(wi) (Uw; q) U(wi))ﬂ <

< sup{ﬂU(wi+1)-U(s)H;5e Lo ows Y VCUsw Wy ) &

s 2 =272
< (f(b;wi,wi+1)) =n M

Z uporabo prejsnje ocene lanko tako zapiSemo

. -1
Ai = A(wi,w ) = log(U(wi)

=22

i41 Ulw; 1400 # By

1Bl & 2n

(2)



Ocenimo zdaj izraz

i

Il

1 = 1 L A
s “exp(log(h(wi) U(wi+1))) - exp Aiﬂ s uexp(Ai—;i) - exp Al S

UG g0 = UG dexp 50 = RUG)  TUtu; ) = exp &

£ exp(HAiﬂ)(exp(ﬂBiﬂ)-l) po lemi 3.10 .

Ce je le n dovolj velik, je po 3.14

1 1, )
U(wi+1) - Il =
=1

) = 2n "M .

Nlog(Ulw ) "Ulw; . DI & 20UCw )™

= 2|U(w,

l+1)-U(wi)}l $'2V(U;wi,w

i+1
Iz (2) sledi od tod takoj, da je RBA.l < 3n 1M , ce je le
n dovolj velik. Tako je
-1 -2.2
NUCw. ;) - Ulw;dexp Ail £ exp(3n "M)(exp(2n “M7)-1)

Ce je n dovolj velik, je exp(3n-1ﬂ) < 2 in exp(?n—2H2)<

< un"’M% . 0d tod je za dovolj velik n

-2

HUGwg,,) = Ulwdexp Al € 8n M

1+1

Konéno je v tem primeru
L3
hutw, ,,) - J:Iexp Al =

= | Utw 2

' -2,,2 -1
k+1) - U(wk)exp Ak + U(wk)exp Ak = «ooll € 8kn "M° & 8n M

Ce je n dovol] velik, lahko tako uporabimo 3.13 in zapidemo
m-4
-IJ exp A; = exp Bn » kjer je Bn po3Sevno simetrilen operator
L=

z normo pod 1 . 0d tod je po zgornjem

1.2

M =
flexp(log(U(1))) —exp Bn“ = HU(1) - TTexp Aiﬂ £ 8n M

)
Ker je '%I = {T € L(X);exp(sT)e @ za vsak se€RYy (prostor

po3evno simetriénih operatorjev) po 3.5 zaprt, je tudi 1log(L(1))

po3evno simetric¢en. Uporabimo 5e 3.6, pa smo koncali.

Za konec napiSimo Se tale izrek, ki utegne biti zanimiv
zlasti za refleksivne Banachove prostore X (v katerih je
enotna krogla v Z(X) kompaktna v $ibki operatorski topolo-

giji)



3.18. Izrek. Naj bo X kompleksen Eanachov prostor in (Li}
posplo3eno zaporedje linearnih surjektivnih izometri]j prostora
X , ki konvergira po normi k identiteti. Naj bo A; =

= HUi—IH-l(Ui-I) , Ce je Ug £ I , in Ai = 0 sicer. Denimo,
da obstaja limita posplo3enega zaporedja Ai v Sibki
operatorski topologiji. Potem jJe ta limita po3evno simetricen

operator.

Dokaz. Naj bo V(T) algebrski numeridni zaklad operatorja T
v algebri £(X) . Po 1.2 je max{Re z;z e V(T)} =
= inf{t_l(ﬂl+tTM-U;t7 D} . 0d tod je max{ﬁe 252 eV(Ai)} <

e

e

— -1 4 ——T — ] - .. — _1 1 — -
< MU =T ZCNT + HU-THAL N = 1) = MU -IN “(Wugh-1) = 0,
je U; # I . Ce je Uj s I 5 Je Aj = 0 in od tod trivialno
max{Re z;zeV(Aj )} € 0 . Podobno je max{Re z;zeV(-Aiuzl)} £ s

1

se pravi, da V(A.U. ) 1leZi desno od imaginarne osi.
’ iv1i g

) -

Ce je f e X)* in Nfl =1, je |f(Ai)-f<Aiu£
= AL I-UTI)] € ﬂAiqu-Ullu = “I-Ullh = WU;-TH . 0d tod
vidimo, da je V(Ai) oddaljen od imaginarne osi na levo
kvedjenu za hUi-Ill. Torej je algebrski numeriéni zaklad
operatorja A; vsebovan v pasu -HUi-IH £Rez g0 .
Prostorski numerié¢ni zaklad operatorja A je po 1.6 vsebovan
v algebrskem. Naj bo ‘A = lim Ai v 3ibki operatorski topologiji.
Ker “Ui—I“-—+ 0 , je prostorski numeriéni zaklad operatorja A
na imaginarni osi. Algebrski numeriéni zaklad za A pa je

zaprta konveksna ogrinjafa prostorskega (1.6). Tako je res

posSevno simetricen operator.
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