
i
i

“1376-Pavletic-Verizni” — 2010/7/30 — 10:05 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
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Matematika I

VERIŽNI P RIBLIŽKI

V matematičnih učbenikih kar mrgoli na log, kot je tale:

Poenostavi: 2 + 1
1+_1_

5 + 1
3

Brez posebnega truda ugotovimo, da je rezultat na loge ~~.

Ko opazujemo nalogo in rezultat, nam pr ide na misel vp rašanje, kako
je pisec nalogo sestavil. Pogost a zvijača pr i sestavljanju matematičnih na­
log je, da začnemo pri koncu in rezul tat preoblikujemo t ako dolgo, dok ler
se nam izraz ne zdi dovolj zapleten. Takega zastavimo kot nalogo za
učence .

Začnimo torej z ulomkom x = ~~. Kot vidimo, ga lah ko razdelimo
na celi in ulomljeni del

54 16
x = 19 = 2 + 19 .

Ulom ljeni del zdaj sp remenimo v dvojni ulomek

_ 1
x - 2 + 19 .

16

Po d glavno ulomkovo črto smo dobili ulomek ~~, ki ga spet lah ko raz­
delimo na celi in ulomljeni del ~ ~ = 1 + 1

36
' Prvotni ulomek je torej

enak
_ 1

x- 2 + - -
3
- ·

1 + 16

Postopek lahko nadaljujemo. Zadnji dobljeni ulomljeni del 1
3
6 sp et sp re­

menimo v dvo jni ulomek in dobimo

x = 2 + 1
1

1 + 16
3

Če še 1
3
6 delimo na celi in ulomljeni del 5 + ~, lahko x izrazimo kot

x = 2 + 1
1+_1_

5+ 1
3

To pa je izraz, zapi san na začetku .

(1)
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Sestavljalcu naloge se je zdel ta izraz očitno že dovo lj zap leten, mi
pa se vprašaj mo , ali bi lahko s postopkom nadaljevali . Kot vidimo, smo
~porabljali izmenično dva koraka:

A. ulomek (večj i od 1) smo razdelili na celi in ulom ljeni del (ulomek med
O in 1) ,

B. dobljeni ulomljeni del smo spremenili v dvo jni ulomek oziroma po i­
skali smo njegovo recipročno vrednost . Ker je le-t a večj a od 1, smo
lahko spet uporab ili korak A .

Zadnji ulomljeni del, ki smo ga dob ili v našem primeru, je enak ~ in
njegova recipročna vrednost je 3, torej celo št evilo. Če poskusimo spe t
uporabiti korak A , dobimo neceli del enak O, kar pomeni , da postopka ne
moremo več nadaljevat i. Z uporabo enakosti 3 = 2 +t lahko izsilimo še
en korak , ki nas pripelje do pravilnega , a nič kaj lepega zapisa

x = 2 + 1
1 + 1

5 + _ 1_
2 + 1

1

(2)

Pravi mat ematik zdajle že premišljuje, kako bi se dalo nova spoznanja
posplošit i. Tudi nam po glav i roj ijo vprašan ja:

Ali lahko podob en postopek uporabimo tudi za druge ulomke?
Ali morda tudi za ost ala šte vila?
K ako bi lahko dobljeni rezult at uporabili v praks i?

Da potešimo radovednost, povejmo nekaj osnovnih ugotovitev , do
katerih so se prikopali veliki matematiki pred nami. Ugotovili so , da
lahko postopek izvajamo tudi na splošno. S ponavljanjem korakov A in
B lahko vsak ulomek u pr et vor imo v obliko

(3)
1

1
1u = bo+ - ----=--=:--- - ­

bl + - ----=-----=----­
b2 + b

3
+

+l
bn

Pravimo , da smo število u razvili v veri žni ulom ek . Zaradi načina
dela (korak B ) so vsi števci enaki 1 in vrednost ver ižnega ulomka določajo

števila bo, bl , . . . , bn , ki j im pravimo verižn i ko eficienti. Ker je zapis ve­
rižnega ulomka v običajni matemat ični obliki (3) precej nepregleden , ga
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na kratko zapišemo tako, da navedemo njegove verižne koeficien te: u =
= [bo , bl , " " bn ]. Torej bomo šte vilo, s kat erim smo začeli to zgodbo,
pisali kot r~ = [2, 1, 5, 3] (a li pa , če upošt evamo drugo, gršo možnost ,

r~ = [2,1 ,5 ,2,1 ]).

Velja izrek, ki ga navajamo br ez dokaza:

Izrek. Poljubno pozitivno racion alno šte vilo lahko razvijemo v ve­
rižni ulomek na natanko dva načina.

Oba načina smo že spoznali, to sta obliki (1) in (2). Običajno up o­
rabljamo "lepši" način - tisti, ki se ne konča z t.

Če je verižni ulomek preprost , ga lahko spremenimo nazaj v običaj ni

ulom ek že z nekaj preprostimi računskimi op eracijami - računati mo ramo
od spo daj navzgor. Težave nast opij o, če je verižni ulomek za pleten ejš i. Za
t a primer so matem atiki izdelali posebno shemo, ki nam omogoča hitrejše
računanje . Oglejmo si jo na našem zgledu: veri žni ulomek [2,1, 5, 3] bomo
po skusili pr eoblikovati v r~.

Najprej napišimo she mo

2 1 5 3

o 1

1 O

Števila 2, 1, 5, 3 v prvi vrstici so ver ižni koeficien t i našega šte vila , ničle

in enke na levi st rani pa so začetne vr ednosti , ki so potrebne za pravilno
delovanj e sheme (nj ihova razporeditev je enaka za vse ulomke) . Zdaj
mor am o napolniti desni del spodnjih dveh vrstic. Ravnali se bomo po
principu a+b· c. Če je v zgorn j i (prvi) vrst ici število c, v spo dnji (drugi ali
t retj i) pa st a v prejšnjih stolpcih št evili a in b, bom o v prazen prostorček

pod c vpisali vrednost a + b . c. E nak postop ek up orabljamo za drugo in
za t retjo vrstico, paziti je t reba le, da število c obakrat vzamemo iz prve
vrstice.

Tako bomo pod šte vilo 2 vpisali v drugo vrsti co 0+ 1 . 2 = 2, v t retjo
pa 1 + 0· 2 = 1

2 1 5 3

O 1 2

1 O 1
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Enako računamo do konca

2 1 5 3

o 1 2 3 17 54

1 O 1 1 6 19

V zadnje m stolpc u že vidimo števili 54 in 19, torej se rezultat skriva v
zadnjem stolpc u . Zapisan je že v ob liki ulomka , manjka le ulomkova črta .

Tud i ostale par e števil si lahko predst avlj amo kot ulomke - dodajmo še
ulomkove črte

2 1 5 3

O 1
1 O

2 3 17 54
- - - -

1 1 6 19

Poleg rezultata ~~ smo dobili še tri ulomke: Xo = f = 2, Xl = f = 3 in
X2 = lZ. Pomožnim ulomkom , ki jih dobimo z opis ano shemo, bomo rekli
verižni približki dan ega števila . Veri žne pribli žke dobimo pr avzaprav t ako ,
da zadnjih nekaj veri žnih koeficientov v razvoju [bo,bl , .. . , bn ] izpustimo.
V našem primeru je

2= [2], 3 =[2,1 ],
17
(3 = [2, 1, 5]'

54
19 = [2, 1,5,3] .

Ver ižni približki so za matematiko za nimivi, ker so zelo dobri pri­
bližki. Med ulomki, ki imajo imenovalec manjši ali enak 6, je ulomek lZ
najboljši približek za vr ednost ~~. To velja t ud i splošneje , z eno samo
majhno izjemo: prvi verižn i prib ližek je celi del danega števila in zato ni
nujno najbo ljši celoštevilski pri bližek. Tud i v našem primeru prvi približek
(xo = 2) ni najboljši celoštevilski približek ~ drugi približek (Xl = 3) je
bo ljš i.

Izrek. Vsak ver ižni približek danega števila , razen morda pr vega,
je bo ljši približek tega števila kot katerikoli drug ulomek z manj šim ali
enakim imenovalcem.

Vsak ulomek lahko zapišemo t udi v decimalni ob liki - tako t rdi t e­
or ija. V praksi pa se poj avijo t ežave . Decimaln i zapis im a skoraj vedno
neskončno mnogo decim alk in iz čisto praktičnih razlogov ga pon avadi
zao krož imo na nekaj mest.

Poglejmo si nas lednjo nalogo. Pri računanju z računalom se na za­
slončku izpiše šte vilo y = 2.358208955. To seveda ni pravi rezultat računa,

ki smo ga želeli izračunati , je le decimalni približek. Ali bi se dalo t a de­
cimalni pr ibli žek nekako nadomestiti z ulomkom?
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Pomagali si bomo s postopkom razvijanj a v verižni ulomek. Koraka
A in B namreč lah ko izvajam o t udi, če je število zapisa no v decimalni
obliki. Pa poglejmo:

1
y = 2.358208955 = 2 + 0.358208955 = 2 + 2.791666668

_ 1 _ 1
- 2 + 2 + 0.791666668 - 2 + 2 + 1

1.263157892

Vidimo , da moramo na računalu samo izmenično uporabljat i t ipki IFRAC I
(= ulomljeni del? in Il/xl(= recipročna vrednost). P ri tem ne pozab imo
zapisovat i dobljenih celih delov , to so namreč verižni koeficienti . Po nekaj
korak ih dobimo naslednji razvoj

y = [2, 2, 1, 3, 1, 4, 997446, 1, 1, 6, 3, . . J.

Iz koeficientov dobimo naslednje verižne približke

[2] = 2

[2, 2] = ~
7

[2, 2, 1] = "3
26

[2, 2, 1, 3] = il
33

[2, 2, 1, 3, 1] = 14

158
[2, 2, 1, 3, 1, 4] = 67

157596501
[2, 2,1 , 3,1 , 4, 997446] = 66828896

Žepn o računalo nam pokaže, da se že ulomek 165~ ujema s številom y na
vsa mesta, kar jih je na zaslončku . To velja t udi za zadnji ulomek , ki
pa ima nepr imerno večji št evec in imenovalec. Ulomek 16578 je torej precej
lepši približek za rezult at računa , ki smo ga želeli izračunati .

1 Na nekaterih računalih t e t ipke ni. Po magamo si tako, da celi del kar od št eje mo.
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Ker ostalih decimalk rezu lt at a ne poznamo , ne moremo vede t i, če se
ga sploh da pisati kot ulomek; zgornj i račun pa nam kaže, da lahko za
praktične potrebe privzamemo, da je rezultat skoraj enak 16

5l . Celo več :

ujemanje je tako lepo, da je možno, da je pravi rezult at enak 16578, naslednje
veriž ne koeficiente pa smo dobi li le zaradi napak pri zao krožanju. T isti , ki
se mu zdi, da je število 997446 preveliko za nap ako pri zao krožanju, naj se
spo mni, da smo ga do bili kot recipročno vrednost števila 0.00000100256 .
Poj av tako velikega verižnega koeficienta nas navadno opozarja , da smo
prišli do meje natančnost i , ki jo lahko dosežem o z računalom: naslednj i
koeficient i so praviloma napačni (zarad i napak pri zaokrožanju ).

Poskusimo podob no še s številom z = 1.414213562. Hitro dob imo
razvoj

z = [1,2, 2,2,2 ,2, 2, . ..J

in ust rezne verižne približke

1,
3
2 '

7 41 99
5 ' 29' 70 '

Števi lo z je desetmestni približek števila .;2. Števila .;2 ne moremo
zapisati z ulomkom - pravim o, da je iracionalno. Zato se verižni koefici­
enti nadaljujejo v neskončnost. Če bi bilo koeficientov končno mnogo, bi
bil zadnj i verižni približek neki ulom ek , enak številu .;2, kar ni mogoče .

Tudi na splošno velja:
Izrek. V verižni ulomek lahko razvijemo poljubno po zit ivno realno

število. Razvoj racionalnih št evil je končen , razvoj iracionalnih števil pa
neskončen .

Opom ba: Zgled .;2 = [1,2, 2,2,2 , . . .J pot reb uje še malo razlage .
Kd or je zadosti vztrajen, bo prišel po nekaj kor aki h računanj a z računalom

t udi do koeficientov, raz ličnih od 2. To je posled ica napak pri zaokrožanju ,
pri pravem razvoju se nadaljujejo v neskončnost same dvojke.

Bralca vabim , da poskusi nap isat i računalniški prog ram za (prib ližno)
pretvarjanje decimalnih šte vil v ulomke. Progr am naj izpiše vse verižne
približke, ki j ih je pri danem številu smiselno izpisati. To pomeni , da mora
u p oš t eva ti , na koliko m est natančni so podatki , in neh a ti z izpiso m , ko
pridejo na vrsto ver ižni koeficienti, pri kater ih se napake pri zao krožanju
preveč poznaj o.

Za konec si oglejmo še verižne približke za št evilo ?T. Če izhaj amo
iz pr ibližka ?T ~ 3.141592654 in računamo na deset mest (z računalom) ,

dob imo razvoj

?T = [3, 7, 15, 1, 292, 1,1 , 1, 2, 1, 1,4, . . .J .






