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VERIZNI PRIBLIZKI

V matemati¢nih uébenikih kar mrgoli nalog, kot je tale:

1

1+

1
5+3

Brez posebnega truda ugotovimo, da je rezultat naloge %‘

Poenostavi: 2 +

Ko opazujemo nalogo in rezultat, nam pride na misel vpraSanje, kako
je pisec nalogo sestavil. Pogosta zvijac¢a pri sestavljanju matematiénih na-
log je, da zaénemo pri koncu in rezultat preoblikujemo tako dolgo, dokler
se nam izraz ne zdi dovolj zapleten. Takega zastavimo kot nalogo za
ucence.

Zacénimo torej z ulomkom = = %. Kot vidimo, ga lahko razdelimo
na celi in ulomljeni del

il g 1B
s e
Ulomljeni del zdaj spremenimo v dvojni ulomek
-
r=2++ 19"
16
Pod glavno ulomkovo érto smo dobili ulomek %g, ki ga spet lahko raz-
delimo na celi in ulomljeni del % =1+ %. Prvotni ulomek je torej
enak
z=2+—1 3
1+ 16

Postopek lahko nadaljujemo. Zadnji dobljeni ulomljeni del % spet spre-
menimo v dvojni ulomek in dobimo

1
=
1+l§
3

Ce se % delimo na celi in ulomljeni del 5 + %, lahko z izrazimo kot

r=2+4

z=2+—1——. )
14—

5+

o=

To pa je izraz, zapisan na zacetku.
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Sestavljalcu naloge se je zdel ta izraz ocitno ze dovolj zapleten, mi
pa se vprasajmo, ali bi lahko s postopkom nadaljevali. Kot vidimo, smo
uporabljali izmeni¢no dva koraka:

A. ulomek (veéji od 1) smo razdelili na celi in ulomljeni del (ulomek med
0in 1),

B. dobljeni ulomljeni del smo spremenili v dvojni ulomek oziroma poi-
skali smo njegovo reciprocno vrednost. Ker je le-ta ve¢ja od 1, smo
lahko spet uporabili korak A.

Zadnji ulomljeni del, ki smo ga dobili v nasem primeru, je enak % in
njegova recipro¢na vrednost je 3, torej celo stevilo. Ce poskusimo spet
uporabiti korak A, dobimo neceli del enak 0, kar pomeni, da postopka ne
moremo veé nadaljevati. Z uporabo enakosti 3 = 2 + % lahko izsilimo Se
en korak, ki nas pripelje do pravilnega, a ni¢ kaj lepega zapisa

TYE X S S— (2)
Roper =
5+—1
2+T

Pravi matematik zdajle ze premisljuje, kako bi se dalo nova spoznanja
posplositi. Tudi nam po glavi rojijo vprasanja:

Ali lahko podoben postopek uporabimo tudi za druge ulomke?

Ali morda tudi za ostala Stevila?

Kako bi lahko dobljeni rezultat uporabili v praksi?

Da potesimo radovednost, povejmo nekaj osnovnih ugotovitev, do
katerih so se prikopali véliki matematiki pred nami. Ugotovili so, da
lahko postopek izvajamo tudi na splosno. S ponavljanjem korakov A in
B lahko vsak ulomek u pretvorimo v obliko

u=bo+ 11 . (3)
by + 1
by + b3+ =

1

+__

b
Pravimo, da smo stevilo u razvili v verizni ulomek. Zaradi nacina
dela (korak B) so vsi §tevci enaki 1 in vrednost veriznega ulomka dolo¢ajo
Stevila bg, by, ..., by, ki jim pravimo verizni koeficienti. Ker je zapis ve-
riznega ulomka v obi¢ajni matematiéni obliki (3) precej nepregleden, ga
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na kratko zapisemo tako, da navedemo njegove verizne koeficiente: u =
= [bo,b1,...,b,]. Torej bomo stevilo, s katerim smo zaceli to zgodbo,
pisali kot % = [2,1,5,3] (ali pa, ¢e upostevamo drugo, grio moznost,
5 —2,1,5,2,1])
19 ot b ] ] L]

Velja izrek, ki ga navajamo brez dokaza:

Izrek. Poljubno pozitivno racionalno stevilo lahko razvijemo v ve-
rizni ulomek na natanko dva nacina.

Oba nacina smo Ze spoznali, to sta obliki (1) in (2). Obi¢ajno upo-
rabljamo “lepsi” nacin — tisti, ki se ne konca z {

Ce je verizni ulomek preprost, ga lahko spremenimo nazaj v obi¢ajni
ulomek Ze z nekaj preprostimi racunskimi operacijami — ra¢unati moramo
od spodaj navzgor. Tezave nastopijo, ce je verizni ulomek zapletenejsi. Za
ta primer so matematiki izdelali posebno shemo, ki nam omogoca hitrejse
racunanje. Oglejmo si jo 1'51?. nasem zgledu: verizni ulomek [2, 1,5, 3] bomo

poskusili preoblikovati v 3.

Najprej napisimo shemo

2 15 3
01
10

Stevila 2, 1, 5, 3 v prvi vrstici so verizni koeficienti nasega stevila, nicle
in enke na levi strani pa so zaetne vrednosti, ki so potrebne za pravilno
delovanje sheme (njihova razporeditev je enaka za vse ulomke). Zdaj
moramo napolniti desni del spodnjih dveh vrstic. Ravnali se bomo po
principu a+b-e. Ce je v zgornji (prvi) vrstici stevilo ¢, v spodnji (drugi ali
tretji) pa sta v prejsnjih stolpcih stevili a in b, bomo v prazen prostorcek
pod ¢ vpisali vrednost a + b- c. Enak postopek uporabljamo za drugo in
za tretjo vrstico, paziti je treba le, da Stevilo ¢ obakrat vzamemo iz prve
vrstice.

Tako bomo pod §tevilo 2 vpisali v drugo vrstico 0+1-2 = 2, v tretjo
pal+0-2=1

2 15 3
01 |2
10 |1
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Enako ra¢unamo do konca

|2 15 3
01 |2 31754
1011619

V zadnjem stolpcu ze vidimo Stevili 54 in 19, torej se rezultat skriva v
zadnjem stolpcu. Zapisan je ze v obliki ulomka, manjka le ulomkova érta.
Tudi ostale pare stevil si lahko predstavljamo kot ulomke — dodajmo Se
ulomkove crte

2 15 3
01 (231754
1011619

Poleg rezultata 75 smo dobili Se tri ulomke: zp = 2 =2, 2y =% =3 in
ry = 1T, Pomoznim ulomkom, ki jih dobimo z opisano shemo, bomo rekli
verizni priblizki danega Stevila. Verizne priblizke dobimo pravzaprav tako,
da zadnjih nekaj veriznih koeficientov v razvoju [bg, by, ..., by,] izpustimo.
V naSem primeru je
17 54
2=[2, 3=[21, w=[215, 5=[153.

Verizni priblizki so za matematiko zanimivi, ker so zelo dobri pri-
blizki. Med ulomki, ki imajo imenovalec manjsi ali enak 6, je ulomek %
najboljsi priblizek za vrednost %. To velja tudi splosneje, z eno samo
majhno izjemo: prvi verizni priblizek je celi del danega stevila in zato ni
nujno najboljsi celostevilski priblizek. Tudi v nasem primeru prvi priblizek
(zo = 2) ni najboljsi celostevilski priblizek — drugi priblizek (z; = 3) je
boljsi.

Izrek. Vsak verizni priblizek danega Stevila, razen morda prvega,
je boljsi priblizek tega stevila kot katerikoli drug ulomek z manjsim ali
enakim imenovalcem.

Vsak ulomek lahko zapiSemo tudi v decimalni obliki — tako trdi te-
orija. V praksi pa se pojavijo tezave. Decimalni zapis ima skoraj vedno
neskonéno mnogo decimalk in iz €isto praktiénih razlogov ga ponavadi
zaokrozimo na nekaj mest.

Poglejmo si naslednjo nalogo. Pri raéunanju z raéunalom se na za-
sloncku izpise stevilo y = 2.358208955. To seveda ni pravi rezultat racuna,
ki smo ga zeleli izra¢unati, je le decimalni priblizek. Ali bi se dalo ta de-
cimalni priblizek nekako nadomestiti z ulomkom?
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Pomagali si bomo s postopkom razvijanja v verizni ulomek. Koraka
A in B namreé¢ lahko izvajamo tudi, ¢e je Stevilo zapisano v decimalni
obliki. Pa poglejmo:

_ - _ % ==
y=2.358208955 = 2 +0,368208966 = 2 + 5 maroarers

2 4 1 e
AL #
1.263157892

=2

+ 1 =
2+ 0.791666668

Vidimo, da moramo na ra¢unalu samo izmeni¢no uporabljati tipki | FRAC

(= ulomljeni del)! in (= reciprocna vrednost). Pri tem ne pozabimo
zapisovati dobljenih celih delov, to so namrec verizni koeficienti. Po nekaj
korakih dobimo naslednji razvo]

y=12,2,1,3,1,4,997446,1,1,6,3,.. ] .

Iz koeficientov dobimo naslednje verizne priblizke

[2] =2
5
[2,2] Zg
2,2,1] = gﬁ
2,2,1,3] =£
2,2,1,3,1] = 1—4
221,34 = %
2,2,1,3,1,4,997446] = %

Zepno ratunalo nam pokaze, da se ze ulomek % ujema s Stevilom y na

vsa mesta, kar jih je na zasloncéku. To velja tudi za zadnji ulomek, ki
pa ima neprimerno vecji §tevec in imenovalec. Ulomek Lﬁs?s je torej precej
lepsi priblizek za rezultat racuna, ki smo ga zeleli izracunati.

1 Na nekaterih racunalih te tipke ni. Pomagamo si tako, da celi del kar odstejemo.
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Ker ostalih decimalk rezultata ne poznamo, ne moremo vedeti, ce se
ga sploh da pisati kot ulomek; zgornji racun pa nam kaze, da lahko za

praktiéne potrebe privzamemo, da je rezultat skoraj enak 158 Celo veé:

ujemanje je také lépo, da je mozno, da je pravi rezultat enak ]6578, naslednje

verizne koeficiente pa smo dobili le zaradi napak pri zaokrozanju. Tisti, ki
se mu zdi, da je stevilo 997446 preveliko za napako pri zaokrozanju, naj se
spomni, da smo ga dobili kot reciproéno vrednost stevila 0.00000100256.
Pojav tako velikega veriznega koeficienta nas navadno opozarja, da smo
prisli do meje natanénosti, ki jo lahko dosezemo z racunalom: naslednji
koeficienti so praviloma napacni (zaradi napak pri zaokrozanju).

Poskusimo podobno Se s stevilom z = 1.414213562. Hitro dobimo
razvoj

z2=1,2,2,2,2,2,2,.. ]

in ustrezne verizne priblizke

3 7 4 99
S A

Stevilo z je desetmestni priblizek stevila v/2. Stevila v/2 ne moremo
zapisati z ulomkom — pravimo, da je iracionalno. Zato se verizni koefici-
enti nadaljujejo v neskonénost. Ce bi bilo koeficientov konéno mnogo, bi
bil zadnji verizni priblizek neki ulomek, enak stevilu v/2, kar ni mogoce.

Tudi na splosno velja:

Izrek. V verizni ulomek lahko razvijemo poljubno pozitivno realno
§tevilo. Razvoj racionalnih stevil je koné¢en, razvoj iracionalnih stevil pa
neskoncen.

Opomba: Zgled V2 = [1,2,2,2,2,...] potrebuje Se malo razlage.
Kdor je zadosti vztrajen, bo prisel po nekaj korakih ra¢unanja z racunalom
tudi do koeficientov, razliénih od 2. To je posledica napak pri zaokrozanju,
pri pravem razvoju se nadaljujejo v neskonénost same dvojke.

Bralca vabim, da poskusi napisati racunalniski program za (priblizno)
pretvarjanje decimalnih Stevil v ulomke. Program naj izpiSe vse verizne
priblizke, ki jih je pri danem Stevilu smiselno izpisati. To pomeni, da mora
upostevati, na koliko mest natanéni so podatki, in nehati z izpisom, ko
pridejo na vrsto verizni koeficienti, pri katerih se napake pri zaokrozanju
prevec poznajo.

Za konec si oglejmo Se verizne priblizke za §tevilo 7. Ce izhajamo
iz priblizka 7 = 3.141592654 in racunamo na deset mest (z raéunalom),
dobimo razvoj

r=[3,7,151,292,1,1,1,2,1,1,4,.. ].

B B
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Temu razvoju pripadajo verizni priblizki

22 333 355 104348
7T 1067 1137 332157
Nadaljnji verizni priblizki se razlikujejo od prave vrednosti Sele na dese-
tem decimalnem mestu. Sklepamo, da naslednji verizni koeficienti zaradi
napak pri zaokrozanju najbrz niso natanéni. Dober ra¢unalniski program
bo torej izpisal samo navedene priblizke.
Marino Pavleti¢






