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mtc Lefyrziele des mathematijhen Untervidhtes, welche ity dte DBElerf @Iaﬁen \ \
der Gymuajien und Realjdhulen durd) die betreffenden Beblﬁ&ne 0 rieben |

find, zeigen eine fo bedentende Ucbeveinftimmung, dafs fich das Bebidfuls nad
pevjdhieden eingerichteten Lehrbiichern der Mathematit fiiv die genomnten wei

Yrten von Lehranjtalten bisher nidht fiilbar gemadht Hat. Wenn trobdem dev |

Berfafjer neben feinem ,Lefrbuche der Geometrie fiiv Obergumuafien, 1888 Ber-
lag von F. Tempsty” nun aud) ein ,Lehrbud) der Geometrie fitr bte obeven
Glaffen der Realjchulen und verwanbdten Lehranftalten” verdifentlidht, iv tragt er
pabei bem Umijtande NRedhpmung, dajs bei der gevingeren Amnzahl voun Lebhritunbden,
weldye dem mathematijchen Untervidte an Gymnafien sugemefjen find, an diefen
nur gany ausnabhmsweije ein ebenfo ausgedehuter Lehritofi wirtlich und nidht
blog fcheinbar bewdltigt wird, wic an den in diefer Hinfidht giinjtiger geftellten
Realjdpulen. Dementfprechend ijt das vorliegende Lehrbuch nur eine Crmeiterung
bes zuerft genannten, und zwar wird in demjelben bdie Lelhre von den Fovperfichen
Gcen und fphlivijdhen Figuren eingehender behanvelt, fo dajs fich eine vollfommen

augreichende Grunbdlage fitv die jphirijche Trigonometrie ergibt; anferdem ijt dag -

Widptigjte iiber bdag Prismatoid, fermer die jphivijche Lrigonometrie und ein
Anhang itber Kartenprojectionen new aufgenomuten worden. Der Berfaffer gibt
fi) daher der Hoffnung bin, dajs das burlegende Lebrbud) - aud) on TI%en
Gpmnajien verwendbar fein ivird, an demen der qenmetrticl)e "Rebritoff uI{eF
gejepliche Minimum ausdgedehnt wird.

Die Anordnuung des Lehrftofies eutipmdjt et i,ef)rplane ung efl @u— \

| fteuctionen fite Realjchulen. i wurde ein Theil dev Kreislehre ’ﬁdgfyﬁ:li ady der

| Qefye vom Dreiecke eingefiigt, damit ber Sehiiler mbglichft bald in die Lage berfest witd, -

bie geometrijchen Fundbamentalconftructionen gu begriinben und von da an die plani-
metrijchen Lebridhe aud) in Conjtructionsaufgaben einguitben. Die Anflofung dex
| vechtiintligen Dveiede folgt in diefem Lehrbuche auf die Goniometrie. Sie fann
 jedod) ofne @d)mtemq‘fetteu jofort nad) ver Ginfithrung der Wintelfunttionen vor-
genommen und als Ubungsitoff behandelt werden. Die Tvansformation der

\\
l

Coordinaten ijt unter bdie Fundamentalanfgaben ecingereiht und daher an bie®
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©pige gejtellt. Man iiberseugt fich ndmlich) bei genauever Uberlegung, bafs bie
Barallelverjdhiebung der Coordinatenfyjteme fitr eine allgemein giltige Behandlung
ver meiften Anfgaben der analytifjhen Geometrie gevadesu unentbehelidy ift.
_ Pingegen fann man die Drehung der Coordinatenfyjteme im Mitteljchuluntecvichte

gany itbergehen oder aud) jpiter nadhholen, wenn gitnjtige Unterrichtsverhiltnifie
e8 exmbglichen, dajs bdie allgemeine Gleichung zweiten Grades bdiscutiert ober
wenigftens ein oder dag anbdere fpecielleve Problem diefer Avt vorgenomnien wird.

Jn Bezug auf die angewandten Methoden jei Foloendes bemerft:

Sn der ﬂSIamm etrie witd neben der Congrueny mnd Ahnlichleit aud)
die Symmetrie b Figuven gebilvend Deritdtfichtigt. Dadbuvd) gewinnt der
Sehitler eine allgemeine und Den neweven Anjchorungswetfen entjprechende
Meethode, nach weldher viele geometrijche Walhrheiten eine vedt anjhaulidhe Form
erhalten und die Beweije in der Regel bedeutend veveinfacht werden. Auch einige
Grgebniffe der neneren Geometrie hat der BVerfajfer dem itbrigen Lebritoffe ein-
geflochten, Hingegen andere mit NRitcjicht auf die tmmerhin eng gejtectten Grengen
itbexgangen.

S der Goniometrie ift die Ableitung der Fovmeln in einer foldhen Ant
vorgenomnten, dafs ihre Giltigleit filv wie immer befhaffene Winfel aufer
Bweifel bleibt. Aus mdglichjt wenigen und einjachen Sipen, welde mit Hilfe
bon Confjtenctionen bewiefen werben, evgeben fich alle itbrigen duvc) blofe Redymung.
Das Gleiche gilt von den Fundamentaljigen der ebenen Trigonometrie.
Hier wird an einigen Beijpielen gezeigt, wie fid) trigonometrifthe Rechuungen in
bequemer und itberjichtlicher Weije anordnen lafjen.

Jm  allgemeinen Theile der Steveometrie wird die pavallele Lage von
Geraden und Gbenen vor der normalen Lage devjelben Gebilde befproden. Man
itberzeugt fic) leicht, dafs fich bei diefem Vorgange die Lehridte iiberfichtlicher
gruppieren und aud) die Beweife nicht unecheblich veveinfachen laffen. Die
Bolumsbejtimmung erfolgt nad) dem Cavalievijden Sae, fitr welden ein
leicht perftandlicher und dod) ftrengen Anforderungen genitgender Beweis erbradht
wird. Wenn man jedod) den erwihnten Sap als Ariom ober durd) eine Definition
einfithren will, fo fonn man die entjprechenden Paragraphe bdiefes Lehrbudhes
itbevgeben.

gn der analptifden Geometrie (ber Gbene) hat der BVerfaffer bie-
jenige Genauigfeit angeftvebt, weldhe in der Planimetvie und Steveometvie nad)-
vem Beifpiele ber Alten eingehalten, in biefer neueren Disciplin jedoch nur zu
haufig vernacdhliffigt wird.

3 ber fphavifdhen Trigonometrie werden die Fovmeln fiiv das
rechtwintlige Drveied mit Beniipung eines rvaumlichen Coordinatenjyftems in
allgemein giltiger Weife abgeleitet und Hievauf gur Anfjtellung dev Fovmeln fite

- bag jdyiefwintlige Drefedt beniipt. Diejer Borgang ift mur {deinbar weitldufiger
al8 bie hie und da benitpte Methode von Lagrange, alle trigonometrifdhen Lehr-
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jige aus dem allgenteinen Cofinusjape abzuleiten. Auc) entjpridht jener BVorgang
dem pidagogijhen Grundiage, bdas Cinfadhe und Leichte em Bujammengejepten
und Schwierigeven vorauszujdhicten, und wird daber mit Recht durc) die Jnftructionen
empfohlen.

Der Anhang enthilt dbas Widtigite iiber KRavtenprojectionen in
leicht verjtindlicher Fovm und bietet die Gelegenbeit zu mannigfacdien Anwendun-
gen der geometrifhen Lehridpe. Cr ift zugleid) dagu bejtimmt, das Jnteveffe filv
diefen fehr widptigen und leider miv wenig gepflegten Wiffenszweig su beleben.

Ginen ausreichenden 1bungsijtoff gedentt dev Berfajfer in einem bejon-
verert Biichlein ober tn zwel getvennten Heften demuad)ft u verdifentlichen.

@dlieflich vanft der Verfajjer dem Heven Verleger filr die gediegene Aus-
jtattung diejes Lefyrbuches, fermer dem Heven Jofef Klaav fitr die bei der Re-
bijton des Manuferiptes und der Covvectur des Druces geleifteten trefflichen
Dienjte.

Snusgbrud, im Nivy 1889,

Der Verfaffer.






Cinleitung.

§ L Dic geomelrifdhen Gebilde. o) Den Gegenjtand der Geometrie
(wietlich itberfest: Crdomefjung) bilden die Gigenjchaften und gegenjeitigen Be-
stehungen swifden den Raum- oder qeomctri]’cﬁen ®ebilden. Dian verjteht unter
diefen die geometrijchen fogper, Fladen, Linien und Puntte.

Gin geometrijdher! Ompem ijt ein alljeitig begrengter Theil bes Rauntes.
Man gelangt aud) um Begriffe eines geometrijchen Kbrpers, wenn man fid) von
eirent i der Natie gegebenen oder phyfijdhen Kbdrper alle Mevtmale weg-
ventt, ausgenommen jene der ®eftalt und der Grife Den Ubergang vom
unbegrenzten Naume zum Kbrvper bildet ein nur theilweife begrenzter
Raun.

Die Grengen eines Korpers heifen Flachen, die Gvemgen der Flachen
inten und die Grengen der Linten Punite. lUnfer den Gremgen eines mur
theilweife begrensten Raumes fommen aud) Flachen vov, welde unbegvenst oder
nur theilweife bequengt find. Unter bden ©rvengen ecimer foldhen Flide gibt es
unbeqrenzte ober nuv einfeitiq begrenzte Linten.

b) Man faun den Beguiff der Raumgebilde aucd) gewinmen, wenn man
bom Punfte ausgeht, weldhen man jich ohune Ausdehuung over Dimen-
Jton zu denfen hat. Wird ein Punft fortberoegt, fo ift dev vou thm bejdhricbene
Weg eine Linie. Dabel witd vovausgefest, dajs jebe Stelle, weldhe der bewegte
Puntt verldjst, von einenm dafelbjt verbleibenden Puufte eingenommen wird. Die
finie hat eine Ausdehuung, md war die Lange. Wenn eine Linie fortbewegt
witd, jo Dejchreibt fie im allgemeinen eine Flidhe. Diefe hat Fwei Aus-
defuungen, namlich lings einer in ihr liegenden Linie und, zu beiben Seitent
derfelben (Linge und Breite). Wenn eine Flade fortbewegt wivd, fo bejdyveibt
fie tm allgentenen einen Kbrper. Diefer hat dret Dimenjionen (Linge, Bueite
und Hihe); demn es fommt zu Den beiden Dimenjionen einer im Kbrper legenden
Slache nody die Ausdehmung nad) beiben Seiten ber Flade hingu.

c) Sebes Raumgebilve, ausgenommen den Punft, Hat man jih unbe-
grenzt theilbav zu Denfen. eder Theil ift wieder ein Raumgebilve derjelben
Ant, b, h. jeder nod) fo Eleine Theil einer Linie ift wieder eine Linde und nidt
etioe ein Punft, jeder Theil einer Fladhe oder eines Kbrpers ijt wieder eine Fliche,
beziehungsweife ein Kivper.

d) Man fann fid) efn Roaumgebilde auch) unabhingig von einem anderen,
i Deffen Begremgung es gebhirt oder durch defjen Bewequug es evzeugt wird, als
eirterr Ovt im Raune denten. So 3. B. witd eine Fldche aud) an und fiir fid) be-
trachtet, d. [. ofjue Niickicht auf einen Kbrper, su defjen Begrenzung fie gehort,
ober auf eine Linie, durd) deven Bewequng fie exzengt witd. Das Anafoge gilt
bon der Linde.

Hoéebar, Geometrie fitv Obervealfdulen. 1



; e) Wenn zwei Raumgebilde fo ineinander= ovdex aufciumt‘o‘u gelegt werdet
fonnen, -0ajs fie fidh vecten, . 1., dajs jeder EBunft bes cinen mit einem Puntte
© Des andeven 3,11]anmunm[lt fo heifien jie congruent, Congruente Raumgebilde

haben aljo gleiche Form und gleiche Grdfe und unterjcheiden fich nur durd) ihvew

Ort im Nawme.  Bwel Raumgebilde heifen gqletdh, wemn fie gleiche Grife, und

dhulid), wenn fte gleiche Form haben. Die genameve Crildvung der Gleichheit
amd hulichteit folgt fpiter. Die Gleichheit zweier “Raumgebilbad wnd B wird .

burd) 4 = B, bie Afnlichfeit dur) 4 o0 B und die Congryens duvd) 4 B
Degetehnet.

J) ©ie Naumgebilde jind Begriffe, alfo nicht: etiva-durch die Sinne .mdf)r:
nefymbar:  Diefelben founen jedboch durc) phyjijehe. Kbrper (Divdelle) ober durch
Betdnungen (Fiauven) lemll]d)auhd)t werden.  Unter einer Figu verjteht nran
“haufig anch ein Rawmgebilde jelbit o*u ~mefrere Ranmgebilve, weldhe als Fu-
fammengehdrig betrachtet werden.

: § 2. Allgemeine (ﬁlklnllmgm Die Begriffe, mdd;e den Ciuqen]tmlb Der

Geometrie bilden, find theils Unm‘obcqnnc b..[). jolche, welche ohue Gr-

fliving als befaunt vovausgejett werden (3. B. dev Vegriff des Ranmes), theils

abgeleitete Begriffe, welde duvd) -etne (Smffmung ober Definition i,

eingefithet werden. Die Definition gibt an, zu. welder allgemeineren Gattung

vori Beguiffen dev betvachtete gehiet und duech weldhe Mertmale ev fich von anbderen

Degriffern dexfelben Gattung nutericfjcibcg (Nealdefinition); oder fie gibt an, tn

weldher Weife ein Beqriff ans andeven entjtehen Tanm (genetijche Definition). -

T Die Ausjagen oder Urtheile der Geomtetrie jind in den Grvundidfen .
(Ugiomen) und den Lehridsen (Theoremen) enthalten. Die gesmetrijchen
Erundjdge find jolche der Anjcharung wnd Erjahrung entnommenté Urtheile, weldhe
jieh nicht Dewoegjen, 0. f. duwvc) Bernumftichlitfje aus verausgegangenen Definitionen
oder alg waht ecfannten Sipen folgern lajjen, : :

Die Lehriage find jolche Urtheile, Teren Nichtigleit divc) ecinen Beweis
bargethan fbitd.  Gin Lehrfap Dbejteht aus ber Vorvausfepung (Hypo
thesis), iwelche die Bedingungen angibt,. unter weldhen ~eine Ausfage geltern
foll, uub aus dev Behauptung (Thesis), weldhedie zu beweijende Ausjage
enthilt. Dev Beweig fann divect odep fudivect jein. Beim divecten %emeiie”'

© owird - die Behanptung  aug  dev Jomué]egnuq und  aus  vorausgegangenen,

- Deveits. als vidhtig exfanuten Sipen gefolgert. Dex Beweis ijt indivect, weni
davgethan wirh, dajs dag Gegentheil dev Vehauptung nicht itattfinbcn faun, da
cetne jolche Antwahme it Wideviprlichen mit dev BVoransieung obel (eulté De=
wiefenen Lelhridgen fithven Wiixde. ‘

Die Leljipe heifen Folgejate, wemn fie im Anjchiufje an andere Leffp-
fite ohme ausfilhelichen Beweis als vidtig evfannt werden.

Gin Qefefab Beiffein Umfehrungsfat cnes andevér; me_un e Dip
Behauptung desfelben als Vovausfesung wnd die, Bovausfesuig als Behauptung
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enthilt.  Wenn -bic Borvausjepung mnd bdie Vehauptung eines: Lehrjases aus
mehreven Theilen Dejtehen, fo ~find auch mehreve Umbehrungen-miglich. ~Es ijt
Jedoch 3u bemerfen, dajs die Umfehring eines Lehriapes nicht immer +vidtig Ht
ud baher erjt auf Guund eines. Beweifes als auldifig evfamnt wird. (

O Dag Lebraebinde der Geometrie gehven aud) bdie Conjtructions-
md die Rednungsaunfgaben. Die erfteven enthalten die Fordevung, -eines
geometrijche Tigut nad) bejtimmten Angaben oder gegebenen Bedingungen gemds -
3t geidhnen (conjtenieven).  Jewe Aufgaben, deven Anusfithrung  wnmittelbar eipp-l~
leuchtet, und welche nicht auj einjachere Anjgaben zuvitcgefiifrt mcrbu[ fuuneu, \
metbcn Forderungsjate (Pojtulate) genannt.

Dle geometrijdhen Nedpuingsanjgaben bevuhen bdavanf, dajs man Raum:
qeblfbc CL[E’: mathematijge Gviden auffafien faun, awnd enthalten die Forderung,:.
aus bev durch Bahlen angegebetien Grife gewifjer Theile ciner Figur bdie den
ubugut Theilen entjprechenden Grdfengahlen durh) Rechmung abguleiten. . iy

§ 3. Dic (_F)rluht a) Der Begriff dev gevaden Linie oder der -Gevaben
Wit al3 beraamb vorausgejest, e it aljo ein Grundbegrifi. Cine gegebene G-
vade fonr fld) nach beiden Seiten ohne Gnde verldngert denfer wnd mennt
fie dann eine ll*ltb‘eqltllgtc Gerabde oder een Strahl. Diefer wird dued) |
jeden feiner ‘Bln[ffL fn el Halbbegrengte Gevabde vber Halbjtrahlen—
sevlegt, von bepen jeder b€ Grgimzungdes andeven feift. Gin ven wet
9,>1mftut, alfo Dnﬁ]tanblq begrenzter Theilweiner Gevaden wird Strede genannt. L

“b) Wen fich ein Punft i einer Gevaden vou einent. "Iu%»mnq”»punftc 5
‘fmmey oeifed bewegt, jo jagt /man,, e, In{)a[te wifrefid dex Bewequng feine
"Ridtung Gei Bobald ev fid) | 1cbmf; geqen Se- <Qusgangspuntt wieder Fuviick
bewegt, neit marn die Richtung Jeiner- Bewegung entgegengejeht g der
mfprunqluI)Lf Jeve Gevade qibt aljo zme entgegengejete Nichtugen an. -

c) Wenn zwei Gevade jwet Ebnnftc qemml]c[)artltd} haben,

4o deden jie jid). Diejer aus der Erfafhrung entnommene Sapy feift dev
Grundfat von der Gevabew und (Est fich aud in folgender Weife ans-
jprechen: duvd) zwet Punfte ift die Lage-eiuer Gevaden bejtimmt.
Pieje Gerade feifit die fbélblllbnllg gerade oder \‘l‘xclﬁmbnanafune e
betben Puntte unb; weitn biejelben ugleidy: ifire @ ijeu;,pn\afte find, der ADftany T
oder die Eutfernung derjelben. - Gine 6 Gevade voirh bejeteduet, indenr man 3wei.
thver Punfte durch) davangejebte Buchjtaben) )D epethmet.  Bop-Tore unbeqlcnaten

- Geraden wihlt man dagw jiwet beliebige Punite Dderjelber, bei der fgfﬁbcqmcng,ten £
Gevaden den Gréngpunit uu‘o eirtert Deltebigen andeven Puntt bevjelben und bei
der @trece bie beiden Cndmumtte. Hiufig. genitgt es jeded), eine Gevade ober

Ceingft Theil derfelben mit einem eingigen Sjncf)]tabeu n bcaemcf)ueu, 5 B, Ge-
aade a, Sitecde k.

d) Wenn 3wei,Serade 1w eme}f EBunft qenwnud}a}t[tc[) habent, fo liegen
die Deiden Halbjtrahlen, in weldhe’ die cine Gevabe bm\d) jenen  Puntt jerlegt
ok p e (R o 1%

\
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wirh, auj entgegengejesten Seiten der anderen Geraden. NMan jagt' daber, dajs
bie Deiden Gervaden fich jchneiden, wnd weunt ihvenw gemeinjamen Punkt den
Durd)fduittspuntt (Eduittpuntt) oder den Fufpuntt der einen Geraden
in ber anbdever.

¢) Durd) jeden Punft des Naumes fonnen unendlic) viele Gerade gelegt
werden.  Die Gejammtheit der durd) einen Punft gebenden Strahlen wird ein
Strahlenbiijchel mnd jener Punft fein Sdheitel gemannt. Wenn alle
Steahlen eines Bitjchels tn einer Chene liegen, jo heifit e cin ebener Strafhlen-
bitfdhel. Man fann jid) denfelben dadurch entjtanden denfen, dajs ein Strahl
i etner Ghene ume einen feiner Punfte gedveht witd. '

f) GSede Rinde, welhe aug jwei oder mehreven nidht in einer Geraden
liegenden @tvedtent bejteht, Deifit eime gebrodjenme Rinte. Gine Linde, vou
welcher Tein Theil gerade ijt, wird-eine frumme Linie ober Curve genanit.

§ 4. Diec Ebene. ) Dev Bequifi der Chene ijt gleihfalls einer ftrengen
Grfdning nidht jahig uud wird daher zu den Grundbeqriffen gezahlt. Auch die
Gbene Hat man fic) jtets unbegrenst s denten, wenn nidht das Gegentheil ans-
britcflich angenommen wirh. Der Raum wird durch jede Ghene in 3wei volljtindig
getrenute Theile zecleqt, weldhe Halbraume genannt werden.

b) Wenn eine Gerade mit einer Chene zwei Punfte gemein-
fhaftlic) hHa't, jo fallt fie gang in diefelbe (Grundjap vou der Ehene).
Gine Ghene wird duvd) jede in ihyr liegende Gerade tn gwei Theile zecleqt, weldhe
Halbebewen heifen.

¢) Wenn eine Gevade mit einer Ehene mur einen Puntt gemeinjdhaftlicy
Dat, jo liegen die $Halbjtrahlen, in weldhe die Gevade durch jemen Puntt zerlegt
with, auf entgegengejepten Seiten der Ghene. Man fagt it diefem Falle, die
@bene jchueide die Gerabe ober die Gerade trefje die Ghene. Dev gemein-
fhajtliche Puntt wird der Durdhjdhnittspuntt der Gevaden mit der Ehene
over ihr Fufpuntt in der Gbene genaunt,

d) DBeiiglich smweier Ebenenr gelten die folgenbden 3ivet Qi,f]lfﬂ’(ée welche mit
Hilfe dev vovausgehenden Grunbdidge Dbewiejen wevden fonnen (TLes Sujomnten
hanges wegen find die Beweife im § 146 angegeben):

1. Wenn gmwei Ehenen drei [nidt in einer Geradben liegende
BunfteIgemeinjdhaftlich haben, {'o fallen fie gauy zufamniet.

Hievaus folgt, dajs eine @Beuc duvd) drei Puntte, weldhe nicht etner Gevaden
angehrven, beftimmt {jt und dajs eine Cbene in fich) felbjt verjchoben yerden famn.

2. Wenn ywei nidht gujammeniallende Chenen ecinen Punit
gemeinjdaftlih Hhaben, jo haben jie eine duvd) diefen Puntt
gehende Gevade und nur diefe gemeinjdajtlich.

At diefem Falle liegen bdie beiden Halbebemen, in iwelche jede Dder 3wei
Ebenen duvd) die gemeinjdaftliche Gevade zerlegt wird, auf entgegengejelsten Seiten
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der anbeen Gbene. Man jagt daber, dajs die Ghemen fich in einer Gervaden
fdneiden, und nennt diefe bie Durdhjhnittslinie dev ywei Ehenen.

Durd) jedbe Gevade fonnen unendlich viele Cbenen gelegt yerden, deven Ge-
jammtheit ein Cbhenenbitfdhel genannt wird. Man faun fih) denjelben durd)
Drehung eiier Ghene um eine in thr liegende Gevade entjtanden denfen.

e) Gine Flade heift tvumm, wenn fein Theil derjelben eben ift.

§ 5. GEintheilung der Geomebric, Je naddem die Fu betvachtenden
geontetrijchen Gebilde in einer Gbene liegen oder nidht, beifien fie ebemne ober
tdumlidye Gebilde (ebene Figuren oder Raumfiguren).

Die Lehre von den ebenen Gebilben heipt Geometrie der Chene und
aecfiillt in drei Theile, fitr weldhe die Namen Planimetrie, ebene Trigono-
metvie und analytifdhe Geometriec der Cbene gebriudlid) jind. Die
Lehre von den Rauwmgebilden heift Geometrie des Nanmes und gerfallt in
Die Steveometrie, die {phavijde Tvigonometrie und die analytifde
Gepmetrie des Nanumes. Die lepteve wivd in dem vorliegenden Lehrbuche
uicht behanbelt.

Planimetric.
L. Abfdpitt: ECigenfdyaften dev Figuren; Congruens.
Stredwen,

§ 6. Opcrationen mit Strecken, Stvecen fhunen als (mathematifche)
Grifen anfgefajst wecdeén, d. . man fann pwei Streden vevgleidhen, abd-
Dieven wnd fubtvalbieven; fevner [ajst fich jebe Strece vervvielfadyen,
theilen ober durd) eine anbdere Strece mejfen.

Bwei Strecien eifen gleid) (und gugleich congruent), wenn fjie jo auf-
einandevgelegt werden tonuen, dajs ihre Endpuntte und daber audy alle dazwijden-
liegenben Puntte zujammeniallen. 7

Bwei Streclen werben abdbdievt, indem man jie auf eciner Gevaden fo
nebeneinander aujtrdgt, dajs cin Eudpuntt der einen mit einem Endpunite der
anbeven zujammenfillt. Der Abjfand ber Deiden andeven Punfte heift damn die
Sumune. Darvaud ergibt fich von jelbijt, wie eine Stvede vervielfadt wird.

Gine Strecte wird von einer andeven jubtrafhievt, inbem man die beiden
Gtreden in derjelben Gevaben jo aufjeinander aujtrdgt, dajs der cine Endpuntt
der eimen mit einem Gudpunfte der anderen ujommenjillt. Der Abjtand ber
Deiben anberen Gudpuntte Heifit die Diffevens der gegebenen Strecen.

Bon 3wei Strecten heifit diejenige die fleineve, welde beim Anufeinander-
legen einen Theil bev andeven beckt, wifhrend biefe die grifeve gemannt wird.
Man fdreibt: 4 B << CD (fpr. 4 B tleiner als C'D) und zugleid) CD > AB
(fpr. C'D guidper als ADB).



=

Jit der @ubtvahend grdfer als der Minuend, fo [Gfst jich die Subtraction
uur ausfithren, wenn die Strecen als velative Grifen wifgefajst werden.
Bu diejem . Bwede wird die eine Nidhtung der Gevaben, in weldher die gegeberen
Strectenn liegenr, al8 pofitiv und bdie cutgegengefeste als negativ cvflart.
Gine Strede AB diefer Gervaden ijt bamw - pojitiv oder negativ, je nad)dem ein
Puntt, weldyer vom Anfangspunfte A ausgehend die Strece bejdyreibt, fich in
pofitiver oder negativer Nidytung Dbewegt.  Ju der Planimetrie und Steveonetrie
werden toiv jedod) die Streden ftets als abjolute ®rdfen Dbetrachten, aufer in
wenigen Fdllen, wo das Gegentheil ausdritdlich vovausgefept wird. :

Die Theilung einer Strecdte in mehreve gleiche Theile und die Miefjung
derfetben wivd fpiter bejprochen werden. Gine Strede halbicven heifit diejelbe
in gwet gleide Theile zerlegen. Der Theilungspunft wird die Mitte, dex
Mittelpuntt ober Halbierungspunit der Strecte genannt.

Winkel.

§ 7. CErklorung, Operationen mit Winkeln,  Cin Winkel ijt jencr Theil
ber Gbene, welcher pwijdhen zwet von einem Punfte ausgehenden Halbjtvahlen
liegt. Diefe Leipen die @dhentel mnd ihr Ausgangspunft der Scdjeitel des
Wintels. Wan begeichnet einen Wintel durd) das Wintelzeihen <L und 1. durd
cinen Budhjtaben, weldher in der Nihe des Scheitels ange-
bradjt wird, 3. B. <L O ober <L «; 2. dure) zwei Bud)-
ftaben, von denen jeder je einen ©djentel bebeutet, 3. B. <L ad
oder aud) (ad); 3. dburd) drei Bud)jtaben, von bdenen der
mittleve am Scjeitel und die beiden audeven an den Schenteln

Fig. 1. angebradht find, 3. B. <L A0B.

Auch die Winfel lafjen ficdh) als GrbFen auffajjen, . §. man fann Fwei
Winkel vevgleichenr, abbieven und jubtralieven; fevner lGjst jic) jeder Wintel vers
vielfachen, theilen und durd) einen andeven Winfel mefjen.

Bwei Wintel find gleid) (und sugleich congruent), wenn jie fich fo auf
cinanderlegent lafjen, dajs fie fid) vollftindig decfen; damn fallt jeder Schentel
des einen mit einem ©centel des anberen jufammen. Bwei Winfel werden ad-
diert, inbem fic tn der Cbene jo nebencinanbder aujgetragen werben, dafs die
Sdeitel gujammenfallen und ein Schenfel des einen fid) mit cinem Schentel des
anbeven becft. Lon den beiben durch die anberen Scdenfel begrenzten LWinfelr
ijt jener, welcher die gegebenen Winfel enthalt, die @umme devjelben. Darausd
ergibt i) von felbjt, wie ein Winfel vevvielfadht wird. Ein Winkel wird vou
einem anbeven jubtrabhiert, tndem man die beiden Wintel in dex Ehene fo aufs
einanbder auftragt, bajs bie Sdpeitel aujammenfallen und ein Schentel des einen
fid) mit einem Schentel des anbeven dectt. LVon Dden beiden durd) die anderen
Sdjentel begrengten Winfeln ijt jener, weldher die gemeinfanmen Scdyentel nid)t
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.
enthilt, die Diffevens der gegebenen Wintel. Anuj ebendemfelben Wege erfennt
man, ob cin Winfel gqrdFer oder fleiner (> oder <) ijt als ein anbdever.

Die @ubtvaction eines Winfels von einent andeven ift jtets ausfithrbar, wenn
diejelben als velative Gvdfen aufgejaist werben. - Bu diefem Bwede wird bdie
Drehung eines Halbjtvahles wm feiven Grvemgpuntt als negativ oder pojitiv
ectldet, fe nadgbem fie fitv einen auf die Gbene blictenden Beobadyter mit dev Be-
wequng eines Uhraeigers itbereinjtimmt ober nidht. Gin Winfel (ab) Deifpt pojitiv
ober negativ, wenn i) dev erjte Scentel « im pofitiven, bezichungsweije nega-
tiven Drefungsiinne wm den Scheitel drehen mujs, wm den gegebenen Winfel zu
Defchreibenr, Wir werden jedoch in der Planimetrie und in dev Steveometrie die
Winfel mur als abjolute Grdfen betvadyten. AL

Der Palbitrahl, duvd) weldhen cin gegebeney’ Wintel halbiext, d. 1. in e
* gleiche Theile getheilt wird, heifit die Halbievyngslinie des Wintels.

§ 8. Der volle Winkel. Wenn ein Halbjtrahl in der Ebene um feinen
Grengmmtt in demjelben Sinne folange gedreht wird, bis er iwieder in feine
Infangslage zuviictfelut, jo Dbefchreibt er die gange Ghene ober einen hollen
Winfel. Wird diefe Drelpmg fortgejest, 1o /En’ m die yum weitenmal bejdjriebene
Flache alg eine neue, uv exten f)maunetcnbc angejehen terden. ““a'bmdj eutjtefen
Winfel, welche grdper find als ein voller. yt Winfel twerben jedoch) in der
Solge von den Betvachtungen jtets ausgejdhlofjen’ bleiber, wenn nidt das Gegentheil
- augbritcic) feftgefest wird.

Der 360. Theil eines vollen Winkels wird cin Grad (°), der 60. Theil eines
Grades eine Minute () und der 60. Theil einer Winute eine Secunde () genannt.

§ 9. Der geftreckte Winkel, Gin Wintel heift ein gejtrecter, wenn ein
Echentel die Cvgingung des anbeven bildet, 3. B. AOD. ¢

a) Je zmwei gejtrecdte Winfel find qleid.
Denu legt man jiwet gejtvectte Wintel A0 B wnd 4, 0, B, £° 7
fo aufeinander, dafs die Sdenfel OA wnd O, 4, - ; ‘
jammenfallen, jo miifjen fid) auc) OB und O, B, decen 3 0 1
&3 o.

b) Cin gejtredter %tquI ijt die Haljte
eines vollen Winfels, ex betrdgt alfo 180° /g
Denn bilvet man bdie Summe weier geftvectter SIimeI Fig. 2
fo exhilt man einen vollern Winfel.

Gin Wintel heifst hohl oder concav, wemn ex fleiner, hingegen exhaben
ober convey, wenn er grdfer ift al8 ein gejtrecter. Da gu jedem hohlen Winfel
ein erhabener mit denjelben Scenteln, alfo and) mit derjelben Beseichnung durd)
swei oder drei Buchjtaben gehort, fo plegt man in der Figur demjenigen vow
beiden Winteln, vou weldhem die Rebe ift, durch einen die beiden Schenfel ver-
bindenben Bogen zu bezeidhnen. Davnac) it AOE (Fig. 2) ein hohler wnd
CAOI ein exhabener LWinkel. y




§ 10. Der rvedyte Winkel. Die Hilfte eines gejtvectten Winkels Beifst ein
vechter Winfel ober etn Nedyter und wird hinfig mit 2 begeichnet.

Alle vedhten Wintel jind gleid). Denn die durd) Halbievung eines
geftrectten Wintels entjtandenen Wintel jind nad) der Vorvausjepung gleich. JFn
jebem anberen Falle evgibt fid) die Nidtigteit Des Sates ans der Uberlegung,
vajs je awet geftvectte Winfel, aljo aud) ihre Haljten gleidh find.

Folgejdse. Jever vechte Winfel betragt 90°.  Gin gejtvecter Wintel ift gleid)
2R und ein wolfer gleich) 4 F.

Ein Wintel heipt pit, wenn er fleiner als cin vechter, und jtumpy, wenn
ev groper als ein vedhter und zugleic) fleiver alg ein geftrectter ijt (40D und
AOE). Jeveyhohle Wintel, weldher nidht ein vechter ift, wird einjdhiefer genaunt.

§ 1L %nwwmwt- umd ,%1wylrmrnhumkrl Bwet jpige Wintel, deven
Summe glei) einem Rechten ijt, Heifen complementdr, und jeder wird Has
Complement des andeven gemamnt. Bwei Hohle Wintel, deven Summe gleid)
eirtemt gejtvectten Wintel ift, Heifen jupplementdr, wnd jeder wird das Supplement
Des anderen genqut,

®leiche fpise Wintel haben gleidhe Complemente. Gleidhe
hHohle Wintel haben gleidhe Supplemente.

Beweid. Sind « und «; die als gleid) vovausgefehten fpiten Winkel, jo
erhilt man aus den ®leichungen B =R und e =¢, durd) Subtraction B — a
== R — «. Damit ijt der exjte Saty bewiefen, da B — « dag Complement
bon ¢ und B — «; jenes von e« ift. Der Beweis des zweiten Sabes ijt analog.

Folgejah.  Sind zwei Winfel ju eimem und demfjelben Wintel complemens
tir ober jupplementdr, jo {ind fie gleid.

§ 12.  eben- numd Scheitelwinkel.  Jwet fich fchneidende Sevade jer-

legen die Gbene in viev Hohle Wintel (¢, 8, v, ), vou

g Y 5 Senen je atvei nebeneinanberliegende Nebenwintel und
P je 3wet gegenitberliegende @ cheitelwintel beifen.
g a) Die ©@umme zweier Nebenwintel bes
A . L tragt 2R; denn fie ijt gleih cinem geftvectten Wintel.
dig 3. ¢ +B =28 8 +y=2Ruj w

b) Je zwei @deitelwintel findeinander gleid, Um 3. B. eingi
fehen, dajs « = 7 ijt, itberlegt man, dajs dicje beiden Wintel zu 8 fupplementdr find, -
Folgefite. 1. Sind et Nebenwintel gleich, fo ift jeder ein RNechter.

2. 3t von zwei Nebemwinteln einer ein Redhter, fo ift s and) dev anbeve.

3. it von 3wei Nebemwinteln dev cine fpig, fo ift der anbdeve ftumpj und
umgefebhrt. As « 4 = 2R undb ¢ < R folgt ndmlid) durch Subtvaction
g > k.

4. Bu gleichen Winfeln gehoven gleidhe Nebenmwintel.

5. @ind wei Winfel jupplementdr, jo find e8 awh ihve Nebewwintel. Ve-
geichnet man ndmlich mit «, # wnd «,, B, 3wei Paave von Nebenwinteln, fo ijt
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a4+ B =2R o + p =28 djp e a4+ £+ f = 4B Yus
ver Borausfepung ¢ + « = 2R folgt fomit g - B, = 2.

6. it von Dden vier hHohlen Winfeln, in weldje die Cherte durc) zwet fid)
fchmeidende Gerade zexlegt wird, einer ein Jedhter, jo find ¢§ and) die dibrigen;
ijt etner dhief, Jo find es auch bie iibrigen.

Bilben 3wwet fid) fhueidende Gevade vechte Wintel, fo fagt man, jie durd-
fhneiden jid) vedhtwintlig ober hHaben eine normale (fenfrecite) Lage
suetnanber, und bdie cine evabe beift Mormale Dder awbeven. Man jdyreibt
a L b (jpr. a novmal 3 b).

Bilden zwet fich jdhneidende Gevave fchiefe Winfel, fo jagt man, fie durdy:
fhneiden jic) jhiefwinflig oder Haben eine jdhiefe Lage zueinander.

§ 13- Winkel an ciner Transverfale. Gine Gerade, weldhe ziwet obex
mehrere andere Gerade jcneidet, wirtd cine Transverjale derfelben gemannt.
Durd) pwei Gerabe und eine Tvansverjale werden adyt Hohle Winfel gebildet, von
denen die wijchen den zwet Gevaden liegenden inneve und die iibrigen dufere
Winfel Heiffen. Ein innerer und ein duferer Winkel an verjchicdenen Scheiteln
wd auf dexjelben @eite ber Transverjale heiffen corvejpondierende Winfel
(auch ®egenmwintel), 3. B. « ud «,. Fwei inneve oder Fwei
dupeve Winfel auf entgegengejepten Seiten der Trangverfale
heifen Wedjelwintel, 3 B. ¢ und 9, « und 7.
Bwet inneve oder wei Gufere Winfel auj devjelben Seite
ber Transverjale Heipen Anwintel, 3 B. ¢ und d.

a) Bilden zwei Gervade mit etner Trans-
vevjale 3wei gleidhe covrejpondicrende Wintel
oder zwei gleidhe Wedjjelwinfel oder zwei Big. 4
fupplementdve Anwintel, fo fiud and) je jwei corvejpondievende
Wintel gletd). je zwei Wed)jelwintel gleidh) und je zwet An-
winfel jupplementdr. Obder: Befteht eine eingige vou den zwdlf
Gleidgungen

)a=q b a=n 9 e+ 4, = 2R
b= 6) 8 = d, 10) 8 4y, = 2R
8y =n o= 1) y + 8, = 2R
i 8) d = §, 12) d + ¢, = 2R,

fo beftehen aud) alle itbrigen.

Der BVeweis wird qefithet, indem man zeigt, daj8 aug jeder der zwdlf
®leihungen die nddjtiolgende fich evgibt, wobet man bdie erjte dev woljten
folgen ldjst.

Aug der 1. Gleidhung folgt die 2., ans bdiefer bdie 3. u. f. f. bisg zur
8. (incl.) nad) vem Sae: Bu gleichen Winfelnw gehdren auch gleiche Nebemwintel,

ug der 8. Gleichung erqibt fich) die 9. tu jolgender Weife:
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Man hat & = B, (BVovausj.) wud B, = d, (Sdeitelvintel), folglid)
d = d;. T ijt ¢ + ¢ = 2R ebenwintel), aljp aud) « -} d, = 2 K.
Aug der 9. Gleidhung folgt die 10., aud Ddiejer die 11. und aus diejer die 12.
nad) bem @ae: Sind el Winfel jupplementdr, jo jind e8 aud) ihre Nebemwintel.

Aug der 12. Gleihung exhilt man endlich die 1.; da ndmlich) «, nad) der
Borvausjepung und « als Nebemwinfel zu o jupplementiv ijt, fo ijt ¢ = «;.

b) Bildven zwei GerademiteinerTrangverjale zwet ungleide
corvejpondievende Winfel oder zwei ungleide Wedyjelmwintel
ober zwei nidyt fupplementdve Anmwintel, fo find aud je zwei
covrefpondievende Wintel nungleid), je zwei Wedfelwintel un-
gleid) und je zwei Anmwintel nidt fupplementir.

Jubivecter Beweis, Nimmt man cine der obigen 3wdlf Gleichungen als vidhtig
ait, jo find es auch alle itbrigen, was nad) der Vovausiebung nicht miglich ijt.

Pavallele Gerade,

§ 14, Bwei Gerade in ciner Cbene, welde beliebig verlingert fidh) nidht
jchnefoen, Deigen pavallel oder gleidhlaufend. Man fdueitt AB || C'D
(pr. 4 B pavallel gu CD). Dajs cine foldhe Lage zweice Gevadben mibglich iit,
erqibt fich aus dem folgenden Lehrjage:

Bilven zmwei Gevadbe mit einer Trandverjale zwei gleidhe
correfpondievende Winfel ober wei gleidhe Wed)felwinfel oder
swet fupplementdre Anwinfel, jo Jdhneiden jie {idy nidht, wie
weit jie aud) verldngert wevden, jic find alfo parallel

Beweis. Dreht man ven Fladenjtveijen BGHD

7 in ber Gbene um bdie Mitte der Strede G'H, big jeber

¢ v K ber Puntte G und H in die frithere Qage des anberen
IH 2 gelangt, jo miiffen die Halbjtrahlen HD md G4 s

“ L jammenjallen, da bdie Wedhjelwintel G HD wmd HG A
ufolge der Vovausiepung gleic) jind.  Bugleid) decken fich

= /a‘ B bie Halbitvablen GB und HC, weil and) die Wediel-
I winfel BGH wd GHC gleich find. Wenn alfo die

Fig. b. Dalbjtrabhlen G B wnd HD einen gemeinfdhaftlichen Puntt

hatten, jo mitjsten fid) aud) bie Halbjtvahlen G 4 und H C jdneiden. Dann hitten alfjo
bie Geraden 4 B und C' D gwei gemeinjcaitliche Puntte und wiitden in eine chitzige
© Gerade ujammenfallen, was der Vovansfeung widerfpridyt. Hievaus jolgt 4B || CD.

§ 15. a) Durd) einen gegebenen Punft fann zu einer ge:
gebenen ®evaden eine eingige Parallele gezogen werden (Grundiah
bou ber Pavallelen).

b) Wenn 3wei Gevade gu einer dritten pavallel jind, jo jind
fie ancd) unteveinander pavallel. Demn nad) dem vorausgehenden Grund=
fatie fonnen gwei fid) jcdhneidende Gevade nidht su einer dritten pavallel jein.
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¢) @dneidet cine Gerade die eine vou zwei pavallelen Ge-
taden, jo {dhueidet fie and) die aubdeve. Dicjer Sap wird ebenfo be:
wiejen, wie der vovausgehenbde.

§ 16. Parvallele Gervabe bilden mit jeder Transverjale
aleiche covrvejpoudierende Winfel, glgiche Wed)jelwintel unbd
jupplementive Anwinfel (Umbehrungsjat jum Lehrjape im § 14). Be-
weis indivect. €3 jei (Fig. 5) 4B || €D, jedbod)y a>¢,. Damn [ifst fid)
eine von CD verfdicdene Gevabe IK jo ziehen, dajs <C KHF = «, wird.
Davaus folgt nad) § 14, dajs IK | AB ift, was dem Grunbdjage von den
Parallelen widerfpricht. Ehenjowenig darf « << @, angenommten werden; dabher
it ¢ = ¢ und bavaus folgt nad) § 13« die gange Vehauptung.

Folgefase. 1. Alle Novmalen zu derjelben Gevaden find pavallel.

2. it von gwei Parallelen die eine ju einer Gevaden novmal, jo ift es
aucd) die andeve:

3. ©urd) einen gegebenen Punft foun ju einer Gevaden mur cine Novmale
gezogen iwerdei.

Aumerfung.  Auf Grumd der Lelpjipe in den §§ 14 wnd 16 famn aus
oot Winfeln, weldje wei Gevade mit einer Transverjale einjdliefen, erfannt
werben, ob die Gevadben pavallel find obder nidt. P

§ 17. Weun zwei Gevabde vou einer auau«mnau fo ge-
fdynitten werden, dajs diec Summe dev tuneven Anwinfel auf der
ciuen ©eite der Trvaunsverfale fleiner ift als 2R, fo jdhneiden
fidy nte Gevaden auf devjelben Seite dexr Transverjale.

Beweis. Es feien (Fig. 5) 4B muud IK bdie beiden Gevaden, weldhe vou
der Transverjale EF fo gejdnitten wevden, dajs < AGHL-GHI << 2R
iit. Bteht man durc) den Punit H die Gevade CD || A B, o it AGH+GHC =
2R, aljo GHI < GHC. Hiccaus folgt, dajs dev Halbjtvahl H I in jener
pon C'D begrenzten Halbebene liegt, weldhe aud) A B enthilt, wibrend der Halb-
ftrahl H K in der aweiten Halbebene liegt. Da mun [K %ic @'era‘\c C'D, aljo aud)
A B jdyueivet, fo mujs dev Sduittpuntt mit 4B anf / 7
bem Halbjtrahle HI liegen. // 1@, ,:Zf»— A-:;' ""*" / /’

§ 18. @) Bieht man 3u zwei ucI) jchueif( ¢

“Peuden Gevadben zwei parvallele Gerabde, 07 / /4 B

Dilben dieje ebeujo grofe Winfel wie jene.
Beweis. ©s jeten 4 B und C'D die gegebenen Ge-

vaden mit deur Scdnittpuntte O, und man ziehe durch einen ’}" !
belicbigen Puntt O, dic Gevadbend, B, || ABundC, D, | . C ‘53
CD. Gs iftbam ¢ = ¢, md @, = ay, dabher audh &ig. 6.

o = ay. Gbenjo beweist man die Gleidyungen § = By, y =y, ud d=4d,.
Wenn gwei Halbjtrahlen zwei pavallelen Geraden angehoven, jo heifen fjie
divect oder invers pavallel, je nadhdem fie auj devjelben oder anf entgegen=
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gejepten @eiten jener Gevaben liegen, twelde duvd) bie Gvenzbuunfte der beiben
Halbjtrahlen beftimmt {jt. @o 3. B. jind 04 und O, 4, bdivect parvallel, bHin-
gegen OA und O, By invers parallel.

Auj Grund diefer Cvflavung erhalt man aus dem vorausgehenden Lehrjate
die folgenden :

b) Bwei hohle Wintel jind gletd, wenu jeder Scdentel des
einten einem Sdenfel des andeven divect (invers) pavallel ift
Aug &« = a, wd a; = 7; folgt nimlid) ¢ = 7,.

¢) BweihohleWinfel jind jupplementdr, wenn zwei Schentel
derfelben Divect und die Dbeiden andeven invers parvallel find.
M3 ¢ = o, ud @, + B, = 2R folgt namlih) « + B, = 2E.

Man bemerfe, dajs der hohle Wintel « mit dem exhabenen Winfel 3, -
y. -+ d; bivect pavalfele Schenfel hat und ded) von demijelben verjdhieden {jt.

d) @ind die Winfel 40D uud 4,0,D, (Fig. 6) gleich) und von
gletchem Drehungsjinue, ferner die Sdhentel O4 und 0,4, divect
(invers) parvallel, jo find aud) die Schentel OD und O,.D, dirvect.
(invers) pavallel. DBeweis inbivect.

§19. @) Witrh ein vedhter Winfel um feinen Sdheitel gedreht,
fo bejdreiben feine Schenfel gleiche Wintel.

Beweis. €3 fei 40 A4, die Anjangs- und BO B,
die Gudlage bes vedjten Winfels. Betvidgt die Drebhung
B yeniger al3 90°, jo liegt OB im vechten Winfel 404,
wd e ifte + =R, 8 + o¢,=R, alfo « = «,.
( Wenn jedod) bie Drehung mehr als 90° betragt, fo er=
0 — J8lt man bei analoger Bezeihuung ¢ — g = R,
a, — B = R, aljo wicder ¢ = q,.

Folgefak.  Ein Wintel bleibt ungedndert, wemn beide
@dhentel in demielben Sinne um je 90° (itbexhaupt um gleiche Wintel) gedreht werden.

b) i Wenn bdie Sdyenfel zweier Hohler Winfel zueinander
normal find und die Sdentel des etnen in demjelben Sinne
um je 90° gedrveht werden mitfjen, uwm mit den Sdenfeln des an:

B,

A, beren Ddivect (invers) parallel zu werbden, fo
B find die beidenw Wintel gleid.
7 B, Beweis. G5 feien AOB wnd 4, O, B, bdie ge-
: 5 m gebenen Winfel und 0,4, L 04, 0,B, L. OB.
OX e 4, Dret man die Halbjtrahlen O, 4, und O, B, in dem:

felben (hier negativen) @inne um je 90°, jo jollen bie-
felben in die Qagen O, 4, Dbegichungsweije O, B, ges
fangen. Jun ijt offenbar O, 4, || 04 und O, B, | OB
£ 0 - (§ 16, 1. Folgejat). Da ferner vorausgejest wirh, dajs

5ig. 8. O, 4, wid O, B, 3u OA Deichungsweife OB divect




(invers) pavallel jiud, jo folgt ¢ = . Bugleih ijt nad) dem voraus-

gehenden Folgefage @, = ¢, jomit ¢ = ;. — MNad) diejem Beweije find aud

bie Winfel BOP — 2R — a und B, O, P = 2R — « gleid); daher ijt
ber Lehrfap audh fite ftumpfe Wintel bewiefen.

T~

Congruens und Symmuefrie.

§ 20. Congruenz. Lafjen fic) zivet begvenste odev unbegenzte Ebenen,
von Denen jebe eine (ebene) Figur enthdlt, fo aufeinanderlegen, dajs jeder Punftt
ber einen Figur mit einem Puntte der andeven ujammenjillt, jo Deifen bie
Figuven congruent. Jur Veveinfadjung wicd in dev Regel angenommen, dajs
bie Figuren felbjt Dbei unveriuderter gegenjeitiger Lage ihrev Punfte und Linien
sur Dectung gebracht werden.  Fe zwei Punkte, Stvecken, Winfel u. §. f., welde
bei ber Dectung congruenter Figuven zujammenfallen, werden Homolog oder
einander entfpredyend genannt.

Bwei in derjelben Ebente liegende Figuven heifen divect congruent,
menn diefelben duvd) blofes Verjdjicben in der Ebene yur Decung gelangen, hin-
gegen invers congruent, wenn die eine Figur unidjt aus dev Ebene hevaus-
gehoben und nad) evfolgtem Wmwenden (Umflappen) in diejelbe wicder juriidgelegt
werbent mujs, wn mit dev yiweiten Figur divect congruent zu werden. oz B. find
die uebenjtehenden Figuven I, II, IIT
Divect congruent und jede derjelben mit ¢
der Figur IV invers congruent.

§ 2. Axiale Symmetrie. Nian /\

penfe fich eine Cbene £ durch eine Se- o ‘:

vade g in awei Halbebenen jerlegt umd

bie eine dexjefben um g al8 Adhfe um-

geflappt. @obald irgend ein auperhalb

g liegenber Punft dev bewegten .balb:

ebete in die rubende fallt, decen fid)

bie betben Halbebenen volljtindiy (§ 4 ). 015

Wenn mue gleichzeitiy zwei Figurven der :

Gbene B jur Dectung gelangen, fo Heifen diejelben in ifrev urfpriinglidyen
Qage in dev Gbene jymmetrifd) in Bezug auf die Gerade g, und diefe
wird die ©@hmmetrieadje oder Symmetvale der beiden Figuven genanut.
Dicfe Avt dev Symmetrie, weldhe zur Unterjdeidung von einer im nddhjten
Parvagraphe zu bejprechenden die ayiale genannt wird, bejteht jomit fitr eine be-
fondere gegenjeitiqe Lage zweier invers congruenter Figuvern.

Lijst i) eine Figur durd) eine Gevade in gmwei Theile jo zerlegen, dajs
biefe tnt Begug aunf jene Gevade fymmetrifd) find, jo heifst die Figur felbjt azial-
fymmetrijd), und jene Gerade heiht die @t)mmetla[e Symmetricadfe
oder furgweg Acdhie dev gegcbenen Figur.




Wenn die Berbindungsftrede zmweter Puufte zu ciner Ge-
vaden normal ijt und von derfelben halbiert wird, jo liegen
jene Punfte jpmmetrijd in Begug anj die Gevade. JBugleid) gilt
auch der Umtehrungsiat. -

el Beweis. €3 fei AB L g, aljo ¢ = @; ferner jei

AC = CB. Wenn die Halbebene, welhe den Punft 4

il enthilt, um g als Ahje gedreht wivd, bis fie mit dev gieiten

e c p  Dalbebene gujanmenfillt, jo fallen die Strecten C 4 und C B

in einen Halbjtrahl, weil ¢ = g ijt, und 4 fillt auj B,
weil C4 = CB ijt. — Die Ridtigleit des Wmfehrungs-

%ig. 10. fages leudhtet wnmitteloar ein.

Bujap.  Gine Strece it jymmetrifd) in Begug auf eine Gevade, welde
g ihr novmal ijt und fie Balbievt. Diefe Gervade fheift daher Strecen-
fhymmetrale. Die Halbievungslinie eines Winfels it jugleidh) die Syntmetrale
pesfelben und heifpt Winteljymmetrale.

§ 22. @entrifche Symmetrie. Man denfe fich eine Cbene & um einen
Punft O devjelben fo gedveht, daj8 fie zugleidh) in jid) jelbjt verjchoben iwird.
Wenn dabet ein Halbjtrahl OX einen gejtrectten Wintel bejcdhreibt, fo jaat man,
© Ddie Gbene habe eine halbe Umbdrebhung wm den Puntt O in jich) jelbjt ansdgefiihrt.
Boet Figuren der Chene K fheifgen jymmetrijd) in Bezug auf den Puntit O,
wenn fie sur Decung gelangen, jobald die.eine vubig auf ihvem Plage verbleibt,
wibrend die Cbene mit dev weiten Fiqur eine halbe Wmbdvehung wm den Punft O
in fich jelbjt ausfithet. Diefer Puntt heift dasd Symmetviecentrum ober
einfac) Centvum der Detben Figuvem, und die chen DLejhricbene Avt der Sym-
metrie, welche fitv eine bejondeve Rage gweicr divect congruenter Figuven bejteht,
with centrijdhe ©ymmetvie genannt.

Eine Figur heift centrifdy-jymmetrijd), wenn fie nad) einer Halben
Umbrehung i ihver Ghene um einen Puntt derfelben mit ifver Anfangslage
sujammenjallt, und jenev Luutt heift das Symmetriccentrum oder furziveg
Centrum der Figur.

Bwei Puntte liegen jymmetrijd in Bejug anf den Halbie
vungspunft ifrer Verbindungsjtvede. Bugleih gilt audy der Um-
fefrungsjas.

Beweis. €8 fet O der Halbievungspunft der Strede
A AB, OX jener Halbjtahl dev Gbene E, nady weldjen

A die Dvehung derfelben Deurtheilt ixh, und OX, {feine
i w0, 0 X Grginzung.  Wenn ‘bic Gbente & eine falbe Umdrehung
% wm den Punft O in jich) felbjt ausfiihet, jo gelangt OX

in bie Qage 0X,, 04 fillt der Nidhhmg nad) mit der
wefpriinglichen Lage vou OB zujammen, weil ¢ = ¢
ijt, und wegen OA = OB gelangt dev Puntt A in die Anfangslage bes

BFig. 11,
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Punftes B. Gbenjo erfennt man, daj8 B in die Anjangslage von A gelangt.
Der Beweis des Umfehrungsiapes gejtaltet jich ganz einfad.

Aujag.  Cine Strece it Jymmetrijd) tn Begug anj ihren Palbierungspunit
als Centrum,

Gefchloffene Figuren.

§ 23. Gin allfeitig begrenzter Theil bev Ebene wird eine gejdhlofiene
Figur und die Grenglinie ibr Umfang genannt.

Wenn dex Umfang einer gefhlofjenen Figur nur aus Strecen Dbefteht, fo
Deifgt fie ein Bieled oder Polygon. Die begrengenden Strecen werden Seiten
und ifhre Gudpunite Ecken oder Cdpuntte des Polygones genannt. Unter
einem Polygone verjteht man Haufig auch jeiven Umfang und bezeichuet den vem
Umfang eingejdhlofjenen Theil dev Ebene als die Fladye des Polhgones. Jener
bon zwei anfetnanderfolgenden Seiten eingejchlofjene Wintel, weldher in der nidhjten
Umgebung des Seitels die Fldche des Polpgones enthiilt, heifit ein Winfel
besfelben. Sind alle Winfel eines Polygones concav, jo Hat e lauter vor-
jpringende Gcfen wnd beift convey. Die Nebemwintel m den Winteln eines
convexen Polygones feifen Anpenwintel; im Gegenjape i denjelben werben
bie Polygonswintel Junenwintel genannt.

Gin Polygon beifpt gleichiettia, wenn es lauter gleihe Seiten, (]IELCT]’
wintlig, wenn e8 lanter gleiche Winfel hat, und vegelmafig oder regulir,
wenn es gleidfeitiy und gleidhwintlig ijt

Se nady der Anzahl der Ecden wird das Polygon ein Dreied, Biered,
Sitnfed, . . . n-Cd genannt.

Da jever Ccke ein Winfel entipricht, jo Hat jedes Polhgon ebenjoviel Wintel
alg Gden. Da fermer den n Winfeln cines n-Ccdes 2n Schentel entfprechen,
welche u gweien in. eine Polygonjeite Fujammeniallen, fo hat dag n-Gd aud)
n Seiten, aljo ebenfoviel Seiten als Ecen” und Wintel.

Sede Bechinbungsjtrede weier nidht aufeinandecfolgenber Ectpuntte heifit
eine Diagonale des Bieleces.

§ 24. Wenn fich ecine Strece in dex Cbene um einen ifrer Endpuntte
dreht, big fie wicder in ifre Anfangslage zuvitkiehrt, fo Dejdreibt fie eime ge-
jdhlofjene Figur, welde ein Rreis genannt wird. Der Umfang desjelben Heifit
auch die Peviphervie oder eine Rrveislinie. Hiufig verjteht man unter einem
- Rreeife die Rreislinie {elbjt und nennt die von ihr begremgte Flade eine Kreis-
fladpe. €3 [djst nd) jtets ans dem Bujommenhange ecfehen, ob mit der Be-
seichmung ,,Kreis’ der Nmfang oder die Fldde des Kreifes gemeint ijt.

Das Dreiedk,
§ 25. Da offenbar mindejtens drvei Strecten jur volljtindigen BVegrenzung
cines Theiles der Cbene gehoven, jo hat dag Dreied unter allen Polygonen die
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gevingjte Geitenangafl.  Jeder Seite cines Dreieces liegt ein Winfel, ihr Gegen-
winfel, unbd jedenm Winfel ecine Seite, feine Gegenjeite, gegeniiber. Seder
@eite entjprechen zwei anliegende Winfel wnd jedem Winfel wei ein-
fhlicgende Seiten. Jede Dreiectsjeite faun als Grundlinie ober Bafis
und ihre Gegenece als ©Spite des Dreiectes bezeichnet werden. Die von der
Spige bis jur Gvundlinie oder bdeven BVerlingerung ge
sogene Jovmale der Grundlinie heift Hohe des Drefectes.
Jeves Dretect hat drei Hihen.

Dan begeichnet in der Negel die Cclpunite eines
Dreieces mit 4, B, €, die entjprechenden Winfel in

A Ger) g

Fig. 12. derfelben Neifenfolge mit @, B, y und bdie Gegenjeiten
mit @, b, ¢, jo dajs @ wnd «, b wnd B, cund y Gegens
ftiicke jind. Das Dreiect felbjt wird mit A BC' begeichnet.
§726. Bosichungen 3wifdyen den Winkeln, @) Feber AuFenwintel
eines Dreieces ijt gleich der Summe dev ihm gegeniiberliegen:
den Junenwintel

Beweis. Jjt D BC der betvachtete Hujens
winfel, fo giche maw BE || AC und beadte,
af8 ¢ = a ud y, = 7y ijt. Hievans folgt
<L DBC =a + 7 =& + 7. .

b) Die Summe bder Winfel eines
Dreiedes betragt 2.

b Beweis, Die Suwmme der Winfel @, 7, und
Fig. 13. £ it offenbar gleich einem gejtveciten Winfel; fomit
ifte, +7 +B8=2R, aljo audh « + 2 + 7 = 2.

Folgejdge: 1. Duvd) zwet Wintel eines Dreiectes ijt der Ddritte Dejtimmt.
Wenn aljo el Dreiecte in 3wei Winfeln itbeveinjtimmen, fo find auch die dritten
Wintel gleich.

2. Jit ein Winfel eines Dreieces ein vedhter, fo jind die beiden andeven
fpis, u. 3w. complementdr.

3. Jit ein Dreiedswintel jhunpf, jo Jind bie beiden andeven jpis, und ifhre
Summe ijt fleiver als ein Nedhter.

4. Jeber Aupemwintel eines Drveiectes ift qudfer als ein ihm gegeniiber-
[iegender Jnnentwintel.

5. Die Summe der drei Anufenwinfel, von Ddemen jeder an einer andeven
Ecfe bes Dreieces lieqt, betrigt 4 R.

§ 27, Gintheilung dev Dreiecke. Mit Ritckicht anf die Seiten unter-
jchetdet man wngleichjeitige, gleichjchentlige und gleidhjeitige Drei-
ece, je nachdem alle drei @eiten ungleid) ober zwet Seiten gleid) ober alle drei
@eiten gleich find. Beim gleichichentligen Dreiece heifen die zwet gleichen Seiten
Sdentel wund bie Ddritte Seite gewdhulih Grundlinie Da in den
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folgenden @dgen der Fall, bajs auc) die Grundlinie einem Scentel gleid) ift,
nid)t ausgejhloffen wicrd, jo ift bas gleichieitige Dretect als ein fpecieller Fall
ves gleichichentligen amzujehen.

Je nadydem ein Dreie einen jtumpfen oder eiuen rechten Winfel ober lauter
ipite Winfel Hat, heift es tumypfwinflig, vedtwintlig oder jpigmint
g, Sm vedtwintligen Dvetece nennt man die Gegenfeite des vechten Winfels
Dypotenufe und die beiden andeven Seiten Katheten. Unter der Hihe
eines redytwintligen Dreieces verjteht man in der Regel jene, welche der
Hhpotenufe als Grunbdlinie entjpricht.

§ 28, Bosichuugen swifdhen den Gegenftiiken. o) Sind jwet Seiten
etnes Dreiedes gleidh, jo jind aud) ihre Gegenwintel g[eLcI)

b) Der grifieren von zwei ungleidhen Seiten liegt aud ber
grofere Wintel gegenither,

Beweife,. a) € fei ABC
(Fig. .14) das gegebene Dretect uid*
AC = BC. Bieht man die Syni-
metrale’ C'D des Winfels 4 C'B und
tlappt bag Dreied D BC um DC
als Achfe um, fo fallt €' B mit C' 4 in
tine Gerade, weil < BCD = 6
ACD ijt; zugleich fallt wegen BC Fig. 14.
= AC ver Punft B auf 4. Hievaus i
folgt, dafs and)y DB unb DA fih decen, dajs aljo die Winfel A und B
gleidy Jinb.

b). G fei (Fig. 15) BC > AC wnd CD die Symmetvale des Wintels
ACB. . Rlappt man dag Dreied A DC um C D als Adhfe um, jo fallt 4 C mit
BC in eine Gerade wnd der Punft 4 in die Strecfe BC, etwa nach 4. Hierans
folgt @, = e und a, > B (§ 26), aljo audh) & > 8.

llmfef]umg?mgu e) @ind zwei Winfel eines Dreiedes gleid,
10 find aud) ifre Gegenfeiten gleid.

%) Dem grifeven von zwei ungleichen Winfeln liegt aud
dic gqrifere Seite gegeniiber.

Vewetje. ¢) it ¢ = B, und nimmt man 4C ::,_ BC an, fo miifste

flach dem voransgehenden Sae 2 z o feir.  (BVon den Ungleichheitszeichen gelten
miv oi¢ oberen ober nuv die wnteren.) Da dies der Vovausfepung widerjpricht,
jo tujs AC = BC jein.
@) Der Beweis it gang analog dem vorausgehenden.
Folgejage. 1. Die Winfel an der Grundlinie eines gleichidhentligen Dretz
eces jind efnanbder gleich wund daber fpip.
2. yeder Winkel eines gleichieitigen Dreiectes betrdgt 60°,

Hocevar, Geomctrie fite Obervealihulen.
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3. Jm jedem vechtwinfligen Drveiece ijt die Hypotenuje die gubfte Seite.

4, Jn jebem jhumphwintligen Dretecte ijt die Geqenjeite des jhumpfen Wintels
die qrbfite Seite.

§ 29. Begichungen wifden den Seiten. Jebe Dreiedsfeite ijt
fletner al8 die Summe und groper als die Dijferens dev beiden
anberen.

Beweife. @) €8 fei CD (Fig. 15) die Symmetvale des Wintels AC' B,
Al ==

@3 ijt dbann <L ADC > §, daher XL ADC > ¢, aljo AC > AD;
ebenfo <L BDC > &, daher <L BDC > ¢, aljp BC > DB.
Dievaus folgt duvc) Addition A0 L BC — IE

b) Wird die Seite 4B von feiner der beiden anderen Seiten an Guife
fibertvoffen, jo ijt fie jelbjtveritindlichy auch gudBer als die Differen derjelben.
Mg AB << AC + BC folgt ferner AB — AC << BC wd AB —
RC & A ;

§ 30. Lchrfabe diber dag gleidhfdhenklige Dreiek. Jm gleidhjdhent
[igen Dreiede ift bie Symmetvale desd Winfels an der Spite u:
gleid) pie@ymmetrale Der Grunbdlinie und dieHohe zu derjelben.

Beweis. Aus dem Beweife zum Leffope in § 28a geht leiht hHervor,
pajs die Symmetvale CD bes Winfels ACB die Grundlinie 4B ba[bgert
und zu derfelben novmal ift. Demn es ijt L ADC = B_DO, alfo jeder ein
Rechter.

Die Nmiehrungen des vorausgehenden Lehrjapes ivexben am beften inbdivect
bewiefen, indem man beadhtet, dajs jowohl der Winfel an der Spike, al8 aud
bie Grundlinie nur je eine Symmetvale befigen, und dafs e muw eine Hiohe zur
Grundlinie gibt.

Folgejige. 1. Dag gleichichentlige Dreiect ijt eine fpmmetrijehe Figur mit
einer Achje (einachiig).

2. Jm gleichieitigen Dveiece fallen die drei Seitenfymmetralen mit den
ovet Winfelfymmetvalen und den drei Hihen zujammen.

3. @aé gleidyjeitige Dreiect ift eine dreiachfige fymmetrijde Fiqur.

§ 3L Projectionen.  Jieht man durd) einen Punkt u einer Geraden die
SounaIe io I)eif;t der Fuppuntt decjelben in der Gevaden bdie Normalpro-
jection bL§ gegebenen Punttes anf die gegebene Gerade. Jm Folgenden wird
haufig zuv Abtitvzung der Ansdbvuct , Projection” fiiv , Novmalprojection” gebraudt,
da ambere Avten von Projectionen hiev nicht zur Qilimcnbung fommen.

Unter ber Projection einer Linie auf eine Gerade verjteht man den
geometrijchen Ort ber Projectionen aller ihrer Punfte. Daber ijt die Projection
einer @trecdfe AB jene @trecte, yoeldhe von den Projectionen der Eudpuntte 4 und
B begrenzt wird. Jjt eine Strecte zu einer Geraden normal, jo it die Pro-
jection der evfteren auj die lepteve ein Punft.
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§ 32 Strecken swifchen cinem Punkte und ciner Geraden. BVon den
Strecten, weldz einen Punit auferhalb einer Geraben mit den Punften derfelben
berbinben, gelten die folgenden Sdbe :

o) Die sur Gevaven novmale Strede it die fitvzejte Sie
Beift dafer der Abjtand ded gegebenen Punttes von dev gegebenen Gevaden.

b) Bu qleidhen Projectionen gehdrenw gleidhe Streden und
gleiche Wintel der Streden mit der Normale.

¢) Bu ber griferen vou zwei ungleiden Projectionen ge-
hort dic qrbfere Strede und der gripere Winfel der Strede
mit per Noxrmale.

Beweife. a) 63 fei 44, L GH wmd ¢
ein beliebiger vou 4, verfdyiedener Punit in G I A
Offenbar ift jtets 44, << AC.

b)) it €4, = A, B, fo tlappe man das

Dreiet 44, B um A4, als Adyje um. €3 exqibt
qith AC = AB unb 9L CA4,'=BAdA4A,. g¢ SR ST
: ¢) Befinven fid) die ungleichen Projectionen Fig. 16.

auf verjelben Seite der Novmale, wie 4, B und
A,D, jo folgt aus A, B << 4, D zunidyjt L 4, AB << A, AD. Da ferner
<LDBA >R fein mujs (§ 26, 4 Folgefas), fo ift aud) 4D > 4 B.
Riegen hingegen die ungleichen Projectionen auf entgegengejepten Seiten der Nor- .
male, wie 4, C und 4, D, fo flappe man 4,4 C um die Normale als Adyje um
und exhilt daun den vovausgehenden Fall.

Bu ben Sigen b) und ¢) gibt es je awel Umfehrungsjase, welde leicht
Udivect bewiefen werden. Jit 3. B. AD > AC, jo mujs auh) 4,D > 4,C
fein. Denn wive A D < AC, jo hitte man nady b), beziefungsweife ¢) auch
iy = AC,

30[981(‘156 1. Bon einem Puntte auperhalb einer Geraden fonmen zu diefer
nidht mehr als zwei gleidhe Strecten gegogen werden.

2. Bieht man von einem Punfte auferhalb einer Gevaden zu berjelben drei
©tvecten, von deren zwet gleid) find, fo legt die dritte innexhalb oder auferhalb
208 vou den beiden erjten gebildeten hohlen i’BLufc[é je nadgbem fie filvzer oder
linger ijt, al eine dexjelben.

Unmertung. Bieht man durd) A (Fig. 16) eine Gevade normal ju GH
und dreht diefelbe um A, etwa tm bojitiven Stune, o ritcdt der Sdmittpunit der
beiden ®evaden in bem Halbjtvabhle A, H immer weiter fort, o dafs feine Gnt-
fernung von A, jede beliebige ®renze itberihreitet; zugleidh wird der fpige Wintel
A, DA bvex beiven Gevaven Deliebig flein, da fein Complement 4, 4D einem
Rechten beIiLbiq nale qebmdjt werden fonn,  Judem man nun die ju GH
pavallele Lage als die nad) einer BViectelbrvehung evveichte Grvenzlage auffaist,

A
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pflegt man 3u jagen, dajs zwei parallele Gerade fich in einem unendlid) ent
fernten Puntte jdueiden und den Wintel 0, bezichungsmweife 2 B mit ein-
ander bilden. Demgemdy nennt nman aud) gwei pavallele Gevade mit feftqefesten
(pojitiven) Richtungen gleidhgevidtet (divect pavallel), bezichungsweije ent-
gegengejept geridhtet (invers pavallel).

Congrueny der Dreiecke,

§ 33, Aus dem allgemeinen Begriffe der Congrueny jdhliefit man, dajs in
congruenten. Drefecten je zwet Homologe Seiten und je wei Homologe Wintel
gleid) find.

Driict man diefe Folgevung duveh) die Gleichungen

af = =R et = e e A A R B P

aug, o entjteht die Frage, ob umgefehrt das Bejtehen aller fechs Gleichungen
ober nur einiger derfelben ecforderlid) ijt, um auj bie Congruens der entjprechenden
et Dretecte fchliefen zu diirfen. Die Veantwortung diejer Frage ijt in den
fogenannten Congruenzjdpen enthalten, welde nebjt den Sdpen itber die
@ymmetrie insbejonders zum Nachoeife der Gleichheit von Strecten und Winfeln
angewenbdet werden.  Kommen ndmlid) die zu vergleichenven Strecen (Winfel)
in congruenten Dreiecten als Seiten (Dretedswintel) vor, jo find fjie Hhomolog,
alfo auc) gleich, wenn ihre Gegenwintel (Gegenjeiten) homolog jind. Riirzer wird
biesd in folgender Weije ausdgedriictt:

Jn congruenten Dveieden liegen gleidjen Seiten gleidpe
Winfel und gleidhen Winfeln gleiche Seiten gegeniiber.

§34 I Congruemfah. Bwei Dreiece jind congruent, wenn
fie in einer @eite und den beiden anliegenden Winfeln itbeveins
ftimnren.

; Beweis. €8 fei 4B = 4, B,
¢ 4 ' = AL N R R
Folgen die Gdpuntte 4, B, € und
A, B, C in ben pwei Dreiecten in
vemfelben  Drehungsfinue  anfeinander
(wie in der Figur), fo verjhicbe man
A, B,C, bdevart, dajs 4, mit A und
By wit B aufammenjillt. s 4 = 4, und B = B, folgt, dajs daun 4,C,
mit AC wnd B,C, mit BC in eine Gevade fillt. Damn liegt alfo C; jowohi
i dev Geraden, weldye durd) 4 C, als anch in jener, welche durc) BC bejtinumt
witd, wd fallt jomit auf den Puntt €. Die beiden Drefecte find daher congruent,
ba ihre Eckpuntte wnd jomit audy thre Seiten fich deckenr.  Wenn die fich entjprechen-
oen Ecfpunite in den gegebenen Dreiecten die entgeqengefeste Anfeinanderfolge haben,
jo mujs man sum Beweife dev Congruenz das eine Dreiet undchit umtlapyen.

A J/ R B,
Big. 17.
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§ 35. . (Enllf(llwnjfnij 3wei Dretede jind congruent/ wenn
fie in einer @Geite, einem anliegenden und dem qeqenubcx[tegew
ben Wintel ubetculftnnmen /

Beweis. Jjt AB = 4, B, L 4 = 4, ummd C = C ('1ig, 17,50
iit auch B = B,. Davaus folgt nad) dem erjten Congruenzjape 4 .B V?z >4, B,C,.

Die exften zwei Cougruenzjige lafjen fidh) in folgender Weifje zujommen-
fafjen: Wenn jwei Dretede in einer Seite und zwet q[e/td)heqeubeu
BWinteln iibeveinjtimumen, o Jind fie congruent.

§ 36, IIL Qﬁﬂllglllttl}lui; Bwet Dretece find congruent, wenn
fie in wei Seiten und dem von ihnen eingejdlojjenen Winfel
Hberveinftimmen.

Pemweis. Jjt AB = 4, B, AC = A,C, 1nd <L A=A4, (Fig.17),
. fo laffen fich die beiden Dreiecte duv) BVer{chicben, ober durch) Umilappen und
darauffolgendes BVerfchicben fo aufeinanderlegen, dafs fich die Ecfpuntte A und 4,
decent, fexner AB mit A, B; ud AC mit 4,C, in cine ®evade fillt. Aus
ver Vovausjepung folgt, dajs aud) die Punfte B und By, fevner € und C) zu-
jommenfallen; aljo find die beiden Dreiecte congruent.

§ 37. Lchefibe diber dic Streckenfmmmetrale. @) Jeder Puunft einer
Stredenjymmetrale hat von den Eudpunften der Strede gleide
Abjtande.

h) SederPuntt auferhalb der Stredeniymmetraleift jenem
Cudpuntte der Stvecde nidher, welder mit thm auf derfelben
SGeite ber @ymmetvale [tegt. Jugleidh gelten die UmEehrungsjase. .

Beweife. @) it AC=CB und ¢ L AB, o ijt ¢
die @ymmetrale der Strecte A B. Verbindet man einen beliebi-
gen Puntt D devielben mit 4 und B, jo folgt aug § 32 b,
dafs 4D = BD ijt.

b) ©8 jei I ein Deliebiger Puntt anferhalb g, wnd 4&
man zieche A F, BF mud AE, wo E den @dyuittypuitft dex
Symmetrale mit dev Stvecte B F bedentet.  Mian findet dann
BF — BE 4~ EF = AE + EF. ®egen AE + 7
EF > AF it audg BF > AF. &g, 15,

Die Umfehrungsiise fommen indivect bewiefen werben. '

Folgefape. 1. Der geometvijhe Ovt aller Punfte, welde von ben Ende
punften ciner Stvecte gleiche Abjtinde [aben, ift die Symmetrale der Stredy.
Man verjteht unter dem geometrijdhen Orvte aller Punfte, welche einer
gegebenen Bedingung entjprechen, jenes NRaumdebilve, weldes die Cigenjdhajt Hat,
vafs alle Punfte desjelben und nur diefe der gegebenen Vedingung entipreden.
- 2. Wenn vou poet Punften D und E ein jeder von den Eudpuntten einer
Strecte A B gleiche Abjtande Hat, o ijt die Gevabe DK die @mmnctmfe bet
| Strede 4 B.
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“¢) Die drei @eitenjymmetralen eined Dreiedesd jdhneidven
einander in einem eingzigen Puntte, welder von den drei Gd-
punften gleiche Abjtande hat.

Beweis. Die Symmetvalen ber Seiten 4B und BC
mitfien fid) in einem Punfte O jchueiden; denn fie fonuten
nur parallel fein, wenn auch) A B wnd B C pavallel waiven ober
in einer ®evaben legen titvden. Weil nun O der Symume-
trale ber Strede A.B angehint, jo ift 4O = B O, nnd el
> e der @ymmetrale der Strecte BC angehint, jo ift BO=CO.
Daraus folgt fermer A0 = CO; aljo mufé aud) die

Big. 19. @ymmetrale der Seite AC durd) den Punit O gelhen.

§ 38, Lehrfabe diber die Winkelymneetrale, o) Seber Puntt einer
Winfeljymmetrale hat von den Scdhenfeln dbes Wintels gleidhe
Abjtande. {

b) Jevev Punft, welcdher in einem hohlen Winfel und aufer-
halb dbev @ymmetvale desjelben liegt, ift jenem Sdhentfel ndher,
welder jid) mitihm anfderjelbenSciteder Symmetralebefinbet,

wedem diejer beiden €dte entjpridht ein Umtehrungsias.

I Beweis. a) € fei OC die Symmetrale des Wintels

7 AOB, D ein belicbiger Puntt ber Symmetrale, jerner

PR o DE L OA wd DI L OB. g ber Gongruens dev

/" Dreiee DEO und DFO polgt DE = DF.

T b) B8 fei G cin Delicbiger Puntt bes Winfels
BOC, weldjer nicht der Symmetrale OC angehvnt.  Jit
mm GH | 04, GI 1 OB, ferner KL 1 OB, fo

: folgt GH = GK +~ KH = GK + KL. m i

ijta. 0. GK + KL > LG md LG > GI aljo aud) G i
> GL Die Nmbehrungsjape fonmen indivect bewiefen werben.

Folgefap. Dev geometrijhe Ot aller Puntte, weldhe von wet fich jchnei-
denden Geraden gleiche Abjtande haben, befteht aus den et Geraden, weldpe die
vier hohlen Winfel der gegebenen Geraben Halbieren.

¢) Die drei Winfeljymmetralen eines Dreiedes jdhneiden
etnander in etnem eingigen Puntte, weldjer von den drei Seiten
G gleidhe Abjtande Hat.

Beweis. Die Symmetvalen 4 O b B O miijjen
fih in eivem Punfte O jdmeiden (§17). Bicht man
mun die Normalen OD, OF und OF 3u den Drei-

: ectsieitert, jo it OF = OF, weil O der @ymmetrale

2 7 p ves Wintels 4 angehet, und OF = 0D, weil O

Fig. 21. audy ber Symmetvale des Winfels B angehirt.
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Darausg To[qt 0D = OF, aljo geht audh die @ymmetrale deg Winfels €' durd)
dent Pauntt O

d) Jn 1cbem Dretede ic[)ne ben jid) die Gt)mmctlaIeu eines
Sunenwinfels und der beiden ihm gegeniiberliegenden Anfen
winfel in einem cinzigen Punfte, welder von den durd) die
Dreiecksfeiten gelegten Gevaden gleidhe Abjtande Hat.

Der Beweis ift jenem des vorausgehenden Lefriapes analog.

§ 39. IV. Congruemfol. Bwei Dreiecte jind congruent, wenn
fie in zwet @eiten und dem Gegenwinfel der griferen itber

einftimmcn.

Beweis. €3 fei BC £
B6) — goAC—=AC = b ;
ferner a > b Wb A 4k a
P
Hievaus folgt, dajs jich dag B, A 2,
Dreiect 4, B, €, jo auf das Drelect : Fig. 22.

ABC Tegen [dfst, dajs bie Cpunite 4, wnd 4, ferner G wid C zufammens
fallen, wifrend B, in die Seite A B ober deven Verlingerung itber B fhinaus
ju liegen fommt. Da man mum vom Punfte €' nur zwei Strecen von dex
Qinge @ s der durd) AB bejtimmten Gevaden ziehen fanw, vou denen die cine
bie @eite C'B ijt, wifrend die anbdere, CB,, ihren Fufpumtt in ver BVerlinge-
vung von BA iiber A Binans Hat (§ 32, 2. Folgefah), jo mujs C;B, mit
CB jujammenfallen. Ao find bdie beiben Dreiecte congruent.
Bujap. Wenn zwet Dreiede ¢

in 3wei Seiten und dem Gegen- g
tinfel dex fleineven iibereinitim=
men, fo founen zwei vevjchiedene
Fille eintveten: 1. Die Gegen- |
winfel der gubferen Seiten find 4 A, U B A B
chenfalls glei) umd fjomit Ddie Fig. 28. ;
Dreiecte congruent, wie 4 B,C und 4, B, C; ober 2. die Gcgenmwintel der qrife-
ven @eiten find ungleih und Ddaher die Dreiee nidht congruent, wie 4 BC
ud 4, B, C;. Jun diejem Falle liegen den grifeven Seiten
fupplementare Winkel gegeniiber.

§ 40~ V. Congruenyfol.  Swei Dreiede find
congruent, wenn jie in allen drei GSeiten itber- i

einjtimmen. > PG LRI <
Beweis. it 4B = 4,B,, BC = B,C, und
CA4 = Ci4,, fo lege man die Dretecte fo anetnander, ‘\ /

bajs 4, mit 4, B, mit B sujammenfillt, und dafs C, und ¥
C'ich auf entgegengejepten Seiten von AB befinben. Da mun 53-19. 24,
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AB bie Symmetrale der Strede C'C; ift, fo fallt €, auf C, wenn das Drefect
ABC;, um AB als Adje wmgeflappt wird. Die Dbeiden Dreiecte jind alfo
congruent. :

§ 4. Befrimmuugsfliicke cines Dreieckes. Da man congruente Dreiecke
alg ein eingiges Dretedt in verjdhicdenen Lagen anjehen famm, fo nennt man jene
Orifien, aus deren Gleichheit in zwei Dreiecen auf die Congrieny derjelben
gejchlofjen werden famn, Beftimmungsitiice des Dreieces. Von diefen find
die widytigjten: 1. eine Seite und die beiden anliegenden Winfel, 2. eine Seite,
ein anliegender und der gegenitberliegende Wintel, 3. zwei Seiten und der ein-
gejchlofjene Winkel, 4. zwei Seiten und bder Gegenwintel der grdferen odex
5. alle brel Seiten.

§ 42. Anderuugen der Geqenftiicke. Wenn in cinem Dreiede jwei
©eiten unvevdndert bleiben und der von ihnen eingejdloffene
Wintel wid)st, jo wadhst aud) defjen Gegenjeite.

Beweis. €8 jei 4 BC das gegebene Dreiect, und
man [affe ben Wintel BAC in den grifeven BAC,
itbergehen, wilrend die einjdhliefenden Seiten unvervindert
bleiben.  Bieht man mum die Symmetrale 4 D der Strede
CCy, fo liegt B aufiexhalb der @ymmetvale und zwar
T A auf der ndmlichen Seite, wie der Eckpuntt €. (Da nim-
M lid ¢ BAC, << 2 R ijt, jo ijt umjomelr BAD
i <32 By vt it B < BG5BT
Der Umfehrungsiah foun indivect bewiefen mwerden.

Der Kreis,

§ 43, Holbmeffer, Duvchmeffer. Die Kreislinie ift zujolge der Grfldring
in § 24 eine in fid) jelbft juvitctfehrende oder gejdhlofjene Linie, deven fammtliche
Puntte von efnem bejtimmten Puntte, dem Mittelpuntte (Centrum), gleiche
Abjtinde haben. Fede Verbindungsjtvecte des Mittelpunftes mit cinem Puntte
ver Rreiglinie heifit Halbmejjer (Radiug). Jede von zwei Punften der
Kreislinie begrengte Strece witd @efhne (chorda), und wenn diefelbe durc) den
Mittelpuntt gebt, Durdhmefier (Diameter) genannt. Die Endpunfte cines
Durdymefjers heifen Gegenpunite.

Folgefage. 1. Alle Halbmefjer cines Kreifes find gleid).

2. Jycver Duvchmefjer ijt boppelt jo grofy als ein Halbmejjer desjelben Kreijes.

3. Alle Duvchmefjer eines Kreijes jind gleid).

4. Jeder Durdhnreffer tit gridfer als tvgend eine andere Sehne vesfelben Kueifes.

Bum Beweife des lepten Sages ziehe man zu den Endpunften einer Sehue
die beiben Madien wnd beachte, dajé die ervjteve fleiner ijt al8 die Summe der
lepteren (§ 29).
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§ 44, Bogen, Centriwinkel, Secior, Seqment. Scbcr’ Zheil einer freis:
linie Beift Rreisbogen ober einfady Bogen (arcus). Gin Winkel, dejjen
Sdeitel der Wiittelpuntt eines Kreifes ift, wird Centriwintel genannt. Jener
Theil der RKreisfliche, weldher von einem Bogen mnd den beiden zu feinen End-
puntten gezogenen Nadien Degrenzt wird, heifit Kreisansjdnitt (Sector),
und jener Theil, weldher vou einem Bogen und dev die Eudpunfte desjelben ver-
Dindenben @elhme begrenst wird, heift Rreisabjdhnitt (@cgmcu t).

Aum Centriwinfel 40 C gehirt die Sehne 4 C,
ber Bogen AC, der Sector A0CD wnd das Seg:-
ment ACD. (Um die Sehue AC in der Bezeichung
bon dem Bogen AC ju unterjdeiden, jdhreibt man fite

aftere AC' ober chorda AC und Fitv leteven AC
ober arc AC) Seder Bogen bejtimmt ebenfalls eine
Selne, welche die ugehorvige genannt wird, einen Cen-
triwinfel, einen Sector und ein Segment.  Hingegen
Werben durcd) eine Sehue zwei Bogen, zwet Centri- ;
Winfel, zwel Sectoven und zwei Segmente beftimmt. Man pflegt mu jenes
Seqment, weldyes den Mittelpuntt nidht enthilt, als zur Sehue gehivvig zu be-
geichuen ; desgleichen ben Bogen, den Centviwinfel und den Sector, weldge durdy
jenes @eqment bejtimmt werden.

§45. #ireis und Punkte. w) Cin Puuft fiegt auf dev Rreis
linie, inucrhalb oder auferhald derjelben, je nadbem jein Cens
trafabftand (Abjtand vom Centvum) gleich dem Rabdbiusg, fleiner odex
grofer it als devjelbe.  Bugleich gelten die Umtehrungsjise.

Beweije. Es fei O dag Centvum eines Kveifes, » ein Nadiug desjelben
und A ivgend ein Puuft dev Cbene. Jjt die Strede 04 = », fo fanun diejelbe
als eine Dejondeve Lage Der den Kreid evzeugenden Strece aujgefajst werden;
aljo liegt A auf der Kveislinie. Jjt 04 < », fo gibt es in dev Verlingerung
bon O4 idiber A4 Binaug einen Puntt 4,, jitv weldgen 04, = ijt. Dann ijt 4,
et Punft dex Kueislinie, bhingegen 4 mit dem Mittelpunfte auj devfelben Seite
ber Rreislinie, alfo inmerhalb derfelben. Analog behandelt man den Fall 04 > r,

Die Umfehrungsiise fhnuen inbdivect bewiejen werden.

Folgejite. 1. Der geometrijhe Ot aller Zbunftc i der Gbene, mLTc[)e‘
Don einem Puufte O bden Abjtand = bejigen, ift der wm O al8 Centrum mit

dem Radiug » bejchriebene Kreis. ;

2. Haben gwei Kreife einen gemeinjdhajtlichen Mittelpunit und gleiche ST‘abteu
o Decken ﬁe fich volfjtdandig.

b) Fe drei WPunfte ciner Kreislinie liegen nidt in eciner
Gerabden.

Smdivecter Beweis (§ 82 ¢, 1. Folgefas). Hievaus folgt, dajs die Kreiss
linie frumm ijt.

Fig. 206
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¢) Durd) dbrei Puntte, welde nidpt in einer Gevadben liegen,
ift ein freis eindeutig beftimmt.

Bewets. Betvachtet man die gegebenen Punfte 4, B, € als Ecdpuntte
eines Dreiectes, fo ift dev gemeinjchajtliche Sdhnittpuntt O der brei Seitenfym-
metralen vouw 4, B uud C gleid) weit entfernt. Jijt aljo O der Mittelpuntt und
04 der Halbmefjer einer Kveislinie, fo mufs diefelbe aud) durd) B wnd C
geben.  Wiivbe mnod) eine pweite Kveislinie durd) 4, B wud € gehen, fo
mitjste ihr Mittelpuntt ecbenfalls in den Symmetvalen der Streden 4B, BC,
CA liegen, alfo mit O jujammenfallen. Da ferner OA audy ein Radiug bder
aweiten Qreislinie wive, jo mitfste fich diejelbe mit der exjten decen (§ 45 a»
2. Folgejas).

d) Unter allen @Strveden, welde einen gegebenen Punft mit
Den Puniten einer Kreiglinie verbinben, ijt diejenige die grifte,
in weldevder Mittelpuntt iegt, und diejentge die fleinjte deven
Bevlangevung duvc den Mittelpuntt geht.

Ty A Wi Beweis. Liegt der ge-
qebene Punft A innerhalb
. der  Rreislinie, fjo folgt:
A M OM S OR
CO + 04 — CA, alfp
AM << CA; ebenjo exhilt
man AM > OM — 04
= OB — 04 = AR,

I, S endrvmnighy aljo AM > AB. Analog
uMfEvder Beweis it fithren, wenn A anfechalb des RKueifes liegt. Wie lautet
Lpudiefet'@at, wenn A der Qreislinie jelbjt angehout.

Bufige. 1. Bewegt fich) ein Punft M in der gegebenen Kveislinie tmmer
in demfelben Sinne, o wichst jeine Eutferiug vom gegebenen Puntte 4 wibrend
per Bewegung vor B nad) C; jie nimmt hingegen wibhrend der BVewveqing von
C nady B immexjort ab.  Bum Beweife wende man denw Lehriab des § 42 auf
pag Dreied AOM an.

2. @ept man OA = ¢ ad OM = », o ijt die qrdfite Eutfernung des
bewegten Punites von A oder AC = ¢ - » und die fleinjte Entfernung oder

| Gig. 27,

] o=t e > r
LR — O, je tdmbent ey - ei==1r it}
l T ] (e

§ 46, fireis und Gerade. Cine Gevade Hat mit einer Kreis:
[inie feinen Puntt, einen Punit oder zwei Puntte gemeinfdajt
[id), je nadydem ihr Centralabjtand grifer, ebeunjo grof oder
fleiner it als der Mabiug. Bugleid) gelten aud die Umtehrunggjibe.
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PBeweije. €3 fei A bdie Projection des NMiittelpunttes O auj

bie gegebene Gevade GH, alfo 04 = ¢ ber Centralabjtand. Fiiv : G
¢ > r liegt 4 auferhalb der SKveislinie, jomit auch jeder ambdeve 4 B

Bunft B der Geraden, da OB = 04 ijt. Filv ¢ = » ijt 4 \
ein Puntt der RKeeiglinie, Dhingegen liegt jeder andeve Punit der g4
Gevaden auferhalb bes RKveifes. Fiiv ¢ < » liegt A innerhalb
ver Rreiglinie. Dentt man jich mum einen Punft von 4 aus [Engs 2,
bes Halbjtrahles AG weiterbewegt, jo itberjteigt feine Entfermumng -
bon A und wmjomehr jewe wvon O jeden beliebig grofen Wert. 54 9s,
Alfo mujs der bewegte Punft die Kreislinie in einmy, Pantte B

treffen, fitv weldhen OB = = ijit. Madht man feduder) in dem Halbjtrahle AH
die Strede 4B, = 4B, {o ijt audh) OB; = r; al )i:gebi')rt aud) ver Puntt By
der Gevaden und der Kveislinie an. Andeve Puntte founen die Dbeiven Linien
nach) § 32 nicht gemeinjam haben. ‘

Die Umtehrungsiabe fonunen indivect Dewiejen werden.

Gutlarungen: 1. Wenn eine Gerave und eine Kyveislinie zwei Punkte ge-
meinjdhaftlich haben, jo liegt nur die vow diefen Punften begrenzte Strecke dev
Geraden innerhalb der Kreislinie. Man jagt daber in diefem Falle, dajs die
beiden Linien einander jdhneiden, nemnnt die gemeinfomen Punfte Sdhynitt-
puntte und die Gevade cine Secaunte des RKreijes (3. B. EF in Fig. 26).

2. Wenn cine Secante um eiven ithrer Sdnittpuntte mit der Kreislinie jo
gedreht wird, dajs der ziveite Schnittpuntt tmmer ndher an den erjten hevanviict
und fchlieflich mit demfelben zujammenjallt, jo heift die Gevade in diefer Grenz-
lage Tangente des Kreifes und der Punkt, twelchen fie mit demjelben gemein-
iaitlich hat, Berithrungspuntt (GH wnd I in Fig. 26).

§ 47, Oleidhe Kreife nnd Kreisbogen. ) Congriente Rreife werden in
der Negel alg gleich Degeichnet.

Paben zwei Kreife gleidhe Radien, jo find jie gleich und
umgefehrt (§ 45 o, 2. Folgefap).

Folgefipe: 1. Wenn eine Cbente um den Mittelpunit eines in ihr liegenden
Rreifes in fich jelbjt gedreht wirh, jo fillt jede mewe Lage des Kreifes mit ibrer
urpriingliden gujammen. Die Kreislinie (Gjst fid) alfo in fid) jelbjt verjchicben.

2. Der Kreis ijt eine centrijd-fymmetrifhe Figur,

b) Sreisbogen von gleichemt Halbmefjer, d. i. Vogen eines RKreifes ober
gleicher Rreije, lafjen fjich ebenjo wie Strveden wvevgleihen, abdbdieren, jubtra-
hieven . §. f. @ie heifjen gleid), wenn fie fih zur Dedung bringen lafjen
oder alfo congruent find.

Der 360. Theil ber Peviphevie heift ein Grad (genaner Bogengrad um
®egenjate zu Winfelgrad), der 60. Theil eines Grades heifft eine Minute
(Bogenminute) wnd der 60. Theil einer Minute eine Secunde (Bogenjecunde).

Clnter Halbfreis, Quadrvant, Sertant wnd Octant verfteht man
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beziehungsiveife die Hiljte, den bievten, dew fechsten und den adhten Theil der
Beripherie.

§ Lebhrfike von den Schuen, o) Die@Symmetrale einer jeden
SGehnt geht durch den Mittelpuntt des Kreifes; jie fallf aljo mit der
Nornale vom Centrim auf die Sehue und mit der Verbindbungslinie deg Cen-
trums mit dem Halbievungspuntte der Sehne ujammen.

b) Die ©Symmetralen pavaller Sehnen fallen zujammen.
Der Beweis lajst jich mit Hilfe des vovausgehenden Sapes fiihren.

Folgefat. Der Kreis ijt eine axfal-fymmetrijche Figur und zwar ijt jeder
Durchmefier eine Symmetrieadie

¢c) Gleihen @elhnen entfpreden gleidhe Centralabitinde,
und der grdfeven vou jwei veridiedenen Sehuen entipridt der
fleinere Centvalabijtand. Bugleih gelten aud) die UmEehrungsjdase.

Beweife. €3 et AB=EC, OF | ABund O@F
1L EC, aljp audy 47 = CG. Aus bder Congrueny
der Dreiedte A0 wd CGO folgt alfo FO = GO.

3t CD > EC, jo ziehe man OG 1 EC,
OH 1 CD wnd verbinde G mit H. Jn dem Dreiecte
GCH it mm CH > CG, alfo au) ¢ > 7. Da
fermer ¢ 4+ B =y + 4 ift, jo folgt B << & und
bavans OH << OG. Wenn die gegebenen Selnen
= nicht  aneinanderftofien, wie 3. .B. AB wd CD,

SHitag fo benfe man jich vou C aug die Sehne CE == AB
gezogen, und findet O << OG, OG = OF, vaher OH << OF. Die -
fehrungsidge tounen indivect bewiefen weiden.

§ 49, Besichungen swifthen Centriwinkeln wnd den 3ugehdrigen Sehuen
und Bogen. o) Bu gleidhen Centriwinfeln cines Kreifes oder
gletder Rveije gehdven aud) gleiche @ehuen und gleidhe Bogen.

Beweis drd) Deckung.

b) 3u gleidhen @ehnen eines Kreijes oder
gleidper Rveije gehbren aud) gleidhe Centri-
winfel und gleidye Bogen.

Beweis. Aug AB = A, B, jolgt N\ ABO
4,B,0, aljo ¢ = ¢,. Nad) dem vorausgehenden Sape
ijt dafher aud) arc AB = arc 4,B,.

¢) Bu gleidhen Bogen eines Kreijes ovber
gletcher Rrvetje gehdven aud) gleiche Centri-
winfel und gleidhe Sehnen.

Beweis, Man faun die gleichen Bogen fo aufeinanderlegen, dafs jid) ihre
Gudpuntte decen (§ 47). Dann fallen die Sehuen und daher andh) die Centri-
winfel gujammen.

Fig. 30.
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§ 50. Lehrfibe von den Tangenten. o) Die im Cudbpuntte eines)
Halbmefjers evridytete Novmale desfelben ijt eine Tangente
Des freifes.

Diefer Saty, defjen Richtigleit fich wwmittelbar aus dem § 46 evgibt, ldjst |
mehreve Wmtehrungen zu, welche fich leicht indivect beweifen lafjen. %

i
{

RPaes NP

b) Die Streden, welde von dem Sdnittpuntte jweier Tan-
genten eined Kueifed und denentjpredgenden Bervithrungspuunften
begrenst werden, find einander gleid.

Beweis. €3 ijt A ABO & AB, 0, vaher : 4

AB = A4B,. Die Streden AL und 4B, werden
haufig aud) Tangenten genannt.
¢c) Die Verbindunugslinie ves Cen-
trums mit bem @dynittpuntte zweter Tan-
genten desdjelben Kreifes ijt die ©ymme-
trale 1. beshohlen Wintels dev beidenTan: P
genten, 2. des Wintels, welden die zu den Sig. 51, %
Beviithrungspunften gezogenen Radienein:
{
3
|

jdhliepen, und 3. dber Sebhue, welche die beidenBervithrungspunite
berbindet (der Bevithrungsjehue).

Die Nidhtigleit diejer Sase erqibt fich aus der Congrueny der Drelecke
ABO und AB,0O, fexner aug den Cigenjdajten der Strecenfymmetrale (§ 37 b,
2. Folgefa).

§ 5L Periphevicwinkel.  Cin Winkel, defjen Scheitel in der Periphevie
eines Sveijes liegt und defjen Sdentel zwet Secanten ober eine Secante und eine
Tangente ded Kreijes jiud, wird ein Pervipheviewintel genonnt. Jener im
Recipheviewinfel liegende Kreisbogen, deffen? Gudpuntte in die Schentel des Pevi-
phevierintels fallen, heift der zu demijelbey gehdrige Bogen oder der
Bogen, iiber welchem der Pevipheriewintel ftcht{

a) Jever Pevipheviewinfel it gleidh) dev Halfte ded Centri-
winfels fiber demjelben Bogen.

Beweis, G fei BAC = g (Fig. 32) ein von
einer  ZTangente und einer Secante gebildeter Peviphevie-
winfel, aljo BOA = « der Centviwinfel iiber demjelben e

Bogen BEA. 3ieht man OE W AB, jo ijt AOE .Z‘
wnd juglei)y 4OE = 3, da beide Winfel zum Winfel

OAB complementir jind. Hicvans folgt g = C) — it

ver jtumpfe Winkel BAD = 2 B — 3 der gegebene Pe- Fig. 32.
vipheriewinfel, aljo der convere Winfel BOA = 4R — « bder Gentriwinfel )
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iiber demfelben Bogen, jo findet man2 R — =2 R — 3 = ]7 4R —a).—

Jiiv f = R it die Ridtigleit des Saes ohneweiters flar.

Jit bingegen BAC = 8 (Fig. 38) der von wei
@ecanten gebildete Peripheriewintel, alfo BOC = « der
Centriwintel iiber demjelben Vogen, jo erhilt man mit

RNitckjicht auf den vovausgehenden Beweis y + g =

i (0 4+ @) unb y = 2[ d, balfer 8 ———1) a.

Folgejage. 1. Alle Pevipheviewintel eines SKreifes,
weldhe a1 demfelben Vogen gehoven, find einander
gleid.

2. Ulle Peripheriewintel eines Kreifes oder gleicher Kreije, welche zu gleichen
Bogen gehioren, find einander gleid.

3. Bwei Peripheviewintel eines Kveifes, deven Scheitel anf entgegengefesten
@eiten einer Sebne [iegen und deven Schentel duvc) die Endpumfte der Sehue
gehen, find jupplementdr.

b) Der geometrijche Ort bcm @dyeitel aller gleidhen Wintel,
deren ©djentel durd) die Cudpunfte einer gegebenen Strede
gehen und bdeven Sdjeitel auf bderjelben Seite bder Strede
liegen, ijt ein von bden CEudpunften der Strede Dbegrenzter
Rreisbogen.

Beweis. 8 jei AB die gegebene Strede und ACB
= « der gegebene Winfel. Bieht man den durc) die Punfte
A, B, C' bejtimmten Kreis, o ijt jeder Pevipheviewintel,
defjen Schenfel durdh) 4 und B gehen und defjen Scljéitel
im Bogen ACB liegt (3. B. ADB), ebenfalls = a. it
ferner B ein Puntt, welcdper mit C' anf derjelben Seite von
AB wnd anferhald bes Seqmentes ACB liegt, fo exhilt

Sig. 34. man <L AEB - ADB, dafer <X AEB < ee. Ghenjo

findet man <L AFB > e, wenn I im Seqmente ACB liegt.
¢) Jit ber zu einem Peripheviewintel gehovige Bogen ein Halbfveis, jo
beifst derjelbe ein Wintel im Halbireije,

Jeber Wintel im Halbiveije ift ein Redter.

Beweis. Der Centriwinfel idiber dem Halbfreife ift ndmlid) ein ge-
ftrectter Wintel.

Folgejige. 1. Der geometrijche Ot dev Scheitel aller vechten Winfel, deren
@dhenfel durd) die Eudpunfte einer gegebenen @trecte gehen, ift jemer Kreis, in
welchem bie gegebene Stvece ein Duvchmejjer ijt.
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2. Wenn in einem rvechtwintligen Dreiecte ein jpiger Winfel waid)st, wihrend
die Hypotenufe wnverdndert bleibt, jo wichst die gegenitberliegende RKathete und
die ailiegende nimmt ab.

§ 52. Dwei Kreife. Wenn wei Kreife den Mittelpuntt gemeinjchajtlich
Daben, jo Beifen jie concentrijd). Die Flache, weldhe von zwei concentrijchen
Rreislinien begrenzt wird, heifit Kreisring; der von zwei Rabdien des grofeven
Rreifes  Degrenzte  Theil bes RNreisvinges feift Ningausjdnitt oder
Ringfector.

Hwet Rreife, deven Mittelpuntte nicht sujommenjallen, heifen excentrijd.
Die durd) die beiden Mittelpunfte bejtimmte Gevade witd Centrale und
ber Abjtand dex Deiden Wittelpunfte Centralabjtand genount. Man
lagt: ,Bwei RKreife beriihren einmander”, wenn fie eine Tangente
und den ihr entfprechenden Bevithrungspuntt gemeinjdaftlich) Haben. Die Be-
tithrung wicd eine Gufeve oder eine inneve genannt, je nachvem bdie jic) be-
tithrenden Kreife einander augjdhliefen oder nicht. Wenn von zwet RKreislinien
die eine theils inmerhalb, theils auferhaldb bder ambderen liegt, jo jagt man:
#Die beiden Kreije jdhneiden einander”.

Begeichnet man ven Centralabjtand zweier Kveije mit ¢, die Nadien der-
jelben mit » und o, wnd fet » = »; vovaus, fo Dbejtehen die folgenven
Lehrjage:

a) Fir ¢ << r — v, haben die beidben Kreislinien feinen
Puntt gemeinjhajtlich und die eine (mit bem Rading ») jdhlieht
die anbdere ein;

b) fitx ¢ = » — 2, bevithren jie {id) vou innen;

¢) fitr v —o, <e<<r-+r jdneiden jie jich in zwei PBunften;

d) fiix ¢ = » + 2, bevithren jie fid) von augen und

e) fiilr ¢ > » ++ », haben jie feinen Punft gemeinjdajtlid
und jdhliefen etnander aus.

Beweife. Man  bezeichne mit O und O, bdie
Mittelpuntte der beiden Krveislinien K und K, ferner
mit B ud € jene Punfte der Kreislinie K, vou
Demen der erfte dem Fleinjten uud dev weite den griften
Abjtand vou O hat. Nac) § 45 d liegen die Puntte o
0, O,,Bund C'in etner Gevaden, und ¢8 it OC=c -+,

Ic—‘- /i lc>?‘,
ud OB = 1 0 Sre el see ="n e 1it;
lfrl == Co=Ty

a) s ¢ << » — v, folgt » > ¢ + r, vdex » > OC. @omit liegt
C und daber aud jeder andeve Punft von K, innerhald K

b) Aus ¢ == r — r, folgtr =c +», oderr=0C. Somit gehirt C der
Reeislinie K an, wihrend jeder andeve Puntt von A, innerhalb K liegt. Die
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sur Gentrale tm Punfte C evvidhtete Novmale ijt Tangente dev beiden Kreife
(§ 50 a); diefelben Dbevithren i) aljo und zwar von fnunen.

el Mis r ey < o<t b = e ol aunadit e << e ml= il ober
r < OC, b 0. C'liegt auferhall des Kreifed K. Ferner exhilt man » >c¢ — »;
over » > OB, wennt ¢ = »; ijt. $it ¢ = 7y, fo ijt alfo r = 0 und wegen
OB = 0 aud) » > OB. it endlih) ¢ << »;, fo jolgt wegen » > = untjo-
mehr aud) » > », — ¢ ober » > OB. Jn jedem diefer duet Fialle liegt aljo
B innexhald des Rveijes K. Bewegt jich aljo ein Punft (ings K, von B aus,
jo mujs v die Kveiglinie K in eivem Puntte befm Pevaustveten und in einem
andeven Punfte betm Wicdeveintveten duvchjchueiben. Diefe beiven Punfte fhud
vent Rreiglivien K und K, gemeinjchajtlich und Dheifen ifre Durd)jchnitts-
punfte oder Scdhnittpuntte. Debhr als jwei Punfte fHunen die Kreislinien
nidht gemeinfdyaftlich Haben, obhne volljtandig zujammenzufallen.

d) Mg ec=1»r -+ r folgt r =¢ — v, ud ¢ > r,. €8 ijt alfo
r = OB, b. ). B gehict dev Reeislinic A an, wihrend feder andere Punft von
K, auperhald K liegt. Die zur Centrale im Punfte B evvidhtete Novmale ift
Tangente der beiden Kreije; diejelben bevithren fich alfo und zwar von anfen.

e) g ¢ >r 4+ », folgt » < ¢ — v, und ¢ > »,.  E8 ijt aljo
r << OB, b §). B aud jomit aud) jeder andere Puuft von K, liegt auferhall
K. Die beiven Kvetje Haben aljo feinen Punft gemeinjdhaftlich und jdhliefen
eiitanber aus.

Bujdge. 1. Die Umtehrungen dev vorausgehenden fiin Sdpe find ebenfalls
vichtig und fonnen indivect bewiefen mwerden.

2. Fiv r = »; timen die Fdalle @) wnd b) nicht eintreten.

3. Wenn wei Kreije i) jhneiden, jo liegen die Scmittpuntte fymmetrijd
besilglich dev Centrvale.

4. Wenn pwet Kreife nmuv einen Punft gemeinjdhajtlich haben, jo liegt ders
jetbe it der Centrale,

Die lepten zwei Sige evaeben jich aus der Vemerfung, dajs jede aus zwei
RKeeifen bejtehende Figur in Bejug auf die Centvale jymmetrijch ijt.

§ 53. Rreis und Dreiek. Cin BVieled, deffen Eclpuntte in einer Kreis:
linte liegen, Dejjen @eiten alfo Sefuen jind, heift ein SehnenvielecE. Nian
jagt and) in diefem Falle, das BieledE joi dem Kveije efngejdhrieben oder
der freis dpem Vielede nmgejchrieben. Wenn die Seiten eines Bieleces
Tangenten cines Kreijes find, jo nennt man e8 ein Tangentenvieled ober
jagt auc), das Vielect fei dem Kreije umgejdhrieben oder der Kreis dem
Bielede eingefdrieben.

Jedem Dreiede lajst fid) ein Kveis einjdveiben nnd ein
Kreig umjdyreiben (§ 838 ¢ und § 37 ¢).

Bufage. 1. Jn jedem vechtwintligen Dreecte ift dev Mittelpunft des wm:
gefdyrichenen Rveijes augleih) ber Halbievungspunit der Hypotenuje; beim
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fpigwintligen Dveiece [egt ev innerhald und beim ftumpfointligen Dreiece
aufiechalb desjelben.

St namlidy (Fig. 19) <€ ACB = R, o ift < A0B = 2R (§ 51);
aug <X ACB << R jolgt AOB << 2R.u. {. {.

2. Jebem Dreiede laffern fid) dvei Kveife anjdyreiben; . §. es gibt drei
Sreife, von benen jeber von einer Dreiectsieite und ven Verlingerungen der beiden
andeven berithrt witd (§ 38 d).

Confreuctionsaufaaben.

§ 54 Erklavungen. Da alle Figuven dev Planimetvie aus Geraden und
Rveifen bejtehen odev durd) diefe Linien beftimmt werden, fo laffen fidy die plani-
metrijden Conjtvuctionsanfgaben auf folgende zwei guviictithren :

a) Cine Gerade durd) 3wei gegebene Puntte su ziehen;

b) einen Sreis von einem gegebenen Punfte als Centrum
mit ciner gegebenen Strede als Radiusg zu conftruieven.

Diefe beidenn Anfgaben, weldhe mit dem Lineal beziehungsweife Birfel aus:
gefithrt werden, heifen Pojtulate oder Fovderungsiape, weil fie jidh nidyt
aunf einfacheve Aufgaben zuriicfithren lafjen. Eine Confjtvuction Dheifit geome:
trijd), wemn zu ihver Ausfithrung wmuw die genannten zwei Hilfsmittel, und
medyanijc), wenn anferdem Mafijtdbe, Trangporteuve, Reifijdhienen, n. §. w.
berwenbdet mwerden.

Gine geometrijche Conjtructionsanfqabe heift je nach der Anzahl und At der
borgejchricbenen Bevingungen, unbejtimmt beftimmt oder iiberbeftimmt
fie Dat im erjten Falle unendlich viele Aufldfungen (Rejultate der Confjtvuction);
tm aweiten eine beftimmte (im allgeneinen endliche) Anzahl von Aufldfungen und
im dritten in ber JMegel feine Anfldjung. Al Beifpiel diene bdie Aufgabe, eine
Rreislinie durd) pwei, drei oder vier gegebene Puntte zu ziehen. Eine bejtimmte
Aufgabe feifit eindeutig, zweibentiq, ... n-deutiqg, wenn jie eine Auf
[Bjung, zwei, ...n Aujldjungen zuldjst. Wumbdglid) heift eine Aufgabe, wenn
die gejtellten Bebingungen den Cigenjdhajten der verlangten Figur widerfprechen;
wenn 3. B. ein Dreied mit zwel vedhten Winfelnw conjtruiert werben foll.

§ 55. Allgemeine Anleitung. Punfte werben mitteljt des Durchjdnittes
sweier Gevaden, einer Geraden und eines Kreijes obder sweier Kreife conftruiect.
Die Lage einer Gevaden ijt durd) zwei ihrer Punite, die Lage und die
®rife ciner @trede duvd) die beiden Endpuntte, die Lageund die Grife
eines Ruveijes duvdh den Weittelpuntt und die Lange des NRabius bejtimmt.

Compliciertere Aufgaben exfordern ein weitlinfigeres Verfahren, weldhes
meiftens in vier Theile: die Analyfis, die Conjtruction, den Beweis und die
Determination zeclegt wird.

Hocevar, Geometrie jilv Oberrealjdulen. 3
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Unter der Amalyfis verfteht man das Aufjuchen foldher Beziehungen
awijdhen den gegebenen und den gejuchten Theilen einer Figur, durd) welde die
Conjtruction der lefteren ermbdglicht witd. Bu diefem Bwede eidhnet man in
per Megel eine beliebige Figur, welche tn der Anuordnung bder Bejtandtheile mit
ver gejuchten Figur dibereinjtimmt, und leitet mittelit pafjender Lefrfige, Hilfs-
linden w. §. w. die zur Conjteuction geeigueten Begichungen ab. Davan jchlieft
fich die durd) die Analyfis vovbereitete Conjtruction. Durd) den Beweis
foird dargethan, dafs die exhaltene Figur den Bebingungen der Aufgabe entfpridt.
Die Determination bejteht i der Angabe der Bedingungen, wunter weldhen
bie Aujgabe iiberhaupt mbglic), Dbejtimmt oder unbejtimmt, ein-, wei- oder
melydentig ijt.

§ 56. Confrrnction von Punkten durdy qeometrifche Oerter). @) Ginen
Buntt 3u conftruieven, welder von einem gegebenen Punfte 4
etnen gegebenen Abjtand a hat.

Dicfe Aujgabe ift unbejtimmt, weil alle Punfte der Kreiglinie mit dem
Centrum A aund dem Radiug o dervjelben entjprechen. Die Conjtruction diejer
Qretslinie bebarf fetner weiteven Erflivung.

b) Gneiner gegebenen®evaden g einenPunttzu conftruieren,
weldyer von einem gegebenen Puntte 4 den gegebenen Abjtand
a hat.

A Analyiis: Der gejuchte Punft mujs jowolhl in
a  \ /  der Gevaden ¢ al$ and) in der Qveislinie mit dem
AV 9 Gentrum 4 und dem Radiug o liegen. Daraus folgt

Fig. 56. wnmittelbar die Conjteuction und ber Beweis.

Determination: Die Aujgabe ift wnmdglich, eindeutiq oder weidentiy, je
nachdem die Strece o fleiner, ebenfo grop ovder grofer ijt als ber Abjtand bdes
Punttes 4 von der Geraden g.

¢) Ginen Punttzuconjtruieven, welder von zweigegebenen
Puntten 4 und B den gleidhen Abjtand a hat.

v nalyfis: Der gejuchte Punft mujs fowohl in der

Sreiglinte mit dem Centvim 4 wnd dem Radiug @, als aud
in der Rreislinie mit dem Centvim B und dem NRadiug o
A 7 liegen.  Die gemeinfamen Puntte dev beiden Kreife entfprechen
alfo Der geftellten Anfgabe.
Determination: Die Aujgabe ijt unmbglich, eindeutiq
fFig. 87. ober gweidentig, je nachvem a Feiner, ebenjo grof oder guibfier
ijt als die Hiljte von AB,

d) Ginen Puntt zu conjtruieren, welder vom Puntfte 4 den
Abftand @ und vom Punfte B den Abjtand b hat.

e) Ginen Punft zu conjtvnieven, welder um Buutte 4 in
Bezug anf die Gevade GH fymmetrifd) legt.



Analyjis: Der gejuchte Puntt U hat von jedem Punfte dex
@ymmetrale GH denfelben Abjtand wie der Puntt 4. Daraus

evqibt fich bie aus der Figur exjichtliche Conjtruction. Die Auf- /\/ >y(

gabe ijt eindeutig beftimmt. g0
§57. Anfgaben diber Strecken und Movmalen, o) Anf

einer Geraden ¢ vou einem Punfte Aderjelben die 44

Strede a abjujdueiden. Sig. 38
Diefe Aufgabe, welche als ein jpecieller Fall der Auj- 2

gabe ) tm § 56 betvadhtet werden famn, ijt jweidentig. Um

Jie aut efner einbentigen 31t macher, mujs im vovaus angegeben \
werden, auf weldper Seite von A Dder jweite Cndpunft U A4 /U g

liegen folf. Fig. 39.

b) Die Symmetrale einer Strede 4B ju conjtruieren.

Man conjtenieve zwei Puntte T wnd V (Fig. 37), welde von 4 und B
gleiche Abftande haben. Die Gevade UV ijt die gmudﬁu @ymmetrale,

c) Gine gegebene Strece 3u halbieven (Aujg. b).

d) Durd) den Punft 4zur Gevaden g dieNorvmale zu ziehen.

1. Der Puntt 4 Iicqc auferhalb dev Gevaven g.

Grjte Conjtvuction. Man bejtimmre in g el Puntte
U b V (Fig. 40), chcI)e von A gleiche Abjtinde haben,
- und  conftvniere Hievauf ciueu Puntt W, dejjen Abjtinde i i

bon U und V ebenfalls gleid) jind.

A

Bweite Conjtruction.  Mian bejtimme jenen Paunft U, LA
¢ Sl e . - o0 AP
welcher 31 A in Begug auf die gegebene Gevade fymmetrije T
liegt (Fig 88). AU ijt die gejuchte Novmale. Reple
2. Der Punft A liege in der gegebenen Gerabden. MA —
Grite Conjtvuction wie im vorausgehenden Falle.
Bweite Conjtenction.  Nean bejchreibe wm einen LPunft r
U auferhald der gegebenen Geradben AH (Fig. 41) mit 34

dem Nading UA einen Kreis, welcher die Gevade zum
aweitenmal in etnem Puntte V7 jchneidet. Der Gegenpunit Av‘%[
W Des lepteven bejtimmt mit A die gejudhte Jtovmale, Denn
VAW ijt ein Winfel im Halblreife. Diefe Conjtrnction
ijt insbejonders dann angwwenden, wenn dev Halbjtvahl AH iiber 4 hinaus nidt
berldngevt werden famr.  Man Hat dann den Punft U fo ju wihlen, dajs feine
Novmalprojection auj A in diejen Halbjtrahl und nicht in jeine Crgingung fallt.

§ 58. Anfgaben fiber Winkel wud Pavallele. @) Ginen gegebenen
Wintel ¢ jozuitbevtvagen, dajscin Sdhentel desjelben mit einem
gegebenen Halbjtrahle DX gujammenfillt.

Fig. 41.

3*
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Analpfis: €3 jei « der gegebene und EDF
der  gefuchte Wintel. Bejchreibt man um  die
Sceitel A4 und D mit demjelben Nadius die
Rueisbogen BC' und EF, jo find nad) § 49 die
@ehnen BC wnd EF gleidy; daher ift die Con-
jeuction des Puuttes F auj die Aufgabe § 56 d
quriidgefithet. — Determination wie in § 57 a.

Big. 42.
b)) Durd den Puuit 4 zur Gervaben GH die Parvallele
au ziehen.

i Man  ziehe eine Gerade
dure) A wund einen Punft B der
Gevaden GAH und iibertrage den

} ober LAK (Fig. 43). Dann ijt
~./ IK|GH — D edfpart fi
EEE - SR ) B H Has Bichen der Gevaden A5, wemn

Fig. 43. Fig. 44. man dic Conjtruction entjprechend
der Fiqur 44 ausfitbyrt.
c) Ginen gegebenen Wintel zu halbieven.
Die Conjtenction ergibt fidh aus der Uberlegung, dajs die Symmetrale

ver Strede BC (Fig. 42) aud) den Winfel « Halbiet (§ 30).

§ 59. Aufaaben diber Dreiccke. Gin Dreied zu conjtruicrven,
wenn drei Umfangsijtiide desfelben gegeben jind.

¢ Sind 3 B. die Seite ¢, der anuliegenbe
J Winfel B und der gegeniiberliegende Wintel 7 ge-
geben (Fig. 45), jo beachte man, dajs Dder Ddritte

& g Winkel « jur Wintelfumme g -4 y jupplementdr ijt.

@ind die Seiten o und b, ferner der Gegen-
winfel « der evteren gegeben, fo madhe man (Fig. 46)
X HAC = ¢, AC = b und bejtimme bie gemein-
jamen Puntte des Halbjtrahles AH und bes Kreis-
bogens, weldher von €' al3 Centrum mit dem Radiug

a bejdricben wird.

Determination: Wenn o > b ift, fo fdhneidet

A EWJH I Hex Steisbogen den Halbjtvahl AH wre in )cmem

Big. 46. ?Eunfte {bw Aujgabe ijt aljo eindeutig.  Fitr o = b
iit die Aufgabe wnmiglic), wemn ¢ = B ijt. Fir a < B und @ = b ijt die
Aufgabe eindentiq; filv « <K und a << b it jie unmiglid, eindentig oder 3wei-
beutig, je nachdem @ flener, cbenfo grof obev gubfer ift als der UAbftand DHes
Punttes C' vom Halbjtvahte AL,

Winfel ABH in die Lage BAI
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§ 60. Anfoaben iiber Kreife nud Tangenten. o) Cinem gegebenen
Dreiede cinen Kreis umaujdreiben oder: Einen Kreid ju conjtrus
teven, welder duvd) drei gegebene Punfte geht (§ 53).

b) Ginem gegebenen Dreiede einen Kreis einzufdreiben
(§ 53).

¢) Ginem gegebenen Dreiece cinen Kreis anzujdreiben (§ 53).

d) Den Mittelpuntt eines gegebenen Kreijes oder Kreis-
bogens guconftruieven. — Man beftimme den Schuittpuntt der Symmetralen
aweter nidyt pavalleler Selnen.

e) Ginen gegebenen Kreisbogen zu fibevtvagen (§ 49).

f) Ginen gegebenen Rreigbogen zu halbieven (§ 49).

g) Den Umfang eined gegebenen Kreifesin 2, 4 8, ... 27
gleiche Theile su theilen.

h) Den Umfang eined gegebenen Kreijes in 6 gleidhe Theile
autheilen.

Analyfis: Verbindet man zwei benachbarte Theilungspuntte A4 und B mit
dem Mittelpuntte O, jo ijt L AOB = 60°, jomit dag Dreied AOB gleichfeitig.
Hievans erqibt fid) jofort dbie Conjtruction.

Damit ijt auch die Anjgabe geldst, die Kveisperipherie in 3 gleiche Theile
au theilen.

1) Den Umfangeines gegebenen Kreifesin 12=23.4 24=3.8§,
«..3.2% gleidje Theile 3u theilen.

k) Durvdyeinen gegebenen Punfteiner Kreislinie dieTangente
an diejelbe 3u 3iehen (§ 50).

1) Durc einen Punft A4 auBerhalb eines Kreifes Tangenten
an denfelben zu ziehen.

Analyfis: Da dag Dueied ABO (Fig. 31) bei B vehtwinfliq ift, jo legt
B in der Periphevie des RKveifes, weldher iiber 04 als Durdymefjer bejdjrieben
wirtd (§ 5l¢). Davaus erqibt fich bdie Conjtruction und der Beweis. Die Anf-
gabe ift offenbar jtets sweidentig, d. h. aljo: Von jedem Puntte auperhalb eines
Sreifes lafjen fidh) zwet Tangenten an denjelben jiehen.

m) Nher einer gegebenen Strede als Sehne einen Rreis:
abjdhnitt zn conjtruieven, in weldem alle 31 jener Sehne ge-
horigen Peripheriewintel etnem gegebemen Winfel gleicdh find.

s fei BAT = « der gegebene Winfel und 4B .
die gegebene ©ehune. Man evvidhte im Punfte A die
Normale g AT wd duvchjchneide Ddiejelbe duvd) bdie
Symmetvale der Strece AB. Wenn mun der Kreis mit
O afg Centrum wnd OA als Radiug bejchricben wird,
fo entfpricht dev Ryeisabidhmitt ACE bder gejtellten Auf-

gabe (§ 51 a, 1. Folgejas). A T
: Fig. 47.
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Das Vieredk.

§ 61 Grklornngen und Lehrfuke.  Jeder Seite eines Bievectes entjpricht
eine gegenitbecliegende @eite oder Gegenjeite und jedem Winfel ein gegeniiber-
liegender Winfel oder Gegenwintel.

Geves Bieved hat zwei Diagonalen. Jit e8 conver, jo witd es durh jebde
Diagonale in zwei Dveiede zeclegt.  Jm Nadyjolgenden werden mur convere
Bievece Detrvadhtet.

Die @umme der Winfel eines jeden Bievedes betrigt vier Redhte.

Beweis.  Herlegt man dbas Vieved durc) eine Diagonale in zwei Dreiecte,
fo ijt die Swmme der Bievedswintel gleich der Swmme ver fehs Dreiecswintel,
alfo gleid) 4R.

§ 62. Cintheilung der Viereke. Die Bievee werden mit Ritckficht auf
bie gegenfeitige Qage ihrer Seiten in Pavallelogramme, Trapeze und
Trapegoide eingetheilt. Das Pavallelogramm {jt ein BVieved, in weldhem je
ywei Gegenfeiten pavallel find. Das Trapey ijt ein Bievedt, in weldem zwai
®egenjeiten pavallel jind, die beiden andeven hingegen nicht. Die erjteven Heifen
Pavalleljeiten und bdie lepteren Schentel des Trvapezes. Das Trapezoid
ift ein Bieved, in welchem feine Seite 3u ihrer Gegenjeite pavallel ijt. Bon den
Trapezoiden wird dasjenige, deffen Umjang aug zwei Paaven gleidher Nadybar-
feiten Dejteht, ein Deltoid genaunt.

§ 63, Das Parallelogramm. JFn jedem Pavallelogramme jind

~a) je gwei Gegenwinfel gleid) unbd

b) je 3wei Gegenjeiten gleid.

o). Sebe Diagonale gerleqt basjelbe inzwei divect congruente
Dreiede.

) Die beiden Diagonalen halbierven einanbder.
n E o Beweife. a) Die Schentel je ziveier Gegenmintel

find invers pavallel.
b) Mg AC = AC, ¢« = y, ub ¢, = 7 folat:
el AABC= DA, Dalerift AB==CD b BC—DA.
A e ;s 5 o

Bk ¢) Die homologen Umfangsititce dex congruenten
Big. 48. Dreiecte ABC und CDA folgen in gleidem Sinne auf-
einanber. Die beiden Dreiecke find daher divect congruent, w. jiw. Legen diefelben

fpmmetrijd) in Bezug auf den Halbievungspuntt O der Diagonale AC,

d) Folgt aus der Congrueny der Dreiedte ABO und CDO, wemn dex
Sdnittpuntt der beiden Diagonalen mit O beeichnet wird.

Folgeftve. 1. Jebes Pavallelogramm ift eine centrije-fymmetrijde Figur,
. 3w, ijt der Durvchjchnittspuntt der Diagonalen dag Symmetviecentvunt,
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2. Sede Strece, welche ziwei Punfte des Umjanges verbinbet und durd

vas Centvum O geft (Durchmeffer des Pavallelogrammes, 3. B. EF in Fig. 48),
witd in O DHalbiext.

\ 3. Parallele Stvecten, deven Eudbpuntte in pavallelen Geraben liegen, find

etnander gleid).

4, Wenn pwei Gerade pavallel jind, jo haben alfe Punfte der eimen von
der anbeven gleichen Abjtand.  Devjelbe heifit daher Abjtand der Parvallelen.

5. Der geometrijhe Ovt aller Punfte, weldhe auf devielben eite einex
Gervaden in gleichem Abjtande vou derfelben liegen, ijt eine Pavallele zur gegebenen
Geraden.

6. @ind in einem Parallelogramme wei Nadybavwintel gleid), jo find alle
Wintel gleich, alfo ift jeder ein Rechter. Das Parallelogramm wird daun ein red)t-
winfliges genannt.

7. Gind in einem Pavallelogramme wei Nachbarfeiten gleich, fo find alle
@eiten gleid), und e beift ein gleidhieitiges Parallelogramm.

Bufap.  Jm Parallelogramme Fann irgend eine Seite als Grundlinie
begeihmet werden; dann feifit dev Abjtand Dderjelben von dev Gegeneite bua Hihe
des E]Sma[h[oglmmmﬁ

§ 64. Sorifehung: Ymkehrnngsfihe. JedbesBieved ijtein Parvalle-
logramun,

a) wenn in denfelben je zwei ®egenwinfel gleid) jind, ober

b) wenn je 3wei Gegenfeiten gleid) jind, over

¢c) wentn es durd) jede Diagonale in zwei congruente Dreis
ece zevlegt wivd, odex

d) wenn feine Diagonalen jid) gegenfeitig halbieven.

Bewetfe. a) s A -+-B+C+D=4R, fenex 4 =C wd B=D
folgt 24 4 2B = 4R oher A+ B = 2R, baher ijt AD || BC. Gbenjo
finvet man A + D = 2R und daraus 4B || DC.

b) g AB = DC und AD = BC folgt A ABC O CDA. §8ijt alfo
a=y, und a, =7, daher 4B || DC' und AD || BC.

¢) @ind die Dretece ABC und CDA congruent, jo miiffen der gemein-
fdaitlichen @eite AC gleihe Winkel gegeniiberliegen. €8 ijt aljo B = D
ebenfo finbet man 4 = C.

d) 68 fei O der Sdnittpunft der Diagonalen AC und BD, ferner
A0 = 0C b BO = OD. Davaus folgt A ABO X CDO, jomit 4B = DC.
Gbenjo findet man A BCO X2 DAO, aljo BC' = AD.

Bujas. Da jeder Lehrjap des § 63 zwei Vovausfepungen (4B || DC,
AD || BC) und 3wei Behauptungen enthalt, jo findet man uod) mefreve giltige
Umtehrungen.  Jusbefonders ift angufithren:

¢) Wenn in einem BVievede zwei Gegenjeiten gleid) nud
pavallel find, fo ijt es ein Pavallelogramm.
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Beweis. Aug A8 = DC und 4B || DC folgt ndmlid) A\ ABC & CDA.
Daber ijt aud) BC = AD.

§ 65. Eintheilung der Pavallelogramme. Die Pavallelogramme werden
mit Riidjicht anf die Winfel in vedhtwintlige und Jdhiefwintlige und mit
Ritdjicht auf die Seiten in gleichjeitige und ungleidhjeitige eingetheilt.
Dieraus ergeben fich die folgenden vier Avten wvon Pavallelogrammen: 1. Das
redhtwintlige und gleichjeitige Parvallelogramm oder das Quabdrat, 2. das redy-
winflige und ungleichjeitige Pavallelogramm oder dag Redyted, 3. das jchief-
winflige und gleicdhjeitige Pavallelogramm ober der Rhombus und 4. das
Jchiefvintlige und ungleichieitige Pavallelogramm ober dag Rhomboid.

§ 66. Das vedytwinklige Parallclogramm. «) Diebeiden Diagonalen
find einander gleid.

b) Die@ymmetraleeiner jedenSeite ift aud) die@ymmetvale
ver Gegenjeite.

c) Die @ymmetrvale einer jeden Seite ijt aud) ©ymmetrale
ves redhtwintligen Parvallelogrammes.

d) Dag redytwintlige Parvallelogrammijt ein Sehuenvieved,
u. 3w, ijt ber Scdnittpuntt der Diagonalen dasg Centrum des nm-
gefdyriebenen Kreifes.

Beweije. a) €3 ijt AN ABCXRXBAD, jomit AC' = BD,

¥/} l‘r C b) wid ¢) Mian conjtvuieve die Symmetrale EI der
| @eite AB und flappe das BVieved EBCEF um EF alg Adhje
G # um. Dann fillt B auf A, BC anf AD, weil L4 = B
o p it und € auf D, weil BC' = AD {jt. Dafer ijt LI die
& @ymmetrale der Seite CD und ugleich) Symumetrale von

Big. 49. ABCD.

d) Do AC = BD i, fo ijt eudy 40 = BO = 00 = DO.

Bujag. Das recdhhwintlige Pavallelogramm ijt fymmetvijeh in Bezug  auf
awet 3 einander novmale Achfen.

§ 67. Das gleidyfeitige Porallelogramm. Febe Diagonale it eine
@ ymmetrale

a) der andeven Diagounale,

b) ver beiben Wintel, weldye jie duvdhjdhneidet und

c) bes qgleidhjeitigen Pavallelogrammes.

d) Dag gleidhjeitige Parallelogramm ijt ein Tangenten-
pieved, w 3w. ift der ©dnittpunft der Diagonalen das Centrum
pes eingejdhriebenen Kreijes.

Beweife. «) Crgibt jich aus dem 2. Folgejae im § 37.

b) md ¢) Wenn dag Dreted BCD wm BD als Achje umgeflappt wird,
jo fallen nac) ) die Punfte A und €' gujammen; daber ijt L ADB = BDC
Wi e



d) Da der Sduittpunft O der Diagonalen den Shm-
metralen aller viev Winfel angehirt, jo hat er von allen vier
@eiten gleidhen Abjtand.

Bujase. 1. Dag gleidhjeitige Poarallelogramm ijt fym=
metrifd) in Begug auj zwei zu einander novmale Achien.

2. Das Quadrat hat vier Shymmetrieachjen, von denen
awet benacdhbarte den Winfel von 45° einjchliefen.

§ 68, Amwemduugen. o) Trdgtmananfeiner Gevaden mehreve
gletdhe und aneinanderftoffende Strecden anf und zieht dburd die
Theilungspunfte pavallele Gervade, fo fhueiden diefe auf jeder
3u ihuen nidt pavallelen Gevaden gleidye Streden ab.

Beweis. Sind die gegebenen Gervaden g und g, '7/ _}_
pavallel, jo folgt die Nichtigfeit des Sabes unmittelbax
aus § 63b. — @ind jedoch) g und ¢, nidht pavallel, wnd ijt ¢ (- G
AB—B(—CD... fecnet 44, || BB, || CC|| DD, - = -, i
jo siche man B, E| C,F|| D,G... | g. Damt jind vie /% e
Dreiede K4, B,, FB,C,, GC, Dy, ... congruent, alfo E \A,
it 4,8, = B,C, = C\D,... BHig. 51.

Bujap. Der vovausgehende Lehrjap bleibt aud) damnn rvidhtig, wenn der
Sdnittpuntt dev Geraden g und g, swijden den Punften A4 und B ober
B and C... legt oder mit einem dexjelben sujammengillt.

b) Die drei Hohen eines jeden Dreiedes jdneiden {id) in
etnem eingigen Punite

Beweis. Jjt ABC vas gegebene Dreiec, c
jo ziehe man durd) die Gcpuntte die PBarvallelen 2 4,
3u den ®egenjeiten, aljo A4,B, || BA, B,C, | . '
CBund C A, || AC. Dann ijt By4d = CB==
AC; b b A it ber Palbievungspunit dev
Gtrecte B, C;. Cbenfo Deweist man, dajs b
und €' die Halbiexungspuntte der Strecken €' A, A
und A, B, find. Bieht man alfo die Hihen Fig. 52
AD, BE und CF bes Dreiedes ABC, jo find bdiefelben jugleich) die Seiten-
fymmetralen des Dreiectes A, B,C; und fdhueiden fjid) daber in einem eingigen
Punfte. Ebendiejelbe Begriindung ijt and) anf ein jtumphointliges Dreiec
amvendbar, wihrend die Nidtigleit des Lehriates fiiv dag rvedhwintlige Dretect
jofort einlendhtet.

Crldrung. Die Verbindungsjtrecte des Halbievungspunttes einer Dreiects-
jeite mit dem gegeniiberliegenden Gcdpuntte wirtd eine @ dwerlinie Ddes
Dretectes genaunt.

-



¢) Die drei @hwerlinien cines jeden Dreiecdes jdhueiden jid
in etnem eingigen Puntte, weldher der Sdhmwerpuntt bes Dreectes heifit.

d) Der Sdywerypuntt theilt jede Sdhmwerlinie fo, baiﬁ ber am
GEpuntte [teqenbde AbJdhnitt doppelt o groP ijt als ber anbdere

Beweife. ¢) €3 jeien AD und CF jwei
@dwerlinien bes Dretedes ABC; S fei der Schnitt-
puntt berfelben wnd E der Halbierungspuntt der
@eite AC.  Bieht man DG || CF wid EH || CF,
jo witd AB in den Puntted H, F, G i viev und
baher AD in den Punften Jund S in drei gleiche

ig. 53. Theile getheilt (§ 68 @). Hievaus folgt SD==AD : 3.
Durd) einen analogen Vovgang beweist man, dajs AD von der Scwerlinie BE
in etnent Punfte S, gejduitten wird, fiiv weldhen S, D = AD: 3 ijt. Aljo {jt
SD = S5,D, b, §). die Puntte S wd S, fallen zujammen.

d) Aus dem vorausgehenden Beweife jolgt AS = 2.8D, cbenjo BS=28E
uny OF = 2 87, :

Bujas.  Unter bden merfwiicdigen Punften eines Dretedes
verfteht man jene viex Punfte, i welden fich 1. die Seitenfymmetralen,
2. die Winfeljymmetvalen, 3. die Hohen und 4. die Sdywerlinien des Dreieces
jhueiven. Jm gleichjeitigen Drvetecte fallen diefe vier Punfte ujommen.

§ 69. Das Trapes. Jm ZTrapeze fann man jede dev beiden Lavalleljeiten
ald8 rundlinie betvadten. Der Abjtand der beiden Parvalleljeiten heit bdie
Hihe des Trapezes.

@ind bdie beiven Schentel eines Trapezes gleich, jo heifit es ein gleid)-
jhentliges Trapes (aud) Antipavallelogramn).

Unter der Meittellinie ecines Trapezes verjteht man die Verbindungs-
ftrecte der Dalbievungspuntte jeiner Schentel.

§ 70. Die Mittellinie des Trapeyes. «) Jieht man ineinem Trapeze
burd) bie Mitte cines @cdhentels die Parallele zu den Parallel:
feiten, {o theilt diejelbe den aundeven ©denfel in 3wei gleide
Theile.

b) Die Mittellinie einesd Trapezes it 3u denPavalleljeiten
pavallel (Mmfehrungsiab zu a).

c) DieMittellinie einesTrapezes ijt gleid) dem avithmetijden
MWeittel aus den Pavalleljeiten.

Beweife. «) Folgt aus § 68 a.

b) Lifst jid) indivect beweifen.

¢) €3 fei EF bdie Mittellinie, ferner CH || DA
wd FG || DA, Dann it A\ GBF HFC, alfo
GB = HF. Mit RNitdjicht davauf echilt man
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T A O Gl
EF — EH + HF — DC + HE
oY — | AB 4 DCu EF — > (AB% DO,

Wie lauten die entjprechenven Leheiipe fiiv das Drefect?

§ 7. Das gleidyfehenkline Trapes. «) Die beidben Winfel an jever
Parvallelfeite Jind einander gleid.

b) Die Symmetrale der cinen Parvalleljeite ijt aud) die
Symmetrale der anbderen.

¢c) Die @ymmetrvale einer Parvalleljeite ijt and) die SHhm-
metvale des gleidhjdhentligen Trapezes.

d) Das gleidfdentlige Trapes ift ein Sehnenviered.

Beweife. a) Jft 4B || DC und AD = BC,
jo siehe man CE || DA. @3 ijt damn AD = EC, 2
alfo audy EC == BC. $Hieraus folgt ¢y = £ und
wegen ¢, = a aud) a=g.

Da ferner die Winfel aun der pweiten Pavallel: 4
feite DC' su den gleicdhen Wintehe ¢ und B jupplementir
find, jo find jie ebenjalls gleidh. Fig. 55.

b) und ¢). Gbenjo wie die entjprechenden Sipe im § 66 zu beweifen.

d) Jit O ber @dnittpuntt der Symmetvale F'G mit der Symmetrale
von AD, jo ijt 40 = BO, (0= D0 und A0 = DO. O ijt aljp der
Mittelpuntt des wmgejchriebenen Kretjes.

§ 72. Das Deltoid. Jene Diagonale, in deven Cudpunften
biceinander gleidhen @eiten sujammenitoBen, ijt die Symmetrale

a) dex ymweiten Diagonale,

b) ber Dbeiben Wintel, welde fie burd)-

7

jdhneidet und i
c) bes Deltoides felbit.
d) Das Deltoid ijt etuTangentenvieved. o ¢

Beweife. @), b) und ¢) wie im § 67.
d) 3t O der Sduittpunt der Symmetrale BD mit dex
Symmetvale bes Winfels 4, jo hat O von allen Seiten des

Deltoides gleichen Abjtand und ijt alfo der Mittelpuntt bes n
etngejchriebenen Kreijes. Fig. 56.

Bujas. Das Deltoid wird durd) die @Symmetrale in wei invers congruente
Dreiede erlegt.

§ 73. Das Schuenvicredk, @) JFun jedbem Sehuenvievede jind je
smwei Gegenwintel jupplementdr. ;
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b) Wenn in einem Bievede zwei Gegenwinfel (und daher and
dic beibenandeven) fupplementdr jind, fo ijt es einSehuenvicred.

£ C Beweije. a) S. § 5la, 3. Folgefab.
f \ b) Gsfei ABCD vas gegebene BieveEund B D=2R.
\ Conjtrniert man ben durd) 4, B wnd ' bejtimmten Sveis
\ | umd 3ieht von ivgend einem Puntte £ jenes Sreisbogens AC,
\ / weldher B uicht enthilt, die Sehuen EA umd EC, fo ijt
nad) dem vorausgehenden Sape B+ E = 2R, aljo D=E.
©omit liegt aud) D in dem Qreisbogen AEC (§ 515).

Fig. 57.
§ 7. Das Tangentenvierek. o) Jn jedem Tangeuntenvievede ijt
pic @umme zweier Gegenjeiten gleid) ber Summe der bHeiden
anbderen.
b) Jit in einem Vievede dieSumme zweier Gegenfeiten gleid
der ©@umme der beiden andeven, fo ift 8 ein Tangentenviered
£ ¢ Bewetfe. a) Bezeidynet
man bdie gleihen Tangenten-
abjdynitte AE wnd AH mit a
,(&1g. 58), BE und BE mit b
. | w. §. ., Jo findet man
\ AB L DO a4t
: p 4 \B ¢+ d=AD + BC
Fig. 5H8. Fig. 59. b) €3 jei ABCD (¥ig.
59) bas gegebene Bieved und AB + DC= AD 4 BC. MNad) § 38a ldjst
jich jtets ein Rveis comjtvuieven, weldjer drei @eiten, 3. B. AB, BC' und AD
bevithvt, Wenn mun diefer Kveis die vievte Seite C'D uicht bevithren wiirde, fo
fonnte man die u CD pavallele Tangente EF ziehen wund hatte nad) dem voraus-
gehenden Lefrjage AB + EF = AE + BF. @ubtvahiert man dieje Gleichung
pou jener, weldhe die Bovausjepung ausdriicdt, jo folgt DC' — EF = ED 4 I'C
und DC=ED + FC'+ EF. Dieje Gleichung fann jedod) nicht bejtehen; denn
man hat DO << ED + EC, EC < FC + EF, aljo DC << ED + FC 4 EF
Ebenjo gejtaltet fich der BVeweis, wenn die Tangente FI7 die Veclangerungen der
@eiten 4D und BC' jdhneidet.

Confirnctionsaufgaben.

§ 75. Allgemeine Anleitnmg.  Zur Bejtimmung cines jeden
Parallelogrammes geniigt eines der beiden Dreiecte, in welche es duveh) eine
Diagonale, oder eines der vier Dreiecte, in welde es duvd) beide Diagonalen
gevlegt wird.  Man evfennt davaus, dajs dem Pavallelogramme tm  allgenteinen
dret Bejtimmunasitiicte entfprechen. Fn jpeciellen Fallen veducievt fid) die Anzahl
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derjelben auj zwet (beim NRedhtecfe wnd beim Rhombus) over auf eing (beim
Quadrate).

Da jeved Trapey durd) eine Diagonale in zwei Dreiecle zerlegt witd,
welche in einer Seite und einem Winfel itbereinjtimmen, jo entjprechen aljo dem
Trapeze im allgemeinen vier Veftimmungsitiide. Die Anzahl derfelben reduciert
jid) auf drei, wenn das Trapez gleichjchentli ijt. Die Conjtruction eines Trapezes
gelingt Haufig daduvd), dajs man jich dasjelbe in ein Dretect und ein Parallelogramm
sexlegt denft (Fig. 55) und bdiefe beiden Figuren nacdheinander conjtruiert.

Sebes Trapezoid wird durd) eine Diagonale in gwei Dreiee mit efner
gemeinjhajtlihen Seite zerlegt und Hat jomit im allgeneinen fiinf Bejtimmungs-
jtike. Die Conftvuction gelingt meijtens dadurd), bajs die beiden Dreecte nad)y
cinanber conjtvuievt werden.  Dem Deltoide entfprechen drei Bejtimmungsitiicte.

§ 76. Anfgabe. Gine gegebene ©trede AB in n gleide Theile -
su theilen.

Man ziehe durd) A einen Halbjtvahl AM und
trage auf demjelben von A aus n aneinanderftofende
gleiche Stvecten anj. Berbindet man den Endpunit &
ver lepten ©trede mit B und zieht duvch die itbrigen Vi
Theilungspuntte Pavallele zu GB, jo zerlegen diejelben A |
die geq&benc Strecte in n gleide Theile. i

Die Conjtenction witd daduvd) veveinfacht, dajs i

man die invers pavallelen Halbjtvahlen AM und BN {a) K
sieht und auf dewjelben von A wund B ang bdiejelbe 4 -
Strece je nmal aujteigt. Die BVerbindungslinien CL, Fig. 60.

DK, EJ,. .. theilen 4B in n gleihe Theile.

Das Vicledk.

§ 7. Lehrfike diber die Diagonalen. «) Voun jedbem Ccdpunite
eines n-Cdes lafjen jid) n—3 Diagonalen ziehen.

») Die Anjahl ber Diagonalen eines n-Ges it~

c) Jebes convere n-Cd [aist jid) durd) Diagonalen, welde
boun einem Edpuntte ausgehen, in n—2 Dreiecde zerlegen.

Beweije. «) Von jedem Ccpuufte eines n-Ccdes aug fonunen n—1 Ber-
bindungsjtreden zu den itbvigen n—1 Ecdpuntten gezogen werden. Bon Ddiefen
Stveden find jene, weldhe man 3 den beiden Nachbaveden gezogen Hat, Seiten
e Polygones, aljo die iibrigen »n—3 Diagonalen.

b) llen » Eckpuntten entiprechen n (n—3) Diagonalen. Dabei wird jedod)
jede Diagonale aweimal gezdhlt, ndmlich an jedem ihver Endpunite; daber ijt

n (ﬂ2 %) tie dmzall der Diagonalen.
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¢) Dag convere Polpgon 4, 4, 4. .. A, wird hed) die Diagonale 4, A4,
in bas Dreie 4, 4, A, und dag convere (n—1)-CGd 4, A, A,.. A, 3erlegt.
Gbenjo wird durch die Diagonalen 4, A, 4, 4;... A, A, je ein Drcied ab-
gejchnitten, und es bleibt jchlieflich nod) das Dreiect A, 4,1 4, iibrig. Somit
ijt bie Anzahl der erhaltenen Dreiecte nm 1 grifer als die Anzahl der Diagonalen,
aljo = n—2.

§78. Lehrfike iiber die Winkel. Die Summe aller Wintel cines
converen n-Ecdesd ijt gleidhn—2 gejtrecdten Winteln, aljo = (n—2)2R.

Beweis, Man zerlege dag Polygon durdh) Diagonalen vor einem Eckpuntte
aug in n—2 Dreiece und beadjte, dajs die Summe der DreiecEswintel gleidy ift
der ©umme der Polygouswintel. .

Bujak.  Man fann diefen Lehriap aud) fiiv ein Polygon mit erhabene
Winkeln bewetjen, indem man dasjelbe durd) pajfend gewahlte Diagonalen in convere
Bolygone zerlegt. Ausgeichlofjen find jeme nuv felten betvadyteten Polygone, deren
Mmfang feine zujammenhingende Linie bildet (wenn 3. B. ein Quabdbvat aus einem
groferen Quabdrate ausgejdnitten wird) odev fich felbjt duvchjdhneivet (Sternpolygone).

Folgejase. 1. Jever Wintel eines vegelmipigen n-Cces betrigt 2 L — {Lg
er wid)st mit ber Bahl n, bleibt jedodh) jtets fleiner als ein geftvecfter Winfel.

2. Gonjteuiert man an jedem Ecfpunfte eines converen BVieleckes je eimen
Aupenintel, jo i)t die Summe derjelben = 4 L.

§ 9. Das reqelmifige Polygon. o) Jede Sceitenjymmetvale und

b) jeve Winfeliymmetrale eines vegelmipigen Polygones;
tjt sugleid) @ymmetrvale des Polygones jelbit

c) Jebes vegelmdafige n-Cd hat » Symmetricadfen, welde
fidy in eimem einzigen Puntte jdhueiden.

d) Fedes rvegelmaBige Polygon ift ein Sehuen= unbd ein
Tangentenvieled. Der gemeinjame Sdhnittpunitder Shmmetrie-
adyfen ift dag Centrum des umgejdyriebenen und des einge-
fdriebenen Sreifes.

Beweife. o) €8 jei PO die Shnmietvale
der @eite A8 und man Lappe den Theil OPBCD
des gegebenen Polpgones wm PO als Achie wm.
Dame fillt B auj 4, ferner C anf N, weil
<L B = 4 wmip BC = AN ijt, ferner D anf M,
wel <X €= N ud CD = NM ijt u. f.

b) Gbenjo zut Deweifen,

¢) Jit n gevave, jo jdmeidet PO den

M
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Umiang bes Polygoues zum zweitenmal in einer Seite (Gegenjeite), da nimlid)
nach a) auf jeber @eite wou PO gleid) viele Gckpuntte liegen miijjen. Aus
o) folgt ferner, dajs PO die Symmetvale der Gegenfeite ijt. €8 gibt jomit im

n 5 e . ~ o v
ganzen — von einanbder verjdhiedene Seitenfymmetvalen und jujolge einer analogen
9 ) 1) ) ¢

.‘Btgwnbung ﬁmfd]mnmctm[en, alfo n @ymmetricadjen.

St a uugerabe, jo fdueidet PO den Umfang in einem Ecpuntte und
halbievt den zugehvrvigen Wintel (Gegenwintel). Daber fillt jede Seitenjynmetrale
mit einer Winfeljymmeetrale zujanmmen, und es gibt alfo im gangen » Symmetrie-
achjen des Polygones.

@5 et O ber Scnittpuntt der benad)barten Seitenfymmetralen PO und QO,
alfo A0 = BO = 0. Da die Punfte D und A in Bezug auf QO jymmetrijd)
liegen, fo ijt and)y DO = 40. Hievaus folot CO = DO, aljo geht aud) die
@ymmeteale dev Seite CD durd) O w. . § :

Man hat A AZ20 & APO, BPO & BQO, CQO X CRO ..., aljo
finb 40, BO, CO, ... bie ul]lllﬂ[ttla[(lll der LWinel 4, B, C

d) Nad) ¢) ift O poit ellen Edpuntten gleich weit mtycmt 1]t aljo das
Gentrim des umgefd)uebmm Qreifes.  Bualeich ijt O von allen Seiten gleid)
et entfernt, ijt aljo auch) Has Centvum des eingejyriebenen Kveifes.

- Conftructionsaufgaben.

§ 80. Allgemeine lttlcttnnq Da jich jeves convege n-Ec in n—2 fDLuerfe
sevlegen lajst, von denen je awei benachbarte tn einer Seite iibereinftimmen, jo
entfprechen demt converen 7-Gc im allgemeinen 3(n—2) = [(n—3) —-2nﬁ3
Bejtimmungsjtiicte. /

Die Anzabl der BVejtimmungsititcfe veduciert ficd) beim uqc[nmf;tq’en Bielecke
auf zwei; denn diejes lafst fid) omubal conjteuieven, weni Das rechtivintlige Dreied
APO (Fig. 61) gegeben ijt. Ju diejem Bejtimmuungsdreiede des vegel-
migigen Polygones it der Radius bdes wmgejehricoenen Kretjes die Hywotenuje
und der Nading des eingejdyvicbenen Kreijes eine Kathete. Die aweite Kathete ijt
bie Hiljte ciner Polygonjeite; ferner ijt der Winfel AOP = _2§

§ 8. Aufgaben. Ginem gegebenen Kreije ein vegelmifiges
n-Gcd a) cinzujdreiben, ) nmzujdreiben.

Confteuction.  a) Man theile die Pevipherie in n gleiche Theile wnd ver-
binde die anfeinanbderfolgenden Theilungspuntte A, B, €, D, ... (Fig. 62) durch
@ehnen. ABCD. .. ijt das eingejdricbene rvegelmdfige n-Gd, denn es ijt
AB = BC = CD'... (§49) dnhp' =L AB(C = BCD =.., 1§ 5l 4
2. Folgejab).
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G b) Bieht man durd) die Tqheilungspunite A, B,

C, D,.. Tangenten an den Kreis, jo erhilt man dag
N umgejdyricbene veaelmafpige n-Gd LMN.... @3 ijt
\ nimlih <C LAB == LBA = MBC = MCB. ..
¢ (§51) alfo AABLBCMOCDN...; <L =
/ M2 o AT L BE s BTG e

3,[ Lﬂ:[ﬁ _ZUN:...

7 i
Aujas.  Die Conjtruction ift mit Bivtel und
7 Qineal nur i jenen Fallen ausfithrbar, in welden
%’ig. 62. oie Jerlequng der Periphevie in n gleiche Theile mit

dent genanuten Hilfsmitteln gelingt (3. B. § 60g, &, <
und § 105, 1. Beifpiel).

IL. Abfhnitt: Fladengleidyheit,

§ 82. Erklarumgen. Unter dev Flahe einer (cbenen) Figur verjteht man
die vou ifrem Umfange Degrenzte Gbene, wenn nicht die Form, fondern nur die
&rbfe derjelben beviidjichtigt wird. Man famn Fladen cbenjo wie Strecken und
Winfel als mathematifhe Grofen auffaffen, d. h. vergleichen, abddieven, fub-
trahieven u. §. w.

Congruente Flachen find and) gleich; ferner werden folche Fldchen,
elche aug congruenten Flichen durvd) gleidhe Operationen (Adbition, Subtraction,
DBervielfiltigung oder Theilung) entjtehen, gleid) ober inhaltsgleid) genannt.,
Begeichnet man 3. B. mit a, b, a;, b, ebene Figuven und ijt ¢ &2 a,, b D b,,
jo jolgt nad) bem DBorvausgehenden: ¢ =a,, b =10, a4+ b=a, + b,
a —b=qa — b, ud ne = na,, wo n eine belichige Bahl bedeutet.

Bivet Flacdhen @ und b werben addievt, indem fie in der Ebene fo an-
etnandergelegt wevden, dajs fie wur etuwen Theil des Umfanges und anpevdem feine
Punfte gemeinjdaftlich Haben. Dadurd) entjteht eine Figur, deven Flade als die
Summe a + b der gegebenen Flichen bezeichuet wird.

Wenn eine Flide & gang innerhalb deg Umfanges einer Flide « [liegt, jo
ijt jemer Theil von @, weldher nicht von & bedectt wird, die Differeny a—b
der gegebenen Flachen. Ju diefem Falle ift jugleich « > b.

Aug dem Vorausgehenden ijt leicht erfichtlich, wie eine Fliche verviel-
fadt, in gleiche Theile getheilt ober duvch eime andeve Flache ge-
mejjen wird.

Bujas. Unter dem Redytede 3mweier Streden (oder aus ywei Strecen)
verjteht man dag Redhtect, welches jene Stveden als Seiten hHat. Analog ijt der
Ausdbrud: Quadrat einer Strece zu erfliven.

§ 83. Parallelogramm. Pavallelogramme mit gleidhen Grund-
linden und gleidhen Hohen Jind einander gleid.
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Beweis. Dian lege die gegebenen Pavallelo- 7 (v, Z
gramute o aufeinanver, dajs ihre Grumdlinien
sujammenjallen und die Gegenjeiten derjelben in
eier Geraden liegen, was nad) der Borausiepung

moglid) iit. Jum ijt A\ AFD & BEC, jomit ~# z
ABED — AFD = ABED — BEC vber Fig. 63.

ABEF = ABCD,

Folgefat. Feves jdiefiointlige Pavallelogramm it gleich etnem Rechtecke mit
der gleichen Grunbdlinie und dev gleichen $Hvhe.

§ 84 Dreiecke. Fedes Dreied ift gleich der Hiljte eines
Pavallelogrammes mit der gleidjen 7 ¥ @ 7

Grundlinie und der gleiden Hohe.
Beweis, 8 fei ABC dbas gegebene Drei- \
e und DEFG dag gegebene Pavallelogramm.

Bieht man BH || AC und CH| AB, fo ijt
ABHC=DEFG (§83) undp ABCO=1 ABHC
(§ 82). $ievaus folgt ABC =} DEFG.

Folgejage. 1. Dreiecte mit gleichen Grundlinien
und gleichen Hohen find einauder gleid). 2. Vevjdhiebt
nan die @pipe eines Dreiedes in einer zur Grundlinie
pavallelen Geraden, jo bleibt der Flacheninhalt des Drei-
ecfes ungedndert. Fig. 65.

§ 85. @rapey. @) Jedes Trapez ift einem Dreiede gleid),
defjen Grundlinte gleid) der @umme der Pavallelfeiten ift, und
weldyes mit dem Trapeze in der Hohe ftbeveinjtimmt.

Beweis. Wenn ABCD bas gegebene Trapey 7 c-
ift, jo verldngere man AB um BF = DC und 3iche
DF  Dam ift A BFE X CDE, aljo ABED -+
BFE — ABED - CDE over AFD = ABCD,

b) Sebes Tvapey ift einem Parvallelo: + B
gramme gleich, defjen Grundlinie gleid ig. 66.
Der Mittellinie des Trapezes ift, und weldes mit bem Trapeze
in der Hohe itbeveinjtimmt

Beweis. Man ziche durch die Mitte des einen Schentels die Pavallele
sum andeven und verlingeve die fiivzere Pavallelfeite bis zum Durchjchnitte mit
ber cben gegogemen Pavallelen.  Jm Ubvigen ift der Beweis dem vovaus:
aehenden analog. :

§ 86. Flidyenfabe fiir das redptwinklige Dreiek. o) Das Quadrat
jeder Rathete ift gleic) dem Redytede ausg der Hypotenufe und
ber Projection devfelben RKathete auf die Hypotenuie

H ofevar, Geonetrie fliv Oberrvealjdulen.

I

4
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b) Dexr Pythagordifde Lehriat (Pythagoras, geb. um das Jalbr
580 v. Chr.): Dasg Quadrvat der Hypotenufe it gleich der Summe
ber Quadrate der beiden Katheten.

¢c) Dasg Quadrat der Hihe (Gur Hypotenuje) ift gleid) dem
Hedtede aus den Projectionen dev beiden Katheten aufj die

Hoppotenuje.
. Beweife. «) Conjtruiert man die Quadrate

/ itber den @eiten e vechtwinfligen Dreiedes ABC
7 und zieht CL L AB, ferner die Berbindbungsjtrecten
¢ CE wd FB, {o ijt AABFX2 AEC, ACGF =
: M 2. AFB, AELK=—2. AEC (§8%), jomit ACGF—
A P AELK. Gbenfo wird de ®leidung CBIH =
M LDBEK bewiejen.
b) Aus dem Vorausgehenden folgt ACGL -
CBIH — AEDB.
¢) @8 fei CKMN bas Quadrat der Hihe
A T CK und AOPK bas Quadvat der Strece AK.
Fig. 67. MNiit Veniipung der Flachenjibe «) und b) findet
man: CKMN — ACGF— AOPK — AELK — AOPK—OELP. ©a OP=—
AK und OF = KB ift, fo ijt damit die Behauptung bewiefen.

Conftructionsaufgaben.
~§ 87, Verwandlung der Fignren. Gine gegebeme Figur in eine andeve
bon vorgejdyriebener Fovm verwandeln heifst eine neue Figuv conjtruieven, welce
der gegebenen gleid) ift und bie vovgejdriebene Fovm befitt.

a) €in gegebenes Parallelogramm in ein anderes ju ver:
wandeln, weldes dbie gleidhe Grundlinie und einen gegebenen
Wintel an der Grundlintie hat.

Die Conjtruction exgibt jid) aug der Figur 64, wenn DEFG bas gegebene
Parallelogramm wnd BAC der gegebene Winfel ift.

Bujage. 1. 3n analoger Weife [djst fid) die entfprechende Aufgabe iiber
bag Dreiect behandeln.

2. Sedes jhiefwintlige Parallefogramm fann in ein Rechtect verwandelt werben.

b) Gin gegebenes Dreted in ein Pavallelogramm mit der

¢ ; gleidhen Grundlinie ju verwandeln.

Jit ABC dag gegebene Dreiect, fo ziehe man durd)
2 7 oent Dalbievungspuntt D der Seite AC die Pavallele 3u 4B
und auferdem BF || AC. Damn ijt A\ BEFOL CED, baber
A 2  ABED + BEF=ABED -+ CED ober ABFD— ABC.
Fig. 68. Aljo it ABFD das verlangte Bavallelogramn.
Bujah. Jedes Dreiect [dfst ficdh in ein Rechtedt vermandeln.
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c) Ein gegebenes Vieled in ein aunberes zu verwandeln,
welhes eine Seite weniger Hhat

Gs jei ABCDE bdas gegebene Biele, und man
foll die Gden D und E durd) eine einzige erfegen. Bu
diefemt Bwede verldngert man CD idiber D hinaug und
gieht EF || AD. Daun it A\ ADF = ADE (§ 84),
aljo audy ABCD + ADF = ABCD + ADE odex
ABCF = ABCDE. a8 Bicled ABCE eutjpricht fo-
mit dev gejtellten Aufgabe. A B

Bujab. Yedes Bielect [afst jich in ein Nedytect verwanbdeln. &ig. 69. .

d) Gin gegebenes Redhted in ein Quadrat zu verwandeln.

Man veclingere die Seite AB des gegebenen 8
Rechtectes ABCD, madhe BE = BC' und bejcjreibe z e
itber AE als Durchmefjer den Halbfreic AFE. Jit 7 \6
F per Durdhjchnittspuntt desjelben mit der Seite BC \ \

(oder deven Verlingeruny), jo entjpricht das Quabrat

BIGH pver gejtellten Aujgabe (§ 86 ¢). L }[\“‘ Iy
Bujab.  Jebes Bielect [djst jich in ein Quabrat ig. 70,
bermandeln.

e)-Gin gegebenes Dreied in ein andeves zu verwandeln, jo
dajs'ein Wintel ungedndert bleibt und eine anliegenbe Seite
eine vovgefdhriebene Ldnge erhalt.

©s fei ABC das gegebene Dreiet, A der beizube-
Daltende Winfel und 4D = a jene Seite, durd) weldge 4B
Cerfept werden joll.  Man verldngere AC itber C' hinaus,
siche BE || DC wnd vexbinve D mit E. Damn ift ADE
dag gejuchte Dreiect, denm man hat CDB = CDE, aljo
ADC + CDB = ADC + CDE ver ABC = ADE.

£ Gin Quadrat zu conjtruieren, weldes * .
ber Gumme (Differens) zweier gegebener Qua- ig 71
drate gleid) ijt (§ 865).

§88. Theilung der Figuren. o) Cin gegebenes Dreied in » gleide
Theile jo zu zerlegen, dajs alle Theilungslinien durd) einen
Cdpunft gehen.

Man theile eine Seite des gegebenen Dreiedes in n gleihe Theile und
vechinde die Theilungspunite mit dem gegeniiberliegenden Eckpuntte.

b) Gin gegebenes Parallelogramm in n gleiche Theile jo
au gerlegen, dafs alleTheilungslinien L zu einer Seite parvallel
find, 2. dburcd einen Edpunft geheun.

Qit n ungerade, jo hat man tm weiten Falle dag Parallelogramm 3un&cf)it\
in 2n gleide Theile zu zerlegen. !

4*
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c) Gin gegebenes Trapez in » gleide Theile jo 3u zerlegen,
dafs alle Theilungslinien beide Pavallelfeiten jdyneidben.

d) Gin gegebenes BVieved in n gleiche Theile zu zerlegen.

Man ziche eine Diagouale, theile diefelbe in n gleidhe Theile und verbinbe
bie Theilungspunfte mit den gegeniiberlieqenden Cckpuntten des Vieveckes.

Bei weniger einfachen Theilungsaufgaben gelongt man hiufig zum Biele,
tndem man pumddjt die Thetlung nad) einer der vorausgehenden Aufgaben aus-
fithet - und DHievauj bdie Theile den Forberuugen bder Aufgabe gemd verwanbelt,
Als Beijpiel diene die Anfgabe:

e) Cin gegebenes Dreied in n gleidhe Theile fo su zervlegen,
bajs alle Thetlungslinien durd) einen gegebenen Punft einer
Dreiedsjeite gehen.

¢ @oll 3 B. dag Dreiet ABC in fiinf gleiche
Theile o a,uIegt werden, dajsé alle Theilunaslinien
ourc) den Punft S gehen, fo theile man AB in
fiimf gleiche Theile, verbinde den exjten Theilungs-
punft D mit € und verwandle das Dreted ADC
s tn dag Dreied ASE (§ 87¢). Damn ift ASK =
ig. 72. L ABC und wennt FG = AF gemadyt wird, aud)
SGF = § ABC. Jnu gleicher Weije verwandle man das Dreied EBC in
SBH, madje HI = BH wnbd jziche SL

L 2Abfchuitt: Abulidkeit.

§ 89. Derhiltnife.  Gine Rawmguife 4 duvd) eine ihr gleihartige B
meffen ober, mit andeven Worten, das Verhiltnis A : B befjtimmen heift jene
(unbenannte) Bahl z juchen, weldhe angibt, wie oft B in 4 enthalten ift, fiic
weldhe alfo die Gleihung 4 = z B befteht. Man Jdreibt aud) 4: B = 2

obey %—= z und nennt z dbie VBerhaltuiszahl ober den Erponenten des
Verhiltniffes 4 : B. Wenn B als Cinbeit gewdhlt wird, jo heift z die Maf-
sahl von 4 in Besug auf B alg Cinbeit.

Bei der NMeffung von 4 durd) B fomnen zwei wefentlich vevjchicdene %3aHe
cintreten:

1. Die Raumgrifen 4 und B find commenjurabel, b §. fie haben
cin gemeinjdaftlicges Map M. Dann ijt 4 = pM und B = ¢, wo p und ¢

gewific ganze Bahlen bedeuten. Man jehlieft daraus 4 = p.—?z %B ober

g 1; Die Berhaltniszahl it alfo eine vationale, b, §. eine ganze (weil

der Fall ¢ =1 nidht ausgejchloffen ijt) ober gebrochene Bahl.
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Umgefehrt: Wenn das Verhiltnis sweier Raumgedfen vational ift, jo jind
diejelbent commenfurabel; denn ans der Gleichng § P folgt 4 = p. 32

b b. f - ijt ein Mafp von 4 wnd felbjtverjtandlich auch von B.

Dag grbfte  gemeinjdaftliche Miaf weiex

(i Hesi)
Streden AB und CD fann durdh) dag aus der

Avithmetit befannte Verfalhren der Kettendivijion o g B
gefunden yoerden. Man tragt die fleinere Strede ig. 73.

CD auf der grifeven AB fo oft als mbglich auf, ebenjo den Rejt EB auf CD
ven newen Rejt FD auf EB w. §. f. Jm vocliegenden Falle findet man
EB=4.FD, CD=EB -+ FD=5.FD, AB=(CD 4 EB=9.FD.
Alfo ijt D das quihte gemeinjdaftliche Maf der Streden 4B und CD
und 2 ijt der Crponent des Verhiltuijjes 4 : B.
2. Die Roumgrdpen 4 und B find tncommenjurabel, d. 0. fie haben

fein gemeinjchaftliches Maf. Dann ijt fvgend ein Maffy vou B, etwa g i 4

nidht ohne NRejt enthalten; es [dfst i) jedoch eine gange Bahl p derart be-
jtimmen, dajs

By I Pl bl
p.g<A<( p+1).- ,aImq<B< s

ijt. Ldjst man daber dem BVerhiltnifje 4 : B die vationale 8ab1£ ober 2 v

q
entfprechen, jo ijt der dabei begangene Fehler fleiner aIé 7 , dennt e ift £ +

fzi:%' Man erfieht daraus, dajs das Verhiltnis zweier iuconmteufutab[et
Grdfen, weldyes feine vationale Jabl jein fann und daber

treational genannt wird, durd) vationale Sahlen mit einem
Deliebigen ®rade der Genanigleit darjtellbar ijt.
Sueontmenjurabel find 3. B. der Radiug AC eines
RKreifes und die Seite 4B bdes eingejchriebenen Sehuedes.
@3 ijt ndmlid) L C=36" und daheyr L 4 =B =
720 Bieht man nun die Symmetrale BC; des Wintels
B, o jolgt € C=C/B = AB aljp
K AClAB—|—AC’ 7”5’1;
R ToIthB—OC—
AC,, alfo 4
AB == AC, 4 AG,.




Gbenfo folgt, wenn C,C; || BC, ift, C;C,=C;C,=AC;, aljp
AC, = AC, + AC,

. f. f. Da jomit die Kettendivijion uiemals einen Abjdhlujs findet, fo jind bie
Streden AC und AB incommenjurabel. Denn hitten diejelben ein gemeinjdhaft-
lidges Maf M und wive AC =pM wd AB = ¢M, wo p und ¢ gange Sahlen
bebeuten, fo mitjste die mit ben Grdffen pM wnd ¢M ausgefithete Kettendivifion
ebenjo twie jene mit den gawgen Bahlen p und ¢ nach eiver endlichen Anzahl
pon Divifionen zum Rejte Null fiihren. Die beiden Opevationen unterjcheiden
fich namlich mee dadur), dafs die gangen Bahlen p und ¢ in dem einen Falle
benannt find wnd in dem andeven umbenannt.

§ 90. Proportionen. Jede Gleichung, weldje die Gleichheit zwoeier Bex-
haltnijie ausbuiictt, heifit eine Proportion, 3. B. 4: B = C': D. Die Grdfjen
eines jeden ber beiben BVerhiltuiffe mitfjen unter fich gleihartig fein, fie onnen
jeboch in dem efnen Berhiltniffe von anberer Avt fein alg in bem anderen.

Grdfenpropovtionen werden hanfig durd) Sahlenproportionen evfept. Dies
gejchieht dadurd), bafs man an bdie Stelle dev beiden Grdfen in jedem Verhilt-
niffe ihre Mafzahlen in Bejug auf diejelbe Einbeit treten [(Gjst. Jit 3. B.
o B GO B b A= E B plC —e Nt S =R g NF DDl
aM :bM — ¢N :dN goer a:bd = c:d.

Wenn die gleichartigen Gridfen 4, , 4,, 4, ... mit den unter jid) gleic)-
artigen Grbfen B,, By, By, ... devart zujammenfhingen, dajs jeber Grife 4
eine Deftimmte Grife B entjpricht und wmgetelhrt jeber Grife B eine bejtimmte
®rdfe 4, und wenn je zwei Gridfen A fich ebenjo verbalten wie die Fugehv-
vigen ®vifen B, o heifen die beiden Avten von Grifen divect proportional
over einfad) proyportional

Die Proporvtionalitdt von Grofeniyjtemen formt in  geometrijchen Unter-
juchungen fehr Haufig vor umd ldfst fid) auf folgende Avten mathematijch
ausbriicen : ;

1. Durcy melhreve Proportionen, wie 3. B. 4, : 4;. = B, : By, 4, : 4,
e R R T s e

2. Durd) die fortlaufende Proportion, 4, : Ay : Ay ... =B, : By: By ...

3. Mitteljt des Proportionalititsfactors. Erfept man ndmlid) die obigen
~ Grbfenverhiltnifje duvch die entfprechenden Bahlenverhiltniffe, jo exhilt man zu-
nidit @, say = by 1 by, @ 05 = b, : by, ay:ag ="b, : by, ... und barausg
durd) Vertaujdhung der inmeren Slicder ay : by = ay 10y = ag: by = ...

Bezeichuet man nun den  gemeinjdhajtlichen Erponenten bdiefer Verhiltnifje
mit m, {o folgt

g DO Dy e —— DA
Su gleicher Weife findet man aud
Ayr=="mBy, A = B S e My BUs TS
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wenn  die Gudfen A mit den ©ubfen B gleihartig find. Dieje Jahl m Heifst
Proportionalitdtsjactor oder MWodbulus.

Wenn 3wifden drei gleichartigen Grfen 4, B, C die Proportion 4 : B
= B : C befteht, fo beit B die mittlere geometrijdye Proportionale
awijdhen A und C, ferner C die dritte geometrijdhe Proportionale zu
A und B. Aus der entfprechenden Bahlenproportion a: b = b : ¢ exhdlt man
b2 = ac ud b = V ac.

Proportionale Strecken.

§ 91 Erklarnngen., Jedbe Gerade, weldhe nicht durd) den Scheitel eines
Straflenbitichels geht, wirh eine Transverfale desjelben genamnt, 3. B. 4,61,
4,C,, 4,0, (Fig. 77). BWird ein Steaflenbiifhel von zwei obder mehreven
Transverfalen gejdmnitten, fo Deiffen alle auf einem Strahle legenden Schnitt-
punfte homologe oder einander entfpredyende Punfte der Trans-
verfalen; 3. B. 4,, 4;, 4;, 8 Alle auj einer Trangverfale liegenden
@dnittpuntte heiffen Homologe oder einander entjpredende Puntte
ber Strafhlen; 3. B. 4,, B,, C,. Alle von denfelben zwet Transverfalen
beqrengten Strahlenabjdnitte, wie 3 B. 4,4,, B,B,, C,C, odex
S A, 8B, 8SC, bheifen ebenfalls homolog ober einander entipredend
und ebenjo alle von denfelben wet Strahlen begrenzten Transverfalens
abldinithe, 7. 8. A, B, A B, 4:B;.

§ 92. Lehrfige. Wicd ein Strahlendbiifdel von parvallelen
Transgverjalen gejdhnitten, jo befjtehen die folgenden Sipe:

o) Die homologen Abfdynitte je zweier Strafhlen find etnander
proportional.

b) Die homologen Abjhnitte zweier Trandverjalen jind jenen
Abfdhnitten eines beliebigen ©trafhles proportional, welde
pon den Transverjalen und dem Sdeitel des Strafhlen
bitfdhels begrenst werben.

¢) Die homologen Abjdhnitte je zweier Trausverjalen find
einanber proportionall
Beweife. a) €3 feien ¢ und b (Fig. 75) bdie be-

tradhteten Strvaflen; fevner fei 4,5, || 4,B, || 4,B; ||
A, B,, und man fHabe die Proportion 4,4, : 4,4, =
BB, : B, B, 3u beweijen.

Wenn die Stveden A, 4, und 4,4, commen-
furabel find, fo lafst jid) ein gemeinjchajtliches Maf
derfelben anf 4,4, mmal und auf 434, nmal auf-
teagen, wo m und » gewifle gange Sahlen bedeuten.

Daraus folgt 4,4, = m.ﬁni* = f:f.AE,A‘L.
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Bieht man nun durd) die Theilungspuntte Pavallele 3 den Transverjalen,
fo werden daburd) die Streden B, B, und By B, in m beziehungsweije n gleiche
Streden zevlegt. Somit ijt B, B, —m. E*”l—;‘ = :’:’ BB
folghtdysid e v dic A, —"BUB, ' BB,

Sind bingegen bdie Streden 4,4, und 4,4, in-
commenjuvabel, fo theile man 4;4, in n gleide
Theile und tvage einen jolchen Theil auf 4,4, fo ojt
al8 mbglid), etwa mmal, auf (Fig. 76). Daun liegt
der Guopuntt G des julept aufgetvagenen Theiles 1od
Gk auj der Strece 4,4, und der Endpunit H des (m - 1ten
16, Theiles aufierhald 4, 4,. Daraus j@liet man

4;4, A3A4 il Aidgis sl
m. A e ?lfmtb-;” A3A4< G

Bieht man wieder durd) die Theilungspuntte Pavallele su den Transverfalen,
fo gerfillt By B, in n gleide Theile, von bdenen m auj BJ und m + 1 auf
B, K entfallen. Dabei ijt B,I<< B B, < B/K. @omit hat man

'B BB, 3B4 m BB, _m+1
n = 'B B = ( —I_ 1) 2 und H,;—;’_ < _B B __.?i;_.. )
S b Bop i :
La nun die Verfiltnifje ;ﬁf W B" awifden  Denjelben Grengen

liegen, Deven UUnterjchied % beliebig flein gemacht werben tanu, fo find bdie bei-

den Berhiltniffe einanber gleid).
Diefer Beweis behalt offenbar feine Giltigeit, wenn bdie Stveden 4,4,
und Ag 4, aneinanderjtofen ober jich) theilweife defen. o 3 B. ijt (Fig. 77)
G s 8y == BB, 8B,
b) Um 3 B. die Proportion 4,B,: 4, B =

%ﬁ_sL A,8: A8 (Fig. 77) zu beweifen, iche man 4, D || SB,
7 ﬁ und betvadte 4,8 und 4,0, als zwei Strablen, ferner

A, D und SB, al8 swet parallele Tvansverjalen. Aus
/LN NG bem vorausgehenben @ape folgt 4,8 : 4,8 = 4,5, :
;ﬁi DB, —4,B,:AB,.
Wive hingegen die Proportion 4, B, : 4;B; =
/Az I o A8 A48 ju beweifen, jo miifste man durd) 4, die
Fig. 77. Parallele su SB, 3iehen, ferner 4, als ‘t)ert~ Sdyeitel der
@trahlen 4,4, wnd A,C; Detvachten . §. f.
¢) &8 fei 3 B. die Propovtion 4, B, : B,C; = A, B, : B,C, s be-
weifen.  Yud dem vovausgehenden Sape folgt A, B, : 4,B, = B, S: B,S und
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B,C, : B,C; = B,S: B,S. Daraug folgt 4,B,: 4;B;, = B,C, : B;C, ober
nach) Vertaujdhung dev inneren Glicder 4, B, : B} = 4,8, : B, (.

Unter den Umfehrungen der vorausgehenven Lehriibe verdient die folgende
hervorgehoben 31 werben:

d) Wird ein Strafhlenbiifdel von zwei Transverfalen fjo
gefdyuitten, dafs gwei AbJduitte einesd Strahles den homologen
Abfhnitten eines anbdeven proportional jind, fo find die Trans-
berfalen parvallel

Beweis. €3 fei S4,: 4,4, =8B, : BB, und man
nehme bie Transverjalen 4, B, und 4,8, als nidt pavallel am.
Bieht man A, D || 4,B,, fo it nah @) S4, : 4,4, =
SB,: B,D, jomit B;D = B/ B,. Dies ijt jeboch nur mig-

lich, wenn die Punfte B, und D zujommenfallen. '
; Bufite 1. Dem Beweife des Lebhrfabes a) legen nur bie
folgenden Beziehungen zwijchen den betradhteten Strecten ugrunde
a) (eder Strede auf demt einen Strahle entfpricht eime be-
ftimmte @tvede auf dem anbeven; Big. 78.
B) gleichen Strecfen auf bdem einen Stvahle entjprechen gleidhe Strecden auf
bem aubderer, und
7) der ©umme poeier Strecten anf dem einen Strafle entjpricht die Summe der
homologen @trecen auf dem anbeven.
Aus diefen Bovausfepungen [ajst jich ndmlich leiht ableiten, dajs dem

mfachen, dem ntel und dem 1: fachen einer trece Deziehungsweife das mjadpe,
bas ntel und das Z’Tad)e ber hHomologen Strede entfpridht. Aus y) exqibt fich
ferner, bajs bder grifeven von zwei Strecen des einen Strahles die grdfere von
ben homologen Stvecten ded anberen entjpricht. Daraus geht Hevvor, dajs fid)
der Beweis bes Lehrfates a) ohne Beniipung der Figur aus den Bedingungen «),
B) wd ) ableiten lajst.

Durd) Bevallgemeinerung bdiefes Refultates gelangt man 3 dem nadh-
ftehenden allgemeinen Proportionalitatsjabe, welcher in der Geometrie
toiederholte Anvendung findet und i) auf analoge LWeife begritnden [Gjst:

Bwei Avten 4 und B von Grdfen jind proportional, wenr
die folgenden Bedinguugen exfiillt jinbd: :

a) Seder Grofe 4 entjpricht eine beftimmte Grdge B und um-
gefehrt;

B) gleicgen Griofen 4 entjpreden gleidye Grdfen B;

y) ber Gumme zweier Grdffen 4 entipridht die Summe der
sugehbrvigen Grifen B '
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2. LWenn man auf die BVovzeidhen dev Streden Nitctficht nimmt, fo Haben SA4,
wnd S4, (Fig. T7) gleiches, hingegen SA, und SA4; ungleiches Bovzeichen. Daber
ijt das BVerhiltnis 84, : S4, pojitiv und das Verhiltnis SA4, : S4; negativ.

§ 93. Anwendungen anf das Dreiek. o) Sdhneidet man von einem
gegebenen Dreiede durd) eine Trangverfale welde einer Drei-
ecsjeite pavallel ift, ein fleineres Dreted ab, fo find die Seiten
besfelben den Seiten des gegebenen Dreiedes proportional
(§ 92a und b).

b) Wenn zwei Dreiedsieiten durd) eine Trangverjale in
propovtionale Abjdnitte getheilt werden, jo ijt die Trang:
perfale zur dritten Seite parvallel (§ 92d).

¢) Die Symmetrale eines Dreiecdsmwintels jdhneidbet die Ge-
genfeite und

d) dbie @ymmetrale eines Aufenwintels die Berlingerung
ber ®egenfeite in je eimem Puntte, dejjen Abjtande von dbew
Gudpuniten jener Seite Jid) ebenjo vevhalten wie die anliegen:
pen @eiten.

Beweife. ¢) €3 fei <L ACD =
DCB, ferner CF = CB, und man 3iehe
B esandit =T A O =2 R
alfo <€ ACD = CFB. Daraus folgt
CD || FB umd AD : DB = AC: CF=

VA A B

d) Die Behauptung AE : BE =
AC: BC wird analog bewiejen.

Bujap.  Mit Beriicjichtigung der Bovgeichen erhilt man aus bden lepten
swei Qehriigen 4D : BD = — (AE : BE). Benn vier Punite 4, B, D, E
etrter ®evaden biefer Bedingung entjprechen, jo heifen fic harmonijde Puuntte
A und B eiffen einander 3ugeorduet, ebenjo D und E. Man jagt aud) in
biefern Falle, dajs bie Strede AB duvd) die Punfte D wnd B harmonifd
getheilt wird. Bier Strahlen, welde von einem Punfte auferhalb einer Ge-
vaden st dier Harmonijhen Puuften derfelben gezogen werden, bilden einen fhar-
monijdhen Strahlenbiijdel, wie 3 B. €4, CB, CD und CE.

Begriff der Abulidykeit.

§ 94, Erklavungen. Jm §91 wiucde gejeigt, dafs fich die Punfte jweier
Sransverfalen duvd) einen Stvalhlenbitjdhel jo aufeinander bezichen [lafjen, dajs
jedem Punfte der einen Transverjale ein beftimmier Punft der andeven ent-
fpricht. Ulberhaupt evhilt man Homologe oder einander entipredhende
Buntte zweier Figuren, wenn nacd) tvgend einer Vorfdhrift jedem Punfte der
einen Figur ein bejtimmter Puuft der anbderven jugeordnet wird.

Fig. 79.
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Sind die Puntte 4,, B,, Cy,... einer Figur beziehunasweije den Punften
4,, B,, C,, ... einer andbeven Figur homolog, fo heiffen die Streden (Se-
vaven) 4, B, und 4,B,, ferner 4,C; und 4,C,, ... Homolog. Ferner find
bie Wintel 4, B,C, b A,B,C,, ..., bie Bielede 4,B,C.D; ... unbd
4,B,C,D, ... honolog.

Bwei Figuven, deven Punkte einander paavweife entfpredhen, heifen dahnlid,
wenn fie fidh) in einen Stvafhlenbitjhel jo legen lafjen, dajs je zwei hHomologe

Puntte auf demfelben Stvahle legen und das Verhaitnis ifrer ?Ibitanbc Dnm ;

Sdeitel fiir alle Punftpaave conftant ift. (o)
Die eben angegebene Lage dev dhulichen Figuven heift pevipectivifd
und jede anbere fchief. Qu der evjteren wird jeder duvd) ywei homologe Puntte
gehende Strahl Ahnlidteitsitrahl genannt. Dev Sdeitel des Strahlen-
bitjchels, in Besug auf weldhen die dhnlidhen Figuven perpectivijc) liegen, heift

ihr dhulihfeitspuntt, und zwar ein Gufever ober ein innever, je

nadydent je zwei homologe Puntte auf devjelben Seite ober auf eufgcgengefegtmb

Seiten des Scheitels liegen.

Das conftante Verhaltnis der Abjtande zweier Hhomologer Puntte vom
@dyeitel Heift Ahnlichteitserponent oder Modulus der dhulichen Figuven

und oll mit m bezeichnet werden. Daher ijt S4, : S4; = 8B, : SB, =
8C, : 8C, = ... = m vbexr SA, = mS4,, 8B, = m8B,, 8C;, =m 8C;,
. (Fig. 80).

§ 95. Lehrfibe. Fiiv zwei dhnliche Figuren in peripectivijder
Lage gelten die jolgenden Sdpe:

a) e zwei homologe Streden, 3 B. 4, B,
und 4,B,, jind pavallel (§92d), und zwar
divect oder imvers pavallel, je nadydem
bev Ahnlichfeitspuntt ein &ufever oder
ein tunerver 1t. Wenn jomit drei Punite 4,, B,, €
dev etnen JFigur in einer Geraden liegen, jo mitfjen
auch die homologen Puntte 4,, B,, C, der yweiten
Figur in einer Gevaben liegen.

b) e zwei homologe Wintel, 3. B. 4,B,C
und A4,B,C, over 4, B,C; umd 4;B,C;, jind
gleich umnd von gleidem Drehungsjinmne. g,
Dabei werden jelbjtverftindlich mur die Hohlen /

ober nur die erhabenen Winfel miteinamber ver- PL' G

glichen. \ Fig. 80.
¢) Die Berhaltuifje aller homologen Stredenpaarve find
einanbder gleidh) und zwar gleich dem Viodulus. Denn e ijt

=

J

),
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AT B A By = A S P AS —m (G 925) ébanfn. BCL B Oy =B 8%
B,S=m 1. i. f. Diejer @af gilt offenbar aud) fiir jdhiefe Lagen ahulicher
Fiquren.

Bujdage. 1. Man nennt zwei dbhulidhe Figuven Ddivect oder invers
dhnlidy je nachdem die eine duvd) blofes BVerjchicben in der Gbene in eine
peripectivijhe Loge zur omdeven gebrad)t wevben famn ober zu diefem Swecke
sunichit wmzutlappen ift.  Jm erjten Falle folgen die hHomologen Umfangsitiicte
der befden Figuren in demfelben @inme aufeinanbder, im  zweiten Haben fie ent:
gegengejepte Aufetnanderfolge.

2. Wenn eine Figur 4,B,C.D, . . . (Fig. 80), dev dupere Ahnlichteits-
puntt S und der u A, hHomologe Puntt 4, der dhnlichen Figur 4, B,C.D, ...
gegeben find, o ijt die leteve dabdurd) eindenutig bejtimmt. Ldjst man wun bei
unverdnderter Lage der erjten Figur und des Punttes 4, den Ahnlichteitspuntt
S in unendliche Entfermumg hinausriicken, fo verwanbelt jich der Strahlenbiijchel
SA,B,CD, . . in einen Pavalleljtvahlenditihel, wnd die Trapese 4,B, B, 4,,
B,C,C,B,, . . . gehen in Parallelogrammte iiber. Davaus folgt 4, 4, = B, B,
— ="ty oA B = A B B G LA AR R e
fennt mun leicht, dajs die beiden Figuren zur Dedung gelangen, wenn die erite
fo verjdhoben wird, dajs 4, die Strede A, A, bejdyreibt und zugleich 4, B, dex
urfpritnglichen Lage pavallel verbleibt.

Aug diejer Vetvadhtinng geht hervor, dajs die Congrieny als ein fpecieller
Fall der Abulichleit angufehen ijt. Der Modulus bdev eben betvadhteten con
gruenten Fiquven ift 4+ 1, denn qug 84, = mS 4, jolgt S4, — 4,4, =
B *‘giz,
wihrend 4,4, unverdnbert bleibt.

Auf analoge Weife findet man, dajs bdie dhulichen Figuren 4,B,C.D, . .
und A, B,CoDy . . durd) die Verjchicbung des inneven bhnlichieitspunttes S in
die Mitte der Strecfe 4,4, in congruente Figuven (in centrijd)-jymmetrijcher
Lage) itbergehen, und dajs ugleich der Nodulus den Wert — 1 annimmt.

Abulichkeit der Dreiedke,

§ 96. Abnlichkeitsfihe. Aus den Lelpfapen itber dhuliche Figuven (§95)
folgt, dajs dhnliche Dreiecte in den Winfeln und in den Vevhiltnifjen Homologer
eiten iibereinftimmen. Jjt aljo A ABC OO 4, B, C;, jo hat man <L A= 4,,
B= B, 0= 0C ud 482 A B, ='B(': B = CGd:: C A

Umgefehut folgt aus diejen Gleichungen die Jhnlichteit der betden Dreiecte.
Man foun jogar beweifen, dajs im allgemeinen das Vejtehenw nur zweier vou den
angefithuten Bedingungsgleichungen die Abulidhfeit dev Dreiecte evbenmen [Hfst.

L dihulichteitsfap. Wenn zwei Dreiede in zwei Winfeln
fitbereinftimmen, jo find jie dhulid.

alfo 1 — m = 0, wenn S4, unendlich sunimmt,
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Beweis, 1Ee fet =x A =y B ¢
= B,, aljo aud) €' = C;, und man lege o
bie gegebenen Dreiecte 4 B C und 4, B,C, \ i
jo aufeinander, bajs 4,C; auf AC und B
B, C, anj BC fillt. St D E C bie neue ) Bt 2,
Lage des Dreiectes 4, B, C,, fo hat man (5
< CDE— A, — A, alfo DE| AB, Btg. 81
fomit aud) AB: DE = AC:DC = BC: EC (§ 93 a). $Hiexaus folgt
nac) der allgemeinen Definition der Abhnlichteit (§ 94): A ABC o0 4,B,C,.

1L, "j![)ﬂl/i‘!.;{)ffj.tﬁ‘fag._ Wenn zwei Dreiede im Berhdaltnifje
sweier Seiten Ty (i Cingei offenen Wintel fibereinjtimmen,
fo find fie dhulid.

Beweis. s fei (Fig. 81) AC : BC = A,C, : B;C; wnd <L C'= (.
Bringt man das Dreied 4, B,C, in die Lage DEC, jo ijt die Ridtigleit der
Behauptung nad) dev allgemeinen Definition der Ihulidhfeit unmittelbar ein-
leudhtend. ;

I dhulidghteitsjat. Wenn zwei Dreiece im Verhaltnifje
jlweier @eiten und im Gegenwintel der grdferven diefer Seiten
dbeveinftimmen, jo jind fie ahnlid.

Beweis. s fei (Fig. 81) AC: BC = A4,C, : B,C,, ferner BC > AC,
alfo B,C, > A,C, unb <x 4 = 4,. Madht man DC = 4,C; und 3ieht
DE|| AB, jo it A ABC o0 DEC, aljp AC: BC' = DC: EC=
4,C : EC. PHicvaus und aus bder Vorausfepung jdhliept man 4,C, : B, C)
= A,C, : EC; B,C, = EC; jomit A DECX2 4,B;C, (IV. Congruenz-
jag). Das Dreied D EC fann daher als eine zu A BC perjpectivijde age bes
Duetedes 4, B,C; aujgefajst werden, o8 ijt aljo A\ ABJY O LB O =

IV. Sihnlicheitsfap. Wenn jidy je giﬁi’" 'e'*{%‘éh@’({ﬁ]%’“e fover
ecdes chenjo verhalten —wie die eutjpredjenden Skitew eines
andeven, jo find die beiden Dreiede dhnlidh. -

Beweid. E3 fei (Fig. 81) AB: AC= A B, : A,C,, AB: BC=
A.B, : B,C, aljp and) AC : BC = A,C;.: B,C,. Anj analoge Weije mie
tm vovausdgeheuden Falle findet man DE = A, B, EC = B, (C; u | f.

Dicjer Afnlichteitsiat fann aud) in folgender Weife ausgejprodhen werden :
Wenn die Seiten eines Dreiectes den Seiten eines andeven pro?ortional{inb, fo
find dle beiden Dreiecte dbnlid. PR i : I

(A

§ 97, Anwendungen ounf dos redphwinklige Dreiekk. «) Febdes e L
wintlige Dreied wird dburd) die Hohe (Gur Hypotennfe) in wei
Dureiecde getheilt, weldje einanber und dem gegebenen Dreiede
dhnlid) jinbd.
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b) Die Hohe ijt die mittleve geometrijdhe Propovtionale
gwifdyen den Projectionen der beiden RKatheten auf dic Hypo-
tenufe.

c) yebe Rathete 1t die mittleve geometrifdhe Proportionale
gwifden threr Projection auf die Hypotenufe und der ganzen
Hypotenuie.

¢ Beweife. €8 fei ABC dag gegebene

Dreiect, 4B bdie Hypotenufe, C D die Hihe zu

verfelben, und man bezeichne die Lingenzahlen

@ ber Stredten BC, CA, AB, DC, DB md
’ AD der Reibhe nad) mit a, b, ¢, h, p und ¢.

AL yi Ay a) Da die Dreiede ACD ud ABC
—————C—————  redhtwinflig jind und den Winfel DAC = «
igEe gemeinjdhaftlich haben, jo find fie ahnlic w. §. .

b) Den Seiten p und = des Dreietes CBD entfprechen beziehungsweife
die Seiten 2 und ¢ des dbulichen Dreiectes ACD. Davaus folgt p : b =
B:gumd b= Vopg

c) Den Seiten p und a de§ Dreiectes CBLD entjpredhen beziehungsweife
die @eiten @ und ¢ ves dhulichen Dreiectes A BC. Davaus exhalt man p : a
= ag:¢ alfo ¢ = Vep und anf analoge Weife ¢ : & = b : ¢, alfo
b= Veq

Bufige. 1. Mg a® = cp ud b* = cq folgt a* +0* = ¢ (p 4 ¢)
= ¢% Die Gleihung a® + b* = ¢ {ft der avithmetijdhe Ausdruc fitr den
Pythagoraijhen Lebhriap (§ 107 d).

2. Gind swei vou den Lingenzahlen a, b, ¢, h, p, ¢ gegeben, fo fonnen
die iibrigen vier mitteljt der Gleidyungen 2* = pgq, a® = cp, b = cq uNd
¢ = a® 4 b2 Dervechnet werden. Frgeud eine der lepten drei Gleichungen fann
mrd) ¢ = p 4 ¢ exfest werben.

Abnlidhkeit der Vielecke,

§ 98. Lehrfike. «) Je zwet dhulidpe Bielecte jtimmen in den
Homologen Winfeln und den BVevhdltnijfen homologer Seiten
iiberein.

b) Wenn die Winfel eines BVieledes mit den Winteln eines
anberen in der ndmliden ober in der entgegengejebten Auf
einanberfolge der Grdfe nad) dibeveinjtimmen und die Seiten
beg einen bden Hhomologen Seiten des aunberen proporvtional
find, o jind die Vielede dhulid.

¢) Ahnlide Bielede laffen {id dburd) homologe Diagonalen
in ihnliche Dreiecde gerlegen

%

/B
b
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d) Die Umfange dhulicher Vielede verhalten {id) wie zwei
homologe @Seiten.

Beweife. ) Folgt wumittelbar aus der Definition ahulider Figuren (§ 94).

b) €3 feien 4,B,C,D, wnd A4,B,C,D, (Fig. 80) die gegebenen Bielecte,
foner el X A =4 B, = B, G = e titid A By ¢ 4, By =
B.C : B,C, = CD, : C,D, .. =m. Wenn bdie homologen BWinkel in
demfelben @imne anfeinanderfolgen (wie in dev Figur), jo verjdhiebe man bdie
beiven Bielecte Derart, dajs die Schentel zweier Homologer Wintel divect parallel
werden, 3. B. B, 4, || Bod, und B,C, || B,C, (§ 18 d). Hievauf ziche man bie
Gevaden 4,4,, B, B, und durd) ihren Scmittpunit S den Strahl SC;. Wenn
diefer die eite B,C, ober deren Verlingerung in einem Punfte C treffen wiirde,
oosive B. G » B0 =8B; + 8B ="A B, v A B =imt Bl —
m B,C = m B,C,, aljo B,C = B,C,, b. §). die Punfte C und G, miijsten zu-
fammenfallen. Gbenjo beweist man, dajs der Strahl SD, durch) Dy gebt u. . f.
Da ugleid je ztvei homologe Seiten pavallel find (§ 18 d), jo jolgt S4, : S4,
= 8B : 8B, = 80 +: 8C; = ... ., womit die Behaupting *ecwiefen 1t

Wenn die einander entfprechenden Winfel im enfgegengejebten Sinne auf-
einanberfolgen, jo flappe man zunddit das eine Polygon um und verfahre Hievauj
ebenfo wie im vorausgehenden Falle.

c) s fjeien A,B,C.D, .. und 4,B,C,D, . . die gegebenen dhnlichen
Polygone und m ihr Modulug. Jieht man von zwet Homologen Punften aus
alle Diagonalen, 3 B. 4,C, 4,D, ... 4,C, A,D, .., jo ijt sunidjt
A 4,B,C, oo 4,B,C, (1L Hhulichteitsfat). Daraus folgt 4,C, : 4,0, =m
b = A LD, =4 0, B il A andye AL A CeDY SO A, G Dy .

d) Man echilt 4, B, + B,C, + CD, + .. =m (4,8, + B,C, +
GD, +..), alfo (4, B, + B, C; + D, +. ) : (4B, + B, G, + (D, +- .. )
=l AR

Anwendung der Abulidhkeitsfife anf die Kreislehre.

§ 99. Abulichkeit der freife. Fe gwei (uugleidhe) Kreife find
dhnlich) und haben die perfpectivijdhe Lage jowoh! in Bezug auf
einen Gufieren alg and) einen inneven Ahnlichteitspuntt.

Beweig. €3 feien O und O die
Mittelpuntte der gegebenen Kreife, und man "’_‘"\

siehe zu einem Deliebigen Radiug O M des s
erften Rvetjes ben Ddivect pavallelen O, M, :
und ben invers pavallelen O M; im o 34

yweiten RKreife. Wenn bdie Centvale von E W,
ber Gervaben MM, im Punite 4 und o 7
bon ber ®evaden MM, im Punfte I Fig. 88,
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gechnitten wivd, fo {jt 4 ber Gufeve und I dev tunere Jfnlichfeitspuntt dev
beiben Kretje.

Aus dev Nbnlicheit der Drveiecte OAM und O, 4 M, folgt némlich 04
=m0 4, weun OM ;: O M, = m gefept witd. @oll mum A der Hufere
Abnlichfeitspuntt Dder Dbeiden Rreife fein, fo mujs ein  belichiger $Halb-
jtral A X, welcher mit dem Kreife O einen Punft Ny gemeinjam Dhat, den
Rreid O in einem Punfte N treffen, fitr weldhen die Sleidung AN = m AN,
Dejteht. Dies ift auc) wictlich der Fall; denn 3ieht man ON || O, N, fo ift
A\ OAN oo 0,AN,, jomit AN = mAN,, feaner ON = mON, =
mOM, = OM, b §. N ijt ein Puntt der erjten Kreislinie. Analog wird dex
Beweis fiir den inneven Abulichteitspuntt gefithet.

Solgejase. 1. Jeder Abnlichteitsitvall it fiiv beide Kveife sugleidh Secante
ober Tangente, oder er Hat feinen Punft mit denjelben gemeinjchaftlic.

2. Mg 04 = mO, A folgt 00, + 0,4 = mO, A4, aljo

il

0,4 = —— OO umd 04 = __j O,
Gbenjo evhalt man
1
ADI S m+1001 unbOI_— _|_100

3. Der Centralabjtand der betben Kvetje wird burd; bie Deiden Jlhnlichieits-

punfte Harmonijc) getheilt. Demu man finbet
A OLA == O 00,

§ 100. Areis und Strahlenbiifdhel. Wenn ecin Strahlenbitfdel
burd) einenfreis gejdhnitten wird, jo hat basProductver beiden
Abjchnitte, welche einerfeits vom Sdeitel und anderverjeits vom
Rueife begrenyt werden, filv alle ©trahlen denjelben Wert.

Beweis. €3 jei S (Fig.
84 pber 85) der Scheitel eines
Strablenbitjchels, und man be-
seichue mit 4 und Bbeziehungs-
weife €' und D die Durdh-
fdnittspuntte zeier Strahlen
" mitdem qegebenen Kreife. Dann
; ; it A S4D oo SCB, fo-

Big. 84. D1 -ob. mit S4 : 8D = 8C': 8B.

Davaus folgt S4.8B= 8C.SD, wemn untec S4, SB, . ... bie
angengahlen der entjprechenven Strecten verjtanden werden. Liegt Sin der Peripherie,
jo it ein ALJchnitt, fomit aud) das Probduct der beiden Abjdnitte = 0.

Folgejage. 1. Die Hiljte einer Selme ijt die mittleve geometrijdhe Pro-
portionale pwifden den beiden Abjchnitten einer feden durd) ihren Halbievungspuntt
gegogenen Sehue.
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2. Bieht man von eimem Punfte aufierhalb eines Kreifes zu biejem eine
Tangente und eine Secante, fo ijt dev Tangentenabjchuitt die mittlere geometrijche
Proportionale zwijdhen den beiden Secantenabjdnitten. Alle Abjhnitte erjtvecten
fich vom gegebenen Punfte bis zur Pevipherie.

§ 101 Poten cines Punktes in Besng anf einen Kreis. Das conjtante
Provuct SA . SB ber beidven Steahlenabidnitte (§ 100) mit Beviidfichtigung
der Bovzeichen wird die Potens des Punttes S in Bezug anf den Kreis genannt,

Qiegt S innerhalb des Kveifes (Fig. 84), jo find die Strecen S4 und SB
ungleic) bezeichnet; die Poteny ift aljo negativ. Bezeichnet man SO mit ¢, den
Rabdiug mit » und nimmt etwa die Ridhtung von G nad)y H pofitiv an, jo it
SH=c¢+ 1, G@S=r — ¢ alfo 8G . SH = ¢* — 7% Der abjolute
Wert der Poteny ift in diejem Falle gleich) dem Quadrate der Hiljte jener Sehne,
welche zu dem duvd) S gehenden Duvchmefjer novmal ift.

Diefe Selme ijt die fleinjte wnter allen, welche durd) den Punft S gezogen
tverden founen; denn aug 08 > OT folgt EF << CD.

Wenn S auferhald des Kreifes liegt (Fig. 8b), jo ift die Poteny pofitiv;
dennt man hat SG = ¢ — v, SH=1¢ 4+ », aljo 8G.SH = ¢ — r%
n diefjem Falle ijt die Poteny gleidh dem Quabdrate jenes Tangentenabjdhuittes,
welcher vom gegebenen Punfte und vom Beviihrungspuntte begrenst wird.

Liegt der Puntt S auf der Pervipherie des RKreifes, jo ijt die Poteny =0,
alfo gleichfalls in dem Ausdrucde ¢ — 22 enthalten.

§ 102. Der Prolemaifhe Lehrfady (Vtolemius von Alegandrien, um das
Jahr 150 n. Chr.). Ju jedem Sefhnenvievede ift dDad Product der
Diagonalengleidh berSumme derProducte je gweier Gegenfeifen.

Beweis. Madyt man L ADE = BDC, jo ijt
AN ADE oo BDC, A ECD oo ABD, aljo
AE:d=0b:m, EC:c=a:m. Hievaus folgt, wenn

A

man fic) die hier begeichueten Strecten dund) ihre Lingen-
sablen exfest venft, mAE = bd wd mEC = ac, 7
alfo m (AE+EC) = mn = ac+bd. ;
Bujag.  3ft das Sehnenvievedt ein Rechted, jo er- # wﬁ
halt man den Pythagoratidhen Lehrjas als einen jpeciellen

Fall bes Ptolemdijdhen. ‘ Fig. 86.

§ 103. Der goldene Sdynitt (Sectio aurea). a) Gine Strecte heifit nad
dem goldenen @dynitte oder jtetig getheilt, wenn der grifere Ubjdnitt
derfelben bie mittleve geometrijche Propovtionale zwijchen der gangen Stvede und
bem fleineren Abjchnitte bildet. Eine Strede 4 B witd aljo durdh einen Puukt €
nach dem goldenen Schuitte getheilt, wenn die Proportion AB: AC=AC: CB
oder AB : CB = (B ; AC bejteht.

Hoievar, Geometrie filr Obervealjdulen. 5
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b) Wenn der Radius eines Rreifes nad) bem goldbenen Sdynitte
getheilt wird, fo it der grofere Abfdynitt desfelben gleid) ber
SGeite des eingejdriebenen regelmdafigen Sehnedes.

Beweis. ©s fei A B eine Seite des eingefchriebenen regel-

0 mifigen Behuedes, aljo L A0 B =36°und <L 4 BO = 72°.
Durd) die Symmetrale B C des lepteven Wintels wird nun 40

by nad) dem goldenen @dnitte getheilt. Demn e verhalt fich
AC: CO = AB: BO (§ 93 ¢); ba ferner die Dreiece

7 7 A B Cund BCO gleichjdentlig find, jo jolgt 4 B= B C'= CO.
Fig. 87. Daher hat man AC: CO = CO : 40 md CO = AB.

Conftructionsaufgaben.

§ 104, a) Gine gegebene Stvede 4B nad) einem gegebenen
Berhaltniffe von innen und von auffen zu theilen.

Wenn die Strecte 4 B tm Berhiltuijje der
gegebenten Strecenn @ und b vou inmen, d. §. o
getheilt werben foll, bdajs bdev Theilungspunit
anj 4B liegt, jo ziehe man durc) A einen
belicbigen Palbjtralhl 4AX, made AC = g,
CD = b und conjtrniere CE || DB. Damn

] £, ijt B ver gejuchte Theilungspuntt; bdenn man
Fig. 88. Wt e B AR G D=0 e
_ @oll AB nady bem Bevhiltnifie «:b vou aufen, 0. 5. jo getheilt werben,
dafs der Thetlungspuntt in der Verlingerung vou A B [iegt, fo conjtruieve man
D,C=bwud CE | D;B. Damu ift E, der gejudhte Theilungspuntt; denn
mon hot 4B, : BE, = AC : D,C= a:b.

Bujdge. 1. Die Conjtruction fann and) nad) § 99 ausgefithet werben, da
bort die Stvece OO, in den Punften T und A von inmen und von anfien nad
bem LVexhiltuiffe » : = getheilt ift.

2. @oll 4B nady dem Hahlenverhiltnifie m : »n getheilt wevden, fo con:
jtenieve man jundd)jt zwei Strecten @ und b, von denen die erjte das miade und
die zweite das njacde einer beliebigen ©tvede ijt u. f. f.

3, Da bdie Punfte X und E, die Strede A B havmonijc) theilen, jo ift
im BVorausgehenden bdie Aufldjung der Anfgabe enthalten, zt eimem der Pumfte
E und E, den zweiten (harmonijch conjungierten) zu finden.

4, Wenn auj das Vorzeihen der Streden Nitckjicht genomumen wird, jo
liegt ber Theilungspuntt  in der gegebenen Stvefe 4 B oder in bderen DBer-
lingerung, je nachpem dag Verhilinis A E : B E negativ oder pofitiv ijt.

b) Bu drei gegebenen Streden a, b, ¢ die vievte geometrifde
PLroportionale, b h jene Strede @ ju conftrnieven, welde ber
Bebingung a : b = ¢ : x geniigt.
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Man madge auf den Schenteln eines belicbigen Wintels (Fig.88) 4C'=aq,
CD = b, AE = c und 3iehe DB || CE. EB ijt die gefudte Strecte.

¢) Bu zwet gegebenen Streden a, b die mittlere geometrifde
Proportionale gu conftruieren

Man conjtenicre iiber dev Strecenjumme o + b als Duvdymejjer einen
Halbtreis und crrichte in jenem Puntte, tn weldhem bdie Strecfen aneinanbderitopen,
vie Normale jum Durdymejjer. Der von leptevem und vom Halbfreife begrente
Theil der Novmale geniigt der Aufgabe (§ 9756 oder § 100, 1. Folgefah). Jroet
weitere Conjtructionen exgeben jic) nach § 97¢ und § 100, 2. Folgejab.

d) An zwei gegebene Kreife die gemeinjdhaftliden Tan-
genten zu 3iehen.

Man conjtenieve sundchit die Abnlichteitspuntte dev Deiden Kveife und ziehe
durd) diefelben die Tangenten an den einen Kreis (§ 99, 1. Folgejay). Wie lautet
die Determination ?

e) 1. Bu einem gegebenen fmcwd:e ABC, 2. 3u einem gegle:
Denen Bielecde ABCD.. cin dhulides 3u conftruicren, wenn die
3u AB homologe Seite 4, B, gegeben nbcm bag Verhaltnis
AB : AB, durd) 3wei Strecden oder den Modulus befttmmt tft

1. Man  conjteniere Fundcdhjt die Seite A, B, und made <L 4,
B, =18,

2. Man ziche von einem beliebigen Punfte S Strafhlen durd) alle Eckpuntte
ves gegebenen Bieleckes und Dbejtimme anj dem Stvahle SA einen Punft 4,
derart, dajs dag Verhiltnis SA4 : SA; den fiix dag Verhaltnis 4B : 4, B,
gegebenent Wert annimmt.  Hicvauf ziehe man dwrd) 4, die Pavallele ju 4B
und Dbegeichue mit B, thven Sdynittpuntt mit dem Strahle SB; chenjo ziehe
man durd) B, bu Pavallele zu BC u. §. §. 4, B,C; . . ijt bas verlangte
Polhgon.

Der Abulichteitspuntt S foun aud) mit einem Cdpunite des gegebenen
Bolygones zujonumenallen oder auf etwer Seite desfelben legen.

§ 105, Algebraifthe Analpfis von Confirnctionsanfgaben. Die Analyjis
mandjer Conftructionganfgaben gelingt daduvc) am bejten, dajs man die gegen-
feitigen Beziehungen zwijhen den gegebenmen und dew gejuchten Raumgridfen
ourd) ©leichungen zwijden ihven NMafzahlen ausdriickt, die Gleichungen pajjend
trangformiert und durd) geometrijdhe Dentung dev erfaltenen NRefultate die
Conjtenction ableitet,

1. Beijpicl. Cinem gegebenenfreifeecin regelmafiges Jehned
eingujcdhreiben.

Analpfis. Vegeichnet man die Langenzahlen des Radius und der Jehneds-
feite mit » begichungsweife s, fo bejteht nach § 103 die Proportion (» — s) : s

= g :r, aljo s* 4+ rs = »r% Addiert man gu beiden Theilen diefer Gleichung
5$
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(5. o140 4 5 =t (5ot £ = Vs (O

sl 5
Conjtruction.  Man ziehe zu einem Durchureijer
g A B es gegebenen freifes den novmalen Radius OC
und verbinde deffen Halbievungspuntt D mit B. Wenn
& ; hievauf DO von D B abgejdhnitten witd, jo ijt der
Rejt EB = FB die verlangte Sehunedsieite.

A O B .
Fig. 89. Beweis, WMan hat BD = Vrz £k (._é__)

T""'—;." \ 2 >
mb BB — Vﬁ‘“ e (,) —

2. Beifpiel. Einem gegebenen Dreiede ABC cin Quadrvat

2

i ceiben.
coa u;d) o Analyjis. €8 jei dem Dreiecte A BC
i ein Quadrat bereits eingefdricben (Fig. 90).
7fE \“‘\\_ Mean findet dann A B: EF=A4C: EC =

fiestiy DC:GC &y alfo ¢, B und & ber
Ctwe. e Meibe nad) die Qingemzahlen von A B,
BN, BRI T D oD G = B E odnlgtic s ini—
Big. 90. h:(h—a, afp ¢ch — cx = ha,
ch= (¢ +h) = (¢c+ h):c="h:ax d b xift die viecte geometrijdje
Proportionale zu ¢ - k, ¢ und k.
Conftruction.  Man madge DH = ¢, HI = L mnd ziehe HG || IC.
DG it die gefudhte Seite des cingejchricbenen Quadvates. Die weitere Con-
fteiction (afst fid) letcht auffinden.
Determination.  Fe nadpem bdag Dvetect jtumpfz, vedht- oder jpibwintlig
ijt, fonn man demjelben ein Quabdrat, zivei oder drei Quadrate einjdreiben.
Bufag. Wenn die gegebenen und bie gejuchten Grvifen einer Conjtvuctions-
aufgabe @trecten find ober fidh duvd) Strecten bejtimmen lafjen, fo famn bdie
Gonjtenction mandjer durd) algebraijdye Analyjis evhaltenen Ausdriide auf einige
gang einfache Falle suvitckgefiihrt werden. Diefe find, wenn mit a, b, ¢, . . die
gegebenen @trecten odev beven Langenzablen bezeichnet wevden,
1. a -+ b ud a — b;
2.na, woneine unbenannte 3ahl bedeutet. Jjt n als Vevhiltniszahl sweierStrecen

gegebert, fo Liegt die Anjgabe b) tm § 104 vor, Aus- i a==2 folgt nimlid) c:b =

as o, Wive x = %b;-, jo conftruieve man gundcht “%1 =y und hievanj 73’;—6 = 4%

3. Vab, Va® +F &%, Va® — b2 (§ 104c und § 97, 1. Bujas).
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IV. Abfdyuitt: Fliden- und Langenmeung.

Slidyeninhalf vou Polygonen.

§ 106, Ecklarnugen, Al Mafeinbeit fiir die Flade oder als Fladen-
einheit wird ein Quadrat gewdhlt, defjen Seite die Lingeneinbeit ift. e
nadydem bdie leptere 1m, 1dm, Lem, . . . ijt, heifit die Flacheneinheit 1 Qu as
dratmeter, 1 Quadbratdecimeter, 1 Quadratcentimeter,

Das Verhiltnis einer gegebenen Flache zur Flacheneinbeit oder alfo jene
Babl, weldye angibt, wie oft die Flacheneinbeit in der gegebenen Fladhe enthalten
iit, heifit die Mafzahl der gegebenen Flache ober thre Fladhenzahl. Jit
5 B. F bdie gegebene Flide, Q die Flacheneinbeit und F': Q = n ober F'=nQ,"
fo ijt die unbenannte Bahl » die Fladenzahl, wihrend die benamnte Fahl n Q
ver Fladeninhalt vou F genannt wirh,

§ 107. Redyteck und Ouadrat. o) Die Fladhen zmweier Redtede
von gleicher $Hohe verhalten jid) wie die Grundlinien.

Beweis. €3 feien ABCD = R, und g ¢
EFGH — R, bie gegebenen Rechtece von “[ T T 1 T [ [ T |
gleicher Hihe. Sind die Grundlinien 4 B und g
EF commenjurabel, jo [djst fid eine ge- e R

wifie @trecte auf beiden ofme Rejt auftvagen, ,—— — Tinge G
anf 4B etwa mmal und auf EF amal Fig. 91
Dann. ift AB = m. —1—715 I'EF'

Bieht man mun dur) die Theilungspunite die Normalen ju den Grundlinien,
o gecfillt R, in m und B, in » Redytecte, welche alle unteveinander congruent

fxd.  Daber it B — m.%— — ™Ry, dffo auf) B, : B, = AB:EF.

Sinbd Dhingegen die Grunbdlinien incommenjurabel, jo exhilt man durd)
cbendiefelben @dhliifje, welche beim Beweife des Lebrjabes § 92 a angewendet
wurden, die Ungleichungen

m AB o —|— 43 m —]— 1
T EEL W

Da diefelben fiiv beliebig gro%e n 1mb sugehorige m befteheu, fo gilt bie
Proportion B, : By, = AB: EF aud) in diefem Falle. Dies erfennt man
aud) fofort ang dem allgemeinen Proportionalititsjage (§ 92, 1. Bujab).

b) Die Fladen zmeier Redtede von gleidher Grundlinte
verhalten jich wie die Hohen

Beweis. Man betvachte die Seiten A D und EH (Fig. 91) als Grund-
linten, 4'B und EF al$ $Hihen und beniipe den vorausgehenden Lebriab.

i
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c) Die Fladenzahl eines Redytecdes ijt gleid) dem Producte
aug den Liangenzahlen der Grundlinte und der Hohe. Riirzer aus-
gedriidt: Dev Fladheninhalt eines Redtedes ijt gleidh) dem Pro-
dbucte ausg der Grundlinie und der Hohe.

Beweis. Man vergleiche das gegebene NRedhte £, mit einem anderen
Rechtecte R, und einem Quadrate Q, weldpe Figuren fo gewdhlt jiud, dafs jede

/[ mit Der vorausgehenben in einer Dimenfion iibeveinitimmt. Sind alfo g und A
[ ‘f pie Langenzahlen der Grunbdlinie und der Hiohe in £y, jo feten 1 und A die ent-
1 fprechenden Bahlen in R,, fermer 1 wnd 1 in Q. Damn folgt R, : By, =
Yoo 1 allot By =="g R tmb Ry 00 = 1 salio R =k Qi ialer iy

i/
i

\
\

(/

' s L I
" Producte ausg der Grundlinie und der Hihe (§ 84). F = 9%
\

| B, = ghQ und die Fladenzahl F = gh.

d) Die Fladenzahl cines Quadvates ijt gletd der zweiten
Poteny (bem Quadrate) der Langenzahl einer Seite. F = al

Aufah. Davaus [ajst fid) der Gebraud) des Wortes ,Quadvat” in der
Avithmetit und die Begeihnung 1m? 1dm? . . . filr ein Quadratmeter, ein
Quadratdecimeter, . . . exfldven. Nach dem BVorvausgehenden ijt ferner 1 m?* =
100 dm? = 10000 cm? w. §. f.  Beim Meffen von gedfeven Fladen, 3. B.
pon. Grunbjtitclenr, werden 100 m® ein Ar (la) und 100 Av ein Heftar
(1 ha) genanut.

§ 108. Parallelogramu, Dreieck und Trapey. «) Der Fladeninbalt

[ eines jeden Parallelogrammes ift gleid) dem Producte aus der
\ Grundlinie und dev Hdhe (§ 83). F = gh.

b) Dev Fladeninhalt eines Dreiedes ijt gleid) dem halben

a8

Folaejige. 1. Die Flachen zweier Parvallelogrammie vou gleider Grund-
linie ($Hdhe) verhalten fid) wie die Hohen (Grundlinien). Ang I = gh und
F, = gh; exgibt fid) nimlich F': F, = h : hy n §. §.

2. Die Flachen zweier Dreiecte von gleicher Grundlinie (@ube) verhalten
fich wie die Hihen (Grundlinien).

¢c) ©timmen jwei Dreiecde in einem Winfel ftbevein, jo ver-
halten jich) ihre Flachen wie die Producte dbev Seiten, weldye die
gIeth)en Wintel einjdhliefen.

Beweis.  Dan lege die gegebenen Dreiecte A4 B

\ . wd DEC, jo auf einander, dajs fich die gleichen
Winfel C' und € vecden, und iche D B. Wenn nun
bie Rangenzahlen der Seiten C4, CB, CD, CE in

s e B derjelben Reifenjolge mit a, b, d, e begeichnet werden,

% """" jo exhdlt man aud bdem nmmtéqel}enbcn Folgejase
' 2 MBE 7e «DBC a
G S ARV LAY 571 G o7 e S
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de
d) Die Fladen dhunlicher Dreiece verhalten jid) wie bie
Quabdrate homologer Seiten.
Beweis, Man bezeidhne mit @, b, ¢, F und a;, by, ¢;, F; bdie Maf-
saflen ber Seiten und Fladpen der dhulichen Dreiecte und mit m den Weobulus,
Dam ift @ = ma,, b = mb,, ¢ = me,, aljo nad) dem Lehrjate c)

HBG — i’_ DEC dffo ABC — 2% DECober ABC: DEC— ab: de,

i ab . a’ b c?
- = — = M = - I = 55 = 5
I by &y, by Gy

Buja. Das BVerhiltnis der Fladgen sweier dhnlicher Drefecte ijt gleid)
dem Quadrate des Wiodbulus.

e) Der Fladeninhalt eines Trapezes ijt gleid) dem halben
Producte aus der Summe der Parallelfeiten und der Hihe oder
gleich dem Probducte aus der Mittellinie und der Hohe (§ 85).
= —(37; e oder B = mh.

§ 109. DViclek. @) Der Fladeninhalt eines regelmdafigen
Bieledes ift gleid) dem halben Producte aus feinem Umfange
und bem Radius des eingejdhriebenen Kreifes.

; a0 na. 0 %0
Beeis, F= S = =

A e A S

b) Die Fladen ahnlidher BVielede verhalten {id) iwie bdie
Quadrate homologer Seiten.

Beweis, €8 feien ABCDE . .. wd 4, B,CD.E ... bdie gegebenen
dhulichen Bielecke mit dem Modulug m, und man zerlege diejelben duvc) homologe
Diagonalen, etwa vou A und 4, aug, in Ghnliche Dreiecte. Dam echilt man
ABC = m*4,B,C,

A D= %4 C, 1,
ADE = m?4,D, E,

ABCDE...—m*4,B,C,D,E, .

Sind alfo a und a, die Lngenzahlen weier homologer Seiten, fo Hat
mat @ = may, a* = m’aj, fomit
ABCDE v andi B CD Hs ¢ =@t 01,

Bufise. 1. Das BVerhiltnis der Flachen zweier ahulicher Polygone ift
glei) bem Quadrate des Wiodulus.

2. Der Flacheninhalt eines unvegelmifigen Polygones wird bevedhuet,
indem man dasfelbe durch pajjende Hilfslinien (Diagonalen, Eoordinaten bder
Gcbpuntte u. §. §.) al$ algebraijhe @unmme von Dretectenn und Trapezen bar{tef[t

(8 2980, 2. it v i

N
N
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Redpnungsaufaaben,

§ 110. Anfoaben iiber Dreieke. Man beredhne aus den Langen:
safhlen a, b, ¢ der Seiten eines Dreiedes

a) den Fladeninhalt 7

b) ben Radiug o ves eingejchriebenen Kreifes,

c) die Rabien o, 05, 05 dev angejdhriebenen Kreife,

d) ben Radiug » bes umgejdhriebenen Kreijes.

Anfldjungen. «) Mit Beniiung dev in dev Figur erfichtlichen Bezeichnungen -
findet man

- e — CT;, R = b —2a? = a® — (e —a)* md
baraus m=b“+2c;_ 2o ith® = (b 4 o) (b —=)
A B b‘“’—{—ee—oﬁ)( bz—'—c“#ag)
7] _ N S iy} e oo
Fig. 93. (b e 2¢ 4 2e¢
[(6+c)®—a®l[a®—(b—c)*]_ (ab+c)(—atb+c)(a—b—+tc)(atb—o).
42 ZEUAY 4e?

@ept mon nun ur Abkiitsung o + b 4+ ¢ = 2s, alfo
—a+bt+c=2(—a)ya—btc=2(6—0b,aLb—c=2(s—e¢),
Yo folgtir e s L0 5 ) (z;" e o, % Vs (s — a) (s —b) (5—¢)

b F= V¢ (5 — @) (6 =—=10) (3. — ¢,

Bu demfelben Refultate gelangt man anch), wenn einer der Winfel 4 ober
B ein vedyter oder efn fhimpfer ijt.

Bujap.  Die eben gefundene Fovmel fitv den Flidjeninhalt eines Dreiectes
beifit die Heronifdye Formel (Heron von Alezandrien, 150 v. Chr.).

b) Verbindet man den Mittelpunit O bes
eingejchriebenen RKveifes mit den Ecpuntten 4,
B, C, fo exhalt man

ABC = BCO + CA0 + ABO, aIfn

b ) b -
F=g’2£_l_ Q_}_C’(. a’+z I_C Q'_'SQ
- Daraus jolgt
; F R, T8 R
Fig. 4. Haitest edle ota) (88 bl ——ie)
v ¢ 8 \/ o

¢) Man findet (Fig. 94) ABC + BO,C = CAO0, + ABO,, daher
P 95-1 F 280 (o) g, Man hat alfo
F F P

ST

Oris=



d) Man siehe durch den Eclpunit C' des gegebenen

Dretectes A B C den Durchmefjer C'E des umgejdyrichenen L

Rreifes unh die Hohe CD. Damn it A AEC 0O

D B C, jomit e A

= : ; |

o wb abc |\ abe abe i

ot —ers WiGea b G0 i 3 Ul
Auf analogem Wege itberzengt man fid), dajs diefe Z

Fovmel aud) dann nod) gilt,  wenn einer der Winfel A Fig. 95.

ober B ein rechter oder ein ftumpfer ijt.
Bujag. Fiir dag gleichieitiqe Dreiect findet man durd) Syecialifierung die

Fovmeln o = g’vg . r = —f-;--vg; Mm Ddiefelben divect zu echalten, be-

adyte man, dafs die vier merfwiitdigen Puntte eines gleichjeitigen Drefecdes in
einen eingigen Punft jujommenfallen, welcher als Schiverpuntt die Hohe tm Ber-
hiltnifje 1 : 2 theilt. Daber ijt ¢ = 3k, = g-h, fs— -g--\fg it i1

§ UL Aunfaaben iiber vegelmiBiae Polygone. o) Wenn einem Kreife
bie vegelmdfigen n-Cce nud 2n-Ede cin- und umgefdhrieben jind,
aus ven Umijdngen e, w, der n-CGde diellmfinge es, e ver 2n-Ede
3 berednen.

ufldjung. €5 jet der Centriwinfel COB der

3 v/
2nte Theil bes vollen Winfels, OE die Symmetrale
degfelben, ferner AB L OC und CD L OC.
Dann it 5
i en U g & A
T o LR
O <2 __”“” 150 g e Rn — sy 0 S
4n’ 4n .
Mit Benitgung des  Lebrjaes ¢) im § 93 Big. 96.
findet man
Lt (O OB A afa U CEAL
0 A R T e 1 LR b s LT TR S O
i . 2en uy
Hievaus folgt  wa = g 1).
Da ferner A ABC o0 FCE ijt, jo hat man
WCBE OB e e e
o) R B P Ia
Cop — V@n Whn oG R s, 2).

Bujdge. 1. wg ijt dad Harmonijde Mittel von e, und u,; hHingegen esn
vas geometrijche Mittel von e, und oz,
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2. Pa AB < OB < CE + EB < CE + ED ijt, {o ijt aud
€n '<--.. €an < Uszn “'--. (S 3)-
3. Man fiudet

2 €n Up €n
Unm —— o e Wanli—— Opl— a5 e (”u = e:z)-
en - Ua en - Uy
Wegert —— << — . — = ijt alfo aud)
L e e, 2
1
Ugy — Gon << =5 (un. e @n) Jaice 4‘)

b) Wenn einem freije die rvegelmifigen n-Cde und 2n-Ede
ein= und umgefdricben find, aus ven Fladen E, und U, ber n-Cd
bie Flahen By und Uy der 2n-Ede 3u bevednen.

ufldjung. Jn der Figur 96 iit

T
04B = E O(‘I)— 2t 008 — -JT""' OCE = f;z
gUh e U_.’)a e OA.B_OA_OB_OCB
GaLs e M e S T D
E Es PR
. fhe ey Sty b :
jolgt z, o alfo By, = VE, U, . . . 5)
Ferner findet man
OOE O 00 by OB OCH s Uz, B,
OED. LBl DD 00 . 00D e Uy ey
2E‘3H UH ]
uno U = Ez,:———l——f]: . . ())

Aujige. 1. Es, ift das geometrijche Mittel vou E, und U, ; hingegen
Uz, 2as harmonijche Meittel von B, und U,
2. 63 ijt 0AB < OCB < OCEB << 0CD, afjo aud

ER < E2H < U.ln < l]-,z. A e 7).
3. Mean findet
E"» Crn hs E!"
U2n o Ei'n T -.ED:,_'i"WU, EQn b ’E;#ﬁ; ((]n F= E.!n).
EZU E'M 1 =
S e R o0~ Tu — Lin,
Jam it T 1% O IR o fexner U, — E, U E,
alfo audh Uit el e i v

Rectification dev Hreislinie.

§ 12. PLingenzahl ciner Curve. Da fid) efne Curve nidht divect mit bdev
Qingeneinbeit meffen (djst, jo mujs gunddit fejtaejtellt werden, was umter bder
Qingenzahl einer Curve zu verjtehen fet.
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it A B bdie geqebene Curve mit den Grvenzpuntten 4 und B, jo nehme
man  auf Derfelben n Punfte 4, 4,, . ... 4, an, ziche die Sehunen
44, A4, ... A4,B ud bejtimme bdie Lingengahl dev gebrochenen Linie
44,4, ... 4,B. Hierauf fiige man zu den bereits gewdhlten Punften der
Gurve nod) andere dazw, verbinde wicder in der vergriferten Neenge von Punften
Je et aufeinanberfolgende durd) Sehuen und beftimme die Lingenzahl dev eben
echaltenen gebrochenen Linie. Durd) bftere Wiederholung diejes Verfabrens wird
eeveicht, Dajs fich die gqebrochene Linfe fmmer genawer an die Gurve anjdlieht.
Wenn {id) augleich die Langenzahl der gebrochenen Linie bejtindig einem Gvenz
werte, 0. 0. etner jolchen Bafhl ndbhert, von weldher fie fidh muw nod) beliebig
wenig unterjdheidet, jobald die Sehuen hinlanglich flein genomumen werden, o ijt
diejer Grengmwert die Sangenzahl der Letvadteten Curve. Die Beved)
mmg diefer Bahl wird die Rectification der Curve genannt.

§ 13. Langemgahl der Kreisperipherie. Denft man fich dem gegebenen
Reeife je ein vegelmifpiges 6-C eine und wmgefdyricben und bdie Langenzahlen
e d a; der Umfjdnge diveet bevehnet, jo famr man ausg Denfelben mit Hilfe
ver Gleichungen 1) wnd 2) im § 111 dle Bablen e, und uy,, duvd) nodymalige
Anwendung derfelben Gleichungen die Jahlen ey, mnd wy, u. {. f. gewimmen. Aus
ven Ungleicdhungen 3) im § 111 evfennt man im vovaus, dajs jicd) die echaltenen
Bahlen threr Grifie nacd) in folgender Weije anorduen miifjen:

b S B el e e e 3 gy g < Al

Die Differeny w, — e, faun nun durd) fortgefebte Berdoppelung deg n

beliebig flein gemacht werben. Denn nad) der Ungleichung 4) in § 111 ijt

1 % 1
Uiy — €19 << 9 (ug — €5), Ugy — €34 << 9 (ugy — €19) < T (ws — €),

ebenjo wuys — e << é (ug — €g) W . |

Aus diefer Betvacdhtung geht hevvor, dajs fich) die Bahlen e, €15, €34r - -
sumehumend wund die Bablen wg, o, Ugy, . . . abuchmend chendemielben Greng-
werte ndhern; diefer ijt aljo die Langenzahl der Kreisypervipherie.

Man echilt diefen Gvenzwert am einfachjten, wenn man die Gleidhungen
1) und 2) im § 111 auf die Form

1 Lt F 1 1
e e L

bringt. Man fat daun in der Bahlenveihe

e g ] il
bic erften zwei divect zu bevehnen und findet hievauf die 8., 5., 7., . . ., indem
man dag avithmetijche Mittel, die 4., 6., 8., . . ., indem man das geometrijche

Weittel aus den beiden vovausgehenden Jahlen bildet.

1 1
€n i Uan
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RNimmt man den Duvchmefjer des gegebenen Kreijes als Lingeneinbeit, jo
ift _6 3 [’,j#—ﬁi__l_
if uﬁ—vg,es— aljo P e T

Die tweiteren Nejultate der Nechnung jind mit Beviickjichtiqung von 7T Deci-
maljtellen in der folgenden Tabelle zujammengejtellt:
1 1

n —_— —_—
Un e-n

s

6 | 02886751 | 03333333
12 | 03110042 | 0°3219752
24 | 03164897 | 0-3192206 |
| 48 | 03178552 | 0-8185872 |
‘ 96 | 03181962 | 03183667
192 | 03182815 | 0:3183241
384 | 03183028 | 0-3183135
| 768 | 03183081 | 03183108
| 1536 | 03183095 | 03183101
3072 | 03183088 | 03183100

Hievaus findet man wugor, = 3141593 und e5;, = 3141691, Somit
ift die Langenzahl der Kveispevipherie in Vezug auf den Durchmejjer alsd Lingen-
einheit gleich 314159 . . .. Dieje Bahl wird zur Abfiivzung mit x Dbezeichmet
und heift die Ludolphide Jahl.

Folgefise. 1. Das BVerhaltnis der Peripherie zum Duvdymefjer it Fitv
alfe Kreife conjtant. p : d = p, : d, = =

2, Die Peripherie eines Kreijes ijt gleid) dem Producte aus dem Durd-
meffer und dev Ludolph'idhen Sahl ober gleich dem doppelten Producte aus dem
Halbmejfer und dex Luvolpljchen Bahl. Bezeichnet man ndmlidh bie Langenzahlen der
Peripherie, deg Durchmefjers und bes Halbmefjers beziehungdweije mit p, d wnd
r, jo ift nad) dem Boransgehenden p : d = x, alfo p = xd WD p=2ar.

3. Die Peripherien zweier Kreife verhalten ch) wie ithre Durdymejjer oder
wie thre Halbmefjer.

Bujige. 1. Die Jahl & ijt tveational, denn fie (st fich weber duvd) ba§
obige, nod)” durvch ein andeves Verfahren vollfommen genan bevechmen, Man fann
fie jebod) durd) vationale Bafhlen mit jedent Leliebigen Grabe der Genauigleit dar-
ftellen. Bereits Arcdhimedes vou Syracus (278 bis 212 v. Shr.) faud
ourc) Betvachtung ber ugchuﬁfgigen 96-@cde, dajs das Verhiltnis der Peripherie

sum Durcdhmeffer ziwtjden 3— o 310 deigals enthalten fei. Die leptere Sahl

pflegt man daher als ,das Avchimedjdhe BVerhaltnis” su Dbegeichuen. Ludolph
van Cenlen (um das . 1600 n. Chr.) DLevednete = auf 35 Decimaljtellen
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und fand & = 31415926536 . ... Meting, ein Jeitgenojje Ludolphs, jebte fiiv
7 bie Fahl — ;, welche fechs rvidtige Decimaljtellen [efert und in der Form

113(355 bvm Gebidtniffe leidht eingeprgt wird.

Die hihere Mathematit lefert weit bequemere Niethoden zur Beredpmng
ver Subuﬁg ‘{hen Bahl.

2. Wenn bei der Bevecdhuung vou & wur jieben Decimalitellen bevitdfichtigt
eroen, jo exhilt man bonw » = 96 an jede dev 8(1[)[(&11L und —(}— al$ bag arith-

li n

- metijche Weittel der beiden vorausdgehenden. Jijt ndmlid) @ > b, fo findet man
RL e A R IR i P ( a — b ) (@ — Bb)?
L e Sl mdt

p) o Va + Vb 2(vb + VB
i e B
8657
Fi @ = 2l =031 SH342 s unp Dl = s = (-3181962 1tjf nun
o G e
a — b)? ; : At SR T S N [ S e
g5 = 0000000045 . ., fomit fam i 5 ( o 5 u%) gefest

werden 1. . .

§ 114. Rectification der Kreisbogen. 3wei Bogen desjelben Kreifes
pder gletdher Rveije verhalten jidh wie die zugehbrvigen Centri-
wintel.

Beweis. Da in demfelben Kreife oder in gleichen Kretfen zu gleicdhen Centri-
winfeln gleiche Bogen gehoren, wund da der Summe 3iweter Centriwinfel die
Summe bder zugehdrigen Bogen entjpricht, jo [Efst fic) diejer Sah analog tie
ber Lehrfap ) im § 92 oder anch mitteljt des allgemeinen Proportionalititsiabes
(§ 92, 1. Bujab) beweijert.

Folgejas.  Jedev Kreisbogen b verhdlt jich suc Pevipherie desjelben Kreifes
wie der zum Bogen aqehivige Centriwintel e yum vollen Wintel. & : p = « : 360-
worin « in Grvaden ansgedriict jein mujs, Darvaus evhalt man

§ P e
360, = 180"
§ 115. Das Bogenmal der Winkel.
vl (L L el honii o Lo )
9[1{.‘5 b == j@o" fnfgt ; = ]:80‘ lmb o = = . F{'r'.

Man fieht alfo, dajs das Verhaltnis & : =, b. . die Leingenzahl eines
Bogens in Beyug anf den Radius als Langeneinbeit, durch den zugehivrvigen
Centriwinfel einbeutig Dejtimmt it und umgetehrt. Daber witd jene Lingenzah!
bagu benitpt, wm bie Gubfie cines Winfels unpweidentig auszudritden, und heift
bas Bogenuaf des Winkels (fm Gegenjape sum Gradmafe, b 1. dem BVevs
hiltnifje des gegebenen Winfels zu einem Grade).
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Man pilegt das Verhiltnis b : » mit arce (pr. arcusa) zu begeichnen
und hat dann

o et el b0 MRl B
arca = 180 e, & — 2 arc .
©0 3 B. it are360° = 27, arc 180° = 7, arc 90° =, arc 60°
== “:;— - f. . @olf arca =1 fein, jo mujg a = 120 = 5T7° 17" 448" ge-

nommen werden; e8 ift aljo are (579 17 44-8") = 1.

Die eben bejprodhene Beziehung eines Winfels um zugehirvigen Bogen wird
hiufig in der folgenden Weije ansgedrilcit:

Seder Wintel hat den zugehbrigen Bogen zum Mafe.

Diejer Sap [djst fidh) jedod) aud) jo deuten, dajs dag Verhiltnis eines
Bogens zu einem Bogengrade gleid) ijt dem BVerhiltnifje des zugehorigen Centri:
winfels zu einem Winfelgrade (§ 114), vajs alje Bogen und Winfel in Bezug
anf die genannten Cinfeiten gleiche Mafzahlen bejiten.

Ouodratur des Areifes.

§ 116. Fladyenzahl ciner krmmmlinig beavemsten Flidye. Jit eine gegebene
Flacge gang oder theilweije von Curven begrenzt, jo denfe man fid) die frummen
Begrengungslinien devavt duvd) gebrochene exfet, dajs die Cckpuntte der lepteren
in den exfteven [iegen. Nun lojje man die Lingen der Sehmen bejtindig ab-
nehmen und daber die Angahl devjelben inmmerfort unehmen. Wenn fidh) zugleidy ein
Grengwert auffinden (aist, weldhem die Fladenzahl des Erjappolygones duvc)
hinlangliche Bermelhrung der Seitenanzahl beliebig nahe fommt, jo beifgt devjelbe
bie Flachenzahl der gegebenen Flacdhe und die Bevedhnung desjelben bdie
Quadrvatur der Flicde.

§ 7. Flicgensahl des Kreifes. Aus den Ungleichungen 7) wnd §) im

§ 111 exhilt man die Nelationen
B < By < By <... <U,<U, <U; md
1 il
Um =y E12 o 9 (U{; T Eu): U-_)a = E?-t = L (UG T EG)! * el

Daraus folgt, dajs fich die Baflen By, By, By, . . . zunchmend und bdie
Bahlen Uy, Uy, Uy, . . . abuelmend ebendemielben Grengwerte nihern.  Man fann
diefen divect mit Hilfe der Gleichungen 5) und 6) im § 111 bevechnen und findet,
dajs die Flachenzahl des Kreifes in Vezug auf dag Quadrat bes NRabdius alg
Flacheneinbeit ebenfalls = ijt. Auf fivgerem Wege gelangt man zu diejem

Up P

Fefultate mitteljt dev Gleichung U = —— (§ 109 ), wenn man davin die Fahl
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n ofe Ende wadpfen laft. Wird ndmlidh die Fladenzahl des Kreijes mit I
bezeidnet, fo ergibt jidh F'= 2—:’!% = zr? ober F: r? = m,

Folgejave. 1. Das BVerhiltnis der Rueisflide sum Quabdrate des Rabdius
it Hiv alle - Quetie coitftants” Heap? — el te oy @ =g,

2. Der Flacheninhalt cines Kreijes ijt gleich dem halben Producte aus der
Peripherie und dem Rabdiud ober gleih dem Producte aus dem Quadrate des
Radins und der Ludolphichen Bahl. F — %"’ —

3. Die Flachen sweier Kveife verhalten fidh wie die Quadrate ihrer Halb-
mefjer oder ifrer Durdymefjer.

§ U8, AKreisring, Kreisfector mnd Kreisfeqment. ) Den Fladeninhalt
eines Kreigringes bevecdhnet man nac) dev Formel

F=ar® — ar’=ax r—nr?) ==z (r+r) r —mr)

b) Bwei ©ectoven desjelben RKreijes oder gleidher RKreife
verhalten fich wie die zugehdrigen Centriwinfel

Beweis analog wie beim Lehrjabe a) tm § 92 oder nad) dem allgemeinen
Proportionalititsiage (§ 92, 1. Jujab).

Folgefas. eder Kreisjector S verhilt jich sur Kreisfliche I wie der zum
@ector gehirige Centriwinfel « zum voben Wintel. S : F = a : 360, worin
o in Gevaben ausgedvitct fein mujs. Davaus erhdlt man

P
: 360 360

c) Sit das Gequient fleiner (qudfer) als der Halbiveis, jo faun es als die
Differeny (Summe) aus dem zugehirvigen Sector und einem Drveiece aujgefajst
werden. Die Berechnung des Flacheninhaltes gelingt mitteljt der vorausgehenden
Lebren der Planimetrie mur in wenigen Fallen; in der Regel muis die Recdymung
auf trigonometrijhem Wege durdhgefithrt werden.

Ebene @rigonometrie
I. Abfduitt: Einleitung.

§ 119, Ecklavungen. Jn dev Plonimetrie wird bdie Aujgabe geldst,
mitteljt dev gegebenen BVejtimmungsitiice cines Dreieces diefes jelbjt, alfo aud
die unbefanuten Seiten und Winfel vesfelben durd) Conjtruction zu finden.
Soll nun diefelbe Aufgabe auf dem LWege der Redhnung geldjt werden, jo jind
Diezu neue Begriffe und Sige exforderlich, deven Gefammtbeit man mit dem Namen
ebene Tvigonometvie begeichnet. Die gegenjeitige Abhingigfeit swijchen den
Seiten und Winfeln eines Dreieces wird in der ebenen Trigonometvie durd) bic
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jogenamnten Wintelfunctionen ausgedriickt; es find dies Verhiltnigzahlen
gewifjer ©trecen, weldhe weiter unten genauer befprochen werden. Die allgemein. Lefre
pon Den Wintelfunctionen, ohne NRiickicht auf deven Verwendbung in der Trigomno-
metrie, Deift Goniometriec

Bujas. Die (ebene und jphirijhe) Trigonometrie it in den Landern mit griedi-
jcher Cultur oegen ihrer grofien Bedentung fitv die Felomejjung und ingbejonders fiir
bie Aftronomie bald nach der Berbreitung dev planimetvijdher und jtereometrijchen Lehren
bued) Guflides (um das Jahr 300 v. Chr.) anggebilbet und gepjlegt worden.
Als Begriinder der Trigonometrie bezeichnet man die Ajtronomen Hippavd) von
Nicta (im 2. Jahrhundert v. Chr.), Menelans von Alerandrien (um das
Sahr 100 1. Ghr.) und ingbejonders Ptolemdaus v. Alexandrien (im 2. Jabhr-
funoert n. Ghr.).

Unabhingig von den Griechen habern aud) die Fuber eine Trigonometrie
ausgebilbet. Diefelbe ijt ebenjo wie jene der Gviehen durch) die Araber im
Abendlande verbreitet worden.

§ 120. Strecken als relotive Grifen. o) Wenn die Stvecden nad) der
im § 6 gegebenen Grflivung al8 relative Grdfen aufgefajst werden, jo exfennt
man leidt, dajs die Strecen A B und B A entgegengejeste Grdpen find; v. h.
es it

J AB-+BA =0 und B4d=—A4B.

b) @ind A, B, C bdrei beliebige PBunfte einer Gervaden mit
fejtgefepter pofitiver Ridytung, fo bejteht zwijden den bon den
PBunften begrenzten Streden die Gleidhung 4B = AC4 CB.

. Beweis. Liegt C' awijdhen 4 und B, fo
oy b % X leuchtet die Richtigleit der Behauptung unmittel-
%) ; Dav ein.
A7 ¥ > v X Liegt B 3wijdhen 4 und €, o hat man
o AC= AB-+ BC, dajer AB = AC—BC(C
X5 e . X= AC+ CB.
Sig. 97. Qiegt A swijchen B und C, jo findet man

sunddjt BC = BA -4 AC wd davaus 4 B

——-BA —=AC—B(C= AC+ (B,
¢) ©@indb 4, 4,, 4;, ... 4, beliebige Punfte einer Gevaden mit
feftgefepter pofitiver Ridhtung, jo befteht die Gleihung 4, 4, =

by S8 T (T IRC E  Bn D (AT

" Beweis (mittelft Sdhlufjes vonw = auf o 4 1). Nimmt man die zu be-
weifende OGleidpung fitv trgend eine Bahl » als vidhtig an und fiigt in der ge
gebenen Gevaden nody einen Puntt 4,1 hingw, jo ijt nad) dem Sape b) 4, 4,41
= A A, A, Ay, jomit 4, 4oy = A, A, + A4, 4, +... +4,.,4,+
A, A,yi. Die zu beweijende Gleichung gilt jomit ancd) filv » 4 1 Punfte. Da jie
min fiiv n =3 befjteht, fo bejteht fie aud) fiiv » = 4, daber filx » = 5 w. {. f.
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§ 121, inkel als velative Grofen. «) Nach der im § 7 gegebenen Er-
flavuny fiber Winfel als rvelative Grdfen entjpricht jedem pojitiven Wintel (abd)
ein neqativer, welcher ebenfalls a alg exjten
und b als zweiten Scentel fHat. Dev erjte
Winfel entjteht duvd) eine pofitive Drehung
ves @djentels a und ijt dafer pofitiv (3. B.
—+ 60° in Fig. 98); ber zweite entjteht durch
eine negative Drvehung des Schentels a und
ijt daber mnegativ (im dem obigen fpeciellen
Falle — 300°).  Broet Wintel, welche etnanbder
in diefer Weife entfprechen, ftimmen in dev Unfeinanderfolge und in der gegen:
feitigen Qage thver @chentel iiberein; fie unterjdheiden fich alfo nur durd) ihre
Cutjtehung. Aus dem Nadhfolgenden, namentlich aus § 123, ecfennt man, dajs
in alfen trigonometvijchen Grilavungen und Lehrjagen nur die Aufeinanderfolge
und die gegenfeitige Lage der Sdjentel, hingegen nidht die Entjtehungsweife der
Wintel beviictfichtigt wird; daher darf man in der Trigonometrie ywei Wintel,
weldhe fich mur durd) ihve Entjtehung untevicheiden, als gleid) betradyten und in
gleicher Weife, etwa mit (ab) begeichnen.

Folgejaps. Die Winfel 0°, 4 &, 8RK,... fonnen alg gleid) angejehen wer-
det; ebenfo die Wintel e und a 4= 4n R, wo » eine beliebige gange Bahl bedeutet.

b) @ind a und b 3wei beliebige von demfelben Puntte aus-
gehende Halbjtrafhlen, jo fonnen die Wintel (ab) und (ba) als
entgegengefepte Grifen betradytet werden; d. f). es it (ad) 4 (ba)

= 0 und (ba) = — (ab).
' Beweis.  Aus
den drei Theilen der

Fig. 99  erfennt 2 (@) (ba)
man, dajg (ab) | J
(b a) = 0,=4F 7] a 4 a

ad)

ober = — 4 R ijt,

je  maddem e

Winkel (ad) und Fig. 99.

(ba) ungleic) bezeichnet, beide pofitiv oder beide megativ find. Nach dem Folge-

jage in @) fann man aljo jtets (ab) 4 (ba) = 0, fomit aud) (b a) = — (ab) jeten.
¢) ©ind a,b,¢ drei beliebige von einem

PBuntte ausggehende Halbijtrahlen, o bejteht

vie Gleidung (ab) = (ac) + (cb).

Beweis, Die drei gegebenen Halbjtrahlen Haben
in dem einen Drehungsfinue die Reihenfolge a, ¢, b, Wenn
vie Winfel (abd), (ac), (cb) and) in demjelben Drehungs-
Jinne genontuten werben, fo ijt offenbar (e b) = (ac) -4 (cb).

Hoievar, Geometrie fitr Oberrealidulen. 3 6 &ig. 10p
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Nad) @) farm wun dev pofitive Winfel (@ d) durd) den negativen Wintel (a b)
exfept werden ober umgefehrt, u. . f. Dalher gilt die eben abgeleitete Gleichung in
allen Fillen.

d) Ginba,, a,, ay, .. .a,beliebigevon einem Puntte ausgehenbde
Halbjtrahlen, jo bejteht die Gleidung

(@ @) = (@ a3) + (@ a5) + - . . + (@0s an).

Der Beeis ijt jenem in § 120¢) analog.

Bujap. Diefer Lebrjap bleibt auch dann rvichtig, wenn die Halbitrahlen
a,, a, a, ... a; nicht von demfjelben Punfte ausgehen. Denn ieht man von
frgend einem Punite den Halbjtvahl b, divect parallel ju a,, den Halbjtralhl b,
birect pavallel zu ay, n.1.1., jo ijt (b bo)==(b, by)+(byb;)+ ... 4+ (bu—1b,) und
(B ba) —(a; dw); (by, D5 _(au1 ) .. y (§ 18b). Davaus folgt wieder (a, a,)
= (ay ag) + (@ a) + . . . + (G2 a).

§ 122. Red)tmmkltgcs Coordinatenfyfem. Man Begud)ue mit X, X und
Y, Y awei sueinander normale ®evade und mit O ihren Durdichnittspuntt.

Y S der exften Gecaden nehme man die Ridtung
T 7 bon X, nac) X und in der zweiten jene von ¥,
M 0 nach ¥ alg pofitiv an. Um nun die Lage ivgend
Y y eines Punftes M der Cbene in Bezug auf bdie
N TR T % gegebenen Geraben ju bejtimmen, ziehe man durd)
M Pavallele zu venjelben und bejeichne mit P
Ve b4 und Q bie Durchjdhnittspuntte der Pavallelen
v mit X, X begtehungseije ¥, ¥, Die Strecde OP,

Fig- 101. weldhe nad) der fitr Strecten aujgejtellten Seichen- -

vegel (§ 6) pofitiv oder megativ zu nehmen ijt,
e nachpem P in den Halbjtrahl OX oder OX, fallt, heipt: die Abjcifje bes
Punftes M und wird zur Abkiivzung mit « begeichnet. Die Strecte O Q (oder
audy die Strede P M), welche pofitiv oder negativ i nehmen ift, je nadypem die
Richtung von O nach) Q (aljo aud) von P nacd)y M) mit der pofitiven Richytung
der Geraben ¥, Y dtbeveinjtimmt ober nicht, heifst die Ovdinate des Punftes M
und wird zur Abtiirzung mit y Dbeeichnet. Die Strecen a und y heifen die
Coordinaten des Punftes M. Die Gerade X, X wird die Abjcijjen- ober
2-Adhfe und die Gerade Y, ¥ die Ordinatens oder y=Ad)je genaunt. Beibe
haben den gemeinjdjaftlichen Nomen Coordinatemacdyfen und bilden ein
vedhtwinfliges Coordinateniyjtem. O ijt der Anfangspunit ober
Uriprung desjelben. Die beiden Coordinatenachien zerlegen die Ehene in diex
Theile, weldhe in Dder aug ber Fig. 101 erfichtlichen Aufeinandecfolge erijter, -
mweiter, dritter und vievter Quadrant heiffen.
S der nachfolgenden Tabelle find die Bovzeichen der Coordinaten fiir die
Punfte der vier Quadranten jujammengeftellt:
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LQuadrant I 111 v
ubfeiffe | =+
Orbinate + I — —

Fitr jeden Punft vder Abjcifjenacdhje ift y ==0; fitr jeden Punft der Ordi-
natenachje ift @ = 0. Dem Anfangspuntte entjprechen die Coordinaten z = 0
ud y = 0.

Aus den vovausgehenven Erflavungen folgt, dajs jedem Puufte ber Ehene
bejtimmte Coordinaten entjprechen, uud dajs umgefehrt durd) die Coordinaten @, y
ober deven MaByahlen die Lage eined Punftes eindeutiq bejtimmt wird,

1. Abfchnitt: Goniometrie.

§ 123. Erklavnng der Winkelfunctionen. €8 fei ein vechtwinfliges
Coordinatenfyftent gegeben, und man bdenfe fich) einen
Halbjteahl wm den Anfangspuntt O aus der Lage O X ¥
in die Qage OR gedveht. Der dadbuvh bejchriebene M
Wintel heift ein Winfelim 1., 2., 3. ober 4 Qua-
dranten, je nadpem OR im 1., 2., 3. oder 4 Qua- I
branten liegt. Mean nennt iibrigens aud) jeden Wintel & ~
ofjne Ritckiicht auffeine Lage tn Bezug aufein Coordinaten-
{ftem , etnen Wintel tm 1., 2., 3. ober 4. Quadranten”, Y
je nachoemt 0 < ¢ < B, R<<a <<2R,2R <« Fig. 102,
<3 R oder 3R<a<<4R it

Um die Wintelfunctionen des Wintelds XOR = « zu exhalten, wihle man
einen Deliebigen Puntt M ded zweiten Schentels O B und confjtruieve jeine Coordi-
natet OP = « und PM = y. Die Strede O M wird der Leitftrahl oder
Radiusg vector des Punttes M genannt uud mit » begeidhnet. Der Leitftrafhl
ijt tets pojitiv; da nimlid) der den Wintel bejdhreibende Halbjtvahl jeine pojitive
Richtung nicht {prungmweife dndern darf, fo mufé Ddiejelbe mit Nilcjicht anf bdie
pofitive Nichtung in dem Halbjtrahle OX aud) in der Lage O R von O gegen B
genommen werben.

S dem vechtwintligen Dreiedte OP M laffen fich nun fechs Berhiltniffe je

: : : Lol 0 Sl T -
aweier @eiten bilden, u. zw. el e diejelben feifpen in ber gleichen
Reihenjolge: ©inug, Cofinug, Tangente, Cotangente, Secante und
Cofecante vor « und werden in folgender Weije bezeichnet:

M,

a

0 Pl

6%
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? T 73 7
g sm g, —=—=cCos, I tg &,

U 7" &

i) 7 7

—=¢otg i, — =secq, — = cosec ..
% Z Yy

Diefe Verhiltniffe haben den gemeinfhajtlichen Nomen Winfelfunctionen
ober goniometrifde Junctionen des Wintels «; man nennt fie anch
einfad) Functionen des Winfels « wenn eine Bevwechslung mit anderen
Functionen nicht ju befiivchten ijt. Wenn ndmlich) zwet Grden 4 und B bder-
avt von einander abhingen, dajs jebem Werte von A ein bejtimmter Wert oder
eine Meibe Dejtimmter Werte vou B entjpridht, fo heifit B eine Function von 4.

Man exfennt leidht, dajs bdie Quotienten ‘?,% . §. f. wickid %}uﬁbtiéyen Des

Winfels « {ind; die gegenfeitige Abhingigleit diefer Grifen wird im Nachfolgen-
ben genauer Defprochen werden. Hingegen find jene Quotienten von der Lage bes
Punttes M in dem Halbjtrahle O oder alfo von der Grdfe des Leit-
ftrahles unabhangig. Denn ift M, (Fig. 102) ein beliebiger von O und M
vevjdhicdener Puntt in OR und P, jeine Projection auf die -Achfe, o findet man
BB B O DO
Y ou—om, omom "
‘ Qit 3. B. a==30° jo exhilt man mit Hilfe bex

Fig. 103 y:?) b = = '2 V3.  Davaus folgt

1
&N 300 = 2,

g 1
0 — _\f¢ e
cos 300 = 7 V3, 1 0= V'

o cotg 300 = V8, . sec 80° = £ cosec 300 =2
Big. 108. i f3 V3 ' FRT
Kitr @ =450 {jt @ — gy und = @ V2. Davaus folgt sin 45%= cos 45° = %,

tg 450 = cotg 459 =1, sec 45° = cosec 45° = V2.

Folgejap, Aus der Grfldrung der Winfelfunctionen erfennt man, dafs die-
felben nur von der Aufeinanderjolge und ber gegenjeitigen Lage der betben Schentel
OX und OR abhingig find. Hingegen ijt der Drehungsfinu des Halbjtrahles,
welcger den <L X O R bejdreibt, ofjue Cinflujs auf die Gvbpe der Wintelfunctionen
(§ 121 a).

Bujap.  Aud der Definition des Cofinug ergibt fid) jofort der folgende hiufig
Dendtpte Lebhriat:

Wenn eine gegebene Strede einer Gevaden auf eine zweite
®ervade projicievt wird, jo ift die Projection gleicd) dem Producte
aug der Strece und dem Cofinug des Wintels, welden die poji
tiven Richtungen dev beiden Gevaden ecinfdhliefen.
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9 TN r - Beweis. Es feien X, X unb ﬁlR bie

gegebenen Geraben mit den po]ltwﬁﬁ ichtun-

Z  gen von X, nad) X und von R, nad) R.

(A i Dann ift XOR = a der Wintel, welchen bdie

X ¢ £ & X ypojitiven Ridhtungen dev beiden Geraben eins

I fdhliefen. Wenn undd)jt die Stvede O M

ﬁ/lf i auj X, X projiciect wird, jo ijt nad) der Defini-

! 4 tion beg Cofinus OP — OM cos a. un

Bl denfe man fi) OM lings K, B verjdjoben

und beadyte, dajs die Grdfge der Projection dadurch nicht gedudert wivd. JFit alfo

OM = ST =UV, joift aud O.P Sl —s ULl S ealio S il =18l cosio,
U=V cos);

Der Strede T'S entfpricht ‘Efwiw;eutmu T,8,, und goegen TS = — ST,

T8, =— 8,1, ijt auth T,.8, = T Scosa.
§ 124, Graphifhe Davfiellung der Winkelffne . a) St gleid
der Qangeneinbeit, jo hat man sin ¢ = y mid cos ¢ worin & und y die

Qingenzahlen dex Coordinaten bedenten. Man
bejchreibt daher einen Rreis, defjen Centrum ber
Anfangspuntt des Coordinatenjnitems und dejjen
FRadbiug die Langeneinbeit ift, und conjtruievt die
Goordinaten des Punftes M, in weldem ber
sweite ©cdentel OR, es betracdhteten Winkels
XOR, ben RKreis durchjchneivet. Die Lingen-
sabl dper Orbinate P A, ift dann ber Sinus
wnd jene dex Abjciffe O P, ver Cofinug des Wintels
XOR,. Nmiid) fitvger auszudritcen, nennt man
P.M ben Stuug und OP, den Cojinus des
Winfels XOR,. Chenjo verfihrt man, wenn
einer ber Wintel XOR,, XOR,, XOR, u.j.f. gegeben ijt.

b)Fir =1 it fga=yundseca=r, -~ Mo ¥ Z
worin y und » die Lingenzahlen der Ordinate % A
umd Des Leitftvafles bedeuten. Man bejchueibt £+ X M/ £,

I . 7

dafer einen Kreid mit dem Centvum O und dem
Radiug 1 und conjteniert im Puntte 4, in weldem

e1 Halbjteahl OX ben Kreis durchjchueidet, die X ¢ 5 4 X
( Tangente Z, Z ves RKveijes. Nimmt man in \‘\\ T~
berielbcn die Richtung vou Z, nad) Z als pojitiv o[ B
an, fo ift die Langenzahl von A M, die Tangente ¢
/?if und jene von OM, die Secante des L&ufeI% XOM,. % zo Z
Fig. 106,

Gbenfo verfihrt man, wemr ein Winkel im
U\.ﬁ. Quadvanten, 3. B. XOR,, gegeben ijt. Um die Tangente und die Secante
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eines Winfels im 2. ober 3. Quadvauten, 3 B. von XOR, oder X OR;,
graphifh darzujtellen, verldngert man den weiten Schentel iiber O hinaus bis

sum Durdhjchnitte mit der Gevadben Z, Z. €3 it 3. B. tg (XOR,) = gg ==
WAMg == L md sec (XOR,) = 92\17: o MZ Aljo ift (die Langenzahl von)
=304, S0 GG 7 OL 3

A M, die Tangente und (jene von) O M, - i
bie Secante Hes Winfels XOR,. Beide "\ PRy &
find tm vorliegenden Falle mit Ritctficht auf  Z 77~ - 2
bie allgemeine Beichenvegel fiiv Strecten s
negativ zu uefmer,
¢) Fite y =1 ijt cotg ¢ — a und -
cosec c =7, Wenun O B als Lingeneinfeit
genomimen wird, jo findet man anf analogem
Weae wie im Falle b), dbajs (bie Lingen-
sablen von) BM,, BM,, BM,, ... bie 3 Y,
Gotangenten und (die Langengahlen von) Fig. 107.
OM,,0M, OM,,...diCojecantender Winfel XOR,, XOR,, XOR,, ... find
§ 125, Auderungen der Winkelfunctionen, wenn der Winkel von 0°
bis 4B wadjst. Bejdhreibt ein Halbjtrahl von der Lage O X aus im pofitiven
Sinne einen vollen Winfel, jo dudern fid) die Winfelfunctionen Sinus, Cofinus,
Tangente und Cotangente entfprechend den Angaben der folgenden Tabelle:

X, X

A

|
Wintel o Ginug ' Cofinug ' Tangente | Cotangente
= 0 1 0 = oo
U=l il S Y =8, o +, a
oy 1 0 -+ 0o ()
Rla<<2R| -+, —, . — % —, .
— 0 0 —1 D) Foo |
2R <<a<38R| —,a. —, 3 -+, 3 ]
t—3 — 1 0 4+ 0 0
]3 =S o< 4&11’,i = s 5 S = fin i
-+ = pofitiv, — = negativ, 3. = junehmend, a. = abnehmend.

Man  erhilt diefe Nejultate am einfachften mittelit dev graphifchen Dax-
Die Secante und Cofecante find als felten

ftellung ber Winkeljunctionen (§ 124).

benitte Wintelfunctionen an diejer Stelle iitbergangen worden und werden audy im
Nadhfolgenden in der Negel nidht befprodyen.

Die Bebentung ber Jeidhen == oo und == o in der Tabelle joll an einem
fpeciellen Falle erflart werden. Wenn jid) ein Winfel, weldher tleiner als R ijt,
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(zunchmend) dem Grengwerte B nithert, fo bleibt die Tangente des Winteld
pofitic und widhst iiber alle Grengen. Somit it der Grvengwert dbev Tangente in
biefem Falle +oo. Wenn fid) Hingegen ein Winkel, welther griper als B it
(abrehmend) dem Gvenzwerte 22 nithert, fo bleibt die Tangente diejes Winkels
negativ, und ihr abjoluter Wert widhst ebenfalls itber alle Grvengen. Somit ift
der Grengivert ber Tangente in diejem Falle — o . Analeg ift das Jeichen
oo i ectldven.

§ 126. Besichungen swifdyen den Functionen desfelben Winkels. Aus
ben Definitionsgleichungen dev Winfelfunctionen (§ 123) exhdlt man jofort bdie
nachitehenven Relationen:

S o cos o 9

tge=—=—— ... 1 COtgU=—=——— 1 .. &
J cos « )y oty sin ¢ )
1 1 1
cotga=—— ...3), seca=—— ... 4), cosect=———...9).
tq o CO8 s o

Drei weitere Gleichungen ergeben fich aus dem redhtwintligen Dreiecte O P M,

Defjen Seiten der Leitjtrahl und die Coordinaten ivgend eines Puuftes auf dem
sweiten Schentel des Detrachteten Wintels find (Fig. 102). Weldhyem Quabdranten
2

and) bdiefer Winfel angehbren mag, jtets Dbefteht die Gleichung =* + y*=r>
Daraus folgt

(& 40 =1 1+ =), & +1-()'

b. h., wenn zur Abtiizung sin’e, cose, ... ftatt (sina)?, (cosa)?,
gejchrieben wird,
stn’e 4 cosa=1 ... 6), 1—-1— tyte == seetol Tl )
1—|—cotg i s

Diefe drei Gleichiungen lafjen fid) auch divect aus den Figuven 105, 106
und 107 ableiten. Jbve Richtigeit fiiv die fpeciellen Werte ¢ =0, B, 2 R,
3 R ijt im Borvausgehenden noch nicht bewiefen und mujs durch birecte Betrad)-
tungen davgethan werden.

Bufag. Die Relationen 1) bis 8) find fitr goniometrijhe Rechnungen von
ber guifiten Widptigleit. Wian fann fie dazu beniigen, um aus einer gegebenen
Winkeljunction die itbvigen Functionen desjelben Wintels zu bevedhuen. Jit 3. B.
sine=—aud —1<<a<<-+1, fo folgt aus ven Gleichungen 6), 1), 2), 4)
und 5) der Reihe nach:

el +V1—a?
cosa=4+VI—a?, tga = -

a
"m,cot a:;_“,
+V1l—a? : a

S A — COSBC(X:];.
+V1—a* a
Wenn a pofitiv ift, fo fann « dem 1. oder dem 2. Quabranten angehdrern.
Su dem erften Falle find alle Winfelfunctionen pojitiv; im weiten Falle find
diefelben mit Ausunafme des Sinus und der Cofecante negativ.
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§ 127, Boichungen jwifdhen Fuuctionen cntgegengefehter Winkel. Um

entgeqengefette Winfel zu v v
erhalten, benfe man {ich R\M

einen Halbjtrahl ang der
njangslage O X einmal
im pofitiven und einmal & i
im negativen Sinne um At N | a0 ¢ 0

(bem  abjoluten  Werte VA ez
nad)) gleiche Wintel ge-

oreht. Sind OR  und 5 4 % Y
OR, bie Cudlagen Ddes - &
Halbjtrahles, und be- Blpios

sethuet man ben pofitiven Winfel XOR mit «, fo ift der negative Wintel
XORB, = —a. Madi man nun auf OR und OR, die Strecen OM wund OM,
gleich ber Lingeneinbeit, jo ift bie 2 -Ad)je die Symmetvale dev MM,.

Hievaus ergibt jidh

sin (— @) = — sina, cos(— a)=cosa, tg (—a) = z-:%:—g—

O sin
SR iy g a, cotg (— a) = — coty .
§ 128. Besichungen wifdhen Functionen complementiver Winkel. 3
% R fet XOR=a e¢in gegebener fpiter Winkel, fermer
R O0Y—=¢, jomit XOR, —90° —a=R—a
7 Madht man auf OR und OR, die Strecen OM und
M OM, gleich der Langeneinbeit und conjtruiert die Coordi-
naten der Puntte Mantd M, , joijt A\ OPM XL M, P,0,
X 9 & £ X qfjo PM, —OPund OP, = PM. Daraus folgt

e

sin (B — a)= cosa, cos (R—a) = sina, tg (R — a)

)%ig. 109, i ::: E;: g o zifz Colgidy g g )

= tga, sec (B — a) = st'(fg_——"a')r = si:aa = cosec ¢, cosec (B — a)
= EETIZRL:E ety

Bujdbe. 1. Aug ven vovausgehenven Gleidhungen laffen i) die Namen
Cofinus, Cotangens, Cojecans als Abtitvzungen von complementi sinus, c. tangens,
c. secans efliven.

2. Die abgeleiteten Begiehungen lajjen fid) in folgender Weife ufammeniajjen :

Die Cofunction eines Winfels ijt gleih der Function des complementiven
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Wintels. Unter der Cojunction des Sinus verfteht man
den Cofinusg w. . f.

i
3. Wegen pdterer Anwendungen joll die Giltig-
7 / \ feit ber Gleichungen sin (B — ¢) =cosa 1. . f. jiiv
7
g
Y
0

X X Deliebige Winfel e nadygewieien werden.
7 s fei XOR = (@r) ein beliebiger Wintel und
P ! M ein Puntt auf dem yweiten Schentel desjelben. Mian

hat bamn sin (zr) = ggﬁ: g?[ , €os (yr) = 8}%,
aljo sin (@r) = cos (yr). %

et man mun (zr) =, jo folgt (yr) = (yx) + (2r) = a — R. Daher
ift stn @ = cos (¢ — R) = cos (B — a).

Die lepte Gleichung geht durch die Subititution =R — 8 itber in
sin (R — B) =cos 8, worin 3 cinen beliebigen Winfel bedeutet und daber aud
wicder mit o beyeichnet werden famn. Davaus evgeben fich jofort die idibrigen
vier Gletchungen.

§ 129. Besichunaen swifdhen den Winkeln, weldye su derfelben Function
gehoren.  Wiikrend duvd) einen Wintel eine jede feiner Functionen eindeutig be-
ftimmt wird, entjprechen umgefehrt jeder Winfelfunction wunendlich viele Winkel,
welche jedod) in folchen Bezichungen zu einanbder fjtehen, dajs jid) aus einem
vevjelben alle iitbrigen bejtimmen lafjen.

a) Dentt man jidh den zweiten Schenfel OR eined Winfels XOR —«
beliebig oft im pofitiven ober negativen @inne wm einen vollen Winfel gedreht,
fo fommt er immer wieder in feine urjpriingliche Lage; daber nebhmen aud) jeine
Functionen thre urfpriinglichen Werte an.  Daraus folgt

sin(a =4nk)=sina, cos(at4ink)=cosa u.i. .

Bujag.  Nean nennt die Winfeljunctionen periodijde Functionen des
Wintels, da ihre Werte in derjelben NReihenfolge wiederfelren, wemn der zweite
@denfel einen Umlauj vollendet hat.

b) Gs fei XOR, = a ivgend ein pojitiver Y

fpiter Winfel und die Strede OM, auj dem . z,

siveiten @dyentel OR, gleid) dev Ldngeneinbeit. 3 ’/

Dem Punite M, entjprechen in deu iibrigen [M

brei Quadbvanten Puntte (M,, M,, M), deren X £ ( A

Coordinaten diejelben abjoluten Werte befien wie )

jene von M,. Bieht man nun durd) dieje Punte i e ; e %
3 i %

die Halbjteahlen OR,, OR,, OR, und beadtet .
bie Congrueny dex Dveiede OP,M,, OP, M,, gig. 111.
OP,M,, OP,M,, jo erhilt man OM, = OM, = OM; = OM, wd XOR,
—2R—a XOR, =2 R+t a, XOR, =4 R —oa. Daraus folgt
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sina=-4sin QR —a) =—sin (R 4 a) = — sin (4 B— a),

cos 0 = — cos (2R — a) = — cos QR 4 «) = -+ cos (4L B— a).
Mit Benitpung der Gleidpungen 1) und 2) in § 126 exhalt man ferner
tga—=— tgRR—a)=-4 tgRR4a)=— tg(@R— 0,

cotga = — cotg (2R — ) = + cotg QR+ &) = — cotg (4 £ — a).

§ 130. Functionen der Summe wnd der Diffevens jweicr Winkel. Sind
XOR = (zr) und XOS

— (@s) (Fig. 112 a oder : s Y

1125) zwei beliebige Win= (M 2

tel, jo mache man auj OR g o :

die @trede OM gleich der ! a P P
Langeneinfeit und cons X 0 R X
jteuieve die Coordinaten pLs
bon M. Damn ijt (die s <
Qingengahl von) OP = Y, e

cos (acr) und (jene von) o Y,

PM = sin (wr). Fig. 112a. Fig. 1121,

Begeichnet man nun mit M, und P, die Projectionen der Punkte M und
P auf den Halbjtrahl OS ober anf dejfen Crgingung, jo folgt OM, =OP, + P, M,
(8 120 b), OM, = cos (sr), OP, = OP cos (xs) = cos (xr) cos (xs) (§ 123,
Bujap), P, M, = PM cos (ys) = sin (ar) cos (ys). €3 ift aljo

cos (sr) = cos (ar) cos (xs) -+ sin (xr) cos (ys).
Sept man in diefer Oleidung zur Abklicgung (@) = a, (xs) = B,
fo ift () = (s2) + (@) = (ar) — () = & —8B,
(ys) = (yx) + (xs) = (ws) — (@y) = B — R und
cos (ys) = cos (3 — R) = cos (R — ) = sin 8.  Davaus folgt
cos (@ — B) = cosa cos B+ sina sin B ... 1),

Dieje Gleichung geht durd) die Subftitution 8 = — 61 itber in

cos (@ B,) = cosacos B, —stmasinP ...2).

Durd) die Subjtitution ¢ = R — «, erhidlt man aug 1) und 2)
cos [B — (¢, + B)] = cos (R — &) cos B + sin (B — &) sin 8,
cos [R — (¢, — B,)] = cos (B — a,) cos B, —sin (B — a,) sin 3,

ober mit Ritckficht auf § 128, 3. Bujap
sin (¢, + ) = sina, cos B -+ cosey sin B ... 3),
sin (¢, — B,) = sin @, cosf, — cos &, sinfy ... 4).

Die Gleichungen 1) bis 4) gelten fiiv beliebige Werte der davin vor-
fommenden Winfel, weil ¢ und 8, daher aud) &, und B, feiner Cinjdjrdntung
unterliegen. Man braucht aljo die Winfel « und e, nidht vou einander zu unter-
fcheident, ebenjorvenig die Winfel & und B, , und exhilt jomit

sin (¢ == B) = sin ¢ cos § - cos & stn §3,
cos (o0 == B) = cos awcos B T sin a sin B,
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Aus diejen beiden Gleichungen jolgt

sin (o0 == B) sin @ cos f§ == cos a sin 3

tgle£f)= ———F = LT
cos (@ == B) ~ cos & cos B °F sin & sin B’

cos (o =8 cos ¢ cos B T sin ¢ sin
cotg (o= 8 — ———== —) s ey
sin (@ == ) sin acos 8 = cos « sin n B

ober, wenn Sahler und Nenner der legten Briihe durd) cos @ cos B beziehungs-
toeife sin o sin B dividiert werden,
tga g B
1=Ftgaty 8’
§ 131, Functionen des doppelten Winkels. D) die Subjtitution

B=« exhilt man aus den vorausgehenden Gleichungen

sin2a = 2sinacosca,

cos 2 = cos®a — sin’a,

cotg acotg 1

tglatp) = cotq | B+ cotg o

colgi(c =k B e

tg2a = —%=

2cotga
§ 132.  Functionen des halben Winkels. Aus 1 = cos® e« | sin*a

md cos2 a = cos®a —sin*a
folgt duech) Subtraction und Adbition
1—cos2a =2sn?u und 14 cos2¢ = 2 cos® «, aljo

14 cos 2
stn g — —|—V1 CO'?_%_ o cos @ = \/ _+ c_(_)_._s_a

Sept man 2a¢ = B uub ufegt jchlieflich B tieber bmd) a, fo ijt

smv_—i—\/l Cosa— WD €os - ___+\/1+coscc'

Daraus ergtbt fidy fcrner
tg 2— = \/-—-—‘- ut:b cotg 5 +\ 1 il:—c—of—cf.

Liegt « 3wijden 0 wund ZR, jo jind alle Functionen von 2— pofitiv ; liegt

e atoifdhen 2 R und 4 B , fo ift nux sin . 3 (nnb cosec —) pofitiv w.1.1.

§ 133, Verwandlung der Summen oder Differengen von Winkelfunctionen
in Producte. o) Mittelit der Gleichungen fm § 130 findet man
\ sin (o 4 B) + sin (@ — B) = 2sin ccos B,
sin (@ +8) — sin (a— ) = 2 cos asin P,
cos (¢ - B) + cos (¢ — B) = 2 cos acos B,
cos (¢ — ) — cos (@ + @) = 2sin asinf,
@ept man darin a8 = y ud ¢ — £ = J, o folgt
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siny + sin d = 2 sin L_i;—d cos _"/_’__72‘[5,’
siny — sin d = 2 cos /f:i——d $in ZT -F{,
cos y -+ cos = 2 cos :/—g"i cos T :—,
cos 0 — cos y = 2 sin 7 —5 g sin f—;q
b) stny 4 cosd=siny -+ sin(R—d)=2sin - i / 37+ ;_ R.
¢) Unter der Boraugjepung o~ 3 - y =2 B findet mau sina - sin 3 ~f-siny
—25in &0 +‘8 —2-—B—|—,¢sm§cc>sg——2cosgcosu o ﬁ-}«%cos —-Ig_ﬁcosg

;cosgcosg- (85 133 a, 181,

= 2 cos = (cos = +cos + ﬂ) = 4 cos
128 und 130).
sin ¢ — stn 3 a—{

2 cos & —+ cos e 2

Diefe und ahnliche Formeln werden vorzugdweife damn angewendet, wenn
gewifje goniometrijdje oder trigonometrijhe Nechnungen mittelit der Logarithmen
durchzufithren jind.

§ 134. Beredyunng der Winkelfunctionen. Aus § 129 geht hervor, dajs
man bie Functionen Dbeliebiger Winfel ftets auf jene von fpipen Winfeln zuviict-
fithren fonn. Nad) § 128 it ferner jede Fuction cines Winkels wijchen 45°
und 90° gleich) der Cofunction des complementdven (zioijhen 0° und 45° lie-
genden) Winfels. €8 geniigt ferner, mur den Sinug und den Cojinus der Winfel
im Smtervalle von 0° big 45° divect su bevechnen, weil domn bdie Tangente und
bie Gotangente mittelft der Gleichungen 1) und 2) im § 126 gefunden werben.

Um 3 B. den Sinug wnd den Cojinug fiir alle von Minute zu Minute

anfjtetgenden Winfel su bevedmen, beniipt man die leicht beweisbaven @[cmd)unqen
sm( + 1) = sin & cos 1’ 4 cos a sin 1/,
cos (a + 1) = cos « cos 1' — sin o sin 1’.
Die Functionen sinl’ und cosl’ werden in folgender Weife divect berechnet.
3 fei B icgend cin fpiter Wintel und der Radiug
VAR 04 pes Rueigbogens AM gleidh ber Lingeneinfeit.
Bieht man MP 1L OX und AN 1 OX, o ift PM
=gsin@, AN = tg 8 und Bogen AM = arc 8.
Nun findet man
% A OAM < @ector OAM << A\ OAN, aljo

Y K s
Fig. 113. 04 Q,Pﬂ_{< O_AzAM =T 04 G')AN

o

, jomit
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sin Bi=<_iarcp << tg B.. ).

Daraus folgt li<s 9‘?‘0—‘8 = . ol
sin 3 cos [3
y sin 3 : o
jlosst iE > C08I )
< H . " b bg ) B ») B - B
Nach § 181 ift fexner 1 —cos B = 2 sin 3 und wegen sing < are o
ober sin g—< —3)— arc 3 aud)

1-cosg?<; (arcB)i e,

Meit Riicicht auf die NRelationen 2) ijt umjomehr
sin 3

" are B
et man mun # = 1’ und beachtet, dajs 1 > cos B und arc §# = sin @ ijt,

DI =

e i (are $)%, aljo aud) arc B —sin @ << - (arc B)® . . . 4).

jo folgt wegen are 14— Tg@i’@ — 0-0002908882 ...

0<<1— cos1'<C0-0000000423 ...,
0 <<arel' —sin 1< 0:0000000000123 ...

Wenn alfo mur 7 Decimalftellen beviidjichtigt werden, jo hat man cos 1 = 1
und sin 1/ = 0+0002909 zu fepen und findet daber

sin (e 1) = sin a4 0-0002909 cos ¢,
cos (@ + 1) = cos a — 0-0002909 sin c.

Bufas. Die hoheve Mathematit liefert bequemeve und [leichter controlier-
bave Methoben zur Bevehnung der Winfelfunctionen. Fiiv den praftijden Ge-
braudy find iibrigens die Logavithmen der Winfelfunctionen von -weit grdferer
Beveutung als die lepteren felbit.

§ 135. Goniometrifdhe Gleichungen. Bejtimmungsgleichungen, weldye gonio-
metrijche Functionen dev Unbefannten enthalten, werden goniometrijdhe Gleis
dungen genannt. Um die Wurgeln einer joldhen Gleichung zu finder, ift es in
ber Megel am pwedmdfigften, alle Winteljunctionen duvch eine eingige auszu-
driicten und Hievauf die Gleichung nach devfelben aufzuldien.

Beifpiele: a) asinae 4 beosxe = 0.

Davaus fn[gt—zguz— = tg@ = - E St etwa ¢ =32, b =17, {o hat man

iS]

log 17 | 1-23045 y = 27° 58’ 46".
log 82 | 1-50515 @, = 2R—y, 2= 4R —y,
log tg y | 9-72530 allgemein 2 = 2n B — 3.
b) asine+beosz = c.
Man jubjtituiert cos & = == V1 — sin’x und [pst hievauf die Gleichung
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nad) sin @ auf; oder man bringt die Gleidhung auf die Form sinm—l—%cosw =
% und fithet einen |, Hilfswinfel” ¢ durd) die Gleichung % = tg @ cin. €3

S i sin @ G ; c
1 t bﬂnﬂ sin & —— CO8 X =— —; 8N I COS sin COS & — — CO8
) 5 " 5 ® + sing 5 S8 P

gin (@ + @) = % cos .. Davaus exqibt jid) « 4 ¢, alfo aud) «, da ¢ be-

fannt ijt.
¢) asine 4 beos’etcsine cosw — d,
Man erfege d durd) d (cos’e —+ sin’z) und dividieve hHievauf beide IﬁeiIe'
ver Gleichung durd) cos’». Man findet
(a—d)tg?x+4ctge = d—b u {|. |.
d) ety = a, cosw+tcosy = b.
Die yweite Gleichung [ajst fid) anf die jolgende Form bringen:

e AR U
2 cos oo 08 B :
it aljo ber abjolute Wert von & fleiner al8 jemer von 2 cos 9 o er-
hilt man aug der Gleidung cos a’;y Lk 5 fite w;y et Werte:
2 €08 5
oud 4 R — . Aus w-;;y = o und mjy = ;i findet man
@ =2 4 o ¥o= o —o; s 2 — 4R — o und oy P
ik 2 ..’ 1 2 r 2 2 2
olatsa=— 4R—|——%~— o mdy, = —g——|—w—4R.
sin @
g e siny
e R P L el LV S T sl RN
sin y sin y : sin y £
sine—siny  m—1
jo R ek e Darvaus folgt (§ 1‘33 a)
e—y  m—I1 i

tg 2 -—m+1 tg'g“. .1).

Sn mandjen Fillen it es pwecdmifig, einen Hilfswintel @ durd) die
Gleidung m = tg ¢ ecingufithren. Man erhalt dann
m—1 tgeo—1  tgp—1tg45®
S e o Wl (N e Ul s A
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} &

Sid o

Aus 1) oder 2) exqibt fidh m;y, alfe anch & unh y wie in d).
Bujap.  Ju der lepten Aujgabe muis « 22}3 fein; demn fiiv ¢« = 2R

wite x4+ y = 2R und %; = 1. e nadpem nun die Grdfe m in der

sweiten. Gleichung von der Einbeit verjchieden oder derelben gleid) ift, jteht diefe
Gleidung tm Widerfprudhe sur exften ober ift eine Folgerung aus berfelben.
(1lbrigens find aud) die Werte & = 0, 4R, 6R, ... ausgejchlofjen.)

HL Abfdynitt: Auflofung dex Breicﬂw.

§ 136. Das redyhwinklige Dreieck. Um ein
vechtwintliges DreiecE aufzuldjen, d. b. die unbe-
, fannten Umfangsftitde aus den  gegebenen Be-
B s & ¢ X jtimmungsitiicen  desjelben zu  bevedhnen, beniit

man aufier dem Lebrfape vou ber Winfelfumme
Y Des Dreiectes und dem Pythagordijchen Lehrjage bdie
Fig. 114. Definitionsgleichungen der Winfelfunctionen. Legt
man ndmlid) dag gegebene Dreiect entfprechend ber Fig. 114 in ein rvechtwintliges
Coordinatenjyjtem, jo erhalt man nad) § 123

sina—a cosa—b tfa—a cot a—b
C’ C’J ﬁbr g a'

%e%en f = R —a fhat m%n fevmex
' a@ a
sth B — o cos B == ) t_q,8=g, cotgﬁ’:—b—.

Folgejase. 1. Jede Kathete ift gleich dem Producte aus dem Sinug ves
Gegenmwintels oder bem Cofinug des anliegenven (jpiten) Winkels und der Hy
potenufe.

2. Jebe Rathete ift gleich dem Producte aus der Tangente des Gegenwvintels
ober Dev Gotangente des anliegenden (pigen) Winfel8 wund bder! anbeven RKathete.

Bei der Wufldjung eines rvedhtwiniligen Dreiedes aus gegebenen Umjangs-
ftitcfen fomuen vier verfchiebene Fille vorfommen.

1. ®egeben: eine Rathete und ein jpiser Winfel, 3. B. aund a.

Hufldjung: g = R — e, b = acotga, ¢ = mm

2. ®egeben: die Hypotenufe ¢ und ein jpiger Wintel, 3.B. a
Mifldfung: 8 = B —a, @ = cgna, b = ‘ccosa.
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Beijpiel: e {c 627 loge | 2-19727
3 | 23930/ log sin | 960070

BENG6T (e log cos e | 996240
a | 250°02 “loga| 289797
b [ 575 logb | 2-T5967

3. ®egeben: die Ratheten a und .

R A S e Lol A R

Auflopung: tga = 3 Sie—="B g, o == L

Die Fovmel ¢ = Va5 ift nur dann zu benitpen, wenn fich die Qua-
drate vort ¢ und b ohne [Angeve Nechnung bilden lafjen.

4. ®egeben: die Hypotenuje ¢ und eine Kathete, 3. B. a.

Aufldhma: sin o = %, B=R—a, b= V(c—a)(c+a)

Mt @ nahesu = ¢, aljp sine nahesu = 1, jo zeigt ein BAE in die
Logarithmentafeln oder auj bdie Figur 105, dajs eine fdharfe Bejtimmung des
Winfels aus dem Dbefanunten Werte des Sinug nicgt moglich ijt.  Mean findet
3 B., dajs der Gleidpimg log sin e = 9-99977 in fiinfitelligen Tafeln die Wintel
8807/, 88°8" unb 88°9‘ entjprechen. Ju diejem Falle ijt es vortheilhajt, die aus
ben Gleichungen cos 8 = z wd g - J1—cosB

== \/ -9 F  qghgeleitete Formel
2 1+ cos @ . S

(o G o e r
tg 5 = \/Ci_é;; s bendigen.

a :
Bur Controle der Rechnung fann in den exiten zwvet Fillen der Pythagordijche
LQebriag in der Form a® = (c—b) (c+b) over b? = (¢ —a) (¢ + a)

i o . : @ P
und in den legten swei Fallen etwa die Gleichung ¢ ¢ i — ]/ b verivendet
C

fwerden. Ah

§ 137. Das gleidhfdhenklige Dreieck. Die Aufldjung des gleichichentligen
Drefees ABC [6ist fich offenbar auf jene ves vedht:
winfligen Dretectes ADC juviicjiihren. Dasd gleidh)-
jchentlige Dretect wixd auf drei verjdhiedene Arten durch
Wmfangsitiite Dejtimmt: 1. duvch die Grundlinie und
einen Wintel, 2. duveh einen Schentel und einen Wintel,
3. durd) die Grundlinie und einen Schenfel. Wenn
5 B. a und B gegeben find, jo erhilt man =
I T T B R g cos B 1. §. .

§ 138. Regelmifige Polygone. Gegeben: Die Seitenanzahl »
und eine Seite o eines vegelmdafigen Polygones. Wan bevedne
den Radiug ¢ des eingefdyriebenen Kreifes, den RNadiusg » des

N

umgejdhricbenen Rretjes und den Fladeninhalt F
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Aufldjung. €3 fei 4B = a eine Seite des
regelmifigen Polygones und O der Mittelpuntt des-
felben. Bieht man OC | AB, jo ijt OC = p,

180° 2R
HO-—=BO—¢r um <KL OB — sl
gt g 2l a
Somit ift o = e R und
2 sin —

9 9 R
Sy ey IO e
= e coty e

§ 139. Trigonometrifdye Lehrfihe fiiv beliebige Dreieke. o) Sinus:
fat: Jezmwei Seiteneines Dreiedes verhalten fid) wie die Sinus
threr Gegenwinfel

Criter

¢ Beweis. 3

2 fet  ABC

4 bas  gege-

A bene Dreted

CEiE o R T

gig. 117, A B, Benn

cund B fpise Winfel find, jo findet man CD = asin @ = bsina, jomit

e:b = sina:sinf. Fir a >R it CD = asinf = bsin(QR —a) =

bsinag, und fir >R it CD = asin(2R—p) — a sin f — b sin a
€3 gilt alfo in jedem Falle (aud) fiiv ¢« = R ober # = R) die Proportion

a:b = sina:sinf.

Unalog findet man bic = sinB:siny ud c:a = siny:sina
Aus diefen drei Proportionen ergibt fid) die jortlaufende Proportion a:b:c
= sina:sinf:siny.
Bweiter Beweis, Jjty <R, fo

4 < fdhreibe man dem Dreiecte ABC einen

7 m Rrets um, ziehe den Duvdymefjer BE

Z A = und die Sefme AE . €8 ift dann <x
\0\ oty || AEB=ACB=y b BAE=R.

g . /n iy Begetdhnet man alfo den Durchmefier
\_/ des umgejchricbenen Sreijes mit d,
fo ift ¢ = dsiny. Unalog exhilt

Fig. 118 man o = d sin ¢, b = d sin 8

und davaus wieder den Sinugjap. Man itberzengt fid) leidyt, dafjs die Gleichung
¢ = dsiny and) fitrt y = R ober y =R Defteft.

Hodevar, Geometrie filv Oberrealjdhirlern. 7/



98

b) Cojinngjak:

Man echilt bag Quadrvat einer Dretecdsjeite, wenn man
bon der Summe der Quadrate der bHeiden anbderen Seiten das
poppelte Product aus denfelben und dem Cojinus des vou ihnen
eingefdhloffenen Winfels jubtrafhiert.

Griter Beweis, €3 ijt ¢ = d sinae = d sin (B+7) = d sin 8 cosy +

g ficon b jomit @ = bcosy -+ ccosf.

Mnalog findet manw b = ccosa— acosy,
¢ = acosP -+ bcosa.

Ndbiert man diefe drei Gleichungen, nadpdem man fie der NReihe nacd) mit
a, — b, — ¢ multipliciert hat, jo jolgt

a® = b2 ¢*— 2 bccosa.

Gbenjo findet man 62 =c?-}a® —2ca cos B, e?=a’-+b*— 2 ab cosy.

Bweiter Beweis. Wenn ¢ und B fpige Winfel find, jo exhidlt man aus der
Figur 117 a?=CD*+ DB*=(bsina)®+ (¢ — b cos &)? = w.1.}.

Bujak.  Der Cofinusiah witd haufig nac) dem franzdiijhen StaatSmanne
und Mathematifer Carnot (1758 bis 1823) der Carnotide Lehriap ge-
namnt; ex fommt jeboc) Deveits tn Guflidbs Elementen bor, wenn aud) nidht in
trigonometrifher Form. Man dibevzengt fidh leicht, vajs der Cofinusia den
Pythagoraijden Lelrjab als fpeciellen Fall umfajst.

c) Mollweides Gleichungen:

4 et el
dombi o R B R
c se i 7
sin 5 €08 5
Gefter Beweis, - b dsina -—}— d sin 3 e 8in cc:—]~ sin B 2,
[ d siny sin y
s {7
2 sin —J—r‘g cos & = ¢ cos/m ;
SRR O e 2
2 sin g 08 “5 sin g

Analog wird die zweite Gleiching bemwiefen.

Bweiter Beweis. Sind a, b, ¢ die Seiten
ves geaebenen Dretedtes ABC, jo verlingere man b
um CD = a.  Jn dem Dreiede ABD ijt nun

A
Bl == % und <L ABD = g . / g ggig.c 119.
3
+" _!_/ §+R_"'2" R~—2~£. Mitteljt ves Sinusjapes erhalt man

baf)er(a—}-b):c:cosagﬁz sin%.
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Analog verfabet man im gweiten Falle.

Bujas.  Diefe Gleichungen fjind im Jabhre 1804 von Cagnoli und im
Jafre 1808 von Mollweide verdffentlicht worden; jie jollten daher die Cago:
lifhen Gleichungen genannt werden.

d) Tangentenjah: DieSumme zweier Seiten verhalt fid) zur
Differeny derjelben wie die Tangente der Halben Summe der
Gegenmwinfel zur Tangente der halben Differens derjelben.

Crfter Beweis, €3 ift (@4 0): (6 —b) = (dsina-dsing): (d sin o
— d sin ) = (sine -+ sinfP) : (stna—sin f) = 2 sin — +B

—B,, 0kB_ etB , a—8

2
g %8 =g o

Bweiter BVeweis. MNMan bdividiere bdie Molhweide’jdhen Gleichungen durd)
einaner.

§ 140. Auflofung der [dhicfwinkligen Dreiecke. L Aufldjungsiall.
Gegeben: Cine Seite und zwei Winkel, 3 B. a, @ und .

MWufiding: y =2B—(a 4+ @), b:a = enf:sine, c:a =

a sm [3’ a sin_y

siny:sina, alfp b = —— ¢ = — ;
v , aff sina ' SI ¢

2 sin

Su mumerifhen Aufldjungen bendipt man mit Bovtheil die Gleichungen
a—dsina, b =dsmB, c—dsiny. 3. B

f¢| 51 log ¢ 170757 PBrobe:
®eg. 1@ 89926  log siny|8°87829 s a_—f-{)’
B | 136°14 i’ogd 2:82928 a0
v | 4°200  logsine|9-80290 ¢
a|428-78  logsinB|9+83993 sy ﬁ_
b | 46689 log a 263218

log b | 266921
IL Aufldjungsfall, ©egeben: Bwei Seiten und der einge-

fdhloffene Wintel, 3. B. a, b, 7.
Aufdjung: Mitteljt der Diollweide’jhen Gleichungen /(

¢ Cos a—g—ﬁ = (a4 0b) sin %, ¢ 8in a;ﬁ‘ = (a—b)cos _?7:_{
g S a— P A
erhiilt man log (c sin — und Jog \ ¢ cos o Durc) Subtragkipn diefpr Y|4 ¢

Logarithmen ergibt fid) log tg a;ﬁ und baraus a;‘g. Berednet man  and)

S8 fo fiud damit bie Winkel o ud  elBit Beftmnt,

7*
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Da mun die Werte von log (c cos (——;—'@) ; Zog( in & _‘8) . ferner
E 2 ;‘8 befannt find, jo erhalt man log ¢, indem man den
oritten Qogavithmus vom erjten ober den bierten vom weiten jubtrahiert. Eine
einfache Controle ber Rechnung bejteht davin, dajs man log ¢ auj beide Anten
bevechnet und die gefundenen Werte vergleidht,

log cos & und log sin 4

Beijpiel.
al 16:9 a—3| 099901
e [t 11) =& 402330
27 51013‘ a-i—-ﬁ 0 NN
1) a-5|32:6 G e e
% a—b|12 15) «| 68047
7| oroapmnu 16) B 60°
R o e 19)  of 14132
—fk)log(c&—[—b) 1-51322 5) log (@ — b)| 007918
6) log sin - 2 9- 63570 7 Zogcosg 9-95510

8) ZOg(ccos-_ ) 114892 9) log (csm 5) 0-03428

2
10) Togtg 2| 8-88536

127 Io o8 ‘i}ﬂ 9-998725 18) 0aiy oo ﬁ‘gﬁ 3-88408
Tt logie P L IB0T%s 1o o0 A8 Togie| 1215020

Die Reihenfolge dev Operationen ift Gier mit 1), 2), 3), ... bezeichnet.

Bujae., 1. Will man mur die dritte Seite ¢ berechnen, fo fann man aud

bie ®leichung ¢ = Va?Fb*—2abcosy benitpen. Man pilegt diefelbe, nament

lich wenn @ und b melrjtellige Sablen {ind, in folgender Weife zu transformieren:

S PPN Py EYTY B R e ypone e WA o s s st
\eit (3o0s? L —1) = ViaT B m2ViarFb—m)(at-b-m);

bie Grdfe m ift duwvd) die Gleihung 2 Vab cos _?'_: m bejtimmt.

2. Wenn man mur « und B bevechuen will, fo faun man aucﬁ ven Tans
gentenfag beniigen. Aus

erhilt man nimlich a—;—ﬁ, alfo audy & und 4.
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OT. Auflojungsfall, Gegeben: Bwei Seiten und dber Gegen-
winfel dev griferen Seite; 3. B. o, b und «, wenn a>5 ijt.

bt bejtimmt man 8 und findet hievauj y =

Aufldjung: Aus sin B =

IR — (a4 p) und ¢ = 22T 9 in diefem Falle it es vortheilfajt, die

s o

Gleidgungen @ = dsine w. §. f. su beniigen. Bur Probe jubjtituiere man bdie
gegebentent und die gefunbenen Werte in eine Mollweide'jdhe Gleidhung.

Bufibe. 1. s b<a folgt "7 1. @8 gibt daler ftets gmei fupples

mentive Winfel 5, welde der Gleihung sinf = b—s’z% geniigenr. Lon diejert

beiben Winfeln ift mur der jpike zuldfjig; denn aus b <a folgt B < a, alfo
aud) p< R

b sin a 5 A ; :

2. Wenn b > ¢ und — v << 1 ober = 1 ijt, fo gibt es zwet Auf-

[bjungen, bezichungsmweife eine Aufldjung. Jit jedod) Z)szm =1, o gibt es

fein Dreiect mit ben gegebenen Umfangsitiicen, weil nicht sin 3=>1 fein fann.
Diefe Grgebniffe ftimmen mit der Determination im § 59 itbevein.

Beijpiel.

il 2 loga | 1-07918

Geg. 0 | 15 _ logsin e | 9-80807

}a 40° logd | 1-27111

B, | 53°27'58" logb | 1-17609

B, | 126°327" log sin 3 | 9+ 90498

v, | 86°327" log siny, | 9:99920

vy | 18°27'53" log sin y, | 9:36707

¢, | 18-634 loge, | 1-27031

¢, | 4-3469 : log e, | 0-63818

Anmerfungen. 1. Aug 8, +8; = 2R wd ¢+ B8, +7, = 2R folgt
i = B, — a; ebenjo erhdlt man 7, =8, —«.

2. Weil d durd) @ und o bejtimmt ijt, fo haben die den beiden Dreiecen
umgejchricbenen  Queife gleiche Durchmefjer. €8 ijt alfo ¢, = dsiny, und
Col=—"d s e

IV. Auflojungsfall. Gegeben: Alle drei Seiten.

Auftdjung: Man findet die Winfel mittelit des Cofimisiabes:

PIE i et a®— 0 a® -+ 02 —c?
|

o8 (== —"e— o5’ B = IO o ST TR
e PR Dl Zub
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Wenn die Lingen dev Seitenw durd) melrjtellige Sahlen ausgedriict find, fo
beniite man die Halbwinteljate mwelde durd) Transformation des @n]tnué—
jages erhalten werden. €3 ijt namlid)

1~—;osa ar \zbc~b;;c_ﬂ _\/a, ——(b c)d

\(a—b—{— (a—{-—‘gi—c) \/‘(S—b s%c)
4be ¢

wennt a -+ b - c==2s gefest wird. Cbenfo findet man

sin = —
2

a 14 cosa (b cil—altblec o a)
ey R \/ Lbe \/
i fs—bj_(s—— ¢) =)
dafer tg e \/ e unbh coifg'2 . \/ TR

Eine jede diefer vier Fovmeln geftattet eine bequente Bevedhmung ves Wintels a ;
ood) find die lehten zwet Formeln ben erjten zwei vovzuziehen, weil fie genamuere
Rejultate liefern, und weil bei ihrer Wmwendung eine geringeve Anzahl von Loga-
vithmen zur Bevedhnung aller drei Winfel ausveidht.

Wenn man alle drei Winkel becechnen joll, jo ijt es vovtheilhaft, die Gleidung

o V,(s.._ L : D= (§ 1100) sur Tvansformation der eben abge-
O T P AR
8

: 0 " : Dl il Eing
leiteten Fovmelt zu Deniigen. Mean findet ty 3 S A o
0 G S o Sl T hm's
tg o= ;o0 mb colg 5 = ol cotg 3 W Coiiy o

Diefe Formeln erhalt man auch divect aus
per Jig. 120. €8 feien D, E, I die Beriil:
runggpuntte der Dvetecsfeiten mit dem einge:
fchriebenen Kreife, und man bezeichne A B = 4 I
mit @, BF=BD wit y, CD =CE wit 2.
Mean hat damn 22 + 2y | 22 = 2s, fomit
e+ y+ z=s, janer y + z = a, alfo
© =5 — a Gbhenjo findet man y — s —b 4

umd 2 = s — c. Darvaud folgt tg % e Qﬂ;

g
L ThE

S
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Beifpiel. la 14-23 6) logs | 1-44138

®eg. ' 19-68 7) log (s —a)| 1-12710

lc 21-53 8) log(s —b), 0-90087

1) 2s |55-26 9) log(s —c)| 0-79796
2) s |27-68 i ) P
1V 0-61595 — 2

3)s— 1340 PO (o) ik
L)s—b| 7:95 1 _ oo
Se—c| 628 1) log 0-807975—1

15) 3 200 952" 12) log cotg;10‘435075

16) £ |s1045'20" 13) logcotgg 10208345

17) L |88 4297 14 Zogcotgg 10-105935

a— 40019 44" B —63° 30 40", y="16°938",

Die Grife 10) wich exhalten, indem man bdie Gedfen 7), 8) und 9) abbiert
und jugleidh ihre Summe von 6) jubtrahiert. Die Grdfe 12) ift die Summe
der Grbdfen 7) und 11), w.j. f.

Probe: a+ 4 7=180°0°2". Gine fo fleine Abweidyung von dev rid-
tigen @umme, . i von 180° Dat meiftens ifven Grund im Rednen mit un-
oolljtandigen Decimalzahlen; fie wird in dev Regel nadjtraglich durd) gleidhmipige
Anderung der gefunbenen LWerte befeitigt.

IV. Abfdynitt: Auwwendungen der Trigonmomefrie in

geometrifdhen Anfaaben.

§ 141, Sladeninhalt des Dreieckes. Der Fladeninhalt eines
Dreiecdes ift gleidh dem Halben Producte ausg zwei Seiten und
dem @inus ves eingejdhlofjenen Wintels.

EBemeié.‘ Bieht man die Hohe C D zur Seite ¢ (Fig. 117), o ift offen-
box CD—bsina, alfo F— 3¢,

Bujas. Wenn dag Drefec durd) andere Umfangsjtiide bejtimmt ijt, fo
for man mit Hilfe devfelben zwei Seiten und den eingeflofjenen Winkel be-
vechen und Damn den vorausgehenden Lehriap amwenden. Die tm § 110 abge-

Teiteten Fovmeln F— Vs (s — a) (s — b) (s —¢) und F = so entfprechen dem
bievten nfldjungsialle.

§ 142. {0citere Anfoaben fiber das Dreiedk. Gegeben: Die Wintel
eines Dreiedes und a) dber Umfang oder b) der Fladeninhalt
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ober ¢) Der Nabiug des eingejdhriebenen Kreifes ober d) der Ra-

ping des umgejdriebenen Rreifes. Das Dreied ift aufzulbjen.

Aufldjungenr. a) €8 ift 2s=a+b+c=d (sina+ sin B+ siny) =

4d cos % o8 g cos;} (§ 133¢). Man bevedynet daher log d ans der Gleidyung
8

d e b iy e o e g

2 cos ;— cos g cos %
und beniibt hievauj die Formelt a = dsina b =dsinB, c =dsiny.
b) 2F=0bcsina=d*sin ez sin B siny. Aljo
2K . :
== \/s—in S a=dsine {1
c) Man bevedyme unddhjt =, y, z aus den Gleichungen (Fig. 120)
* = 0 cotg g‘, Yy = o coty g, zZ = 0 colg g
und findet dbant a =y 42 b=z+x, c=a-+y.
d) a=2rsine, b=2rsingl, c=2rsiny.
e) Aus den gegebenen Veftimmungsjtiicfen cines Dretedes
die Qdangen der Sdywerlinien ju bevednen.
Aufldjung. €8fei BD=DC, alfo AD =3, c
die yur Seite BC = a gehirige Scywerlinie. Man . ok
2 2
findet sf=-i- -+ ¢? — ac cos 8 ober sf:z- - /,/{Si%
b2 — abcosy. 4
Um s, durd) die Seiten ausyudriicten, elimi:
nievt man ac cos B aug der erjten diefer Gleichungen und aus der folgenden:
b*=a’+c* — 2accos . €3 ijt damn
: b? - e? s
G R e
J) Aus den gegebenen Beftimmungsjtiiden eines Dreiedes
die Ldngen der Winfelfymmetvalen (joweit fie in die Fliche des Drei-
ecfes falfen) 3u beredhmen.
Anfldjung. Jft 4B C das gegebene Dreiect und
AD=w, die Symmetvale des Winfels «, fo erhlt
man aug dem Dreiecte 4 BD

Wiie = e B:sin(—g- —+~y)
Joun it a—+y_ a+{ + gy g“)

€
Fig. 121

Ry i
B

Yo i, ¥ i

2 Fig. 122,

_|_

wi\

[edna
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Man Hat alfo audy w, :¢ = smB cos B -_ 4

Um w, durd) bdie Seiten ausgubdriicen, c1ie§t man in diejer Proportion

sin f = 2 sin ’2’1 cos {; by ai Vs (s — a) (s — b) (s — c) unb cos ﬁ-;—y
ziﬁ sin % (§ 139 ¢) durd +C \f(s_b; (S -3. @3 ijt baun
C

iR \,m a)
: S bt-c¢

nmerfung. Bu diefem Nejultate gelangt man and) ofhne Anwendung tri-
gonometrijcher Lehriabe. Sept man némlid (%ig 122).C D =g, D\B==4: {0
ac

b + T+
man A D big jum Durd)jdnittspuntte £ mit dem umgejchricbenen Kreife und
bezeicdne D E mitz. €8 ijt dannw, z=ay (§ 100); ferner A ADCC ABE,
alfo w, :b = e:(w, + 2} Hievaus folgt wi = be —'w; 2 = be — 2y =

Nun verlingeve

et y—a und 2iy=—=5 ¢, oljpe =

§ 143. Schnenviereck. Aus dengegebenen Seitencines Sehuen:

bieveces die Winfel und den Fladeninhalt 3u bereduen.
2 Yujldjung. Mean Degeidhue die Seiten und bie
) Diagonalen des Sehuenvievectes A BC' D entjprechend
/ / \\ ber Figur 123 und ven Winfel BAD mit a. Be-
" _»\6" ftimmt man da8 Quadrat der Diagonale m ausg den
/( T Dreieden ABD wnd BCD, fo ehilt man, da

i / XBCD—2R— a it

A :
5 / m?=a’+d*—2adcosa=10"~+ c*4 2bccosge,
4 a B PRty ey S

— e
Fig. 128, e e Zad2be

Auf analogem Wege oie bei der Ableitung dev Halbwinteljate erhilt man
daraus, wenn a+-b-4+c 4+ d=2s qeiegt wird,

o) [(s— a) _"._s_—_“cj_ f(s——bls—c
sm—f \/ ad--be \ T T O
et e
‘9'2 \/(s—b)(s %“ %
Ferner it F = wadsma—i-ﬁ bcsma——(ad—'—?)c) smii cosz,

fomit F= V(s —a)(s—1b) (s—c) (s —d).



106

V. Abfdynitt : Aunwendungen der Trigonometrie anf Hohen-

wid Diftamsniefimgen.

§ 144 Hohenmeffungen. Unter dev HHHe ober bder vervticalen Gr-
hebung ecines Punttes S itber einem Punfte 4 wird der Abjtand des Punttes S
bon der durd) A gelegten Dorizontalebene verjtanden. Wenn es fich um die Be-
jttmmumng  einer Hobe ober eimer Diftany handelt, fo mijst man in der Regel
eine gewifje Strede, die Standlinie, und auferdem gewiffe Winkel, weldje
oued) die gegenjeitige Lage der Standlinie und des Objectes bejtimmt werden.

a) Die Staudlinic AB = a fet hovigontal, wnd ihre Berlingerung
gebe durch die BVerticale ST Wean meffe die Stand-

linie und die Hihenwintel T A4S = und T'BS=4. S
E3 ijt dann
A48 = Sls(sm ‘9(-)- wnd b = AS sin e, jomit Y3
a sin ¢ stn 3
“n B —a) S sl
b) Die Standlinie jei nidht horizontal, und a%iq_ f%

ihre Verlingerung gehe duvd) die Bevticale ST
Marn mefje die Standlinie 4 B = a und die Hihen-
winfel ¢, § und T'AB = 7. Damn ijt

vl 8 l Eft@ (et Al und k= 4.8 sin a, jomit

N sin (8 — )
e asinasin (8 —7y)
ST a e B—a)
¢) Die Standlinie fet hovizontal und nicht 7l 7
nad) ber Berticalen ST gevidhtet, Man mefje die Fig. 125,
S Standlinie 4 B = a, die Hohemvintel ¢, £ und die
Horizontalvintel BAT =y mudb ABT =4d. Man
7 findet dann
S Wt gl Pl T BT
3 Aj_smy—l—d") f_szn (y+9d)’
A 7 a sin dtg a
== T igic, — s oder
> P (5 g(t (7 —I; (j%
B g ol i T ?‘s,ﬂLi,
Fig. 126, b s (y + d)

Die grfere oder gevingere Ubereinjtimmuing der beiden Werte, welche man aus
den lebten Formeln fitv & exhilt, bildet eine Controle fiiv die Genanigteit der NMejjungen

§ 145, Difammefungen. ) Die Cutfernung zweier Punite M
und N durd) Winfelmejjungen anug zwei aubdberven Puniten 4
und B gu bejtimmen, wenn alle vierPunifte in einer Ebene liegen
und die Linge der Strede AB (der Standlinie) befannt ijt
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v Auflojung. Man mefje die Winkel, ¢, «, B, B,
x////r (Fig. 127) und findet damn aug dem Dreiede 4 B M
g P W _asin(a+e)
l A‘Mﬁ#sin (@ 4+ @, —|—Bl)'B‘[‘- sin (e -+ o, +8,)
@benjo ergibt jich aus dem Dreiecde 4 BN

| AN— GEnB+B) pa  asing
R sin(e, +8,+8) ' " sin (e, + 8, +B)
Fig. 127. Da fonit jedes der Dbeiden Dreiecte MAN wund

M BN durd) swei @eiten und den eingejdhlofjenen Wintel
beftimmt ift, jo famn man die dritte Seite MN == aug beiden Dreiecten bevedyuen
und hat dbadburd) eine Controle fite die Midhtigeit der Mefjungen.

Bujah.  Diefes Problen {jt in der praftijchen Geontetrie unter dem Namen
a8 Borwirtsetnjdhueiden” befaunt. 7? .7 R 7

b) Aug ber Dbefannten Entjernung zweier Punfte 4 und B
bie Gntfernung zweier andever Punfte M nund N dburd Wintel
mefjungen aus diefen Punften zu bejtimmen, wenn alle viex
Punfte in einer Ebene liegen.

B ufldjung. Man mejfe die Winkel a, e, 8,8;. |
 Dann find audy die Winfel 7, & und die Winfeljumme
@ -+ Dbefannt, Wan findet ferner

AN st e AUE e s B

T o Ml vy
AB  sinasinf
MN ~— sinpsiny’
4B  sinf BN  sing i 4B sin 3 sin ¢
BN sing MN ~ sind' "’ N~ sngeind’
o gt S sl syt o painy
> sin P siny singpsind’ siny  sina sin B, sind

Man fennt fomit die Summe der Winfel o und p, ferner dag Verhiltnis
ihrer @inug und fqun daher dieje Winfel einzeln berechuen (§ 135¢). Schlie-

lich evhilt man aus den vovausgehenden Gleidungen: - {/ ¢ ;
@ 8N P Sin ) asing sind Y/
MYy =2 VT e e PTG RS &
oA sun 0L stn-3, sin @, sin 3

Bujige. 1. Diefe Aufgabe feifpt in dev praftijhen Geometrie ,das Ritd-
wirtseinjcdneidben aus 8?& Puntten”  oder Jauch) Hanjen’s Aufgabe, obwohl
ihre erjte Lojung nidt/von Hanjen Hervithrt.
: 2. Man Bcad)te,' dafs) die Summe o, 4+ 8, und dafer aud) die Summe
@ - feinen ber Werte 0, 2R, 4 R,... a;inef)meu fan (§ 135 ¢, Bujab).
¢) G5 jind die Gutfernungen eines Punttes D von drei an
eren §Bunzten 4, B und C bnrd)%iufcfnvéﬂnugcn von D aus ju

Jc?(. O \ 7

O~
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bejtimmen, wenn die gegenjeitige Sage der Punfte 4, B, C be-
Fannt ift, nud wenn alle vier Puntfte in ciner Chene liegen.
Aufldjung. €8 feien die Streden 4 B = q,

BC=1 und bev Winkel A BC— 7 bekannt, und &
! : 5 / P o
man meffe die Qlimfel a, B. Man findet daun L @\\
: =7 w>l
p+p—L4R—(a+p+7), Aoy 7
gt sing y sz'{}‘}p ) /
jeues a sind'b  snf forals \b/
singp bsing
sinyp  asinf 4
Fig. 129.

Jun laffen fid) @ und » (§ 135¢), daher
aud) =, y, z bevechnen.

‘Dujae: 1. Didfe Aufgabe heifit in der praftijhen Geometvie ,das Riid-
wartseinjdneidern ang drei Punften” ober das Pothenot'jdhe Problem, obiwohl
Jie suerjt von Snellins (1614) verdifentlicht wurde.

2. Jiir e84y = 2R, aljo audh) o+ » = 2R wird bleic Aufgabe
urtbeftmtmt Dies ergibt fich aus dem Fujape zu § 135 e oder auch durc) geo-
metrijhe Conjtruction des Punttes D. Diefer wird ndmlich gefunben, indem
man iiber @ und b al8 Sehnen Kreisabjdynitte conjtvuiert, in weldhen alle zu
jenen ©ehuen gebivigen Peripheviemwintel — «, Dbejichungsweife = £ find
(§ 60m). Jm allgemeinen erhilt man aufer B nur noch einen gemeinjdhaft-
lidhen Punft D der beiden Kveislinien. Wenn jedod) « +p4+7=2L1 ud
jomit A BC' D ein Selhnenvievedt ift, jo genitgt jeder Punft des SKveisbogens
ADC ber gejtellten Bebingung.

Steveometrie.

L Abfdyuitt: Gevade und Ehenen im Rawwe,

Yiber die aeqenfeitige Lage von Geraden und Ebenen im allgemeinen.”)

§ 146. Bwei Ebenen. ) Wenn 3wei Ghenen drei nidht in einer
Gervaben liegende Punfte gemeinjhaftlidy haben, jo fallen fie

zujammen. , : ;
: R Beweis. Man bezeidhne mit « und £ die beiden

Ghenen und mit 4, B, €' die gemeinjdhajtlichen Puntte

derjelben.  Regt man duvd) je el diefer Puutte eine

Gerade, jo-liegt dieje nad) bem Grundjage von der Ehene

(§4) mit allen ihven Punften Jowohl in « al8 aud) in B.

A B Um nmun von einem beliebigen Puntte D von a nadjzu-

Fig. 130, weifenr, dajs derjelbe and) @ angehire, ziche man durd) D

tn Der Ehene « eine Gerade jo, dajs fie vou den Geraden
*) Dagu gehiet aud) § 4 der Ginleitung.
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AB, BC, CA mindejtens pwei in verjdhicdenen Punften durchjchueidet. (Liegt
3% B. D auferhald der gejdhloffenen Figur ABC, fo lege man die Gerabde
ord) D ound eiven Punft innerhald jemer Figur, uud umgefehrt.) Beseidnet
mait die @chuittpuntte mit & und F, fo find diefelben and) Punite der Ebene &,
Dafer fillt die Gevade EF mit alfen ihren Punften, aljo aud) mit dem Punfte D
it die Chene p. ;

Folgejise. Cine Cbene ijt cindentiq bejtimmt:

1. durd) drei Punlte 4, B, C, welde nidjt in einer Geraben liegen (Chene
ABC(C),

2. durd) eine Gevade a und einen Puntt B auferhald devjelben (Chene a B),

3. durd) zwei fich fchneivende Gerade @ und b (Chene ab),

4. dburd) zwei parallele Gerade a und b (Chene ad). Denn zwei Gerabe
jind pavallel, wenn fie in einer Cbene [iegen und beliebig verlingert einander
nicgt johneiden (§14). Man fieht alfo, dajs der Grundjah von den Parallelen
audy fitv den Raum Geltung Hat,

Bufak. Eine Chene famn man fid) entftanben demfen:

1. inbem eine Gerade fidh um einen threr Punfte dreht und zugleich lings
einer 3weiten Gevaben gleitet,

2. indem ecine Gerade langs zweier fich {dmneidender Gevaben gleitet,

8. indem eine Gerade lings zweicr pavalleler Geraden gleitet,

4. indem eine ®erade langs einer zweiten Gevaben gleitet und zugleid
ihrer exften Lage pavallel bleibt.

Die Ridtigteit diefer Vehauptungen geht daraus hHervor, dajs die ,erzen=
gende Gervade” fjtets in derfelben Ebene verbleibt und jeden Punft derfelben er-
veichen famit. (Jm weiten Falle with die Lage der evzengenden Gevaden im

_ Sdynittpuntte der , Leitgevaden” unbeftimmt.)

& b) Wenn gwei nidt ujammenjallende Ehe-

A
T\/ nen einen Punft gemeinjdaftlid Haben, f{o
iy oy haben jie eine dburd) diefen Punft gehende Ge-

_gc_ X vrabe und nur diefe gemeinjdhaftlid.
D Beweis. E3 jeien ¢ und B die gegebenen Ebenen und
g 18L A ein gemeinjhaftlicher Puntt derjelben. Nun 3iche man

purd) A it 8 pwei Gevade B C und D E wnd bemerfe, dajs
jebe derfelben durd) « in Fwel Halbjtrahlen zerlegt wivd, welde auf entgegen-
gefepten Seiten. von e liegen. Die Gerade CD mujs baber a in einem Puntte
F (nidht 4) teffen, weldher nach dem Grvundjage von der Chene aud) £ ange-
hiet. ” Da nad) demjelben Grundjate dic Gevade A F in Dbeiden Cbenen liegt,
nd da Puntte auferhald diejer Gevaden beiden Chenen Fugleich nicht angehorven
fonnen (§ 146a), jo ijt damit der Lehrjap bewiefen.
Folgefap. Durdh zwet einander fdueidende Cbenen « und 8 (§ 4 wird
cine ®evade B, ihre Durchichnittslinie, bejtimmt.
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¢) Bwet fid) jchuetdende Cbenen gerlegen den Raum in vier Theile, welche
Fladenwintel oder RKeile genannt wevden. Bon Ddiefen Deifien je 3wei
gegeniiberliegende S cdyeitelfeile und je swei nebeneinanderliegende
Nebenfeile. Die Durchjdnittsgerade der Ehbenen Dheifit Kante
eines jeven bder vier Reile; bie beiden Halbebenen, weldhe einen
Keil begrengen, heifen jeine ©eiten ober @ dhentelfladen.

Jever Reil fann man fidh) durc) Drvehung einer Halbebene
um bie fie begrenzende Gevade entftanden denfen. {ft A B bdie
Rante deg Keiles, « die eine und # die andere Schentelfliche, ijt
fecner €' ein Punft von « und D ein Punft vou §, jo witd dev &g 139,
Reil je nady dem angenommenen Drehungsfinne mit CABD =
(@B) ober DABC = (Ba) begeidhuet. Ju allen Betvachtungen, bei yweldjen
e8 auf den @inn der Drvehung nidht anfommt, ijt jede diefer Vezeihnungen
auldffig.

§ 147. Bwei Gerade. Weun zwei Gevabe in einer Cbene liegen, jo
fonmen fie zujommenfallen, fich jchmeiden obev juetnander pavallel jein. ©3 ijt
jedod)y auch der Fall miglid), daj8 zwei Gerade nidyt in einer Chene liegen. Man
itberseugt fich davow, inmdem man durd) eine Gerade a eine Ghene a legt und
etnen auperhalb @ liegenden Puntt von a mit einem Punfte auferhald a durdy
eine Gerabe & verbindet. Bwei jolche Gerade a und b heifen jid) frengende
oder windfdhiefe Gevade. €8 ijt leicht einjujehen, dafs wei beliecbige Ge-
vade fm Rawme im allgemeinen windidief find.

Porallele Lage vou Geraden und Ebenen.

§ 146. Gerade nnd Ebene.  Cine Gerade heift au einer Chene pavallel
und gugleic) die Gbene zur Geraben, wenn dieje (beliebig verlingert) die (beliebig
eviveiterte) Ebene nicht tvifjt. Die Mbglicheit einer jolchen Lage geht aus dem
nachjolgenden Lefrjate hervor:

a) Zegt man durd) die eine vou zwei parallelen Ge-
taden eine Gbene, fo ijt dieje sur anderven Gerabden pa-
rallel,

Beweis. E3 el a || b und # die duvc) b gelegte
Gbhene. Hitte @ mit B einen Puntt O gemeinjchajtlich,
jo mitjste biefer aud) der buvd) a und & beftimmien
Ghene ab angehren; ev mitjste aljo {n der Sduitt-
[inie ber Gbenen B und ab, b h. in der Gevaven b
ltegen. Dies twiderjpricht jedoch) der BVorausjepung
all b; aljo ijt « | 3.

b) it eine Gevade zu einer Gbene pavallel, jo ift fiec aud

Fig. 133.
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3u jeber Gevaben der lepteven pavallel, welde mit ihr in einerx
Ebhene [fegt.

Beweis. €8 fei a || B, und b eine in B liegende Gevade, welche zugleid)
mit @ in derfelben Glhene Legt. Hatten o« uud b eitnen Sdmittpuntt, jo tdre
verjelbe gugleich der Schmittpuntt von @ und g w. . f.

Folgejap.  Legt man durd) eine Gevade, weldpe zu einer Ghene pavallel
ijt, eine sweite Gbene, welche bie exjteve jchueidet, jo ijt die Sdmittlinte zur ge-
gebenert Gervaben parallel.

¢) egt man durd) jede von wei pavallelen Gevadben je eine
Ghene derart, dDafs fidh) die Deiden Chenen fhneiden, jo ijt ihre
Sdnittlinie zu jeder der gegebenen Gervaden pavallel

Beweis. €3 fei a |l b (Fig. 133), « die durd) @ ud B die durd) b ge-
legte Gbene. Nach dem Lelpfase @) ijt a || B, jomit nad) dem vorausgehenden
Folgejape @ || ¢p.  Cbenjo findet mar b || ¢ und davaus b || ¢p.

d) it von ywei®evaden eine jede gu einer dritten pavallel,
fo find jene zwei Gevaden aud) gueinander pavallel

Beweis, €3 jei @ || ¢ und b e. Legt man durd) b und
cinen Deliebigen Punft A der Geraden @, ferner durd) ¢ und den
Puntt A je eine Ehene, fo miiffen fich die beiden Gbenen in dex
®ervaden a jdueiden. Denn wive a, bdie Sdnittlinie, jo Hitte
man a; || ¢ und allc, was dem Grundjape von den Pavallelen
wiberfpricht. Somit ift nad) demr vovausgehenden Lehrjate a || b.

§ 149. 3Bwei Ebenen. Wenn zwei Chbenen (beliebig ex-

Fig. 134 yoeitert) einander nicht jchneiden, jo heifen fie pavallel. Die Wig-
lichteit einer jolchen Lage evgibt fich aus dem folgenden Lehriate:

a) it eine CGhene zu jeder von zwet jid) jdhneidenden Ge-
vraben parvallel, fo ift fie and) 3u jener Gbene parallel, welde
durd) Die beiden Gevaden bejtimmt wivd.

Beweis. NMan bezeichne die gegebenen Geraden mit a und b, die gegebene Ehene
mit y. Wenn lepteve die Chene a b jhneiden wiirde, jo mitjste die Schnittlinie 31 a und
b parallel fein (§ 1488). Dies ijt jedodh) nicht mbglich, da @ und b efnander jdhneiden.

b) Wenn zwet parallele Ebenen von einer dritten Chene ge-
fhnitten werden, fo find die Sdnittlinien pavallel

Beweis, Weun die pavallelen Cbenen « und B vou
der Ghene y gejchnitten werben, o liegen die Scnittlinien
oy und By in einer Ghene (y) und haben feinen Punft ge- A
meinjdhaftlich. Denn witrben fie fich jchneiven, jo wdve der
Sdnittpuntt den Cbenen « und B gemeinjdaftlid), was nad
der Vorvausjepung nicht mdglic ijt.

Folgejag.  Alle von zwei pavallelen Ehenen begrenzten
1 pavalleler Gevaden {ind einander gleid). Fig. 185.
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¢c) Durd) einen gegebenen Punft (a8t {idh) zu einer ge-
gebenen Chene eine eingige pavallele Ghene legen.

Beweis.  Gefest, es lafjen fid) duvd) den Puntt A (Fig. 135) zwei Chenen
o ud ; pavallel zur Gbene B legen. Wenn mun duwd) A und einen Puntt
bon 8 eine Gbene 7 fo gelegt wirh, dajs bdiefe die Scmittlinie aa, nidt ent-
hilt, fo ift ay || By und a7 | By, was nac) dem Grundjage vou den Pavallelen
nid)t mbdglidy ift. :

Folgejige. 1. Dev geometrijhe Ort aller Gevaden, weldpe fich durc) einen
gegebenen Lunft pavallel zu einer gegebenen Gbene zichen laffen, ift eine 3u
lefitever pavallele Ebhere.

2. @dyneidet eine Ghene die eime von el pavallelenn Cbenen, fo fchueidet
fie aud) bie andeve (Veweis indivect).

3. 3t eine Gbene u jeder von zwei Ebenen pavallel, fo find diefe aud) zu
einander parvallel (Beweis indirect).

d) Wenn die Scdhentel eines hohlen Winfels juden Schentfeln
eines anbeven hohlen Wintels divect (invers) pavallel fiud, fo
find die Wintel gleid) und ihre Cbenen pavallel.

Beweis. s jei 040, 4,, OB| 0, B,, und
man made OA = 0, 4,, OB = O, B,. Die Biex-
edfe 044, 0, und OBB, O, jind offenbar Parallelo-
aramte, - Dafer. iff 44, = 00, ‘= ‘BB 1mp
A4, |00, | BB, s Biered ABB, 4, ijt jomit
ebenfalls ein  Povallelogramm. Davaus jdlieft man
AB = A B, N\ AOB 2 4,0,B, << A0B =
OB Fig. 136,

Man hat ferner O A | 4,0, B, b OB || 4, 0, B, (§ 148a), alfo aud
AOB | 4,0, B, (§ 149a).

Folgefah. Jeder Reil wird durd) pavallele Gbenen, weldhe zur Kante Hes
Reiles nicht pavallel ind, in gleichen Winfeln gejchnitten.

Bujap. Unter dem (fpisen, vechtern,...) Winfel yweier windjchiefer Geraden
verfteht man jenen (pigen, vechten, . . .) Winkel, welchen zwei duvd) einen beliebigen
Puntt des Raumes gezogene Pavallele zu den windjdhiefen Gevaden einjchliefen.

Wormale Lage vou Geraden und Ebenen.

§ 150. Gerade und Ebene. a) Wenn cine. Gerade zu zwet jid
fhneidenden @evaden einer Cbhene novmal ift, jo ift fie su jeder
Geraden der Gbene novmal. ;

Beweis. €3 fei BB, L AC wnd BB, 1 AE 1Um zu beweifen,
bajs BB, 1 AD ijt, wihle man bie Puntte ¢ und E o, dajs jic) die Geraden
CE wd A D fjdueiden, mache BA = A B, und jiehe fowohl von B als
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& auch von B, Berbindungsitrecten zu den Puntten C, D, E,
Ay Da mm A C und 4 E Symmetvalen der Strece
e BB, find, o folgt BC= B,C, B E= B,E und
ABCE2 B, CE. Diefe beiden Dreiecte gelangen da-
ourd) gur Decung, dafjs man das eine jolange um
i CE als Adyje dreht, big die Punfte B und B, s
Z‘, fammenfallen. Dann  decfen fich aud) die Strecen
Fig. 137. BD und B/D und find jomit gleich lang. Daraus
jchliet man, dajs 4 D eine @ymmetrale der Stvede BB,, aljo BB, 1 A D ijt.
Wenn die betradteten Geraden der Cbene « nidht durch den Puntt 4 gehen,
fo siehe man duech) A Pavallele i denfelben und beachte den Bujap in § 149d,
Bujag. Um nacdhzuweijen, dajs die Vovausjepung diejes Lebriates jtets
erfitlbar ift, lege man duvch) BB, zwei Cbenen BCB, und BEB, und ziehe
in denjelben AC L BB, b AE 1 BB,. Jene Gbene &, welche durc) die
Geraden A C und AE Dejtimmt wird, entipricht der Borvausjepung.
Crilavung. Wenn cine Gervade 3u wei fid) fdhneidenden Geraden einer
Gbene und fomit zu allen Gevaden jener Chene novmal {ijt, o heifit fie eine
ormale der Gbeme und leptere eine Normalebene der Gerademn.
Man fagt aud) in diejem Falle, dafs die Gerabde zur Ebene uud dieje zur
Gevaden nwovmal it

b,) Durd) einen gegebenen

b) Durcd) einen gegebenen
Puntt fann zu einer gegebenen
Gbene eineeingige Normale ge-
3pgen werdeit

Beweis. Wenn durd) den Panft 4
gwet Normalen b und ¢ ur Chene «
gesogent fverden fommten, fo wive die
Sdnittlinie dev Chenen be und « zud
ud ¢ novmal, wad nad)y § 16 nidt
mbglich ijt.

¢c) Jebe ®evade, welde zu
einer Normale einer Ebene
pavallel ijt, ijt ebenfalls zur
Ebene normal '

Beweis. €3 fei (Fig. 188) b L e
und e || b, Bieht man durch die Puntte
B und C'die Gerade @ und die Pavallelen
d und e in dex Ghene ¢, o ijt b L a,
b1ld, ferner ¢ La (§16) und ¢ Le.

Hoéevar, Geometrie fiiv Obervealjdulen.

Puntt fann zu einer gegebenen
Gevaden eine eingige Normal
ebene gelegt werden.

Beweis. Wenn duvd) den Punft 4
awet Mormalebenen B und y zur Ge-
vaben e gelegt werben fonnten, fo witvde
eine durc) a gelegte Gbene «, weldhe
pic ©duittlinie By nidt enthalt, die
Gbenen £ wnd 7 in ywet Gevaden jdnei-
ben, weldhe beive z1t @ normal wiven,
wag nach) § 16 nidht miglidy ijt.

¢,) Jebe Gbene, welde 3u
ciner Normalebene einer Ge-
vaden pavallel ift, iftebenfalls
jur ®eraden normal

[ ¢
‘B (5 /
w A ¢
F1g.138.
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Die Wintel (bd) und (ce) Hhaben ndm-
fic) divect pavallele Schenfel und jind
alfo gleich grop. Hievaus jolgt ¢ L e

d) e zwei Normalen Dder
felben Gbene {ind pavallel

Beweig, €G3 fei ble und ¢ L «
(Fig 188), Wive nidht ¢ (| b, jo fonnte
ourd) C' eine andeve ®erade ¢, pavallel
su b gezogen werden. Dann wdve and)
¢, La, was dem Sape b) widerjpricht.

Beweis. €3 fei | g und « L e.
Leat man durd) ¢ et Ehenen y und
d, fo it ay| By, ad|Bd, ferne:
eilisay et d Saljoimity et Bas
c 1 pd. Hieraus jolgt ¢ L B.

dy) e zwet Mormalebenen
derfelben ®evaden jind pavallel.

Beweis. ©8 fei e L c und 8 L ec.
Wive nidht e || B, jo tonunte durd) einen
Puntt 4 der Chene e etne anbdere Ehene
a, ypavallel zu 3 gelegt werden. Dann
wire aud) e; L ¢, was dem Sae b,)
wiberjpricht.

Folgejage 1. Der geometrijche Ot aller Geraden, weldhe fich duvd einen
Punft einer Geraben normal su devjelben zichen faffen, ift die jenem Punfte ent-
Pprechende Jormalebene der gegebenen Gevaden.  Bieht man ndmlich durch den Punft 4
der Gevaben a die Geradend, ¢, d,... novmal u a, fo find aud) die Ehenen be,
cd,. .. normal 3t o und fallen daber nac) b,) in eine eingige Chene Fujammen.

2. Dreht man einen vechten Winfel um einen Schentel, fo bejcyreibt der
anbere eine JNovmalebene des erjteven.

3. Der geometrijhe Ovt aller Punfte, weldhe von den Endpuniten einex
Strecte gleiche Abjtande haben, ift jene Novmalebene dev Stvede, weldhe diefelbe
halbiext. Sie heifit die Symmetralebene der Strede.

§ 151, Bwei Ebenen. o) Unter dem Novmaljdhnitte eines Reiles
verjteht man jenen Wintel, in weldhem ein Keil durd) eine zu feiner Kante normale
Ghene gejdhnitten witd. Nad) § 1494 it e8 gleicdhgiltiy, durc) weldpen Puntt
ber Rante die Schnittebene gelegt wird. Wenn man durd) einen Puntt der Kante
in beiben Scentelfldchen Novmalen i RKante zieht, jo ijt offenbar der eine
Wintel der beiben Novmalen jugleidh) ein Novmaljdhnitt des RKeiles.

Legt man durd) el fid) {dhueidende Cbenen eine Novmalebene zur Durdy-
jdnittslinie und. erhdlt al8 Schnittfigur zwei zu einander novmale Gerade,
fo Dheift die eine Gbene eine Movmalebene ber andeven, ober man fagt,
jede von Dbeiven Gbenen fei sur anbeven normal.

b) Wenn man durd) eine Normale einer Ghene eine andere
Gbhene legt, jo find die beiden Ebhenen jueinander novmal.

T Beweis, €3 fei AB L B und « eine durch) 4B
gelegte Gbene. Hieht man in der Gbene 8§ BC L DE,
2t B o ijt X ABC ein Novmalidnitt des Keiles («f) mnd

7 (4 sugleih < ABC = R.
Fig. 139. ¢) @ind zwei Ebhenen zueinander normal,
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fo [iegt jedbe Novmale der einen Ghene, weldhe mit der anbderven
einen Punit gemeinjdajtlid) hat, gang in dev lefteven.

Beweis. €8 fet a L B (Fig. 1%9) und A jener Punft der Chene ¢, durd)
welchen eine Novmale zur Gbene B gebt.  Bieht man AB 1 DE (in «) und
B(C 1 DE (in 8), jo ijt nad) der Borausjepung AB L BC, aljo aud) AB L 8.
Gomit ijt die in e« legende Gevade AB mit der durd) A gehenden Normale
bon @B ibentifdh (§ 15056). Gbenjo wird ber Beweis aefithrt, wemn bder muge-
nommtene EBuu“ft in der Durdyjcdmittslinie lHegt.

d) ©ind zwei Ehenen zueinander novmal, jo ijt jede Nox-
male der Durd)jdnittslinie, welde in der einen Cbene liegt,
aur andbeven normal

Beweis. Aus a | B (otg 139) und AB_1 DE (in o) folgt, wenn
BC | DE (in 8) exvichtet wirtd, L ABC =R, jomit A B _| 8.

¢) @ind ywet jid) fdhnetdende Ehenen zu einer dritten Ghene
normal, joift audyifre Durdjdnittslinie judiefer Chene normall

Beweis, Wenn a Ly wnd 3 Ly ift, fo siehe man durc) einen Punft
ber Durdhfchnittslinie e B bie Normale 3 7. Diefe mujs nad) dem Lehrijabe c)
jowohl in e, al8 auch i @ legen, aljo mit «B ibentifch fein.

Folgejap.  Jit von dret Cbenen eine jede zu den beiden anderen normal,
fo gilt dasfelbe von den drei Durchjdnittslinien der Gbenen, nnd umgetehrt.

Beftimmung der aeqenfeitioen Lage von Punkten, Geraden wund Ebenen
im Rawme,

§ 152, JProjectioncn.  3ieht man durd) einen Panft zu eciner Ghene die
Normale, o heipt dev Fuppuntt derjelben in der Ehene die Normalprojection
ves gegebenen Punfted auf die gegebene Chene. Jm Folgenden wicd
haufig der Ausdbruc ,Projection” fitr ,Novmalprojection’ gebrandyt, da anbdeve
Arten von Projectionen hier nicht yuv Anwendung fommen.

Unter ber Projection einer Figur auf eine Ebene verjteht man
den geometrijchen Ort der Projectionen aller ihrer Puntte.

Die Projection einer Geraden auf eine Ehene ijt im allge:
meinen cine Gerade und nur dann ein Punft, wenn die Gerade
gur Cbene normal ijt. _

Beweis, €3 feten B, C;, Dy, .. die Projectionen der Punfte B, C, D,. ..
einer Geraden @ auj die Ebene «. Jene Chene 3, welche durch) o wund BB, be-
ftimmt ift, ift ju ¢ novmal (§1515) und enthilt die Pauntte C, D,. .., aljo and
vie Novmalen CC,, DD,,... der Cbene « (§151¢). Die Punite B,, C;, D,,. ..
ltegen jomit in Der Gevaben @B und umgefehrt, jeder Punft diejer Geraden ijt
bie Projection jenes Punftes von «, welder mit ihm in einer Novmalen der
Chene a legt. Die Gevade af ijt aljo dieProjection der Gervaden e auf die Ehene w.

8*
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Der poecite Theil der Behauptung ergibt fic) jofort aus § 150 0).

Jolgefap. Die Projection einer Strece ift die vow den Projectionen dex
Gnopuntte begrenzte Strece.

§ 153, Streken swifdhen cinem Punkte und ciner Ebene. Abfiande,
Bon den Strecten, weldhe einen Punft auferhalb einer Ebene mit den Punften
verjelben verbinden, gelten die folgenden Sipe:

a) Die 3ut Gbene normale Strede ift die fiivgefte. Sie heift
baber der Abjtand des gegebenen Punftes vou der Ehene.

b) Gleidhen Strecden entjpreden gleiche Projectionen und
umgefehrt.

c) Dex gribferven von zwei ungleiden Streden entipridt die
grofeve Brojection und umgefehrt. o)

Die Bewetje find analog jenen dev entjprechen=
dent planimetrijhen Sdge (§ 32) oder fonmen fiir / ‘\
die @dge b) und ¢) mit Hilfe des Bythagoraijchen
Lefriates gefithrt werden.

Folgefage. 1. St eine Gerade zu einer =
Ebene pavallel, fo Haben alle Punfte der Geraden Fig. 140.
port der Ehene denjelben Abjtand. Diefer heift daher ber Abjtand der Gevaden
pou der pavallelen Ebhene.

2. Sind zwei Chenen zu einander pavallel, fo Haben alle Punfte der
einet von der amdever denjelben Abjtand. Diejer heifst daher der Abjtand dex
parallelen Gbenen.

3. Der geometrijhe Ot aller Punfte einer Cbcnc, weldhe von einem Punfte
aufierhalb der Ebene einen gegebenen Abjtand Haben, ijt im allgeneinen ein Kreis
mit der Projection des gegebenen Punttes als @cutrnm

§ 154, Symmetralebene cines Winkels jweier Halbfvahlen. Unter derjelben
erjteht man jene Ebene, yoelche den Winfel Halbievt und zu defjen Ehene novmal ift.

a) Dieje Symmetralebene ift der geometrijde Ort aller
Puntte, welche von den Halbjtrahlen gleiche Abftinde haben.

b) ©ie tjt and) der geometrifdhe Ovt aller Geradben, weldhe
ourd) den @deitel dbes Wintels gehen und mtt beu @djenteln
dbesfelben gleidhe Winfel einjdhlicen.

Beweife. a) €3 fei ASB bder gegebene Winfel, C'SD, befjen Symmetral=
e cbene und D ein Punft derfelben. Bieht man DD, | A8B,
feener DE | AS wd DF| BS, jo ijt D, E = D F,
alfo aud) DE = DF. Liegt D aufierhalb der Symmetralz
8 cherne, fo ijt DIEZDIF W s
, 6) St S C eine Gerave der @ymumetvalebene, jo ift
i &  tad) dem Borigen A\ DSE X DSF, aljo LDSE= DSF;

Fig. 141. umgetelt, ijt <L DSE=DSF, jojolat A\ DSED DSF,
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ajo DE=DF. Daher ijt D ein Punft der Shmmetralebene und SC eine
®erabde in derjelben.

§ 155, Weignugswinkel einer Geroden 3u einer Ebene. @) Derintel,
welchen eine Gerade mit ihrer Projection auf eine Gbene einjchlieRt, heift der
Netgungswintel der Gevaden zur Ehene Jjt die Gevade zur Chene
pavallel, jo betrdgt der Neigungswinfel 0°; it jie sur Cbene novmal, fo ift der
Neigungswintel ein Rechter. Dieg fjind ndmlich bdie Gvemgwerte, weldpen der
Neigungswintel ciner jhiefen Gevaben beliebig nahe fommt, wemn bdiejelbe gegen
bie pavallele oder die novmale Lage gedbreht wird.

b) Der Neiguugswinfel einwer {dhiefen Gevaben zu etner
Ghene ift dev fleinjte umnter allen Winfeln, welde die Gerade
mit den @evaden vev Ehene einjdlieft.

Bewets. €3 jei OA die gegebene Gevade,
O ihr Fufpunft in der Ghene ¢, 4B L «, aljp
OB bie Projection vou 04 auf e Dann ijt
<L AOB der Neiqungdwintel der jdhiefen Geraden

7 OA4 zur Ghene . Bieht man hud) O in «

F%}} eine Dbelicbige Gevade OC und mad)t OC= 0B,

s 4 jo it AB <C AC (§ 153 a), bafer <L AOB<C
Fig. 142. A0C (§ 42).

Bujap.  Wirh die Gerade OC in der Ehene ¢ um den Punft O gedrebht,
fo wichst der Winfel AOC wibrend der Bewegung aus der Lage OB in die
entgegengefepte Lage OF und nimmt hievauf wieder ab, bis die Umbdrehung voll-
endet ijt (§ 45 4, 1. Bujab und § 153 ¢).

¢) Bieht man in einer Cbene zur Projection einer diefen
Geraden eine Novmale, jo ijt diefe aud) zur jdiefen Gervaden
normal. Bugleidy gilt der Umiehrungsias.

Peweis. €s fei 04 (Fig. 142) die jhieje Gevade, OB ihre Projection,
DE 1 OB (in «) und OD = OE. Damn ijt OB bdie Symmetrale der Strecte DE,
alfo BD = BE. 9Hievaus folgt AD = AE (§ 153 b); daber ijt and) OA bdie
@hnmmetrale vou DE.  Gbenjo wirtd der Umfehrungsiah bewiefen.

d) Barvallele Gevabe bilben d,) Bavallele Cbenen bilden
mit jeber fie fdhneidenden Gbene | mit jeder jie jdhneidenden Se-
gleidhe Neigungswintel vaben qletdye Neigungswintel,
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Beweis. Jijt 04 || 0,4, ferner Beweis. €3 jei ¢ fj B, 40, die
AB1 ¢, A B, 1« joift ILOAB= | gegebene Gevade, ferner AB, 1 «, alfo
0,4, B, (§ 149d), aljo auch <X AOB | auch) ABL B Esijtdan OB || O, B,
=0 6h 4 (§ 1490), aljo < AOB = A0, B,.

§ 156. Alcigungswinkel 3weier Ebenen. o) Der Novmalidhuitt eines
Reiles Deift auch) der Neigungswinfel der Schenfelflachen. Legt man ux
Durdyjchnittslinie zweier Chenen eine ovmalebene, fo witd in der NRegel der eine
bon beiden jpigen Winfeln in der Sdmittfigur als der Neigungswinfel dex
beiden Gbenen begeichnet.

b) Jebe Cbeme, welde zwet parallele Ebenen jdneibet,
bilbet mit denjelben gletdhe Netgungsmintel

Beweis, €3 fei « || f (Fig. 135) und y die Sdnittebene. Um zu be-
teifert, dajs die Novmaljchnitte der Keile (ay) wnd (By) einander gleid) find, legt
man eine Gbene d novmal ju ay, jomit aud) novmal zu fy. Weil nun «d || Bd
ift, o find die betrachteten Neigungswinfel einander gleid).

Folgejas.  Legt man durd) einen Punft zu zwet fid) jchuetbenven Ebhenen
pavallele Ebenen, jo Dilden dieje ebenjo groffe Meigungsmwintel wie jene.

¢) Bwifhen zwei Keilen und ihren Novmalihnitten bejtehen analoge Be-
stehungen wie awijchen et Bogen eines Krvetjes und ben zugehvigen Centri-
winfeln (§§ 114 und 115).  Jusbejonders find bie jolgenden @dse 3u evwihuen

1. ®leidgen Keilen entjpredhen gleidhe Novmaljdnitte uubd
umgetehrt.

Beweis durd) Dectung.

2. Je zmwei Keile verhalten jid) ebenfo wie ihre Normal
fdhnitte.

Beweis analog wie zum Lelrjake tm § 114

3. Jeber Keil hat den zugehdrigen Norvmaljdnitt 3um Mafe,
0. h. der Reil mijst ebenjoviel Reilgrade als bder zugehivige Iormaljdhnitt
Winfelgrade. Die Niafzahlen dev beiden Gebilde find aljo einander gleid). Gin
Reilgrad entjpricht dem 360. Theil einer vollen Wmdrehung jener Halbebene,
oucd) welche ber Keil bejhrieben wird.

d) Die@Symmetralebene (Halbiexungsebene) eines RKeiles ift der geometrijche
Ot aller Punfte, weldhe von den Schenfelflichen gleiche Abjtande Haben. Jum
Beweife lege moan duvd) den betradyteten Punft einen Novmaljcynitt des RKeiles
und verfahre im iibrigen jo, wie in § 38.

1L Abfdynitt: Hovperlide Eehen.

§ 157,  Ecklavumaen, Wenn ein Halbjtvahl an  dem Umfonge eines
PRolygones gleitet und ugleich die Lage jeines Grvemzpunftes nicht verdndert, fo
bejtimmen die vom Halbjtrahle bejcdhricbenen Ehenen etnen NRaum, welder nad) einer
@eite hin unbegrenst ift und forypeviidhe Ede oder einfadhe Ece genannt wird.
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S dem jpeciellen Falle jedoch, wenn die Ecen des , Leitpolygones” wid
ver ®renzpuntt ves Halbjtvahles in einer Ebene liegen, bejdhreibt ber ,erzengenbde
Halbjtahl" mur jene Chene.

Der fejte Punft O bdes evzengenden Halbjtrahles
Deifgt der ©deitel, die vom Halbjtrafhle bejchriebenen
Gbenen 0AB, OBC, ... beifien die @eitenfladen
und ihre Durdjchnittslinien 04, OB,... die Kanten
ber forperlichen Gde. Die Wintel, weldhe von je zwet
anjeinanderfolgenven Kanten eingejdhlojjen twerden, iwie
3. B. AOB, BOC,..., beien fantenmwinfel ober B
Seiten und werden haufig mit (AB), (BC),. . . bejeichuet.

Bon den beiven Fldchemmwinteln, weldhe je wei benachbarte Fig. 145.
@eitenfldchen beftimmen, ird derjenige, weldher in der nddjten Wmgebung bder
Rante die fHrperliche e enthilt, Fladhenmwintel ober einfad) Wintel dex
Gde genannt. Sind alle Kanten- und afle Flachenwintel concav, jo hat bdie
e fiiv ecinen Beobachter aufierhalb derjelben lauter vorjpringende Kanten und
hetpt conver. Die nadhjolgenden Betrachtungen wnd Lehridge beziehen fidy mur
auf convege Gcfen.

Gine fovperliche Gce heift gleidhjeitig, wenn fie lauter gleiche Seiten,
gleidhwintlig, wemn fie lauter gleiche Winfel BHat, und vegelmda ig obder
vequliy, wemn fie gleidhjeitig und gleichwintlig ijt.

Sede Ece hat cbenjoviel Seiten als Kanten; die Angahl devjelben jtimmt mit
der Angahl der Seiten oder Eckpuntte des Leitpolygones itberein. Man unterjcjeidet
nad) der Anzahl der Seiten (bezichungsweije Kanten) dbreijeitige, vievjeitiger
c..n-feitige Gcen oder Dreitante, Bievfante, ...n-Kante.

§ 158. @ongrueny und fymmetrifche Gleidyheit der Edken. o) Wenn {ich
et Eckert o ineinanderlegen lajjen, dajs jede @eitenfliache der einen mit einer Seitenflade
ber anbeven zujammenjillt, jo heifen fie congruent. Darvaus folgt, dajs zwet
congriente Ecen in den Seiten und den Winfeln iibeveinjtimmen, w. 3w. hHaben
die homologen Stiicke fitv einen auferbalb der Ecken befindlichen und auj bdie
@ceitel Ddevjelben blicfenden Beobadjter diejelbe AMnordnung. Umgefehrt, wenn
gwei Cen die fhier angegebenen Cigenjchaften befien, fo laffen fie fidh offenbar
sur Dectung bringen; fie find aljo congruent.

b) Wenn i) awei Ecden jo aneinanverlegen lajjen, dajs
jede Kante der etnen die Crgimgung einer Kante der anderen
bilvet, fo Deifen die Gden jymmetrijd) gleid) und in
der angeqebenen Lage ©dyeiteleden; 3. B. SABC und
S4,B,C;. Jn zwei fymmetvijd) gleichen Eden jind je
swet entjprechende Seiten als Sceitehwinfel wnd je zwet
entjpredhende Wintel als Scheitelfeile einander gleid). Jedod)
Daben die homologen Stitce in den beiven Ecken fitr einen

0
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aufexhalb derjelben befindlichen und anf bie Scheitel derjelben blicfenden Beobadhter
entgeqengejepte Anfeinanderfolgen. Umgetehrt, wenn zwei Eclen bdie eben an-
gefithrten Eigenjchajten befiten, jo find fie jymmetrijc) gleich.

Aus dem Vovausgehenven folgt, bdajs fymmetrifd) gleiche Ccen im
allgemeinen nicht congruent find. Davon faun man fid) and) dadurd) iiber-
seugen, bajs man diejelben jur Dectung zu bringen judht und zu diejem Bwede
atoei entfprechende @eitenflichen, 3. B. ASC und 4, SC; (Fig. 146), aujeinanbderlegt.
Dies fann mun anf gweierlei Avt gejchehen. Eutweder dreht man den Winfel ASC
in feiner Gbene um den Buntt S, bis er mit dem Winfel 4, SC, sujammenfallt
oder man dreht die Gke SABC um die Symmetrale DE bdes Winfels CSA,
alg Adyfe, big SC' auj SA4, und SA4 auf SC; fallt. Ju beiden Fllen gelangen
die Rauten SB und SB, im allgemeinen nicht zur Dectung; denn fie Legen im
evften Falle auj entgegengejetten Seiten der Ebene 4,8C; und bilden im zweiten
mit den zujammenfallenden Kanten SCund S4, im allgemeinen verjchiedene Winfel.

Folgefite. 1. Sind wei Ecen einer dritten jymmetrijc) gleid), fo find
fie congruent,

2. 3it von zwet congruenten Gcen bie eine einer Ddritten Jymmetrifd
gleidh), fo ijt es auch die anbdere.

§ 159. Polarecken. ) Bieht man von einem Punfte im Jmnern einer
forpexlichen @cfe Normalen zu den Seitenflachen, jo Dbejtimmen jene als RKanten
eine nene Gcke, welche Polavede sur gegebenen genannt wird.

Es fei 3 B. O ein Punft tm Jnuern des
Dreifantes 0ABC, ferner O, 4, 1 BOC, 0, B, L
A0C umd O, C; L AOB; bdann ijt dag Dreifant
0, 4, B, C; Polavecte sum gegebenen Dreifante.

Wenn man ferner von ivgend einem andeven
Punfte des Raumes, 3. B. von O, direct parvallele
Halbjtrahlen su O, 4, O, B,, O, C, zieht, fo be-
ftimmen jene Pavallelen als Kanten ein neues Drei-
fant, weldhes mit O, A, B, C, congruent ijt, da e mit
diefemt in Den Seiten, den Winfeln und in der An- Sig. 147.
ordmumg der homologen Stiicke itbereinjtimmt. Hievaus
folgt, bajs jeber Deliebige Puntt des Raumes als Sdeitel der Polavede gewdhlt
werden fam.

b) Jebe Gce it felbit Polavede su ihrer Polavede.

Beweis. Da die Gbene B, O, C; bdie Novmalen O, B, und O, C; der
- Gbenen AOC und AOB enthilt, jo ijt fie ebenjalls zu diejen Ebenen, aljo auc
su ihrer Scdnittlinie OA4 novmal. €3 it jomit 04 L B, O, C; ebenfo beweist
man, daf$ aud) OB 1 4,0, C;, und OC L 4, O, B, ijt. :

¢) ©ind zwei Cden Polaveden zueinanbder, o ijt jeder
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Sladenmwintel der einen jupplementdr zum entipredenden Kan-
tenwintel der anderen. :

Beweis, Schneidet die Cbene B, O, C; (Fig. 147) dbie RKante 04 im
Punfte A4, jo hat dag Bieved 4AB,0,C, bei B, und C) rechte Winfel. Darvaus
folgt B, AC, 4 B,0,C, = 2R u. i. w. Gbenjo befit dag Bieved 0AB, C
bei 4 und C rechte Wintel; daher ijt L AOC 4 AB,C'= 2R u. §. m.

Bujab.  Wegen diejer Cigenjdhaft wird die Polavede hanfig aud) Supple-
mentarvede genanut.

§ 160. Beyichungen pwifchen den Seiten eines Dreikantes. Jede Seite
eines Dreifantes ijta) fleiner als die Summe unbd d) grifer als
oiec Differens der beidben anderen.

Beweife. a) €8 fei (AB)jene Seite des Dreifantes

% OABC, weldye von Teiner dev Deiden anderen an Grife
0 Vi iibertroffen twitd. Dann ijt offenbar (AC) << (4B) -+

= (BC) ud (BC) < (AB) + (AC.) Man hat alfo nod)
A die Ungleidung (AB) << (AC) 4 (BC) zu beweifen.
Bu diefem Bwede ziche man in der Ebene AO0B ben

Fig. 148. Halbjtrahl OC; fo, dajs QL AOC, = AOC ijt, made
OC = OC, und lege durd) die Puntte € und C) eine Cbhene, weldhe die Kanten
OA und OB jdueidet. Damn ift A AOC 40C,, alfo AC= AC,. Sub-
teahievt man diefe ®leichung von der Ungleihung AC 4+ BC > AB, jo jolgt
BC > BC, wnd davaus <C BOC > BOC,. Durd) Abdbition bder Gleichung
<L AOC = A0C, yur lepten Ungleidhung exhilt man 9 A0OC 4 BOC' > AOB
ober (AC) + (BC) > (4B).

b) Gbenjo wie der Lehrjab &) tm § 29 zu bewetjen.

§ 161. Besichnugen 3wifdyen den Gegenfliicken eines Dreikantes, o) Sind
swei Wintel eines Dreifantes gleid), fo find aud) ihre Gegen-
feiten gleich) und umgefehrt.

b) Dem grifeven vou zwei nungleidjen Winfeln liegt aud) die
grifere @eite gegenitber und umgetehrt.

Beweije. a) €8 feien im Dreifante S A BC (Fig. 146) die an den Kanten
SA und SC liegenden Winfel gleich. Dreht man dag Dreifant um die Sym-
metvale DE des Winfels 'S4, als Adfe, bis (AC) mit (4,C,) sur Decung
gelangt, jo fallt dag Dreifant mit jeiner Scheitelecte SA, B,C, ujanmmen. Aljo
it (4B)= (C,B,)= (CB):

b) €8 jei im Dreifante O ABC (Fig. 148) der Winfel an der Kante O C
quiBer alg jener an O B. @cdneidet man nun lepteven Wintel vom eviteren durch
die Gbene COC, ab, o ijt nad) @) (CC,) = (BC,). Davaus folgt

(AB) = (AC,) + (Cy B) = (4AC)) + (CC) > (4AC).

Die Umtehrungsiape fomnen indivect bewiefen werben.

A
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§ 162. Summe der Sciten cines n-RKantes. Die Summe aller Seiten
einer fovperlichen Gce it tleiner als 4R.

Beweis, Man lege durd) das geqebene n-Kant (Fig. 145) eine Sdhnitt-
cbene, welche alle Ranten durcdhjdhneidet, und begeichne mit s die Summe allex
©eiten ober Rauntemwintel, mit s, die Summe aller der Shnittebene anliegenden
Dretecdtswintel OAB, OB4, OBC,. .., ferner mit s, die @umme aller Winkel
bes Polygones ABCD. ... Dam ijts 4 s, =2nk wd s, > 2nR — 4R,
alfo s << 4R. Die Ungleidpumg s, > 2n R — 4R exhilt man durd) Addition
folgender Ungleichungen (§ 160):

<X ABO 4 OBC > ABC, < BCO + OCD > BCD u. j. |.

§ 163. Summe der Winkel cines n-Kantes. Ju jedem n-Kante it
bic @umme der Winfel tleinerals 2R und grifer als 2 n BR—4R.

Beweis, Man begeichne mit «,, «,, ... a, die Wintel der gegebenen Ecke 1und
mit B, B, ... B die entjprechenden Seiten der jugehorigen Polavecte. €8 ijt dann

o+ 8, =2R, a,+ 8 =28, .... ta+ Ba=2R, uljo
o+ +.o. a8 F B+ F8=2aR.

un ijt offewbar B 4+ B + .. + B.=>0, ferner B + B, + ..
~+ B, << 4R (§ 162); daher findet man durd) Subtraction

2nR>e + o+ ... +a.>2nk — 4K.

Folgefas.  Ju jedem Dreifante ijt die Summe der Winfel fleiner als 67
wnd grofer alg 2R,

§ 164. Lehrfibe iiber dic Congruens und fymmetvifthe Gleichheit der
Dreikonte. Bwei Dreifante jind congruent (ymmetrifd gleid))
mwenn fie in bdevjelben (entgegengefesten) NReihenjolge ent=
fpredyend gleid) haben:

@) 3mei @eiten und den ein-
gefchlofienen Wintel,

c) 3wei Seiten und den Ge-
genwinfel der einen, aufer
wenn die Gegenwinfel der an:
beven jupplementdr und fdief
jind,

e) alle drei Seiten.

b) 3mwei Wintel und die 3wi=
jdhen ihuen liegende Seite,

d) 3wei Wintel und die Ge-
genjeite deg einen, aufer wenn
die Gegenfeiten bdes amnbderen
fupplementdr und fdiej jind,

f) alle brei Wintel.

Beweife. «) und b). Wenn bdie als gleid) angenommenen Umfangsitiicke
ber beiden Dreifante diefelbe Neihenfolge haben, fo fann man fjie jur Dedung

bringen.
peven zur Dectung bringen.

Anbevenfalls [4§st fich das eine Dreifant mit dev Scheitelecte des ane

c) B3 geniigt nac) dem Lorhergehenden, dem Fall gu betvadyten, dajs die

Jeihenfolge ber gleichen Umfangsitiide in bden beiden Dreifanten entgegengejept
ijt. Wi denfen ungd fodann leteve jo aneinandergelegt, dajs bdie den gleichen
Winteln gegenitberliegenden gleichen Seiten fich) becen. Jn Fig. 149 fei aljo

|
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(AB) bdie gemeinjdaftliche Scite der Dbeiden Dreifante,
(AC) = (AC,) umd A(SC)B=A(SC)B. Dud) bdie
Ebene C'SC; wird nun dag gleichjdentlige Dreifant SACC,
abgejdnitten, in weldhem die Winfel an den Kanten SC' und
SC gleid) find; daber find es aud) die im Dreitante SBCC,
an denjelben Kanten liegenden Winfel, woraus (BC)=(BC,)
folgt. 2nalog wird der Beweis qefithrt, wenn der Puntt
D in bdie Bexlingerung von AB fillt. Cine Ausnahme
fae wue eintrefen, wenn D mit A ober B zujammentrifft.

Fig. 149. Dann verjagt die bisherige Schlujsmweife, und die Dreitante find
nux fymmetrifd) gleid), wenn die Winfel an der Kante SA bezw. S B vedyte find, Ju jedem
andeven Falle find diefe Winfel als jhief und jupplementdr voneinander vers
fchicdent, alfo bie gegebenen Dreifante nidht fpmmetvijd) gleid). Bwet joldhe Drei-
fante exhdlt man, wenn man duvd) jene Kante eines gleichjhentligen Dreifantes,
in weldjer die gleichen Seiten fich) jdhneiden, eine Schuittebene legt.

d) Bevgleidht man die Polavecen der gegebenen Dreifante, jo find jene nad
¢) congruent (fymmetrifh gleid)). Davaus folgt, dajs die Polaveden und jomit
audy die gegebenen Dreifante in den iibrigen Umfangsitiiden itbereinjtimmen.

e) Man zeige, dajs in diejem Falle die an den Kanten SC und SC, ber
Fig. 149 liegenden Flachenwintel gleid) find.

) Dexr Beweis ergibt jich ans e) durch) Betvachtung der Polavecen.

Bujage. 1. Gin Dreifant [d)st fid) auf fehs verjchicdene Arten durd) je
bret Wmfangsjticte bejtimmen, mur fiud zwei entgegengejepte Reihenfolgen der
legteven miglich. Jn den Fillen ¢) und d) ijt dag Dretfant nidht eindeutig be-
ftimmt, wenn nidt weitere Bedingungen hingutreten, o 3. B. ift ein Dreifant
durch zwei Seiten und den Gegerwintel ber grbferen Seite eindeutig bejtimmt,
wenn ber gegebene Winkel < B ijt.  Denn nac) § 161 mufs dann der Gegen-
winfel der fleineren @eite > B fein. Wenn ndmlich nod) ein zweiter Wert diejes
Gegemmwintels mdglich wave, jo miijste dexfelbe nachy ¢/ mit dem erjteven fupple-
mentir, alfo >F fein. Diejer Fall ijt jedoc) mit Ritdjicht auj § 161 ausgge-
jehlofien.

2. @ind awei @deitelecten gleichichentlia, jo find fie and) congruent.

§ 165. Das regelmifioe 2-Kant. Die Symmetvalebenen der
SGeiten und Winfel eines vegelmdafigen n-Kantesd jdhneiden jid) in
einer und derjelben Gervaden, welde mit allen Kanten unbd
mit allen Fladen gleiche Winfel bilbet.

Beweis.  Legt man durd) zwei aufeinanderfolge Kanten SA und SB bdes
n-fantes die Symmetralebenen der Winfel, ferner durc) ihre Schuittlinie SO und
bie britte Rante SC eine Gbene, jo ecfennt man leidyt, dajs bas Dreitant SABO
gleichjchentlig und mit dem Dreifant SBCO (nad) § 164 a) congruent ijt.
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D aher ift ancy SC'O die Symmetralebene des Winfels an dev Kante SC'u. . w.
Nad) § 1540 gehirt SO aud) der Symmetralebene einer jeden Seite an.

Bufag. Jedes vegelmdafige n-Kant wird durd) feine » Symumetral-
ebenen in 2 n congruente rechtwintlige Dreifonte zerlegt, vou demen {frgend eines
P08 Vejtimmungsdreifant bes regelmifigen n- Kantes heifit.

INL Abfduitt :  Cigenfdaften der Hovper.

Yon den Korpern im allgemeinen.

§ 166. Erklavungen. Gin alffeitiy begvengter Theil bdes Rawmes heift
® brper und die Summe feiner Begrenzunasilachen die Dberfladye vesfelben.

Wenn ein Kovper durchwegs ebene Begrenzungsflichen hat, jo wird er ein
Polyeder ober Vieljlad) und tn jedem anderen Falle, wenn aljo wenigjtens
eine BVegrenjungsfliche frumm ijt, ein frummiladiger (hinfig and) runder)
fbrper genanut.

Die Begrenzungsilichen eines Polyeders find (ebene) Polygone und Heipen
feine Flachen. Die Seiten diefer Polygone oder die Sdnittlinien benadbarter
Flacgen Heiffen Ranten; die fovperlichen Ecken, weldhe vou benadhbavten Flachen
begrenzt werden und in der nddijten Umgebung der Scheitel dag Polyeder ent-
halten, heiBen Ccfen des Polyeders. Wenn diefelben ausnahmslos conver jind, jo
heifit das Volyeder ebenfalls convey.

Die nadhjolgenden Betrachtungen und Lehrjabe beziehen jich mur auf con-
vexe Polpeber.

Gin Polyeder heifit regelmiBig ober vegquldr, wenn feine Fliden con-
gruente vegelmafiage Polygone und feine Ecfen congruent und regelmifig find.

Mit Ritckjicht anf die Form bezeichnet man gewijje Polyeder als Prismen,
Pyramiden u. . . Die regelmiBigen Lolyeder werden nach der Anzalhl threr
Fladhen Tetvaeder, Heraeder u. | . genannt.

Das Prism.

§ 167. Ecklivnugen wnd Befdyreibung. Gleitet eine Gevade (bie exzengende
Gevabe) am Umfange eines Polygones (ves Leitpolygones) pavallel su jid) felbit
fort und bewegt jich dabei nicht tnmer tie dexjelben Chene,
fo begrenen die vou der Geraden bejdyriebenen Flichen
einen nad et Seiten offeren Naum, weldher prigmas
tifcher R awmgenanntwicd. Jener Theil des prismati-
fchen Raumes, weldher yijdhen swei pavallelen Schnittebe-
nen enthalten ijt, heipt Prisma. Die pavallelen Schnitt-
figueen find congruente Polygone, da fie in den Seiten,
dent Winfeln wnd tn der Anovhmurg der homologen
@tiide iibeveinjtimmen; fjie werden Grundflddhen
und ihr Abjtand Hohe des Prismas genannt. Die
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itbrigen Flachen jind Parallelogramme und heifen Seitenfldaden; thre Summe
heifit Der Mantel des Prismas. Die Duvchjdynittslinien der Seitenfliichen mit
den Grundjlachen werden Grundfanten und bdie Duvd)jdnittslinien je zweier
aufeinanderjolgender Seitenjlichen Seitentanten genamnt. Ale Seitenfanten
jind gleich und pavallel.

§ 168. Eintheilungen nud Benenmungen. Nach der Anzahl der Seiten-
flachen (ober Seitentanten) unterjcheidet man dreifeitige, vievjeitige, . .
n-feitige Prismen.

Nady der Stellung der Seitenfauten gegen bdie Srundfldchen werden bdie
Prismen in gevade und jhiefe eingetheilt. Ein Prisma heipt gevabe oder
jchief, je nachdem die Seitenfanten zu den Grundfldchen normal oder jchief ftehen.
S jedem gevaben Prisma find die Seitenflachen Rechtecte wnd zu den Graund-
flachern novmal; die @eitenfanten jind gleid) der $Hihe.

Hat ein Prisma alle Ranten gleich), jo heift es gleichfantig. Jijtein Prisma
gevade und Hat es vegelmafige Polygone als Grundfldachen, jo heift es regelmapig.

Gin Prisma, deflen Grundflichen Parallelogramme find, heifit Parvallel
epiped, Alle jechs Flachen desfelben jind Pavallelogramme; je zwei gegenitber
liegende Flachen tonmen als Grunbdjlicdhen angejehen werbden.

Sind die Grundfldden eines gevaven Prismasd Redtecte, jo feifit es ein
vedytwiniliges Parallelepiped (Fig. 151). Alle jechs Flachen desjelben
find Rechtecke.

Sebes gleichtantige und vedhtwintlige Pavallelepiped heift Witvfel, Cubus
oder Heraeder; es hat jehs comgruente Quadrate als Flacdhen.

§ 169. Ebene Sdpmitte. Jeder zu den Grundflidchen pavallele Sdnitt ijt
mit denjelben comgrient.

Seder ©dhnitt, welcher zu einer Seitenfante wormal ijt, ift ju allen Seiten-
fanten novmal und Beift cin Novmalfdnitt des Prismas. Cin prismatijder
Raum ijt duvd) den gugehivigen Novmaljchnitt bejtimmt.

Gine Gbene, welche durch zwet nicht benachbarte Seitenfanten gelegt wivd,
liefect einen Diagonalihnitt des Prismas; derfelbe ijt jtets ecin Parallelo-
qranm.  Jedes n-jeitige Prisma ldjst jid) duvd) Diagonaljdhnitte tn n — 2 dreis
feitige Prismen von gleicher Hohe zerlegen.

§ 170. Diagonalen cines Pavallelepipedes. «) Ju einem Pavallelepipede
wird jede Diagonale cines Diagonaljdnittes Diagonale des Parvallelepis
pedes felbjt gemannt. Sie ijt die Verbindungsjtrede
aweier ®egenecten, . . zweier Ccfpuntte, weldhe nidt in
einer Flade des Parallelepipedes liegen, 3. B. AC, , BD,
. . f. Qedes Pavallelepiped hat vier Diagonalen,

b) Die Diagonalen eines jeden Pavallel
epipedes gehen durd) einen und denjelben
Lunft und halbieven einander,
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Beweis. 4,C wd BD, (Fig. 151) jind die Diagonalen ves Pavallelo-
grammes A, B C'D,; fie Halbieven fich alfo gegenfeitiy im Sdmittpuntte O,
BD, wid B, D jind bdie Diagonalen des Pavallelogrammes BDD, B, ; baher
geht aud) B, D durch den Punft O (die Mitte von BD,) und wird in demjelben
halbiert u. j. f.

¢) n jedem vedhtwintligen Bavallelepipede find die Diago:
nalen einander gleid); 2a8 Quadrat einer Diagonale ift gleid
ber ©Qumme vev Quabdrate der drei Dimenjronen (Rdnge, Breite

und Hohe).

Bewets. Je et Diagonalen eines rvedhtwintligen 7,
Barallelepipedes find zugleid) die Diagonalen eines Recht- ¢
ecfes und daber einander gleid. BN

Bezeichnet man ferner die Langenzahlen der Strecken N
AB, BC,BB,, BDwb B, Duiit a, b, ¢, d,,d, jo exhilt N
man durch Amwendung des Pythagordijden Lehriates auf 5
die rechtwintligen Dreiecte B, BD und ABD \\ﬂ

i 2 (OB ESE By 1) N 2 2 R
d?=c?*4-d}, di=a’+ 0% alfo d®*=a%4-5%+c= E<// 4

Die Pyramide wnmd der Pyramidenfrumpf. B%i_q. 152.

§ 171 GErhklarnigen. Legt man durd) eine thrperliche Ece eine Ebene,
welche alle Kanten durchjdhneidet, o beifit das von bden Seitenflichen und der
@dynittebene “begrenzte Polyeber eine Pyramibe. Die fovperliche Eefe wird aus
diefent Grunbe and) ein pyramidaler Raum genannt. Aus der Bejdyrei-
bung bes Prismas extlirt fich ohneweiters die Bedeutung der Ausbdriicte: Grund-
flade, @Settenfladen, Mantel, Grundfanten und Seitenfanten der
Pyramive. Der gemeinjame Scnittpuntt alle Seitenfonten bheift die Spipe
und fein Abjtand von der Grvunbdfldche die Hohe der Pyramide.

§ 172, Eintheilungen und Benenmungen. Nad) der Angahl ber Seiten-
fliichen untecjchetvet man dreifeitige, vievjeitige, ... n-jeitige
PByramiden.

Nad) der Linge der Seitenfanten untevicheivet man Pyramiden mit
gleidyen @eitentanten (gevade oder gleidhjchentlige P.) und joldhe mit un-
gleidhen @eitentanten (jdhiefe oder ungleichichentlige P.).

©ind alle Seitenfanten einer Pyramide gleidh, jo ijt thre
Grundflade ein Sehnenvieled und der Fufpunit der Hohe su-
gleid) bas Centrumbes der Grundflade umgefdhricbenen Kreijes
(§ 153, 3. Folgejab). Bugleid) gilt anch dber Umtehrungsjap.

Cine Puyvamide mit gleidjen Seitenfanten heifit regelmafig, wemn ihre
Grundfliche ein vegelmifiges Polhgon ift. Die Seitenflichen einer vegelmafigen
Pyramide find' congruente gleid)jhentlige Dreiece. Die Gcfe an der Spite
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ijt vegelmapig. Umgefehrt: wenn man vom Sceitel einer vegelmipigen Cike
aug gleidhe Stvefen auf den Kantenw . abjdhneidet, jo liegen bdie Endpunite dev
Strecten in einer Ebeme und bilden die Ccpunfte eines vegelmipigen Poly-
gones. Der Beweis folgt aus der Congrueny der Dreifante, weldhe an den End-
punften der abgejdnittenen Strecten entjtehen.

Sind alle Kanten einer Pyramide gleid), fo heift jie gleichfantig. Aus
dem Voransgehenven evgeben jich leicht die folgenden Sipe:

Jede gleidhfantige Pyramide ijt aud) regelmiafiag.

Es gibt nur drei-, vievs und fiinfjeitige gleidhfantige
Byramiden.

§ 173. Ebene Sdhuitte. ) Legt man duvd) einen pyramidalen
Raum 3wei parallele Sdnittebenen, welde alle Ranten durd:
fdhneiden, fo jind die Sdynittjiguren dhnlidhe Polygone.

b) Die Sdnittfladhen verhalten jid) wie die Quadrate
ithrer Abjtande vom Scheitel.

Beweife. @) Aug ABCD .. .| A,B,CD, ...
folateaimidf i A e A B B e
(§ 149 d, Folgejap).

Ferner it A\ ABS oo 4, B,S, BCS o0
B,CS u. i, ajo AB: A, B, = BS: B,S—
BO B ==t ] § St it AiBeD (G
oA D
¢ b) 3 jei SE L ABCD ... und E bder

Sdynittpunft der Gevaben SE mit der Gbene bdes

i PBolygones 4, B,C.D, . ... Man hat dann SE : SE,
5 Lbo: — SA: 84, = AB : A B,, afjo nach § 109 b)
ABCD ...: ABCD,...— AB® . 4,B,*—= SE*: SE?

Folgejase. 1. SJeder zur Grundjliche pavallele Scnitt einer Pyvamive it
der Grundjlidhe ahnlich.

2. Sut jeder Pyrvamide verhalt fidh die Grundildche zu einer parallelen
Sdnittlacde wie die Quadrate ithrer Abjtinde von der Spige.

3. Bezeichnet man den Wiodnlug der dfhulichen Polygome ABCD . . .
~und A4, B,CD, ... mitm, o hat mon AB =mAd;B,, BC=mB,(,,...
SA =SS B = 8By S E e Sl ABCDL ], =
mi A B Ol o

¢) Wird eine Chene durch zwei nicht aujeinanderfolgende Seitenfanten einer
Pyramide gelegt, jo heifpt das als Scnittfiqur erhaltene Dreied ein Diagonal:
fdunitt.  Jebe n-feitige Pyrvamide lajst fich durch Diagonaljdhnitte in n—2 drei-
feitige Pyrvamiden von gleicher Hihe zerlegern.

§ 174, Der Pyramidenfrumpf. Jeder zur Grundjldche einer Pyramide
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pavallele ©duitt zevlegt diefelbe in zwei Polyeder, welde Poramidenjtumypf
und Grganzungspyramide genamnt werden. Man evfennt jofort bie Be-
deutung der Ausdriie: Grundjliden, Seitenjlidgen, Mantel, & rund:
tanten, SGeitenfanten und Hohe des Pyramidenjtumpjes. Die
Grundflichen find dhuliche Bolygone in pavallelen Ehenen und bdie Seitenflichen
Lrapeze.

Hat die gamge Pyvamide gleiche Seitenfanten, fo gilt dasfelbe von ber
Grginzungspyramide und dem Porvamidenftumpfe. Jjt die gange Pyrvamide vegel-
mifig, jo gilt dagjelbe von der Cuvgingungspyramide; damn Dheifpt aud) bder u-
georvige Byvamidenjtumpj vegelmafiq. Die Gvundflachen des lepteven find
regelmafige Polhgone von gleicher Seitenanzalhl; die Seitenflichen find congruente
gleidhichentlige Trapeze.

Aus der vorausgehenden Grflivung folgt, bdajs die Verlingerungen
per Seitenfanten eines Pyvamidenjtumpfes duvc) eimen wnd demjelben Punit
geben.

Das Prismatoid.

§ 175. Erklarungen. Die bisher betvachteten Kirper laffen fich als fpecielle
Fille einer allgemeinen Kovperform auffajjen, welche den Namen Prismatoid
fithet. Diefes hat zwet pavallele, im fibrigen vou etnander unabhingige Polygone
als Grundffichen und Dyetede, de mit etmer der beiden Grundfliden eine e
und mit der andeven eine Seite gemeinfdhajtlichy Haben, als Seitenflichen. Jn
bejonbeven Fallen veveinigen fich zwei devfelben gu etnem Bieved (Trapes, Pavallelo-
gramm). Die Bedentung dev Ausdviife Grundfanten, Seitenfanten,
Hihe und Mantel bes Prismatoides ijt ohueweiters lav.

Legt man durd) die Mitte einer Seitenfante des Prismatoides eine Fu den
Grundildchen pavallele Ebhene, fo halbiert diejelbe alle Seiten und die Hihe und
beifst ber Mittelfchnitt bes Prismatoides (Fig. 169).

§ 176. Benennung und Befchreibung der [pecicllen Avten. «) Wenn die
@eitenflidyen eines Prismatoides durchwegs Bievede find, jo heift e Obelist

5 (¥ig. 154). @chneiden fich die Verldngevungen der Seiten,
e fanten in einem Punfte, o find die Grundfldchen dbnlid
R " umd der Obelist ift ein Ryramidenjtumpf. Sind alfe Sei-

tenfanten pavallel, o find die Grunbdfladen congruente JPo-
[ygone, und der Obelist ijt ein Prisma. Wenn eine Grund-
flache des Obelisten in einen Punft ufommenjdyrumypijt, jo
geht Der Obelist in eine Pyrvamide itber.

b) Sind die Grunvflachen eines Prismatoives congruent,

ig. 154. bie Seitenflichen jedod) nidht Borvallelogroamme (wie beim
Prisma) fondern durdhivegd Dreiecte, fo et das Prismatoid Antiprisma.

¢) Lifst man die eine Grundfliiche eines Prismatoives in eine zur anderen
pavallele ®evade ober gebrodjene Linie (die @S cdhneibe) itbevgehen, jo erhilt
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man ein Polyeder, weldhes ebenfalls zu den Avten der Prismatoides zihlt und
@phenist (wortlid) itberfest: Keil) gemannt wivd.

Allgemeine Eigenfchaften der Polyeder.

§ 177, Bejiehnugen jwifdhen der Amgahl der Ecien, Flidhen, ﬁrmtrn
und RKontenwinkel (E, F, K, W). a) Die Anzahl der Kantenwinfel
eines Polyeders ift Doppelt jo groh als jeneder Kanten. W=2K,

Beweis. Die Seiten der Polygone, welde die Oberflache des Polyeders
bilben, fallen zu gweien in je cive Sante ujammen. Jhre Anzahl ift daber
boppelt jo grofy alg jeme dev Ranten. Alle Flichen des Polyeders haben mun
ebenjoviel Seiten als Winfel; daher ift die Anzahl der lepteven, weldhe Fugleid
die Rantemwintel bes Polyebers bilden, doppelt fo quof als jene der Kanten.

b) Die dreifache Anzahl dber Fladen eines Polyeders ijt
fleiner alg die doppelte Anzahl der Kanten und nur dann der-
felben gleich, wenn alle Fladen Dreiede find. 3F < 2 K.

Beweis. Wenn alle Flacdhen Dreiedte find, fo fjt 8.F die Anzahl dev Seiten
aller Flachen, jomit 37 = W = 2K ®ibt es jeboch unter den Flachen auch
jolche mit mehr als dret Seiten, fo ijt 3K fleiner al8 die Anzahl der Seiten
aller Flachen, jomit 37 < 2 K

Folaejah. Siud alle Fladen eines Polyeders Dreiece, jo founen diejelben
e in gerader Anzahl vorhanbden jein. :

¢) Die dreifadheAnzahlder Ecden eines Polyeders ift fleiner
als die doppelte Unzahl der Ranten und nur dann derjelben
gleid), wenn alle Eden Dreifante find. 3F < 2K

Beweis. Sind alle Eeen dreifeitiy, jo ift 3 E = W = 2K Ju jebem
anbderen Falle ijt 3L < 2 K.

Folgejap. Sind alle Ccfen eines Polyeders bdreijeitiy, fo fomnen bdiefelben
mir in geraber nzahl vorhanden fein.

d) Fiir jedes (convere) BPolyeder it die Summe aus der Aun-
gahl der Gden und jener der Fladen um.2 grifer als die Anzahl
per Ranten. £+ F= K + 2

Beweis. Vian projicieve alle Kanten des ge-
gebenen Polyeders auj eine Ebene und madhe die Pro-
jectionen jener Kanten, welde auf der dem Beobachter
sugewendeten Seite des Polyeders liegen, dued ftarfere
Qinien exfenmbar (3. B. AF, BE, FG u. . w.).
Die Projectiongebene fann ftets in eine jolde Lage
gebracdht werben, bdafs fie zu feiner Kante uud daher
auc) zu feiner Fliche des Polyebers normal ijt.
Dann wird jede Kante als Stvede und jede Fliche
als Polygon wvon derjelben Seitenauzahl projiciect.

Hocevar, Geometrie fitr Obervealidulen. 9

Fig. 155.
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Begeidhuet man aljo mit S bdie Winfeljumme fitr alle durd) Brojection bder
Polyederflichen exhaltenen Polygone (ABEF, BGF, FGHI, ... ABK, BCLE,
KAL), jectter it g, 5,0 L el 1k DiE @atenauaaﬁ[ ber a2 -
Ften Bolyeberflache, jo ijt

o - NG I O o Y el )

—(n, +m .. F ne)IR — F AR = (K —~ F4R.

@3 bedeutet ndmlich n, -+ =n, - . . . - ny die Anzahl der Seiten aller
Bolyederflachen und ijt daher = 2 i,

Die Zahl S fann jedoch auch gefunben werden, indem man zur doppelten
Winfelumnie deg Polygones A BCD . . ., defjen Umfang die dufere Beqrengung
ber Projectionsfigur bildet, foviel volle Winfel abbdiert, als Projectionen von
Gdtpuntten innexhalb ABCD ... liegen. Wenn aljo das Polygon 4 B C'D
m Edpuntte hat, jo folgt

§=2@m — )R + (B — m)AR = (B — 24LR.

Durd) Gleichiepung der beiden Werte von S exhilt man jdlieglid) X — F
=FE —2um K 4 = K 1 2.

Bujige. 1. Dex Lefrjah d) wird nad) dem bevithmten Wathematifer Cul ex
(geb. zu Bajel 1707, aeft. au Petevsburg 1783) der Culer’idhe Lehrjab genannt.
S bem obigen Beweife desjelben wurde jtilljchweigend vovausgejebt, dajs Ddev
Lefriap von der Winteljumme (§ 78) filr alle Polygone, welche fich durd) Pro-
jection ber Polyederfldchen ergeben, giltig ijt; ferner, dajs bdieje Polygone ecinen
Theil dex Gbene (ABCD .. .) zwveimal und nid)t Dijters bedecken. Su den
Gulevjden Polyedern, d. i jenen, fitv welde jener Lehrjab gilt, gehiven
alle convexen Polyeber. Um ein Polheder zu erhalten, fitr weldes der Euler’jde
Lehrjat nidht bejteht, demfe man i) aus einem Wiicfel eiven fleineven Wiivfel
jo ausgejdnitten, dajs eine Fladhe des lepteven in einer Flache des eviteven liegt.

2. Die Lehrfike ¢), &) wnd d) lafjen fich in folgender Weife ausdriicken:

SE+ o—=2K 3F+y=2K E+F=K+4+2...0,
worin @ und y gewifje pofitive gange Bahlen bedenten. Man hat @ = 0 3u
feert, wenw alle Ecken bes iBoIt)ebers"a Dreifante find, und y =0, wenn alle Flichen Drei-
ece find. Aus ben Gleichungen «) erhilt mcm duech) Aufldjen nad) K, F und K

E_4+1w+2J), F—-é—{——-—(?.ﬂ—l—ﬂ E=6+4+a+

(GF gtbt alfo fein Polyeder, weldjes weniger als vier Ecen, vier Flichen
und jechs Ranten befitt, Diefe fleinjten Bahlen evgeben fidh) jiix 2 =0, y =0
und entjprechen der dreijeitiqen Pyramide.

8. Gliminiert man K aus der evjten und dritten, Dievauj aus der zweiten
und oritten Gleichung «), fo folgt

E=2F—4—mE.————{—%—§—

alfo —f—i—%f{.EgQF—i.
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Hievaus evhilt man, wenn F gegeben ijt, die Gvengen, wijchen denen E
liegt, und dbann mitteljt des Culer’jchen Lehrjabes die Gvengen fitv AL

Die reqelmiBiqen Polyeder.
§ 178. Rehrfah. €s gibt nidt mehr alg fiinf (convege) regel
miafige Polyeder,
: 3 Pt " — P
Beweis. Cin Wintel eines rvegelmifigen m-Ccles betrigt QTZR? --------- s
Wenn 7 vegelmifige m-Ece ur Biloung einer Ecfe vevwenbdet wevden, jo betvigt

; i) Imdke — A&
die @umme der Kantemwintel L = R)n.

Die Jahlen m und » mitjjen

/
alfo nach § 162 o gewdhlt werden, dajs die Bedingung - -mRﬁ*—RE
< AR efiillt ift. Man exhilt daraus 2mn — 4n << 4m, aljo mn —
qm — 2n << 0 ober (m —2) (m — 2) << & Die Bahlen m und n miifjen
ferner den Bedingungen m =3, n =B odberm —2=>1, n — 2 =1
gendigen.  Aljo mitffen filv m — 2 md n — 2 jolhe Paave pofitiver ganger
Bahlen gewdhlt werderr, beven Product fleiner als 4 ift. Dies famn mur auf
TunT be11cf iebene Arten gmc[)cf)u[, wie aus der uad)mlqeuberwabdh exfichtlich ift.

m—2| n—32 m n K E I Benenmung
1 1 3 3 6 4 4 Tetracher
i 2 3 4 12 6 | 8 Oftaeder
1 3 3 5 30 12 20 Stojaeber
-2 1 4 3 12 8 6 Hegaeder
3 | 1 5 3 | 30 20 | 12 | Dodefacder

Um die entjprechenden Werte von K, I, K zu exhalten, leitet man zunddhit
ourd) DBetrachtungen, weldhe jenen in § 177 b) und ¢) gang analog find, bdie
Oleicungen mF = 2K und K = 2K ab. $Hierauf fubjtituiert man bdie
davaus Devechneten Werte vou L und F in die Gleidung L - F = K + 2

wd exhalt
2mn ok 2K
e k— (m—2)(n—2) e st

Die mit Hilfe diefer Gleichungen gejundenen Werte von K, E und F {ind
in ber obigen Tabelle zujammengeftellt.

Bufdge. 1. Jm Borausgehenden ift nur bewiefen worden, dajs es nidt
mehr al$ fiinf (convexe) vegelmdfige Polyeder geben famn. Der Beweis fitv die
Grijteny diejer fiinf Kdvper mujs durch die Confjtruction derjelben evbracht yerden.
Sie heifen aud) die Platonijden Kbrper, da fie von Platon (geb. zu Athen
tm Jahre 429 v. Chr.) und deffen Sdhiilern eifrig unterjucht youvden.

9*
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2. Dic Definition ber vegelmipigen Polyeder lautet eigentlidy:  Ein
Polyeder Deift vegelmdpig, wenn alle Fladhen vdesfelben congruente regelmifige
Lolhgone find, und wemn alle Scen desjelben gleichviel Seitenflachen Haben.”
MWan fonn ndmlid) nadpoetjer, bdajs die Gcdenw unter dem eben angefithreen
Bevingungen auch congruent wnd vegelmapiq jind. Da jedod) der Beweis fiiv
diefe Behauptung tn Bezug auf dag Jfofander jehr langwierig ift und in Be-
aug auf die itbrigen regelmiBigen Polyeder leicht gefunbden wird, jo foll er in
diefem Lefyrbudhe itbergangen werden.

3. Aus der obigen Tabelle ijt erjichtlich, dafs man dem Oftacder das
Heraeder wnd dem Jfojaeder dag Dodefacher devavtiy zuovdmen fanm, dajs je
awet einanber zugeorduete Kovper gleichviel Kanten befien, und bdajs der eine
ebenjoviel Gden hat als ber andeve Flachen. Der Guund fiiv diefe: Erjdheiming
liegt davin, dajs die ©leihungen mF = 2K, n B = 2K mud E + F =
K 4 2 in {idy felbjt itbergehen, wenn in denfelben B und F und gleidyeitig
mound n vertajd)t werden. — Aug jedem der genaunten vier Kbrper erhilt
man den zugeordueten, wemn man die Gcen des exjteven durch Cbenen derart
abfchueidet, dajs vou jeder Flache wur der Mittelpuntt als Sdheitel einer neuen Ecte
itbrighleibt, Daraus geht aud) hervor, dajs man in gleicher Weije das Tetvacder
jid) felbjt zuovomen fon.

Der Cylinder,

§ 179, Crklovungen nud Lehrfibe. ) Oleitet cine Gevade lings eines
Rreifes und bleibt zugleich einer vou der Ebene des Kreifes gejchuittenen Geraden
pavallel, jo bejcyreibt fie eine frumme Flache, weldhe Cylinderflade genannt
wird. Jft die Leitlinie eine Deliebige frumme Linie, fo exhilt man eine
Cylinberfladhe im allgemeinijten Sinne des Wortes. Jm Nad-
folgenden oIl unter ,Cylindecfliche” jtets die zuerjt exflivte d. i bdie Kreig-
Cylinderfliche verftanden werden, aufer wenn dev allgemeineve Vequiff ausbritctlich
vorauggefept wicd.

/ oene Gevave, weldhe durc) den Meittelpuntt des

B, Reitfreijes geht und zu frgend einer Lage dev evzengen-
dent Gevaden pavallel ift, Heifpt die Achje der Eylin-
perflache. Der von der Cylinderfliche begrengte wnd
nad) awei entgegengejebten @eiten offene Raum et
efn chlindrijdher Raum.

- b) Jebe zur Ehene bes RLeitfreifes
pavallele Gbene jdyneidet den cylindrijden
Raum in einem dem Leitfreife gletdhen

Fig. 156. Rreije, dejjen Mittelpuntt inderAdje [iegt.

Beweis, €3 fei 4B C der Leitfreis und OO, die Adhfe der Cylinderfliche;
ferner feten A 4,, BB, CC,,... befoudere Lagen der evzeugenden Gevaden und
4,, B, C,... dic @Sdnittpuntte derfelben mit einer Ehene, weldhe durd) trgend
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einen. Puntt O, der Achje pavallel zur Chene des Leitfreifes gelegt wird. Dann
find die Bievedte 400, 4,, BOO,B,, COO,C,,... Parvallelogramme, dafer ijt
A O = A0 B0 =" B0, Y00, =00 oo ) A4 0 == B, On—
0

Folgefap.  Wenn etne Kueisfliche pavallel zu fid) felbjt jo fortbewegt wird,
pajs ihr Mittelpuntt eine Gevade befdhreibt, jo bejdreibt fie einen cylindrijchen
Rawm.

¢) Der Theil des cylindrifehen Ranmes, welcher zwijchen awei um Leit-
freife pavallelen Schnittebenent ober jwijdhen einer diefer Ghenen und dem Leit-
freife enthalten ijt, heift ein E€ylinder (genauer ein Kreiseylinder).

Die Oberfliche des Cylinders bejteht aus den beiden Grundfladhern,
weldhe gleiche und pavallele Kveife find, nnd der frummen Seitenjliche ober dem
Mantel. Die gerade Verbindungslinie der Mittelpuntte der beiben Grundflachen
et die Achje, der Abjtand Der Deiden Grundflachen (O, P) die Hodhe des
Cylinders. Jede ©trece, weldhe von den Eudpunften zweier bdivect pavalleler
Radienw der Deiden Grundildchen beqrenst wird, with eine Seitenlinte des
Cylinders genannt. Alle Seitenlinien eines Cylindbers find einander mmd der
Achie gleich und parallel und fallen in den Mantel des Cylinders.

§ 180. Eintheitung. Gin Cylinder heift gerabde oder jdhief, je nad-
dem feine Achie su den Grundfldchen novmal ober fehief ift. Jm gevaden Eylinder
ijt bie Achje zualeich die Hohe. Der gerade Cylinder fanun anch dnvch Rotation
eines Nechtectes nm eine Seite entftehen; man 3ahit hn dabher zu den Notations-
firpern wund feinen Mantel, fowie die entfprechende Eylinderflache zu ben Rotations:
flachen,  Sedev gevade Gylinder, in welhem ber Durchmefjer der Grunbdfldche
gleich der PHohe ijt, heipt gleidyjeitig. :

§ 181, Adyfenfdynitte. Qegt man durch) die Acdfe eines Cylinders eine
Gbene, fo heifit die erhaltene @dymittfiqur ein Achfenjdhnitt des Cylinders.
Alle Achfenjchnitte ecines Dbeliebigen Cylinders find Parvallelogramme (§ 179¢);
im gevaden Cylinder find fie congruente Rechtecke und tm gleichjeitigen Cylinbder
congruente Quadrate.

Qener Achfenfchnitt eines jdhiefen Cylinders, welcher die Projection der Achie
anf ene Guundfldche enthilt, heifit vas dhavatterijtijde Pavallelogramm
Des Cylinbers. Seine Ebene ift zu den Grvundflachen novmal; jeine Hohe ijt
augleid) die Hihe des Cylinders und jeine jpiten Wintel find gleich dem Neigungs-
winfel der Adje ober irgend ciner Seitenlinie zur Grundfldche. :

Unter den Achienfchnitten eines jchiefen Cylinders gibt es nuv ein Rechted.
@eine Gbene wird durc) bdie Achje und jenen Durchmefjer der Grundflache
Dejtinumt, welcher zur Adhje normal ijt. Da diefer Duvdhmefjer zur Chene des
davatterijtijhen Parallelogrammes novmal ijt (§ 155¢), fo ijt aud) diejes zum
rechtectigen Achjenjchnitte novmal.
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§ 182. Berithrungsebenen dev Cylinderflache. Wenn eine Chene
eine Tangente ver Grundjlade eines Eplinders und die dem Be-
vithrungspunfte entipredhende Seitenlinie enthalt, jo Hat jie
aufer der @eitenlinte feinen Punft mit dem CEylindermantel
und der entipredhenden Eylinderilade gemeinjdhaftlic). Sie heift
daher eine Beviihrungsebene oder Tangentialebene des Eylinder-
mantels ober dev entipredenden €ylinderflade.

Beweis. Hitte jene Ebene e aufer der Seitenlinie s nodh einen Punit 4
mit der Cylinderfliche gemeinfhaftlich, fo miijste die durd) A 3u s gezogene Parallele
einerfeits in der Ebene a (Definition der Pavallelen) und andeverjeits im Cylinder-
mantel legen (§ 179). Die Cbene o witrbe aljo Denw Chlindevmantel i zwei
@eitenlinien und daher den Umjang der Grundiliche in swet Punften jdhneiden,
wag bev Vovausjehung widerjprict.

§ 183, Ein- nud umgelchricbene Prismen. Wenn die Seitenfanten eines
Prismas gugleid) Seitenlinien eined Cylinders jind, fo dajs die Grundfldchen der
beiden Kbrper in diefelben Ebenen zujammenfallen, jo heift das Prisgma dem
Cplinder eingejdhrieben und legtever dem evjteven umgejhrieben. Die
Grundfldachen des eingejchriebenen Prisuas jiud den Grundflacdhen des Eylinders
cingefdhrieben.

Wenn die Seitenjlichen eines Brismas BVevithrungsebenen des Mantels eines
Cylinders find, witd wemt bie Gvunbdflichen der beiden Kovper in diefelben Ehenen
fallen, jo Dheifit dag Prisma dem Cylinder umgejhrieben und lepterer
dem exfteren eingejchrieben. Die Guundfldchen bes umgejchriebenen Prismas
find den Grundfldchen des Cylinders umgejdhrieben.

Der vﬁegel wd der Heqelfumpf.

§ 184. Erklivungen wud Lehrfibe. o) Oleitet eine Gevabe jo lings
eines RKreifes, dafs einer ihrer Punfte, weldher nicht in dev Ehene des Kreifes
liegt, feine Lage unverdudert beibehiilt, fo bejdyreibt fie eine Regelflache ober
conijde Fliade.

Beziiglich ver Kegelfladhe im allgemeinften Sinne des Wortes
fieh die analoge Bemerfung tme § 179,

Der fejte Punft der erzeugenden Gecaden heift der Sdyeitel oder bie
@ypipe, die durd) den Sceitel und dem Mittelpuntt bes Leitfreijes bejtimmte
Gerade die Achfe der Kegelflache. JFener von der RKegelfliche begrenzte und nady
el entgegengefepten ©eiten offene Noaum, welder die Achje enthilt, wird ein
fegeljdrmiger oder conijcher Raum genannt.

b) Sebe zur Ebeme des Leitfreifes pavallele Gbene (aus:
genonnen jene, welde den @deitel enthilt) fhneidet die Kegel
flade in etnem Rveife, deffen Mittelpuntt in dev Adje liegt



Beweis. Es fei A BC der Leitfreis uwnd O 8
bie Adhie ber Kegelfliche; ferner feien A4S, BS, C'S,. ..
bejonbere Qagen ber erzeugenden Geraben wd A4,
B, C,... bde Sdnittpunfte derfelben mit einer
@bene, weldhe durch einen Deliebigen (von S verjdie-
denen) Puntt O, der Achfe pavallel yur Chene des Leit-
fretfes gelegt with. @8 ift dbanu A A0SO 4,0,85,
BOSoLB,O,S,...;wennaljp 08: 0,8 = m ge- 4
fetst wird, fo folgt A0 =m 4,0,, BO=mB,0,,...
und wegen 40 = BO =... aud) 4,0, =
B =...

Gbenfo wixd Dder Beweis gefithrt, wenn der
@deitel zwifchen dem Leitfreife und der pavallelen Sdynittebene liegt.

¢) Jener Theil des fegelformigen Raumes, weldher zwijdhen dem Scheitel
und ber Gbene bdes Leitfreifes ober einer pavallelen Schnittebene enthalten ijt,
Deifit ein Segel (genauer ein Sreistegel).

Aug der Befchreibung dev Pyramide und des Eylinders ijt die Bedeutung
per Ausbriicte: Grundfladhe, Mantel, Sdheitel odber Sypise, Adhfe und
$Hbhe des Kegels ofjneweiters flav.

Jede Strecte, weldhe von der Spite eines Kegels und einem Punfte des
Umfanges der Gvundflache begrenzt wird, heift eine Seitenlinie des Kegels;
jie fallt gang in den Miantel desjelber.

§ 185. Eintheilung. Gin Kegel heift gerade oder fdhief, je nacdem
fine Adhje sur Grundflache novmal oder fdhief ift. Jm gevaden RKegel ijt die
Adpfe zuqleich die Hihe; feine Seitenlinien find einander gleid). Der gerade
Regel famn aud) durc) Notation eined rvedhtwintligen Dreiees wum eine RKathete
entjtehen; man 3aflt ihn daher zu den Notationsfdrpern und feinen NMantel jowie
die entjprechende Regelfldche su den NRotationsflachen. Jeder gerade Kegel, in
welchemt der Durchmefjer der Grundfliche gleic) einer Seitenlinie ijt, beifpt
gleidhfeitig.

§ 186. Adfenfdhnitte. Legt man duvd) die Achje eines Kegels eine Ehene,
fo Deifit die erhaltene Schmittfiqur ein A jenjdnitt bes Kegels. Die Adbjen-
fchnitte eines jchiefen Regels jind im allgemeinen ungleichieitige Dreiecte; jene des
gevaden Regels find congruente gleichjchentlige Dreiecte und jene des gleichjeitigen
Reqels congruente gleichfeitige Dreiecte.

Sener Achfenjchnitt eines jdhiefen Kegels, welder zugleich die Hohe enthalt,
Deift das davaftevijtijhe Dreied des RKegels. Seine Chene ift zur
Grundfldche novmal; feine Hobe ijt sugleich) die Hohe bes Kegels; feine Seiten
jind der Durdhmefjer der Grundfliche, die fiivgejte und die linajte Seitenlinie des
fegels (§ 1555, Bujap wnd § 153).

5

Fig. 157.
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Unter den Achfenjdnitten eines jdhiefen Kegels gibt e aud) ein gleichjchent-
liges Dretect, deffent Chene zu jener des dhavatteriftijhen Dretectes novmal ijt (§ 181).

§ 187, Berithrungsebenen dev Kegelflidie. Wenn eine Chene eine
Tangente der Grundjlide eines Regels und die gum Beviihrungs-
punfte gezogene @eitenlinteenthalt, fo hat jie aufer ber Seitens
linte fei nen Punit mit dem Kegelmantel und der entfpredhenden
Regelflade gemeinjdyaftlid. Sie heift daber eine Berviihrungsebene
pes Regelmantels oder der entipredhenden Kegelflade. Beweis wie
in § 182,

§ 188. Ein- und nmgefchricbene Pyramiden. Wenn die Seitenfanten
einer Pyramide zugleich Seitenlinien cines Kegels jind, fo dajs die Grundilichen
ber betden Kbrper in eine Gbene ujammenfallen, fo bheifit die Pyramive dbem
Regel cingefjdhrieben und lefterer der evjteven umgejdhricben. Die
Guumbdfldche der eingejchrichenen Pyvamide ijt der Grundjliche des Kegels ein-
gejcyrieben.

LWenn die Seitenflichen etner Pyramide Vevithrungsebenen des Mantels
eines Regels find, und wenn die GSrundflachen Leider Kbrper in einer Cbene liegen,
jo Deift bie Pyramide dem Kegel umgejchrieben und lepterer der exjteren
etugefdyrieben. Die Grundfliche der umgejdyricbenen Pyvamide ift der Grimd-
flache des Regels wmgejdrichen.

§ 189. Der Keqelfinmpf. Jeder Kegel wird duvd) eine zur Grundfldche
parallele Ecdnittebene in et Sdvper, einen Kegeljtumpf und den Crgdn-
sunggfegel gerlegt. Die Bedeutung der Ausdrite: Grundjlichen, Mantel,
Hihe, Seitenlinie, Adhfe und Achjenjdnitt des Kegelftumypfes it
nach dem Vovauggehenden ohneiveiters tlar.

Der Kegelftumpf Heipt gevade ober jhief, je nachdem feine Achje su den
Grundflachen novmal ober jhief ijt.

Die Achienjchnitte eines Kegeljtumpies find Trapeze, und zwar betm geraben
RKegelftumpfe congruente gleichjchentlige Trapeze. — (S[)amften]hfcbez und gleich-
fdhentliges Trapes eines fchicfen Kegelfhumpies.

Die Kugel,

§ 190. Erklarungen. Wenn ein Halbfreis um den ihu  begrengenden
Durdymefjer als Achfe in demjelben Siume fjolange rotiert, bis er wieder feine
Anfangslage evveicht, jo bejchreibt ev eine gejchlofjene Fliche, welche Sugeljlache
genannt wird. Der von der Kugelflache eingejdhlojfene Rawm Heift Kugel oder
Sphive. Die Kugelfliche gehdrt alfo zu den Notationsjlachen und die Kugel
a1t Den Rotationstorpern.

Da ein beliebiger Punft des evzeugenden Halbfveijes bei der Rotation feinen
Abjtand vom unbewegten Mittelpuntte nicht verdndert, fo haben alle Puntte dev
Sugelfliche gleiche Abjtinve von jenem Mittelpuntte. Diefer Deift auch Miittels
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punft oder Centrum der Kugeljldche und der Kugel. Jede Verbindungsjtvede
ves Mittelpuntted mit etnem Punite dev Kugelflache heifst Halbmejjer Madiusg).
Jeve von 3wet Puntten der Kugelflache begrenzte Strece wivd Sehue, und
wenn diejelbe durc) das Centrum geht, Durdymejjer (Diameter) genannt.
Die Cndpuntte eines jeden Durchmefjers beiffen Gegenpuntte der Kugelfliche
Folgejage. 1. Alle Radien einer Kugel find gleid).
2. Jeder Durchmefjer ijt dopyelt o quof als ein Radius derfelben Kugel.
3. Alle Durchmefjer einer Kugel jind gleid.
4. (eder Durchmeffer ift grifer als jede andeve Sehme devjelben Kugel (§ 43).

§ 191 Rugelflache und Punkte. ) Cin Punit liegt anf einer
Rugelilade, innerhalb obder auferhald derjelben, je naddem
fein Centralabjtand (Ubjtand vom Centvum) gleid) dem Radius, flei-
ner ober grdfer ift als devjelbe. Bugleih gelten die Umtehrungs-
fape Die BVeweife find jenen in § 45 analog.

Folgejage. 1. Der geometrijhe Ot aller Punfte (im Roawme), weldhe von
cinem Punfte O den Abjtand + befigen, ijt die Qugelflache mit dem Centrum O
und dem Radiug 7.

2. Haben zwet Kugelflachen ein geneinjdhajtliches Centvum wund gleidhe
Radien, fo declen fie fich volljtandig. Daher heifen Kugeln mit gleichen Nabien
congruent oder andh gleic).

b) Jedrei Punfte einer Kugelfldache [iegen nidht indevjelben
Gervadben (§ 32¢, 1. Folgefah).

¢) Durd) vier Punfte, weldye nidht in einer Chene liegen, ijt
eine Kugelfladhe eindentig beftimmt.

Beweis, Siud 4, B, C, D bdie gegebenen Puntte, fo founen je drei der-
felbenn widht tn etner ®evaben legen, weil jonjt alle viev Punite derjelben Chene
angehdren wiivben. Die Puntte 4, B, C' bejtimmen alfo einer Kreis, defjen
Adje @, d. i Ddie im Mittelpuntte su feiner Ebene ervidhtete Novmale, Dber
geometrifche Ot aller Puntte ijt, weldhe von A4, B und €' gleiche Abjtinde Hhaben
(§ 1588). (Die Adje faun aud) als Durdhjchnittslinie der Symmetvalebenen
der Strecten 4 B und B C aufgefajst werden, da jeder ihrer Puutte von 4 und B,
ferner von B und C gleiche Abjtinde hat.) Wenn nun die Symumetvalebene 7 der
©trecte CD die Achie @ in einem Pamfte O jhueidet, fo hat diejer von den Punften
4, B, C, D gleihe Abjtande; er ift aljo dag Centrum einer Kugelflache, welche
die vier gegebenen Puntte enthilt w. §. . wie in § 45e.

Die Gerabe o fann nidht zu 7 poavallel jein. Denn legt man ded) a eine
Gbene, weldhe 7 in der Gevaden ¢ jdhneidet, fo wdre dann @ || ¢ und wegen
al ABC aud) ¢ 1 ABC. Davaus {dhliept man y L ABC; alfo miijste
CD in der Ghene 4 BC liegen (§ 151 ¢), wad der Vorausjepung widerjpridt.
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Ebenfowenig darf angenomuten werden, dajs @ in der Chene y liegt. Denn
pann wive y L ABC . §. f.

d) Unter allen ©treden, weldhe einen gegebenen Punft mit
ben Punften einer Kugelfladhe vevbinden, ift jene die grdfte,
weldje dag Centrum enthdalt, unud jewe die fleinjte, deven Ve
lingerung durd) dbag Centvum geht. Beweis analog wie in § 45d.

§ 192. Augelflide und Gerade. «) Cine Gevade Hat mit einer
KRugeljladye feinen Puntt, einen Punft oder ywei Puntte gemein-
fhajtlidy, fe naddem ihr Centralabjtand grdfer, ebenjo grof
ober fleiner ijt als der RNabding. Jugleich gelten auch die UmEehrungs-
fage. DBeweife analog wie in § 46.

b) Hat eine Gerade nur einen Puntt mit einer Kugeljliche. gemeinjdaftlid
jo Beift fie eine Tangente devjelben, und der gemeinjdajtliche Puntt heipt der
Bevithrungspuntt, Aud) bier ijt die Tangente als die Gvenzlage einer
®evaden aufsufajjen, weldhe zwei Punfte mit der Kugelflache gemeinjchaftlic)
hat und um einen diejer Puntte fu[qnm gedreht wird, Dbig der andeve mit ihm
ujanmenfallt.

Die Tangente einer Kugelflade ift novmal u jenem Nadiug, welcher zum
Berithrungspuntte gezogen ijt.

Dev  geometrifdhe Ovt aller Taungenten, weldhe eine Kugelfliche tn einem
gegebenen Punktte bevithren, ijt eine Gbene, weldhe nuv einen Puntt mit der Kugel-
flache gemeinjhaftlich hat (§ 193).

c) leidhen Rugelfehnen entipreden gleicheCentralabitande,
und dber groferen von zwei verjdiedenen Kugelfehuen entipridt
per fleinere Centralabjtand Bugleih gelten die Umfehrungsjape.

Beweife. Begeichuet man mit », s und ¢ die Langenzahlen des & S“uqu[mbiué’:,

2

einer Kugelfehne und ihves Centvalabjtandes, jo ijt ¢ = ]/rz— e

Fitr eine 3ieite Kugeljehne evhilt man ¢, = V 2 e

e e e e

§ 193. Rugelfliche umd Ebene. o) Cine Ehene hat mit einer
KQugeljlade feinen Punift, einen Punft oder eine Kreislinie
gemeinfdyaftlich, je nadhdem ihr Centvalabjtand grifer, ebenfo
grof oder fleimer ijt als ber Rabius. Bugleid gelten bdie Um:
fehrungsjiate.

Beweife, Die exften zwei Flle Tmb analog s behanbeln ioie die ent
Pprechenven im § 46. Jit ferner OC L « und OC << 7, fo lege man durd
O C' cine Gbene umd bejtimme in der Durchjchnittslinie derfelben mit der Ehene
einen Puntt 4, fiiv welhen O 4 = ijt. (Wegen O C << r ijt diefe Conftruction
jtetd ausfithrbar.) Vejchreibt man mun in der Ebene a cine RKreislinie mit

4
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dem Centrum € und dem Nadiug C'4, fo Haben
alle Puntte derjelben und wur diefe den Abjtand »
bom Sugelcentvim (§ 153). Dieje Kreislinie {jt
alfo der geometvijdhe Orvt aller Punfte, welde der
Kugelflache und der Cbene gemeinjdhaftlic) jind. —
Die Umtehrungsiibe fonnen indivect bewiefen werven.

b) Dat eine Ebene mur eiven Puntt mit einer
Kugelflache gemeinjchaftlich, jo Deit jie Beviih-
rungs- oder Tangentialebene, und der ge- §ig. 158.
meinjchaftliche Puntt beipt Berviihrungspuntt.

Die Bevithrungsebene ijt auf dem gum Bevithrungspuntte gezogenen Radiusg
novmal. Weldhe Umlehrungen [Gist diefer Sap zu?

¢) Wenn eine Chene melhr als einen Punft mit etner Kugelfliche gemein=
jhaftlich hat, fo jdmeidet fie Diejelbe in einem Rueife, weldher Kugelfreis
genannt. Aus a) ergibt jid) jofort der Sap:

1. Die Novmale vom Kugelcentrum auf vie Ehene eines
Rugelfreifes hat dasg Centrum des lepteven zum Fuppuntte.
Welche Umbehrungen [ijst diejer Sap zu ?

Bezeichuet man mit », ¢ und ¢ denw Radiug einer Kugel, den @ CentmIaBitanb
ber Ghene eines Kugellbreijes und ben RNadius des lepteven, jo ijt o = Vi — 2
Daraus folgt:

2. Bu gleidjen (Sultla[nb]"tﬁubut gehbren auf berjelben
@uqc[ gleiche Rugelfreife und numgefehrt.

3. Dem tleineren Centrvalabitande entjpridt auf devjelben
.S“Dngc[ der griofeve Rugelfreis und umgetehrt.

4 Unter allen Kugelfreijen jind diejenigen die griften,
beven Gbenen das Kugelcentrum enthalten. Sie Heifen dabher grifite
Rugeltreife ober Hauptfreife, wahrend alle andeven Kugelfveife Neben-
freife genannt werden.

5. Alle @anpthetu ‘Dm]e[bcn fugel find einander gleid);
bennt ber Durchmeffer cines jeden ijt augleidh Duvdymefer der Kugel.

6. e zwei Hauptiveije einer Kugel {dhneiden einander Fin
3wet Gegenpuniten der Kugelflade.

7. Durd) gwei Gegenpunite einer Rugelflade laffen jid nun-
enblich) viele Hauptfveife devjelben Rugel legen, wihrend durd
trgend zwei andere Punfte dev Kugelflide ein Hanptireis ders
felben einbeutig beftimmt it

8. Die Adfe eines jeden Kugelfreijes geht durd) dbag Kugel-
centvum (Umfehrungsfap su 1.). Die Scnittpuntte der Achje mit der Kugels
flache werden die Pole des Kugelfreijes genannt,
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9. Alle parvallelen Kugelfreije haben die Adhfe und die Pole
gemeinjdyaftlic.
d) ©dneidet man eine Kugel durd) eine Chbene, o zerfallt fjie in wei
Korper, welde Kugelabjdynitte oder KRugeljegmente Dheifen, und bdie
Sugelflche zecfallt in zwei Fladen, weldhe Kugelmiipen, Kugelfappen oder
Calotten heifen. Die Oberfliche eines Kugeljeqmentes bejteht aus einem Kreife,
der Grundfliche, wnd einer Calotte, dem Mantel. Grrichtet man die Adhje v
Grundfliche eines Kugeljegmentes, jo heifit der von der Gruudfldcdhe und dem
Mantel beqrengte Theil dev Achje die Hohe des Kugeljegmentes und der
gugehirigen Calotte.
Der Theil einer Kugel zwifdhen zwel pavallelen Sdhnittebernen heipt Kugel-
fdhichte wnd der zwifden den povallelen Scdnittebenen enthaltene Theil der
Kugelflidhe Kugelzone oder einfad) Bone. Die Oberliche einer Kugeljdhichte
bejteht aus zwei pavallelen Kugelfveifen, den Guunbdflachen, wund einer Kugelzone,
vem Mantel.  Der Abjtand der beiden Srunbdflichen heift die Hohe der Kugel
jhichte und dber zugehdvigen Kugelzone.
Nimmt man dag Kugelcentrum als Spite wnd einen Nebenfreis als Leit:
| linte einer Segelfldche, o Deit der vom der [lepteren eingejchlofjene Theil dex
’3S\nge[ ein Rugelangjdyuitt oder S‘uqc[]cctol Die Oberflade desjelben
% bejteht aus dem Wantel eines geraven Kegels und aus einer Calotte.
T\ Die im BVovausgehenden bezeichneten Theile der Kugel und ber Kugelfldche
| gehiren 3u den Notationsforpern, beziehungswetje Rotationsfladen. Nian bejtimure
the Flachen und Linden, duvd) deven Notation jene a)ufc beL Sugel und Kugel-
\lache exhalten werben.

§ 194 Dic fingel und ihr cin- oder wmgefdyricbene Korper. o) Gin
PBolyeber Heift einer Kugel eingejdhrieben, wenn die Sdeitel feiner Celen
in ver Kugelflache liegen, und umgejdrieben, wenn jeine Flachen Bevithrungs-
chenent Der Sugelfliche find.

Gin Cylinder heifit einer Kugel cingejdhrichben, wenn feine Grumd-
fltichen diejer Kugel entjprechende Kugelfreife find, wnd wmgejdhricben, wenn
jowoll die beiden Grundflichen als and) alle Seitenlinien die Kugelfliche bevithren.

nalog louten die Crildvungen fiiv den Kegel wnd den Kegeljtuumpf.

b) Jedem vegelmiaBigen Polyeder [afst jid) eine Kugel ein:
jdhreiben und eine Kugel nmjdyreiben. Die Mittelpuntte der
beiden Rugeln fallen in einenPunit Gen Mittelpuntt des vegel-
mafigen Polpeders) zujammen.

Beweis, E8 jeien A B Cund A CD zwei aneinanderjtofende Flacdhen eines
regelmdfigen Polyeders, E und F ifre Mittelpunfte, wd & fet der Halbie-
amgdpuntt hrer gemeinjdajtlichen Seite AC. Damn it EG L AC und
FGAC Al
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Davaus folgt, dajs die Cbene EGF jux
Rante A C, aljo audy zu den Fliden 4B C
wmd ACD nwovmal ift, und dajs EGE dex
Neigungswintel diejer betven Fladjen ift. Weun
man nun i Zound F die Jovmalen s den
~ betvachteten Fldchen conjteuiert, fo liegen Ddie-
felben in dex Gbene EG F (§ 151 ¢) md jdhneiden
fih in einem Puntte 0. Bon diejem Punfte i
 [dfst fich Deweifen, daj$ er jowohl vou allen Fig. 159,

Fladgen, als aud)y von allen Cckpunften bdes
Polyeders gleiche Abjtande hat, dajs er alfo der Miittelpunft der ein= und der
umgejdhricbenen Kugel iit.

@8 ijt namlich A EGO 2 FGO, aljo EO = FO wmid <€ EGO
LTG0 = %
Flachen des Polyeders bedeutet.  Ju analoger Weife findet man, dajs die in den
Mittelpuntten F und I der Flichen A CD wd D CK exvidhteten Novmalen
diefer Flachen fich in einem Puntte O, jdhneiden, jerner dajs FO, = IO, und
= BHOE - THO, — —g— tjt.  Aug ber Congrueny der Drvefede KGO und

~

FHO, folgt weiter #'0 = FO;, b. §). die Punfte O wnd O, fallen zujammen.
Aot O =) i — O == B R = ()8 —— S O == ORI

Gbenjo verfahet man, wenn die Fladen des betvadhteten Polyeders Quadrate
oder regelmafige Fiinfecte jind.

Folgefak. Jebes regelmifpige Polyeder [dst fid) in ebenjoviel regelmafige
Povamiden zeclegen, als es Flacdhen hat. Die gemeinjdajtliche Spite der Pyra-
miden ijt der Wittelpuntt des regelmiBigen Polyeders.

§ 195. Bwei Rugeln, Haben zwel Kugeln oder zwel Rugelflichen den
Mittelpuntt gemeinjchajtlich, jo heifen fie concentrifd), in jedem andeven Falle
excentrifd). Der von zwei concentrijhen Kugelflachen eingejchlofjene Raum
wird eine Hohlfugel genannt.

Aus dem § 52 ecfennt man leicht die Bedeutung der folgenven Ansbriice:
Centrale; Centralabjtand; zwei Kugelin {dhlicfen einander aus;
cine Rugel fdhliefit die anbdeve ein; zwei Kugeln berithren
einanber; die Bevithrung it etne dufere ober eine inneve; gmwet
Rugelfladen fdhueiden einander.

Auch die gegenjeitige Lage zweier Kugeln [6ist fid) analog wie jene zweier
Rretfe aus der Grife des Centvalabjtandes und bder betven RNadien ecfennen.
Bon den entfprechenden Shpen mufs der folgende hervorgehoben werden:

_Bwei Rugelflidhen jdhneiden einander, wenn ihr Central
abjtand tleiner ald die @umme uud grifer als die Differens dex

wemt o den  Neiqungdwinfel je zweier aneinanderjtofender
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beiden Nadien ijt; die ©Sdhnittfigur ijt eine Kreislinie, deven.
Mittel punft tn ver Centrale liegt. '

Beweis. Sind O und O, die Mittelpuntte der beiden

5 Kugeln, ferner » und »; die entfprechenben Radien, o ijt

nad) der Bovausjepung » —r, << 00, < r + 7. Wan

& faun aljo in ivgend eimer durd) OO, gelegten Ebene ein

P s \q Dreied OO, M conjteuieren, i weldhem OM = r und

U OM = r_ ijt. Dam ijt M ein gemeinjdjaftlicher Puntt

der beiben Sugelflichen. Legt man mum durd) M die Cbene

wormal su OO, und begeihnuet mit C' den Schnittpruntt

vouw & wnd OO0, fo ift bie in « liegende Kreislinie mit

vemt Gentrum €' und bem Radius C' M Der geometrifche Ort
allee Punfte, welche beiden Kugelflachen gemeinjdajtlich jind (§ 153).

§ 196. Figuren in der Hugelfliche oder fphivifye Figuren, o) Fwei
Punfte einer Kugelfladpe, weldhe nidht Gegenpunite jind, bejtimmen einen Haupt:
freis wnd find ugleich Cudpunite zweier. Bogen desfelben. Der feineve diefer
Bogen Heifit der fpharijdhe Abftand der beiden Puntte, :

yeder Pol eines Kugelfreifes hat von allen Puniten des-
felben gletdye fphavifdye Abjtande (§ 490), welche jpharvifde Halb:
mejjer bes Kugelfreifes genannt werden.

Der fpharvifde Halbmejjer eines Haupttrveijes betrigt 900,

Hat ein Puntt einer Kugelfliiche von zwei anbdeven Luntten derfelben, weldhe
nicht Gegenpuntte find, den fpharijdhen Abjtand von je 90°, fo ijt er ein Pol
bes durcy jene zwei Punfte bejtimmten Hauptiveifes.

b) Unter einem fphavifden Wintel oder dem Winfel weier fich
fdreivender Hauptfreisbogen verjteht man den Wintel dev Deiden Tangenten,
weldye im Durdyjchnittspuntte dex Bogen an diefelben gelegt werbden.

@0 3. B. witd die Grdfe des fphirijchen
Winfels 4 B C' dued) den Winfel M BN der Tan-
genten BM und BN angegeben, Die Bogen B A
_\ und BC fheifien die Sdjenfel und der Scnitt:

4, pukt B der @dyeitel deg fphivijdhen Wintels AB C.
0 Folgefage. 1. Jeber fphavijhe Wintel ift
gleic) dem Neigungsivintel der beiden Ebhenen, in
weldhen feine Sdyentel legen.

2. Gin jphavijcher Winfel wird durch den von

Fig. 161. jeinen @djenfeln Degrensten Bogen jenes Haupt:
freifes gemejfen, weldher den Scheitel des fphavijchen Wintels zum Pole hat. — Jit
ndmlich (Fig. 161) A C 4, jener Hauptbreis, weldher den Scheitel B e jphirijchen
BWinkels 4B C zum Pole hat, fo ijt der Bogen A C dag Maf des Winkels 40 C
und wegen O4 | BM, OC || BN aud) dag Map des Wintels M BN,

Fig. 160.
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¢) Bwel Hauptirete zerlegen die Kugelfliche n vier Theile, welche {pha-
rijdhe Bweiede genannt werben; 5. B. BA B CB (Fig. 161). Die beiden
iphavijchen Wintel eines jpharijhen Bweiectes find einander gleid).

Man faun fid) dag jphivifche Bweiedd anch) durd) NRotation eines Halb-
freifed um den ihn Degrengenden Durchmefjer entftanden denfen wnd erhilt dann
auch fphavijdhe Bweiecte, deven Winfel mehr als 2 B betragen.

d) Drei Hauptireije, devenw Cbenen fidh nicdht in einer Servaden jchneiden,
seclegen die Sugelfliche n acht Theile, weldhe jphirijdhe Dreiecte genannt werden;
58B. ABC, A BC, . .. (Fig. 161). Dem Dreiede ABC entjpricht 4, B, C,
als Gegendrveiecd; bdie Dreiede 4, BC, B,CA und C, 4B heifen Neben-
preiede und die Dueiede A B,C,, BC\ 4, C4, B, Sdeiteldreiede bes
Drciectes ABC  Die Kreisbogen A B, BC, CA leifen Seiten, bie jphavijdhen
BWintel CAB, ABC, BCA Wintel und die jphavijhen Abjtinde ver Ed-
punfte von den Gegenfeiten Hohen des {phivijdyen Dreiectes AL C.

§ 197, Eigenfchaften des fphuvifthen Dreiekes. «) Die Seiten und
vic Winfel eines jphavijhen Dveiectes werden in der Negel nad) dem Grabd-
mafie angegeben. Nac) dev oben (§196, d) bejdjriebenen Entjtehungsweije eines
ioharijhen Dreieces ijt jede Seite und jeder Winkel desfelben fleiner als 180°
ober 2 B. Mian fann jedod) das jpharijde Dreied aucd) als den von drei be-
liebigen Hoaupttreifen begrengten Theil der Kugelflache definieven und muis dann
auch phivijdge Dreiecte mit exhabenen Seiten und Winteln julajjen. Soldye Drei-
ecte Dleiben jedoch aus allen folgenden %etmd)tnuqeu ausgejdlofjen.

b) Syedem fphiavijdhen Dreiecte entfpricht ein Dreifant, defjen Sdeitel das
Sugelcentrum ift, und deffen Ranten durc) die Gclpuntte ded fphirijehen Dreiectes
geher.  Syeder Winfel des lepteren it gleich dem entfprechenden Flahenmwintel des
sugehrigen Dreifantes; und jede Seite des phivijhen Dreiectes ijt das NMaf des
entfprechenden KRantenwintels im jugehvrvigen Dreifante. Ans diejem Srunde lajjen
fih alle Gigenjchaften der Dreifante welche fich nur auf Winkel wnd @etten
begtehen, unmittelbar auf jphirijde Dreiecte itbeévtragen.

Man finvet auf diefem Wege die Lehriipe:

Sebe @eite eines {phavijdhen Dreiecdes ijt tleiner als bdie
Summe und grofer als die Diffeveng der beiden andeven Seiten.

Sind zwei Winfel eines jphavifden Dretedes gleid), fo
jind aud) ihre Gegenjeiten gleich, und umgetehrt.

Dem groferen von zwet ungleichenWinteln liegtdiegrdfere
SGeite gegenitber, und umgefehrt.

Die Summe ber Seiten eines {phiarifden Dreiedes ift
fleiner als 4R.

Die SGumme der Winfel eines {phavifden Dreiedes ijt
fleiner al3 6K unbd grofer als 2 B.
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¢) Haben zivet Bolaveden ben Sdeitel gemeinjdaftlic,
und wird devielbe als Mittelpuntt eimer Kugelflacdhe ge-
wabhlt, o werben aus diefer zwei jpharijde Dreiece aus:
gejchnitten, welche in analogen Beziehungen ueinander
ftehen, wie bie Polaveden; jie werben bdafer Polar-
dretece genanut.

Jn zwei fphavifden Polardreieden ift
jede @eite des einen zu den Winfeln des an-
deven jupplementdr, und umgetehrt.

@id ABC wud 4, B, C, pwei fpharijde Polardretecte, jo jind 4,, B,,C,
Pole der Hauptireije, anf weldhen beyw. BC, CA und AB liegen. Desgleichen
find 4, B, C Pole jener Hauptireife, auf welden beyw. B, C,, €, 4, ud 4, B,
liegen. S Jig. 162 ijt 4, B, C) eigentlich das Gegendreie zum  Polardreied
von ABC, doch bleibt die BVeziehung zwijchen den Seiten und Winfeln diejelbe
wie fiiv die beiden Polardreiece.

d) Aud) die Lehridpe iiber die Congrueny und fymmetvijdhe Gleichheit ber
fpharijchen Dreiecte laffen fich unmittelbar aus den analogen Sdben itber bie
Dreifante ableiten. Gin fpharvijdes Dreied ([@ht fich aljo auj jechs verfdjiedene
Avten dued) dret Wmfangsititde bejtinmen.

£y

ig. 162,

@ongrueny wind fymumetvifhe Gleidhheit; Xhnlichkeit wnd fynometrifdye
Abulid)keit der Kirper,

§ 198, Congrueny uud fymmetrifhe Gleidhheit. Aus dem allgemeinen
Begriffe der Congrueny folgt, dajs in congruenten Kivpern die homologen Streden
und Winfel beziehungsweije gleich und die homologen Ecfen congrient find.

Bwei Kdeper, deven Puntte einander paavweife entjprechen, heifen jpmme-
teifd) in Bezug auf eine Ehene, wenn diefe die Symmetralebene je zwveier
entjprechender ober homologer Pumfte ift, und fymmetrijd) in Bezug anuf
einen Punft, wenn diefer der Halbievuugspunft aller BVerbindungsjtrecten
homologer Puntte ift. Jn beiven Fillen {ind die Homologen Strecten und Wintel
begiehungsweife gleich und die homologen Gcken fymmetriid) gleich. Davaus folgt,
dafs zwei Kbuper, weldye in Besug auf eine Ehene oder einen Puntt fymmetrijch
jind, fich im allgemeinen nicht zur Dectung bringen lafjen, wikrend in der Chene
swet arial= ober zwet centrijd)-fymmetrijhe Figuven jtets auch congruent jind.

Da man nadyweifen famn, dafs fich pwei besitglich einer Chene fymmetrijche
Rivper jtets in Lagen bringen laffen, i welden fjie bezitglich eines Punftes
fpmmetetjch find, und umgetehet, jo pflegt man diefe beiden Fille tmr allgemeinen
nicht von einander zu wnterjcheiden und nennt jolche Kovper einfach fymmetvifd
gleidh). Symmetrijh gleih find 3. B. die vedhte und die linfe Hand eines
WMenjchen, ein Gegenjtand und fein Bild im ebenen Spiegel . {. .
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§ 199. Xpulichheit und fymmetvifdhe Ahnlichkeit. Swei Kbvper, Ddeven
Puntte einander paaviveife entfprechen, bheifen ahnlid), Dbeziehungsweije ym-
metrijc) ahnlid), wenn fie fich tn einen riumlichen Strablenbitjhel auj die
nimliche Seite, DbeziehungSweije auf entgegengejebte Seiten bdes Sdeitels fo
bringen lafjen, dajs je zwei homologe Bunfte auf demjelben Strahle liegen, und
vajs alle BVerhiltuijfe dex Homologen Strafhlenabjchnitte einander gleid) find. Aus
ber Qehre von der Afulichfeit ebemer Figuven evfennt man ohneweiters die
Beveutung der Ausdvitde: Hhnlichfeitsftrahl, dufever oder innerer
Ahnlichteitspuntt und Modulus.

S dfulichen Rovpern find die BVerhiltniffe Homologer Stveden einandex
gleid), 1. zw. gleich dem Neodulug, die hHomologen Wintel find einander gleich
wnd die Homofogen Ecen congruent. et ber ftets pojitive Diodulus zweier
idbhnlicher Socper in die pofitive Cinbeit itber, jo verwandeln fich diejelben tn con-
quuente Kdrper.

S fymmeteije ahulichen Kbvpern find die Berhiltnifje Homologer Streden
ebenfalls einander und dem Modulus gleich, die Homologen Winfel jind gleid,
die Homologen Gcfen jebodh jymmretrijeh gleich. Geht der jtets negative Modulus
sweter fpmmeteijd) dhnlicher Kovper in die negative Cinbeit itber, jo verwandeln
jich diefelben in jymmetrijd) gleiche Kbrper.

IV. Abfdyuitt : Oberfladyen- und VolumsmeMing.

Oberflichenmeffung.

§ 200. Polyeder. Tber die Oberflichen von Polyedern find die folgenden
leicht Deweisbaven Sife hervorzubeben:

a) Der MWantel eines gevaden Prisdmas ift gleidh) einem Redht-
ece, weldhes den Umfang der Grvundfldde zur Grundlinte und
die Hihe des Prismas zur Hohe hat.

b) Der Mantel eines {dhicfen Prismas ijt gleid) einem Redyt:
ece, weldyes den Umfang eines Normaliduittes zur Grundlinie
und eine Seitenfante zur Hohe hat.

¢c) Der Mantel einer vegelmifigen Pyramide ift gleid)
einem Dreiece, weldhes den Umfang der Grundilade zur Grund-
[inie und die Hohe ciner Seitenfjlade ur Hohe hat.

d) Der Mantel eines regelmdBigen Pyramidenjtumpfes ift
gletd) einem Trapeze, weldhes die Umfinge der Grundfladen ju
Pavallelfeiten und die Hohe einer Seitenflide ur Hohe Hat, oder
gleid) einem Redhytecde, welcdhes den Umfang des Mitteljdnittes
sur Grundlinie und die Hohe einer Seitenflade zur Hiohe hat.

Hocevar, Geometrie fiiv Oberrealidulen. 10
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Uuter dem Neitteljchuitte eines Prismas, einer Pyvamide, eines Pyramiden-
jtumypies, eines Prismatoides, eines Cylinders, eines Kegels ober eines Kegeljtumpies
verfteht man jenen jur Grundfficde pavallelen Sdnitt, meId er bie Hohe und daber
aud) alle @eitenfanten oder Seitenlinien Halbiert.

§ 201 @omplanation krummer Fladhen. Da man eine frumme Flidhe
nidhgt unmittelbar mit einer ebenen vergleichen fann, jo [ajst fid) die Flahen-
zahl der erfteven, 0. i jene Babl, weldhe angibt, wie oft die Fllcheneinbeit in
der frummen Flidhe enthalten ijt, nur auj indivectem Wege, und 3war analog
ie die Rengenzahl einer frummen Linte, bejtimmen. Der Vovgang, duveh welden
die Flachenzahl eimer frummen Fldche bevechuet wird, heifpt die Complanation
der lepteren. Diejelbe befteht meijtens davin, dajs man fid) der frummen Fléche
ein Polyeder eingejchrieben dentt, hievauf die Anzafhl feiner Flichen ohne Ende Fu-
nehmen und zugleich) die Dimenfionen jeder eingelnen Flide ohue Enbe abnef)nt_éﬁ '
[djst. Da bie eingelnen SﬁoIt)e‘oelﬂtirI)eu bei diefem BVorgange immer mehr mit der
frummen Flide sufommenfallen, jo wird jener Grengivert, weldhem fich Hie Summe
ver Flachenzahlen aller emge)cl)mcbuuu Lolyederflachen unbegrengt nabert, als
die Fladhenzahl der frummen Flache ectldrt.

Man fam anch der gegebenen frummen Flacdhe ein Polpeder umjdhreiben
und im itbrigen ebenjo ioie im vovausgehenden Falle verfahren. Beide Wege
mitffen zu demielbert MNejultate fithren; daher fanu ber eine zur Controle des
anberen Dbenitht yoerden.

§ 202. Gerader Cplinder. Dev Mantel eines gevaden Cylinders
ift gleid) einem Redhtede, weldhes den Umfang der Grundflacde
gur Grundlinie und die Hihe des Cylinders jur Hohe Hat.

Beweis. Wioaw denfe fich dem gevaden Cylinder ein n-feitiqes regelmdpiges
Prisma eingefchrieben (oder nmgejchrieben) und bezeichne den Rabing der Grimpd-
flache des Cplinders mit =, den Umjang der Grundflache des Prismas mit w, und
bie gemeinjdhajtliche $Hvhe der Dbeiden Kborper mit £ Lijst man nun = unbe
gremgt wadhfen, jo gebt wgin den Grenzwert 2ar und w, k, b. i die Flichen-
sabl bes Prismenmantels, in 2arh itber. Diefes Product ift ugleich bdie
Fladhenzahl eines Nechtectes mit der Gvundlinie 2w und der Hihe A.

B demjelben Nejultate gelangt man aud) mittelit ded Sapes § 200 a),
weldher fiiv eine beliebig grope @eitenanzahl des Prismas befteht. Auf biefem
Wege evfennt man gugleich), vajs jich die Cylinderfliche in eine (Sbcm ¢ augbreiten
lafst, Dajs fie aljo zu den ,abwidelbaren Flichen” gehivnt.

Folgefat.  Begeidmet man mit M und O die Fladenzahlen des Mantels
und der Oberfliche eines geraden Cylinders, fo ijt]

M =h2xrh ud O = 2ar® 4 2arh = 2ar (r 4+ B).

Bujap.  Die Mantelflidje eines jdhicfen Cylinders lajst fid) auf elementavem

LWege nid)t bevechuen.
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§ 203. Gerader fegel. Dev Viauntel eines geraden Kegels ijt
gleic) einem Kreisfector, welcher die Pervipherie der Srundflade
bes Regels zum Bogen unbdb die Seitenlinie des Kegels zum
Radbing hat. :

Beweis. Dian denfe jich dem gevaben Kegel eine n-jeitige vegelmafige
Pyramide wmgejdricben und bezeidhne mit » den Rabding der Grundfldche des
Regels, mit s deffen Seitenlinie und mit w«, den Umfang der Grundfliche der
Pyrvamide, Ldjst man nun die Zahl = wnendlich gro werden, jo geht w, in den

Grengwert 27 wnd _;, wy 8, 0. 1. die Fladenzahl bdes Pyrvamidenmantels, in

<]

Ezl .2xrs = zmrs iiber. a@rs it jugleid die Fladenzahl eines Kreisjectors
mit bem Vogen 2z und dem Nadiug s.

Bu demjelben Refultate gelangt man aud), wenn man fich) den Deantel der
nmgejchricbenen vegelmifigen Pyvamide lngs einer Seitentante aujgefcnitten und
hievauf i die Gbene ausgebreitet denft. Die erbaltene Figur (bag Nep desd
Pyramidenmantels) ijt ein Polygon, weldent fich) ein Kreisjector einjchreiben (Gjst,
und weldhes i den Sector iibergeht, wenn die Seitenamgahl der Pyramide un-
beguenst wichst. Davous folgt and), dajs die Kegelfldde i bdie Cbene ab-
wicelbar ijt.

Folgefap. @ind M und O die Flichenzahlen des Manteld und der Obers
fliche eines gevaden Regels, jo hat man

M= mrs; O = zr® + xrs = ar (r + s).

Bujas.  Dié Mantelflade cines jdhiefen Kegels lajst jid) anj efementavem
Wege nicht bevedhnen.

§ 204. Gerader Kegelfinmpf. o) Der Mantel cines gevaden
Regeljtumypfes ift gleich) einem RKveisvingjector, dejjen Bogen
und Breite beziehungsweife gleidh jind den Pevipherien der
Grundfladen und der Seitenlinic bes Regeljtumpfes.

Beweis. Man denfe fich dem qevaden Kegeljtumpfe eiven vegelmapigen
Pyramidenjtumpf umgejchricben und verfalre dann ebenjo wie tm vovansgehenden
Salle (§208). Gs ijt M = z(r—r)s ud O = = [r*+7r] 4 (r 4 r)s].

b) Der Mantel einesd gevaden Kegels odev Kegeljtumypfes
ijt gleich dbem Producte aus der Peviphevie des Mittelfdhnittes
in die @eitenlinte.

Beweis, Leqt man ducc) den gevaben Kegel ober Kegeljtumpi einen Achjen-
und ben Mitteljchnitt, fo ijt der Durchmefjer 20 bes Mitteljhnittes zugleid) bdie
Mittellinie jenes Dreiects oder Trapezes, welches man als Achjenjchmitt erhilt.
Daber ijt beim Kegel 20 = 7 und beim Kegeljtumpfe 29 = » - »,, alfo
beiben Fillen M = 2z os.

10%*
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¢) Der Mantel eines geraden Kegels oder Kegelftumpfes
ift gleich) bem Producte aus feiner Hohe und dber Peripherie
eines Hauptiveifes jener Kugel, weldye den Mantel [dngs des
Umfanges des Mittelfdhnittes bevithrt.
Beweis. €3 jei A BCD der Ahfenjdnitt

eines gevaven Segeljtumpfes, LI jeine Mittel- iy

linte und O der Durvchjchnittépuntt der Symme- , L L

tealen von AB und AD. Dex Keeis mit dem £ }"- AR :

Genteum O wnd bem Radius OF Deriihet die 44 2 - B

@eiten AD und BC in den Punkten & und | \
; : . 0

F. Qdjst man mm bdie gawge Figur um O ! s '

w1q. BN

votieven, jo Dejdyeibt der eben conjtvuierte Kreis
eine Rugel, dev Achjenjdhuitt A B3 CD den gegebenen Kegeljtunpf, und man iiber-
sengt fic) leicht, dajs die Kugel den Kegeljtumpf lings des Mitteljchnittes beviihut.

Bieht man DH L 4B, jo it A AHD oo OGE, alip AD : DH
— OF:+GE mb AD.GE = DH.O0FE RNadh b) it mun M =
2aGE.AD; baher hat man au) M = 2x0E . DH. Ghenjo wirtd der
Beweis fitr den Kegel gefiihrt.

Bujap. Auch die Formel fitr die Neantelfldche eines gevaden Cylinders
[djst fich in analoger Weife deuten.

§ 205, Rugel. Die Oberjlade einer Rugel ijt gleid) dev viers
faden Flade eines Haupttreijes.

Beweis.  Man denfe {ich einem Hauptireife der gegebenen Kugel ein vegel-
mipiges BielecE mit der gevaden Seitenanzahl 27 umgejdricben und die evhaltene
Figur wm die Verbinbungslinie sweier Gegenecten qedreht. Die Oberflidye O bes
vom Polygone bejdhriebenen Rotationstivpers bejteht aus den Mantelflachen vou
2 Segeln und n — 2 Kegeljtumpfen oder von 2 Kegeln, » — 3 Kegelftumpfen und
einem Cylinder. Alle diefe Mantelflichen werden von der gegebenen Kugel lings
ihrer Mrittellinien bevithrt.  Bezetchnet man aljo mit » den Radiusg der Kugel wnd
mit hy, by, . .. R, die Projectionen der Polygonjeiten auj die NRotationsade,
fo ijt nady § 204 ¢) O = x> (hy + hy + . .. -+ k). Lifst man mm
die Bahl = ofne Cude wadyjen, jo geht die Summe by + 2y f . .. 4 Ruin
den Grengwert 2+ itber, und man Hat daher O = 2xr . 27 = Lmr

§ 206. Kugelone und Calotte. Eine Kugelzone odev eine Ca-
Iotte ift gleid) dem Mantel eines gevaden Cylinders, welder
einen Hauptfreis ver Kugel jur Grundjlade und die Hohe der
Bone oder Calotte ur Hobhe hat.

Beweis.  Wan verfabyre ebenjo wie in § 205; doch ijt diesmal mur jener
Theil der Notationsflade zu betradhten, weldher wijchen zwei auj der Rotations:
ad)fe novmalen Ghenen oder auf dev einen Seite einer joldhen Cbene liegt. €3
ergibt fich Bier der Grenpwert 2zrh, wo 2 bie Hiohe der Bone oder ECalotte
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bebeutet. DVergleicht man diejes Refultat mit dem § 202, jo evfennt man jojort
die Midhtigeit des zu beweijenden Lehrjates.
Folgefa. Sind Z und C die Flichengahlen der Jone uud ber Calotte, fo
Bat man alfo :
Z = 2mrkinn O = a1k,

§ 207. Spharifdyes Sweick. Bwei fphavifde Jweiede, welde
berfelben Kugelflache angehoven, verhalten fid) wie die zugehdri
gen fphavijdhen Wintel. Beweid analog wie in § 114 Um Ddaher bdie
Flachenzahl 7 des fpharijchen Broetectes zu evhalten, beniibt man die Proportion

2
F:4zmr? = a:360 und finvet F= %0 - =2 72 grea.

§ 208. Sphirifes Dreiek. o) 3wei jpharijde Gegendreiede
haben gleicdhen Fladheninhalt.
g Beweis. €8 feien ABC und 4,B,C, die ge
aebenen jphivifchen Gegendreiecte, und man lege durd)
die Wintel AO B und BO C bdie Symmetralebenen.
¥ ’ Da die @dnittlinie der lepteven nad) § 154 mit ben
" Kanten bes Dieifantes OABC gleiche Winfel einjdhlicft,
fo find die jphivijhen Dreiecte AMB, BMC und CMA
gleichichentlig. Dasfelbe gilt von ihren Gegenbdretecten
4 A, M B, B.MC 1nw CMA. Da nun zmwei
Fig. 164. gleichichentlige Gegendreiede anc) congruent find
(§ 164, Bujap 2), o ift damit die Gleichheit der Dreiede ABC und 4, B,C,
bewiejen. Analog verfihut mar, wenn der Punft M in den Halbierungspuntt einer
Seite oder aufierhalb des Dreieces ABC' fallt.
b) Aujgabe. Den Fladeninhalt eines fphiavijdhen Dreiedes
ausg den drei Winteln u beredynen.
Aug § 207 und Fig. 164 ecqibt jich

ABC - BOA = TG

90 '
by
ABIC 4 CAB = E.;TB'
ABC L ARG - Y
—| 1 90

Durd) Addition diefer Gleichungen exhilt man
3 ABG 4 BCA, + CAB, + ABC, = %’0"‘ (@ B 1)
anbeverjeits ijt ABC+ BCA, + C A B+ ABC, = 2 ar’

Durd) Subtraction dev beiden legten Gleichungen exhilt man,
ba C, 4, B — CAB, ift,



ABC — %%{;0 = rlarce, Woe=ca -+ 3+ y — 180°

bebeutet.

Man nennt die Grofe &, das ift den {lberjdhujs der Winfeljumnie bes
fphavijchen Dreiedes diber 180° den fpharijdhen Crceis des Dreedes.

Folgejage. 1. Jedes iphivijdhe Dreiedt verhilt fich gur entjprechenden Ku-
geloberfliche, wie jein jpharijcher Crcejs u 8 R.

2. Dwei jphirijhe Dreiecte anf derfelben 911quobe1fInd)e verhalten fid)
wie ibhre jpharijchen Creejje. :

Yolumsme/fung.

§ 209. Ecklarungen. Unter dem Volumen eines Kovpers verjteht man
dent von fetner Oberfldche begrengten MRaum, wenn nidht die Fovm, jondern nur
oie Gridfe desjelben Deviicjichtigt wirh. Man foun Kodvper ebenjo wic Strecken,
Winfel oder Fladhen nach threr Grdfe vergleichern, man fann jie addieven, jub-
trabieven . . w. Die Definitionen fitr die Vevgleihung der Kbrper, fitv ihre
Adbition, @ubtvaction 1. §. w. evgeben fich durd) Analogie aus § 82.

A VBolumgeinheit nimmt man einen Wiirfel an, defjen Kante gleich
“ber Zangeneinbeit ift, und nennt ihn je nad) der Kantenlinge 1 Cubitmeter,
1 Cubifdecimeter u. §. f. Jft V ein betvachtetes BVolumen, W die BVolums:
| einfett, und findet man duvd) Wefjung, dafs V : W = qa, dalfo V= aW
ijt, jo Beipt die unbenannte Bahl @ (weldhe angibt, wie oft die Volumseinbeit in
vemt gegebenen Bolumen enthalten ift) die Bolumzahl und die benannte Bahl
aW der Cubitinhalt bes betvadyteten Kbrpers.

: Die BVolumzahl eines gany oder theihveife vou frunmmen Flachen begrenzten
| Rirpers wird analog defintert wie die Fladhenzahl einer Frummlinig begrensten ebenen
Fliche (§116) oder wie jene einer frnmumen Flacdhe (§201). Man nennt den Borvgang,
(durd) weldgen die Bolumzahl etnes Kidrpers Levedhnet wivd, die Cubatur desielben.

§ 210. Gerades Prisma und gerader Cylinder. @) Gevade Prisnen
mit congruenten Grundfladen verhalten jidh) wie ihre Hohen.

Der Beweis ijt jenem in § 107a) gang analog.

b) Die Bolumgahl eines vedtwinfligen Parvallelepipedes
ift gleich dem Producte aus den Langenzahlen der drei Dimens
fionen (Rainge, Breite und Hohe) oder fHivzer ausgedviidt: Das BVolumen
eines redytwintligen Pavallelepipedes it gleid) dem Producte
aug ben dbrei Dimenjionen vesjelben

Bereis.  Man vergleihe das gegebene rechtwintlige Pavallelepiped P mit
et anbeven vechtwintligen Pavallelepipeden P;, P, und mit einem Wiifel W,
wnd wihle die legten drei Kbrper fo, dajs jeder mit dem vovausgeheuden in wei
Dimenfionen itbereinjtimmt, und dajs W die Volumseinheit felbjt iit. Sind alfo
a, b, ¢ die Lingenzahlen der drei Dimenfionen in P, jo fjeien a, b, 1 die
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entfprechenden Babhlen in Py, ferner a, 1, 1 die entjprechenden Bahlen in P, wnd
1, 1, 1 bie entfprechenderr Bafhlen in W. Da nun jede Fliche eines Pavallel-
epipedes alg Grundjliche angefehen werden faum, fo erhilt man mit Hilfe des
Lelrjabes «) die Proportionen

sl —cnall
U s el
S == el

Hievaus folgt P, = aW; P, = b P, = abW; P=cP = abcW.
Alfo it die BVolumzahl V' Dbes gegebenen Pavallelepiepdes P gleid) «be.
Ve =—abic,

Folgefap.  Fitv den Witefel ijt « =b =c¢, alfo V= a’. Hievans ldjst
fih die Benewmung ,Cubug einer Jabl” fiir die dritte Poteny derfelben und bie
Bezeichmmg 1 m?, 1dm?, . . . fiir 1 Cubifmeter, 1 Cubifdecimeter, . . . ex-
faven. Man findet jerner 1 m® = 1000 dm® = 1000000 cm® u. . f.

¢) DieBolumzahleines geradenPrismas ijt gleid) dem Pro-
dbucte aus der Fladenzahl der Grundflddhe und der Langenzahl
ber Hihe; ober filvger ausgedviidt: Das Bolumen eiunes gervaden
Prisnas ift gleich bem Broducte aud der Grundflide und ber Hohe.

Beweis. 1. €5 fei die Grundfliche des gevaden Prismas zunddit ein
Rechtect, alfo nach dem Lehrjage &) V = abe. Da ab bdie Fladenzahl der
Grundfliche und ¢ die Lingenzahl dev entfprechenden Hihe bedeutet, jo ijt damit
oie Behauptung fitr diefen Fall erwiefen.

2. Hat dag gegebene Prisma P als Grundfliche ein ) £
fehiefwintliges Pavallelogramm A B C'D, fo faun man diejes
mit Beibehaltung der Seite AB in ein Redyted A BF E
vevwandeln und iiber demfelben als dev Grundfliche ein vedht-
wintliges Parallelepiped P, conftrnieven, weldhes mit P gleiche oy o
Hohe hat. M find die dreifeitigen Prismen A D EA D, E, Wz
und BCFB C F, congenent, wooon man fidy itbevzeugt, 1
et man dag eine fo in bas andeve legt, dafs bdie cou- Big. 165.
grienten Grundflachen ADE wnd BCF zujommenfallen. Wicd aljo vom
Prisma ABCEA B CE, cinmal dag eine und einmal dag awdeve dreifeitige
Prisma jubtvabiert, o miiffen gleiche Kbuvper itbrigbleiben. €8 ijt aljo P = P,.
Die Gleihung V = gh, weldhe nad) dem 1. Theile des Beweifes fiiv P, gilt,
bejteht daher audy fiiv P, da beide Pavallelepivede in der Gridfe des Bolumens,
ber Grundflache und der Hihe itbeveinftimmen. o

3. it die Grundflache des gevaden Prismas P ein Dredect 4
ABD, jo evginge man diejes sum Pavallelogramme ABCD und
ervidhte iiber demielben alg der Grundjlidhe ein gevades Pavallelepi-
ped P, , welches mit bent Prisma P gleidye Hohe hat. Das Prisma 4
BCDB,C,D, famn wun mit P zur Congriens gebracht wevden, < Fig. 166

il
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aljo it P, = 2.P. Begeidmet man alfo mit g wnd % die Mafizahlen von
ABD wbd 44, fo ift 2¢gh die Volumzahl von P, alfo g k die Bolumzahl
bon P.

4. Jit die Guundflddye ein belicbiges Polhgon, fo zerlege man bas gegebene
gevabe Prisma in dreifeitige gevabe Prismen von devjelben Hihe. Es ift domn
V=gh+ gh+ght+...=0@G +g+g+..)r=gh

d) Dag Bolumen eines gevaben Cylinders ift gleid) dem
Producte aus der Grundilade und der Hofhe.

DBeweis, Wan denfe jich bem gevaden Eylinder ein n-feitiges gerades
Prisma ein- oder umgefchrichen und die Volumzalhl g,k des lepteren bevechuet.
Lifst man nun die Bahl » unendlich) wachjen wnd gleidpeitig jebe Grundfante
bes Prismas unendlicd) abuehmen, fo geht g, in den Grengwert gk iiber, wo g
den- ubalt der Grundfliche des Cylinders bedeutet. Daher ijt V = gh.

Bujap.  Aus dem vorvausgehenden BVeweife geht hevvor, dajs der Lely-
jag d) fiir jeden gevaden Cylinder mit beliebiger Leitlinie Lejteht.

§ 21 Sab von Cavalieri. @) Wenn ein Kbrper durd) pavalle le
Chenen in n Sdidten von gleidher Hbhe zevlegt und jebder
Sdidte je efn gevader Eylinder (bezw. Prisma) ein- und um-
gejdrieben wird, jo [djst jid) bder Unterjdied zwijdhen dem
gegebenen fdrper und der Summe aller ein- oder aller umges
jdriecbenen Cylinder, (bezw. Prismen) duvd) entipre dhende Ber-
griferung der Jahl » beliebig flein m aden.

Fig. 167 . Fig. 1670,

Beweig. WMan bringe den gegebemen Kbvper wifchen 3wei pavallele ihn
beviifrende Gbenen «, B und theile den Abjtand A Dderjelben in » gleide Theile
bon der Grdfe J. Legt man duvd) die Theihmgspuntte Schnittebenen pavallel
3 e, jo gerfallt der gegebene Kbrper in n Sdidten von der Hihe 4. Nun
projiciere man den Mantel einer jeden Schichte auj die unteve Grundfldche dex-
felben (in den Figuren 167a und & find diefe Projectionen fitx die unterjten
Edyichten durd) Scrajfierung exficdhtlich gemadht) wund beniige fowohl die dufere
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al audy die inmeve Vegrenzung bder Mantelprojection als Leitlinie je eines ge-
raben Cylinders von der Hibhe . (Wenn die Leitlinie ein Polygon ijt, wie in
Fig. 167 a, jo erhilt man anjtatt De3 Cylinders ein Prisma. Jn diefem § ijt
aur Bereinjadhung der Ausdructdweife von mun an nur vom Eylinder die Rebe,
fo Dajs bas Prisma als eine jpecielle Fovm des Cylinders amgufehen ift.) Der
eine Cylinder it der Schidhte umgejhricben und daher grofer als diejelbe; dex
anbdere ift der Schichte eingejchrieben und daber fleiner als bdiejelbe. Begeichnet
man aljo mit V dag Bolumen des geqebenen Kbrpers, mit g¢,, go, ... gu Ddie
Grundilachen der eingejchricbenen und mit &, G, . . .G, jene der umgejdyriebenen
Cylinder, jo ijt
G0 g B gadi Vi G b G G (),
Der Unterjchied der beiden Gvengen, zwijchen denen V liegt, ijt !
(G ) b (G ) e (B — ] e 2R,
$Hierin beventen die Differenzen tn den vunden Klammern die Wantelprojec-
tionen der 1., 2.,...n. Sdidte; die gange Summe in dev ectigen Klammer be-
deutet alfo die Projection des Mantels oder der Seitenfliche des ganzen Kbrpers.
(S Fig. 167 a exhalt man als Projection des ganzen Wantels das Dueiet A BC
und in Fig. 1675 den Kreis A B D, vevmebet wm die doppelt genommene Flade
BDS,)

Qadfst man nun die Fahl » tmmer melhr wadjen, jo Dbleibt im Producte (2)
der Wert des erjten Factors endlich und ungedndert, wdilhrend der weite Factor,
alfo aud) bas gange Product Dbeliebig flein wirdh. Hievaus folgt, dajs fich and
der Unterjchied zwifchen dem Volumen 7 und der Summe alfer ein= over aller
wmgejdhrichenen Cylinder duvch) Verqrdpevung von n beliebig flein maden [fst,
ba derjelbe fleiner ijt, als dag Puoduct (2).

b) Wenn man einen Kdvper durd) pavallele Chenen in =
Gdidyten vou dev gleidhen Hohe d zevlegt und fiber der unteven
Grundflide einer jeden ©Sdyidyte einen geraden CEylinder von
ber Hihe J evvidhtet, fo fann der Unter{died zwifden dem ge-
gebenen Kbrper und dber Summe aller jener Eylinder durvd) Ver-
griferung der Bahl » beliebig tlein gemad)t wevden.

Beweis. Die Dantelprojection einer jeden Sdhichte enthilt anch den Um-
fang der unteren Grundfldche derfelben. Daher ijt der itber diefer Grundfliche
cxridhtete gevade Ghlinder von ber Pohe d im allgemeinen fleiner als ber jener
Sdyichte umgejchriebene und grofer als der jener Schidhte eingejcyriebene Eylinder.
On bejonbeven Fallen it der erjte Cylinder mit dem zweiten oder Ddritfen
ibentif). Al legt anc) die Summe aller Cylinder itber den unteren Grundfldchen
der Sdjichten Fwifhen denfelben Svemgen ¢, + .6 + ... + g und
G0+ G d 4 ... |+ G,J wie dag BVolumen V, oder fie fiillt mit einer
diefer Gremgen ufammen. Da mm der Unterjchied bdiefer beiden Grengen fid)
durd) Vevgrifiernng von » beliebig verfleinern [Hjst, jo gilt dies umjomehr vom



154

Unterjhiede ziwijhen ¥V und der Summe aller Eylinder iiber den unteven Grund-
flachen der Kovperidhichten.

¢) Lafjen jidh) zwei Kdvyper in eine jolde &age bringen, dajs
fie dburch alle Cbenen, welde zu einer beftimmten Ebene parallel
jind, in gleichen Flachen gefdhuitten werden, fo haben jie gleidies
Bolumen.

Beweis. NDian bringe die beiben Korper in jene Lage, in weldjer jie von
jeder Deliebigen aug einer @djar pavalleler Ghenen in gleichen Flachen gejchmitten
werden, und bezeichne mit &, B jene zwei von diefen Ebenen, weldye die beiden
Qivper awijden fid) enthalten und zugleid) bevithren. Die Vorvausjepung des
Lefriates ift jo zu denten, dajs auc) die Beriihrungsilachen, welde die Chenen
a und B mit den wei Kovpern gemeinjdaftlich Hoben, fiiv jede diefer Ebenen
gletch finb. Nun theile man den Abjtand der Ebenen e und B in n gleiche Theile
vort der Grifie d und lege durd) die Theilungspunite Schnittebenen pavallel zu e,
fo dajs die beiden Kbrvper in je n Sdihten zerfallen. Da je zwei in einer
Ebene legende Grunbdflachen der Schidhten gleid) find, fo find aud) die itber dens
felben evvichteten gevaben Gylinder von bder Hihe I einander gleicdh (§ 2104d).
Bezeichnet man aljo mit S, filr jeden der wei Kovper die Summe der iiber den
unteven Grundflichen jeiner Schichten evvidhteten geraden Eylinder von der Hikbe d,
ferner mit ¥ und V, bdie Bolumina der beiden Kbrper, fo faun man nad) dem
Qehriate b) die Bahl n jtets jo qrof wihlen, dajs fid) die mit » verdnderliche
Bahl S, vou V' und zugleich von V beliebig wenig untevideidet. Dies ijt jedodh
nue miglidy, weun V = V, fjt.

Bujat.  Der widhtige Lebriap ¢) with nad) Cavalieri (1598 bis 1647)
ver @ab von Cavalieri genmomnt. $Hie und da wird er ohne BVeweis als felbit-
perjtandlic) angenommen wund beit daun der Grundjap obder das Princip von
Cavalieri. Bwei Kbrper, weldhe der Vovausiepung diefes Sapes entfprechen,
heien Cavalierijdhe Kdrper.

§ 212. Prisma und Cylinder diberhoupt. Das Volumen eines
Prismas oder eines Eylinders ift gleidh) dem Producte aus der
Grundjlade und der Hihe.

, Beweis. Das gegebene Prisma (der gegebene Cylinder) und ein gerabes
Prisma mit der gleichen Grundfldche und der gleichen Hiohe find Cavaliervijche
RKirper; denn ftellt man diefelben mit thren Grundflachen auf eine Ebene e, fo
werden fie durd) jede zu a pavallele Cbene in gleichen Flachen gejdhnitten. Die
fitr gevade Prismen und Eylinder abgeleitete Formel V = gk gilt alfo fitv be-
liebige Prismen und Eylinber.

Folgejage. 1. Fiiv den Krveischlinder findet man V = zr’k. 2. Haben
awei Prismen oder zwei Cylinder gleiche Grundflichen, fo verhalten fie fid) wie
die Hihen; haben fie gleidhe Hoben, jo verhalten fie fich wie bie GSrundfldchen.
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§ 213, Pyramide uud ﬁrgrl a) Pyramiden mit gleichen Grund-
fladyen nnd gleidhen Hohen jind einander gleid.

Beweis.  Man bezeichue mit g die gleichen Grundflichen, mit £ die gleichen
Dohen pweier Pyramiden wnd ftelle diefelben mit den Grundfldchen auf eine
Gbene «. Legt man hievauf in einem beliebigen Abjtande x von der Chene a
eine @duittebene parvallel st derjelben, jo beﬁicbiqcn die evhaltenen @dnitte f,
und £, die Proportionen g : fi = A (b — )2 und g:fo = h*: (h — @)?
(§ 173). Darvaus jolat f;, = fer o . alfo, die gc;eﬁemu Pyramiden jind
Cavalicrijche Kbrper und daher einander gleid.

b) Sebes dreifeitige Prisma fann durd Sdnitte in drei
gleidhe Pyramiden zerlegt werden.

Beweis. Dag gegebene Prisma (Fig. 168)
wirtb durd) die  Sdmittebenen AB, € amd
A, B, C in die dretjeitigen Pyvamiden I, IL und 11X
secleat. Die Pyramiven I und IT jind einander
gleicy; Demn fie Haben die Gvundflachen gleic),
A CC= ACA,, und die Hohe, b. i. die Nox-
mtale von ber gemeinjdhoaftlichen @pite B, auf bie
GCbene ACC, A, gemeinjdhajtlich. Chenfo Demweist
man, dafs bdie Pyvamiden I und IIT gleich find.

¢c) Das Volumen etnev dretfeitigen Fig 168,
Pyramide ift gleich dem dritten Theile des Productes aus der
Grundflade nud dev Hohe.

Beweis. Die dreifeitige Pyvamidve A BCB, (Fig. 168) hat mit dem
Prisma ABCA B, C, gleihe Grundflache, gleiche Hohe und ijt gleid) einem
Drittel deg Prismas. Jit aljo ¢ die Grundfladhe und ~ die Hohe ves Prismas

; : L o hit
und der Pyramide, jo ijt g~ das Volumen des exfteren und 93 jenes bev leptecen.

&

d) Dad Bolumen einer jeden Pyrvamidbe ijt gleid) dem dritten
Theile des Productes aus der Grundflade und ber Hihe.

Beweis, Fede Pyramide ift gleich einer dreifeitigen Pyramibe, elche mit il gleiche
Grundildche und gleiche Hiohe hat; aljo gilt fiiv beide die Formel V= 937—1

¢) Dad Bolumen eines Keqels ift gleich dem dritten Theile
bes Productes aus der Grundjlade und der Sjnf)e

Der Beweis ift jenem in § 210d) analog. ;

Folgefape. 1. Fite den Kveisbegel qilt die Fovmel V = m‘3 h

2. Haben el Pyvamiden oder zwei Kegel gleihe Grundfldchen, jo ver-
falten fie fich wie die Hihen; haben fie gleidhe Hihen, jo verhalten fie fid) wie
bie Grundflidcen.

§ 214, Pyramidenfiumpf nud HKegelfumpf. o) Der Pyramiden-
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ftumpf it gleid) ber Summe dreier Pyvamiden, welde die beide
Grundiliden desPyramidenjtumpfes und daggeometrijGeNiittel
aug bdenjelben zu Grundjliden und die Hihe des Pyramiben
ftumpjes zur Hiohe haben.

Beweis. Man bezeihne mit g und ¢, die Grundflichen des Pyramiden-
ftumpfes, mit A die Hihe desjelben und mit a die Hohe der Erganzungspyramide.
s ift daun (] + )

glht=z) g = fﬂ* g — g%
45 3 S
Bue éBech)mmq be8 @ beniipt man bu[ Lehrjap § 1735) und exhalt

g:9 = ~+2)*:2% Vg : Vg, = (A4 2) : 2, alfo

L BN NG g S NG e TR g,
Vg A5 Vgl Y T R

Darans folgt

s L \j'gjv"? -+ @3}3 ober V = g (9 + Vg9, + g1)-

o]

L

b) Der Kegelftumpf ift gleid) der Summe dreier Kegel,
welde die beiden Grundfladhen des KRegelftumpfes und das geo-
metrijdhye Mittel aus denfelben zu Gruundfldden und die Hihe
bes Regelftumpies sur Hohe haben.

Der Beweis ijt jenem in § 210d) analog. :

Folgejab.  Fiir den Kreistegeljtumyj gilt die Fovmel

, V=28 (o, )

Um diejelbe bdivect abaulfmteu, climinieve man = aug ven leidht Bemeléﬁa‘ceu

Gleichungen
= i _(7;_-{;36) — mz: Lo e ="+

§ 215, Prismatoid. DasPrismatoid ijt gleich der Summe dreiex
PByramiden von devfelben Hihe, von denendic eine dag arithme:
tifdhe Mittel ber beiden Grundiladhen, und die beiden anberen
den Mittelfdynitt des Prismatoides als Grundfldade haben.

Beweis. Man zerlege das Prismatoid in Py-
vamiden, weldye eiien Punft O des Mittelichnittes ald
gemeinfdhajtliche Spite wnd die Flichen des Prisma-
toides als Grundfldchen haben. Die Seitentanten jener
Poyramiven echilt man, ndem man O mit allen G-
punften des Prismatoides verbinbet. (E$ wirh hiex
vorausaefest, daf fich ein jolcher Puntt O tm Mittel-
jchuitte findet, dais alle jene Verbindbungsjtrecden gang
umq:[)alb des  Prismatoides liegen.) Die beiden
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Pyramiven, welde den Grundflachen g und g, des Prismatoides entjprechen, haben
~ die Bolumzahlen ,f/{fi umd 9,!,6&. Sebe Pyvamide, weldhe eine Seitenfliche zur
)

Grundfladhe Hat, Iajst jidh, wenn fie nidht dreifeitig ift, in zwet drefjeitige Pyra-
miben zeclegen. Das Bolumen einer jolden, 3. B. von ABEO, wirh in folgenbder
Weije bevechnet: :

ABEO:HIEO —ABE . HIE — &:1,
; 2]
S ift HIEO=H10. ", oo ABEO—HI0. *L.
) b}

Daraus folgt ABEO-LBEFO L BCFO - ..
ST LR e )’;” wo m ben
3

Subalt des Mitteljdnittes bedeutet, Demmad) evhalt man fitr das Voluuen des

gangen Prigmatoides die Formel IS
A= ’ ({/ 4 + 2 m) T[ £
g P bErTe 1/5/‘5 :

Darvaus 4§t jich die Behauptung des obigen Lehrjates leidht ableiten.

§ 216. Rugel. Die Kugel it gleich einem Kegel, welder die
Oberfladhe der Rugel gur Grundflade und den Kugelrading ur
Hohe hat. £

Grjter Beweis. Man denfe fich der Kugel ein Polyeder mit » %}Iﬁcf)ent’
Gir Gor- - - gn umgejchrichen und zevlege dasjelbe in » Pyvamiden, weldje ihre
Spigen im Centrum der Kugel und die Flachen g,, go,- -+ gu als Grundilachen

[)chn Dann it dag Volumen des Polyeders T w4

'7' 3 q C e +q' — (g gt e+ f-
aist mau uuu n unendlid) aum[}mul und  pugleidy jede tmae[ne Flade
unendlich abnehmen, fo geht die Sunune g, -+ g. - . -« 4 ga in die Oberfldde
ver Rugel iiber, und es wird o
7t s

7 e D
20.3:24.73?.3 ST

Bieiter Veweis. Man fdyreibe einem Houptireije EG FH der gegebenen
Rugel etn Quadbrat ABCD um, 3iche die Diagonalen des Luadrates unbd die

. @ymmetvale EF ber Seite 4 B. Lijst man hievanj » K ¢
die gange Figur um EF alg Ahie votieven, jo be- . 7z :
jdpreibt dev Halbveis EG I bdie gegebene SKugel und j{\"[
bas Dreied OBC einen Rotationstivper £, welden | \ o

man al8 Differens and dem der Kugel numgejdjriebenen
gevaden Cylinder wud einem Ddiefemt Cylinder einge-
jchriebenen Doppelfegel auffajjen for. Die Kugel und
oer Kbvper B find tuw ver hier exhaltenen Stellung 4 7 B
Cavalierijhe RKbrper, da jede su HIL novmale Chene Fig. 170.
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in beiben Kbvpern gleihe Sdmitte evzeugt. Jjt ndmli) O = ¢ der Central-
abjtand einer jolchen Ghene, fo jdueidet biefelbe die Kugel in einem Kveife mit
bem Flicheninhalte . TK* = 7 (> — ¢2) und den Kbrper R in einem Kreisringe
mit dem Flacheninhalte 7 (IM2 — IL%) — = (r* —¢?). Alfo ijt das Volumen
ber Sugel

= 2 > 22 7.__ !LXG‘B
V=zr2 2r—2.7 o thee fem

§ 207, ARugelfegment. Das Volumen eines Kugelfeqmentes
with gefunden, wenn man Bur Haljte eines Cylinders mit der
gleidgen Grundjlade und dev gleiden Hihe eine fugel addiert,
weldhe die Hohe des Segmentes zum Durdmefjer hat.

Beweis. Das Kugelfegment, welhes durd) NRotation der Flide [KF
(Fig. 170) um die Achie £ F erhalten wird, ijt nach § 216 gleich jenem Kivper,
weldper duvc) Notation des Dreiecdes L M C' wm diefelbe Ahje entfteht. Bezeichuet
man aljo die Hohe 11 des Seqmentes mit 2, jo ijt

Vr—mr?h — ﬂ;k [r? 4o (r— k) (r — k)2,

Daraus folgt
li— il (7 — 3) Fa L S R R O R A

Diefe Fovmel gilt aud) fitv ein Seqment, weldhes qedfer ift als die Halb-
tugel.  Man exhalt 3. B. fitv jenes Seqment, weldhes das eben DLevechnete Fur
Sugel evgingt, wenn E I mit b begeichuet wird,

Flis i
V==nrthi— (ﬁ§+ j”h" 4 )-—- m h? () — g)

Jtunt jepe man K=o uud bcatf)te, bajs IK bie mittleve geometrifdhe
Proportionale wijden EL und IF ijt. Man hat aljo o2 = =(2r — R),
0? o e
birn -} 9 jomit
, moch h? T
e LR L T T @.
Bujdge. 1. It das gegebene Seqment fleiner als die Halbugel, fo fann
man die Gleichung (2) anch in der folgenden Weife in Worten ausdriiden: Das
Bolumen cines Kugelfeqmentes wird evhalten, wenn man zur Hiljte des umge-
fchriebenen Eylinders die eingejdyricbene Kugel addievt.
2. am Redmumgsanfgaben itber Kugeljeqmente hat man die Gleichungen
(1) oder (2) su benmiigen, je nachdem » und % oder o und A gegeben find.
§ 8. Kugelfector. Feder Kugelfector ijt gleid) einem Kegel,
welder die jum Sector gehdrende Calotte zur Grundflide und
ven Rugelradiug zur Hohe hat.

S
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Beweis. Je nadgoem der Sector fleiner oder grofer als die Halbfugel ijt,
faun derfelbe al8 Summe oder Differeny eines Kugeljeqmented unbd eines RKegels
aufgefajst werden.

S exften Falle it

: h mQ® (r—h) S B\  xh@r—Ph) (r—h)
ek (?' e J,) -‘I— e ==l (7' - g)..*ﬁ,,i,,,, ke SRR

3 3
zh 2 mr3h

__(3;“ RS 9r% - bhe —|—h> =220 it
Jm sweiten Falle ijt

2(h — g 5 P —1 :
JEin vy (?, e ';:) o “E.Q_(:;_i'):yrh“(q' —Z) - il —(?3—1) .. j. toie

i exften Falle.

§ 219, Bugelldhichte. Das Bolumen einer Rugelididte wivd ge
funben, wenn man zum avithmetijdhen Mittel aus zwei Cylin-
bern, weldye die ®rundflachen dev Sdhyidhte 3u Grundjldden und
bie Hohe derfelben zur Hihe haben, eine Kugel abddiert, deven
Durdmeffer gleich) der Hohe der Sdhidyte ijt.

Beweis.  Man begeidhne mit - die Hohe der Sdhichte, mit o,, o, die Rabdien
und mit @, y die Centralabftinde dev Grundfldchen. Liegen die lepteven anf dex-
felben @eite des Kugelcentrums wnd ijt 2 >y, jo hat man zunddit

V= mrh — f’gh (@ + 2y + y2.

R ift w?=0r2 — 0'1’, J":?g — 03, @ — y = h; davaus folgt = 4

x? —qy)2 GRS = x— )2
s RO i i Za Pl e = (wz-i-y‘)“(f—g'”-_——
3 9 o o h? 2 zh @ 2.0 02 .‘J'Ch
) (27— 0} — 03) — 3 utt\T/"*m h — & (27* — o7 — 02) + &
) . h?
alfo =203 + o)+ 2L

Liegen die Guundflachen der Schidyte auj entgegengefebten Seiten bes Kugel-
centrumg, jo hat man @4y = kb md V= 7% — JZ (* 4 . m ijt
adfyd=(x+y) (@ —zy +y)=h |m +yi— '(”g'cftyliz:i—_ - ‘?/—L] =

=t =a[j e —a—ep —L]uid

Falt dag Kugeleentrum in eine Guundfldche der Kugelfhichte, fo ift
AT

— gmrh — - 3
3
allgemeineren Vz-fgf (03 + 03) + -gl~ alg ypecieller Fall enthalten ijt. Bu

biefem Bwede hat man @y = und F =2 — A2 zu fubftituieren.

und man itberzeugt jich leicht, dajs Ddiefe Gleihung in der
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Bujak.  Wenn dag Kugeleenteum nicht tm Juuern der Kugeljdyichte liegt,
fo l&jst fich der eben Dewiefene Lehrjap aud) in der folgenden anjdhaulichen LWeife
augfprechen: Das Volumen einer Kugelfchichte wird gefumben, wenn man um
avithmetijhen Miittel aus dem wmagejchricbenen wund dem etngejdhricbenen Cylinder

die eingejchricbene Kugel addiext.

Analytifdye Geometric der Eheune.

I Abfdmitt: Allgemeine Begriffe und Fuudamentalonfgaber.

Lagenbeftimmung fiiv Punkie in der Geraden.

§ 220. GErklarnngen. Wenn eine Gerade X, X mit fejtgefester pofitiver
Richtung, etwa von X, nad) X, gegeben ijt, fo [Gjst fidh die Lage beliebiger
Puntte P, P,, P,,... bdiefer Gevaden in Besug auf einen gegebenen Punft O dex-
' felben Gevaben babuve) eindeutig bejtin=
wen, dajs man  dle Lingemzahlen Ddev
Streden O P, OP,,0P,, ... vem Vo=

dig. 171. seichen und dem abjoluten Werte nach an-
gibt.  Wan nennt diefe Strecten ovder aud) thre Limgenzahlen mit dem entjpredhen-
ven Borzeihen die Abjciffen der Puntte P, P, P,,...und begeichnet jie zur
Abtiivsung mit @, @, x,,.... Die Gevade X X Deifgt die Ahje und der
Puntt O der Anfangspuntt (ber Abjciffen).

Folgefase. 1. Je nachdem ein Punft auf dem Halbjtrahle O X ober O X,
liegt, hat er eine pofitive oder cine negative Abjcijje und umgetelrt.

o 2. Jevem Panfte eiver Gevaden entpricht efue bejtimmte Abfciffe in Bezug
anf einen gegebenen Wnjongspuntt und wmgetehrt.

§ 221, Aufgaben, Weun dic Lagen zweier Punfte P, nud P,
i s0er Adife vued). thee Abeifjen O.P —ia “aud O =gl
jttmmt jind,

a) die Lange der Strede P, P, dem Borzeidyen und bem ab-
foluten Werte nad) 3u bevednen;

b) die Abfeijfe OP = jenes Punttes P 3u bevednen, welder
vie @trede P, P, im Berhdaltniffe a:b theilt;

¢) die Abjcifje OP = = fenes Punttes P zu bevedhnen, wel:
der die Strede P, P, halbiert.

Anflijungen. a) Nady §12006 it P, P,=P, 0+ 0P, =0P, — 0P,
= @, —a,; 0. h man fubtvahieve die Abjcifje bes Unfangspunttes der Strece
von der Abjcifje des Endpunttes.

b) @8 foll P, P; PP, — a:b fein. Nadh a) Gt PyP = x — @, unbd
PP, = xy —w. Doraus jolgt (@ — @) :(@; — @) = a:b mubd

RS R e bz
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p— @@ Tba
a-t+b
Bujag.  Je nadhvem @ und b gleidh oder ungleich begeichuet jind, fjind es
aud) die Stveden P, P und PPy, Jm exjten Falle liegt aljo P in ber Strede
P, P,, im zweiten auferhalb devfelben. JFe nachdem dev abjolute Wert von @ obder
von b gudBer ijt, liegt P ndher an P, ober niher an P,
¢) Man evhilt aus ber Oleiung P, P= PP, ober aus b) durd) die
Subftitution a =0 den Wert m:%—gﬂ; 0. f., die Abjcijje des Halbierungs-
punftes ijt das avithmetifche Mittel aus den Abjeifjen der Endpuntte.

Lagenbefimmung fiie Punkie in der Ebene.  Coordinatenfyfeme.

§ 222. Parallelcoordinaten. Sind in dev Ebhene zwei unter einem belie-
bigen - Winkel fich jchneidende Gevade X; X und ¥,V

mit feftaefepsten pofitiven Nichtungen gegeben, jo lajst / 4

fich die Lage irgend cines Punttes M der Ebene in S s
Bezug auf jene Gevaben dadurd) eindentig bejtimmen, /V /7
dafg man durch den Puntt M Bavallele 3u den Ge- XA, /9 LR N
vaden zieht und die Lingenzahlen ver Abjdmitte OP

und OQ mit den entjprechenden Vovzeichen angibt. /};

Die Gevaden X, X und ¥, Y bilden ein Parallel Big. 172.

Coordinateniyftem; die Streden OP = z wnd OQ — PM — y ober
deven Langengahlen mit dem entjprechenden Bovzeichen heifen Parallel-Coor-
dinaten. Je nadhpem die Gevaden XX und Y, ¥, weldhe Coordinaten:
achfen gemannt werben, vedhte oder jdhiefje Winfel Dbilben, heifit das Pavallel=
Coorbinatenipjtem ein rvedytwinfliges (vrthogonales) ober cin jdhief-
winfliges. Das erfteve ijt bereits im § 122 ausfithelich bejprochen yworden
und joll in allen nadfolgenden Betradhtungen, weldje jich auf ein Pavallel-Coor-
oinatenfyjtem bezichen, als das einfachte beniipt werden.

Bujap. Der Gedanfe, die Lage der Punfte in der eben angefithrten Weije
gt Dejtimmen, vithet vom Philojophen und Mathematifer Descartes oder
Garteftus (1596 —1650) her, weldher als der Schdpfer der analytijchen Geo-
metrie zu betvachten {ijt.

§ 293. Dolarcoordinaten. Jjt OX ein gegebener Halbjtralhl wund M ein
beliebiger Punft der Chene, jo wird die Lage des lepteven A
in Bezug anf OX dadurd) eindentig bejtimmt, dajs man bdie /
Mapzahlen des Wintels XOM und der Strecte OM angibt.

Man nennt OX die Polarvadje, O den Pol, ben

Winfel XOM = w einen Polarwintel und die Stvede & %
OM = r einen Qeitjtrahl oder Radiug vector. Big. 178.

Die Grdfen r und « oder deven Mafzahlen Geifen die Bolarcoordinaten
bes Punftes M.

Hocevar, Geometrie filv Dbevvealjdulern. 11
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Wenn e Jih nur wm die Lagenbejtimmung von Punften in der Chene
Hanbelt, jo veicht moam mit ypojitiven Polavcoordinaten ans. Durd) die An-
wendbung bder Algebra auf die Geometrie wird man jeboch gendthigt, aud) nega-

tive Polavcoordinaten guzulafjen. Cin negativer Leitjtrahl legt anf der Crgin-

sung zum pweiten Sdentel des Polavwintels.

Fumdamentaloufgaber.

§ 224, Transformation der Coordinaten. ©5 felew in der Chene et
Goorbinateniyiteme und aufierdem jene Guifen gegeben, durd) weldhe die gegen-
Jeitige Qage dev Dbeiden @yjteme bejtimmt wird. Nean fann fih) dann die Auf
gabe jtellen, aus den gegebenen Coordinaten eines Punftes in Besug auf das
eine ©yftem jene in Besug auf das andere Syjtem zu bevedmen. Die Anfldjung
diefer Aufgabe wird eine Transdformation der Coordinaten genannt.

a) Parvallelverfdhiebung bves redhtwintligen (Pavallel:)
Goordinatenipjtems. Wir betrachten pumddijt den einfaden Fall, dajs bie

¥ v’ gleidhbenannten Achjen zweier rvechhwintliger
; Coordinatenjyjtene diveet pavallel find. Man
Y 2 M faun dies jo auffafjen, als ob bas eine Syjtem
dued) Parallelverfdhiebung in eine neue Lage

X 0 4 7 x gebradyt yworben wive.
y : ; ) Dasg erfte @yjtem begeichuen wiv fury
R % L7 X it XOY und bas ioeite mit X'O'Y. Dex
Anfangspuntt O’ de§ pweiten Shitems Hhabe
¥ s in Bezug auj das erjte die Coordinaten 04
Fig. 174 = q, A0’ = b; ixgend ein Punft M bder

Gbene habe im exften Syjteme die Coordinaten OP=zw, OQ=PM=y und im
aweiten die Coorbinaten O'P'=a', 0'Q'=P'M=y‘. Man exhilt bann (§1205)
2! — O'P'— AP — A0 + OP = OP — 0A — # — a,

y' = PM = BQ = BO + 0Q — 0Q — OB = y — b.

Man beadhte, dajs die Gleihungen O'P° = AP wd P'M = BQ aud

mit Ritdficht auj die Vovzeichen jtets bejtebhen.
¥ X b) Drehung des redtwinfli-
2 genn Coordinatenipjtems um den
v, Anfangspuntt. €8 jei XOY bdas erite,
X'0Y" bag pweite Syjtent. AL pojitiv wiible
man bie Richtungen von X; nad) X, von ¥,
nach) ¥, von X, mach X und von ¥, nad)
¥ Y. Die beiben Syjteme jeien divect congruent,
0.5, e3 fei mbglich, durch Drehung des exften
~_ o Opftems um den Wintel X0 X' = a s
bewicfenr, ‘dafs die  gleichbenannten Achjen

Sy

Y‘l’

Rl Bl

X, PR

X, y, Big. 175,

/
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der  Deiden @yjteme der Lage und der NRidhtung nach)  itbeveinjtimmen
(Fig. 175). :

un conjtruieve man die Coordinaten irgend eines Punftes M in Bejug
auf beibe Syjteme und fepe OP = 2, PM = 0Q = y, OP' = &,
P'M = 3. Ferner ziehe man PR1L X X undp PSL1 Y, Y.

Dann ijt nach § 1205 und nad) vem Bujape in § 123

x = OP = OR -+ RP = OP cos (zz') + P'M cos (xy’),

y = 0Q = 08 + 8Q = 0P cos (yz') . P'M cos (yy").

Darin bedenten (wx’), (xy’),. .. die Winfel, weldye die pojitiven Richhungen
der Adpjen X, X und X, X7, ferner X X und ¥, ¥ w f. f. einjdliefen. Nadh
§ 121 ¢ ift . (wy) = (xx) + (@Yy) = -+ B; (y=") = (yz) -+ (@)

— (@a) — (ay) — « — B; (yy) = (yo) + oy) = — R+ e+ R—c.
Daher hat man x = x' cos &« — y' sin @,
y ='w'sina -+ y' cosd,
ba cos (¢ + R) = cos & cos B — sin a sin B — — sin o und cos (¢ — R).
= cos (B — &) = sin a ijt.
List man die eben gefundenen Gleichngen nad) & und y* auf, fo ergibt
fich fehlielich ® = xcosaysine,
y' = —wmsina - ycos .
¢) Beliebige Berjchiebungeinesvedhtwintligen Coordinaten:
{pjtems. @ind XOY und X'O'Y" el Yl ' Ml\ ;
divect congruente vedhtwintlige Coordinaten- X i N X
fojteme, jo fann man das erjteve durch o )/P/
Pavallelverfdhicbung sundchit in die Lage ‘ s
ZO0'H amd hievanf durd) Drehung um O R ot e e
in die Qage X'OY bringen. Gs jeien p———p e e
mm x, y bestehungsweife §, » und «', y / i
die Coorbinaten irgend eines Punites M s : y,
1 Besug auf XOY, bezichungsweije Z0°H /", by’ Ly,
und X'0'Y". Damn ijtnad) @) §=2—a, Fig. 176.
=y — b undb nad) b) ' = &cos @ -7 sin @, ¥y’ = — §sina + 7 cos a.
Davaus folgt ' == (w—a) cos ¢ - (y—Db) sin «, q n
y'=— (x—a) stn & 4 (y—2D) cos «. |
d) Nbergang von reditwintligen zu /
Polar-Coordinaten und nmgefehrt. Wir SN
betvachten e den einfachften Fall, dajs der Anfangs- X, AP X
punft O ves rechtiwintligen Coordinatenjyitems gugleich : /
ver Pol und der Halbjtrahl O X bie Polavadhie ift. ;
Nach) § 123 ijt w =1 cosw und y =1 sin . o, Y
Aug biejen Gleichungen erhilt man Figur 177.

185



= Ve - y¥ cosu = ——
Va? +y Vo' ok 5
P v Ao SUBURT PR
Va? 4y
Aufage. 1. Aus »?=a® -+ y* founte aud) gefolgert werden
PN e e, B W e T e AT e i
r, = — Ve 4 y? cosuy, VaT o 5? sin u, — v e y‘“’
Diefe Gleichungen fithren jedbod) zu feinem newen NRejultate. Denn nan
findet cos (w,— u) = cos u, cosu—+-sinu, sinuw=—1, alfo u,—u =2 R, b.1.

bie 3weiten Schentel O Mund OM, der Winfel » und w, jind entgegengefept ge-
vichtet; ferner ift », = —r, b. ). die Strede » ift auf ber Crgingung des Halb-
ftrafles O M, aufzutragen. Man gelangt jomit oieder zum Puntte M und braudht
baher die zweite Aufldjung nicht au beviictjichtigen. Aus diefem Grunbde fann man
aud) jagen, Hajs a und y duvd)  und w eindentiy bejtimmt find, nnd umgetehrt.

2. Unjtatt der oben gefunbenen Gleichungen fitr cos w und sin w faun die

einfacheve ®leihung tgu = % sur Beredhnung von w beniipt werden. Da bdie

Borzeichen von @ und y angeben, weldem Quabdranten der Pumtt M angehitt,
fo geniigt eine eingige diefer ®leichungen zur eindeutigen Vejtimmung von w.

§ 225. Linge eines Leitfrahles wud ciner Strecke. o) Sind 2, y bie
rechtiintligen Coordinaten eines Punttes M, was tuvy durd) M (x, y) angedentet
witd, o ift nad) § 224 d YT

OM = r = Va? 4+ 42

Yo b) €8 fjeien M, (@, y,) wnd M, (w,, y,) Dbie
4 i Gudpuntte der Strecte, deren Lingenzahl zu bevechuen ift.
{. u Au diefem Bwede lege man durd) M, als Anfangspunit
___________ ___\!,)___."..._ ein neues Coordinatenyjtent, bdejfen Achen zu jenen des
J[' gegebenen @yjtems divect pavallel find, und begeichne mit
T 0 | X & n die Coordinaten des Punftes M, in Bejug auf dasg
| nene Syjtem. Man hat dan § = &, — 2, 7 =
v : Bo gy M A PR R
%t’g. 178. M, M, = ng 9 = V(g —,)® + (v — y.)%

Bujag. Wenn die Stvede M, M, einer Sevaden
mit fejtaejebter pojitiver Ridhtung angehet, fo ijt dag Vorzeichen der Wurzel-
qudfie nac) der allgemeinen HBeichenvegel fiiv Strecfen zu beftimmen.

§ 226. Winkel der Abfciffenadfe mit ecinem Leitfirahle nnd mit ciner
Stredke. @) Gehbrt der Leitftrabl » dem Punfte M (=, ) an, jo erhilt man
den Winfel (m r) nad) § 123 aug einer der Gleidhungen sin (zr) = f,

cos (xr) = =, tg (ar) = I, i
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Die Vovzeichen dev Coordinaten @, y seigen an, weldhem Quadranten dev
gejuchte Winfel angehort.

b) Gs jetenw M, (a2, y,) mud M, (z, y,) die Endpunfte dev gegebenen
@trecte, und man nehme die Ridhtung von M, nad)y M, als pojitiv an. Durd)
Parallelverjhichung des Coorbinatenjyjtems (§ 224 a) findet man (Fig. 178)

S Ys __:__Eil cos U — e ,tg u = Y2 — % A
” ” : Ao,

bavin it ue Abticgumg Vie, — )%+ (o — 9,)® = » und (@r) = u gejetst.
Die Borzeichen ber Coovdinatendifferenen @, —a,, ¥y — y, seigen an, weldem
Quabranten der gejudhte Winkel angehint.

§ 227. Winkel sweier Leitfivahlen oder jweier Strecken. «) G5 feien
O M, =», und ODM, =r, die Leitftrahlen zweier gegebener Puntte M, (2, y,)
md M, (2, y), aljo v, = Vol y% ud r, = Vag+y3. Dam ift

(§121¢) (v, 1) = (r, @) + (wry) = (ary) — (ary), Y
sin (ryry) = sin(wry) cos () —cos (®ry) sin (er,) Mx— |
_ Y m % Y BmB—BY% g 2
Polirwry Fosaey .13 2 e
5 A €T, Ly Yy Ys
findet man cos (r, r,) = (o e 1 Jﬁ; daraus folgt
Uil Ay 0 X
" Ty Yo — X Yy :
tg (v, my) = 2 291 ¢ §
L @ @y Yo T 0
Die Borzeichen der Ausdriide @, y, — a5 7, wd g, 179.

@, @, + y, ¥, qeben an, weldhem Quabdbranten der Winfel (r, »,) angehirt. Jit
2 B.ow Yy, —wyy, >0 und a; 2, 3y, y, << 0, o hat man sin (r, 75) >0
wnd cos (ry 7,) << 0, daber ift (v, »5) ein Wintel im zweiten Tuadranten. €3
ift offenbar am einfachjten, ven Winfel (», »,) aus ber Gleidung fite tg (r, )
oder cotg (r, ry) 3u Dberechnen.

b) @ind A (»,y:), B (2, y,) mud C' (z,, y;) dret gegebene Punfte, fo
echilt man ben Winkel BAC = « aus der Gleichung

tga = (@ — ) (ys — ) — (2 —®) (¥ _.%)_
E (0 — ) (o3 —2) + (p— ) s —9)

Beweis durd) Parallelverjchiebung des Coovdinatenjyitems,

§ 228. Sliadyeninbalt cines Dreieckes. «) Man habe junddyit den Flachen-
infalt F ve3 Dreiefes O M, M, zu bevedhnen, wenn O ber Anfangspunit des
Goordinatenjpjtems ijt und bdie i b
Puntte M, und M, durd) ihre A :
Coordinaten @, y, und =, y,
beftimmt  find.  Bezeichnet man Mz
O M, mit ,, O M, mit », und i L,
den abjoluten Wert des Dreiects- Fig. 180. Fig. 181.
winfels M, O M, mit «, jo echilt man F aug ver Gleidhung 2 F =, r, sin «.
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Hier find mun zwei Fille zu untevidjeiden, je nachdem =, im pofitiven obex
tm negativen @inne iiber bie Dretecksfliche gebreht werden mujs, um mit », -
jammenzufallen.

m ecjten Falle (Fig. 180) ift (r 7)) = a, alfo 2 F=r, v, sin (r, v,) =
@y, — @y, (§ 227).

Jm zweiten Falle (Fig. 181) ift (r, ) = — @ 0der = 4 R — a, fomit
BF— — 1y sin (1 73) = — (@ Y5 — B ).

Wi feben mun fejt, dajs der Flacheninhalt eines Dreiedes A BC pofiity
ober megativ ift, je nadjdem die Seite A B (um den Punft A) im pojitiven oder
negativen @inne iiber die Dretecksiliche gedreht werben mufs, wm mit der Seite
AC sujommengufallen. Nad) diefer Fejtfesung gilt die Formel

RE=1w, yy — @y 9,
fiiv dag Dreiet O M, M, audh mit Riickjicht auj das BVorzeichen.

b) €8 jeien A (x, y,), B (2, y3) C (25, y,) die Cdpunfte des Dret-
efes ABC, defjen Flicheninhalt 77 . bevedhuen ift. Dlan lege durc) A als
nfangspuntt etn newes Coordinatenipitem, defjen Achien su jenen des gegebenen
@yjtems divect pavallel find, und begeichne mit &, », und &, #, die Coordinaten
von B aund C' in Begug auf bas nene Syjtem.  Dann hat man 2 F =g, 7, — &,
wd g =@ —2, Y=Yy — Y, & =¥ — &, %=y — Y. Davaus folgt

2 F = (g — o0y ) (Ys — Y1) — (@ — 21 ) (g0 — Yi) ober
RE=w (y, — ys) + 2 (s — Yo) + 25 (Y1 — Yo)-

Aus der Ableitung diefer Fovmel geht hervor, dajs diefelbe fitx dag Dreiect
ABC aud) mit Ridjidt auf das Vorzeidjen Deite[)t

Bujage. 1. Um bdie lepte Fovmel leiht im Gedichinifje su behalten, ent-

3 i c widelt man aus @, (y, — y;) die beiden

/ o anveren Glieder auf dev vedhten Seite dic-

,Og jer ©leichung durc) cytlijche Bertaufdhung

ik A ber @tellengetger, . §. man erjept 1

Big. 182. 2 bued) 2, 2 buwed) 3, 3 duvdh) 1 . .
ARDR Y g X Sk

2. g {peciellen Fdlfen fann man

den Fladeninhalt eines Dretectes vber jenen

Y, cines Polygones ditberhanpt wmmittelbar

Big. 183. aus dev entfprecienden Figur bevechnen.

@p findet man aus der Figur 183
ABC=AA C,C+CC B, B— A4 B B,

; ‘11_ (W +gs) (s — ) | (y —f-yz)(%—w)_(.% +y‘)(m2_ml),
fDmtf =L 32 ) 1__+ 3 3/ 2 5

2
woraug wieder die oben abgeleitete Fovmel hervorgeht.

8. Der Flicheninhalt des Drefectes A BC ijt offenbar gleich Null ober vou
Rull verjdhieden, je nachdem bdie Puntte 4, B, €' in einer Gevaden liegen oder
nicht. - Bugleich gilt auch der Umiehrungsjak. Aljo ijt die Gleichung
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@ — Ys) 2 (s — ) 2 (o — ) =0
bie nothwendige und bhinveichende Bedingung dafiir, dajs die Punite (z,, y,),
(y, ), (5, ys) in einer Geraden liegen.

§ 229. @heilung einer Strecke. Vean beftimme die Coordinaten
®, y desjenigen Punttes M, welder die Strede mit den Cubd-
puniten M, (, y,) und M, (x,, y,) im Berhialtnijje a : b theilt.

ufldjung. Projiciert mon die Punlte M,
M, wnd M aunf die beiden Eoordinatenachien, jo
folgt M, M: MM,—P,P:PP,=0Q,Q:QQ,
(dent abjoluten Werte und bem -\JDIGLIC[)CH nad).
@oll aljo MM : MM, = a : b jein, jo mujs
aucd) der E]Sunft P bic Stvede P, P, unb ber
Punft Q die Strecde Q, Q, im Verhilinifje « : b
theilen. Nach § 221 b exhilt man dabex

ax, -+ bx, ___a,‘/)—l—b‘jl

Sl o b ey

Bujag. Der Halbierungspuntt der Strecke b
M, M, hat die Coordinaten &ig. 184.
SO R e S Wl + Y.
—] 2 ’ J :

Gleidyung einey iEinie.

§ 230. Variable und conffante Grofen ciner Gleidyung. Cine Gleidhung
sijchen zwei unbefannten Grofen, etiva = und g, hat unendlich viele Anfldjungen,
pon denen beliebig viele evhalten twevdew, indem man fitv die eine Unbefannte
irgend weldpe Werte jubjtituiert wnd DHievauj die Gleichung nad) der anbderen
Tnbefanuten auflost. Aus der Gleidung

7J+SC“—69501J——*’*+3

exhilt man auj diefe Weife durd) die Subititutionen & = —2, —1, 0, . . .
bie aus der folgenden Tabelle exjichtlichen Anfldfungen. Die Gleidpmgen & = — 2
und y = 1 bilden eine Aufldjung bder obigen
Gleichung, da bdiefelbe befriedigt wird, wenn filv die & Y Puntt
Unbefannten @ und y die jpeciellen Werte — 2 und T e
1 fubjtituiert mwerden. —2 7 1 M,

Man nennt die Unbefannten einer devavtigen | — 25 M,
Gleichung verandevlidye oder vaviable®G i fen, 0 3 M,
meil jebe Devjelben beliebig verindert iwird, indem 1 2'5 M,
man ‘von einem fpeciellen Werte 3u ivgend eimem | 10 | 1875 | I
anderen iibergeht, worauf fid) auch die gweite Gudfe 2 1 M,
ber leichung entjprechend verdndert. Jm Gegen- | 25 |[—0125 I
fage Diesu beiffen alle dtbvigen fpeciellen ober 3 e
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allgemeinen Grifen der Gleichung conjtante Grdfen. Vou den beiden
vavialben Grdfen heifit jede eine Function ber anderen (§ 123).

§ 231 Graphifhe Davfiellung der Functionen, Gleidnng einer Linie,

a) Man exhalt ein anjdhauliches Bild von der gegenjeitigen Abhingigheit weier

Y oued) eine Gleichung verbundener vaviable

M : Gridfen, indem man je zwet jpecielle Werte

Vit M, verjelber, weldhe etne Anfldjung ver Gleidung

(2o bifben, al8 (redhtwintlige) Coordinaten eines

Punftes anffajst und diefen Puntt con-

. il ftrniert. Je mehr Punfte anf diejem Wege

gewormen fwerben, Ddejto demtlicher tritt die

7 I % Oejtalt einer Linie hevoor, weldhe den geo-

metrijhen Ort aller jener Punfte bildet,

deren Coovdinaten Anfldjungen der gegebenen

Y, s ®leichung find. Wenr man 3. B. die in der

Fig. 185. Tabelle (§230) angegebenen Anfldiungen dex

: Gleidhung 2y 4- 2 = 6 zur

P Conjtruction der Punite M,

Vi My M,, ... Dbeniipt' und  diefe

A, ! o~ onrd) etne umunterbrodyene Linde

oE 7 ‘ A verbindet, jo evhilt man (mely
\‘- . Dder minder genaiw) die in Dex
Figur 185 gezeichuete Curbe.

e Y Die Figur 186 erhilt man
Big. 186. aug der Gleidng v = sine
J

Bujat.  Die graphijhe Darjtellung der Famctionen wird auch i anderen
Wiffenjchaften, insbefonders in der Naturlehre angewendet. Die Coovdinaten der
etnzelnen Puntte gewinnt man haufig durd) Beobachtungen, da jid) die gegenjeitige
Abhingigleit sweier Grifen (3. B. dev Spanntraft des gefittigten Wafferdampfes
und ber Temperatur oder des Vavometerjtandes an einem Dbejtimmten Ovte umd
der Beit . §. ) nidht tmmer duvd) Gleichungen ausdriicten [ajst.

b) Die Aujgabe, s einer gegebenen Gleichung zwijdhen wei vevimberliden
®rofen die entfprechende Linie zu juchen, [djst fich) anch wmfehren. Man famn
nimlich u etner dwvd) die Conjtruction ober eine davatteriftijhe Cigenjdhait
Dejtimmten Linie die entfprechende ®leichung swijden den Coordinaten = wnd y
jucdben.  Jm beiden Fiillen bejtimmt jede Aufldjung der Gleichung einen Puntt
e Linde und umgefelrt jeder Punft dev Linie eine Auflbjung der Gleichung. Diefer Ju-
jammenbang zivijchen efner Linie und etner Gleichung wird dadure) ausgedriictt, dajs
man bie lefteve gevabesu die ®leichung dev gegebenen Linie nemnt.

1

X

duvd) bie Subftitutionen 2 — — x, — g, 0,
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§ 232, RAufgaben der analptifhen Geometrie. Diefe jind: «) bdie
®leichungen von gegebenen Linien aufzufuchen,

b) mit Hilfe der Gleihungen, aljo auf dem Wege der Redpung, die Eigen-
jhaften Der Linien nachzumweifen,

¢) burd) Transformationen und Vevbindungen von Gleichungen Aufgaben
fiber die entfprechenden Linten aufzuldjen und

d) Gleichungen zwijden zwei Verdnderlichen, weldhe nach gewiffen Grund-
fagen aufgejtellt werben ober i den Anwendungen dev Mathematit jid) von felbit
evgeben, geometvijch st intevpretieren.

II. Abfdynitt: Die Gerade,
G leidyung ciner Gevaden.

§ 233. Gerade durdh) den Aunfangspunkt. «) €8 jei g eine durd) ben
Anfangspuntt O gegogene Gevade, weldhe mit der 2-Achje den Wintel (xg) = «
einfchlieft. Wenn in g eine pofitive Richtung

angegeben ijt, jo bedeute (a2g) jenen Winkel, um .5

welchen die «-Achje (etwa im pojitiven Sinne) M~y
um den Paunft O gedveht werben nuyg, big fie P S

mit ¢ jujommenjillt wnd audh der Ridtung X, i 0 PR
nach itbeveinjtimmt. Jm entgegengejetten Falle i

olfen wiv it g jene Nidhtung als pojitiv an= 7

nehmen, welcher ein Hohler pofitiver Winfel « Y

entjpricht (Fig. 187 und 188), Fig. 187.

Gonftrniert man wun die Coordinaten ivgend
eines Punttes M der Gevaden g, fitv weldhen der Leit- g\wﬂ" T
ftrahl O M ypofitiv ift, jo hat man PM:OP=tge M
(§ 128), daher PM = OPtga. Liegt hingegen ein
Punft M, der Gevaden jo, dajs O M, << 0, jo Dat "
man P,M, : OP, = tg (@ + 2 R) = tga, jomit \
P M, = OPtgc. Bepiduen wiv alfo mit 2z und X, £ ON A X
y die Coordinaten irgend eines Punftes dev Gevaden g
und fepen sur Abfivzung tge = a, jo ijt jtets

jeben 3 53,3:91”, jo ijt ﬂ\g

Man itberzengt fich nachtriglid) durd) die Sub- ! 7
ftitution 2 — 0 md y = 0, dajs diefe Gleidhung 513, 188
ancd) fiir ven Anfongspuntt O Dbejteht; fie gilt fomit fiiv alle Puntte bex
Beraden g. A

Die Gleidung y = az famn hingegen fiiv feinen auferhalb g liegenden
Puntt N (Fig. 188) Lejtehen. Demn es miijste jonjt PN = a . O P und
suglei) PM = a . OP fein, wovin M den @dnittpuntt der Gevaden g und
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PN beventet. Davaus wiitde PN = PM mIqen was ber Annahme mtbm]puc{)t
pafs N auferhalb ¢ liegt.

y = ax ift jomit dic Gleidhung der Gevaden g Die Conjtante
a with der Midytungscoefjicient diefer Gevaden genannt.

b) Die Gletdhung dev Abjeijjenadje ift y = 0; denn filv jeden
Punft derfelben ijt y = 0 und fitv jeden Punft auferhalb devjelben y z 0.

Bu demjelben Rejultate gelomgt man auch mitteljt der Gleihung y = ax,
et man davin ¢ = 0 jept; damn ijt ndmlid) « = 0, aljo fitv jedes = aud)
g

c) Die Gleidhung der Orvdinatenadfe it @ = 0; denn fiiv jeden
Punft derjelben ijt @ = 0 und fiir jeden Punft auferhald devjelben x 2 0.

Bu demjelben Rejultate gelangt man and) mittelit der Gleichung y = a @

wenn man diejelbe yunachjt auf die Form x = z - bringt amd fhievauf e in B

iibergehen, alfo @ unendlich grof werben [djst.

d) Aufgabe: Die dexr Gleidhung y = ez entipredende Linte
au bejtimmen, wenn e ivgend eine veelle Bahl bDedeutet.

Aujldjung. Wan  bevechme das fleinjte pofitive «, weldhes der Gleichung
tga = a entfpricht, und ziehe duvch) den njongspuntt eine Gerave ¢ jo, dajs
(®g) = a with. Die Gerade ¢ ijt die gejuchte Linie, da nad) a) alle ihre
PBuntte und nur dieje ber Gleidung y = az entipreden. Die itbrigen Wurzeln
der Gleichung tge = a fithren zu derjelben Gevaden g.

§ 234, Gerade in belichiger Lage. o) Die Loage der Geraden g fei
durc) einen ifrer Pumfte M, (2, y,) und durc) dben Winfel (xg) = a bejtimmt.

: Regt wman durd) My als Anfangspuntt ein neues
Coordinateniyitem, dejjen Achien jenen des exjten
@yftems divect pavallel find, und Dbegeichnet mit
o, y die Coordinaten eines belicbigen Punftes
M ber Geraden ¢ in Bezug auj das neue Syjtent,
fo ijt jtets o = ax, worin @ fix tga qeiet@t

iit. Jun hat man & = & — x, wd y =
: _/ i fomit ijt
},' } Y Yoie= @ (e = wy) Ll L Mt
o vie Gleidhung der Geraden g (in Bejug
Fig. 189, auf bas erfte @yjtem), da jie ecbenjo wie bie

Gleichung y = a o’ fiir alfe Punfte diejer Gevaden und nur fiir diejelben bejteht.

BWenn der Duechjdynittspuntt B der Gevaden mit bder Ordinatenachje als
ber gegebene Puntt angenommen und OB = b gefesit wird, fo ift &, = 0,
o= br CIITD
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bie ®leidjung der Gevaden g. Dies {jt bie einfad)jte Form bder Gleichung
einer Gevabden.

b) Fiiv ¢ || X, X find die Ordinaten aller Punfte der Gevaden = y, und
aufechalb devjelben 2 Yo; aljo it y = y, bdie Gleidung bder Gevaden g
Dasjelbe Rejultat exhilt man aus der Gleidung 1), wenn man ¢ =0 anmnimmt.

¢) Fiir g Y, Y find die Abjcifjen alfer Punfte der Geraden = =, und
aufehald derjelben 2 xy; aljo ijt @ ==, die Gleidung der Geraden g. Das-
felbe Rejultat exhdlt man aus der Gleichung 1), wenn man diejelbe nadh) 2 —
aufldst wnd hievanj ¢ in B dibevgehen lajst.

d) Aufgabe: Die der Gleihung y = aw + b entjpredhende
Qinie gu bejtimmen, wenn a und b belicbige veelle Bahlen be-
deuten :

Aufldfung. Man bejtimme in der Ordinatenachje den Paunft B, dejjen
Ordinate = b ijt, und verfahrve tm iibrigen o wie in § 233 d. Man exhilt
ftets eine ®erabe, deren Lage durd) die Gleichungen O B =10 und tg (zg) =a
Dejtimmt {jt.

e) Aufgabe: Die der Gleihung de -+ By + C = 0 ent-
fpredhende fiunie zu beftimmen, wenn 4, B, ¢ beliebige reelle
Bahlen bedeuten.

Anfltfumg.  Man unterjdyeide die beiden Fiille: B = 0 wnd B = 0.

g : £ ;

Sm exften Falle {jt Ao+ C =0 oder @ = — - A oie gegebene Gleichung.
(A fann nidht gugleich) mit B gleich MNull jein, weil jonjt in der vovgelegten
Gleichung weder = nod) y enthalten wdire.) Man hat damn eine Gleichung von
ber Form @ = x,, welde einer ur Orbinatenachfe (im Abjtande — g)
parallelen Gevaden entjpricht.

Jm gweiten Falle fann die gegebene Gleichung nad) -y aujgeldst, jomit anf
bie Foom y = ax -+ b gebradt werben. Nad) o) entjpridht auc) biefer
®leichung eine bejtimmte Gevabde.

Bujas. de + By + C =0 ijt die allgemeine Form Dder
Gleidhung einer Geraden. Man fjieht, dajs jeder lineaven Gleidung
swifchen @ und y (0. 1. jeder Gleichung exften Gvabes zwijchen diefen Variablen)
eine Dejtimmte Gevade entjpricht.

Aufaaben,

§ 235. Erfte Abtheilung. Man joll aus den gegebenen Gleichungen von
Gervaden die Lagen der lepteven in Vejug auf das Coordinateniyjtem ober in
Bezug aufeinander bejtimmen. J. B.
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a) Wenn die Gleidung Ao+ By 4+ C = 0 einer Gerabden g
gegeben ijt, jo bervedyne man 1. 3u der gegebemen Abfcijfe eines
Punttes ber Gevaden bie sugehvrige Ordinate oder umgetehrt;
2. pie vomAnfangspunfte und der gegebenen Gevaden begrengten
Abfdynitte bexr Conrdinatenadjen; 3. den Wintel (zg).

Auflojungen. 1. €8 jei a, bdie gegebene Abjcifje wund 7, die gefudte

Orbinate eines Punftes der Geraden, alfp Adx, -~ By, 4+ € = 0. Hievaus

fann vy, bevedhuet twerden, wenn B Z 0 ijt. Fiiv B = 0 ijt die Aujgabe un=
bejtimmt ober wnmiglich, fe nacdhdem @, die Wurzel der Gleichung Ao+ C=10
ijt ober nidht.

2. Die Gerabde jchneide die 2-Achie im Punfte C wnd die y-Achie im Puntte L.
Die Ordinate von C {jt = 0; dabher evgibt fich die Abjciffe OC = ¢ aus dex
Gleichung Ade -} € = 0. Die Abjciffe vou B ift = 0; daber evqibt fich die
Orbinate OB = b aug der Gleidung Bd + € = 0.

3. List man bdie gegebene @leichung nad) v aunf, jo ecfenut man, dajs — ‘;
ver Ridhtungseoefficient der Gevaden ¢ ijt. Ao ldjst jid) (vg) = ¢ aqus der
Gleihung tga = — é bevechuen.

Bujat. m die Gerade ¢ s conjtruieren, bevechuet man die Coordinaten
gweier beliebiger Puntte derjelben, wodurd) die Lage diefer Punfte, alfo audy jeme
ver Geraben in Bezug auf das Coordinatenipjtem Dbejtimmt wird. Wenn die
Gerade nicht durch den Anfangspuntt geht, fo ijt e8 in dev Regel am gwedmafiaiten,
thre @dnittpuntte mit den Coorbinatenadhjen zur Conjtruction zu verwenden.

b) Gegeben feien die Gleicdhungen A+ By 4 C=0 ud 4,2}
By + C, = 0 3weter @evaden g und g. Man bevedne 1. die
Coordinaten ihres Sdnittpunites und 2. ven Wintel (gg,).

Aufldjungen. 1. Hat der Sdmittpuntt der Gervadben g wnd g, die Coor-
dinaten @, ,, jo miifjen dieje die Gleidhungen der beiden Geraben Dbefricdigen,
da ber Puntt (2, y,) in beiden Geraben liegt. Man Hhat daber =, wnd y, aus
venn Gleidhungen Az, + By, +C = 0 und 4= -+ By, -+ C, = 03z
bevechnen 1umd finbet

. "BC, — B C4, — C A
2t o % R L S = B

Die gefundenen Werte find jtets endlich und Dbejtimmt, aufer wenn 4B, —
A4,B = 0 ijt. Jn diefem Falle Haben die beiden Gevaden gleiche NRidtungs-
coefficienten und find daler parvallel.

2, M) § 121 it (99) = (92) + (xg) = (zq) — (2g).
Darvaus folgt
tg (xg,) — tg(ey)

1 + tg(xg) tg(xg)

tg (99:) =
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Bezeichnet man aljo die Richtungscoefficienten der Gevaden ¢ wd g, mit a,
besiehungsweife a,, fo hat man

tg(eg) = a = — é Iy e i — @ — — %, jomit
— a A B, A B
tg (99:) = _|_ Dbfl tg (99:) gm
1t diejes Rejultat

anch divect aus der Figur
abguleiten, yoollen wiv
unter (gg,), (xg), (@g,)
jene hobhlen Winfel ver-
jtehen, um weldhe jeder
crjte @dhenfel im pofi-
tiven  @inne  gedreht
werden mnis, bis ex
mit dem entjprechenden Fweiten ujommenfallt. Nun jiehe man durcd) den Schuitt=
punft S dev beiden Gevaden den Halbjtrahl SX divect pavallel zur a-Achie und
denfe fidh SX tm pojitiven Sinme um S gedveht. e nachdem diejer Halbjtrahl
sundcyft in die Gerade g oder ¢, fallt, bat man (Fig. 190) (®wg) + (99) =
(g), alfo (9g) = (@g) — (eg) oer (Fig. 191) (wg,) + 180° =
(xg) + (99.), aljvo (gg,) = (@g,) — (wg) 4 180°% Ju beiden Fiillen erhalt
man tieder die oben abgeleiteten Anusdriice.

Folgejase. 1. Pavallelen Geraben entiprechen gleiche Richtungscoefficienten
und umgetehet. Aus (gg,) = 0 oder = 2 R folgt ndmlich tg (gg,) = 0,
alfo @, = a und umgetehrt. Fiiv Gerade, welche gur x-Achje novmal find, ijt
die Ridhtigheit des Sapes ofjueweiters tlar.

2. Gind zwei Gerade zueinamder normal (und zu den Coordinatenachjen
nidgt pavallel), fo ift dag Product ihrer Ridtungscoefficienten gleih — 1;
ber eine Ridhtungscoefficient ift alfo gleich dem mit entgegengefebtem Bovzeiden
gentommenen veciprofen Werte des amdeven. Bugleih) ailt auch dex Umlehrungs-
jag. Bum Beweife lafje man (gg,) in den Gremgwert = & dibergehen, aljo
tg (gg,) wnendlich quofy werden. Dies ift filv endlihe @ und a, mur muthf)

went aa, + 1 = 0 witd. Darvaus folgt aa, = — 1 wd @, = — E“

Aus diefen Gleichungen echilt man wicder (gg,) = £ R.

B diefemt Rejultate gelangt man aucd) divect duvch folgende Sdlitfje: €8
it (99.) = (g2) + (®g) = (@®g) — (xg), daher aud) cos (g9g,) =
cos (wg,) cos (wg) + sin (xg,) sin (wg) = 0, wemn (gg,) = = R
gefet wird. Daraus folgt durch) Divifion mit cos (zg,) cos (zg) die Gleidhung
1 4 tg (g,) tg (@g) = O ober 1 + aa, = 0. M3 1 + aaq, =0
foun umgefelyet wieder (gg,) = £ R abgeleitet werden.
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Der Fall, dajs von zwei Gevaden eine jede zu einer Achje pavallel ijt,
lajst fich am einfachjten divect exledigen.

§ 236. Dweite Abtheilung. NMan foll die Gleidhung einer Gevaden
fuchen, wenn deren Lage in Bejug auf das Coordinatenipjtem ober in Bezug auf
gegebene Paunfte oder Gerade beftimmt ijt. Die Lage der gegebenen Punfte und
* Gevaben fet durd) ihre Coordinaten, beziehungsweife ihre Gleichungen bejtimmt.
3. B. Die Gleichung einer Gevaden g zu juden,

a) weldye durd) den gegebemen Puntt (z, y,) geht und mit
per Abjciffenadfe ben gegebenen Wintel (xg) = « einjdlicfit,

b) weldye durd) den gegebenen Puntt (=), y,) geht und mit
ver dburd) die Oleidyung de+ By C=0 bejtimmten Gervaden g,
ben gegebenen Wintel (gg,) einjdhlieft,

¢) meldye dburd) zwet gegebene Puntfte (@, y,)und (@, y,) geht.

Aufldjungen. - @) Wan  exchilt nad) § 284 die Gleidung y — y, =
(& — x,) tga.

b) Bezeichnet man zur Abtitvzung die Nichtungscoefficienten der Gevaden ¢
und g, mit o, beziehungsweije a,, febt ferner ¢tg (gg,) = &, jo findet man
nad) § 2350

A S R N
14 aa
Ly ek p
Yo ey G
die gejuchte Gleichung.
@oll fpectell g || g, fein, fo it y — yo = a, (@ — @), wnd foll g 1 g,

_k—. Daber ijt

a k

ol
ud daraus a — .,l,,,l,,

fein, fo ift y — y, = — ai (@ — a,) die Gleichung der Gevaden g (§ 2350,
1. und 2. Folgejap). :

¢) Die Gleidpmg der Gevaben g befit jedenfalls die Fovm da + By - C=0.
Da die gegebenen Puntte dev Gevaden angehvren jollen, fo miijfen ihre Coor-
dinaten die Gleicdung bderfelben befriedigen. €3 ijt alfo Az, + By, +C =0
und Ax, + By, + € = 0. Davaus folgt weiter durcd) Subtraction
A — o) + Bly — ) = 0udv 4 (@, — o) + By, — y) =0,
et Af@ — @) =— By —y) ud d@ —x) =— By, — )
Dibidiert man nun die lepten wei Gleihungen durd) einander, fo exhilt man

r—@ iy T pher W=l :%;yL (SC—SCI)

Ly — @ Yo Pg == 0y
als ®leichung der Gerabden g.
Bei diefer Ableitung wurde w, z 2, und y, _:<’ y, boranggefest. Der
fhecielle Fall @, = = ober y, = y, [djst i) leicht divect erledigen.




175

Bujap. @oll g durch die Punkte (¢, 0) und (0, b) gehen, d. § auj den
Coobinatenadyjen die Abjdmitte O C'= ¢ und O B = b bejtimmen, jo lautet die

entiprechende Gleidung y = ( — ¢). Dieje ldjst fich in folgender Weife

G
trangformieren :

Lot LGN s i Rl f T T S
= Ft G—[—l,a[]o c_l_b_]'

Gleicyung der Geraden in der Wormalform.

§ 237. Ableitung der Gleidhung. Mo ziehe durd) den Anfangspuntt
bie Normale » ur Gevaden g und nehme jene Rihtung in » als pofitiv
an, fitr welde dex
Wintel (en) = ¢

v 7 Y 4
der Bebingung /’?’ ; /‘M/
0<gp<<2Rent : gp o
fovicht (Fig. 192 1. 9 A Al
prit (519 o S gt \
X, X 7
i g

|
193). (Sclbitver- 1
o PRI

, o P
jtandlich famn Ddie
pojitive Richtung in A | 4
der Normale aud) i
nad) anbdevenRegeln ¥ }1\ g 3
bejtimmt  werden Fig. 192. Fig. 193,

oder im vorbinein
gegebert fein.) Sach biefer Fejtjesung ift die Lage von ¢ in Bezug auf das Coordinaten-
fyjtem eindentig bejtimmt, wenn man den Winfel (wn) = @ und die Strece
0A = p fennt, wo A den Scnittpunit von g und n bedentet.

um conftrutere man u einem Deliebigen Pumfte M der Geraben ¢ die
Cootbinaten OP = o, PM = y und projicieve die Punfte M und P anf die
Novmale. Die Projection vou M ijt ftets der Pumft 4, welden Puntt I der
Geraden man aud) wihlen mag, wibhrend fite feben auperhalb g liegenden Punit
bie Projection nicht mit A zujammenfillt. Die Projection von L feiffe £, Nan
findet danmn O P, - P, A=0A4; OP, = OP cos (n@) = cos p; P, A=
PM cos (ny) = ycos [(nx) + (xy)] = y cos (R — @) = ysing. Somit
Defteht fitv alle Puntte der Gevaden und nmur fiiv diefe die Relation

@ cos ¢ 4 y sin o — p = 0.

Dies 1t die Gleidyung der Geraden in der Normalform.

§ 238. Transformation der Gleidyung ciner Geraden in die Wormalforu.
Um die Gleidung Ao + By 4+ C =0 der Gevaden g auf die Novmalform zu
bringen, bevechuet man die ®rifen cos ¢, sin @, p mitteljt der Gleidjungen
b = — % (§ 285) und fubjtituiert bie evhaltenen Werte in die

tgaz——B-,
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Oleichung « cosp 4y sing — p = 0.  Man findet ¢ = (xn) = (xg) -+ (g9n)
= ¢t = R; daber ijt

_ sin(etR) - cosa o el

U= (e==R)" Fsina ifga B’

2 IV 2

sec @ = == \/1 4 tg rp:—_i—_\./jl h (%) iﬂ#@'

cpe e ey

secp - VA B p—gq)'wS(p_“i\’Az—}—Bz s ()

Da p ald die Projection des Ordinatenabidmittes b auf die Novmale be-

trachtet werben fann, jo ijt

T

p = b cos (ny) = b cos [(nz) 4 (xy)] :—Jg cos(R—qy):—gsmw,

LB
== T L
Bon den doppelten BVorzeihen der Wurzelgedfen in (1) und (2) hat man
itbeveinjtimmend entiveder mur dag obere ober muv das unteve beizubehalten. Aus
ber Bebingung 0 < ¢ << 2R folgt mum sin ¢ > 0. Daher erhalt die
Wurvzelgrifie Dasg pojitive ober negative Bovzeiden, je naddem
B>=0 obexr B< 0 ift.
Die Gleichung der Gevaden ¢ in der Normalform launtet alfo
Az 4 By + C_*U
V4% B* :
Um noch den fpeciellen Fall B = 0 zu erledigen oder aljp die Gleidhung
Az~ C=0 auj die Novmaljorm zu bringen, beacdhte man, dajs bdie a-Adfe
sugleic) die Normale der Dier betvachteten Gevaden ijt. Hievaus folgt ¢ = 0,

jomit p =

cosp=1, singp=0 wd p=— % Man exhilt aljo = - i-: 0.

Aufgaben,

§ 239. Abfaud cines Punktes von ciner Geraden. o) G5 fei
Ax+ By -+ C =0 bdie Gleidung der Gevaden g, und man jude zunddit den
Abjtand des Anfangspunttes O von jener Geraden. Nach § 238 {jt

=+ VAT B¥

Wenn Hierin das BVoreichen der Wurgelgribfe itbeveinjtimmend mit jenem
pon B gewdhlt wird, fo exhilt man dic Stvede O A mit jenem Borzeichen, weldjes
der pofitiven Nichtung der Novmale entfpricht.

b) 68 fei a cos @ -y sin ¢ — p=0 die Gleichung det Gevaden g, und
man Habe Den Abftand des Punttes M, (z,, y,) von g zu bevedmen. Bu diejem
Bmwede legt man durd) M, als Anjangspunft ein neues Coorbinatenipitent,
beffen Achfen zu jemen Des gegebenen Syjtems bdivect pavallel find. %eaeid)ngt
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man die Coordinaten ivgend eines Pumttes M in .
Besug auf das erjte Shjtem mit 2, y und in BVe-
g auf das zweite mit 2, ', fo ift @ = ' + =,
¥y =y ~+ y, aljo -

a'cos @ + y' sin g -+ (@, cos @ - y, sin o — p)

pie Gleidnmg ber Gevadben in Bezug auj dag neue
©yjtent.  Mian. exhalt nun die Strece M, A mit
Hilfe der in a) angegebenen Formel, wemn man
davin A = cos ¢, B=sin p und € =z, cos ¢ -
Yo Stnp — p fept. €8 ijt dann wegen sin g >0
My A = — (z, cos ¢ + y, sin p — p).
Nad) diejer Fovmel, fitv welhe eine einfache Gedachtuisvegel aufgejtellt yoerden
fonn, evhilt man die Stvede M, A pojitiv oder negativ, je nadydem bdie Richtung
von M, nad) A4 mit der pofitiven Nidhtung dex Novmale itbereinjtimmt ober nicht.
Hat dvie Gleichng der Geraden die Fovm Az -+ By + C=0, jo ijt der
Abitand s
R U e

Y
Fig. 194,

I
+ VA L B
worin die Wurzelgridfe dag Vovgeidhen -~ oder — exbhilt, je naddem B pojitiv
oder negativ ijt.

§ 240. Gleicgnng ciner Winkelymmetrale. €8 felen g und g, zwet fich
jchmeidende Gerade, @ cos @ + ysingp — p =0 und xcos ¢, + y sin @, — P,
= 0 ihre Gleihungen in der Novmalfornt, fermer = und k; die Symumetralen
der bvier vou g und g, gebilbeten Hohlen Wintel, A
Fiir jeden Puntt M (&, #) der Symmetrale & haben
wm die Abjtande MP wund MP, von den Geraden
g wnd g, gleiche abjolute Werte wnd gleiche Voy-
seichen, wemt die Novmalen der Geraben g wnd ¢, >
sugleich) nad) dem Jumern des von A halbievten ~
Wintels gevichtet find oder zugleich aus demijelben
becaustreten (Fig. 195). Dammn ijt aljo MP= M P,

’

ooer — (& cos g+ sin p — p) = — (& cos @,
-+ 5 sing, —p). Da diefe Gleichung fitr alle b 50k
Punite der Shmmetrale 2 und nuv fitv diejelben Big. 195.

bejteht, fo it fie die gefuchte Gleicdhung von k. Begeichuet man in derfelben die
variablen Coordinaten mit & wnd , fo lajst fie jich auch auj die Form

(cosp+ysing—p) —(@cosep, +ysing, —p,) =10
bringen; man evfennt aljo, dajs fie aus den Gleihungen der Gevaden g und g,
durd) @ubtraction abgeleitet wird. ;

Heéevar, Geometrie fiic Oberrealjfulen. 12
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S analoger Weife zeigt man, dajd der Symmetvale A, die Gleidung
(xcosp +ysingp —p) + (xcos g, +ysing, —p,) =0
entjpricht, woelche aus den Gleicdhungen ver Geraden g und g, duvc) Addition her-

vorgebt.

Bujige. 1. Wenn ein Halbjteahl wm feinen Gvemgpmuntt S gedreht wird,
fo dnbert feine Novmale thre nac) § 237 bejtimmte pojitive Richtung tn Bezug
auf denw Palbjtrahl, jobald bdiefer eine zur y-Achje pavallele Lage iiberjdyreitet
(Fig. 195). DHievaus folgt, dajs dbie Gevade, weldje durd) den Schuittpuntt S der
Geraden g und g, pavallel gur z-Acdhje gezogen wird, jene Winfel durchjchneibet,
fitv welche die Gleicdhung der Symmetrale durd) Subtraction bev Gleichungen von
g und g, abgeleitet wird.

2. Bildet man aud den OGleidungen Ax + By 4+ € = 0 umd
Az + By -+ C, = 0 der Geraden g und ¢, die nene Gleichung

(Ae+ By +4C)+2(4d,2+ B,y + C) =0,
worin 2 einen conftanten Factor bedeutet, jo erhilt man iwicder eine lineare
Gleichung, welde aljo ebenfalls einer Geraben entjpricht. Dieje geht duvd) den
Sdnittpuntt der Geraden g und g, da ifre Gleidhung burd) jene Werte von @
und gy Defriedigt witd, fitv weldhe die Trvinome Ax + By 4 ¢ und
A x-+ B, y -+ C; verjdhwinden. NMan evfennt hievin eine Berallgemeinerung
bes Nejultates, welhes oben Dbeziiglich der Winteljymmetvalen gemwonnen yourde.

§ 241, Anwendungen auf die merkwiirdigen Punkte des Dreieckes.
Man beweife mittelft der Sdbe der analytijdhen Geometrie, dajs
jid) @) die Winteljymmetralen, d) bie Seitenjymmetralen, ¢) die
Hohen und d) die Sdwerlinien eines Dreiedes in je einem
Puntte jhneiden.

a) Die Gleichungen der drei Gevaden, auj wel-
chen die Dreiectsieiten ltegen, feien in der Normalform
geqeben, und mom  Dbegeichue diejelben Fur Abfiivzung
fombolijdh mit ¢, =0, g, = 0, g5 = 0. Weun man
feftiept, dajs die Normalen aus dem Funern des Drei-
edfes nad) aufen gevidhtet find, fo entfprechen ben
Winfelfymmetvalen w,, wy, wy der Reihe nad) die
®leichungen

2—9=0,9—9=0 9 —g=0.
Durd) Addition der exjten zwei Gleichungen erhilt man mm g, — g, = 0, und
paraus ¢, — g, = 0. Wljo geht wy durc) ben Schnittpuntt von w, und w,
(§ 240, 2. Bujab).

b) Die Cctpunfte des gegebenen Dreieces feien A (z, y,), B (2, 3),
C (w5, y;). Die Symmetvale ¢, ber Seite BC it der geometrijdhe Ot aller
Puntte, weldhe vou B und C gleiche Abjtinde haben, deven Coordinaten aljo der
Gleidyung

Fig.196.



179

(@ — 29)* + (3 — ¥a)? = (& — @5)" + (y — y3)* oder
2@ (g —®) +2y (3 —¥) — @F — «§) — (y3 —y3) =0
entfprechenr.  Auj analoge Weife evhilt man die Gleidyungen der Symmetralen
¢, und t;.  Diejelben louten
2 (g, — o5) + 2y (3 — ) — (@f —@3) — (7 —y3) =0,
2a(x,—a)+2y(y —y) — @ —=t) — (y93 —yi)=0.
Wenn man die lepten zwei Gleihungen addievt (und hievauj die Borzeichen ver-
dndert), fo exhdlt man die ®leidung fiiv ¢,. Alfjo gebt £, durd) den Scmitt-
pumft von & und t,.
¢) Die Gleichung der Gevaden k,, welde durd) den Punft (x,, 7,) geht
md zu der durd) die Punfte (a, y,), (w5, y;) Dbejtimmten Gevaden novmal
ijt, lautet
(& —2x,) (@, —x5) g — ) @ — ) =0
Den Geraden hy, und kg entipredhen die Gleidnmgen
(@ — ) (s — @)+ (Y — ) (ys —3) =0,
(2 —a5) (2, — @) + (¥ —y3) (3, — y2) =0.
Wenn man el von Ddiefen Gleihungen abddiert, jo erhilt man (nad)
indevung der Vovzetchen) die dritte w. . f.
d) Die Gleidung der Gevaden s, weldhe durd) den Puntt A (=, 3,)

und ben PHalbierungspuntt ( + R S e + & *) der Etvede BC geht, lantet

2
Y7 i i—“gif—zil (@— ).
Dieje Gleihung fann aud) anf die Fovm
(htyty) =3y
$ I G T e Gy e
YiiTis 3]32 i 7

SN e
3

(x — 2,) pder

(e—m)
i

gebracht werden. Man exfennt davaus, dajs s, duvd) die Puntte 4 (x,, y,) und
S(@1+m2+wﬂ yl+y2+y.‘3)
5 : 3

geht. Anj analoge Weife itbevzeugt man fidh,

bajs aud) s, umd sy durvd) den Pumtt S gehen, womit die BVehauptung be-
wiefen ijt.
Polaraleidung der Geraden.

§ 242. Gerade durdy den Pol. Wenn die gegebene Gerade g duvd) den
Pol O geht, jo ijt ihre Lage in BVezug anf die Polaradje O X durd) ben Winfel
(g) einbeutig bejtimmt. Nun ijt fitv alle Punfte dev Gevaden und mur fitv diefe
ber Polarvwinkel v = (zg) ober v = (vg) == 2R, aljo tgu = tg (zg).
Daher ijt tgu = a die Polargleihung der gegebenen Geraden.

12*



§ 243. Gerade in belicbiger £age. Die

g ¥ ; :
A Lage der Geraden g fei durch die Polarcoordinaten
- pound @ jenes Punttes A bejtimmt, in weldhem
M : ; s 2
s vie durd) den Pol O gezogene Novmale = der
[ T X : : e e
0 Gevaden g bie lebtere trifit. Num ijt fitv alle
7> Punfte dev Gevaben wnd muxr filv diefe p Ddie
Sig. 197, Brojection des Leitjirahles » auj die Novmale .
Davaug folgt p = » cos(nr) = r cos[(wr) — (xn)] = r cos(w—qp). Aljo ift
P

cos (b — )
die Polavgleidhung der gegebenen Gevaden.

Bujag.  Bu demjelben Refultate gelangt man aucd) duvd) die Subjtitutionen
x=1rcosu, y=rsinu it dic Gleidung xcosp 4 y singp — p=0.

L 2A0fdwitt: Der freis.

Gleidyung cines Hreifes,

§ 244, Allgemeine Gleidyung. Wenn C' (p, ¢) das Centrwm wnd » dev
: Jadbiug bdes gegebenen RKreifes ijt, jo hat jeder
i Pauntt M (z, y) der RKreislinic den Abjtand »
vonw O, wihrend fite jeden andeven Punft N dev
Gbene CN Z# ijt. Daber gilt fiiv alle Piméte
der Rreislinie und mur fiiv bdiefe die Gleichung
Vie—p)® = (y—q)2 = r, aljo aud)

X 0 (scv_p)2 + (yigjz W
Dies {jt-die allgemeine Gleidung
Y ves Kreifes.
Big. 198. § 245, Scheitelgleidyung. Liegt dev Mittel-
Y punft in dem Halbjtrahle OX, und geht der Kreis

durd) den Anfangspuntt, fo hat man in dex allgemeinen

/ \ Gleidhung des Kreijes p = » und ¢ = 0 zu fegen.
f X

Damn geht diejelbe in (w—r)® + y* = »? vbex
Xy o P 2
U iy o
fiber wnd Deifst die @ cheitelgleichung des Kreijes.

Y § 246. Mittelpunktsgleidung. Falt das Cen-

Fig. 199. trunt Des Rreifes in den Anfangspunft des Coor-
vinatenjyjtems, jo hat man in der allgemeinen Gleidmg p = ¢ = 0 ju jepen.
Dann geht diejelbe in

@yt = 1
itber und heifit Die Mittelpunttsgleidhung des Kreifes.



181

§ 247, Discenffion der Mittelpunktsaleichung. Um die gegebene Gleidng
einer Linde g discutieven, d. h. aus dev Gleihuung den Verlanf umd bie
widjtigiten Cigenjchaften der Linte absuleiten, betvachtet man ingbejonders a) bdie
@dnittpuntte mit den Coorbinatenacdhjen, b) den BVerlauj dev Werte dev Ordinate,
wenn die Abfeijje alle veellen Werte durchliujt, ¢) den Verlanf dev Werte der Ab-
jciffe, wenn dle Ordinate alle reellen Wevte duvdldnft, o) die Symmetrie in
Besig anf Achjen oder ein Eentvum . . f.

Obwohl bie Cigenjdajten bes Kveijes Hinldnglid) befaunt find, joll Hier
die Discujjion der Mittelpumttsgleihung = 4+ y? = »* . . . (1) al8 Beifpiel
etner jolchen Discuffion durdygenomuen werden,

: a) Die Sdnittpunfte mit der x-Adhje haben die v
Ordbinate 0 und jene Abjciffen, weldhe fich aus (1) '
fite y == 0 ergeben. Man exhilt © = = ». Um "1{%"“—7—6‘:*"%6"_
bie Scnittpuntte mit der Orbinatenadyje zu evhalten, : o \5
febt man @ = 0 und evhilt y = 4= r. €8 fjind i \
alfo die folgenden vier Schnittpunite vorhanden: £ ¥ ‘\ 0 jJ4 X

A@, 0), B(—r, 0), C0,r), DO, —7). : J@ 2

b) s (1) folgt y = == VP —o?, Fiix B T

®<< —r ud @ >r ijt 2* > ¢?, aljp y imagindr. ' i,
Nean jchlieft davaus, dajé zu den Abjcifjen in den be: Big. 200.
trachteten. Jutervallen. feive Puntte der Curve gehbven. Fiiv & = —» und

= +rity=0. Fiv—r<ae<-Lroderx®<Tr® gehiven su jeder
Abjciffe awei entgegengejepte Werte der Orbdinaten, jomit zwei in Bezug auf bdie
x-Achie fymmetvijhe Punfte (M wud ). Die betvadptete Curve ijt aljo in
Bezug auf die 2-Achje fymmetrijh wnd gang  wijhen zwei Geraden enthalten,
welge duvd) 4 und B pavallel zuv y-Achje gezogen werden. Bwifdhen diefen
PBavallelen werden die Ovdinaten immer fleiner, wenn der abjolute Wert der Ab-
fciife auntmmt.

¢) Auj analoge Weije wie in 6) findet man, dajs die Curve and) in Bejug
anf bie y-Achje fymumetrifd) iit, dajs fie pwijdhen wei Geraden liegt, weldhe durdh
C'und D pavallel zur 2-2Achje gezogen werden, und dajs zwijden diejen Pavallelen
oie Abjciffern intmer fleiner werben, wenn die abfoluten Werte der Orbinaten
sumelhmen.

Aus b) wnd ¢) folgt, vajs die Curve in einemr begrenzten Theile dev Ehene,
und war imerhald des Quadrates EFGH liegt.

d) Wemn M, (2, y,) ivgend ein Punft dev betrachteten Linie {jt, o hat
man xf -+ yf = +2 . Davaus folgt OM, =V &} + yi = », b. ). alle
Pumfte der Linie Haben vom Anfongspunite O denjelben Abjtand ». Auj diefe
Weife gewinnt man aug (1) die davatterijtijhe Cigenjhaft des Kveijes und ex-
fenut gugleich) die geometvijdhe Bedentung der Gripe .

Der Puutt O ijt offenbar dag Symmetriecentrum der Curve.
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§ 248. Anfaaben. o) Die der Gleidung (@—p)® 4 (y—g@?* = »*
entfpredyende Qinie ju bejtimmen und zu conftruieven, wenn p, ¢
uud » belichige veelle Bahlen Dedeuten.

Aufldfung.  Nan conjtruiere den Punft (p, ¢) und bejdyreibe um diejen
als Gentrum mit dem Rabdiug » cine Kreislinie. Diefe ift nad) § 244 die ge-
fudpte Qinie; thre Conjtruction ijt im Vovansgehenden beveits angegeben.

b) Man fude dieBedingungen, unter weldendicallgemeine
Gleidhung zweiten Grades zwijden @ und y, ndmlid

Ae® 4+ By*+2Cexy+ 2D+ 2Ey+ F=0...(2),
worin 4, B, C, . .. beliebige reelle Bahlen bebeuten, einem
frveife entipridt, und conftruicre denjelben, wenn jene Bebins
gungen evfitllt jind.

%qu['éiuug. Da bie Gleidung eines jeben Kreifes auf die Form (x—p)?
+ (y—q)? = r? gebradht werden fanu (§ 244), fo efont man jofort, dajs
por allem die drei %megunqen

A>O B=2Ad,C=0

erfitllt fein miijfen, wenn bie @[elcf)ung (2) einem Rreife entjprechen joll.  Dieje
Gleidyung Iaiét Ttd) dann in folgender Weije transiormieren:

RE, B2 E? F
m+ :1 —|_ + 2+ J—I—E{"z A3+AJ“’_A";

iy - P4 E?— s
fdr il 2y ocn
Wenn alfo nod) die vierte Bedingung
D4 E*— AF >0
ecfitllt ift, o entjpricht bdie Gleidpmg (2) einem RKreife, und zwar demjeniger,

dejfen Mittelpuntt die Coordinaten p = — %, o ——i— befifit, und defjen

0 7 2 TR

Radius gleid) dem abfoluten Werte von . ijt. Damit ijt aud

die Conjtruction jenes Kreijes angegeben.

§ 249. Polaraleichung. o) Wenn bas Centrum deg Kreifes mit dem Pole
sufammenfallt und der Rabdiug mit a bezeichnet wird, jo befteht fiiv alle Punfte
der Rreislinie wund nur fiiv diefelben die Gleidung » = a. Dies ijt aljo die
Polargleichung des RKreifes in dem betvachteten fpeciellen Falle.

b) Die Lage und die Grife des Kreifes feien durd) die Polavcoordinaten g,
@ bes Centrums C und den Radiug a bejtimmt. Wenn man in der allgemei-
nen ®leidung bes Kreifes (@ —p)? + (y — ¢)? = a* die redtwintligen
Pavalleleoordinaten durc) Polarcoordinaten mitteljt der Gleicpngen
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T=7C0SU, Yy=="SNU,P=0 COS P, §==0 8in P
erfebt, fo erhalt man
r?2— 2ro cos (p—u) + 07 = a? aljo

r = 0 cos (p—u) =V a®— 02 sin® (p—u).

Dies it die Polargleihung bes gegebenen
Rreifes.

Bufap. Aus ber Figur 201 evhalt man leicht
bie Gleihungen 0D = ¢ cos (p—u), DC =
0 sin (p—u), MDD = DM = Va®—p*sin®(@p—u) und fanu mit $Hilfe
berfelben ang der Polavgleichung die Lelhriipe des § 46 ableiten.

Aufaaben,

§ 250. Ecfic Abtheilung. Daw foll die Lage eines gegebenen Kreifes in
Bezug auf dag Coordinatenipjtent oder in Besug auf gegebene Puntte, Gerade
und Kreife bejtimmen. Die Puntte find duvd) ihre Coordinaten, die Geraben und
die Rreife durd) ihre Gleichungen beftimmt. 8. B.

a) Man fennt die Gleidhung dax+4 By 4+ C=0 der Geraden
g uud die ®leidung (@—p)* 4+ (y—¢q)? =r* veg Kretfes & und joll
ben Centralabitand der Gevaden beredhnen und die gemeinjdaft:
lidjen Puntfte der beiden Linien bejtimmen.

Aufldjung. Der Centralabjtand der Gervaden g ift ugleich der Abjtand des
Punftes (p, ¢) vou g (§ 239).

Die Coorbinaten a,, y, eines gemeinjdaftlichen Punftes von g und &
miiffen die @leichungen der beiden Linien befriedigen; jie werben bdaber berechnet,
indem man die Gleihungen 4=, + By, + C=0ud (z, —p)% + (y, —¢)*
= 7% nad) «,, y, over, was dasfelbe ijt, die gegebenen Gleicdhungen nad) =, y
auffost. Man exhalt zwel Anfldjungen und jomit zwei gemeinjdaftliche Punite,
einen oder feinen gemeinjchajtlichen Puntt, je nachbem bdie Anfldjungen veell und
verfhicben, veell und gleich obev compley finb. Weldjer von diefen drei Fillen
eintveten mujs, famn nad) § 46 im vorhivein beurtheilt werben, wenn der Central-
abjtand ber Gevaden g bereits bevechnet ijt.

b) Wenn die Gleidungen (@—p) 4 (y—q)? =72 und (z—p,)?
+ (y—gq)2=1r? yweier Kreifek und % gegeben jind, den Central-
abjtand der beiden Rreife zu bevedmen und ihre gemeinjdait:
lichen Puntfte zu beftimmen.

Aufldfung. Der Centralabjtand der beiden Rreife ift ugleich der Abjtand
per Deiden Puutte (p, ¢ wnd (p,, ¢.).

Begitglid) ber gemeinjchaftlichen Punfte gelten analoge Benerfungen wie in
der Aufldjung der Aufgabe a).

§ 251. Bweite Abtheilung. Man foll die Gleidhung eines Kreifes % juchen,
0. f. die entfprechenden Werte der Conftanten p, ¢, r bevedhnen, wenn die Lage
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bes Rreties in Besug auj das Coovdinatenfyjtem ober in Besug auf gegebene
Puntte, Gevade und Kreife gegeben ijt. Bu diejem Bwece leite man aus Hen
Bebingungen der Aufgabe deei Gleichingen gwijden p, ¢, » ab und bevechne
hievauj diefe Gudfen. Wenn 3. B. & dwech den Punkt (x,, ) gehen foll, jo
mujs die Gleichung
(@ —p)° + (5 —¢q)° = »*
beftehen. Wenn & die Gevade A2 4 By - € = 0 bexithren joll, jo ijt » dem
abjoluten Werte von
Ap +~ Bg+C
VA? - B2
gleichzufepen. @oll & den RKreis (w—p, )%+ (y—q,)? == > von anfen Dbe-
tithren, jo mujs die Gleichung
i (p—p)’ +(g—q)* = @ +n)°
beftehen . f.

§ 252. Zhs Potemglinic. €8 it Dev geometvijhe Ovt aller Puntte
31 bnttmmvu bon denen jeder in Bezug anf zwet ququ[nuc Kueije
@=p)+G—0*=rund (2—p) 4 (y—q)° = r} gleige Po:
tengen hat.

Aujlofung.  Die Potens eines Punites M (&, %) in Bejug auf den exjten
Rereig ift nad) § 101 gleidh) > —22 = (§—p)2 4+ (n— ¢)2 — »2 und in Begug anf
den pweiten gleich ¢ — #2 = (§—p,)% -+ (p —¢q,)% — 7>, Sept man bdiefe bei-
den Werte einander gleid), fo exhilt man nad) einigen Tvansformationen die Gleichung

28(pu—p) T RYAG = PP o ) e (P gl = ) e
weldhe einer Gevaden entjpricht.  Aljo ijt eine Gevade dev geometrijdhe Ort aller
Puntte, von denen jeder in Begug auj zwei gegebene Kreife gleiche Botenzen fat ;
fte wird die Potenzlinie ober Chordale dev beiden Kreife genamnt.

Bujdse. 1. Beeichuet man die auf Null veducierten Gleichnngen der beiden
RKreife gur Abtivpng mit £ = 0 wd &, = 0, fo ijt & — %, = 0 die ®lei-
dhung ber entjprechenven Potenlinie.

Man iiberseugt fich davon, tndem man in der oben gejundenen Gleichung
ber Potenglinie & und 2 dwrd) @ und y exfept.

2. Die Potenglinie ift zur Centvale der Eeibcn S‘uiiu normal; denn Hie
SRicI)t1ntgf"uciﬁciulten diejer Detden Geraden find — g_—:q uno: g‘ __m__q_

. Wenn die beiden Kreife gemeinjchaftliche Punfte Laben, fo quen btm
aud) i bcx Potenglinie; denn jene Werte von @ und y, welde die Gleichungen
k=0 und k; = 0 sugleich befriedigen, befriedigen anch die Gleichung & —%, = 0.

4. Drei Kretfe £, = O ky = 0, ky = 0 Haben zu zweien die Potens:
linten &, — k%, =0, Ls b LlﬁLJ = 0. DMan erfennt davaus, dajs
die Drei Potenlinien firI) in einelu eiuaigen Punite jdhneiden, weldher dag Poteny:
centrum dev drei Kreije genaunt wird.



IV. Abfdynitt: Die Elliple.

Gleidyung der Elliple.

§ 253. Erklarungen. Die Glliple it der geometvijhe Ort aller Punite,
fitr welche die Summen der Abjtinde vou 3wet gegebenen Pntten einander gleich jind.
Die gegebenen Puntte heipen die Brewnpunfte der Ellipje und die Verbin-
bungsjtvecter devfelben mit eirert Punfte dev Ellipje die Leitjtrahlen oder
Rabdien vectoven diefes Punttes, Die Hilfte des Abjtandes der Dbeiden
Brennpunfte wird die Ercentricitdt der Ellipje genannt.

§ 254. Mittelpuuktsaleidynng. Non

lege das Coordinatenjyjtent jo, dajs bie ff?

Brennpuntte F, und F, in die 2-Acje b

falfen und tn Bezug anf die y-Achie jym- /":/ |

meteijd) liegen. Damn ijt £0 = OF / TR \

dbie Gpeentricitdt dev Cllipje; diejelbe wirh Lt |

i ber Megel mit e Dbegeichnet. X B\ K 4 \< £ X

Qit wun M (2, y) ein Deliebiger \

Puntt der Elipfe, jo hHat die Summe \\"\-—__‘_ o iy
- F M 4 F, Mfitc alfe Sagen diefes Punttes V]

ebendenjelben Wert, -welher mit 2 a be- Y

geichnet yoexden joll.  Aljo ijt Fig. 202.

Vie—e)? +y* + Vet+o’+y* =2a...(1)
(§ 225) die Gleichung dev Ellipje, da fie nad) § 253 fitv alle Punfte der lepteren
und nue fite diefelben befteht. Um die Gleihung (1) vational . maden, fithut
man die folgenden Transformationen durd):
Vie— oty = 20—Vt o' 7,
2 — ettty =4ha’—haVizfe? Lyt 2+ 2ex+ e 4y
aVia o' F gt = o' ec,
a?z? -+ 2a’ex + a’e’ + a’y? = qa* 4 Ra’ex 4 e?a?,
(a®—e?) a? 4 a’y® = a?(a®—e?). '
Wegen F, M+ F, M>F, F, ijt 2a >2e, aljo a =>e¢ ud a*—e*> 0.
Man fann aljo jtets cine veelle Bahl & beftimmen, fiiv welde a®—e® = b2 ijt.
Dann echalt man
o i R Y SRR )
2 2 . ‘
oder -2@- 4 y——z— S o LR (3).
Die Gleidhung (2) oder (3) gilt sujolge ihrer Ableitung fiiv alle Punite
ber Gllipje; fie gilt jedod) fitv feimen Punit, welcher der Gllipje nicht angehvrt.
Denn wive M, ein jolcher Puutt, jo hatte man F M, 4 F, M, "2,'_ 2.a, aljo
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Ve, —e)2+y2 + Vi +eo2+y z 2a. Darvaug erhilt man durd)
ebenbiefelben Transformationen, welde gur Ableitung der Gleichungen (2) und (3)
beniit worden find, die NRelationen

=
biaf shatyl = at bP unbg e ?5"‘<

@omit ift (2) ober (3) ebenfalls bie Gleidung bder Ellipje wnd heifit die
Mittelpunftsqleidhung derfelben.

Bujah. Fiiv e = 0 oder a = b geht die Mittelpunttsgleichung der
Gllipje tu jene des RKretfes itber. Man fann alfo den Kreis als eine fpecielle
Form der Ellipje betvachten, was iibrigens aud) aus den Definitionen der beiden
LQinten hervorgeht.

§ 255. Discuffion der Mittelpunktsgleichung. o) Jiv y = 0 ift 2 =
+a, mbd filv @ = 0 ijt y=0b. €3 gibt aljo vier Schnittpunite mit den
Coordinatenadyjen, weldhe ©dyeitel der Ellipfe heifen, uud war

A (a, 0), B(—a, 0}, O0,.5), D0, —b).

b) und ¢) Analog wie in § 4T findet man, dajs die Cllipje in Bezug auf
beive Coorbinatenachenn fymmetrifch ijt und zwifchen den Gevaden legt, weldhe
durdy A und B pavallel zur y-Achfe, ferner durd) C' und D pavallel zur «-Achie
gezogen werden. Junerhalb des Redhtectes, weldhes durd) diefe Pavallelen begrenst
witd, nehmen bie Orbinaten und die Abfeifjen ab, wemn die abjoluten Werte der
Abjcifien, beziehungsweife der Ordinaten unehuen.

d) Jit M, (x,, y,) twgend ein Punft der Clipje, alfo d2a? +- a2y? =

*b%, jo gehort offenbar aud) der Punft M, (—wm , —y,) der Cllipfe an
(Fig. 202). Die Sehme M, M, geht nun durd) den Unfangspunit O und wird
in bemjelben halbiert. Daler beipt jede durch) O gezogene Sehue cin Durd-
mefier ber Gllipje. 2Aus dem Vovausgehenden jolgt jugleich, dajs die Ellipje in
Bezug auf O alg Centrum fymmetrijd) ift. Daber heift O der Mittelpunit
(das Centrum) der Ellipfe.

Man finvet ferner

b2 2 [T a2
........ e
ﬂ’[i[—% OM:")Vx "—f-‘ Jl —2\/ ._I_ba 1 m_‘)\/bQ_i__&?}”

Hievaus geht hervor, dajs der Durdymefjer immer grof}cm wird, wenn der
abjolute Wert von @, widst. Der grifte Durdhmefler entfpricht alfo den Ab-
feiffen @, =+ a und @, = —a, 3u welden die Punfte 4 und B gehiven;
0. . AB = 2a ijt der grifte Durdhmeffer der Clipfe und heift die grofe
Acyje verfelben. Den fleinjten Duvdhmefjer erhilt man fitr die Abjcifje =, = 0,
i welcher die Punfte €' und D gehirven; d. h CD = 25 ijt der feinjte Durch-
meffer der Cllipje und witd die fleine Ad)je Dderfelben gemannt. a und o
heifien die grofie, beziehungsweife die tleine Halbadfe der Ellipfe.
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Bujas.  Jene Sebuen, weldye in den Bremupuntten novmal zur grofen

Achje exvichtet werden, heifen Pavameter der Ellipfe und werben mit 2 p

2

Degeichuet. Aus der Gleidhung der Cllipje ergibt fi) p = ~3~Vaz—e2 :%.

Davaus folgt a:b = d:p, b. h. p ijt die dritte geometrijche Proportionale zu
a und b.

Conftruction der Ellipfe,

§ 256. Aus der Gleichung a®— e2=>52 vder a®="5%+¢* folgt, dafs
a die Hypotenuje jenes rvedhtwintligen Dreieces ift, weldpes b und e al$ Katheten
hat. Daher ijt (Fig. 202) F,C = F,C=F,D=F,D=a, utd man ecfennt
leicht, wie die Puntte 4, B, C, D, F, und F, conjtruiert werden, wenn 3wei
von ben Gubdfen @, b, e gegeben {ind. Dabei wollen iwir ftets vorausjesen,
pafs die Achjen der Cllipje in die Coordinatenachien fallen.

Anbdeve Puntte der Ellipfe werden gefunden, indem man von dem einen
Brounpunfte als Centrum mit civem Rabiug », welder der Bedingung @ — e
< r << 2a cntjpridht, einen Kreid bejdreibt und die Durchidnittspuntte des-
jelben mit einem weiten Kreife jucht, welder den zweiten Brenmpuntt als
Centvim und den Radiug 7 =2a — » Jat. Die erhaltenen Durdjdhnitts-
punfte gehioren der Ellipje an.

Mm zu ciner gegebenen Abjeijffe O P =«

(Fig. 203) die entjprechende Ordinate PM —y d

eines Gllipfenpunites zu conjtruieven, befdyreibe SN "4

man um O ald Centrum  zwei Rreife mit den c

Radien @ und b, 3iehe die Kreisordinate PN, e ’
hievauf den RMabding ON wund lege durd) ben ;

Punft Q, in weldpem ON ben fleineven Kreis
purchichneidet, die Pavallele zur a-Adje. Der
@dynittpuntt M diefer Parallelen mit PN ijt
ber gefuchte Gllipfenymft.  ‘Denn man  findet ¥

PM:PN—=0Q:0N==b:a. Daler ift &ig. 208,

X; 0 2P

PM— % Py =2 \/a2——m2.

Aus dem Bovausgehenden ergibt fid) aud) ver Lehrjap:

Bezieht man eine €llipfe und den ihrumgefdriebenen Kreis
auf ein Coorbinateniyjtem, defjen Ad)jen mit jenen der Ellipfe
sufammenfallen, Jo verhaltjid) jede Ellipfenordinate uder ber-
jelben ADLfcijfe entipredenden RKreisordinate wie die fleine
palbadfe der Ellipfe ur grofen.
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Liangen der Leitfirahlen,
§ 257, Fitv bie Leitjtrablen K M=r und F, M=r, cineg Gllipjen-
punttes M (az, y) gelten die @[ud)zchu
v =(w— )+, 13 = (@t o) -y
Nan faun diefelben mittelit bu, Gleichung dev Ellipje oder aud) in folgender
Weife veveinfadgen:

oo . c . N 2ex
G ijt r§ — rf=4lex, fnec v, + r, =2aq, fomit r, —r, = ——,
a
Aug den lepten zwei Gleichungen echilt man
ex ex
m—a— 22, =04 22,

Quadratur der Ellipfe.

§ 258. Lehrfad. Jeder Ellipjenjtreijen, welcdher vou der grofen
Adpfe und zwei Norvmalen 3u devjelben begrenzt wird, verhalt
fid) su dem von denjelben Geraden Degrenzten Streifen des
umgejdyriebenen Kreifes wie die fleine Halbadyfe der Ellipje
sur grofien
. Beweis. Es jet OAC ein Quabrant

bcr gegebenen Cllipje, OAE der entjprechende
Quadvant des umgejchricbenen Kreijes und
’ AOY et Coordinateniyitem, dejfen Achien
. “mit fenen der Gllipje jujammeniallen.
[ T die Fladenjteeifen P QR M uud
- PQSN zu vergleidhen, zerlegen wiv PQ
i niglethe - hetle CER e 12 PR S U
= d) und ziehen dmnrch die Theilungspuntte
die Sreisordinaten P, N, P, N,,...

. Big. 204, s Dadnrdh zerfallen jene beiden Streifen
in je n jdymélere Stretfert, weldpen man duvch) Pavallele jur 2-Adje Nechtecte ein-
und umidyveiben fawn.  Da mm jeder der betben gegebenen Fladyenjtreifen 3wijchen
der @wmmte bev ein= und jener der wmgejchrichenen Rechtecke enthalten ijt, jo folgt
(P,M, P, M, +...4QR)6<<PQRM<(PM--P, M .. . L P, M, 1),
(PN, + PN, - .. .4 Q8)6< PQSN<<(PN4+ PN, +. ..+ Py Ny_)d

ober wegen PN=—;— PM, PN, — ;f P.M,,... (§256)

—‘b?- B AL P S5 g R e PO N (PM+P M

H R L e e (P, M A P A BY e "Ei" PQSN
(PMY P M o S B M
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Da jomit die Flache I Q B M mit bcm%fad)cn ver Fliche P QSN jijdhen
benjelben Grewgen liegt, und da jid) die Diffeveny (PM— QR)J diefer Grengen
durd) entjprechenve Vergrdferrng von = beliebig vevtleivern [ajst, fo jdhlieft man
PQRM—L PQSN vber PQRM: PQSN=1b:a.

(47

Diefer Lehrjas bejteht offenbar awh damn, wenn Q@ mit A ujommenjallt,
ober wennt P und @ anf entgegengejetten Seiten von O liegen.

§ 259. Sludpeninbalt der Elliple. Dev Fladeninbhalt der Ellipfe
ift gleic) dém Producte ans den zwet Halbadjen und der Ludol:
phijchen Zahl. ’ g é ]

= i | oA JTa s T

Beweis. Nad) § 258 ijt 0 AC = % O A8 — L=t

Beeichuet man alfo mit F die Fladenzahl des von der @[‘[ipﬂ [nqunatul Thei-
le8 Der Gbene (fitvzer ausgedritdt: den Flacheninhalt dev Ellipie), jo ijt F= zab.
§ 260. Elipfenfector, Elliplenfequient. o) Um

pen Flacheninhalt des @ectors OAUM zu bevedyuen,
verldngert man die Ordinate PM bis jum Durdhjchmitte —
mit dem wumgefchricbenen Kreije und ieht den Nadius O N.

: [
@8 ijt dbann OAUM = OPM - PAUM:-Z OPN

baxt s b b mac Tabe e
3 1k AT —a 4 ST bt e Lt e e il
s a LAl a Dby, G a6h 360 g
Der Winfel e witd aus dev Gleidhumg cos a = O
iy , : o
= — buu{)mt
"5 Codment M AM Sy DATI %P P z?.;OA VN—OPN)
b (i‘f,‘fj @ Va® —f)_ﬂﬁgpbi_ baVa® — a2
< Fmat e v e 2 SE 3180 a ; Ao
mabe - e bV ad—x?

¢) Gegment AUM = OAUM — OAM ="——— — -

‘ 360 i a
b (maa / —
="i>f(1ao'“\“ —”3)

V. Abfdymitt: Die Lyperbel.

Gleichung der fyperbel.

§ 261 Erklivungen. Die Hypevbel ijt der geometrijehe Ovt aller Punite,
fitv welche die Diffevenzen der Abjtinde von zwei gegebenen Punften einander
gleich find. Die Vegriffe: Brennpunfte, Leitjtrahlen und Creentricitat
der Hypecbel werben cbenjo wie bei dev Ellipje ertldrt.
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§ 262. Mittelpunktsgleidhung. DBe-

Y M seidpuet man den Abjtand £, F, bder Dbeiben
Brenupuntte mit 2 e und die conjtante Diffeveny
) cl gweter  Leitftvahlen mit 2@, fo ift aljo

FM—FM=2awmdF, M, —F,M, =2aqa

s fepen.  Berflbhrt man im dibrigen eben=

fo wie im § 254 o erhalt man bic

X, kBl ON 4\ £ X Mittelpmttsgleiding dev Hoperbel in folgenden

dret Fyovmren:

¥ , Ve + ¢ + 3> — Vi@ — o+ ¢°
= =@ g oi (L) it —atyi—qlbZ N (2);

Y-f m2 yﬁ

Fig. 206. Boair (3).

Darin 1t sur Abkivyung e — a®=0* gejest, wo b eine veelle Grdpe
bedeutet. &8 ift nimlich F,M — F,M < F, F, oder 2a<2e, fomit aud
a<e ud e? — a’®>0.

§ 263. Discuffion der Mittelpunktsgleihung. o) Fitv y =0 {jt z==q,
b fitv =0 {jit y=-=bi. Die Hyberbel jhneidet alfo mur die w-Acdje und
swar it den Puntten A (a, 0), B (—a, 0), welde @deitel der Hyperbel heifen.

b) Aus (2) folgt v :i--s—\/ﬁ:—a_z. Fir —a<<ax<a ijt x?<<a?

alfo y imagindr; b, §. zu den Abfciffen tn dem angegebenen Futervalle gehiren
feine Puntte der Curve, Fiv e=a it y=0. Fit < —a md >a
ift 2> a2 aljo gehdren in Ddiefen Sutevvallen zu jeder Abjeiffe swei entgegen-
gefepte TWerte Der Ovdinaten. Die Curve ift fomit in Besug ouf die w-Adje
fymmetrij und Hat feine Puntte swijden den beiden Geraden, weldhe duvc) A
und B pavallel zuv y-Achie gezogen werden.  Aus dem Voraudgehenden exvficht
man aud), dafs die Hyperbel aus zwei getrennten Sweigen bejteht, weldhe fich zu
beident Seiten der a-Achfe ing Unendliche exftvecten, da ndmlid) die abjoluten Werte
der Orbinaten gleichzeitiq mit jenen der Abjciffen obhue Ende Hunehmren.

¢) QWst man bdie Gleihung (2) nad) = auf, jo jieht mon jofort, dafs jeder
beliebigen Ordinate swei entgegengefepte Werte der Abjcifje entjprechen. Die Curve
ijt affo aud) in Bezug auf die y-Achfe fymmetrijch.

d) 3t M, (2, y,) icgend ein Puuft der Hyperbel, alfp b%2F — a’y7
=a®b? fo gehort aud) ber Puntt M, (— 2, —y,) der Hypecbel an (Fig. 206).
Dic Sehme M, M, geht duv) O und wivd duvd) diefen Punkt Halbiert; fie Heift
daber ein Durdymejfer der Hyperbel, Da diejfe Curve in Vegug auf O als
Centvim fymmetvifd) ijt, jo Deift O der Mittelpuntt (das Centrum) derjelben.

Mg MM, —2V a? - yi — 2 \/ — b? jolgt, dajs der Durdh-

2

et
o]
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mefjer gleiczeitig mit dem abjoluten Werte von », ohne Cude zunimmt. Dev
fleinfte Durchmeffer entipricht den Abjcifjen =, — ¢ und @, = — a, u welden
bie Puntte 4 und B gehoven. Aljo ijt A B=2a bder fleinjte Durchmejjer und
with die Hauptadfe genamnt. A3 Nebenadyje, welde jedod) fein Durch-
mefjer ijt, trigt man auf der Ordinatenadje die Strede C'D =25 fo auj, dafs
O i Halbievungspuntt ijt.

Bujap.  Jene Sehnen, welde in den Brennpunften novmal ur Hauptadie
evvichtet werden, feifien Parameter dev Hoperbel wid werden mit 2 p begetcnet.

Nan findet p = % twie bei der Cllipfe.

Confteuction der fHyperbel,

§ 264. Aus ber Gleichung e — a® =02 oder e*—a® b folgt, dafs
e die Hypotenufe jenes vechtwintligen Dreiedes ijt, weldjes a und b als Katheten
Bat. Daker ijt (Fig. 206) AC' = BC= A D= BD=e, und man exfennt leicyt,
wie die Puntte 4, B, €, D, F, und F, conjtruievt werden, wenn zwei von den
Grdfen a, b, e gegeben jind.  Bwei andere Punfte der Hyperbel erhilt man als
Sdmittpuntte pweicr Kreife, weldhe die Brennpuntte als Mittelpunfte haben, wnd
Deren Madient {ich um 2@ wnterjcheiden . §. §

Um 3u einer gegebenen Abjcifje OP — U
(§ig. 207) bie entjprechende Ordinate P M =y eines ]
Hyperbelpunttes zu conjteuieven, bejchreibe man wm V]
O al3 Centvum 3wet Kreife mit den Radien O P == ¥
md OE =10, 3iche AU| EV || OY und verbinde o 9, \ Rl
O mit dem Schuittpuntte N der Gevaden A U und ? M
2es exften Sretjes. 63 ijt dam AN: EQ=04:0E

7 T S PR

b b
=a:bud EQ=-- AN = Fig. 207.

2 Va? —gi=y.
b
Bieht man aljo PM || OY wd QM | OX, fo ijt M der gejuchte
Dypecbelpuntt,

Lingen der Leiffirablen.
§ 265. it M (x, y) cin Punft bes erjten Hyperbelsweiges, d. h. des-
jenigent, welcher vom Halbjtrahle OX duvdjidnitten wird, fo bejtehen die Sleichungen
FM=r =Ve— o+ y* FM=nr =Vt Fy% r, —r —2a

ex ex
Davaus folgt r, = S S

Wenn M dem weiten Hyperbelzroeige angehort, jo ijt
v, =VE— P L, v =V Of g — v =24
ex

¢ ew
Darvaus folgt 7, = — = + a ry = — o



Afymptoten der fyperbel.

N 266’. a) @tellt man fid) bie Aufgabe, die gemeinjchajtlichen SBunfte Dev
Hhperbel b*a? — a’y* = a?b® und der Geraben y =ka ju bejtimmen, fo Hat
man offenbar jene Werte vou @ und y zu bevechnen, welche die Gleichungen der
beiben Linen zugleich befricdigen. Man exhilt die beiden Lojungen:

e O LA
Ry e R ey
ab abk
Vi — o 2T T V= e
jomit zwei Scnittpunfte oder feinen Sdmittpuntt, fe nachoem 6* — @2k2 > 0

ober b2 — k2 < 0 ift. Der Fall b2 ekt — 0 obet k= == % bebarf

wmd @, = —

einer gentanteven Unterjuchung.

e gﬁ €8 jei zunadit 0 <k << o aljo

_________ Ig_,__,,_z e b — a*k*>0; bann liegt bder eine

} i ! Senittpuntt tm exften und der anbeve im

' / | __ britten Quabdvanten. Dreht man mum  die

: ANF P X Oeade y=rke um' den Punkt O im

R D G N R : pojitiven Sinne, o ndbert fich ver Aus-
Wi ¥ bruc 52 — ak? dem C)uuamuu 0 wmd
Y \\ gebt in denjelben diber, wenn k& = — wird.

Gig. 208. Bugleich nelmen die Coordinaten @, 7, den

Grengwert + oo, fhingegen @, y, den Grvengwert — co . _Die Gerabde
Y ml;-m trifft fomit die Hypervbel in zwei unendlid) entferns
ten Lunften.

Jit bingegen 0 >k > — [_Z:’ jo fchneidet bie Gevade y = k2 die Hyperbel
in gwei Punftewr, von Ddemen Dder eime im pweiten und der andeve im vievten
Quadvanten fegt. Dreht man nun die Gevade jo, dajs b = — % with, fo
werden die Coordinaten der Durdhichuittspuntte wnendlich grof. Die Gerade
Y= — %m trifft fomit die Hyperbel ebenfalls in zwei unend-
[ich entfernten Buntten,

Die Geraden y = f}m md y = — %w Deigen Ddie Afymyptoten dev
Hyperbel.
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b) Wenn jid)y ein Punft ldngs cines Hyperbelzweiges fo
bewegt, dajs der abiolute Wert jeiner Abjcijje ohne Gube u-
nimmt, jo nimmt dev Abjtand des Punftes von der benadhbarten
Afymyptote unbegrenst ab.

Boweis. ©s ergibt fich (Fig. 208) MQ < MM' — PM' — PM —
a? Bl ab A .
ST < i --; = —. Man famn jomit

8
c-d_l_:
=

b —— b
ST N e D
(az Ve a?) 5

x ftets fo grofs wihlen, baiﬁ — und umjomehr aud) MQ beliebig flein wixd.

¢) Bieht man duvc) die @nbpnuﬁe A wd B der Hauptachje Parallele zur
Nebenachfe, ferner durch die Cndpuntte € und D ber Nebenad)je Pavallele zur
Hauptachle, o exhilt man ecin Rehted B FGH, deffen Diagonalen auf den
Afymptoten der Hyperbel liegen. Denn der Punft £ hat die Coordinaten o ud b;

ev liegt alfo auf der Geraden y = Zw . .

VI. Abfdymitt: Die Parabel.

Gleicyung der Parvabel,

§ 267. Erhlavnugen. Die Pavabel ift der geometrijche Ovt aller Puntte,
von Denen jeder vow einer gegebenen Geraden und einem gegebenen Puntte gleiche
Abjtande hat. Die gegebene Gevade heifpt die Leitlinie und der gegebene Punkt
per Brenupuntt der Pavabel. Die Verbindbungsjtrede des Brennpunttes mit
einemt Puntte der Pavabel wird ber Leitftrahl (Radius vector) diefes Punktes
genarnt. ;

§ 268. Sdycitelgleidyung. €3 fei L, L bie
Qeitlinie und F der Brennpunit einer Parabel. Wix
sichen FA L L L und Halbieven bdie Strecte 41 g ar
im Punfte 0. Das Coovdinateniyftem joll fo gelegt 1
werden, dajs O ber Anfangspuntt it und der Halb-
fteahl O X durc) den Brennpuntt gebt. /

Sit mm M (@, y) ein Puntt der Pavabel, 7 N R e

feomer MP L XX wd MQLLL, 10 folgt
nad) § 267 \\
» FM=—=QM=—AP=A0 - OP, | :
@et man aljo Fue? %[bfur&uuq AF = p, joijt \
i b
L Py ppr=tiio . Big. 209.

Hotevar, Geometrie filr Obervealfdulen. . 13
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oie Gleihung der Parabel, da fie filr alle Punfte der lebteren und nuv
filr diefelben befteht. Um fie zu vereinfachen, fithrt man bdie jolgenden Transg-
formationen duvd):

2 2
a* —pm—i—-{— + = -ﬁ——l—pm—i—w%

Y —2ipaini

Wenn dev Puntt M, (2, y,) der Pavabel nicht angehirt, fo ijt LB, z QM,,
affo auth y3 = 2p@. Die Glidung (2) heift die Scheitelgleiung
ver Pavabel. :

§ 269. Discuffion der Scheitelgleihung. o) Fiv 2 =0 it y = 0 und
umgefehet. Die Curve hHat aljo nur den Punft O mit den Coordinatenachjen
gemeinjdhaftlich. Diefer Puntt heifit der Sdheitel der Parabel.

b) Aus der Gleihung (2) folgt y — +=V2px, Man exfont davaus
bafs negativen Abjcifjen feine Puntte der Curve entfprecien, dajs bdiefe in Bejug
auf die a-Achfe fymmetrifh ijt, und dajs die abjoluten Werte der Ordinaten
gleichzeitiq mit der (pofitiven) Abjeiffe unbegvengt sumehmen. Die Gerabe, welde
ourd) den BVremnpuntt novmal zur Leitlinie gezogen wird, Dheift die Adhje
der Larvabel.

c) Lost man die Gleihung (2) nad) = auf, fo efennt man, dajs jeder
Orbinate eine bejtimmte Abjciffe entfpricht, und bdajs lebteve gleidyzeitiq mit dem
abjoluten Werte der evjteven unendlich aunimmt.  Die Pavabel ift jomit nnbegrenst;
fie fiegt jedoch gang auf jemer @eite der Leitlinie, anf welder fi) ber Brenn-
punft befindet.

d) Die Linie y* = 2px hat fein Symmetriecentrum,

Bujag, Die tm Brennpunite novmal zur Adje ervidhtete Sehne heift der
Barameter der Pavabel. Derfelbe it = 2p, wovon man fid) mitteljt der
Oleiung (2) dtbersengen fanu. -

Conftenction der Parabel,

§ 270. Der halbe Pavameter p einev Pavabel ift zugleich der Abftand des
Brennpunited von der Leitlinie. Darnad) ijt die Conjtruction der Punfte Fund O
leicht ausfithrbar. Wird mun e¢in Coordinateniyjtem jo gelegt, dajs die y-Adjje
parallel aur Leitlinie und die Abjcifje Des Brennpunites — % it (§ 268), jo
echilt man bie einer belicbigen Abfciffe O P entfprechenden Parabelpunite, indem
man durd) P die Parallele zur y-Acdje zieht und die Shnittpuntte diefer Parallelen
mit jenem Kreife beftimmt, welcher den Brenmpunit als Centrum wnd den Abftand
Des Punfted P von dev Leitlinie ald Radiug hat. Die Sdmittpunfte find bie
gefuchten Pavabelpuntte.



Quadratur eines Parabelfeqmentes,
§ 271, Gs fei zundd)jt Dder Jmbalt dex ¥

Flicge O MQ 3u bevechnen, welche vom Pavabel- ¢ i
bogen O M und den Goordinaten OQ=y und g} 2
QM= cines Parabelpunttes M begrenzt wird. e

Bu diefem Jwede theile man O0Q i n glide g, ]//;f;
Theile won der Grbffe d und iehe durd) die g, %/,h
My

Theilungspuntte Pavallele zur =-Acdie bis zum ¢

Durdyjcnitte mit der Pavabel. Einem jeden der ? X
n @teeifen, in weldhe die Flade O MQ daburd Sig. 210.

serlegt wird, fdhreibe man ein Rechtect ein und ein

Rechtet um. Dann exgibt fich, wenn Q, M, =, Q, M, = a,, . . . gefebt wird,

6@ +a + oo +20)<<OMA<d (@, + 2, + ... + 2t 2)
ober aud), weil d2=2pa, (20)?==2pux,, ... J)*=2pe ijt,

g%[P+W+~u+m->]<0MQ<PL+w+ ]
s fjt mm 12 4 2% 4+ ... 4+ (a—1)2 ZT%"_ 2+T

3 2
b 12 4 22 + ... 4+ n? = %_‘_%_{_%
wovon man fid) dtbevzengt, wemt man in die identijhe Gleidhung (o 4 1)* =
a® + 8a® 4 3a 4 1 der Reihe nadh) @« = 1, 2, ... » fubjtituiext und die
jo echaltenen ®leichungen abdbiext.
Man hat alfjo

d3  md n? n

55?—E+ﬂ<om<z(s )

3

7__k_ 9 .42 Tt 5
ober < 6p d—l—l .d <0MQ<6p+4 +12p

Qifst man wm n uueubhdj yuehmen, fo ndhern {ich) die beiden Grengen,
8
swifden denen O MQ liegt, dem gemeinjchaftlichen Grenzwerte —(% Darausd
jchliefit man

o Gl s
OMQ = = =3 = 5 OPMQ,

ferner
Ao
A% e OPMAQ.

Bujap. Die erhaltenen Rejultate werden aud) hanfig anf folgende Art
abgeleitet.  Man zieht wvou zwei Dbenadhbavten Pavabelpuniten M, M, bdie

13*

OPM = OPMQ — OMQ =



Yy Normalen zu den Coordinatenachjen und dentt jich suntchit
] i ben Bogen M, M, durd) bdie jugehivige Selhme erfept.
0, s, Won fan nun mittelit der  Gleidungen yf = 2 pa;
12 (A - - q- ud yi = 2pax, nadweijen, dajs fid) das Trapes

/ M, P, P, M, vou bem dopyelten bes Trapezes M, M,Q, Q,

beliebig wenig untevjcheidet, wemn die Stvecte P, P, ent- .

0 Z 2 P X jpredend tlein gewdhlt witd u. §. f.
Fig. 211.

VIL Abfdhnitt: Yber Kegelfdynittslinien® tm allgemeinen.

Die Sdyeitelgleidyungen.

§ 272 a) Cllipje. Die Mittelpunttsgleichung einer Cllipfe geht in die
Sdeitelgleichung itber, wenn man dag Coordinatenjpitem pavallel zu fich felbit fo
verjchiebt, dajs der Anfangspuntt in einen Scheitel der Cllipfe fallt, 3 B. in den
Punft B (Fig. 202). €3 ift damt ¢, = BP = BO 4 OP = a + =
umd y, = y. Die Gleidung (3) i § 254 verwandelt fich nun durd) die
@ubjtitution @ = @, — ¢ ud y = y, in

an
=

' 2 ‘ - 3 2b%x b2 x?
L AL L gt e L

2
LWenn man nwod) @, y, dwed) @, y, ferner % o) p o oevfest, fo echilt
man die Sdjeitelgleichung dev Ellipje in der folgenden Fovm:
. 2
e A RICEAT R
Y pe — —z b,

Buja. Fir & = a geht dieje Gleichung in die Sceitelgleichung Des
Rreeifes iiber (§ 245).

b) Hyperbel. Berichiebt man dag Coordinatenipjtenmt pavallel zu fich
felbit, bis bder Unjangspunft in den Sdheitel A der Hypevbel (Fig. 208) fallt,
fo erhilt man anf analoge Weije
y? = 2px + —23 &

c) Parabel. Die Sdeitelgleichung lautet y* = 2p = (§ 268).

d) Die Gleidung y® = 2px -+ g« ijt fomit die Sceitelgleichung
einer Cllipje, einer Pavabel oder einer Hyperbel, je nadhdem ¢ << 0, ¢ = 0 ober
g >0 ijt. Bergleidhit man aljo das Quadrvat der Ordinate mit dem Redhtecke
aug demt Pavameter und der Abjcifje, jo jind bei dev Bavabel beive Flachen ein-
ander gleidhpufepen (wapeBdiiew). Bei der Ellipfe geht dem Quadrate im BVer-
gleiche aum Recdhtecke an Gudfe ctwas ab (d2elmwerw), und bei der Hyperbel
fibertrifft (Smepfdiiety) das Quabdrvat an Grdfe das Redhtect.

*)'imu;[' verftelit davumter die Gllipfe, bie Parabel nud die Hypevbel (§281).

ee—y
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Die Polavgleichunaen.
§ 2713, o) Gllipfe. Wihlt man den Brennpuntt F, als Pol und den
Halbjtrahl F, X als Polavadhie (Fig. 202), jo findet man

ewx i
r—=F,M=a-+ B OP—=O0F, + I,P= — ¢ -+ rcosu.
Darvaus ToIgt buuf) Glimination von @
af —iet b G,
r o= e e e e e e
a4 — ecosu a—ecosu. 1 —(e:a)cosu

e e
1 —ecosu

wenn e Abkitvzung e : o = & gefebt wivd. Die Bafl ¢ weldhe offenbar jtets
Heiner afl8 1. ijt, Deift die numervijdye oder ajtronomijdhe Grcentricitat
(um Unterjchicde von der [ineaven Cyrcentricitdt e).
b) Hyperbel. s fei K der Pol und F X die Polavadfe (Fig. 208).
Fite alle Punfte deg erjten Hyperbelziveiges gelten die folgenden Gleichungen:
7'2EM=?’§2'_'“’ 2=0P=O0F, + F,P— ¢ - rcosu.

Daraus folgt

fenn e:a = & gejebt wird. & heipt de numervijde Crcentricitit der
Hoperbel und ift jtets grdper als 1.

¢) Parabel. €3 fei F der Pol und FX bie Bolarad)fe (Fig. 209).
Damn ift r = FU=QMU = AP = AFL FP = p-rcosu, aljo

el e _-2?.-_,_
. : 1 — cosu’
d) Die Gleihung » = i —j: s entjpricht jomit al8 Polargleichung der

Gllipfe, der Pavabel vder einem Hyperbelzweige, je nadhbem e <1, =1 vder >1 ijt.
¢) Aufgabe: Den geometrijdhen Ort der Puntte zu juden,
fitr welche ber Abftand vou einem gegebewen Punfte F zum Ab-
ftande von einer gegebenen Gevaden L, L ein conftantes Ber-
haltuig e hat.
Auflojung: €8 ift (Fig. 209) » = FM=¢.QM = ¢ (AF -+ rcosu),
. AF

alfo » = T:'Ecrs—u' Bezeichnet man mit p jenen Leitjtvalhl, weldher dem Polor-
winfel » = B entjpricht, fo it p — . AF, alfo !
po= 2L
1— ecosu

bte Polavgleidpung dev gciuc{)teu Linde.
© Mom exhilt aljo eine Glipfe, eine Parabel oder einen Hperbelzweig, je
nadhbem ¢ << 1, =1 oder > 1 it.
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Gerade und Kegelfdhnittslinie.

§ 274 Gine Gerabe und eine Kegelfchnittslinie haben im  allgemeinen
awei Paunfte gemeinjdyaftlich, da der evjteren eine ®leidhung des erften und der
lepteven eine ©leichung des zweiten Grades zwijden @ und y entipridgt. Sind
die gemeinjchajtlichen Aufldjungen der beiben Gleichungen veell und voneinander
verjchieen, o gibt es wirflid) ziwet gemeinjchajtliche Puntte (Scdmittpuntte), und
die Gevade heifit eine Secante des RKegelfhnittes. Wenn die Aufldjungen veell
und einanber gleich find, fo Dhaben die beiden Linten zwei Fufammenjallende
Punfte ober aljo einen eingigen Punft (Beriihrungspuntt) gemeinjdaftlicdh), und
bie Gerade heifyt eine Tangente des RKegelihnittes. Man fomn fid) diefelbe
aug bder @ecante dabdurd) entjtanden bdenfen, dajs bdie lepteve um einen ifhrer
Sdnittpuntte mit der Curve jolange gedreht wird, bis aud) der andeve mit ihm
sujammenfdllt. Sind die Aufldjungen compler oder tmagindr, fo entjprechen der
Geraben und dem Kegelfchnitte feine gemeinjhajtlichen Punite.

Jene Gerade, weldye novmal Fu einer Tangente durch den Bevithrungspuntt
derjelben gezogen wird, heifit eine Normale der Curve.

Unter dem Winfel, welden zwei Curven in einem Sdnitt:
puntte bildben (unter weldhem fie i) jdhneiden), verjteht man den Winfel der
beiben Tangenten, welche im Sdnittpuntte an die Curven gelegt werden. Wintel
einer Gevaben mit einer Curve.

Bujap.  Um bdie gemeinjdajtlichen Punfte ber Geraden y = ke 4 I und
der Hyperbel d2x? — aly? = a?b? zu Dejtimmen, jubjtituieve man den Wert
bon y aug der erjten ®leidhung in bdie zweite und erhalt bann

0? — a?k?) a® — 2 a’kle=a® B2+ 1% ... (1)

ober filr @ = s
z

a? 2412 22+ 2a’kle=0—a*k® ... (2).
Wenn b2 — a? & Z": 0 ift, fo find auch die beiben Wurzeln dev Gleihung

(%) von Jull verjdjieden. Dreht man jedod) die Gevade jo, dajs b2 — a?k>=10
witd (§ 266), o wird bdie eine Wurzel der Gleihung (2) = 0 und bdie ent:
fprediende Wurzel der Gleidung (1) unendlich grof. Somit hat jede zu einer
Afymptote parallele Gerade mit der Hyperbel einen unendlich entfevnten und einen
in endlidher Gutfermung liegenden Punft gemeinjdjaftlich; fie it al8 Secante
und nidt etwa alg8 Tangente aufpufafjen.

Der Fall 62 — ak? = 0 und 7 = 0 ijt beveits im § 266 bejprodhen worden.

Auf analoge Weije findet man, dajs eine Gervade, welde ur Adhje einer
Pavabel pavallel ift, mit der lebteven einen wunendlich entfernten und einen in
endlicdher Cntfermung legenden Lunft gemeinjdhaftlich Hat.
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Gleidungen der Tangenten.

§ 275. a) Gllipfe. €8 feien M, Y
(@, 9,) wd My (5, y,) gwet Puntte ber ~
Gllipje 8% 2® + a®y? = a®b?, alfo oA
bewn_i_ay%gy (1), e

b b2af 4 a’y = a® b’
Die Gleidung der durd) die Puutte F——7p /v 2z ) T\x

M,, M, bejtimmten @ecante lautet (§236 c)

y_yl—ia_:,il (& — @,); h:
diejelbe fann mittelft der Gleidyungen (1) in Big. 212

folgenber Weife umgeformt werden. €8 it
b2 (wy — ;) (5 + ;) 4+ Ay —3) e +3) = 0,

ol e e b (cc2 + m1)

WSRO L JE s t

LTy — Xy a® (yy a” (3, + % g ot
b2

it z((ig_I_ji]( — )

bie ®leihung der Secante M, M,.
Qiijst man mun M, mit M, zufjommenfallen, alfo @, in @ und y, in y,
itbevgehen, fo vevwandelt fid) die lebte Gleichung in

2

b* @,
i st el

ober ntad) einigen Transformationen in
blex, + d’yy, = a’b%

Dies ift die Gleidung der Ellipjentangente, welhe dem Bevithrungspunte
(e, y,) entjpricht.

Bujas, Duxd) die Subjtitution b = a erhiilt man

re, + Yy, = a
als Gleidung der Tangente, weldhe den RKreis 2? 4 y? = a® im Punfte
(e, ) beriihrt.

b) Hyperbel. Auf analoge Weife wie in «) finbet man, dajs bder
Tangente, welde die Hyperbel b2 a? — a’y* = a®b? tm Punfte (@, y,) be-
rithet, die Gleidung

blow, —atyy, = a’dh?
entfpridt.

¢) Parabel. Die Gleihung der Tangente, welde die Pavabel y> =2 pa
im Punfte (@, v,) beviihrt, lautet

Yy =p @ + a).



200

Gleicdyungen der Mormalen,
§ 276. a) Gllipje Sit M, (=, y,) dev Beviirungspunit, jo hat bie

Zangente den Richtungscoefficienten — %ZT%’ fomit die duech M, gezogene Novmale

2
ven Richtungseoefficienten 2% Dabher lautet die Gleichung der Novmale (§ 236 b)
1

b?x
y— 4 = y‘ L (@ — ).
2
b) Hyperbel y — y, = — 2??}{1, (@ — a,).
&Ly
¢) Parabel y —y, = — % (2 — a,).

Lehrfite diber Tangenten und Wormalen,

§ 277, a) Gllipfe. Zieht man durd tvgend einen Punft
etner Gllipje die Tangente, die Novmale und die beiden Leit:
ftrahlen, fo halbiert die Mormale den Hofhlen Wintel der beiden
Rettftrahlen und die Tangente den Nebenwintel

Bewets. Den beiden Gevaden, weldhe fich duvch die Leitjtvalhlen », = F, M,
und 7, = I, M, legen lajjen, entiprechen die Gleichungen

Y i Y
y—y=— @ —z)m y—y = g s (@ — ).

e—x,;

Daber ijt tg (r,n) = tg [(wn) — (wr,)] = lti—(i};)(a}ﬁ )t.gg(a(v;rz) —_—

@’y W
bile e—[—m1=_a Jl(r‘—|—m1)~wb acl‘;l:ageyl—l—egmlgiz._ey_l
1 a® y, Uy b2a, (e w,) 4 a’y? blew, + a*b? BiEs
T8, ita
1 1
Gbenjo findet man tg (nr,) = %, Daraus folgt (rym) = (nry), weil

bZ

nur hohle Winfel in BVetvacdht fommen,

Dev zweite Theil der Behauptung [Efst fich leicht p[ammetrqdy begritnden.

b) Hyperbel. Bieht man durd ivgend einen Punit einer
Hyperbel die Tangente, dieNovmale und die beiden Leitjtrahlen,
jo halbiert die Tangente den hHohlen Wintel ber beidben Leit:
ftrahlen und die Novmale den Nebenwintel

Beweis analog wie i a).

c) Pavabel. Bieht man duvd) ivgend einen Puntt einer
Bavabel die Tangente, die Novmale, den Leitftrahl und den ur
Parabelad)fe divect pavallelen Halbjtrahl, fo wird der von den
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beiben letteven gebildete Hohle Winfel durd) die Normale und
ber Nebenwinfel durd) die Tangente halbiert.
Beweis,  Demt Leitftrahle » und der Novmale » entfprechen die Gletchungen :

y — 1y = AR Yy (@ — @) wd y— gy = — _:;/;l_ (@ — ).

—— 2,

2

Y

Daraus erhalt man tg (rn) = - Begeidmet man fevner den zur Pavabel-

adhfe divect paraflelen Halbjtrahl mit s, fo ift (ns) = (nxw), alfo tg (ns) =
— tg (@n) :% Hievaus folgt (rn) = (ns).

Die Beriihrungsgrifen.

§ 278. Bieht man durdy einen Punft M, einer Curve die Ordinate, die
Tangente und die Novmale und bezeichnet bdie Fuppuutte diefer drei Geraden in
ber a-Achfe bder Reibe nad) mit P, T und N (Fig. 212), jo heift M, T die
Tangente, P, T die Subtangente, M N bdie Normale und P, N die
Subuormale. Alle vier Streen werden bdie dem Punfte M, entjprechenden
Beriihrungsgrifen genannt.

a) Ellipfe. Die Coordinaten OT und 0 des Punftes T' miiffen die
Tangentengleiung b*ww, + a’yy, = o®b® Dbefriedigen.  Hievaus folgt

2 2 2
OT—%, PT—0T—0P =5 —a, YT = \/y1 (———ml)

1

Ghenfo exhilt man mittelft Der ﬂloimatheid)unq ON' = - zgml, aljo
P N=— (Z;Zm“ fexner* M, N — \Jl Tb:
b) Pyperbel P T:— b, PN = E)—-ml T
¢) SIs‘a_rabe[. e l— 2 e SR TR ‘f
ZAufguhen.

§ 279. Redmumgsaufgaben. o) Man joll die Gletdhungen der
Tangenten ableiten, welde jid) vom Puntte 4 (v, v) an die Ellipfe
bix? 4 a’y? = a®b? ziehen lajfen.

Muflofung. Die Gleihung ifrgend einer Tangente der gegebenen Ellipje
lautet b2we, + a’yy, = a®b%  Bwifden den Unbefannten a,, y, bejteht zu-
nadhit die Gleidyung

e el o i ol SR SR RN B (1),
weil der Puntt (wu ) ber (Eﬁtpfe angehiet:  Da ferner der Punft A in ber



202

Tangente liegen joll, jo miifjen feine Coordinaten die Gleidjung derjelben befrie-
digen, 0. D. e8 mujs

e A R T ek B e S B S )
fetn. Aus (1) und (2) exhilt man
a?(b*u 4= vw) b? (a’v == uw)
ety P v S R PN

worin gur Abkivzung Ve2u + a?o? — a?b® — w gefest ift. Wenn w veell
ijt, fo find die gefuchten ®leichungen in
(b*u £ vw) & + (a®v T uw) y = b*u? 4 a?o?

enthalten. Bon bden doppelten Vorzeichen {ind gleidyeitiq die oberen oder die
unteren 3t nehmen.

b) Wie lautet die Gleidung jener sur Parvabel y*=2px ge-
horvigen Normale, welche ur Gevaden y=rka -+ pavallel ijt?

Auflojung. Die Gleihung einer Normale der gegebenen Pavabel lautet:

Yy —uy, =——‘Z)—‘ (@ — a;,). Bwijden den Unbefannten w,, y, bejtehen bdie

Gleichnungen

yi =2px, und — %:k,

toeil der Punft (x,, y,) der Pavabel angehrt, und weil die Novmale ur Geraden

2
pavallel fein joll, Daber ijt y, = — kp, x, = k_gp; bie  gejudgre  Gleidpumng

lautet aljo:
2
=km——kp(1 —|-%)

gn derfelben Weife laffen fid) bie analogen Anufgaben fite die iibrigen Kegel-
{chnittslinien behandeln. :

§ 2080. Conftrnctionsonfgaben. a) Durd) einen gegebenen Punit
A an eine gegebene Gllipje
Tangenten zu ziehen.

Inalyfis. Veclangert man den
Leitjtralhl F, M, ves Berithrungs-
punttes M, wm M, G = F, M,, o
ijt die Tangente A 1" bie Symmetrale
ber Strede F, G Der Puntt G
liegt Daber fowohl in dem Kreife mit
vem Centrum F, und dem Radins
2a alg and) in dem RKveife mit dem
Centrum 4 und dem Radiug 4 F,.

Conftruction. Man conftruiere
die Dbeiden Durdyjcynittspuntte G und
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G Her in ber Analhfis bezeichneten RKreife und erhilt hievauj die gejuchten Tam-
genten al8 Symmetralen der Streden F, G und F, G-

Der Beweis ergibt jid) aus § 277 a.

Determination. Man exhilt zwei Tangenten, eine oder feine Tangente, je
nachoem A auferhalb der Glfipje liegt, devielben angehort ober inmerhalb Der-
felben [liegt.

b) Durdeinen gegebenen Puntt 4 an einegegebene Hyperbhel
Tangenten zu ziehen.

Analyfis. BVerfitvzt man den Leit-
ftrahl F,M, bes Berithrungspunttes M,
wm GM, = F, M,, fo ijt die Tangente
AT die Symmetrale der Strece F) G.

Davaus evgibt fich fofort die Con-
fteuction md der Beweis (§ 2770).

Determination.  Dan  erhdlt et
Tangenten, eine Tangente ober feine Tan-
gente, je nacdhdem A wifchen den Dbeiden
Hyperbelzmweigen liegt, der Hyperbel ange-
hort oder auf Dder concaven @eite eines
Hyperbelzweiges liegt.

¢) Durd) eimen gegebenen
Punftdaneine gegebene Parvabel
ZTangenten zu ziehen. :

Analyfis. Bieht man duvd) den Beriilh-
vunggpuntt M, bdie Pavallele zur Pavabeladje,
fo fdhueidet jene die Leitlinie in einem Punite
G, welder mit F in Begug auf die Tangente
AT fymmetrijch liegt.

Gonjtvuction.  Man  Dbejchreibt den RKreis
mit dem Centvum A wnd dem Radiug AF und
conjtruiert die Symmetralen der Streden FG
wd FG, wem G und GY die Sdnittpuntte
jenes Kveijes mit der Leitlinie bedeuten.

Der Beweid (§ 277¢) und die Deterntina-
tion {ind leicht zu finden.

d) An eine gegebene Ellipje Tan-
genten zu ziehen, weldhe zu einer ge: Fig. 215.
gebenen Gevaden parallel jind.

Aufldjung. Dan ziehe duvd) den Brennpuntt F, die Novmale ur gegebenen
®eraden und bejtimme die Schuittpunfte G, G jener Novmale mit einem Kreife,
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weldyer 75, als Centrum und 2« als NRadius hat. Die Symmetralen der Streden
I, G und F, G* find bdie gejudhten Tangenten. el
nalog find die entjprechenden Aufgaben fitr die Hyperbel und die Parabel

au behanbeln,
Ebene HKeqelfdhnitte, ;

§ 281, @3 jei STU (Fig. 216, 217 umd
218) ein Adhjenjdhnitt eines gevaden Kegels, und man
lege duvch einen Punft O ber Seitenlinie ST eine
@dnittebene o normal zum Adbgjenjduitte. Die
Sdnittfigur beziehe man auf ein  vedytwintliges
Coordinatenfyjtem, weldhes O als Anfangspuntt und
bie Dinchichuittslinie der Chenen ¢ und ST U al8
Abjciflenache hat. Jn der lepteven beftimme man
oie RNidhtung von O nadh) X al8 pojitiv.  Legt man
mun duvd) pwei beliebige Punfte M nund M, weldhe
pem Umfonge bder Detradjteten Sdnittfigur ange
hidven, Sduittebenen pavallel zur Chene des Leit-
fretfes, fo {chueiden bdiejelben Dden Kegel in zwei
RQeeifen BMC und By M; C; und die a-Acdhje in zwei Punften P und P,.
Dadurd) exhilt man die vedtwintligen Coordinaten OP =z, PM = y md
OP, =, P.M, =y, bex Punlte M undb M, (§ 151 ¢). '

Um bie ®leichung des Detrachteten RKegeljchnittes abzuleiten, fjtellt man zu-
nidjt die Gleichungen

=t BPIRO D S BIP P e e (1)
(§ 100) auf und untevjcheidet hievauf die drei wejentlich vevjchichenen Fdlle, je
nachdent die Sdhnittebene « den PHalbjtrahl ST (Fig. 216) ober deffen Cr-
gingung ST (Fig. 217) trifjt ober su ST pavallel ift (Fig. 218).

a) @8It N B P SO AR Py A ORGSO PG fomit
BP:B P, =PA:P A ubd PC:P,C;, = OP:0P,. Durd) Multipli-
cation diejer beiden Proportionen erhilt man

B PR By P B G =P A O P P A0, ther
yliyi = la— ) i Ra— o),
wenn 04 = 2a gejet wird. Daraus folgt
el yi

Sig. 216.

z(Ra—x) x2a—n,) by
2
0. §. ber Quotient mz——_@ hat fitv alle Puntte der betrachteten Kegeljchnitts-
linie Denfelben Wert & Alfo ijt
i v Mt S IR S i s e 2)

bie gejuchte Gleichung.  Da- fitv alle Puntte der Kegeljdyuittslinie y2 > 0, 2 > 0
ud 2a — x>0 ijt, jo ijt aud) & > 0. Dian fann dabher ftets eine veelle Zahi



b o bejtimmen, dajs g, = k witd. Durd) dieje

Gubftitution  verwandelt fich (2) in die Sdyeitel-
gleichung einer Gllipje.

b) Su diefem Falle jchneidet die Chene « aud
en weiten Theil der vollftandigen Kegelflache, weldhe
vem gegebenen gevaden Kegel entjpricht. Seht man
A0 =2a, fo ehilt man auj analoge Weife wie
i a) die Gleihung

_ == Ton(Zin ~=20);
in welcher % jtets pojitiv ijt. Dies ijt offenbar
die Scheitelgleichung einer Hyperbel

Man iiberzengt fich leicht, dajs die gefunbdene
Gleidung auch fitr jenen Theil dex Schnittlinie be-
ftebt, welcher auf Ddem gweiten Theile ber Kegel-
flache liegt.

c) Man findet
N BRiRE s PO S ORR
S BRRCE T BE T U B
Davaus folgt y? = ke, worin k eing poji-
tive Bahl Dbedeutet, d. {. aljo die Scheitelgleichung
ciner Parabel.

. Bujage. 1. Wenn bie Sdynittebene « durd) den
Scheitel S gelegt wird, fo erhilt man als Sdnitt-
figuvent einen Punft, zwei fich jdynetdende Gerade
ober eine Gevabe.

2. Der jdyiefe Keqel liefert cbendiefelben Av-
ten vou ©dnittfiguren wie der gerabe.

-4

e

Big. 218.

Fig. 219.

alio BP:OP — PA:PC. Daaus folat BP.PC — OP. PA, jouit
gyt = OP. PA = 2 (20 —a)

S

3. DVemerfensiert ijt, dajs der fdhiefe Kegel nidht
me durd) die aur Grundflade pavallelen Ebhenen, jondern
andh) durch eine weite Schar von pavallelen Chenen in
RQueifen gefchnitten wird. 1m dies zu beweiten, betvachten
wiv einen fdicfen RKegel (Fig. 219) mit dem dharafteri-
jtijchen Dretecte ST U und jdhneiden denjelben durd) wei
st Diefent Dreiecte novmale Chenen B MC und O M A,
Der erjte Sdmitt jei sur Grundfldcde povallel, und bder
sweite  (Wedjelfjdhuitt genannt)  jdueive die Seiten bes
Dreiectes ST U fo, dajs <9 048 = SBC ijt. Dann
it y? = P M*=B P, PC,ferner \ BPOCOAPC,
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Spharilde Trigonometrie

L Abfdymitt:  Auflofung der [phirifyen Dreiedke.

§ 282. Ginleitung. o) Den Gegenjtand dev fphivijchen Trigonometrie
bilbet bie Bevecdhnung dev unbefannten Seiten und Winkel eined fphirijhen Drei-
eces ang den gegebenen Vejtimmungsitiiden desfelben. Die hiesu erforderlichen
@ige laffen fidh in Gleihungen ausbriiden, welde vermbge bder Natur der hie
tn Betvacht Fommenden Grofen nur Wintelfunctionen enthalten. Die gegenjeitigen
Beztehungen der lepteven find bereits in dev Goniometrie auseinandergefest worden.

b) Bur Ableitung bder Fundamentalgleihungen zwifhen den Seiten und
Winteln eines vechtwintligen fphivijhen Dreiectes beniipt man dag reditwintlige
Parallelcoordinatenjyitem im Raume (Fig. 220), durd) weldhes die Lage eines
Bunftes im Roume bejtimmt wird. Diejes Coordinatenjyftem bejteht aus drei
Cbenen (Coorbinatenebenen), von demen jede zu den Deiden andeen mormal ijt.
g den chnittlinien diejer Cbenen (den Coordinatenadhfen) nimmt man gewiffe
Richtungen alg pofitiv an, etwa von X, nad) X in der
- Uchle, von ¥, nad) ¥ in der y-Adhje und von Z, nadh) Z
in der z-Adje. Die Lage eines Punftes M in Bezug auf
diejes Coordinateniyjtem ift dann eindeutig beftimmt, wenn
v | bie Abjtinde (Coorbinaten) bdes Punftes von den Eoordi-

natenebenen dem abjoluten Werte uud dem Vorzeihen nad)

iz gegebent find. Das Vorzeidhen einer Coordinate (3. B. von

Fig. 220. N M = z) ijt pofitiv oder negativ, fe nad) dem die Ridhtung von
der entfprechendent Coovdinatenebene (X ¥) gegen ben betvachteten Puntt (M) hin
mit der pofitiven Ridhtung in dev entjprechenden Achje itbeveinjtimmt ober nicht. Jn
Fig. 220 find als Coordinaten bes Punttes M die Streden O P=wn, PN=y
und N M=z angenommen.

¢) Die jphavijhe Trigonometrie, eines dev widptigiten wnd nothwendigjten
Hilfsmittel der Ajtronomie, wurde jhon im Alterthum von den Griechen uud
fpdter von den Arabern ausgebildet und gepflegt (Sieh § 119).

§ 283. Das vedtwinklige fpharifhe Dreiek. Hat ein phirijhes Drei-
e drei rechte Winkel, fo find anch feine drei Seiten vechtwintlig (§ 151, Folge-
fap). Hat es zwei vedhte Winkel, jo find auch die Gegenfeiten vechtwintlig (§151 e),
und der dritte Winfel Hat diefelbe Mafzalhl (in Graden), wie feine Gegenjeite
(§ 196).

Bugleid) gelten bdie Umbehrungen.

St nur ein Winfel eines |phivijhen Dreiectes ein Redhter, fo nennt
man feine Gegenjeite Hypotenuje und die beiden andeven Seiten Katheten.
Sn diefem Falle find alle Seiten fchiefintlig, wovon man fich duvd) folgende
Betrachtung diberzeugen fann.

L =



207

Wire AOB | BOC(B=R)und AOB=R (c=R),
jo hatte man (nad) §151 d) 04 | OBC, aljp b =R
wtd y==R (§ 151 b).

Wive hingegen ¢ = R und b = R, fo hitte man,
went 0D | OB it BOC exvidytet wivd, 0D | A40B
(§151d), aljo OD | OA. Davaus folgt 04 | BOC,
%19 221, ba[]et (e R und 7' =T QBeun 0D mit O C yujommenfallt,

.....

S ‘Rad]m[genben nnrb unter einem red)tmmﬂtgm fphirijchen @rete&e
ftets nur ein folches verftanden, welches einen vechten Winfel und auferdem nuv -
jhiefwintlige Umjangsjtiice befibt. Das Polardreied zu eimem rechtwinkligen
Dreiecte hat eine vedhtwintlige Seite und auferdem durchaus jdhiefwintlige Um-
fangsjtiie. Gin folches Dreied wird Quadrantendreted genamnt.

§ 284 @Trigonometrijdye Lehrfuke fiiv das vechtwinkliae [pharifdhe Dreiedk.
ABC (Fig. 222) fei dad gegebene rechtwintlige phi-
rijdhe Dreiect, und man begeichne mit ¢ die Hypotenuie,
mit @ und b die beiden RKatheten, ferner mit « und 8
beven Gegeninfel. Das bdem jphivijhen Dreiecte ent-
fprechende Dreifant O 4 B €' Tege man jo in ein vedyt-
winfliges Coordinatenjyjtem, dajs O B in den Halb-
Fig. 222. fteahl O X, BO C in die Halbebene XV X, und der
Puntt 4 mit dem Halbjtrahle O Z auf die gleiche Seite der Gbene XO Y
filt. (Wive die lepte Vedingung nicht erfitllbar, fo denfe man fid) dag Dreifant
ourd) feine @djeitelecte exjept).
Qft mun M ein Puntt ves Halbjtrahles O A mit den Coordinaten O P=uw,
PN =y, NM==2z und dem Leitjtrahle O M = », fo erhilt man:
a) ®=1rcos ¢ md =0 N cos a =1 cos b cos a. Daraus folgt
coslc=Cos g cosd . . .. ().
b) y = ONsina = rcos bsina und y = P M cos @ =rsinccos @ ; alfo
cos b sina = sin ccos £, Darvaus folgt durd) Divifion mit cosacosd = cose
tga=1tgccosp,
und analog tg b = tg ¢ cos a }
¢) z=rsind und z = PMsinp=rsincsin 3. Davaus folgt
sind = sincsin g, |
und analog sing =sinesing (* * * - (3).

Anmerfung. Die vovausgehenden trigonometrijchen Gleichungen gelten all-
gemein, da die filv die Coordinaten von M anfgejtellten Ausdriicde anc) vem Vor-
seidien nady jtets Geltung Haben, in weldem oberhalb XO Y liegenden Octanten
des Raumes man aud) M onmehmen mag. (DHiebet ijt » al8 abfolute Grofe
angujehen.) Aufer den Dbigher abgeleiteten Relationen zwijchen der Hypotenufe
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und @) den beiden Ratheten, b) einer Kathete und dem derfelben anliegenden jdhicfen
BWinkel, ¢) ciner Kathete und deven Gegenwintel benbthigt man nod) die Relationen
awijden d) der Hypotenufe und den beiden fhiefen Winkeln, ) swijchen den beiden
Ratheten und einem jdjiefen Winfel und f) einer Kathete und den beiden {chicfen
Winfeln, Diefe weiteven Relationen erhilt man aug den vorausgehenden durd)
folgenbe Recdhnung:

d) Man eliminiere a und b aug ben vorhevgehenden Gleidhungen, indem
mar das Probduct der Gleidhungen (3) durd) die Gleichung (1) dividiert. Man exhilt
tgatgb = sin*csinasinf:cosc;

andererfeits aus den Gleichungen (2)
teatgh = tg2ccosacos 3.
Simais: folgt iCome —= edigiaRetsG o in L e S (4).
e) und ) Dian eliminiere ¢ aus den o{wigeu Gleichungen, indem man tge
aus (1) und einer Gleidung (3) bevedyet und in eine Gleichung (2) jubjtituiert

gine sin b tg
oM Ie e " cosc  simfcoswcosb . sin Bcosa” 7
oiefen Wert in die erjte ober sweite Gleichung (2) jubitituiert, exhalt man

tgb:sinatgﬁ’l

ud analog tga =sinbtge [ ° ° .0 7 0 - ®),
ober cos & = €0s a sin 3 l :
0, analdds cos-p == o Bain e fp 4098 Tl e (6).

Bufige. 1. Die vovausgehenbden zehn Gleichungen enthalten alle miglichen
Combinationen zwijdhen je dreien der fiinf Umfangsftide a, b, ¢, «, f. Man
iibersengt fich leicht nachtriglich, dajs fie” aud) fiiv zwei= oder dreivedhtmintlige
Dretecte Geltung haben, wenn man jie zur Vermeidung von Unbejtimmitbeiten
gubor derart fransformiert, bajs alle Functionen, weldhe Jull werden fhmnen, in

“ben Bahler fommen, wobei die Tangente und Cotanmgente als Quotienten von
Stuug und Cojinug eingufithren jind. Tvopdem find die erhaltenen trigono-
metvijhen. Gleidyungen im  allgemeinen zuv Aufldjung von jiwel und dreirecht-
wintligen Dretecten nidht geeiguet, aber auch nicht nothwendig.

2. Die Gleichungen (1) bis (6) laffen fic[) auj folgende Form bringen:

cos ¢ = cotg @ cotg B = sin (B — a) sin (BR—10) aug (4) und (1);

cos (R —a) — cotg( —b) cotg B = sinecsina aug (5) und (3)

cos (BR—10b) = cotg (R— a) cotga .smosinﬁ aug (5) unb (3);

cos & == cotg (B —b) cotg ¢ = sin (R — a)sin § aug (2) und (6);

cos = cotg (R—a) cotg ¢ = sin (B—13) sin « aus (2) und (6).

Rl e Daraus ergibt ﬁd) oie folgende vou Rapier (fpr. Neper)
aufgejtellte Gedichtnisveqel: Man  jdyveibe mit Ubergehung des
vechten Winfels die Umfangsitiicte des vechtwintligen Dreiectes ax
einem Rreife in jener Anfeinanderjolge, welche fie im Dreiede haben,
i G erfee jedoch) die Ratheten durd) ihre Complemente. Dann it der:

9. 223.

3 a
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Cofinus eines jeden Stiifes (am RKreije) gleich dem Producte bder Cotan:
genten der Nachbarititle und auc gleich) bem Producte der Sinus ber nidht an-
liegenben Stitdfe. Um 3. B. die NRelation wijden «, £ und & ju exhalten, be-
tradgten wiv B al8 das gefudhte Stiid, aljo « und b als die nicht anliegenden
Stiide. Man exhilt cos B = sin (B —>5) sin «, wie oben.

3. Aus der erften Gleidung (6) folgt, dafs @ mnd « jtets gleid) begeichuet
find. Jebe Rathete und il Gegenwintel find daher enfweder gleidhzeitig fpis- ober

T
gleichseitig jtumpfwintlig; oder filv @ — R ift entfprechend azR, und umgefefrt.

4. Aus bden Gleihungen (3) folgt sina<sine. Die Hypotenuje liegt
alfo ihver Grdfe nacd) zwifchen jeder Rathete und deven Supplemente, vber
a ‘:/j c -2 B—u.

e Ry

Wenn « jdiefwintlig ijt, fann ¢ weder gleid) @ nod) gleih 2 B —a fein.
naloges gilt beziiglich der RKathete b.

5. Die Foemeln fiiv das Quadvantendreied mit den Seiten o, b, B und
ben Winteln o', B/, 7' exhilt man aug den obigen zehn Gleidungen durd) bdie
@ubjtitutionen ¢ =2 R—a/, b=2R—p" u { w.

§ 285. Anflofung der vecdyhwinkligen fphavifdhen Dreiecke. Buv Bejtim-
mung eines vecdhwintligen jphivijdyen Dreiectes bedarf man (aufer “dem rvechten
Wintel noch) zweier Wmfangsititke. 5 ergeben jich denmac) jechs ver{dhiedene
Anfldjungsfille, weldhe tm Nadfolgenden tn jener Orduung angegeben werden, in
welcher fie aus den Congruenzjipen folgen.

1. ®egeben: Die beiden Ratheten a uud b.
tga te b

Aufldfung: cose=-cosacosh, t i = -2
flofing ' %8 nb’ 0'8 sin @

2. ®egeben: CineRathete und der an[tegeube fdhiefe Wintel

3 B. a und B i
Aufldfung: tgdb=sinatg @, tgc=->—, cosa = cosa sin f.

os g3’
3. egeben: Cine Kathete unbble Dypotenuje, 3.B.aunde.
Hig ks el e i e §¥_n__ g g
Aufldjung: cos b = el A 08 8 = i

Wenn « z @ z 2 R—a ijt (§ 284, 4. Bujap), jo ijt die Aufgabe ein-

deutig beftimmt. Denn bdie fitv cos b, sine und cos B exhaltenen Quotienten find
pann ihvem abjoluten Werte nadh) <<1, und ¢ mujs z R genommen werden, e

nachdent. @ Z R ijt. Ausc = a wiirhe ¢ = R jolgen und davaus e =—=c==~R,
toifrend b und B unbejtimmt bleiben. Dasg gleiche Rejultat ergibt jich aus der
Ynmahme ¢ = 2 K — a, wenn das dev Seite ¢ anliegende Nebendretec benitpt wivd.
4, ®egeben: DiePHhpotenuje und ein (fhiefer) Winfel, 3 B.
¢ und a.
Hocevat, Geometrie fitv Obeyrealjdulen. 14
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Aufldjung: sina = sinesina, tgb = tg c cos «, cotg B = cosc tg a.

Fitr o ift der entprechende jpite ober jtumpfe Winfel ju nebhmen, je nad-
bem « << R ober > R ijt.

5, Gegeben: Cine Rathete und ihr Gegenmwintel 3. B. dbund .

Aufldfung. sin e = in sina — £ e 20 4
; in tg 8’ cos b’

Fitr b = B exhilt man aus diejen Gleidhungen e =K, a =L, ¢ = K.
(Diefes Refultat folgt aud) divect aug den beiden fitv 2 aufgejtellten Gleichungen
tn § 284 ¢ und aus § 283.)

Sind b wd £ verfdhicden, fo mujs entweder b << f << I oder b >
B = R jein, wenn ein Dreic mit den gegebenen Umfangsjtiiden vorhanden
fein joll; nur danm find bie ved)ts ftehenden Quotienten in den obigen bre
Gleidpmgen << 1. Man exhilt in diejom Falle zwei Aufldjungen, indem man
efiva bie Deiden Werte von ¢ aus der eviten Gleichung bevechnet und hievauf nad
bem Dritten oder vievten Aufldhungsfalle vovgeht.

6. Gegeben: Die beiden Winfel ¢ und B.

Aufldfung: cosc = cotgucotB, cosa = ET(:T‘; o CORIbN == gi‘:‘fz ;

Bujage. 1. DBeifpiel sum dritten Anufldjungsfalle: ¢ = T2° 56 30,
a — 12%° 56/ 36" — 2 B — b2° 3' 24",

Num.‘ Log. Num:| Log. Num. Log.
cosc| 946737, sina| 989687 tga | 1010807,
cos a| 976879, sin ¢/ 998046 tgc | 1051308,
cos b| 967858, sine| 991641 cos B ,9°59498,
b— 2R — 617304 20" =— 1180 29¢ 40"
ai="2 R — 559 34 46" — 12£0 256 T4 (weil 'a == &),
B = 2R — 66° 49" 30" = 113° 10" 30",

Controle: log cos g = log cos b + log sin «.

2, Man beadhte, dajs fiir jedes gegebeme Umfamgsititct ftets dret
Qogavithmen feiner Winfelfunctionen anfauichlagen find. Jun jenen Fdlen, in
weldjen die Functionen ftumpjer Wintel negativ werben, vedmet man mur mit
pem abfoluten Wevte, d. h. man erjest den jtumpfen Wintel durd) jein Supplement,
bezeichnet jedoch den entjprechenden Logarithmus durd) ein vorgefebtes ». Nad
ber RNegel fitr die Meultiplication oder Divifion velativer Jablen entjdheidet man
hievauf, ob dag Product (oder der Quotient) einen pofitiven vber negativen Wert
hat. Bur Controle der Rechnung beniige man die Gleichung swijchert den Functionen
per drei gejudhten Umfangsitiicte.

§ 286. @rigonometrifthe Lehrfibe fiir das [dhiefwinklige Dreieck.

a) ©inusfap: Jn jedem jphavijden Dretede verhalten jid)
die @inug jweier Seiten wie die Sinusg ihrer Gegenwinfel
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Beweisd: Ju dem phivijdhen Dreiecte
A B C bezeidyne man die Seiten mit a, b, ¢,
ihre Gegenintel beztv. mit ¢, 8, 7, die Hike
aur Seite ¢ mit 2 und die Abjdynitte, in welde ¢
ourd) denw Fuppuntt der Hohe zeleat wivd,
mit p und ¢. Man exhilt daun

sin -h = sin b ?in = .sin a@ si‘n B Fig. 224,

aljo sine : sinb = sin a : sin 3.

Allgemein sing:sind:sinc=sne:sing:siny

b) Cojinugjap fitr eine Seite: Su jedem jphavijden Dret
ece erhalt man dben Cojinug etner Seite, wenn man zum Producte
augdenCofinug dev beidenanderen Seiten das Product ausderen
Sinug und dem Cofinus degeingejdhlofjenenen Wintels addiert.

Beweis: Aug dem lints ftehenden Drefecte in Fig. 224 findet man

cos @ == c0s f cos p = cos hcos (c—g) == coshcosccosq - coshsincsing.

Jun ift cos b cos g = cos b, fernmer tgg = tgbcose. Durd) Multipli-

cation diefer Gleichungen ex[)a[t mar
cos h sin g = sin b cos .  Daber ijt jdhlieflic)
' ¢08 @ = €08 b cos ¢ -~ sin b sin ¢ cos .

Analog wird dev Beweis gefithet, wenn 7 die Verlingevung vou ¢ trifjt.
Durd) cyclijche Vevtaujdhung der Budjtaben exhilt man aug der lepten Gleicdhung
die ®leidhungen file cos b und cosec.,

¢) Cofinugjap fitr einen Winfel: Fn jedem {phivijden Drei-
eceerhalt mandenCofinugeinesWintels, indbemmandasProduct
ausg denCofinus der beiden andeven Winfel vom Producte aus deven
@inug und bemCEofinusg der eingejdhlojjenen Seite jubtrabhiert.

Beweig. Man wende den Sak &) auf bdas S].mhubrewcf aum  gegebenen
iphavijhen Drvetece an. Dann it

cos a' = cos b’ cos ¢/ 4 sin &' sin ¢’ cos «’, daher
cos(2R — )= cos(2L—B3) cos (20— y) -sin(BR—pB) sin(2R —y) cos(RR—a),
jehlieplich cos @ ==— cos B cos y 4 sin B sin ¥ cos a.

Unalog lauten die Fovmelr fitv cos & und cos 7.

Bujah.  Man itbergengt fich leicht, bajs die Sise @), b) wnd ¢) audy fiiv
pag redhtwinflige und fitr dag Quadvantendreiect giltig find.

d) Halbwintelfdape Beveduet man cos ¢ aus der Gleidhung cos a =
cos b cos ¢ --sin b sin ¢ cos @, jo folgt

cos (b—c)—ecosa 2sin(s—b) sin(s—e)

1 —cos = - : sy ; :
sin b sin ¢ sin b sin ¢ ;
o aﬁcosa_tos(b—}-c) 2 sin s sin (s — a)
sin b sin ¢ sin b sine ¢

went @ - b 4 c=2s gefeht wird. Hievaus echdlt man reiter
14%
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= 0 | O 7
‘ sin (s — b) sin (s — ¢ /sin § sin (8 — a
sin ko= \f_ ( : ) : ( ), COR L0 — \ - = )
= gin b sin ¢ i sin b sin ¢

/sin (s — b) sin (s — ¢) /" sins sin (s — a)
iy —\/ sins.sin(s—a) ' 005 a0 == \" sin (s — b) sin (s — ¢)’

Bujtise. 1. Da &« cin fpiber Winkel ijt, jo find jammtlihe Functionen
von & & pofitiv. Auch ift u Demerfen, dajs jeber Factor unter dev Warvzel pofitiv
ift; benn s ijt 25 <<4 R, aljo s << 2 R, umjomelr aud) s — o <<2 I unbd jugleich
8—a>0u1i w

2. Die analogen Formeln fitv sin 33, cos 3B . {.w. laffen fid) duvch Bex-
toujchung der Budhjtaben aus den obigen ofmeweiters ableiten.

e) Halbjeitenfipe. Diefe exhilt man aus dem Cofinusjape fiiv bie
Wintel in dhulicher Weife, wie die Halbwinfelfige aus dem Cofinusfage fitr die
@eiten.

RNod) -einfacher it es, die unter d) abgeleiteten Fovmeln auj das Polar-
preiect 1 dem gegebenen Dreiece anzuwenden. Dann wird s = 3 B — o, wenn
man 3ut Abtipung e + B8+ v =26 feht, s —a =R — (6 —a) . |. f.
@3 ift aljo

Jcos (6 — B) cos (6 — ) . cos 6 ¢os (6 —
coséa:\- ( .” - ( 7) Sm.l,-a:\/ﬁ %ﬁﬁ(—wl
sin £ sin y sin 3 siny

1-‘ (o _LO:(G—B, LOa(U—/] _ cosGcos (6 — a)
Sl ke \/ cos ¢ cos (6 — g e \/ cos (6— ) cos (6 —7).
cos ¢ ift negativ, da R-’-.’_o\ 3R ijt (§ 197Db). Alle andeten Factoren
wnter den Wuzelzeichen find pojitiv, denn es ijt 3. B. cos (6 — &) = sin (s —a) .. f.
) Gaufide Gleidhungen. Subjtituievt man dic in d) erhaltenen
Werte von sin § e w. f.w. in die Gleihung cos § (a4 B) =cos § a cos § § —
gin § ¢ sin § 8, fo ethilt man nad) einigen Rebuctionen:
o - \/sin(s —a)sin(s —b) sins—sin(s—c)
dob (@20 _\/ sin @ sin b v sin ¢
2sin$ccos §(a-40)
28in feeoste !
baraus folgt cos i (¢ 4 B) cos k¢ = cos § (@ + b) sinky,
und analog cos j (¢ — B) sin § ¢ = sin } (a - b) sin ! 3 L,
sin % (e + B) cos_,c_cosf (a — b) cos &7,
gin 3 (o0 — B) sintc == sing (a — b) cosdy
Bufdage. 1. Aus der evjten bdiefer (&jfeic{)ungeu folat twegen cos =0
und sin §y >0, dajs cos L (e @) mit cos § (e b) ftets quicE)begeic’E)net ijt.
e nadydem aljo c:—i—[;’—-—%R ijt, ijt audy gleichzeitiq « + b — 2R und um-

gefehrt.

r

—gin Lty
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2. Die obigen Gleichungen ywurben juerit von dem franzditjhen Mathematifer
Delambre mitgetheilt; fie werden jedoc), namentlich von dentfchen Mathematitern,
nad) ®auf (geb. 1777 ju Braunjdhymweig, geft. 1855 zu Gbdttingen) benaunt, da
diefer bevithmte Mathematifer zuerit die grofie Bedeutung devjelben fitr ajtronomijdhe
Pechnungen dargethan hat.

3. Um die Gaufjdhen Sleihungen im Gedichnifie 3u bebalten, beadhte
mait, dajs in jeder drei Sinus ober drei Cofinus nadjeinanderfolgen; um ferner
aus einer ®leidhung, etwa aus dev evften, die itbrigen abzuleiten, beniibe man
die Bieglerjhe Regel: Weun (in einer Summe oder Diffeveny) ein Beidpen
getinbert wird, fo mufs fiiv das andeve Alphabet die Function duvd) ihre Cofunction
exfest werden.

g) Die Napieriihen Analogien. Durdh) Divifion dev Gaufjdhen
Gletchungen evhilt man

cos & (@ — D) sin & (e —b)

1 o By — :
tgg((x—{-ﬁ) (,081 (a’_'_b) COtg /I tb‘}(t" B) Sinl _I__b) COtg /?-

08 5 (00— s 1 ¥
ghath=-2t By, gre—t =Tt e

Diefe Gleichungen wurden von Napier, demt Crfinder der natiivlichen
Qogavithmen, im Jahre 1614 angegeber.

Qumerfung.  Aus den vovausgehenden Entwidelungen ijt exjichtlich, dajs die
meiften Sipe der fpharijchen Trigonometrie fich in analoger Weije daxftellen lajjen, wie
fene dev ebenen Trigonometrie. Man fann iibrigens die lepteren aus den evteren als
Jpecielle Fille ableiten, wenn man den Radiug der Kugel, auf welder jid) das jphirijde
Dreiect befindet, wnendlich sunehmen afst, wikrend die Seiten des Dreiectes ifre Linge
nidht dudern. Da hiebel die den Seiten entjprechenden Centviwinfel unenbdlid) ab-
nefmen, o fann man nad) § 134 den Sinug diefer Winfel durch ihren arcus erfeen.

St alfo @, ber bem Nabing 1 wnd ar ber dem RNadius » entjprechenden Bogen,
weldher zum (Eeutttminfef a gehort, fo folgt sin @ = a, ferner @, = a, . 7,

alfo sin @ = 7 Mg cos a=1—2 sin?L a(§1381) ergibt fich weiter cos a =

1—2 (ﬁ?’ﬂ) =1— -2—— nalog lanten die entfprechenden Formeln fitr b uud c.

Durd) Subjtitution bdiefer Werte in den Sinusjap exhilt man a,:b,: ¢ =
sin ¢ : sin (3 : sin y, wie in der ebemen Trigonometrie. Aus dem Cofinusjape

erhalt man Ak b, e, 2 brcy
e e EE R L

2

2

Cp

2

— DGy CORM:

ud daraus a,>=2"b,%4c¢,?—

Wenn wun dag dritte ©lied anf der vedhten @eite fitr ein unendlid
gunehmendes » verjchwindet, jo evgibt fich dex Cofinusiap der ebenen Trigonometrie.
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§ 287, Auflofung der fhicfwinklinen Dreiecke.

L Auflofungsfall. Gegeben zwei Seiten und der ein-
gefdhlofiene Wintel, 3. B. @, b und 7.

Auflofung. Hat man alle dvei unbefannten Umfangsijtiice zu bevedynen, jo
beniipt man am pwedmigigiten die Gauf’jden Gleidhungen in analoger Weife
wie die Mollweide’jhen Gleichungen in der ebenen Trigonometrie.

Betjpiel. Gegeben:a=116°44/48", b=50°124~, 7—120“4’50”

1) a + b|166°56° 52 18) & (¢ 4 @) 760 43 474

2) a — b| 66 32 44 20) & (¢ — [;’) 17 39 22

3) % (a-+ b)) 83 28 26 24) tec| 64 385 b1

4) L (o — b)| 83 16 22 25) ¢|129 11! 42

5) Eyl 60, 2 25 26) | 94 23 9

i 27)B8| B9 4 25
Num. Log. Num. Log.
6) cos L (a -+ )| 9°05559, 8) cos .1 b)| 992224
7) sin % (@ + b)| 999717, 9) sin 3 (a — b)) 913927,
10y sin 37| 993770, 11) eos § 7| 9:69843,
12)cos §(e+p) cos Lel 899330, 14)sin (¢} @) cos be| 962067,
18)cos} (a—3)sin c| 993488, 16)sin & (a—pB)sindc| 943771,
16) tg & (¢ + p)| 062737, 17) tg & (@ — B)| 9:50283;
19) cos & (« + B) | 936086, 21) sin 3; (¢ — |8) 948187,
22) cos Fe | 963243, 23) sin % c| 995584,

Die Reihenfolge der Operationen ijt mit 1), 2), 3), . . . begeichnet. Eine
Controle ber Rechnung Lejteht davin, dajs ¢ auf zwei verjdhicdene Avten bevechnet yourde,

Bufdge. 1. Wil man nur die dritte Seite berechuen, fo beniibt man den
Cofinusiap, welchen man dann meiftens in folgender Avt transformicrt:

cos ¢ = cos a (cos b 4 tg a sin b cos y) = cos a (cos b -+ tg m sin b),
aljo e o (b Srom wo tg m = 1g a cos y ijt
] Ccos m / L M

Man itbevzengt fich leicht, dafs bie Hilfsgrife m den dem Wintel y anliegenden
Abjchnitt dev Seite b bedeutet, weldher durd) die Hihe auf diefe Seite gebildet wird.

2. Will man nur die Winfel ¢ und 2 bevechnen, jo Dbedient man fjic) der
exften zwet Napier’jhen Gleichunger.

II. Anfldojungsfall. Gegeben zwei Winfel und bie zwijden
ifhnen liegende @eite, 3 B. «, B, c. Die NRedmung vevldujt hier gang
analog toie im exften Aufldjungsialle.

L Auflofungsfall. Segeben zwet Seiten und der Gegens
mwinfel dber einen, 3 B. a, b, a. S

Aufldjung. Man berechnet B aus der Gleihung sin g = e

sin .
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Der fitr sin 2 evhaltene Quotient mujs offenbar pofitiv und <1 jein. Jjt ex
= 1, jo hat man 8 = R zu fegen; ift ev << 1, fo exhdlt man fiix 8 wei
jupplementive TWerte, weldhe jedoch in Bezug auf ihre Vraudhbavfeit gepriift

werber mitffen. Dies gefhieht mit Hilfe der Sive: JFe naddem a :<>: b ijt,
mujs aud) « Z @ fein; und je nachdem a -+ b E 2 R ijt, muis aud) e + 8 =9R
<G <

fetn, Die Aufgabe ift zweideutiy bejtimmt, wenn beide Werte von & biefen
Bebingungen geniigen, und eindeutig beftimmt, wenn dies mur fiiv einen Wert
ber Fall ijt. ¢ und 7 bevehnet man hievauf mittel8 der Napier’jden Gleidungen
und zwar auf zweifache Avt, um eine Probe dev Rechnung zu Haben.

Beifpiel: @ =T70° 207 50, b=>51° 41 147, 8 = 52° 30", Man
finbet mittels des Sinusjapes o, = T2° 12743 ud a, =2 K — «,. Wegen
a>b mujs >3, und wegen a b <2 R mujg ¢ BF<<2 R fein. Da
beibe Werte von « bdiefen Bebingungen entjprechen, jo find beide brauchbar. Die
ufgabe ijt alfo zweideutig Deftimmt. Die beiden Werte von ¢ bevedhuet man
aug den Gleichungen

cos § (¢
gho = bt 4t = pliTo wie—),
sin & (¢, — B) cos § (¢, —8) . .,
tg 3 ¢y = A LN § (0 +0) = A tg & (a — 1),
pad(y+B)=R—1%(e,—B) undd (e —p)=R—% (a1 P)ijt. €3 exgibtfich
(e, + B8) = 62° 21 215 L (e, —B)==9" 51215

sin § (¢ + 6)

1(a + b) =610 1/ 24 1(a — b)=9° 19 48~
Num. ‘ Log. Num. Log.

1) cos & (e, + 8) | 966649, 2)sin'} (¢ + B) | 994786,

3)cos & (¢, —B) | 999354, 4)sin § (¢, — B) | 923343,
5) Quot. | 9-67295, 6) Quot. | 0:71393

Nte L (a - b) | 025656 8)tg 3 (@ — b) | 921562,

9)tg L ¢, | 992951, 10) tg 3 ¢, | 9'92955,

11) te 1 o, | 954263 12) tg 1 ¢, | 954267,

Man crhilt ¢, = 80° 44’ 37" und ¢, = 38° 27’ 48" qlg avithmetijdye
Mittel aus den gefundenen Werten. Analog bevechret man 7, und y, mitteld der
Napier'jhen Gleichungen oder mittels des Sinusjates.

Bujag.  Bum befjeven Berjtindniffe dev Mdglichteiten, weldhe fich in diejent
punbeftimmten Falle” dev fpharijden Trigonometrie darbieten, jiehe man, wenn
wieber @, b, B gegeben find, die Hhe CD sur Seite ¢ (Fig. 224) und Ibfe
sunddit dag durd) @ und B bejtimmte vedytwintlige Dreiet B CD auf. Hievauf
ift dag rechtwintlige Dreied AC'D durch) = und b bejtimmt, jedoch ~mur dannm,
wenn sink < sind, alfo sinasing << sind ijt (§ 285, 3. Aujldjungsfall).
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o echdlt nun fm allgemeinen zwei Aufldjungen, da die beiden Dreiecte 4 C'D
und BCD auf derjelben ober auj entgegengejepten Seiten von kb liegen fonuen.
Davauf bexubt eine bequeme Bevehnung von ¢ durd) die Gleichungen
tgp = tgacosP, tgg = tgbeose umdb ¢ = p + q.

Jm obigen DBeifpiele ift cosa, = — cosey, daber ¢, = p - g und
C, = p — 4.

nalog findet man auch y, indem man die beiden Theile, in welde es durd
b zexlegt witd, aus den redhtwintligen Dreieden AC D wnd BC'D Devednet,

IV. Anflojungsfall. ®egeben zmwei Winfel und die Gegen-
feite deg einen, 3 B. a, B, a. Die Aufldjung it jemer im dritten Falle
gong analog.

V. Aujldjungsfall. Segeben die drei Seiten a, b, c.

Aufldfung.  Man bevedhnet die Winfel mittels dex PHalbwinfelfise, am
Bejten mittel8 dex Fovmeln fiiv tg & o, tg & 8, tg 3 7. Wenn alle drei Wintel
it bevechnen fjind, jo beniipt man am Dejten die Gleichungen

cotg ¥ ¢ = sin (s — a) cotgo, cotg & # = sin (s — b) cotgo und

sin 8 e
sin (s — a) sin (s — b) sin (s —c) Hfs
o Dedentet den Nadiug vdes tem Dreiecte A BC
cingefdhricbenen Rveifes, wovon man jidh) in analoger
Weife wie in § 140 iiberzengt. Anuc) beziiglich des
Recdhnungsjdhemas fann auf dag Beijpiel in § 140
veriviefen werden. Probe mittels des Sinusfabes oder
einer Gaufjden Gleichung.
7 VL Auflojungsiall. Gegeben die drei
Fig. 225. Winfel a, 8, 7.
Aufldjung. Nian benitge die Halbjeitenfie und zwor, wenn alle Seiten
su bevedmen jind, in der Form

cotg & y==sin (s — ¢) cotg g, W0 cotg g == \

teid ol ==-c05 (0 s—yo) e r B 3 b = cos (o —8)u tem s i
cos G i
e .
Pt cos (6 — «) cos (6 — @) cos (6 — 7) il
c 7 bedentet Den Nading des umgejdyrichenen Kreifes,

wovon man fic) in folgender Avt fiberzengt. Jjt O bder
Sdnittpuntt der bdret Seitenjymmetralen, jo ift ex
vou allet Ecfpuntten gleichieit entfernt, alfo der Mittels
puntt des umgejchrichenen Kreijes.  Bezeichuet man
nun die Theile, in welche die Winfel «, 3, 7 durd)
die BVerbindbungslinien 40, BO b CO zeriallen,
in der aug bder Figur exfichtlichen Weife, o ijt
2&+ 29 + 2, = der £+ 7+ & =0
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Femer it 7 + & = o aljo § = 6 — ¢ w. . w. Man echilt daun
aus dem rechtwintligen Dreiecte C'OD
tg &+ @ = tg» cos§ = tgrcos (6 — ), w. . |
Diefelbe Formel fitv » exhilt man entweder aus den Halbwinfeljiten oder
divect aus der Figur auch damu, weun dev 5.]31mft0 auferhalb des Dveiectes oder
in einer @eite desfelben [liegt.
Probe mittels bes Stnusjapes oder einer Gaufyjhen Gleidhung.

Il Xbfdynitt: Anwendungen dev [phirifhen Trigonometrie.
§ 288. Fladyeninhalt des [phivifdpen Dreieckes. Anfgabe: Den
Fladeninhalt cines fpharvijdenDreiecdes su bevednen, wenn die
brei @eiten gegeben {ind.
Nach § 208 it e=aF+p— RR—yp),alfoie=4{k(e4-p)—(B—%7).
Davaus folgt nad) § 1334 und § 286f
L i mn,,(a-|—-{;_’_:_—_cos s cosl(cc—b)—cos bc cos ) e
S4¢ cosk(cp)Fsinky ~ cosk(a—0)Fcoske sin 7
sm;(—a,-f—b—{—c)sm (a—b+ c) e
0034((.'&—{—1)—'— Yeos (a-b—¢)
sin(s—a)sinf(s—>b) \/ sinssin (s —c¢)
cos yscos f(s—¢) sin s——a)sm(s—b)
alfo jolieflid) tgle = Vigls tgh(s — a) tgk(s —b) tg k(s —c).
Diefe Fovmel rithrt vom SJ'tatI}emathcx EHuilier her und wird nad
ifym benannt.
§ 289. Dolumen cines Pavallclepipedes. Anfgabe: Ausden drei ineiner
Ecfe gufommenitofenden Kanten und den von ihnen gebildeten
Winfeln dag Volumen ecines Pavallelepipedes zu berednen.
Auflbfung. €8 feien p, ¢, » die Mafzahlen der Kanten AB, AD, AE,
ferner @, b, ¢ die von ihnen gebildeten Wintel (fiehe Fig. 227). Dann hat die
Grundfldche die Mafigahl pgsine und die Hohe 1L die Mafzahl rsink =
rsinbsing = 2r8ind sinla costa =
P e
S Vsin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢).
alfo ijt
V=2pqrVsins sin (s— a) sin (s — b) sin (s — c).
§ 290. Die regelmifigen Polyeder. Auf-
gaben. Aus der Kantenlinge s eines ve:
gelmafigen Polyebers a) einen Fladen-
wintel, ) ben RNadiusd o dev eingejhrie
Fig. 227. benen Rugel, ¢) ben Radiusg » dex nmges
fdhriebenen Kugel und d) dbasg Bolumen zu bevednen.
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Aufldjungen. a) Jeve Ede bes Polyeders ijt ein regelmifiges n-Kant,
telches von o vegelmafigen m-Gcen gebilvet wivd. Fm Bejtimmungsdreifante
bes n-Kantes ift der in einer Seitenfldche liegende Kantemwinfel (eine Rathete des

2
sugehbrigen fpharijhen Dreiedes) ¢ = K — —mi?, der gegeniibexlicgenve Wintel

2 q AT i ; :
(= _g, umd ber zweite fehiefe "Winfel gleidh B, wenn mit 22 der gejudhte
Slachenwintel des Polyebers bezeichuet wivd. Nun ift cose = cosasing, aljo

R R
- GBI ==

sin@ = cos
‘8 m

b) o Dbevechnet man aus dem vehhwintligen Dreteds EG O (Fig. 159)

und finvet
2]

: s 2R
0= EGtgp = 9 cotg - 18 8.

¢) Berbindet man die Ccdpunite ciner Polyderflache mit dem Mittelpuntte
pes Polyeders, fo echilt man eine vegelmifige Pyvamive, deren Seitentanten
gleidh) » und deven Grundfanten gleidh s find. Aus eiver Seitenflddhe exhilt man
r = % s:cos (rs), Gine Ele an der Grumdflacde ijt ein gleichjdhentliges

: £ ’ 4R b 4R
Dreifant mit den Seiten 2R — ) (rs), (rs; und den Winteln G 8, 8.
€3 it aljo

! o P e s 2
cos (rs) = cotgfcoly - 2 fomit » = T teptg e

d) Das BVolwmen dex unter ¢) evwdibhuten Pyramive ijt gleich ; ) ?n;—— cotg gf vos
Bezeichuet man aljo die Anyahl der Polyederflichm mit F (§ 178), jo ijt das
Bolumen des Polyebers :

7 3 i
== g_g:gi tg 3. cotg? %3

§ 291 Afironomifhe Aufaaben. «) Su Fig. 228 ijt Z dag Benith
bes im Miittelpuntte der Himmelsfugel befindlichen Beobadhtungsortes, NWSE

z ber Hovizont, P der Nordpol des quators

P AWQE,PZQSbex Meridian desBeobadjtungs-

/c:,_,__ Q@ pred. it nun G ivgend cein Gejtivn, jo ijt
_____ £’ | > ZG = z die Benithdiftany, der jphirijcye Ab-

B N ftand bes Gejtirned vom Hovigout die Hobe A,
PG =pdiePoldijtans GB=ddieDeclina:

/ W tion, <L SZ G = a oder der entjprechende Bogen
A bes Hovizontes dag Azimuth, <L QP B =t der
e Stundenwintel. PN=g ijt dicBolhdhe und
Fig. 228, 8Q=R—gdiedlquatorhdhedesBeobadhtungsortes.
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Dag Wainuth und der Stundemwinfel werden vom Dieridiane aus gegen Wejten,
aljo tm Stue der {dpeinbaven taglichen Bewegung, vou 0° bis 360° gezahlt. Die
Hihe eines Gejtivnes wird vom Hovizonte aus von 0° big 90° gezahlt und ijt pofitiv
pber negativ, je nadydem fich das Gejtivn fite ben Beobadhter oberhalb ober unterhalb des
$Horizontes befindet. Analog wird die Declination vom Aquator aus von 0° bis 90° ge-
3ahlt und ijt pojitiv oder negativ, je nadhvem jich das Gejtivn auf der ndrdlichen oder auf
bev fitdblichen Seite Hes Aquators befindet.

b) Aufgabe. Aus der Polhihe o und den Horizontalcoor-
binaten 2 und @ eines Gefjtivnes dvejfen Mquatorialcoordinaten
d und ¢ zu beredjnen

Auflong. Dag Dreled PZG ift durd) die Seiten P2 = E — ¢,
ZG = B — h und ben Winfel PZG = 2R — a bejtimmt. Davaus
bevechnet man bdie Seite PG = L — ¢ nd den BWinfel ZPG = ¢ nad) dem
erjten Aufldjungsfalle. Mian fiudet

sind = singsinh — cos@coshcosa
und fann, wenn & befanut ijt, ¢ mittels des Sinusjates, oder, um jede Fwei-
peutigfeit zu vevmeiden, mittels eines Halbwinfeljaties bevedhnen.

Bujap. Diefe Formelr gelten fiiv o« << 2.K; man leite die entjprechenden
Formeln fiit @ = 28 und a > 2R ab.

¢) Anfgabe: Ans der Polhohe cines Orvtesund dendquatorialk
coprdinaten eines Gefjtivnes dejjen Horvizontalcoovdinaten. zu
beredyuen

PMan findet sink = sindsing 4 cosdcosgpeost und daraus a,

d) Aufgabe: Die Beit & des Aufs, begw. Unterganges eines
Gejtirnes aus dejjen quatorialcoordinaten uud der Polhdhe
bes Beobadtungsortes ju bejtimmen.

S Augenblide des Auj- ober Unterganges des Gejtivnes ijt A = 0. Nian
findet alfo ¢, mit Beachtung der vovaudyehenden Aufgabe aug der Gleicdhung

cost, = — tgdtgo.

Man pflegt den Stundemwinfel ¢ aud) von 0 big 24 Stunben Stevngeit
st 3dblen. Da wmm die Jeit, welche ein Geftivn itber dem Hovizonte verweilt,
ver Tagbogen (und feine Crgingung zu 24 A jein Nadytbogen) beipt, fo ift
ber tleinjte pojitive Wert fitv ¢,, weldher die vorausgehende Gleichung befriedigt,
der halbe Tagbogen des Gejtivnes. Der Tagbogen ift grdfer als 12 k. oder 2 B,
wenn ¢ >0 und @ > 0 ijt; ev ijt jtets gleich 12 & filv ¢ = 0 w. . w,

it das betvadhtete Gejtivn die Sonne, jo gibt der Tagbogen zugleid) bie
Dauer ded Tages an, weldher einer bejtimmten Declination der @oune entjpricht.
Der lingjte, bezw. filvgejte Tag tritt ein, wenn {id) die Sonne in cinem Wenbe-
freije Defindet, wenn alfo ihre Declination 4= e = 4= 23° 27* 13" {jt. (Diejer
Wert von ¢ gilt filr bas Jahr 1888 und wird jedes Jabhr um 0:5“, genauer
0-4645" fleiner.)
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Anbang: ber Kartenprojectionen,

§ 292. Ginleitung, Wenn man einen relativ fleiven Theil dev Erdober-
fliche auf einer Gbene abubilden fat, fo fegt man Ddenfelben af8 eben vorvaus,
. §. man fieht von der Kuitmmung der Grdoberfldche ab und denft {id) alle
Puntte, welche aud der angenommenten Ghene heraustreten, wie 3. B. Bergfpisen,
auf bdiefelbe projictert. Bu der fo evhaltenen Figur conftvuiert man dann eine
dhnlide. Das LVerhiiltnis irgend einer Strece in dem ,Bilbe” zu dev ent:
fprechenden Stvedte im ,Originale” (3. B. 1 : 40000) wird als der ,Mapjtab”
ber Rarvte begeihmet. Die wefentlichen Eigenjchajten diejer Abbildbung find nad
ber dfhnlichreitslehre folgende: 1. Alle Stvecten bdes Oviginales find jenen bdes
PBilves proportional. 2. Alle Fladen des Originales find jenen des Bildes pro-
portional, 1. zw. ijt dad Flachenverhaltnis glei) dem Quadrate bes Strecten-
perhiltnijjes. 3. Alle Wintel find in ihrer wivtlidhen Grdfe abgebildet.

Hat man jedoch grifere Theile einer Kugelfldche in der Ebene abzubilven,
jo faun dag Bild dem Orviginale nidht vollfommen dhnlich werben. Died ijt nuv
auf einer zweiten Sugel (einem Globug) miglich. Man jucht daber in ben ebenen
Abbiloungen qubfever Gebicte die cine ober die anbeve vom den oben angefithrten
dret Gigenjhajten dhulicher Figuren entroeder durchwegs, ober dod) an emaehaeu
Stellen beizubehalten.

Hievaus ergibt fich bdie Mbglichfeit vexjchiedenarvtiger Projectionsmethoben,
pon Derten je nach Dem Bwede, weldhem die Kavte zu diemen hat, dieje ober jenme
ben Vorjug verdient. Jm Folgenden wollen wiv einige der widptigiten Pro-
jectionsavten fury bejprechen und dabet zunddyjt die Conjtrnction und Bejdyaffen-
heit bes Rarvtennepes betvadhten. Dasd lepteve bejteht ans ber Abbilbung dex
WMeridiane und Pavallelfreife und dient, dhnlich wie ein Coordinatenjpitem, zuv
Qagenbeftintmung dev abgebilbeten Punite.

I. Perfpectivifdhe Projectionen.

§ 293. Erklirnugen, ©3 fei die Crbe, welche wiv der Cinjachheit I)c:Ifm
fugelformig annehmen wollen, ober die jcheinbave Himmelstuge! u. i f. in
vertleinevtemt  Mafijtabe durch einen Globug Ddavgejtellt, und man projictere
vie Oberfliiche desjelben ober einen Theil dev Oberfldche von einem Puntte A aus
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auj eine Ghene & Da die Abbilbung ihve Form Dbeibehilt und nur dev Maf-
ftab fid) dndert, wenn man die Projectionsebene & pavallel zu fjich felbft wver-
jchiebt, fo geniigt es, muv eine bejondere Lage diefer Gbene in Betvacht 3u 3iehen,
am bejten jeme, in welcher fie die Kugel bevithrt, Je nadhdbem der Bevithrungs-
punft B ein Pol, ein Punkt des Hquators odev ein andever Puntt der Kugel ijt,
Beipt bie Projection etue Polars, eine Aquatovial: oder eine Horizontals
projection. Die Projection heifpt eine centrale odber guomonijdye, wemn
bag Projectiondcentrum A mit dem Kugelcentrum ujammenjallt; eine jteveo-
graphijdye, wenn A der Gegenpuntt zu B ift; eine externe, wenn 4 aufier:
halb der Rugel, u. zw. in der Verlingerung des von B ausgehenden Durdhmefjers
liegt, fpeciell eine orthographifdhe, wenn A B unendlich gvofy ift, d. h. wenn
bie Projectionsftrahlen pavallel und zur Ghene e novmal find.

§ 294. Centrale Projection. Die Hauptfveife werden als Gerade
und die Nebenfreife als RKegelfhuittslinien abgebildbet. Die
Mevidiane erjcheinen jomit jtets als Gerade uud bdie Pavallelfrveije @) bei ber
Polavprojection als concentrijehe Rueife, ) bei der Aquatovialprojection alg
Pypecbeln und ¢) bei der PHovigontalprojection als Parabeln, Cllipfen und
Dypecbeln. Die centrale Projection eignet fid) namentlich fitv Steenfarten, da fie
bie Sterne in derfelben Weife darjtellt, wie fie einem nach einem feften Punfte
(dem VBerithrungspunite B) fhouenden Beobachter evjdeinen. Die Ovientierung
wird dabei durch) dem Umftand ecleichtert, dafs fic) die in einem Hauptireife
gefehenen Sterne in einer Gevaden abbilden.

Aud) filv den Seefahuer diivjte diefe Projectionsart widtig werden, wenn
bie Sdiffahrt tm griften Kreife, als der fiivzejten Berbindbungslinie zweier Punite
bev Grboberflache, allgemein cingefithet wird. (Ulber die itbliche Projection dev
@eefarten fich § 303.)

Abgefehen davon, bajs diz Conjtvuction dev Pavallelfreije als Regeljdnitts-
linien @dywievigleiten Dereitet, leibet die centrijdhe Projection aud) nod) an dem
wefentlichen Mangel, dajs die BVergrdBerung der Abjtande und Fladyen vonm Mittel-
punfte B gegen den Rand der Ravte Hin auferovdentlich vajdh zunimmt, Aus
biefemt Grunbe pflegt man nur fleineve Theile der Kugelfldche auf einer Ehene
abjubilben und vevwenbvet fitv grofere Theile mehreve Chenen, 3. B. die Fladen
cines dev Rugel umgejdhricbenen vegelmifigen Polyeders. o fhat F. ©. Para-
pies im Jahre 1674 die gange DHimmelsfugel auf den fehs Fladen eines
Wiirfels abgebildet.

Die centrijchge Projection vithet von Hippard (im 2. Jabheh. n Chr.),
pielleicht aud) fhon von Anagimander (im 6. Jabhrh. v. Ehr) her.

§ 295. Stevcographifdye Projection. «) JFedev Kreis, defjenEbene
bag Projectionscenteum A enthalt, wird als Geradbe und jebder
andere Rreis wicber als Kreis abgebildet.

b) Je zwei Tangenten der Kugel, alfo aud) zwei belicbige



222

Qinien dev Kugeljlade, yhneiden {idh unter demjelben Winfel
wie ihve Projectionen.

c) Die jtereographijheAbbildung tjt conform, b.h.in ihren
Eleinjten Theilen dem Oviginale dhnlid.

Beweife. a) Dev crjte Theil dex Behauptung
[djst fid) obneweiters alg vidhtig exfennen, ebenjo
der  gweite fitv jene SKveife, deven Gbenen zur
Projectiongebene pavallel jind. Fitr ivgend einen
anberen Kreis K mit dem Durchmefjer C' D (Figur
229) ergibt fidh Dder Beweis aus § 281,
Aujat 3.

Die Cbene der Jeidmung ijt hier jo an

Fig. 229 genommen, dajs fie den Mittelpinit O der Kugel,
den Mittelpuntt des Kreifes A und ven Pamft A enibhilt. Sie ijt alfo zur Ehene
pes Rreifes K wovmal und enthilt daher den Achjenjdhnitt des jchiefen Kegels mit
ber Grundilide K und der Spige A.

b) @3 fei M over @cheitel des Detvachteten Winfels und & die duvcd) bden-
felben gelegte Tangentialebene bder Kugel. Da die Gbene bder Beidpung die
Novmalen BO wd MO der Ehenen & und & enthilt, jo it jie zu der durd
N gehenden ©dmittlinie ¢ & novmal. Nun findet manw <L BMM, = 90°,
<X NBM=BMN, aljp <C NMM, — NM,Mundp NM=—NM, Hicraus
folgt nach § 153b) PM = PM, wnd QM = QM,;, wo P und Q zwei
belicbige Punfte dev Geraden e&” bedeuten. Daber ijt \ PQM &2 PQM,
U= PG =PI Q)

¢) €8 fei MRS ein jphirijhes Dreied auj dev Dbetrachteten Kugel und
M, RS, feine Abbildung. Liegen die Puntte M, £ md S fo nahe aneinander,
dafs die Seiten der Dreiee MRS und M, L2,S, als gevadlinig gelten fdunen,
fo jind bdie Deiden Drefecte dhnlich), da fle in den Winfeln iibeveinjtimmen.
Hievans jdhlieft man weiter, dajs jedes fleine Polygon anf der Kugel und diber-
Haupt jede fleine Fiqur auf devjelben der entjprechenden ALLIlbung wmjo Gfhulider
ijt, je fleiner fie ijt. '

Die jteveographijhe Polarprojec:
tion ijt dev centvalen gang analog; nur
nehmen die Abjtinde der Parallelfreije bei
dev exfteven nach eimem andeven Gefebe,
u. 3. langfamer zu als Dei Dev lepteven.
(@. die Tabelle im § 296.) Verlegt man
bei ber jtereographijchen N quatorvials
projection den Vevithrungspunft B in

AN ben Schuittpuntt des Jquators mit dem
P erjten Mevidian (von der Ringe 07), jo bilben
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fich Diefe Deiden SKreife a8 jueinander normale Duvchmefjer jenes RKreijes ab,
weldher dem Meridiane von 90° als Bild entjpricht. Jrgend ein andever Veeridian
pon Der Lange 2 wird als ein Kreis abgebildet, weldher durd) die Projectionen
N und S der Pole geht und im Punfte N mit der Gevaden O N den Winfel
2 einjhliept. Der Mittelpuntt diefes RKreijes liegt alfo in der Profection bdes
Yquators, und der Winkel OFN ift = 2.

Der Parallelfreis von der VBreite ¢ wird als ein Kreis abgebildet, weldhe
O N und den Randfreid novmal durchjcdhneidet. Der Mittelpunft D diejes Kreifes
liegt aljo in ber Berlingerung, von O N, und der Centrviwinfel bei D ift = ¢.

Auf die fteveographifthe Hovizontalprofection joll hier nidht naher
eingegargen mwerbei.

Die jteveographijhe Projection wird namentlid) zur Darjtellung der Halb-
fugeln (Grd- und Himmels-Hemifphiven) beniipt. Sie zeidynet fich duvd) die cin-
fache Conjtvuction der Meridiane uud Pavallelfretfe, ferner durd) den Umijtand
aug, dajs die ALLildbung dem Oviginale in den fleinjten Theilen dhmlich ijt. Hin-
gegen leidet fie an dem Miangel, dafs die Vergrdferung der Abjtinde und Fladen
pom Miittelpunfte gegen den Kavtenrand erheblid) zunimmt.

Auc dieje Projectionsart joll von Hippavd) hervithren. Fedenfalls war jie dent
beriihmten Ajtronomen Ptolemdu s vou Alepandrien (im 2. Fahrh.u. Ehe.) befannt.

§ 296. Externe und orthographifdhe Projection. Da diefe beiden Pro-
jectionsavten von gevingerer Bedeutung jind, jo genitge e, die Folgen einer Ber-
jchiebung des Projectiongeentrums aug der Kugel in einem einfachen Falle naher
st belenchten.  Bu diefem Bwece vergleichen wiv in der nad)folgenden Tabelle
bie Projectionen der Mevidianbogen, weldye vom Pole big zur Breite von 809,
poi biefer Dig zur Breite von T0° u. f. §. veichem, tu ber centvalen, jteveo-
graphifchen, ecterwen und orthographijchen Polavprojection. Der Kugelvadiug
it ==1 angenommen, jo dajs der Wevidianbogenr, welder nad) dem Gradmafe 10°
betviigt, die Ldinge 0°175 hat. Der Abjtand des Projectionscentrums 4 von dex
PBrojectionsebene ijt mit A B begeichnet.

P © Qinge feimer Projection fix *}
Mevidianbogen Foipwt 1‘ e l 15 L i 5y s
vor 80° his 90° 0176 0175 0175 0174 |
P ey R 0138 0178 0175 0-168 |
. 600, 700 0213 0183 0176 0158 !
. 500 . 60° || 0262 0192 0178 0143 |
, 400 , 500 | 0353 0205 0179 01128 4
R 800 e A D0 0'540 0222 0-180 0-100 |
e () % )l 1:015 0246 0180 0074
o100, 2001 2924 0raus Sl 0045
e LR [ [l oo 0822 | 0169 0015
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Man fieht aljo, dafs die hier betvacdhtete extevme Projection die Ab-
jtande in der Ridhtung vom Mittelpuntte der Karte gegen den Rand fHin
fehr wenig veviindert. Ungiinjtiger verhilt es fid), wie man jich leicht fiberzengt,
tn Der dazu novmalen Richtung, jo dajs die Figuven in einiger Cntfernung vom
Mittelpuntte ebenfalls verzeret erjdheinen. Weil auferdem bdag Kavtennep fiiv die
externe dquatovial- oder Porizontalprojection nidgt einjach confteuiebar ijt, jo
wird diefe Projectionsmethodbe nur felten beniipt. Aufer dem obigen TWerte von
A B fat man auch andere, 3. B. 25, alg bejonders giinjtig gefunbden.

Durd) die orthographifden Projectionen werden die Kveife als
Gllipfen, in fpeciellen Fhllen als gleih gvofe Kreife ober als Strecten abgebildet.
Die Abjtinde werben in radialer Richtung am Rande ftart verfleinert (§. Tabelle),
i der bazu normalen Ridtung jedodh) tn ihrer wabhren Gridfe abgebilvet.

Dadburd) wird eine bedeutende Vevzerrung jener Figuven bewivkt, weldhe
fih in gubfpever Entfernung vom Kavtenmittelpuntte befinden. Diefe von Hippard
Devvithrende Projectionsarvt eignet fich hauptjachlich) sur Abbildung von Hinmels-
fovpern, 3. B. des Wondes, da jie die Kugel jo davjtellt, wie fie, aus grofer Eut-
fermung Dbetvachtet, wivklich exjcheint.

II. fiegelprojectionen,

§ 297. Prolemaifdye Keaelprojection. W eine jdhmale (von zwet Parallel-
freifen Degrenste) Erbzome absubilven, iibertriigt man bdiejelbe zunddhjt auf eine
Regelfladye, welche die Jone [angs des mittleren Pavallelfreijes berithrt. Hievauf
bentt man {ich die RKegelflache lings ciner Seitenlinie aufgefdhnitten und in die
Ghene ausgebreitet, Die Mevidiane werden durch Criveiterung ihrer Ehenen bis
sum Durchichnitte mit der Regelfliche abgebildet und evjcheinen dabher in der aus-
gebreiteten Regelfliche als Gerabde, welche fid) tn efuem Punfte, dem Scheitel der
Regelfliche, jhuetden. Auf diejen werben. bie Breitengrave in ihver wirflichen
®rdfe vom mittleven Parallelfreije nad) beiden Seiten aufgetragen, fo dajs jid

| ; alle Pavallelfreije alg concentrijche Kreife

a‘.v.j?
BFNLZy e g ggeiay. By gAY

5 L, abbilben. Figur 231 fjtellt das nadh
S _ diejer Wethove entioorfene Nep einer

U v Sarvte von Ofterveich dar. Darin ift ev
Parallelfreis von 47° n. B, als der Be-

77 : BT Y7 vithrungstrets angenommien; bie Linge
l \ ,, cimes Mevidiangrades betrlgt 3'5 mm.

- W |7 Diefe Projectionsart vithrt von Ptoles
Nl Q\&\ ’ || lss macus hev unbd geichnet fich) dadurch aus,
Y dafs dag Kavtennep einfad) conftrnierbar

P T R T PR ijt, bajs die Mevidiane die Parvallelfreife

Fig. 281, aud) in der Abbildung vechtwintlig duvdh-
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jchreiden, und dajs das Kartenbild. ldngs ves gangen mittleren Parallelfreijes dem
Originale dhnlid) ift. Hingegen find die Lingengrade auf allen Parallelfreifen, mit
. Ausnabme ves mittleven, zu quofy abgebildet . zw. um jo gedfer, je weiter bevent-
fprechende Parallelfreis vom mittleven entfernt ift. Aus diefem Grunbde ijt die
Ptolemiijdhe Kegelprojection nur fitr jdhmale Kugelzonen gut braudybar.

§ 298. Alercators Kegelprojection.  Bur Davitellung  breitever Somen
ijt die Liolemdaijche Brojectiondart jo abgelndert worden, dajs die Lingengrade
auf zwet verfchiedenen Pavallelfretfen (3. B. in I und § der Jonenbreite) zu den
Breiteqraden im vidytigen Lerhiltuiffe jtehen. Aus den befarmten Ldingen je eines
Grades ber gewdihlten zwei Pavallelfreife und aus dem befaunten Abjtande der
leteven laffen fich alfe iibrigen Beftimmungsitiide des Kavtenneses leidht bevedhnen.
Diefe fehr hanfig beniipte Lrojectionsart Fam zuerft auf der von Gerhard Wevcator
(geb. 1512 zu Rupelmonde in Flandern) im Fabre 15564 herausgegebenen Kavte
pon  Guropa ur nmwendung und Dheift daher die WMercator’idhe Kegel
projection. Mandymal wird fie aud) nad) dem Ajtronomen De [F 8 Le benannt,
weldher fie im Jahre 1745 zur Anfertiqung einer Karte von Rujsland beniipt hat.

§ 299. Alereators dquivelente Projection. Nian conjteniert die Parallel-
freife, den mittleven: Mevidian und die Lingengrade anf dem mittleven Pavallel-
Freife wie im § 297. Hievauf trdgt man auf allen dibrigen Pavallelfreijen bdie
ihnen nad) dem MaBjtabe entjprechenden Lingengrade auj und erhilt jo fitv jeden
weiteren Mievidian eine Neihe von Punften, welde durd) eine aus freier Hand
gesogene Gurve (mandymal auc) durc) eine gebrochene Linie) verbunden werden.

G F Fig. 282 jtellt das nad) diefer Methode
o bo 80 iop - .
—,, conjtruierte Ravtennep von Europa dav. AlS
A mittlever Parvallelfreis ijt jener von 50° au-
genommien; die Linge eines Mievidiangrades
betriigt 0°7 mm.
Nquivalent Geifit eine Projection, wenn
jcbe Figur anf dev Kavte mit der entfprechen-

: J{J L s den auf der abgebildeten Kugel (bem Globus)
w 5o % 7o flacjengleidh) ift, oder mit amberen Worten,
&ig. 232. o wenn alle Figuren auj der Erdoberflddhe (der

Himmelstugel 1.1.5.) den entfprechenden Figuren auf der Kavte (in Bezug auj ben
Flicheninhalt) proportional find. :

M diefe Gigenjdhaijt fitr die eben bejriebene Projectionsmethode nachzuweifen,
denfen wiv ung die Meridiane und Pavallelfreife fitr jo feine Langen- nud Breiten-
untexjchicde (etioa von Secunde zu Secunde) conjtruiert, dajs die fleinen Nep-
mafchen auf dem Globus und auj der Kavte als (geradlinig begrenste) Trapese
gelten tonnen. Da nun et einander entiprechende Trapeze in den Paralleljeiten und
der Hohe itbeveinjtimmen, jo find fie fldcgengleid). Dasjelbe gilt von zwei beliebigen

PHocevar, Geometrie fiiv Obevrealjdhulen. 156
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einander entjprechenden Figuren, da fie durd) ein jehr didtes RKavtennes in ein-
ander entfprechende Elementartvapese zexlegbar find.

Hquivalente Projectionen beniipt man namentlich bei der Hevjtellung jolcher
Ravten, anf welchen die Verbreitung von Nationalititen, Religiongbefenntnifjen,
gemiffer Thier- ober PilanPengattungen u. §. f. exfichtlich genadht wird.

Die oben bejprochene dquivalente Projection von Mercator wird hiufig
(1. 3. mit Wicecht) nad) demt franzdjijchen Geographen Bonne benannt, welder
im Jahre 1752 thve bedeutenden BVorziige (Cinfache Conjtruction des Kavtenneses,
Nquivaleny der Stvecfen in dev Ridhtung dev Mevidiane und Pavallelfreife,
quivaleny der Flachen) Hervovgehoben hat. Sie wird fhaufig aud) zur Dar-
jtellung grdferer Landercomplere oder ganger Welttheile (3. B. von Aien) benitbt.

. @ylinderprojectionen, Plattharten.

§ 300. Ouadvatifdye Plattkacten. Um eine Bone abgubilden, welde jid)
nach beiden Seiten des Aquators gleich weit erjtvect, iibertrigt man diejelbe Fu-
niichit auf eine Cylinderfliche, welche die Bone lings des Aquators bevithut. S
diefem Bwede evioeitert man die Weeridianeberten bis zum Durchjhuitte mit der
Gylinderflache und denft jid) auf den jo erhaltenen Abbilbumgen der Meridiane
bie Breitegrade in dev eantfprechenden Grivfe vom quator aus aujgetragen. Wird
mut die Eylinverflache in die Ehene ausgebreitet, fo erhilt man ein Kavtenueb,
bejtehend aus el @yjtemen einanver vedhtwintliy duvdhjdyneivender Gevaden. Man
nennt folche Ravten Plattfavten wd swar quadbratijde mit Ridjidht auf
pie Form der Nepmajchen.

Dieje Projectiongart fann nur fitv jdhmale Souen angewendet werden, da
fie auf bie Abnahme bder Lingengrade mit wadyjender Breite feine Nitckjicht nimmt,

§ 301 Die redhteckigen Platthavten wunteridheiven fih von den quabrati-
fden nur bdadurch, dajs die Lingengrade fleiner angenommen werden als die
Breitengrade. Fu diefem Falle ijt der Umfang Ddes Cylinbers nidht gleich bem
Aquator, fonbdern einem andeven wedmdfig gemwdhlten Pavalleltreife der Kugel.

Die quadratifden und bdie vedtecigen Plattfarten waven im Alterthume
vielfad) im Gebraud) und jollen vor Anarimander hervithven. Auch Ptole-
maug beviente jich derfelben.

§ 302. Saufonfde Projection. Wendet man  WMevcators dquivalente
Projection fiir den Fall an, dajs der Nquator der mittleve Parallelfreis dev ab-
subildenden Jone ijt, jo erhilt man die nach Sanfon (1650), hie und da nad
Flamijteed (1729) benaunte Projection. Die Pavallelfreife exjdjeinen als dqui-
dijtante pavallele Gevabe, auf weldjen bdie Lingengrabe vom mittleren Meridian
aus in der denmt Mafijtabe entfprechenven Grofe aufgetvagen find. Alle Meridiane, mit
Ausnahme des mittleren, weldher al8 eine Gerade abgebildet wird, erjdeinen alg
frumme Qinien. Diefe Projection ijt ebenjalls aquivalent und wird meiftens
sur Darftellung von Afrita, Sitbamerifa w. j. . beniipt.



227

§ 303. Mercators Platt- oder Seckartenprojection. Anf den wunter a)
und b) befprochenen Plattfarten hat ein Lingengrad fitv alle Breiten diefelbe
®roge. Daher bleibt dag BVerhiltnis eines Lingengrades zu einem Vreitengrade
an allen Stellen der Kavte dasjelbe, twilhrend ed auj der Kugel mit wadjender
Breite abninmt, Um die dadurd) bewirfte Bevzervihy der Formen auf einer

Plattbarte moglichjt zu bejeitigen, vevgrdfert man nad

\fc\ \l"*'- Mevcator dag Bilo 4, C, eines NMevidiantheilchens
t | i A C in demijelben Berhiltniffe (cos g : 1), in weldhem
4 5 A A= ein Theilchen A B tes zur Breite g gehorigen Pavallel-
Big. 233, fretjes burd) bag Bild 4, B, vergrifert ift. Hieraus

fann gunddhjt gefolgert werben, bdajs biefe Projection conform ijt.  Ferner
erhdlt man <L ACB = A, C, B, b b jedbe Curve anf der Kugel
durdyjdyneidet bie Mervidiane unter denjelben Winteln, wie
basg Bildb ber Curve die Mervidiane auf der Karte. Auj bdiefer
Gigenjchaft beruht die grofie Bebentung der Mercator’jchen Plattfavten fiir den
@ecfafyrer, Fiir bdiefen it e ndmlid) in der Negel am einfachiten wnd
bequemiter, dag Sdiff fo zu jtewern, bajs die Lingenadhje vesfelben mit
vem durc) den Compajs beftimmten Mevidiane jtets Ddenjelben Wintel einjdhliefit.
Dabet  Dbejdhreibt das Sciff eine LQinie, Lorodrome genannt, welde alle

allf ﬂ P ¥ 7 DMevidiane unter demjelben Winfel duvd)jchueivet.

A9 /] 4 Da nad) *dem Bovigen aud) das Bild der Loyo-

A T A “  brome auf der Mevcator’jhen Plattfarte diefelbe

M| s Gigenjhaft bejipt, fo mujs es eine Gevade fein.

i . Dievaus ergibt ji) von jelbjt, wie der Seefaher

,  mit Hilfe der RKarte den Curg des Sdhiffes su

C 3 L Dbeftimmen BHat, um von einem Orte 4 zu einem
AL » anderen Orte B zu gelangen.

F R s T Fig. 234 ftellt einen Theil bes atlantijchen

Fig. 234 Dceans in Mevcator’s (Seefarten-) Projection dar.

Die Conjtvuction des Nepes erfolgt nad) der Fovmel
__ 180 a ®
Wi = ltg (45°-|- 2") /
i weldher a die Range eines Aquatovgrades, y die Cutfermung des Pavallelfreifes
pon der Breite ¢ vom Aquator und 7 den natitclichen Logavithmus bedeutet.
Die Ableitung diefer Fovmel mujs an diefer Stelle itbergangen werden.

Diefe fehr widytige Projection (Hiufig nur , Mercator’s Projection” genannt)
wirh hauptiadlich sur Anfertigung von Seefavten und mandymal aud) zuv zujom:
menhingenden Darftellung dev Erdoberfliche benitpt. Sie hat die Unvollfommenheit,
Pafs jie die vom Mquator weiter entfernten Gegenden allzufelr vergrifert und die
Pole mit ihren Umgebungen iiberhaupt nidht darjtellen fann.

15*
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