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324 Matematika

GLASBA IN MATEMATIKA — 2. del
Temperirana uglasitev in prijemi pri kitari

Temperirana uglasitev

V prvem delu prispevka Glasba in matematika, ki je izSel v prejsnji stevilki
Preseka, smo se ustavili ob pojavu pitagorejske ali ditoni¢ne kome. To je
nekaj manj kot 1,4 % velika napaka, ki nastane pri oktavnem intervalu, ée
gradimo kromati¢no lestvico tako, da napredujemo navzgor po kvintah
in se nato po oktavah spustimo v obmocje zacetne oktave. Podobne
napake nastanejo tudi pri drugih intervalih z izjemo velike sekunde in Ciste
kvinte. Napaka je videti majhna, a je v glasbi lahko hudo mote¢a. Ce
namre¢ kombiniramo dva tona z rahlo razliénima frekvencama, nastopajo
trenutki, ko se tona medsebojno ojacita, kar zveni nasemu usesu precej
neprijetno (slika 1). Podobno velja za sestavljanje pripadajocih alikvotnih
tonov. Problem se najbolj odraza pri instrumentih s fiksnimi toni, kot sta
npr. klavir in kitara.

Slika 1.

Matematiéno lahko pojav pitagorejske kome preprosto razlozimo. Od
tonike, to je osnovnega tona s frekvenco f, smo se dvignili za 12 kvint,
kar pomeni spremembo frekvence od f na

% e 531441
(-) f= . f ~129,7463 - f .

2 4096
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To naj bi dalo novo kopijo tonike, toda sedem oktav vise, torej ton s
frekvenco 27 - f = 128 - f. Ali bi lahko z dvigom za veéje Stevilo kvint
toniko natanéno ponovili, torej oktavo natanéno zadeli? To bi pomenilo,
da obstajata taki naravni stevili m in n, da velja (%)“ = 2™ oziroma da je

2m+n = 3n. :

To pa ni mozno, saj imamo za vsak par m, n € IN na levi sodo in na desni
liho stevilo.

Podobno velja tudi za napake pri drugih intervalih. Torej se bo
treba zadovoljiti z bolj ali manj dobrimi pribliznimi vrednostmi. Nastopi
vprasanje, kje skoncentrirati napako. Eden od na¢inov je uglasiti instru-
ment tako, da imajo nekatere tonalitete le majhne tezave, pri drugih pa se
zato pojavijo precejSnja odstopanja, kar med drugim onemogoca prenos
melodij med tonalitetami.

Sodobna zahodna glasba je posvojila enakorazmerni tonski sis-
tem, znan pod imenom temperirana uglasitev. Pri njem je razmerje
med frekvencama poljubnih dveh zaporednih tonov v kromaticni lestvici
konstantno, pri ¢emer je oktava edini interval, ki je akusticno natancen
(glej clanka Glasbena lestvica I in II, Presek 16, str. 12 in str. 66). V
splosnem ni jasno, kje, kdaj in kdo je prvi zacel uporabljati temperirano
uglasitev. Zagotovo pa je Johann Sebastian Bach ogromno prispeval k
njeni populariziraciji s tem, da je napisal 36 preludijev in fug, za vsako
od dvanajstih durovih in dvanajstih molovih tonalitet vsaj po eno. Znane
so pod imenom Das Wohltemperierte Klavier (prav ubrani klavir). Ce
pianino, klavir ali éembalo niso temperirano uglaseni, nekatera teh del na
njih zelo grdo zvenijo. Zato nekateri glasbeni zgodovinarji stejejo, da je
Bach dejansko uvedel temperirano uglasitev. Kakorkoli Ze, res pa je tudi,
da so kitare enakorazmerno uglasevali Ze konec 16. stoletja, davno pred
Bachovim rojstvom.

Enakorazmerna uglasitev razprsi napako v dveh smereh:

1. 'V posamezni tonaliteti (durovi ali molovi lestvici) so napake v veli-
kosti posameznih intervalov bolj ali manj enakomerno porazdeljene.
2. Nobena tonaliteta ni na boljsem kot ostale.

Zahodna glasba temelji na kromatiéni lestvici, sestavljeni iz dvanajstih
poltonov v eni oktavi. Razmerja frekvenc njenih tonov napram toniki
tvorijo geometrijsko zaporedje

1, 7, rg, ?"3, ?‘4, — r2=2.
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Za konstantno razmerje med frekvencama poljubnih dveh zaporednih to-
nov torej velja

r= %2~ 1,059463. (1)

Ker je r iracionalno stevilo in ker se harmoniéni intervali izrazajo z
racionalnimi Stevili, ne more biti v temperirani uglasitvi natanéen noben
harmoniéni interval. Izjema je seveda oktava, iz natanénosti katere smo
v enacbi 2 = 2 izhajali.

Zakaj torej prav dvanajst tonov v eni oktavi? Ali bi bilo kaj drugace,
¢e bi imela glasbena lestvica drugaéno stevilo tonov?

Odgovor je vecplasten.

Po eni strani je zahodna glasba kot osnovne privzela doloéene (har-
moniéne) intervale, ki smo jih zasledili ze pri Pitagorejcih in ki se izrazajo
z racionalnimi razmerji. Kaze, da je taka izbira v evropski kulturi na-
ravnejsa kot druge. Dejstvo, da npr. ¢loveskemu usesu éista kvinta lepo
zveni, potrjujejo tudi analize narodne glasbe. To je eden od intervalov, ki
najpogosteje nastopajo v narodni glasbi veéine evropskih narodov.

Po drugi strani nobena skala koncéne dolzine in s konstantnim raci-
onalnim razmerjem med toni ne more doseci natanéne oktave. Enacba
r™ = 2 namre¢ nima racionalne resitve za noben od 1 razliéen naraven n.!
Pri n = 1 pa bi lestvico sestavljal samo oktavni interval, kar bi dalo hudo
revno glasbo.

Izkaze pa se, da so prav v dvanajsttonski temperirani uglasitvi har-
moniéni intervali dokaj dobro aproksimirani. Presenetljivo je, da to ne
velja le za éisto kvinto, na katero je bila pozornost posebej osredotocena,
ampak tudi za druge intervale. Se najslabsa je velika terca, sicer pomem-
ben interval, ki je v prvi oktavi aproksimiran z natanénostjo 2,5 Hz. Ta
enakomerna porazdelitev napake po vseh intervalih krepko odtehta samo
necistost posameznih intervalov.

7 matematicnega vidika je presenetljivo e nekaj. Denimo, da zelimo
poiskati tako stevilo n, da bi bila v enakorazmerni skali z n toni v eni ok-
tavi ¢ista kvinta ¢imbolje aproksimirana. Ker ustreza ¢isti kvinti razmerje
2, moramo najti tak n, da bo v zaporedju

1, V2, V22, V23, ..., ¥or-1, {an =2

l Iz r = 43‘ kier je ‘3 okrajsan ulomek, sledi p™ = 2¢™. Zaradi enoliénega razcepa
naravnih stevil na pradtevila je edina mozna refitevn =g=11in p = 2.
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tudi élen, ki bo dober priblizek za % Ce pogoj V2™ ~ % malo preuredimo
in logaritmiramo z osnovo 2, preide v

m+n

~ log, 3.

[s¢emo torej dober racionalni priblizek iracionalnega Stevila log,3. V
principu lahko nalogo resimo s poljubno natanénostjo. Vendar se moramo
zavedati, da imenovalec n okrajsanega ulomka racionalnega priblizka ne
sme biti velik, saj bi to vodilo k lestvici z veliko toni. To bi bilo brez smisla,
saj naSe uho ni sposobno razlikovati med toni, ki so si zelo blizu, pa tudi
ustrezni glasbeni instrumenti bi bili zaradi fizikalnih omejitev nepraktiéni
(predstavljajte si klavir, ki ima 100 tipk v eni oktavi).

Dobro sredstvo za aproksimacijo iracionalnih stevil z racionalnimi
stevili so verizni ulomki. O njih je Presek ze veckrat pisal. Za na$ primer
lahko najdete ustrezno izpeljavo veriznega ulomka v Preseku 16, str. 69.
Stevilu log, 3 pripadajoéi verizni ulomek je

M3, 3.2 2, 8.1, 5, 2, 252, 2 1. .
z nekaj prvimi konvergenti (to je delnimi ulomki)

3 8 19 65 84 485

2" 5" 12" 41’ 53’ 306 °

Peti priblizek je %, ¢emur ustrezan = 12 in m = 7. Torej je oktava enako-
razmerno razdeljena na dvanajst osnovnih intervalov, kvinto pa sestavlja
sedem takih intervalov. Znano je, da daje posamezni konvergent veriznega
ulomka realnega Stevila najboljso racionalno aproksimacijo tega stevila
med vsemi okrajSanimi ulomki, ki imajo enak ali manjsi imenovalec kot
konvergent. To pomeni, da z nobeno enakorazmerno lestvico, ki bi imela
manj kot dvanajst tonov v oktavi, ne bi mogli kvinte bolje aproksimirati.
Torej je zahodna glasba, kar je presenetljivo in verjetno povsem slu¢ajno,
s temperirano uglasitvijo privzela najboljsi priblizek k pitagorejski skali,
zgrajeni s kvintami in oktavami.

Tipicna kitajska lestvica ima pet tonov v oktavi. To ustreza éetrtemu
konvergentu razvoja Stevila log, 3 v verizni ulomek. Zanimivo je, da sta
v njej Gista kvinta in ¢ista kvarta Se kar dobro aproksimirani (napake je
za dobri dve pitagorejski komi), velike in male terce pa praktiéno ni.

Sesti konvergent % daje pricakovano zelo dobre priblizke za vse
harmoniéne intervale. Vendar zahteva ze 41 intervalov v eni oktavi, pri
Gemer je posamezni osnovni interval vreden le malo ve¢ kot pitagorejska
koma. Le redki bi lahko loéili med zaporednimi toni take lestvice.

1,2
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Kot zanimivost povejmo Se, da je okoli leta 40 pred nasim Stetjem
kitajski kralj Fang odkril sedmi zgornji priblizek. Seveda tega ni naredil
z veriznimi ulomki, zato je njegov dosezek toliko bolj presenetljiv. V
posebnem je odkril, da je 53 ¢istih kvint zelo blizu vrednosti 31 oktav.

Kje so prijemi pri kitari?

Kitaro, brenkalo s ploskim trupom v obliki osmice, z okroglo zvoénico in
dolgim vratom s §tevilnimi pre¢kami (prijemi), ki se proti zvoénici éedalje
‘bolj gostijo, gotovo poznate. Sprva so imele kitare po &tiri, nato pet
dvojnih strun, od 18. stoletja dalje pa imajo vefinoma po Sest enojnih
strun z uglasitvami E, A, d, g, h in e;. Na posamezni struni lahko poleg
osnovnega tona zaigramo tudi visje tone, kar dosezemo tako, da s prstom
med dvema pre¢kama pritisnemo na struno. Ce sledimo prijemom od vrha
vratu proti zvoénici, naras¢ajo toni enakorazmerno po poltonih navzgor.
Pri izdelavi kitare je torej o¢itno posebnega pomena natanéna postavitev
preck. Kje naj leze?

Oglejmo si zvezo med prijemom in visino tona nekoliko podrobneje.
Visino tona oziroma osnovno frekvenco f, s katero struna niha, podaja

formula f = %1/5%. Pri tem je [ dolzina strune, Sp masa strune na

dolzinsko enoto in F velikost sile, s katero je struna napeta. Ko je
dana struna uglasena (napeta), odlo¢a o visini tona le $e dolzina strune;
natanéneje velja f = k- %‘ kjer je k konstanta. Ko s prstom pritisnemo na
struno, le-ta sede na precko, prvo ob prstu v smeri proti zvoénici, zato niha
le del strune med to precko in mestom pritrditve na trupu. Blize zvocnici
struni, naraséajo po poltonih navzgor, so razmerja njihovih frekvenc glede
na osnovno frekvenco strune enaka

l'l :r'! ?"2’ TS! f""lli'.‘ e Bl |
kjer je r = /2. Prvi prijem od vrha vratu lezi torej na mestu, ki dopusca
nihanje },-tine strune. Razdalja od zacetka strune do prvega prijema je
torej enaka d = (1 — 1)I, kjer je [ celotna dolzina strune. Do bi dobili lego
naslednjega prijema, moramo vse iz premisleka za prvi prijem pomnoziti
z *, od koder sledi, da so razdalje med zaporednimi prijemi (slika 2)

d d d d

i = i U

Ker je r > 1, se prijemi v smeri proti zvoé¢nici ¢edalje bolj gostijo. To
lahko igralce z debelejsimi prsti ovira pri igranju visokih tonov.
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Stevila r = /2 iz enote, ki je
v naSem primeru dolzina strune, ne
moremo konstruirati le z uporabo ne-
oznafenega ravnila in Sestila. Problem
je tako reko¢ kopija neresljivega pro-
blema o podvojitvi kocke, to je risanja

stevila /2, saj je ¥/2 =1/ V2, kva-
dratne korene pa s 3estilom in ravnilom
lahko narisemo.

Zgodovina iskanja geometrijskih
metod za umestitev preck pri kitari je
izredno zanimiva. Poiskati je bilo treba
¢imboljo, pa dovolj preprosto priblizno
konstrukeijo.

Leta 1581 je Vincenzo Galilei, oce
velikega Galilea Galilea, nasel za /2
priblizek (primerjajte z (1))

18

7 1,05882... ,
ki sicer ni bil najboljsi, a je bil preprosto
uporabljiv in zato v rabi vec stoletij.

Leta 1636 je pater Marin Mersenne
aproksimiral interval iz Stirih poltonov
s kvocientom 3_—2‘/5, kar da za polton
odli¢en priblizek

[ 2
— _ =1,05973...
3 —+/2

Slika 2.

Ker vsebuje izraz le kvadratne korene, ga lahko geometrijsko konstrui-
ramo. V praksi pa priblizek ni najbolj uporaben, ker moramo konstruirati

kar tri kvadratne korene, kar pomeni kopicenje risarskih napak.

Potrebna je bila torej metoda, natanénejsa od Galilejeve in uporab-
nejsa od Mersennove. Leta 1743 je praktik Daniel Stréhle, moz brez
matematiéne izobrazbe, v élanku, ki ga je objavila svedska akademija,
predlozil preprosto in praktiéno konstrukcijo prijemov pri kitari, ki jo

prikazuje slika 3.
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Slika 3. Strihlejeva konstrukcija. Konstruiramo enakokraki trikotnik QRO, v katerem
meri osnovnica QR 12 enot in kraka OQ = OR po 24 enot. Osnovnico razdelimo na
dvanajst enakih delov in delilne toc¢ke povezemo z O. Na OQ izberemo tocko P, ki je
sedem enot oddaljena od Q. Kitaro polozimo z vratom vzdolz daljice RP kot na sliki.
Ce pade tocka P v razpoloviiée strune RM, nam spojnice tocke O z delilnimi toékami
na osnovnici trikotnika QRO Ze dolo¢ajo mesta prvih enajstih prijemov na kitari. Sicer
moramo kitaro najprej vzporedno premakniti tako, da pritrdisée strune na vratu kitare
drsi po kraku RO, dokler razpoloviiée strune ne pristane na kraku QO, in Zele nato
odéitamo prijeme.

Konstrukeija je dozivela prav neverjetno usodo. Da je izjemno upo-
rabna, je bilo sicer o¢itno na prvi pogled. Kaj pa natanénost? Ekonomist
in geometer Jacob Faggot je opravil ustrezne racune z uporabo trigono-
metrije in ugotovil, da doseze konstrukcija na najslabSem mestu napako
1,7 %, kar je petkrat ve¢, kot bi bili muziki pripravljeni sprejeti. Izracune
je prilozil k Strahlejevemu ¢lanku in konstrukeiji zapecatil usodo. Faggot
je bil namreé eden od ustanovnih ¢lanov Svedske akademije, tri leta njen
tajnik in rangiran na cetrto mesto v akademiji, pri kateri je bil njegov
slavni sodobnik, botanik Linné, na drugem mestu. Ce je torej Faggot
izjavil, da je metoda slaba, potem je bila slaba, pa naj je Strahleju njegova
kitara se tako lepo zvenela.

Faggotova ocena je obveljala za veé kot 200 let, vse do leta 1957, ko
je matematik J. M. Barbour z michiganske drzavne univerze odkril, da
se je Faggot v racunih zmotil. Usodno napako je zagresil pri izraéunu
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kota < PRQ@, ko je namesto pravilnih 33°32' naracunal 49°14’, kar se je
odrazalo na vseh nadaljnjih rezultatih. Pri popravljenih rac¢unih se je
najveéje odstopanje z 1,7 % zmanjsalo na vsega 0,15 %.

Barbour pa se ni zadovoljil le s popravkom Faggotovih racunov, zani-
malo ga je tudi, ali se za veliko natanénostjo Strihlejeve metode ne skriva
kaksen matemati¢ni razlog. Res ga je naSel. Njegova razlaga je nekoliko
daljsa in delno tudi presega Presekov okvir. Povejmo le, da Strihlejeva
metoda skriva v sebi dobro aproksimacijo funkcije y = /2 s funkcijo
oblike y = %25 na intervalu [0, 1] in da so spet vpleteni verizni ulomki.
Ker je Strahle_]a pri konstrukciji vodila zgolj izjemno dobra intuicija, se
lahko samo vprasamo: “Kako mu je to sploh padlo na pamet?”

Za konec poglejmo na sliki 4 Se napake posameznih konstrukcij in
Faggotovega napaé¢nega izracuna. Najhuje ga je polomil prav Faggot.

3-10°

2-10°

107+ Strahle

——

Mersenne

log napake

C Cis D Es E F Fis G Gis A As H c

Slika 4. Graf prikazuje desetiski logaritem kvocienta priblizne vrednosti in prave vre-
dnosti za tone ene oktave. Zaradi boljse preglednosti so tocke povezane.

Marija Vencelj
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