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Mat ematika I
GLASBA IN MATEMATIKA - 2. del
Temperirana uglasitev in prijemi pri kitari

Temperirana uglasitev

V prvem delu prispevka Glas ba in matemat ika, ki je izšel v prejšnji šte vilki
P reseka , smo se ust avili ob po javu pitagorejske ali ditonične kome. To je
nekaj manj kot 1,4 % velika nap aka, ki nast ane pri oktavnem intervalu , če
gradimo kromatično lest vico tako, da napredujemo navzgor po kvin tah
in se nato po oktavah spust imo v območje začetne oktave. Pod obne
nap ake nastanejo t ud i pri drugih intervalih z izjemo velike sekunde in čiste

kvinte. Na paka je videti majhna , a je v glasbi lahko hudo moteča. Če

namreč kombini ramo dva tona z rah lo raz ličnima frekvencama , nastopajo
t re nutki, ko se to na medse bojno ojačita, kar zveni našemu ušesu precej
neprijet no (slika 1). Pod obno velja za sest avljanje pripadajočih alikvot nih
tonov. Problem se najbolj odraža pri inst rument ih s fiksnimi to ni, kot sta
npr. klavir in kit ar a .

skupaj

Slika 1.

Matematično lahko po jav pit agor ejske kome preprosto razložimo. Od
to nike, to je osnovnega tona s frekvenco I , smo se dvignil i za 12 kvint ,
kar pomeni sprem embo frekvence od i na

(
3 ) 12 531441- . f = -- . f ~ 129 7463 . f .
2 4096 '
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To naj bi dalo novo kopij o tonike, to da sedem oktav VIse, torej ton s
frekvenco 27

. f = 128 . f. Ali bi lahko z dvigom za večje število kvint
to niko natančno ponovili, to rej oktavo natančno zadeli? To bi pomenilo,
da obstaj ata taki naravni šte vili m in n , da velja (~)n = 2m oziroma da je

To pa ni možno , saj imamo za vsak par m, n E IN na levi sodo in na desni
liho število .

Podobno velja tudi za napake pr i drugih intervalih . Tor ej se bo
t reba zadovoljit i z bolj ali manj dobrimi pr ibližnimi vrednostmi. Nastopi
vprašanje, kje skon centrirati napako. Ed en od načinov je uglasit i instru­
ment tako , da imajo nekatere tonalitet e le majhne težave, pr i drugih pa se
zato poj avijo precejšnja odstopanja , kar med drugim onemogoča prenos
melodij med tonalitetami.

Sodobna zahodna glasba je pos vojila en a kor a zmern i tonski sis­
t em, znan pod imenom t emperirana u glasitev . Pri njem je razmerje
med frekvencama po ljubnih dveh zaporednih tonov v kromatični lestvici
konstantno, pri čemer je oktava edini interval, ki je akustično natančen

(glej članka Glasbena lestvica 1 in II , Presek 16 , str. 12 in str. 66). V
splošnem ni jasno, kje, kdaj in kdo je prvi začel up orabl jati te mperirano
uglasitev. Zagotovo pa je Johann Sebastian Bach ogromno pri sp eval k
njeni populari ziraciji s tem , da je napi sa l 36 preludijev in fug, za vsako
od dvanaj stih durovih in dvanajstih molovih tonalit et vsaj po eno. Znane
so pod imenom Das Wohlt emperierte Klavier (pr av ubrani klavir) . Če

pianino , klavir ali čembalo niso tem perirano uglašeni, nekatera teh del na
njih zelo grdo zvenijo . Zato nekateri glasbeni zgodovinarji štejejo , da je
Bach dejansko uvedel temperirano uglasitev. Kakorkoli že, res pa je tud i,
da so kitare enakorazmerno uglaševali že konec 16. sto letja, davno pred
Bachovim rojstvom.

Enakorazmerna uglasitev razpr ši napako v dveh smereh:

1. V posamezni tonaliteti (durovi ali molovi lestvici) so nap ake v veli-
kosti posameznih intervalov bo lj ali manj enakomern o porazdeljene.

2. Nobena tonaliteta ni na boljšem kot ostale.

Zahodna glasba temelji na kromatični lestvici, sestavljeni iz dvan ajstih
poltonov v eni oktavi. Razmerja frekvenc njenih tonov napram toniki
tvorijo geomet rijsko zaporedje
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Za konstantno razmerje med frekvencama poljub nih dveh zaporednih to ­
nov torej velja

r = '«2 "" 1,059463 . (1)

Ker je r iracionalno število in ker se harmonični intervali izražaj o z
racionalnimi števili, ne more biti v temperirani uglasit vi natančen noben
harmonični interval. Izjema je seveda oktava, iz natančnosti katere smo
v enačbi r 12 = 2 izhaj ali .

Zakaj torej prav dvanajst tonov veni oktavi? Ali bi bilo kaj drugače,

če bi imela glasbena lest vica drugačno število tonov?
Odgovor je večplasten .

Po en i strani je zahodna glasba kot osnovne privzela določene (har­
monične) intervale, ki smo jih zas led ili že pr i Pitagorejcih in ki se izražajo
z racionalnimi razmerji. Kaže, da je taka izbira v evropski ku lturi na­
ravnejša kot druge. Dejstvo, da np r. človeškemu ušesu čista kvinta lepo
zveni, potrjujejo tudi analize narodne glasbe. To je eden od intervalov , ki
najpogost eje nastopajo v narodni glasbi večine evropskih narodov.

Po drugi strani nobena ska la končne do lžine in s konstantnim raci­
onalnim razmerjem med to ni ne more doseči natančne oktave. Enačba

r n = 2 namreč nim a racionalne reš itve za noben od 1 različen naraven n .1

P ri ti = 1 pa bi lest vico sestavljal samo oktavni interval, kar bi dalo hudo
revno glasbo.

Izkaže pa se, da so prav v dvanajsttonski temperirani uglasit vi har­
monični int erval i dokaj dobro aproksimirani . Presenetljivo je, da to ne
velja le za čisto kvi nto, na katero je bila pozornost posebej osredotočena,

ampak tudi za druge int ervale. Še najslabša je velika terca, sicer pomem­
ben int erval , ki je v prvi oktavi aproksimiran z natančnostjo 2,5 Hz. Ta
enakomerna porazdelitev napake po vseh intervalih krepko odtehta samo
nečistost posameznih int ervalov .

Z matematičnega vidika je presenet ljivo še nekaj . Denimo, da želimo
po iskati tako število ti, da bi bila v enakorazmerni skali z n toni veni ok­
tavi čista kvint a čimbolje aproksimirana. Ker ustreza čisti kvinti razmerje
~ , moramo najti tak ti , da bo v zaporedju

1, V2, \122, \123, . .. , v'2n - 1 , YI27' = 2

1 Iz r = ~ , kje r je ~ okrajšan u lomek, sledi p" = Zq'" : Zaradi enoličnega razcepa
naravnih števil na praštevila je ed ina možna rešitev n = q = 1 in p = 2.
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tudi člen, ki bo dober pr ibližek za ~ . Če pogo j~~ ~ malo preuredimo
in logaritmiramo z osnovo 2, preide v

m+n
-- ~ log23.

n

Iščemo torej dober rac iona lni pri bližek iracionalnega števila log2 3. V
pri ncipu lahko nalogo rešimo s poljubno natančnostjo. Vendar se moramo
zavedat i, da imenovalec n okrajšanega ulomka raciona lnega pr ibližka ne
sme bit i velik , sa j bi to vodilo k lestvici z veliko toni. To bi bilo brez sm isla ,
saj naše uh o ni sposobno razlikovati med to ni, ki so si zelo blizu, pa t udi
ust rezni glasbeni inst rument i bi bili zaradi fizikalnih omejitev nepraktični

(predstavljajte si klavir , ki ima 100 tipk v eni oktavi) .
Dobro sredstvo za aproksimacijo iracionalnih števil z raciona lnimi

števili so verižni ulomki. O njih je Presek že večkrat pisal. Za naš pr imer
lahko na jdet e ustrezno izpeljavo verižnega ulomka v P reseku 16, str. 69.
Številu log2 3 pripadajoči verižni ulomek je

[1; 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, 2, 2, 1, .. .J

z nekaj prvimi konverge nt i (to je delnimi ulomk i)

1 2 ~ ~ 19 65 84 485
, '2' 5' 12' 41' 53' 306 .

Peti približek je ~~ , čemur ustreza n = 12 in m = 7. Torej je oktava enako­
razmern o razdeljena na dvanajst osnovnih intervalov, kvinto pa sestavlja
sedem takih intervalov. Znano je, da daje posamezni konvergent verižnega
ulomka realnega števila naj boljšo rac ionalno ap roksimacijo tega št evila
med vsemi okrajšanimi ulomki , ki imaj o enak ali manjši imenovalec kot
konvergent. To pomeni , da z nobeno enakorazmerno lestvico, ki bi imela
manj kot dvanajst tonov v oktavi, ne bi mogli kvinte bo lje aproksimirati.
Torej je zahodna glasba, kar je pr esenet ljivo in verjetno povsem slučajno ,

s temperirano uglasitvijo pr ivzela na jboljši približek k pitagorejski skali,
zgrajeni s kvintami in okt avami .

Tipična kitajska lestvica ima pet to nov v oktavi. To ustreza četrtemu

konvergentu razvoja števila log23 v verižni ulomek. Zanimivo je, da sta
v njej čista kvinta in čista kvarta še kar dobro ap roksim irani (napake je
za dobri dve pitagorejski komi), velike in male terce pa praktično ni.

Šesti konvergent ~~ daje pričakovano zelo dobre približke za vse
harmonične intervale. Vendar zaht eva že 41 intervalov veni oktavi, pr i
čemer je posamezni osnovni interval vreden le malo več kot pitagorejska
koma. Le redki bi lahko loči li med zaporednimi toni take lestvice.



328 Matematika I

Kot zanimivost povejmo še , da je okoli leta 40 pred našim štetjem
kitaj ski kralj Fan g odkril sedmi zgornji približek. Seved a tega ni nar edil
z verižnimi ulomki , za to je nj egov dosežek toliko bolj presenetljiv. V
posebnem je odkril, da je 53 čist ih kvint zelo blizu vrednosti 31 okt av.

Kje so prijemi pr i kitari?

Kitaro , brenkalo s ploskim trupom v obliki osmice, z okroglo zvočnico in
dolgim vrat om s številnimi prečkami (prijemi), ki se proti zvočnici čedalje

.bolj gost ijo , gotovo poznate. Sprva so imele kitar e po št iri, nato pet
dvojnih st run, od 18. stoletja dalj e pa imajo večinoma po šest eno jnih
st run z uglasitvami E , A , d , g, h in el. Na po samezni struni lahko poleg
osnov nega tona zaigramo tudi višje tone, kar dos ežemo tako, da s prstom
med dvema prečkama pritisnem o na struno. Če sledimo prijemom od vrha
vr atu proti zvočnici , naraščajo t oni enakorazme rno po polt onih navzgor.
Pri izdelavi kitar e je torej očitno posebnega pomen a natančna pos t avitev
prečk. Kje naj leže?

Ogl ejmo si zvezo med prijemom in višino tona nekoliko podrobneje.
Višino tona oziroma osnovno frekven co i , s katero st runa niha, podaja

formula i = -ir /fi.P ri t em je l dolžin a st rune, Sp masa st rune na

dolžinsko enoto in F velikost sile, s katero je struna napeta. Ko je
dana st runa uglašena (nap et a) , odloča o višini tona le še dolžina strune;
natančnej e velja i = k · t ,kjer je k konstanta. Ko s prstom pritisnemo na
st runo , le-ta sed e na prečko , prvo ob prstu v sme ri proti zvočnici , za to niha
le del strune med to prečko in mest om pritrditve na trupu. Bliže zvočnici

je prečka, kr aj ši del st rune niha, višji je ton. Ker toni , za igrani na isti
st runi, naraščajo po poltonih navzgor, so razm erj a njihovih frekvenc glede
na osnovno frekvenco strune enaka

. . . ,

kjer je T = 'ij2. Prvi prijem od vrha vr atu leži torej na mestu, ki dopušča

nih anje ~ - t ine st rune. Razdalj a od začetka strune do prvega prij em a je
torej enaka d = (1 - ~ )l, kjer je l celotna dolžin a st rune . Do bi dobili lego
naslednjega prij em a, moramo vse iz premisleka za pr vi prij em pomnožit i
z ~, od koder sledi, da so razdalje med zaporednimi prijemi (slika 2)

d d d d
d, -, 2' 3' 4""T T T T

Ker je T > 1, se prij emi v sme ri proti zvočnici čedalje bolj gost ijo. To
lahko igralce z deb elejšimi prsti ovira pri igranju visokih tonov.
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Števila r = 'ij2 iz enote, ki je
v našem primeru dolžina strune, ne
moremo konstruirati le z uporabo ne­
označenega ravnila in šest ila . Problem
je tako rekoč kopija nerešljivega pro­
blema o podvojitvi kocke, to je risanj a

šte vila ~, sa j je 'ij2 = JJij2, kva­
dratne korene pa s šestilom in ravnilom
lahko narišemo.

Zgodovina iskanj a geometrijskih
metod za um estitev prečk pri kit ari je
izredno zanimiva. Poiskati je bilo tre ba
čimboljšo, pa dovolj prepr osto približno
konstrukcijo.

Let a 1581 je Vincenzo Galilei, oče

velikega Galilea Galilea , našel za 'ij2
približek (primerjaj te z (1))

18
17 = 1,05882 . . . ,

ki sicer ni bil najboljši, a je bil pr ep rosto
uporabljiv in zato v rabi več stolet ij .

Let a 1636 je pater Marin Merse nne
aproksimiral interval iz štirih pol ton ov
s kvocientom 3 _

2
y'2 ' kar da za polton

odličen približek

/

\
I

I
I

Slika 2.

~ J3 _',j2 ~ 1,05973 . . .

Ker vsebuje izraz le kvadr atne korene, ga lah ko geometrijsko konstrui­
ramo. V pr aksi pa pri bližek ni najbolj up oraben , ker moramo konstruirati
kar t ri kvadratne korene, kar pomeni kopičenj e risar skih napak.

Po trebn a je bila torej metoda, natančnejša od Galilejeve in uporab­
nejša od Mersennove. Let a 1743 je praktik Dani el Strahle, mož brez
matematične izobrazb e, v članku, ki ga je objavila švedska akad emija,
predložil pr eprosto in praktično konstrukcijo prij emov pri kitari , ki jo
prikazuj e slika 3.
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Slika 3. St ra hlejeva kon strukcij a . Kon struiramo enakokraki trikotnik Q RO, v katerem
mer i os novnica QR 12 eno t in kraka OQ = OR po 24 enot . Osn ovni co razd elimo na
dvanajst enakih delov in delil ne točke povežem o z O . Na OQ izb erem o točko P , ki je
sed em enot oddaljena od Q . K itaro položim o z vra tom vzdolž daljice RP kot na slik i.
Če pade točka P v razpolovišče st rune R!vI , nam spo j nice točke O z delilnimi točkami

na os nov nici t r ikotnika Q RO že določajo mesta prvih enajstih prijem ov na kita ri. Sicer
moramo kit a ro najprej vzpored no premakniti tako, da pritrdišče strune na vratu kit ar e
drsi po kraku RO, dokler razpolovi š če strune ne prist ane na kraku QO , in še le nato
odčitamo prijeme.

Konstrukcija je doživela prav neverj etno usod o. Da je izjemno up o­
rabna, je bilo sicer očitno na prvi pogled . Kaj pa natančnost? Ekonomist
in geometer Jacob Faggot je opravil ustrezn e račune z up or ab o t rigono­
met rij e in ugotovil , da doseže konst rukcija na naj slab šem mestu nap ako
1,7 %, kar je pe tkrat več , kot bi bili mu ziki pripravljeni sprejeti. Izračune

je priložil k Striihlejevemu članku in konstrukciji zapečatil usod o. Faggot
je bil namreč eden od ustan ovnih članov švedske akademije, t r i let a njen
tajnik in rangiran na četrto mesto v akademiji, pri kateri je bil njegov
slavn i sodobnik, botanik Linne, na drugem mestu. Če je to rej Faggot
izjavil , da je metoda slaba, pot em je bil a slaba, pa naj je Striihleju njegova
kit ara še tako lepo zvenela.

Faggotova ocena je obveljala za več kot 200 let , vse do leta 1957, ko
je matematik J . M. Barbour z michiganske državne univerze odkril, da
se je Faggot v računih zmotil. Usodno napako je zagrešil pri izračunu
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kota <r. P R Q , ko je namesto pravilnih 33°32' naračunal 49° 14', kar se je
odražalo na vseh nadaljnjih rezultatih. Pri popravljenih računih se je
največje odst opanje z 1,7 % zmanjšalo na vsega 0,15 %.

Barbour pa se ni zadovoljil le s popravkom Faggotovih računov, zani­
malo ga je t udi, ali se za veliko natančnostjo Striihlejeve metode ne skriva
kakšen matematični razlog . Res ga je našel. Njegova razlaga je nekoliko
dalj ša in delno tudi presega Presekov okvir. Povejmo le, da Strahlejeva
metoda skriva v sebi dobro aproksimacijo funk cije y = \12 s funk cijo
oblike y = ~:t~ na int ervalu [O , 1] in da so sp et vpleteni verižni ulomki.
Ker je St riihleja pri konstrukciji vodila zgolj izjemno dobra intuicija , se
lahko samo vprašamo: "Kako mu je to sploh padlo na pamet?"

Za konec poglejm o na sliki 4 še napake posameznih konstrukcij in
Faggotovega napačnega izračuna. Najhuje ga je polomil pr av Faggot.
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Slika 4. Graf prikazuj e desetiški logaritem kv ocienta približn e vrednosti in prave vr e­
dnosti za t on e ene oktave. Zaradi bolj še preglednosti so točke povezan e.

Marija Vencelj
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