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V prispevku je predstavljena Arhitova krivulja. Navadno jo omenjamo v zvezi z
anticnim problemom podvojitve kocke. Nastane kot presek rogatega torusa in kroznega
valja, ki se torusa dotika v dveh tockah.

THE ARCHYTAS CURVE

In this contribution the Archytas curve is presented. It is usually mentioned in con-
nection with the ancient problem of doubling the cube. It is created as the intersection
of a horn torus and a circular cylinder which touches the torus at two points.

Uvod

Arhitova krivulja A je za matematiko in njeno zgodovino dovolj zanimiva,
ker ni povezana le s problemom podvojitve kocke, ampak zZe sama po sebi
ponuja nekaj novih izzivov. Spoznali bomo, da je A presek rogatega torusa
z valjem, ki se torusa dotika natanko v dveh tockah. Zapisali bomo ustrezne
enacbe v primernem pravokotnem kartezi¢nem koordinatnem sistemu Oxyz,
pa tudi pravokotne projekcije krivulje A na koordinatne ravnine, pri ¢emer
bomo nasli celo zlato razmerje 7. Za krivuljo A bomo poiskali tudi regularno
parametrizacijo.

Starogrski matematik, mehanik, drzavnik in strateg Arhitas iz Tarenta
(Apyitoac 6 Topavtivog, 428-347 pr. n. §t.) je bil pitagorejec. Po [1] naj bi
sklanjali Arhitas, Arhita, Arhitu, ..., ustrezni svojilni zaimek pa zapisali
kot Arhitov. Znan je tudi po tem, da je otel iz rok sirakuskega tirana
Dionizija Mlajsega (396-337 pr. n. §t.) samega filozofa Platona (427-347
pr. n. §t.). Platon se je namre¢, razocaran nad atensko demokracijo, ki je
bila na smrt obsodila njegovega ucitelja Sokrata (470-399 pr. n. §t.), za dlje
¢asa umaknil iz Aten, precej potoval in se srecal z matematikoma Teodorjem
iz Kirene ter Arhitom iz Tarenta. V Sirakuzah je poskusil udejanjiti svoje
zamisli o idealni drzavi. Toda s tiranom se je tako hudo sporekel, da ga je
moral reSevati Arhitas. Leta 387 pr. n. st. je Platon v Akademovem gaju
blizu Aten ustanovil znamenito Akademijo, v kateri so Studirali tudi znani
anticni matematiki, geometri in astronomi: Teajtet (417-369 pr. n. §t.),
Evdoks iz Knida (410-347 pr. n. §t.), tudi Arhitov u¢enec, brata Dejnostrat
(390-320 pr. n. §t.) in Menajhmos (380320 pr. n. §t.) ter Avtolik iz Pitane
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(360-290 pr. n. §t.). V Platonovi Akademiji je seveda beseda nanesla tudi
na velike geometrijske probleme (ve¢ o tem na primer v [3-5]). Platon
je vztrajal, da je treba geometrijske probleme reSevati samo s Sestilom in
neoznacenim ravnilom, in to v ravnini. Problem podvojitve kocke, to se
pravi konstrukcije roba b kocke, ki ima dvakrat ve¢jo prostornino kot kocka
z robom a, je na problem vmesnega sorazmerja prevedel Hipokrat s Hiosa
(470-410 pr. n. §t.). Njegova ideja je bila, dani daljici dolzine a najti daljici
dolzin b in ¢, za kateri velja relacija:

T=Z= (1)

Iz nje namre¢ dobimo najprej

a3 a b ¢ 1
(b) b ¢ 20 2
nato pa b = av/2 in ¢ = av/4. Problem je enakovreden iskanju kratkega
geometrijskega zaporedja a, b, ¢, 2a.

Ker veljata relaciji b> = ac in ¢ = 2ab, lahko tudi reéemo, da je par
(z,1) = (b, ¢) nenicelna resitev sistema enacb 22 = ay, y?> = 2ax, to se pravi
netrivialno presecisée dveh parabol. Ker je tudi bec = 242, je par (z,y) =
(b, c) tudi resitev sistemov enacb x? = ay, xy = 2a® in y? = 2ax, vy = 202,
kar pomeni presecisce hiperbole 2y = 2a? z eno od omenjenih parabol. Tako
je Menajhmos s stoznicami reseval problem podvojitve kocke. Starogrski
matematiki so nasli Se druge nacine reSevanja problema podvojitve kocke
(ve¢ na primer v [3, 5]). Platon seveda ni bil z nobeno zadovoljen. Zal ni
vedel, da je problem neresljiv na nacin, ki si ga je zamislil. To so dokazali
Sele v 19. stoletju.

Nastanek Arhitove krivulje

Arhitas iz Tarenta je bil prvi, ki je v geometrijo vpeljal gibanje. Problema
podvojitve kocke se je lotil na povsem svojstven nacin, s prehodom iz rav-
nine v prostor. Da bi mu laze sledili, bomo vse obravnavali v pravokotnem
kartezicnem koordinatnem sistemu Ozyz (slika 1), ¢eprav je Arhitas na-
logo reseval brez koordinatnega sistema, ki ga ni poznal. V ravnino Ozy
polozimo kroznico Ky, s polmerom a, njeno sredisce pa v tocko S(a,0). Ko-
ordinatnemu izhodis¢u diametralno nasprotna tocka na K, je A(2a,0). Na
Ksy izberemo tocko N(z,y), konstruiramo poltrak p od koordinatnega izho-
disca O skozi N in kroznico K, s polmerom a skozi O, s sredis¢em P na p,
in sicer v ravnini, ki vsebuje os Oz. Koordinatnemu izhodis¢u diametralno
nasprotno tocko na K, oznac¢imo z M. Pravokotnica skozi N na ravnino
Ozy seka to kroznico v tockah T2 in T_.
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T,

Slika 1. Nastanek Arhitove krivulje.

Ko tocko N vodimo po kroznici KCpy, tocki T4 (2, y, £2) opiSeta krivuljo,
ki ji pravimo Arhitova krivulja in jo bomo oznacevali z A, njene pravokotne
projekcije na koordinatne ravnine Ozy, Oyz, Ozz pa ustrezno Ay, A,
Az

Poltrak p naj z osjo Oz oklepa kot ¢, polarni kot tocke N. Polarni
radij tocke N je p = |ON| = /22 + 4% Pri tem je —7w/2 < ¢ < 7/2.
Ker je trikotnik OAN pravokoten, lahko takoj zapiSemo enac¢bo kroznice
Ky v polarnih koordinatah z p = 2acosp, v pravokotnih koordinatah z
22 + y? = 2ax, v parametricni obliki pa kot

x = 2acos’ @, y = 2acos@sin p. (2)

Ker sta tudi trikotnika OMTy pravokotna, dobimo po viSinskem izreku
zanju relacijo 23 = p(2a — p) = 4a’cosp(l — cosp). S tem smo nagli
parametri¢ne enacbe Arhitove krivulje A:

x = 2acos® p, y = 2acospsing, z = +2a/cosp(l — cos ). (3)

Ker je za rac¢unanje ugodno, da v parametrizaciji krivulje nastopata funkciji
sin in cos racionalno, ne pa pod korenskim znakom, bomo v nadaljevanju
poiskali boljso parametrizacijo.

Ocitno krivulja A lezi hkrati na valju V, ki ima v koordinatnem sistemu
Ozyz enacbo 2% + y? = 2ax, in na torusu 7T, ki nastane z rotacijo kroznice
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Kyp okoli osi Oz, ki je tangenta na to kroznico. Torus nima odprtine, zaradi
znacilne oblike v okolici njegovega sredis¢a mu pravimo rogati torus.

Iz parametri¢nih enacb (3) dobimo najprej 22 + y? = 4a? cos? , 2>
4a? cos (1 —cos ), nato e x2 +y? + 22 = 4a? cos? ¢ +4a? cos p(1 —cos p) =
4a? cos ¢, nazadnje pa enacbo torusa 7T

(2% +y° +2%)? =40’ (2® + ). (4)

Arhitova krivulja je potemtakem presek torusa (z2+y%+22)% = 4a? (22 +y?)
in valja 22 + y? = 2az. Arhitas je problem podvojitve kocke v bistvu resil
tako, da je svojo krivuljo A presekal s kroznim stozcem S, ki ima vrh v
sredis¢u torusa T in os skozi zunanje dotikalis¢e valja V in torusa T, to je
tocko A. Kot ob vrhu stozca S je treba Se pravilno izbrati. Enacbo stozca S
zapisimo kot Az = \/y? + 22, kjer je X pozitivna konstanta. Presek Arhitove
krivulje s stozcem Ax = \/y? + 22 pa nam ob primerni izbiri faktorja A da
daljice, ki so uporabne za podvojitev kocke. V jeziku algebre to pomeni, da
reSujemo sistem enach:

(2% +y? + 232 = 4a* (2 + y?), 2%+ y* = 2az, A\v = /32 + 22.

Brez tezav izlo¢imo y in z in dobimo enacbo z*(1 + A?)? = 8a3x, ki ima
trivialno resitev zo = 0 in netrivialno resitev z1 = 2a/3/(1 + A?)2.

Arhitovo krivuljo A preseka stozec S v §tirih tockah, ki imajo absciso
x1, njihove ordinate pa dobimo iz ena¢be valja V. Projekcije (vse projekcije
v prispevku so pravokotne) teh tock na ravnino Ozy imajo tudi abscise 7,
za polarni radij pa p; = v2az1 = 2a/V1+X2. Za A =1jex; = b= av/2,
za A = /3 paje pp = b=a+v/2. V prvem primeru je kot ob vrhu stozca 90°,
v drugem pa 120°. V obeh pa s tem resimo problem podvojitve kocke.

Iz zgodovinskih virov, zal tudi ne iz [3], ne razberemo, kaj je Arhita
vodilo, da se je lotil na opisani nacin reSevati problem podvojitve kocke.
Poudarjajo pa njegovo genialnost. Da pa je njegov nacin tesno povezan z
relacijo (1), lahko preberemo ravno v [3] ali pa v [4].

Projekcije na koordinatne ravnine in regularna parametrizacija

Projekcijo Ay = Kyy lahko vértamo v kvadrat s stranico dolzine 2a z oglisci
(0,+a), (2a,=£a) in dotikalisci (0,0), (2a,0), (a,£a) v ravnini Ozxy. Izkaze
se, da tudi drugi dve projekciji lahko vértamo v prav tako velik kvadrat.

7Z izlo¢itvijo koordinate y iz enacéb torusa in valja dobimo projekcijo A,
krivulje A na ravnino Oxz v implicitni obliki:

(2az + 2°)% = 8a’z.

4 Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 1



Arhitova krivulja

Zelo lep izraz dobimo za plos¢ino S lika, ki ga omejuje (slika 2):

2a 2a
522/ z(x)dz:2\/%/ \ V2az — x dx.
0 0

S substitucijo z = 2au? se nam izraz poenostavi:

1 1
S = 16a2/ un/u — u2 du = 16a2/ u?2(1 — u)'/2 du.
0 0
Z uporabo funkcij B in I' takoj dobimo:

16,2 TB2TE/2)

S = 16a*B(5/2,3/2) = () = ma®.

To je ravno ploscina kroga, ki ga omejuje Ky .

Ce bi v prejsnjem integralu postavili u = cos?t, bi se nam integral
tudi poenostavil tako, da v njem ne bi bilo korenov. To pa pomeni, da bi
bilo smiselno krivuljo A, parametrizirati z x = 2au® = 2a cos*t. Potem
zlahka dobimo Se z = asin2t. En obhod po krivulji dobimo, ¢e vzamemo
—m/2 <t < m/2. Preprosta parametrizacija krivulje A, v ravnini Ozxz je
torej

r=2acos’t, z=asin2t, —m/2 <t <m/2

Brez zapletov lahko izra¢unamo presecisca te krivulje s kroznico 22422 =
2ax. V ta namen reSimo naslednji sistem enacb:

(2az + 2%)% = 8d®z, 2* + 2% = 2ax.
Izlo¢imo z in dobimo ena¢bo (4ax — 2%)? = 8a3x, ki jo poenostavimo v
zt — 8ax® + 16a*2? — 8ax = x(x — 2a)(x? — 6ax + 4a?) = 0.
Enacba ima 4 resitve:
1 =0, 23 =2a, x3 = (3 —V5)a, 4 = (3+ V5)a.

Resitev x4 > 2a ne pride v postev. Skupne tocke obeh krivulj v ravnini Ozz

so torej:
0(0,0), A(2a,0), Bx <a(3 —V5), £2a\/ V5 — 2> .

Projekcija tock By na os Oz je tocka C((3 —v/5)a,0), ki deli daljico OA v
zlatem razmerju. Velja namrec:

0A] _|CAl _1+V5 _

c4Al joc| 2
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Slika 2. Projekcija Arhitove krivulje na ravnino Ozz.

O tem se hitro prepri¢amo, ¢e upoStevamo izraze:
|0A| = 24, |CA| = a(v/5 - 1), |0C| = a(3 = V/5).

Izraz zlato razmerje je v resnici precej nov, ¢eprav so sam pojem ze upo-
rabljali v antiki, na primer Evklid v svojih Elementih, kjer na ve¢ mestih
namesto besed zlato razmerje najdemo dxpoc xal yécog Aéyoc, kar pomeni,
¢e pogledamo v [2], skrajno in srednje razmerje. Luca Pacioli (1445-1517) je
to razmerje imenoval divina proportione, bozansko razmerje. Med prvimi,
ki so uporabljali izraz zlato razmerje, v nemséini goldene Proportion, je
bil nemski matematik Martin Ohm (1792-1872), brat fizika Georga Ohma
(1789-1854), po katerem se imenujeta Ohmov zakon in enota ohm (2) za
elektri¢no upornost. Zlato razmerje 7 ima preprost razvoj v verizni ulomek:
T=[1;1,1,1,...]. Dobimo ga iz relacije 7 = 1 + 1/7.

Krivuljo A,, lahko vértamo v kvadrat s stranico dolzine 2a z oglisci
(0,+a), (2a,+a), dotikalis¢a pa so v tockah O(0,0), A(2a,0), Di(a/2,+a)
v ravnini Ozz.

Zal pa se z zadnjo parametrizacijo krivulje A, ne da parametrizirati
same krivulje A v obliki, ki ne bi vsebovala korenov funkcij. Izraza za y se
ne da poenostaviti v racionalno obliko, ki bi vsebovala le funkciji cos in sin.
Zato se parametrizacije lotimo nekoliko drugace.

Kroznico 22 + y? = 2ax v ravnini Ozy smo z (2) Ze parametrizirali s
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polarnimi koordinatami ¢ in p. Razmere predstavimo v pomoznem pravo-
kotnem kartezi¢nem koordinatnem sistemu O&n na desni polovici enotske
kroznice (slika 3).

(cos g, sin @)

<_1=0)

Slika 3. Enotska kroznica v koordinatnem sistemu O¢&n).

Tocko (cos ¢, sin ) povezemo s tocko (—1,0) z daljico, ki seka os On v
tocki (0,v). Ocitno daljica oklepa z osjo O¢ kot /2. Ordinata v = tan(p/2)
pa je s kotom ¢ # +7 natanéno dolo¢ena. Znani enakosti

1 —tan?(¢/2) . 2tan(p/2)
CosSp=——"3 =, sinp=———-"—"—~,
1 + tan®(p/2) 1 + tan?(p/2)
ki ju srecamo pri integraciji funkcij, ki se racionalno izrazajo s cos ¢ in sin ¢,
nam dasta izraza
1—0% 20

COsSp = m, S @ = m

Vemo, da pri kroznici 22 + y? = 2ax velja omejitev —7/2 < ¢ < 7/2, kar
prinese omejitev —1 < v < 1. Zato lahko enoli¢no zapiSemo v = sint za
—7m/2 <t < /2 in dobimo

cos?t . 2sint 2sin2t

cosp=————,sing=————-—, 1l —cosp = ———.
v 1+ sin2t v 1+ sin?t v 1+ sin?t
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S tem imamo naslednjo parametrizacijo kroznice 22 + y? = 2ax:

2a cos*t 2a costsin 2t /2<t<n/2
r=-————5"5, =55, SUS T4,
(1 + sin? ¢)2 Y (1 + sin? )2

Hitro se vidi, da lahko iz tretje relacije v (3) izrazimo

2

8a2 cos® tsin®t 2a2 sin? 2t
. :402 COS(p(l—COS(p) _ a” Cos Sin _ a“ sin

(1+sin?t)2 (1 +sin?t)2

S tem smo nasli:

av'2sin 2t

1+sin®¢t

Ker velja x(m—t) = z(t),y(m —t) = y(t) in z(m —t) = —2(t), se odlo¢itvi pri
izboru predznaka za z(t) izognemo tako, da namesto intervala parametriza-
cije —m/2 <t < 7/2 vzamemo interval —7 < ¢t < 7. Potem y in z Stirikrat
zavzameta vse vrednosti od —a do a ter x Stirikrat vse vrednosti od 0 do
2a, kar je v skladu z definicijo Arhitove krivulje kot preseka torusa in valja.
Krivulja A v vektorski parametriéni obliki je

() = ( 2costt 2costsin2t +/2sin 2t

) ) X , —m <t <. )
(1 +sin?#)2" (1 + sin?¢)2 1—|—81n2t) 5)

Pri spreminjanju parametra t po intervalu [—m, 7| tocka, ki je izrazena z
zgornjim krajevnim vektorjem, doseze vsako tocko krivulje A natanéno en-
krat, razen samopreseciséa A(2a,0,0) zat = 0 in t = +7 ter samodotikalisca
0(0,0,0) za t = £7/2. Izkaze se, da je |7 (t)| > 0 za vsak ¢, kar pomeni, da
je po [9] A regularna sklenjena krivulja (slika 4).

Krivulja A, ., projekcija krivulje A na ravnino Oyz, ima enacbo:

(z* + 4a®y?)? = 8a%22(4a®y® — 24).
Do te enacbe lahko pridemo z izloc¢itvijo spremenljivke x iz enacb
(2% + %+ 2H)? = 4a® (2% + y?), 2* + y* = 2ax,

¢e ne gre drugace, z rezultanto R[p(x),q(x)] polinomov (ve¢ o rezultanti
polinomov najdemo na primer v [8])

p(z) = 2 +2(3% + 22 — 2a®)2? + (y° + 22)? — 40?2, q(z) = 2° — 2az + o>
spremenljivke x, pri cemer sta y in z parametra:
Rlp(x), q(z)] =

8 Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 1



Arhitova krivulja

A
[
0 Y
€T
Slika 4. Arhitova krivulja.
1 0 20w +22—2d% 0 (y? 4 2%)% — 4a®y? 0
0 1 0 2(y* + 22 — 2a?) 0 (y* + 2%)% — 4a®y?
1 —2a y> 0 0 0
0 1 —2a y? 0 0
0 0 1 —2a 9> 0
0 0 0 1 —2a y?

Primerno racunalnisko orodje za delo z matrikami in determinantami nam
izraz poenostavi:

R[p(x),q(z)] = 16a*y* 4+ 8a%y?2%(2* — 4a®) + 2°(22 + 84?).
Po preureditvi ¢lenov imamo enacbo iskane krivulje v ravnini Oyz:
Rlp(@), q(@)] = (= + 4a%?)? — 8a?22(1a%y? — 2*) = 0.

Ce v tej enacbi za majhne y in z zanemarimo ¢lene stopnje 6 ali veé,
dobimo: 3%(y? — 22%) = 0. To pomeni, da se krivulja A dotika sama sebe
v tocki (0,0,0), njena tangenta pa je tam os torusa, v tocki A(2a,0,0) pa
samo sebe seka pod kotom 2 arctan(v/2/2).

Krivulja Ay, v parametricni obliki je

2a cost sin 2t av/2sin 2t
= = m<t<m.

- y % . [
(14 sin?t)2 1 +sin?¢




Marko Razpet

Slika 5. Projekcija Arhitove krivulje na ravnino Oyz.

Ima obliko rahlo popacene stiriperesne deteljice. Plos¢ino S lika, ki ga
omejuje, se da izracunati po formuli:

1 [m/? sin® ¢ cos? t(2+cos t)dt
S=4-- — z§)dt = 164> / :
2/0 (y2 = 20) aV2 (14 sin?t)4

Po daljsem rac¢unu dobimo:
2
S = 4a* (ln(l +2) - \3[> .

V izrazu opazimo srebrno razmerje o = 1 + /2, za katero je o = 2 + 1/o,
razvoj v verizni ulomek pa je, prav tako kot za zlato razmerje, preprost:
0 =1[2;2,2,2,...]. Krivuljo A, lahko vértamo v kvadrat s stranico dol-

zine 2a z ogliséi (+a, +a), dotikalis¢a pa so v tockah (:I:a, +a\/2v?2 — 2),

(+a+/3/2,4a) v ravnini Oyz (slika 5). Celotna Arhitova krivulja A je zaprta
v kocki z robom 2a in ogliséi (0, +a, +a), (2a, £a, +a).

10 Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 1



Arhitova krivulja

Za konec

V zvezi z Arhitovo krivuljo bi lahko resili Se kaksno nalogo. Ce prerezemo
valj vzdolz osi Oz in ga nato z Arhitovo krivuljo vred razgrnemo v rav-
nino x = 2a, dobimo v njej osmici podobno krivuljo, za katero se da lepo
izracunati ploséino S lika, ki ga omejuje: S = 16a(v/2 — In(1 + v/2)).

Lepo se da z uporabo GeoGebre 5 predstaviti Arhitovo krivuljo v pro-
storu, jo sukati in opazovati njeno anaglifno sliko. Pojasnimo na kratko, za
kaj pri slednji sploh gre.

Potrebe po izdelavi dobrih nacrtov objektov, kot so na primer stroji,
zgradbe in prometnice, so prispevale k razvoju opisne geometrije. Med pr-
vimi jo je Studiral in uvedel v Sole Gaspard Monge (1746-1818), Napoleonov
general [5, 7]. Kmalu so spoznali nacin, kako prevarati ¢loveske o¢i, da bi
videle prostorsko. Eden od naéinov je ravno omenjena anaglifna slika, ki
jo sestavljata skoraj identi¢ni, malo razmaknjeni ravninski sliki, ki sta obi-
¢ajno obarvani, ena rdeckasto, druga zelenkasto, in narisani na isti ravnini,
gledani skozi rdece-zelena ocala pa se v nasih mozganih ustvari vtis prave
prostorske slike. Gledati pa je treba hkrati z obema oCesoma, kajti ravno
razdalja med njima omogoca, da anaglifno sliko vidimo prostorsko.

Prvo metodo za izdelavo anaglifnih slik je Ze leta 1852 razvil Wilhelm
Rollmann (1821-1890) iz Leipziga. Sama beseda anaglifen izvira iz grskih
besed avd, kar pomeni na, drug na drugega, in YAOpw, dolbem, graviram,
predstavljam. Sorodna beseda je hieroglif, pri kateri prvi del izhaja iz grske
besede icpdc, kar pomeni sveti, bozanski.

Eden od redkih u¢benikov o anaglifnih slikah, ki ga dobimo pri nas,
je v hrvaséino prevedena knjiga [6], ki jo je napisal v madzars¢ini Imre
P&l (rojen 1911) ze davnega leta 1959 in je bila prevedena v veé¢ jezikov.
Izvirni naslov je Térlattatds abrazolé mértan, kar pomeni Opisna geometrija
z anaglifnimi slikami.
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PLEMLJEV TRIKOTNIK IN NEGIBNE TOCKE
TRANSFORMACILJ
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»Konstruiraj trikotnik z dano dolzino osnovnice in viSine nanjo ter znano razliko
notranjih kotov ob tej osnovnici« — to je vaja iz ucbenika, po katerem je ucil geometrijo v
srednji Soli Plemljev profesor Borstner. K tej vaji se je profesor Plemelj zelo rad vracal,
posebno na bozi¢énih poéitnicah, in je sestavil kar zajetno zbirko razli¢nih resitev [1].

PLEMELJ’S TRIANGLE AND FIXED POINTS OF
TRANSFORMATIONS

»Construct a triangle if one side, its altitude and a difference of two angles along
it are given« — this is an exercise in the geometry textbook that was used by professor
Borstner who taught Josip Plemelj in the high school. This problem attracted professor
Plemelj later in his life (especially during Christmas holidays), and so he found several
different solutions [1].

V tem zapisu predstavimo nacin, kako resiti nalogo, ki ga je nam, Studen-
tom matematike, v letih 1952/53 (v svojem predavanju » Osnove geometrije,
projektivna geometrija«) omenil profesor Ivan Vidav.

Oznacimo osnovnico trikotnika ABC' in visino nanjo (to¢neje njuni dol-
zini) ¢ = AB in v ter razliko kotov ob osnovnici a — 8 = 4.

NariSimo vzporednici v medsebojni razdalji v in daljico AB na spodnji
vzporednici. 1z oglis¢a A potegnimo pod poljubnim kotom « # 0 poltrak in

T r/

Kaksna je zveza med T in 7”7 Koti v tej »igri« so usmerjeni.
Postavimo izhodisée koordinatnega sistema xy v tocko A, abscisno polos
x > 0 skozi tocko B in vzemimo, da je ¢ = v = 1! Potem je enacba druge
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Plemljev trikotnik in negibne toCke transformacij

vzporednice kar y = 1, medtem ko sta (enacbi premic) AT in BT’ dani z
enacbama:

y=(tana)x in y=—tan(a—9)-  (x —1).

Naj bosta z in 2’ zaporedoma abscisi tock T"in 7”. Ce na kratko ozna¢imo
a =tana in d = tané ter uporabimo adicijski izrek za tangens (ki velja za
poljubna kota!), izpeljemo zvezi:

r=—-in z =1- 1
- 1)
¢e jele a # 0 in a # d. Torej imamo zvezo:

, (d+Dz+(d—1)

- 2
x pr— , (2)

Ce je & # é.
Konstruirati Zeleni trikotnik pomeni resiti enacbo x’ = z, torej kvadra-
tno enacho:
do?® — (d+2)z — (d—1) = 0.
Diskriminanta (d + 2)? + 4d(d — 1) = 5d* + 4 je vedno pozitivna in korena
enacbe sta: )
xl,gzﬁ((d%—Z):l: 5d? + 4), ¢e je d # 0. (3)

Ce pa je d = 0, torej 6 = 0, dobimo iz (1) 2/ = 1 — z in enacha 2’ = =
ima resitev x = % Trikotnik ABC je enakokrak.

Konstrukcijo negibnih tock transformacije (2), torej konstrukcijo »Ple-
mljevega trikotnika«, opremo na tale znani izrek elementarne geometrije (ki
je sicer zelo uporaben):

MnoZica vseh takih tock v ravnini, iz katerih se »vidi« dana daljica pod
predpisanim kotom ¥ (0 < @ < 4m), sestoji iz dveh kroznih lokov brez
krajisé (dane daljice).

1z zveze (3) v prvem delu sklepamo, da je mogoc¢a za konstrukcijo negibne
tocke klasi¢na konstrukcija s Sestilom (in ravnilom). Oglejmo si jo (eno
izmed $tevilnih):

Podatki: osnovnica AB z dolzino ¢, visina v in kot z velikostjo ¢ € (0, 7),
ki je razlika kotov ob osnovnici, recimo 8 — a = 4.

Potek konstrukcije: omejimo se na primer 0 < § < §; dani premici po,
nosilki osnovnice AB, postavimo v razdalji v vzporednico p; bodi s simetrala
daljice AB; ozna¢imo polravnini II_ in II; premice p, tako da sta A in B
na [T ; simetrala s se¢e premico p v tocki .S; na premici p izberimo poljubni
razliéni tocki D in D; simetri¢no glede na S; tocki D; in A naj bosta na
skupni polravnini premice s; dani kot § prenesemo na polravnino II_ tako,
da je D1 vrh kota in je poltrak D1S en krak, drugi krak pa zaznamujmo s
h; v D1 postavimo pravokotnico na h; pravokotnica seka simetralo s v tocki
S1; oznacimo s k kroznico s sredi§¢em S7 in s polmerom S7D1; naj bo tocka
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h,

II_
p
1Ly
1)
v
A \\51 B Po
)
k
S
By

By presek premice SB s kroznico k na polravnini Il ; skozi B postavimo
vzporednici premicama By D in ByDq; ti dve vzporednici seceta premico p
—

npr. v tockah C' in Cy. Obodni kot DB D; je enak 6.
Trdimo: trikotnik ABC ustreza podatkom, ima osnovnico ¢, visino v in
razliko kotov ob osnovnici enako 9.

Dokaz. Zaradi podobnosti trikotnikov Dy By D in C1BC' je kot @ enak
0. Ker sta trikotnika ABC in BAC, simetri¢na glede na premico s, je kot

A/Ba enak kotu «, torej imamo S = « + 4. "

Dodatek: Na podlagi podobnosti pokazemo, da je konsturirani (Ple-
mljev) trikotnik neodvisen od izbire temeljnih tock D in D; (elipti¢nega
kroznega Sopa). Bralcu predlagamo pregled ¢lanka [3].
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NA OBISKU PRI KOMETU
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Vesoljsko sondo Rosetta, ki se kot umetni satelit giblje okoli kometa Curjumov-
Gerasimenko, in pristanek njenega pristajalnika Philae na tem kometu pogosto navedejo
kot najpomembnejsi dosezek v fiziki leta 2014. Iz8la so tudi Ze prva porocila o rezultatih
merilnikov na Rosetti.

VISITING A COMET

The spacecraft Rosetta, that is moving as an artificial satellite around the comet
Churyumov-Gerasimenko, and the landing of the lander Philae on this comet is often
quoted as the breakthrough of the year 2014 in physics. First results obtained with
instruments on Rosetta have already been published.

Kometi

Komete med vsemi telesi v Osonéju sestavlja snov, ki je najbolj podobna
snovi na zacetku Osoncja. Astrofiziki si prizadevajo, da bi ugotovili sestavo
snovi kometov. Zanimajo jih tudi organske spojine v njej, ki bi utegnile
osvetliti razvoj zivljenja na Zemlji. Vecina aminokislin v zivih bitjih na
Zemlji je levosuénih. Ali je med nesimetri¢nimi organskimi molekulami na
kometu veé levosuénih kot desnosucnih?

Ob vrnitvi Halleyjevega kometa leta 1986 so proti njemu usmerili vec¢
sond, da bi spoznali njegovo sestavo. Pozneje so proti raznim kometom
poslali 8e nekaj sond. Pri hitrih obletih (flyby) mimo kometa so sonde
zajele in analizirale le snov kome, to je oblaka plinov in prahu, ki obdaja
jedro kometa. Spoznali so, da tako ne bo mogoce dobiti podrobnih podatkov
o sestavi kometnega jedra. Z obleti tudi niso mogli neposredno zasledovati
pojavov na kometu, ko se bliza Soncu in se razvijejo koma in znacilna repa.

Pri Evropski vesoljski agenciji ESA in Severnoameriski vesoljski agenciji
NASA so se lotili naértov. Pri ESA so se odlocili za sondo, ki naj bi se z
vzorcem kometnega jedra vrnila na Zemljo, pri NASA pa za sondo, ki naj bi
od blizu posnela sre¢anje kometa in asteroida. Leta 1992 se je NASA zaradi
pomanjkanja sredstev odpovedala nacrtu. Leto pozneje je iz enakega razloga
ESA spremenila naért. Po novem naj bi leta 2003 izstrelili sondo Rosetta,
ki bi se kot umetni satelit gibala okoli kometa 46P/Wirtanen in nanj poslala
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pristajalnik Philae. Toda leto pred tem se je ponesrecila izstrelitev rakete,
kakrsno so nameravali uporabiti. Dokler niso ugotovili vzroka za napako,
so zadrzali izstrelitve. Tako se je izstrelitev Rosette zakasnila. Zato so
izbrali komet 67P /Curjumov-Gerasimenko, ki je vecji od kometa Wirtanen,
in prilagodili dele nacrta.

67P je komet iz Jupitrove druzine, ki se mu je zaradi vpliva Jupitra
in asteroidov v pasu med Marsom in Jupitrom perihelij, to je najmanjsa
razdalja, do katere se je priblizal Soncu, s ¢asom manjsal. Po letu 1959 pa se
je tirnica ustalila. Komet je periodi¢en z obhodnim ¢asom 6,55 leta. Njegov
vrtljaj traja 12,4 ure. Giblje se po elipsi z veliko polosjo a = 3,463 a.e.
in ekscentri¢nostjo ¢ = 0,641 (astronomska enota, a.e., je priblizno enaka
povpreéni oddaljenosti Zemlje od Sonca). Perihelij meri 7y, = a(l —¢) =
1,243 a.e., in afelij, to je najvecja razdalja, ryeks = a(l +¢) = 5,683 a.e.
Masa je 10'3 kg. Komet je nepravilne oblike s prostornino 21,3 km? in
povprecno gostoto 470 kg/m? (slika 1).

Slika 1. Komet Curjumov-Gerasimenko. Svetlana Gerasimenko je na Astrofizikalnem
institutu v Almi Ati posnela fotografije nekega kometa. Klim Curjumov je po vrnitvi v
Kijev leta 1969 ugotovil, da gre za nov komet in ne za tistega, ki so ga Zzeleli opazovati.
Potem so novi komet zasledili tudi z velikimi teleskopi. Komet ima nenavadno obliko.
Po eni od domnev je nastal, ko sta se spojili dve telesi. Za manjSega navajajo okvirne
razseznosti 2,5 km krat 2,5 km krat 2,0 km, za vecjega pa 4,1 km krat 3,2 km krat
1,3 km (a). Ceprav je komet Se precej dale¢ od perihelija, je mogoce opazovati, kako iz
nekaterih delov odparevajo curki plinov in delcev prahu (b). Naredili so zemljevid povrsja
kometnega jedra in predelom dali imena iz egipcanske mitologije.
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Na obisku pri kometu
Rosetta in Philae

Na sondi Rosetta sistem za prenos podatkov sestavljajo premic¢na 2,2-metrska
paraboloidna antena, nepremi¢na 0,8-metrska paraboloidna antena in dve
neusmerjeni anteni. Na sondi je 24 parov motorjev s potiskom po 10 new-
tonov, od teh §tirje pari delujejo v sunkih. Silicijeve son¢ne celice s po-
vr$ino 64 m? v ugodnih razmerah dajejo mo¢ 1500 W (slika 2a) [11]. V
mirovanju potrebujejo naprave le 400 W. Presezno energijo hranijo stiri
nikelj-kadmijeve baterije po 10 Ah. Grelniki skrbijo, da se merilniki prevec¢
ne ohladijo. Masa sonde je ob izstrelitvi merila 2900 kilogramov vklju¢no
s pristajalnikom Philae z maso 100 kilogramov. Na voljo je bilo 1719 kg
goriva in oksidacijske snovi.

Slika 2. Sonda Rosetta (a) [11] in pristajalnik Philae (b) [12]. Imena so duhovita. Kamen
iz Rosette so nasli med Napoleonovim pohodom v Egipt blizu kraja Rosette (Rashid). Na
kamnu je bila izklesana uredba iz leta 196 pr. n. st. v hieroglifih in demotski ter grski
pisavi. To je bilo v pomo¢ pri razvozlavanju hieroglifov. Na enem od otockov Philae
(File) v Nilu je bil na obelisku napis v dveh pisavah, ki je imel podobno vlogo. Tempelj
so z otocka zaradi starega asuanskega jezu preselili na bliznji otok Agilkia (ti otoki lezijo
pod novim asuanskim jezom). Po javnem natecaju je ESA tako imenovala nacrtovani kraj
pristanka. Novi kraj pristanka nima imena.

Sonda Rosetta nosi dvanajst merilnikov. Polovica jih zaznava elektro-
magnetno valovanje. Ultravijoli¢ni spektrograf meri delez zlahtnih plinov,
po katerem je mogoce sklepati, kaj se je v preteklosti dogajalo s snovjo.
Posebna kamera omogoca slikanje v vidni in infrardeci svetlobi. Drugi spek-
trometer daje slike v vidni in infrardec¢i svetlobi. Mikrovalovni merilnik
ugotavlja delez in temperaturo hlapnih snovi. Radar raziskuje globlje pla-
sti kometnega jedra z valovi s pristajalnika. Merilnik za raziskovanje jedra
in bliznjih delov kome izkoris¢a radijske valove, sicer namenjene prenosu
sporocil.

Druga polovica merilnikov zaznava delce. Magnetni masni spektrome-
ter zaznava ione in nevtralne delce. Mikroskop na atomsko silo otipa delce
prahu, ki se naberejo na silicijevi plos¢ici. Analizator mase ugotavlja se-
stavo delcev prahu po obstreljevanju z indijevimi ioni. Drug analizator z
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merjenjem sipalnega preseka svetlobe ter gibalne koli¢ine, hitrosti in mase
zaznava delce prahu. Merilnik plazme ugotavlja delce v sonénem vetru.

V pristajalniku Philae je pod delom z merilniki mehanizem za prista-
janje, ki ga sestavljajo kardanski zglob, dusilniki, ogrodje in tri noge (slika
2b) [12]. Ob dotiku naj bi se sprozili harpuni in pristajalnik zasidrali na ko-
metu. Enako vlogo naj bi imeli ledni vijaki, ki bi se privili v led kometnega
jedra. Ob pristanku naj bi reakcijski motor deloval s silo proti kometu.

V pristajalniku je devet merilnikov. Spektrometer po rentgenskem se-
vanju, ki ga sprozijo delci « iz radioaktivnega izvira, ugotavlja elemente
na povrsju jedra. Drugi merilnik zdruzuje plinski kromatograf in masni
spektrometer na ¢as preleta in ugotavlja elemente v komi. Merilnik meri
deleze obstojnih izotopov v komi. Merilnik s sedmimi enakimi kamerami za
panoramsko slikanje povrsja s polprevodniskimi slikovnimi napravami CCD
vsebuje Se opti¢ni mikroskop in infrardeci spektrometer ter zaznava sestavo,
zgradbo in odbojnost vzorcev s povr§ja. Kamera CCD med spusScanjem
proti kometu snema povrsje z visoko loc¢ljivostjo. Radar ugotavlja notranjo
zgradbo jedra. Vetnamenski senzorji dajejo podatke o toplotni prevodnosti
ter o gostoti in drugih mehanicnih lastnostih povrsja in plasti tik pod njim.
Magnetometer in merilnik plazme ugotavljata magnetno polje in delovanje
son¢nega vetra. Merilnik na tri nacine z zvokom preiskuje lastnosti povrsja
in prahu na njem. Sveder daje vzorce do globine 23 cm in jih posreduje de-
setim pecicam za srednjo in Sestnajstim za visoko temperaturo ter drugim
merilnikom.

Od 21 merilnikov je tri prispevala NASA, pri drugih pa so sodelovale raz-
iskovalne ustanove iz Kanade in evropskih drzav: Anglije, Avstrije, Belgije,
Finske, Francije, Irske, Italije, Madzarske, Nemcije, Nizozemske, Poljske,
Spanije in Svice. Delovanje sonde nadzorujejo iz Evropskega centra za ve-
soljske operacije ESOC v Darmstadtu v Nemciji. Za zbiranje, shranjevanje
in razsSirjanje podatkov skrbi Evropski vesoljski astronomski center ESAC
v Villanuevi de la Canada blizu Madrida. Podvig je stal okoli milijarde
in tristo milijonov evrov. V njem je sodelovalo ali sodeluje okoli dva tiso¢
strokovnjakov.

Pot

Drugega marca 2004 so z izstrelis¢a v Francoski Gvajani izstrelili nosilno ra-
keto Ariane 5G. Zadnja stopnja se je najprej gibala po tirnici okoli Zemlje.
Potem so jo pospesili do ubezne hitrosti in usmerili na tirnico okoli Sonca,
nato se je od nje locila sonda. Maja so sondo preusmerili proti kometu.
Marca 2005 je sonda ob prvem obletu Zemlje z gravitacijsko pomoéjo (gra-
vitational assist) dobila dodatno hitrost. Februarja 2007 se je to ponovilo
ob obletu Marsa.
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Na obisku pri kometu

Novembra 2007 je sledil drugi oblet Zemlje s hitrostjo 12,5 km/s (ubezna
hitrost z Zemlje je 11,2 km/s). Tedaj so nekateri opazovalci z Zemlje sondo
zmotno imeli za asteroid. Nato je sonda letela mimo asteroida 22867 Steins
iz pasu asteroidov. Novembra 2009 je Se tretji¢ obletela Zemljo s hitrostjo
13,3 km/s. Julija 2010 je letela mimo velikega asteroida 21 Lutetia iz pasu
asteroidov. Ob obletih so preizkusili delovanje nekaterih merilnikov in po-
sneli zanimive slike teles, mimo katerih je sonda letela. Sicer so merilniki
pocivali. Sonda je dohitela komet 6. avgusta 2014 v oddaljenosti 3,7 a.e. od
Sonca. Motorji so hitrost glede na komet od 775 m/s zmanjsali na 7,9 m/s.
Sonda se je postopno priblizala kometu na 100 km in nato na 50 km. Na-
posled se je zacela gibati okoli kometa kot njegov satelit. Zdaj se giblje v
oddaljenosti okoli 10 km.

Ze to je bil dosezek. Po ve¢ milijard kilometrov dolgi in skoraj enajst
let trajajoci poti so sondo pripeljali tja, kamor naj bi po nacrtih prispela.
Pred izstrelitvijo so tirnico kometa poznali le na sto kilometrov natanéno.
Sondo so usmerjali z motorji, ki so jih vkljucevali po ukazih z Zemlje. Ukaz
je nazadnje do sonde potoval 28 minut. Toliko potuje tudi porocilo s sonde.

Pristanek

Dvanajstega novembra, ko je bil komet 3 a.e. oddaljen od Sonca, se je pri-
stajalnik locil od sonde, se zacel spuscati proti kometu in ga v sedmih urah
dosegel. Nazadnje naj bi se spuséal s hitrostjo okoli 1 m/s, kolikor navajajo
za ubezno hitrost s kometa v modelskih ra¢unih. Komet ima zelo nepravilno
obliko in njegovo gravitacijsko polje izrazito odstopa od krogelne simetrije
(slika 3).

Ob spustu se je pristajalnik jedra kometa dotaknil na predvidenem kraju.
Vendar je bil dotik bolj rahel, kot so predvideli, in harpuni nista delovali.
Za motor, ki naj bi deloval proti jedru, so ze prej ugotovili, da je pokvarjen.
Kaze tudi, da je bil led zelo trd in ledni vijaki niso prijeli. Pristajalnik se
je odbil s hitrostjo 0,38 m/s. Navajajo, da bi odletel v vesolje, ¢e bi hitrost
dosegla 0,44 m/s, kolikor naj bi merila ubezna hitrost na kraju dotika. Po
uri in 51 minutah je pristajalnik padel nazaj na komet. Se enkrat se je odbil
s hitrostjo 0,03 m/s in zZe po slabih 6 minutah padel nazaj. Obmiroval je na
kraju, ki ga niso predvideli. V konéni legi sonc¢ne celice lezijo v senci in ne
morejo poganjati merilnikov. Ti so delovali le 57 ur, dokler se niso izpraznile
baterije. Nadejajo se, da bodo soncne celice dobile dovolj svetlobe, ko se
bo komet priblizal periheliju 13. avgusta, in bodo merilniki na pristajalniku
zopet delovali.
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Slika 3. Okvirna risba kaze lego teles v Osonéju na njihovih tirnicah ob istrelitvi marca
2004 (levo), ob prihodu sonde v blizino kometa maja 2014 (sredina) in ob koncu misije
decembra 2015 (desno) [11].

Rezultati z Rosette

Tezave pri pristanku Philae niso zavrle raziskovanj. Glavno delo naj bi
tako ali tako opravili merilniki na Rosetti. Predvidevajo, da bo delovala do
decembra 2015, ko bo spremljala komet na poti okoli Sonca. Podatke me-
rilnikov na Rosetti so Ze obdelali in prve rezultate objavili [3-12]. Podatke
merilnikov s Philae Se obdelujejo.

Posnetki kazejo, da sestavljata jedro dva dela, ki ju povezuje ozek vrat.
V vedji razdalji od Sonca kot 3 a.e. izhajajo curki plina in prahu v glavnem
iz vratu. Jedro izgublja snov s sublimacijo in z izbruhi zaradi naraslega
tlaka v notranjosti [8]. Ni jasno, ali je jedro nastalo s trkom in spojitvijo
dveh teles ali z odparevanjem snovi z vecjega telesa. Med oddaljenostma od
Sonca od 3,4 do 3,6 a.e. je jedro zapustilo 35 zrnc prahu z maso med 10~7
in 107* g in 48 zrn z maso od 0,01 in 10 g. Ugotovili so, da je v povprecju
za osvetljeni del povr§ja razmerje med tokovoma prahu in plina okoli 4 [7].
Jedro obkroza oblak kep, od katerih imajo najvecje premer okoli meter.
Najbrz so preostale od prejsnjega perihelija. Povpreéna gostota jedra je
precej manj$a od pri¢akovane gostote ledu in prahu od 1500 in 2000 kg/m?3.
Jedro je torej precej luknjicavo.

Opazovali so, kako nastane magnetosfera, ko se komet bliza Soncu. Spo-
cetka gre sonc¢ni veter nemoteno skozi zelo redko komo. Z odparevanjem
koma postaja vse gostejSa. Sonc¢na ultravijolicna svetloba in tudi delci soné-
nega vetra ionizirajo molekule v njej. Gostejsi prevodni plin za¢ne odbijati
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Slika 4. Kamera z Rosette je spremljala spus¢anje pristajalnika Philae. Na posnetku
po odboju ob 15:43 je mogoce videti sledi treh nog. Tretji¢ je pristajalnik pristal na
neznanem kraju. Sonce osvetli dele kometa samo kratek ¢as in kamera lahko naredi dober
posnetek le, ¢e je sonda na pravem kraju. S tezavo so prepoznali 30 m §irok in 350 m dolg
pas, na katerem je pristajalnik. — Na spletu je mogoce dobiti veliko zapisov in fotografij v
Googlu na Rosetta Mission. Na Comet 67P Churyumov-Gerasimenko € The Rosetta . ..
je mogoce izvedeti trenutni oddaljenost kometa in hitrost. Nekateri podatki med seboj
niso usklajeni. ESA/Rosetta.

sonéni veter. V razdalji od Sonca okoli 3,3 a.e. magnetno polje kometa dobi
mejo in nastane magnetosfera [2]. Magnetno polje kometa niha z nihajnim
¢asom od 20 do 25 s.

Na posnetkih je mogoce na povrsju jedra videti veliko razliénih tvorb, ki
so najbrz nastale z neenakomernim odparevanjem. Povr§je jedra zapuscajo
tudi vecji kosi [6]. Masni spektrometer je za razmerje med devterijem, tez-
jim izotopom vodika, in lazjim navadnim izotopom vodika v atmosferi dal
(5,3 +£0,7) - 107%. To je precej ve¢ od povprecnega razmerja na Zemlji
1,5-107%. Po tem sklepajo, da vode na Zemljo niso prinesli kometi, vsaj ne
kometi iz Jupitrove druzine [10]. Morda so jo prinesli asteroidi.

Spektrometer je izmeril sestavo kome. Najve¢ je vode ter ogljikovega
monoksida in dioksida. Sestava pa se spreminja v odvisnosti od vrtenja ko-
metnega jedra in od oddaljenosti od Sonca. To kaze na zapleteno odvisnost
kome od jedra, za katero utegne biti odloc¢ilna razlika temperatur na povrsju
in tik pod njim [1]. Pomembno vlogo ima prehod toplote in sublimacija ledu.
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Z mikrovalovi z valovno dolzino 0,5 mm in 1,6 mm so ugotovili, da je je-
dro najprej vsako sekundo izgubilo 0,3 kg, avgusta pa ze 1,2 kg snovi. Tok
plinov in prasnih delcev se periodi¢no spreminja tudi zaradi vrtenja jedra.
Temperatura tik pod povrsjem se spreminja z oddaljenostjo od Sonca in za-
radi vrtenja jedra [5]. Po izkusnjah z drugimi kometi se pojavita izrazitejsa
repa kak mesec pred perihelijem. Delci medplanetnega prahu, ki padajo na
Zemljo, verjetno izvirajo iz kometov.

Jedro kometa je zelo trdo in ga sestavlja led in meSanica ledu in prahu.
Na nekaterih mestih ga pokriva do 20 cm debela plast prahu. Za tem-
peraturo navajajo za zdaj od —68 °C do —43 °C. Zaznali so vodno paro,
ogljikov oksid in dioksid, amoniak, metan, metanol, natrij, magnezij. Po-
vr§je kometa je temno in suho. Albedo je 0,06. Na povrsju ni vodnega ledu,
a ga je obilo v notranjosti. Temno povrsje vsebuje Zelezov sulfid in veliko
spojin z ogljikom.

Nekaj racunov

Ceprav gravitacijsko polje jedra ni krogelno simetriéno, naredimo nekaj pre-
prostih racunov za krogelno simetrijo. Za maso kometa vzamemo M =
10" kg in za gostoto p = 470 kg/m3. Prostornina homogene krogle je
V = 4nrd/3 in polmer 7y = (3M/47rp)1/3: 1,72 km. Tezni pospesek na po-
vi§ju je g = GM/r¢ = 2,25 - 10~ m/s? in ubezna hitrost v, = /2GM /ro=
0,881 m/s. Pri tem je G = 6,67 - 1071* m3/(kgs?) gravitacijska konstanta.
Taki rac¢uni imajo le omejen pomen, ker se oblika kometa mocno razlikuje
od krogle, pa Se porazdelitev mase ni znana.

Iz zveze w?R = GM/R s kotno hitrostjo w = 27 /T dobimo za obhodni
¢as T sonde v razdalji R = 10 km od kometa T' = 27 /w = 27/ R3/GM =
2,43 -10° s = 67,6 ure. Koma bo s ¢asom postajala gostejsa, zaradi ¢esar
bodo razdaljo povecali na 30 km. Obhodni ¢as se bo povecal na 14,6 dneva.
14. februarja je sonda letela mimo jedra kometa v razdalji 6 km.

Vklju¢imo v racun Se cas. V gravitacijskem polju kometa je na enoto
mase pristajalnika prerac¢unana polna energija:

02— GM/r = —GM/R,,. (1)
R,, je skrajna oddaljenost, ki jo doseze pristajalnik. Ce se pristajalnik v
radialni smeri odbije od povrsja kometa s hitrostjo vg, manjSo od ubezne
hitrosti v,, velja:

vg —2GM/rg = —2GM/R,, in Ry, =2GM/(v:—v3).
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V enac¢bo (1) vstavimo v = dr/dt in po nekaj korakih dobimo zvezo:

/ﬂdw/m:t/T z x=r/Ry, in 7=+/R3/2GM.

Z novo spremenljivko © = /1 — z integral prevedemo v —2 [ /1 — u?du in
dobimo za ¢as dviganja s povrsja krogle:

t:T(\/m—FaI'CSiDM) s @ =r0/Rm.

Vzemimo, da se pristajalnik odbije s hitrostjo vg = 0,6 m/s. Pri ubezni
hitrosti v, = 0,88 m/s da to R,, = 3220 m in 7 = 5000 s = 1,39 ure. Z
xo = 1720/3220 = 0,534 je nazadnje cas dviganja 1,25-1,39 = 1, 74 ure. Cas
spuscanja je enak, tako da dobimo, da odboj pristajalnika traja 3,48 ure.
To kaze primerjati s ¢asom 1 ure in 51 minut = 1,85 ure. Po tem sklepamo,
da rac¢un ni veliko vreden. V tem okviru si ni mogoce zamisliti podatkov,
s katerimi bi se priblizali trajanju 1,85 ure pri ubezni hitrosti 0,44 m/s in
hitrosti odboja 0,38 m/s.
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NOVE KNJIGE

Satyan L. Devadoss, Joseph O’Rourke: Discrete and Computatio-
nal Geometry, Princeton University Press, Princeton and Oxford,
2011, 255 strani.

Diskretna geometrija je otrok
XX. stoletja, rac¢unska geome-
trija pa 1970-ih let. »Diskre-
tna« geometrija se osredotoca
na konéne mnozice tock, premic,

DISCRETE anxo COMPUTATIONAL

GEOMETRY

trikotnikov in drugih geometrij-

skih objektov, drugace kakor ;és;\
»zvezna« geometrija, ki obrav- ;7»"7\\‘&‘7(‘\9\
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nava npr. gladke ploskve. IS SESARN
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ske geometrije sta tesno pove- R 7

zani, in vsak napredek na enem
od njiju prinese napredek na
drugem. Prvo pripada ¢isti ma-
tematiki, drugo aplikativni sme-
ri v ra¢unalniski znanosti. Iz
Stevilnih interakcij med njima
je zrasla nova disciplina, ki po- SATYAN L. DEVADOSS
meni idealen most med mate- JOSEPH O’'ROURKE
matiko in racunalniSko znano-
stjo. Knjiga je nastala prav iz

zelje, premostiti vrzel med njima.

V skladu s tem ciljem so v knjigi (razdeljeni na sedem poglavij: 1. Poli-
goni, 2. Konveksne lupine, 3. Triangulacije, 4. Voronoievi diagrami, 5. Kri-
vulje, 6. Poliedri, 7. Konfiguracijski prostori) uravnotezeno zastopani izreki
in algoritmi. Ker gre za knjigo o geometriji, predstavljeni algoritmi ne te-
meljijo na sofisticiranih programerskih trikih, ampak na jasni geometrijski
intuiciji, zato so lahko razumljivo opisani brez uporabe kakrsnegakoli poseb-
nega programskega jezika in celo brez psevdokode, tako da za branje knjige
ni treba nobenega programerskega predznanja.

V knjigi so Stevilni dokazi pomembnih izrekov. Tako je npr. dokazana
poligonska verzija » Jordanovega izreka o krivulji«, pa tudi poliedrska razli-
cica Gauss-Bonnetovega izreka [ KdA = 2mx(S), ki vzporeja »globalne« in
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»lokalne« lastnosti ploskve (zajete v »topoloskem« konceptu Eulerjeve ka-
rakteristike x(S) in v »metri¢nem« konceptu Gaussove ukrivljenosti K plo-
skve S v vsaki njeni tocki). Dostikrat so omenjene tudi posplositve izrekov
na visje dimenzije. Da bi bil » matemati¢ni del« dostopnejsi tudi studentom
racunalnistva, so nekateri dokazi le skicirani. Vsako v knjigi obravnavano
podrocje je predstavljeno tudi v kontekstu aplikacij, ki so pogosto pred-
stavljale prvotno motivacijo za njegovo raziskovanje. Predstavljeni so tudi
nekateri zanimivejsi problemi (kot npr. znani Kleejev » Problem umetnostne
galerije« o minimalnem Stevilu strazarjev, ki lahko nadzorujejo galerijo dane
poligonske oblike).

Avtorja v predgovoru programsko deklarirata trditev, na katero vcasih
pretirano »algebraizirana« sodobna matematika rada pozablja: Geometrija
potrebuje slike! Stevilne barvne ilustracije resniéno naredijo knjigo veliko
lazje berljivo in olajsajo razumevanje. Jezik razlage je pomensko bogat
in obenem nazoren, veliko je vzporejanj in komparacij. Tako npr. avtorja
primerjata vlogo poligonov v geometriji z vlogo celih Stevil v numeri¢ni
matematiki: v obeh primerih gre za diskretno mnozico v univerzumu vseh
moznosti, ki omogoc¢a ucinovito rac¢unanje, in triangulacije so za poligone
priblizno to, kar je za cela Stevila njihova faktorizacija na prafaktorje (¢eprav
triangulacije niso enoli¢ne).

V knjigi je veliko vaj oziroma nalog, in ker gre za relativno novo po-
drocje, so omenjeni tudi Stevilni nereSeni problemi. Tako je npr. problem
karakterizacije »tetraedrizabilnih« poliedrov (tj. razdeljivih na tetraedre s
paroma disjunktnimi notranjostmi) Se vedno neresen.

V knjigi najdemo veliko zanimivih geometrijskih in kombinatori¢nih re-
zultatov, npr. formulo %|S(z;y,-1 — ;-1y;)| za ploiéino poligona z oglisci
(x4,y;) in formulo za Stevilo triangulacij konveksnega (n + 2)-kotnika, ki je
enako n-temu Catalanovemu stevilu C,. Eno klju¢nih orodij pri raziskavi
triangulacij je t. i. »flip graph«; njegova vozlisca so triangulacije dane konéne
mnozice tock v ravnini, dve triangulaciji pa sta »sosednji«, ce se razliku-
jeta le v izboru diagonale AC ali BD, ki »triangulira« neki ¢etverokotnik
ABCD.

Avtorja pokazeta, da je mogoce problem iskanja konveksne ogrinjace
diskretne mnozice tock v ravnini resiti z razlicnimi algoritmi, da pa niso vsi
enako dobri, saj se le eden od njih (osnovan na metodi »deli in vladaj«)
da posplositi tudi na analogni tridimenzionalni problem. V Dodatku pred-
stavita tudi osnove ocenjevanja ra¢unske zahtevnosti algoritmov in razlo-
zita osnovne koncepte, kot so npr. logaritemska, polinomska in eksponentna
kompleksnost, NP-polni in NP-tezki problemi.
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Nove knjige

Glavna odlika knjige je preplet teorije in prakse. Tako npr. definiciji
Voronoievega diagrama, ki za vsako toc¢ko ravnine nazorno prikaze, kateri
izmed konénega Stevila tock v tej ravnini je najblizja, sledi tudi razlaga nje-
gove algoritmicne konstrukcije, pa tudi njegove povezanosti z Delaunayevimi
triangulacijami in konveksnimi ogrinjacami v treh dimenzijah. Podobno je
v poglavju o krivuljah pojasnjena globoka zveza med »problemom skrajse-
vanja krivulj« in Poincaréjevo domnevo.

Bolj »matematiki naklonjenemu« bralcu bo ugajala obravnava izrekov,
kot je npr. » Cauchyjev izrek o rigidnosti, ki pravi, da sta poljubna dva kon-
veksna poliedra, ki sta kombinatoriéno ekvivalentna in imata skladna lica,
tudi kongruentna (tj. imata skladna lica enako razporejena okrog vsakega
oglis¢a, in vsi diedrski koti ob ustrezajoc¢ih si robovih teh dveh poliedrov
so enaki). Prav tako mu bo zanimiva matemati¢na obravnava razliénih
»konfiguracijskih prostorov«. Tako ima npr. poligon, translatiran in roti-
ran v trirazseznem prostoru, Sest prostostnih stopenj, njegov konfiguracijski
prostor pa je R? x SO(3), kjer je SO(3) posebna ortogonalna grupa. Bolj
»ra¢unalnis§tvu naklonjenega« bralca pa bo pritegnila obravnava gibanja
robotske roke, modeliranega z ustreznim »konfiguracijskim prostorom« od-
prte poligonske verige. Avtorja nimata pomislekov bralcu v osnovnih obrisih
predstaviti Se zahtevnejSe problemske sklope, kot je npr. dolocitev konfigu-
racijskega prostra sklenjene poligonske verige (tako se npr. izkaze, da je
konfiguracijski prostor sklenjene ravninske verige s Stirimi fiksiranimi dolzi-
nami stranic ter fiksiranima oglis¢ema A in B ter gibljivima oglis¢ema C' in
D krog!), ali celo dolocitev konfiguracijskega prostora delcev na intervalu,
katerih polozaji lahko v dolo¢enih trenutkih sovpadejo.

Na koncu vsakega poglavja so tudi reference in kratek opis, kaj lahko
najdemo v njih. Tudi v tem smislu je knjiga zelo prijazna do Studenta, ki bi
ga veselilo nadaljnje raziskovanje na tem podrocju in ki sam (bodisi zaradi
nepoznavanja podrocja bodisi zaradi nevescosti pri iskanju virov) morda ne
bi mogel tako hitro ali zlahka najti relevantne literature ali spletnih virov.

Sklepna misel: knjiga bralcu pomaga spoznati osnove osrednjih podrocij
hitro razvijajocega se, zelo zanimivega in mnogostransko uporabnega po-
drocja diskretne in racunske geometrije. Razblini tudi sleherni morebitni
preostanek predsodka, da sta »cista« in »uporabna« matematika loc¢eni di-
sciplini. Razumevanje, da je sodelovanje med obema nujno in plodno, je
eden od naukov te knjige, ki si ga je vredno zapomniti, ko pozabimo vse
drugo.

Juryy Kovic¢
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Osnove fizike — Mehanika, termodinamika in molekularna fizika

Joze Peternelj in Tomaz Kranjc, Osnove fizike — Mehanika, termo-
dinamika in molekularna fizika; Univerza v Ljubljani, Fakulteta za
gradbenistvo in geodezijo, 2014, 487 str.

Joze Peternelj je profesor fizike
na Fakulteti za gradbenistvo in
geodezijo v Ljubljani. Tomaz Joze Peternelj Toma Kranjc
Kranjc predava razlicne pred-
mete s podrocja fizike na Peda-

G  0SNOVE FIZIKE

MEHANIKA, TERMODINAMIKA IN MOLEKULARNA FIZIKA

Fakulteti za matematiko, nara-
voslovje in informacijske tehno-
logije (FAMNIT Koper) ter na
Pedagoski fakulteti v Kopru.

Knjiga je nastala na podlagi
predavanj osnovnega teCaja fi-
zike. Obravnava osnovna po-
drocja fizike: mehaniko, termo-
dinamiko in molekularno fiziko
ter valovanje v 17 poglavjih, ki
so razdeljena Se na podpoglavja.
Vsako poglavje se za¢ne z opre-
delitvami fizikalnih koli¢in ter njihovih povezav, ki jih dopolnjujejo tudi
ustrezni graficni prikazi. Fizikalni zakoni so vedno zapisani z besedami in
enacbami, dodan jim je obsezen komentar, ki opredeli pomen in uporabo
teh zakonov. V vsakem poglavju so navedeni reSeni primeri z obrazlozi-
tvijo, zakaj je bila uporabljena dolocena povezava med koli¢inami oziroma
kaj vse lahko zanemarimo. Klasi¢nim primerom, ki jih najdemo tudi v
drugih u¢benikih osnov fizike, so dodani e manj znani primeri, s katerimi
avtorja prikazeta, kako navedene zakone uporabimo pri reSevanju proble-
mov, vzpodbujata bralce k razmisleku in dajeta namige za reSevanje po-
dobnih problemov. Natisnjeni so na svetlo sivi podlagi, tako da jih bralec,
ki utrjuje le teoreticne osnove, lahko preskoci. Knjiga ne vsebuje dodatnih
nereSenih nalog za utrjevanje in ponavljanje snovi.

Ker je knjiga obsezna, bomo pri posameznih poglavjih omenili le poseb-
nosti in zanimive primere oziroma navedli le obravnavane teme.

V prvem poglavju, Kinematika, avtorja najprej obravnavata gibanje
tockastega telesa. Celotno poglavje ima 11 reSenih primerov s komentarji.
Med zanimivejSimi primeri so: merjenje hitrosti izstrelka, padanja dezne
kaplje in dolocitev tira gibanja toCkastega delca s pospeskom d = ¥ X c
v ravnini, ki je pravokotna na konstanten vektor C_", kar omogoca avtor-
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jema, da ze pri kinematiki obravnavata tudi gibanje naelektrenega delca v
homogenem magnetnem polju.

V drugem poglavju Newtonovi zakoni in osnove dinamike, ki obrav-
nava Newtonove zakone, so zanimivi primeri: padanje kroglice v glicerinu,
bungee jumping, padanje kroglice z visokega stolpa, ki lezi na ekvatorju. Na
koncu je dodan Se kratek izsek iz dela Galilea Galileja o relativnosti gibanja.

Vsebini tretjega in cetrtega poglavja, Gibalna koli¢ina in Navor in
gibanje togega telesa, opredelita ze naslova. Navedimo le zanimiva pri-
mera iz Cetrtega poglavja, ki se med seboj dopolnjujeta:

1. V preteklosti se je Luna vrtela okrog svoje osi precej hitreje kakor danes,
ko je kotna hitrost vrtenja Lune enaka njeni kotni hitrosti pri krozenju
okrog Zemlje. Ali je to posledica gravitacijskih privlaénih sil, s katerimi
Zemlja deluje na Luno? (Primer 3, stran 90.)

2. Cisto za konec pa premislimo ge o naslednji trditvi. Zaradi medsebojnih
plimskih sil se vrtilni koli¢ini Zemlje in Lune okoli njunih osi zmanjsu-
jeta, zato njuna oddaljenost narasca, kar smo zZe omenili v enem od
prejsnjih primerov. Poskusimo najti razlago s pomocjo zakona o ohra-
nitvi vrtilne koli¢ine. (Primer 15, stran 113.)

Tudi iz petega poglavja Delo in energija navedimo le primer:

S koliksno mocjo vrti kolesar pedale kolesa pri voznji v klanec z naklon-
skim kotom ¢ = 10°, ¢e je njegova hitrost ves ¢as enaka v = 10m/s? Skupna
masa kolesarja in kolesa je m = 65kg. Upostevaj zracni upor! (Primer 9 na
strani 134.)

Sesto poglavje, Newtonov gravitacijski zakon, poleg klasi¢nih tem
nekoliko obsSirneje, kot je to v drugih uébenikih, obravnava plimske sile na
Zemlji ter tire satelitov in planetov, kjer so navedeni podatki o gibanju
planetov in nekaterih umetnih satelitov. Na koncu poglavja je omenjeno Se
Sirjenje vesolja, dodani sta tudi dve zgodovinski opazki.

Poglavje Nihanje predstavimo z dvema primeroma:

1. Na lahkih vilicah z dolzino [ je z lahkimi naperami pritrjeno kolo z maso
m in polmerom R (slika 1). Drugi konec vilic je pritrjen na vodoravno
os, okoli katere se vilice lahko vrtijo brez trenja. Nihalo izmaknemo iz
ravnovesne lege za majhen kot ¢g in spustimo. Doloé¢i nihajni ¢as, kotni
pospesek v trenutku, ko nihalo spustimo, in kotno hitrost, ko gre nihalo
skozi ravnovesno lego. Pri tem upostevaj, da (a) v lezaju C kolesa ni
trenja in (b) da je trenje v lezaju C tako veliko, da se vilice in kolo
gibljejo kot togo telo.
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2. Kakor je porocal Lord Kelvin, je zepna ura Archibalda Smitha iz Jor-
danhilla, ki jo je dobil kot priznanje za svoje delo Deviations of Compass
in Iron Ships, v 1299 sekundah prehitela za eno sekundo, ce je lezala
na gladki vodoravni podlagi, prepuscena sama sebi. Razlozi, zakaj gre
ura hitreje, ¢e lezi na gladki vodoravni podlagi, kakor ce je fiksirana.
Trenje med podlago in uro zanemarimo (slika 2).

\\A

Slika 1. Nihanje kolesa. Slika 2. Ura na gladki podlagi.

Poglavje se konca s tremi mislimi Isaaca Newtona.

V poglavju Mehanske lastnosti snovi omenimo primer, ki je zanimiv
predvsem zato, ker se danes s sondami da potopiti precej globoko:

Za koliko odstotkov je gostota vode v globini 4km veéja od gostote
na gladini? Stisljivost vode je 4,5 - 10719 m?/N, gostota na gladini pa
priblizno py = 10% kg/m3. Kolikéna je gostota elasti¢ne energije na tej
globini? (Primer 5, stran 237.)

Obravnava snovi v poglavjih Trki teles, Zgradba snovi, Toplota in
Viskoznost je klasi¢na. V poglavju Toplota je naslednji primer:

Epruveto z dolzino L = 20 cm in stalnim prec¢nim presekom S obrnemo
z odprtim koncem navzdol in jo pocasi potopimo v vodo do take globine,
da zrak v njej zapolnjuje polovico prostornine epruvete (slika 3). Za koliko
moramo Se potopiti epruveto, da se viSina zracnega stolpca v njej zmanjsa
za 1mm? Temperatura zraka in vode je enaka. Zunanji zracni tlak je
po = 1bar. (Primer 3, stran 283.)

V poglavju Termodinamski procesi obravnavata avtorja hladilne in
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Slika 3. Ko potopimo epruveto v vodo (pri ves ¢as enaki temperaturi), se tlak zraka v
epruveti poveca, prostornina pa zmanjsa.

toplotne ¢rpalke, toplotne stroje v praksi, naravo ireverzibilnosti in entro-
pijo. Ker se veliko govori o moznosti zZivljenja na Luni, navedimo Se primer:

Prvi naseljenci na Luni bodo imeli poleg drugih tezav tudi tezave z
vzdrzevanjem primerne temperature v bivalnih prostorih. Vzemimo, da je
povpreéna dnevna temperatura na Luni +100 °C, povpreéna nocna tem-
peratura pa —100 °C in da je toplotni tok skozi stene tipi¢nega bivalisca
podan z enacbo

dQ/dt = 0,5kWK™! . AT,

kjer je AT temperaturna razlika med eno in drugo stranjo sten. Naseljenci
vzdrzujejo v bivalnih prostorih stalno temperaturo +20 °C s pomocjo re-
verzibilnih Carnotovih strojev. S koliksno moc¢jo morajo poganjati stroje a)
podnevi in b) ponoci?

Poglavja Fazne spremembe, Povrsinski pojavi in Prevajanje to-
plote imajo zopet klasi¢no vsebino, vendar vsebujejo nekaj zanimivih rese-
nih problemov z obseznimi komentarji.

Zadnje poglavije Valovanje je najobseznejSe in obravnava razli¢ne vrste
valovanj. Navedimo dva primera, ki se lahko povezujeta s problemi nekaterih
voznikov:
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1. Akusti¢ni radar deluje na enak nac¢in kakor obic¢ajni radar, le da upo-
rablja namesto elektromagnetnega valovanja zvo¢no valovanje (slika 4).
Doloéi hitrost vozila na osnovi izmerjene frekvence zvocénega valovanja.

Radar

Slika 4. Cestni radar: avtomobil vozi v smeri zveznice z radarjem.

2. Doloci hitrost avtomobila na osnovi izmerjene frekvence zvocnega valo-
vanja za primer na sliki 5.

Radar

m

Slika 5. Avtomobil vozi pod kotom 6 glede na zveznico z radarjem.

Pisanje u¢benikov ni posebej hvalezno delo. Po eni strani bi avtorji radi
kar se da razumljivo razlozili osnovne principe, po drugi strani pa to privede
do debelih knjig. Avtorjema je uspelo obsezno snov predstaviti na 487 stra-
neh. Nekatere razlage so klasi¢ne, saj drugace pri razlagah osnov tudi ne gre,
druge, predvsem mehaniko in toploto ter del valovanja, avtorja temeljiteje
obdelata in opiSeta na nacin, ki sicer ni obicajen, je pa naraven. Posebna
odlika tega uc¢benika je mnozica dovolj natanéno in nazorno izdelanih slik
ter izérpnih komentarjev ob zgledih. Besedilo je skrbno izbrano in tekoce
berljivo, poglavja in podpoglavja so premisljeno razporejena in usmerjajo
bralca k vrnitvi na ta ali oni komentar ali zakon, ki je potreben za nadaljnje
razumevanje. Vsebino popestrijo tudi kratki zgodovinski dodatki. Po u¢be-
niku bi lahko posegli tudi studentje naravoslovja (posebej fizike) in drugih
tehnic¢nih fakultet, v njem pa bi naSel kaj zanimivega tudi radovedni bralec,
ki pozna osnove diferencialnega racuna.

Nada Razpet
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MEDNARODNO LETO SVETLOBE IN TEHNOLOGI1J,
POVEZANIH S SVETLOBO

Generalna skupscéina Zdruzenih narodov je na svojem 68. zasedanju leto
2015 razglasila za mednarodno leto svetlobe in tehnologij, povezanih s sve-
tlobo [1]. To naj javnost opozori na dosezke pri raziskovanju svetlobe in o
velikem pomenu dosezkov pri tem za ljudi. Tehnologije na podlagi svetlobe
dajejo upanje na vzdrzni razvoj in ponujajo Stevilne reSitve v energetiki,
izobrazevanju, kmetijstvu, prenosu podatkov in medicini.

Dejavnosti v mednarodnem letu svetlobe naj povecajo razumevanje sve-
tlobe in njene uporabe v javnosti in razsirijo zavest o velikem pomenu sve-
tlobe in njene uporabe v modernem svetu. V leto 2015 padejo tudi po-
membne obletnice, povezane z raziskovanjem svetlobe [2]:

e Knjiga o optiki Alhazena iz leta 1015;

e Opis svetlobe kot transverzalnega valovanja etra Augustina Fresnela iz
leta 1815;

e teorija elektromagnetnega valovanja Jamesa Clerka Maxwella iz leta
1865;

e zaton etra ter svetlobni kvanti in opis fotoelektri¢nega pojava z njimi iz
leta 1905 in obravnava svetlobe v kozmologiji v okviru splosne teorije
relativnosti leta 1915 Alberta Einsteina;

e odkritje vesoljskega mikrovalovnega sevanja Arna A. Penziasa in Ro-
berta W. Wilsona ter misel na svetlobne vodnike Charlesa Kaa iz leta
1965.

Abu Ali al-Hasan ibn al-Hajtam, Alhazen (965
1040), arabski naravoslovec in matematik, rojen
v Basri, je Knjigo o optiki napisal v Kairu v letih
od 1011 do 1021. Knjigo so prevedli v latinsc¢ino
in prevod natisnili v Baslu leta 1572. Knjiga je
veljala za osrednje opti¢no besedilo in je moéno
vplivala na razvoj optike. Nekateri imajo Alha-
zena za »oceta sodobne optike«. Alhazen se je
prvi odlo¢no odvrnil od zamisli, da vidimo, ker
nekaj izvira iz o¢i. S poskusi je ugotovil, da neka-
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tera telesa oddajajo svetlobo in jo druga odbijajo. Ojgr o i
Raziskal je krogelno zbiralno zrcalo, opazil sferno =~ ALHAZENT

libri feptem, nuncprimim
edii

aberacijo in ugotovil, da paraboloidno zrcalo nima
te napake. Opisal je kamero obskuro in razmi- VITELT O

THVRINGOPOLONI

sljal o nastanku senc. Lomnega zakona ni poznal,
ugotovil pa je, da razmerje med lomnim kotom in
vpadnim kotom ni konstantno. Zagotovil je, da je
hitrost svetlobe v gostejsi snovi manjsa kot v red-
kejsi. Raziskal je delovanje ocCesa, a pri tem ni bil
tako uspesen.

Augustin Fresnel (1788-1827), francoski inzenir,
je v razpravi, ki jo je leta 1815 predlozil franco-
ski akademiji, opisal poskuse s svetlobo in opozo-
ril na prednosti valovne slike pred deléno. Pred
tem je Thomas Young svetlobo pojasnil kot longi-
tudinalno valovanje, ki potuje po etru z nemerljivo
majhno gostoto tako, kot zvok potuje po zraku.
Deli zraka nihajo v smeri potovanja in po zraku
potujejo zgoscine in razredcine. Young je polariza-

cijo svetlobe pojasnil s transverzalnim valovanjem,
ki je primesano longitudinalnemu. Fresnel je razvil opis svetlobe s transver-
zalnim valovanjem etra. Ni se ustrasil tega, da lahko tako valovanje potuje
samo po trdni snovi. V obseznem delu je izracunal bliznje uklonske slike na
nacin, ki ga uporabljamo Se dandanes.

James Clerk Maxwell (1831-1879), skotski fizik, si
je prizadeval predstave Michaela Faradaya o elek-
tri¢nih in magnetnih pojavih izraziti v matematic-
nem jeziku. To mu je uspelo v korakih. Najprej
se je skliceval na podobnost elektri¢nih in magne-
tnih pojavov z mehani¢nimi in termodinamic¢nimi
pojavi. Nato je to dosegel nekoliko bolj urejeno s
podobnostjo z enim samim pojavom, kar je poeno-

tilo racunanje. Naposled je leta 1865 v Dinamicni
teoriji elektromagnetnega polja zavrgel sklicevanje
na podobnosti in vpeljal elektricno in magnetno polje kot samostojni koli-
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¢ini. S tem je optiko povezal z elektrodinamiko, medtem ko je bila dotlej
blize mehaniki.

V-E:ﬁ
€0
V-B=0
OB

E=-—

V x 5

Albert Einstein (1879-1955) je v ¢udovitem letu
1905 v ¢lanku O hevristicnem glediscéu, ki za-
deva nastanek in spremembo svetlobe uvedel sve-
tlobne kvante. Pet let prej je Max Planck poja-
snil sevanje ¢rnega telesa z zamislijo, da segreto
telo z valovanjem v votlini energijo izmenjuje
v obrokih, energijskih kvantih. Einstein je pri-
vzel, da kvanti tudi potujejo po vakuumu »ne
da bi se delili, in jih je mogoce absorbirati ali iz-
sevati samo kot celote«. Po tej poti je pojasnil
fluorescenco, fotoelektriéni pojav in ionizacijo
plinov s svetlobo. Zapisal je enacbo za energijo

elektronov, ki jih pri fotoelektriénem pojavu iz kovine izbije svetloba, v od-
visnosti od frekvence svetlobe. Leta 1922 (za leto 1921) je dobil Nobelovo
nagrado.

Amerigka astronoma Arno Penzias (1933) in Ro-
bert Wilson (1936) sta leta 1978 prejela Nobe-
lovo nagrado za odkritje mikrovalovnega seva-
nja ozadja. To je termi¢no sevanje, ki od vsepo-
vsod iz vesolja dosega Zemljo in je nastalo ob za-
cetku vesolja. Odkritje 1964 je bilo naklju¢no, o
njem pa sta porocala leta 1965. Sevanje ozadja .
je kljuéno za razumevanje razvoja vesolja. Prostor med zvezdaml in gala-
ksijami je z opti¢nimi teleskopi videti popolnoma ¢rn, obéutljive radijske

antene pa zaznajo signal, ki ga ne moremo povezati z nobenim telesom in je
v vseh smereh skoraj popolnoma enak. Spekter ima vrh v mikrovalovnem
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delu in ustreza telesu, segretemu na slabe 3 K. Majhna odstopanja v jakosti
svetlobe pricajo o najzgodnejsih strukturah v vesolju.

Charles K. Kao (1933), v Hongkongu rojeni kitajski
inZenir, ki je delal v Angliji in Zdruzenih drzavah,
se je leta 1965 domislil, da bi svetlobo vodili po tan-
kem vlaknu iz prozorne snovi. Pojav opazimo pri
osvetljenih vodometih. Svetloba potuje po vodnih
curkih in se s totalnim odbojem na meji odbije na-

za] v vodni curek, ¢e ta ni preve¢ ukrivljen. Sredi

prejsnjega stoletja je pojav postal zanimiv za prenos sporoc¢il. Sporocila je
mogoce tem bolje prenaSati, ¢im visja je frekvenca valovanja, s katerim jih
prenasamo. Kao je predlagal »optic¢ni valovni vodnik«. Ugotovil je, da je za
ta namen najprimernejsi nekristalni kremen. Nekaj casa je trajalo, preden
je uspelo izdelati vlakna iz dovolj ¢istega kremena, v katerem se je valovanje
le malo oslabilo. Zdaj je vse povrsje Zemlje prepredeno s svetlobnimi kabli.
K hitri razsiritvi so prispevali odkritje polprevodniskih laserjev in Stevilne
tehnicne izboljsave. Leta 2009 je Kao dobil polovico Nobelove nagrade.
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Dejavnosti v mednarodnem letu svetlobe koordinira Mednarodni center
za teoreti¢no fiziko v Trstu pod okriljem UNESCA. Z njimi naj bi:

e izboljsali razsvetljavo in dosegli boljso kakovost zivljenja v razvitem in
razvijajocem se svetu,

e zmanjsali svetlobno onesnazevanje in izgube energije,
e okrepili vlogo zensk v znanosti,

e spodbudili izobrazevanje med mladimi in

e spodbudili trajnostni razvoj.

Na domaéi strani [3] si lahko ogledate vse podrobnosti v zvezi z mednaro-
dnim letom svetlobe, najdete obilico gradiva in poiscete aktualne dogodke.
Ce sami naértujete aktivnosti, povezane s svetlobo, ali pisete blog o tem,
sporocite urednikom, da bodo to objavili na strani.

V Sloveniji dejavnosti koordinira dr. Matej Kobav z ljubljanske fakul-
tete za elektrotehniko. Obvestila in vprasanja mu lahko posljete na naslov
matej.kobav@fe.uni-1j.si. Za Slovenijo aktualna obvestila so objavljena
na spletni strani [4].

Mednarodnemu letu je prilagojena tudi tema letosnjega izobrazevalnega
seminarja DMFA Slovenije za ucitelje fizike in naravoslovja [5], ki ga organi-
ziramo v sodelovanju s Pedagosko fakulteto Univerze v Ljubljani. Seminar
Poskusi s svetlobo je potekal v petek, 13. marca, popoldne, in v soboto,
14. marca 2015 na Pedagoski fakulteti, Kardeljeva plos¢ad 16, v Ljubljani.
Drugo strokovno sre¢anje na to temo bo 25. in 26. septembra v Ljubljani
na Fakulteti za matematiko in fiziko. Za podrobnejSe informacije o tem
srecanju spremljajte domaco stran drustva www.dmfa.si.

LITERATURA

[1] http://www.un.org/ga/search/view_doc.asp?symbol=A/68/440/Add.2
http://www.light2015.0rg/dam/About/Resources/Resolution/Resolution_EN.
pdf, ogled: 3. 3. 2015.

[2] J. Strnad, Mala zgodovina svetlobe, (bo objavljeno v Proteusu).

[3] http://www.light2015.0rg/Home.html, ogled: 3. 3. 2015.

[4] http://www.iyl2015.si/, ogled: 3. 3. 2015.

[5] https://www.dmfa.si/DMFA2015-PoskusiSSvetlobo.pdf, ogled: 3. 3. 2015.

Ales Mohoric
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OB STOLETNICI ROJSTVA MARTINA GARDNERJA

Ameriski matematik Martin Gardner (1914-2010), avtor $tevilnih knjig o
razvedrilni matematiki, dolgoletni pisec znamenite rubrike Mathematical
Games za revijo Scientific American, kateremu v poklon dandanes pri-
rejajo srecanja G4G (Gathering for Gardner) in Celebration of Mind, je
svojevrsten fenomen: Ceprav ni imel skoraj nobene formalne matematicne
izobrazbe, se je v matemati¢ni skupnosti (pa tudi zunaj nje) prav v XX.
stoletju, ko za amaterje in samouke v matematiki (vsaj raziskovalni) tako
reko¢ ni bilo ve¢ mesta, svetovno uveljavil kot briljanten pisec nekaj sto
¢lankov in knjig s podrocja t. i. rekreativne, pa tudi resne matematike so-
dobnikov, ki mu jo je uspelo predstaviti na preprost, zanimiv, strokovno
korekten in zabaven ter poucen na¢in. Ker nas Gardner tukaj zanima pred-
vsem kot matematik, samo kot zanimivost omenimo, da se je ljubiteljsko
ukvarjal tudi s ¢arovniskimi triki in da je bil znan tudi kot avtor leposlovnih
knjig in skepticni pisec o razli¢nih filozofskih vprasanjih. Napisal je ve¢ kot
sto knjig z razlicnih podrodij.

Med postajami na njegovi zivljenjski poti omenimo le najvaznejSe, kot
je npr. obiskovanje univerze v Chicagu, kjer je Studiral filozofijo. Potem je
Sel v New York, postal svobodni pisatelj in se osem let prezivljal s pisanjem
ugank za otroski ¢asopis Humpty Dumpty. Prelomnico v njegovi karieri je
pomenil ¢lanek o heksafleksagonih, s katerim se je zacelo njegovo 25-letno
pisanje slavne rubrike » Mathematical Games« za revijo Scientific American.

Nekaj citatov sodobnikov o Martinu Gardnerju lepo osvetljuje njegovo
osebnost in pomen njegovega dela: » Eden najvecjih intelektov proizvedenih
v tej dezeli v 20. stoletju« (Douglas Hofstadter), » Gardnerjev prispevek k
sodobni intelektualni kulturi je enkraten — v svojem obsegu, svojem vpo-
gledu, in razumevanju tezkih vprasanj, ki so pomembna« (Noam Chomsky),
»Pripeljal je ve¢ matematike k ve¢ milijonom kot kdorkoli drug« (Richard
K. Guy).

V ¢em je skrivnost njegovega uspeha in izjemne priljubljenosti, ki pre-
raséa v legendo? Cesa se lahko od njega naucimo? Kako bi se splacalo

raziskovati njegovo delo v prihodnje?

Gardner je raje govoril o drugih kot o sebi. Bil je skromen, zadrzan, a
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velik zagovornik kriti¢ne misli in nasprotnik antiintelektualizma. V nekem
intervjuju je izjavil, da je v svojem delu predvsem uzival in da je imel Se
sreco, da je bil za to placan. Svoje pomanjkljive matemati¢ne izobrazbe ni
imel za slabost, saj je bil precej bister za matematiko in se je lahko sam
naucil vsega, o cemer je pisal. Po lastnih besedah je imel najraje tiste svoje
kolumne, v katerih so se prepletale matematicne in filozofske teme. Bil
je oster nasprotnik razliénih »mejnih« znanosti, nasprotoval je npr. para-
psihologiji, astrologiji, numerologiji, itd. Gardner je bil eden pionirjev na
podrocju, ki ga bomo matematiki v prihodnosti morali vse bolje obvladovati:
pojasnjevati javnosti, kaj delamo in zakaj je to zanimivo in pomembno. To
je pocel zelo dobro (navsezadnje je bil tudi pisatelj) in v tem smislu se ob
prebiranju njegovih ¢lankov in knjig lahko veliko nau¢imo. Svojih kolumen
ni pisal po nikakrsnem udobnem kliseju, pac pa je pazil, da se prispevki med
seboj kolikor mogoce razlikujejo — tako po vsebini kot po slogu.

Imel pa je tudi sreco, da je bil kot ze uveljavljeni pisec knjig in strasten
ljubitelj matematike od dijaskih let pripravljen to niSo zapolniti prav tedaj,
ko se je pojavila (pronicljivi urednik Gerry Piel, navdusen nad Gardnerje-
vim ¢lankom o »heksafleksagonih«, je opazil porast zanimanja javnosti za
matematiko ob izidu obsezne Newmanove knjige The World of Mathematics
v §tirih delih, ki je nepricakovano postala uspesnica, in ga povabil k pisa-
nju stalne rubrike za Scientific American). Kot je to skromno pojasnil in
komentiral Gardner sam v intervjuju z Anthonijem Barcellosom za knjigo
People of Mathematics: »Ostalo je zgodovina« (angl. » The rest is history«).

Predvsem nas Gardnerjeva zivljenjska pot uci, da talentiran samouk
lahko tudi v matematiki najde svojo »niSo«, pa ¢etudi le v obrobnem, od
profesionalnih matematikov dostikrat podcenjevanem »getu« rekreativne
matematike. Gardnerju je to uspelo ne le zato, ker je preprosto in zanimivo
pisal o zahtevnih temah, ampak tudi zato, ker je zavestno izbiral taksna
podroc¢ja in teme s podrocja »rekreativne« matematike, ki so pomembne
tudi za »glavni tok« sodobne matematike. Tako je po eni strani matema-
tiko priblizal Sirsi javnosti, po drugi strani pa samim matematikom osvetlil
njihovo delo iz drugacénega, privlacnejSega zornega kota.

V Gardnerjevih ¢lankih najdemo poleg obilice logi¢nih in drugih ugank,
paradoksov, Sahovskih problemov, trikov s kartami in drugega »Zeleznega re-
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pertoarja« rekreativne matematike (ki ga je v veliki meri prav on pomagal
izoblikovati!) tudi Stevilne pomembne probleme iz diskretne matematike,
kombinatorike, aritmetike, geometrije, topologije, logike, teorije Stevil, ma-
tematicne teorije iger, teorije vozlov, teorije konfiguracij, itd. Gardnerju
je uspelo premostiti na videz brezdanji prepad med rekreativno in resno
matematiko, in to je morda njegova najvecja zasluga. Pokazal je, da tudi
preprosti problemi rekreativne matematike vodijo k resnim in pomembnim
problemom diskretne matematike, ki je po eni strani (po mnenju $tevilnih
sodobnih piscev) matematika prihodnosti, po drugi pa je vsaj na osnovni
ravni dostopna tudi u¢encem in dijakom. ReSitve problemov je dostikrat
pospremil tudi s poucnimi komentarji, ki bralcu pomagajo razumeti npr.
tipi¢ne napake v misljenju, vrednost ugank, ki terjajo izvirno razmisljanje
zunaj obicajnih konceptov, ki ga potrebujejo vsi resni¢no inovativni ma-
tematiki, ipd. Profesionalni matematik v njegovih delih sicer morda ne bo
nasel veliko takega, ¢esar ne bi ze vedel, se bo pa lahko veliko naucil o samem
nacinu, kako matematika dejansko nastaja. Ne pozabimo, da so cela ma-
temati¢na podrocja (npr. verjetnostni ra¢un ali matematicna teorija iger)
dobila impulz za svoj nastanek prav iz obravnave problemov, ki bi jih mate-
matiki tistega casa upraviceno lahko uvrstili v »rekreativno« matematiko.
Rekreativna matematika torej ni neka »genetsko drugacna vrsta« matema-
tike, ampak se v njenih na videz trivialnih in zabavnih problemih dostikrat
skriva zametek nove, vznemirljive in tehtne matemati¢ne discipline, ki pa jo

mora nekdo kot taksno Sele opaziti in izumiti.

Pisci matemati¢nih uébenikov in oblikovalci nacionalnih kurikulov s po-
dro¢ja matematike bi tudi v Gardnerjevih knjigah (kot tudi v knjigah drugih
uveljavljenih piscev s podro¢ja razvedrilne matematike) lahko nasli obilico
materiala za oblikovanje privlaénih nalog in projektov, bolj povezanih z zi-

vljenjem in razvojem sodobne matematike.

Cilj tega prispevka pa ni le informativen (poroéilo o zivljenju in delu M.
G.) in vrednotenjski (ocena vpliva in pomena M. G.), ampak tudi motivacij-
ski — na tem vzorénem primeru (»Studiji primera M. G.«) lahko vidimo, da
je preucevanje zivljenja in dela matematikov oziroma raziskovanje zgodovine
matematike (celo t. i. rekreativne, ki sicer med matematiki ni zelo cenjena)

zelo koristno tako za dijake in Studente kot tudi za ucitelje matematike

Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 1 39



Vesti

in raziskovalce. Pomaga namre¢ tako pri razvijanju samih matemati¢nih
sposobnosti (npr. reSevanje problemov, spoznavanje metod reSevanja pro-
blemov, zastavljanje novih problemov, itd.) kot tudi pri razvijanju ves¢in
pisanja o matematiki (ki je matematikom, celo dobrim, dostikrat primanj-
kuje). Zato ni dvoma, da bo $tudij zgodovine matemati¢nih znanosti, ki se
po svetu ze vse bolj uveljavlja tudi kot doktorski studij, tudi pri nas prej ali
slej pridobil ustrezno veljavo in podporo.

Vet podatkov o zivljenju in delu Martina Gardnerja, ki je vsekakor vre-
dno nadaljnjih raziskav, lahko zainteresirani bralec dobi npr. na spletnem

naslovu http://martin-gardner.org/.

Jurij Kovic¢

SPOSTOVANI UCITELJI MATEMATIKE, FIZIKE IN
ASTRONOMIJE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije in Fakulteta za mate-
matiko in fiziko vabita k sodelovanju na strokovnem srecanju in 67. obénem
zboru, ki bosta 25. in 26. septembra 2015 na Fakulteti za matematiko in
fiziko v Ljubljani.

Matematicni del strokovnega srecanja bo potekal skupno s tradicional-
nim seminarjem za ucitelje matematike, ki poteka na Fakulteti za mate-
matiko in fiziko. Vodilna tema fizikalnega dela strokovnega sreCanja pa
je posvecena mednarodnemu letu svetlobe. Potekala bo tudi astronomska
delavnica.

K sodelovanju vabimo vse ucitelje in clane DMFA, da predstavijo svoje

izkusnje in ideje:
e v obliki krajsih predstavitev;
e v obliki plakatov;

e v obliki krajsih delavnic.

Vabimo tudi studente matematike, fizike in astronomije, da predstavijo

svoje dosezke.
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Predavateljem bodo na voljo internet, projekcijsko platno in projektor.
Racunalnik s potrebno programsko opremo in druge pripomocke morajo
predavatelji prinesti s seboj.

Prosimo vas, da nam prispevke posljete do 20. avgusta 2015 na naslov
nada.razpet@fmf.uni-1j.si.

Prijave morajo vsebovati:
e naslov prispevka,

e ime in priimek avtorja (ali ve¢ avtorjev), naslov ustanove, kjer je avtor

zaposlen, oziroma domaci naslov (ni obvezno) in elektronski naslov,

e kratek povzetek prispevka (pri velikosti ¢rk 12pt naj ne presega 10 vr-
stic),

e predlagano trajanje predstavitve.

Izbor prispevkov bo opravila in razvrstila po sekcijah posebna komisija,
ki jo bo imenoval upravni odbor DMFA Slovenije. Povzetki bodo objavljeni
v biltenu obénega zbora.

Vsa obvestila v zvezi z obénim zborom in strokovnim srecanjem bomo

sproti objavljali na domagci strani DMFA: http://www.dmfa.si.

Predsednik DMFA Slovenije:
prof. dr. Matej Bresar

OBVESTILO

V Obzorniku za matematiko in fiziko, letnik 49, st. 2, str. 62-63, in na do-
maci strani DMFA, www.dmfa.si/pravilniki/Pravilnik_ Drustvena-
Priznanja.html je objavljen Pravilnik o podeljevanju drustvenih priznanj.

Vabimo vas, da pisne predloge (z utemeljitvami) v skladu s tem pravilni-
kom za letosnja priznanja posljete do 20. avgusta 2015 na naslov: DMFA
Slovenije, Komisija za pedagosko dejavnost, Jadranska ul. 19, 1000
Ljubljana.

Predsednik DMFA Slovenije:
prof. dr. Matej Bresar
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