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Poglavje 1

Vektorski prostori

1. Naj bo V prostor realnih zaporedij in U mnoºica takih realnih zaporedij,
ki imajo lihe £lene enake ni£. Pokaºite, da je U podprostor prostora V
in poi²£ite kak njegov komplement.

Namig. Komplement prostora U je na primer

W = {{xn}n∈N | x2n = 0, n ∈ N}.

2. Poi²£ite kako mnoºico linearno neodvisnih elementov prostora R
3, ki

zado²£ajo re²itvi ena£be x1 − x2 + x3 = 0.

Re²itev. Iskana mnoºica je na primer {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (2, 1,−1)}.

3. Za vsak n ∈ N naj bo

xn = (1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .).

Ali je mnoºica zaporedij {xn}n∈N linearno neodvisna?

Re²itev. Mnoºica zaporedij {xn}n∈N je linearno neodvisna.
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4. Naj bodo vektorji b1, b2, . . . , bn+1 linearna kombinacija linearno neod-
visnih vektorjev a1, a2, . . . , an. Pokaºite, da so vektorji b1, b2, . . . , bn+1

linearno odvisni.

Namig. Vektorje b1, b2, . . . , bn+1 zapi²ite kot linearno kombinacijo vek-
torjev a1, a2, . . . , an. S pomo£jo tega zapisa pokaºite ºeleno.

5. Pokaºite, da so funkcije ex, e−x in sin x linearno neodvisne v prostoru R
R.

Namig. Z opazovanjem vrednosti funkcij v x = 0 in x = π pokaºemo
ºeleno.

6. Ali so funkcije 2, cos 2x in cos2 x linearno odvisne?

7. Dolo£ite t ∈ R tako, da bo mnoºica

U = {(x, y, z) ∈ R
3 | x− t(y + 2z − 2) = 4}

vektorski podprostor prostora R
3. Poi²£ite kako maksimalno linearno

neodvisno podmnoºico tega prostora.

Namig. Izkaºe se, da je t = 2. Iskana mnoºica je na primer {(4, 0, 1), (2, 1, 0)}.

8. Naj bo V = R4[x] prostor realnih polinomov stopnje najve£ 4 in naj
bosta

U = {p ∈ V | p′′ = 0} in W = L{1 + x, x+ x2, x2 + x3, x3 + x4},

kjer je p′′ drugi odvod polinoma p. Ali je U ⊆ W?

Namig. Opazimo, da je U = L{1, x}. Ker 1, x /∈ W , je odgovor na
zastavljeno vpra²anje negativen.
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9. Naj bo V = R3[x] prostor realnih polinomov stopnje najve£ 3. Dolo£ite
α, β ∈ R tako, da bosta mnoºici U = {p ∈ V | p(0)−(α−1)p′(0)+α = β}
in W = {p ∈ V | p(0)−p′′(0) = β+1, p(−1) = 0} vektorska podprostora
prostora V . Poi²£ite bazo preseka U ∩W in bazo vsote U +W .

Namig. Izkaºe se, da je α = β = −1. Baza preseka je BU∩W = {2−x+
x2 + 4x3}, baza vsote je BU+W = {1, x, x2, x3}.

10. Kak²na mora biti funkcija f : R → R, da bo mnoºica funkcij {1, f, f 2, f3, . . .}
linearno odvisna?

Re²itev. Obstajajo taki α0, α1, . . . , αn ∈ R, ne vsi ni£, da je

α0 + α1f(x) + α2f(x)2 + . . .+ αnf(x)n = 0

za vse x ∈ R. Zapisano druga£e, vsaka funkcijska vrednost je ni£la
(neni£elnega) polinoma

p(y) = α0 + α1y + α2y
2 + . . .+ αny

n.

Toda polinom ima le kon£no mnogo ni£el. Torej je potreben pogoj za
linearno odvisnost mnoºice {1, f, f 2, f3, . . .}, da f zavzame le kon£no
mnogo razli£nih vrednosti. Ta pogoj pa je tudi zadosten. Namre£, £e f
zavzame le vrednosti c1, c2, . . . , cm ∈ R, je

(f(x) − c1) · . . . · (f(x) − cm) = 0

za vsak x ∈ R, torej

f(x)m + αm−1f(x)m−1 + . . .+ α1f(x) + α0 = 0,

kjer je α0 = (−1)mc1 · . . . · cm ∈ R, . . ., αm−1 = −(c1 + . . . + cm) ∈ R.
Posledica seveda je, da zvezna nekonstantna funkcija f nima te lastnosti.

11. Naj bo A = Mn(R) prostor vseh realnih matrik in naj bosta

S = {A ∈ A | AT = A} ter K = {A ∈ A | AT = −A},

pri £emer AT ozna£uje transponirano matriko matrike A.
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(a) Pokaºite, da je A = S ⊕ K.

(b) Zapi²ite bazi prostorov S in K.

Re²itev.

(a) Vsak A ∈ A lahko zapi²emo v obliki

A =
A+ AT

2
+
A− AT

2
,

kjer je
A+ AT

2
∈ S in

A− AT

2
∈ K.

�e je A ∈ S ∩ K, je AT = A = −A, iz £esar sledi A = 0. Torej je
S ⊕ K = {0}.

(b) Baza in dimenzija prostora S:

BS = {Eii | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Eij + Eji | i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, },

dimS =
n(n+ 1)

2
.

Baza in dimenzija prostora K:

BK = {Eij − Eji | i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, },

dimK =
n(n− 1)

2
.

12. Naj bo Tn(R) prostor zgoraj trikotnih n × n matrik, Sn(R) pa prostor
strogo spodaj trikotnih n×n matrik. Poi²£ite kako bazo prostorov Tn(R)
in Sn(R) ter zapi²ite njuni dimenziji.

Re²itev. Baza in dimenzija prostora Tn(R):

BTn(R) = {Eii | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Eij | 1 ≤ i ≤ n, i < j ≤ n},

dimTn(R) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.
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Baza in dimenzija prostora Sn(R):

BSn(R) = {Eij | 1 < i ≤ n, 1 ≤ j < i},

dimSn(R) =
n(n− 1)

2
.

13. De�nirajmo preslikave A,B,C : R
[0,1] → R

[0,1] s predpisi

(a) (Af)(x) = 3
√

f(x),

(b) (Bf)(x) = f(1 − x),

(c) (Cf)(x) = xf(x).

Ali so preslikave linearne? Dolo£ite jedro in zalogo vrednosti linearnih
preslikav.

Re²itev. Preslikavi B in C sta linearni. Preslikava B je bijektivna.
Ni teºko preveriti, da je KerC = {f ∈ R

[0,1] | f(x) = 0, x ∈ (0, 1]} in
ImC = {f ∈ R

[0,1] | f(0) = 0}.

14. Naj bo A linearen operator na vektorskem prostoru V . Pokaºite: A je
injektiven natanko tedaj, ko slika linearno neodvisne mnoºice v linearno
neodvisne mnoºice.

Re²itev. (=⇒) Naj bo S = {s1, s2, . . . , sn} linearno neodvisna podm-
noºica prostora V . Potem je 0 = α1As1 + α2As2 + . . . + αnAsn =
A(α1s1 + α2s2 + . . . + αnsn). Ker je po predpostavki A injektiven op-
erator, sledi α1s1 + α2s2 + . . . + αnsn = 0, kar nas privede do ºelenega
rezultata α1 = α2 = . . . = αn = 0.

(⇐=) Predpostavimo, da A ni injektiven operator. Potem obstaja tak
0 6= x ∈ V , da je Ax = 0. Ker je {x} linearno neodvisna mnoºica, je
tudi mnoºica {Ax} = {0} linearno neodvisna, kar pa ni res.

15. Naj bosta U in V kon£no razseºna vektorska prostora nad poljem F in
naj bo A : U → V linearen operator. Pokaºite: A je surjektiven natanko
tedaj, ko slika ogrodje v ogrodje.
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Re²itev. (=⇒) Naj bo S = {s1, s2, . . . , sn} ogrodje prostora U in naj
bo v ∈ V . Potem obstaja tak u ∈ U , da je v = Au = A(α1s1 + α2s2 +
. . .+ αnsn) = α1(As1) + α2(As2) + . . .+ αn(Asn) za neke αi ∈ F.

(⇐=) �e je mnoºica S ogrodje prostora U , je A(S) = {As | s ∈ S}
ogrodje prostora V . Naj bo v ∈ V = L(A(S)). Potem je v = α1As1 +
α2As2 + . . .+αnAsn = A(α1s1 +α2s2 + . . .+αnsn) = Au, si ∈ S, αj ∈ F ,
1 ≤ i, j ≤ n.

16. Naj bodo x, y, z ∈ R. Ali je ravnina z = x + y hiperravnina? Poi²£ite
take linearne funkcionale f , da je Kerf ta ravnina.

Re²itev. Ravnina z = x + y je hiperravnina. Naj bo a ∈ R in fa

preslikava de�nirana s predpisom fa(x, y, z) = a(x+ y − z). Jedro takih
preslikav je ravnina z = x+ y.

17. Naj bo V prostor polinomov z realnimi koe�cienti stopnje manj²e ali
enake n in naj bo H = {a1x+. . .+anx

n | ai ∈ R}. Ali je H hiperravnina?
Poi²£ite kak linearni funkcional f z lastnostjo Kerf = H .

Re²itev. Mnoºica H je hiperravnina. �e de�niramo preslikavo f : V →
R s predpisom f(p) = p(0), p ∈ V , potem je Kerf = H.

18. Naj bo V kon£no razseºen vektorski prostor nad poljem F in naj bosta f
ter g neni£elna linearna funkcionala na V . Pokaºite: £e je Kerf ⊆ Kerg,
je g = λf za nek λ ∈ F .

Re²itev. Ker je jedro neni£elnega linearnega funkcionala hiperravnina,
obstaja tak 0 6= a ∈ V , da je f(a) 6= 0. Naj bo x ∈ V . Potem je
x− f(x)

f(a)
a ∈ Kerf in zato je g(x) = f(x) g(a)

f(a)
za vsak x ∈ V .

19. Naj bosta A,B : V → V taka endomor�zma kon£no razseºnega vek-
torskega prostora V , da velja V = ImA⊕KerB. Pokaºite, da sta zalogi
vrednosti preslikav BA in B enaki.
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Re²itev. Naj bo x ∈ ImB. Potem obstaja tak y ∈ V , da je x = By.
Po predpostavki je y = z + z′, kjer sta z ∈ ImA in z′ ∈ KerB. Torej je
x = Bz. Ker je z ∈ ImA, je z = Au za nek u ∈ V . Iz tega sledi ºeleno,
x = BAu.

20. Naj bodo U , V in W vektorski prostori nad istim poljem in naj bosta
A : U → V ter B : V → W linearni preslikavi. Pokaºite: BA = 0
natanko tedaj, ko je ImA ⊆ KerB.

Re²itev. (⇐=) Predpostavimo, da je ImA ⊆ KerB in naj bo u ∈ U .
Potem je Au ∈ ImA. Sledi BAu = 0 za vsak u ∈ U .

(=⇒) Naj bo BA = 0 in naj bo v ∈ ImA. Potem je v = Au za nek
u ∈ U . Hitro vidimo, da je v ∈ KerB.

21. Naj bosta D, J : R[x] → R[x] preslikavi de�nirani s predpisoma Dp = p′

in (Jp)(x) =
∫ x

0
p(t)dt.

(a) Dolo£ite preslikavi DJ in JD.

(b) Dolo£ite matriki linearnih operatorjev D in J glede na standardno
bazo prostora realnih polinomov R[x].

Re²itev.

(a) Preslikava DJ je identiteta, preslikava JD pa projektor, saj je
(JD)2 = JD.

(b) Matriki linearnih operatorjev D in J glede na standardno bazo pros-
tora realnih polinomov R[x] sta:

D =










0 1 0 0 0 . . .
0 0 2 0 0 . . .
0 0 0 3 0 . . .
0 0 0 0 4 . . .
...

...
...

... . . . · · ·










in J =










0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 . . .
0 1

2
0 0 0 . . .

0 0 1
3

0 0 . . .
...

...
...

... . . . · · ·










.
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22. Naj bo V vektorski prostor. Pokaºite: £e za linearno preslikavo P : V →
V velja P 2 = P , je V = KerP ⊕ ImP .

Re²itev. Naj bo x ∈ KerP ∩ ImP . Potem je Px = 0 in x = Py za nek
y ∈ V . Torej je 0 = Px = P 2y = Py = x. Prav tako vidimo, da lahko
vsak x ∈ V zapi²emo kot x = (x− Px) + Px, kjer je x− Px ∈ KerP in
Px ∈ ImP .

23. Naj bo V vektorski prostor in A : V → V linearni operator. Pokaºite:

(a) KerA ⊆ KerA2 ⊆ KerA3 ⊆ . . .

(b) Naj za nek k ∈ N veljaKerAk =KerAk+1. Potem je tudiKerAk+2 =
KerAk (in zato KerAk = KerAk+j za vsak j ∈ N).

(c) �e je dimV = n < ∞, potem je KerAn = KerAn+1 = KerAn+2 =
. . . S primerom pokaºite, da je lahko KerAn−1 6= KerAn.

(d) Naj bo V neskon£no razseºen prostor. S primerom pokaºite, da
lahko velja KerAn 6= KerAn+1 za vsak n ∈ N.

Namig.

(a) Naj bo x ∈ KerAn. Potem je An+1x = A(Anx) = 0, kar pomeni,
da je x ∈ KerAn+1 za vsak n ∈ N.

(b) Glede na (a) je KerAk ⊆ KerAk+2. Predpostavimo, da je x ∈
KerAk+2. Potem je Ax ∈ KerAk+1 in zato je Ax ∈ KerAk. Hitro
vidimo, da je x ∈ KerAk.

(c) Upo²tevajte dimAi. Poi²£ite tako realno n × n matriko A, da je
An−1 6= 0 in An = 0. S pomo£jo te matrike nato konstruirajte
iskani operator na npr. R

n.

(d) Naj bo V vektorski prostor realnih zaporedij in A : V → V pres-
likava de�nirana s predpisom A(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .).

24. Naj bo V vektorski prostor in A : V → V linearen operator. Pokaºite:

(a) ImA ⊇ ImA2 ⊇ ImA3 ⊇ . . .
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(b) Naj za nek k ∈ N velja ImAk = ImAk+1. Potem je tudi ImAk+2 =
ImAk (in zato ImAk = ImAk+j za vsak j ∈ N).

(c) �e je dimV = n <∞, potem je ImAn = ImAn+1 = ImAn+2 = . . .
S primerom pokaºite, da je lahko ImAn−1 6= ImAn.

Namig. Glejte namig pri nalogi 23.

25. Naj bo M = Mn(R) algebra realnih n × n matrik, n ≥ 2. Za poljubni
matriki A,B ∈ M de�nirajmo preslikavo L(A,B) : M → M s predpisom
L(A,B)(X) = AXBT .

(a) Pokaºite, da je L(A,B) linearen operator. Kaj je L(A,B)L(B,A)?

(b) Poi²£ite bazo ImL(E11,E12). Ali je KerL(E11,E12) hiperravnina?

(c) Naj bo n = 2 in naj bo A =

[
1 1
2 0

]

.

i. Pokaºite, da je B = {E11, E11 −E21, E12 +E21, E22} baza pros-
tora M .

ii. Operatorju L(A,A) priredite matriko glede na bazo B.

Namig.

(a) Vidimo, da je L(A,B)L(B,A) = L(AB,BA).

(b) Baza prostora ImL(E11,E12) je B = {E11}, dimKerL(E11,E12) = n2−1.

(c) i. Obravnava enakosti αE11+β(E11−E21)+γ(E12+E21)+δE22 =
0 nas privede do ºelenega.

ii. Matrika prirejena operatorju L(A,A) glede na bazo B je







1 6 2 1
0 −6 0 0
2 0 2 0
4 4 0 0






.

26. Naj bodo P1, P2 in P3 taki projektorji na vektorskem prostoru X, da je
PiPj = −PjPi za vse i 6= j ter P1 + P2 + P3 = I. Pokaºite, da je

X = ImP1 ⊕ ImP2 ⊕ ImP3.
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Namig. Najprej pokaºite, da je Pij = 0, i 6= j. �e je x ∈ X, je

x = Ix = (P1 + P2 + P3)x = P1x+ P2x+ P3x

in zato je x ∈ ImP1 + ImP2 + ImP3.

Naj bo x ∈ ImP1∩(ImP2⊕ImP3). Potem je x = P1x in x = P2x2+P3x3

za neka x2, x3 ∈ X. Iz tega sledi P 2
1 x = P1P2x2+P2P3x3. Torej je P1x = 0

in zato je x = 0. Podobno pokaºemo ²e preostale lastnosti.
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Poglavje 2

Banachovi prostori

1. Naj bo Y neprazna podmnoºica Banachovega prostora X, Z pa neprazna
podmnoºica duala X∗. Naj bo

Y ⊥ = {f ∈ X∗ | f(y) = 0,∀y ∈ Y }

in
Z⊤ = {x ∈ X | f(x) = 0,∀f ∈ Z}.

Pokaºite:

(a) Y ⊥ je zaprt podprostor prostora X∗.

(b) Y ⊆ (Y ⊥)⊤.

(c) Za vsak zaprt podprostor Y ⊆ X je (Y ⊥)⊤ = Y .

Re²itev.

(a) Naj bo {fn}n∈N tako zaporedje v Y ⊥, da je limn→∞ fn = f . Potem
je f(y) = limn→∞ fn(y) = 0 za vsak y ∈ Y . Iz tega sledi, da je
f ∈ Y ⊥.

(b) Naj bo y ∈ Y . Potem za vsak f ∈ Y ⊥ velja f(y) = 0. Torej je
y ∈ (Y ⊥)T = {x ∈ X | f(x) = 0,∀f ∈ Y ⊥}.

(c) Glede na (b) moramo pokazati, da je (Y ⊥)⊤ ⊆ Y . Po posledici
Hahn Banachovega izreka obstaja tak f ∈ X∗, da je f(Y ) = 0 in
f(x) 6= 0 za nek x ∈ X − Y . Sledi x /∈ (Y ⊥)⊤. S tem smo pokazali
ºeleno.
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2. Naj bosta (V1, ‖.‖1) in (V2, ‖.‖2) normirana prostora.

(a) Pokaºite, da je V1 × V2 normiran prostor z normo

‖(v1, v2)‖ = ‖v1‖1 + ‖v2‖2.

(b) Pokaºite, da je V1 × V2 normiran prostor z normo

‖(v1, v2)‖ = max{‖v1‖1, ‖v2‖2}.

Namig. Preverite vse lastnosti za normirane prostore.

3. Naj bo (Y, ‖.‖) normiran prostor, X vektorski prostor in A : X → Y

linearen operator. Za vsak x ∈ X de�niramo ‖x‖1 = ‖Ax‖. Katerim
pogojem mora zado²£ati operator A, da bo ‖.‖1 norma na X?

Re²itev. Linearni operator A je injektiven natanko tedaj, ko je ‖.‖1

norma.

4. Naj bosta P in Q projektorja na vektorskem prostoru X.

(a) Dokaºite, da so naslednji trije pogoji ekvivalentni:

i. PQ = QP = 0,

ii. P +Q je projektor,
iii. PQ+QP = 0.

(b) Naj bo (X, ‖.‖) normiran prostor in naj projektorja P terQ zado²£ata
pogojem iz (a). Pokaºite, da je s predpisom ‖x‖1 = ‖Px‖ + ‖Qx‖
de�nirana norma na X natanko tedaj, ko je P +Q = I.

Namig.

(a) (iii ⇒ i) Identiteto PQ + QP = 0 pomnoºite z obeh strani s P in
nato ²e s Q.
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(b) (=⇒) Predpostavimo, da je ‖.‖1 norma na X in naj bo R = P+Q 6=
I. Ker je 0 6= I − R projektor, je KerR = Im(I − R) 6= 0. Iz
tega sledi, da obstaja tak 0 6= x ∈ X, da je Rx = 0. Torej je
0 = PRx = (P 2 + PQ)x = Px. Podobno pokaºemo, da je Qx = 0.
S tem pridemo v protislovje, saj je ‖x‖1 = 0 in zato x = 0.
(⇐=) �e je P +Q = I, ni teºko preveriti, da je s predpisom ‖x‖1 =
‖Px‖ + ‖Qx‖ de�nirana norma na X.

5. Naj bosta (X, ‖.‖1) in (Y, ‖.‖2) normirana prostora. Pokaºite, da je X×Y
Banachov prostor z normo ‖(x, y)‖ = ‖x‖1 + ‖y‖2 natanko tedaj, ko sta
X in Y Banachova prostora.

6. Naj boX vektorski prostor vseh polinomov z realnimi koe�cienti. Pokaºite,
da je s predpisom

‖a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n‖ = |a0| + |a1| + |a2| + . . .+ |an|

de�nirana norma na X.

(a) Ali je (X, ‖.‖) Banachov prostor?

(b) Ali je podprostor polinomov stopnje 2 zaprt v X?

Namig.

(a) Opazujmo zaporedje {pn}n∈N, kjer je pn(x) =
∑n

k=02
−kxk. Ni teºko

preveriti, da je to zaporedje Cauchyjevo. Predpostavimo, da je
limn→∞ pn = p ∈ X, p(x) = b0 + b1x + . . . + bmx. Potem za vsak
ǫ > 0 obstaja tak n0 ∈ N, da za vsak n ≥ n0 velja

‖pn−p‖ = |1− b0|+ |1
2
− b1|+ . . .+ | 1

2m
− bm|+

1

2m+1
+ . . .+

1

2n
< ǫ.

Za ǫ = 1
2m+1 to ne drºi. Iz tega sledi, da X ni Banachov prostor.

(b) Podprostor polinomov stopnje 2 je zaprt v X.
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7. Naj bo X vektorski prostor vseh realnih zaporedij, ki imajo kve£jemu
kon£no mnogo neni£elnih £lenov. Pokaºite, da je s predpisom

‖{xn}n∈N‖ = max
n∈N

|xn|

de�nirana norma na X. Ali je (X, ‖.‖) Banachov prostor?

Namig. Prostor X ni Banachov: opazujte zaporedje {xn}n∈N, kjer je

xn = (
1

2
,
1

4
, . . . ,

1

2n
, 0, 0, . . .).

8. Naj bo X vektorski prostor vseh polinomov z realnimi koe�cienti in naj
bo (a0, a1, . . .) zaporedje pozitivnih realnih ²tevil. Pokaºite, da je s pred-
pisom

‖p‖ = max |anp
(n)(0)|

de�nirana norma na X, kjer je p(n) n-ti odvod polinoma p.

(a) Ali je (X, ‖.‖) Banachov prostor?

(b) Ali je {p ∈ X | p′(0) = p′′(0) = 0} zaprt podprostor prostora X?

Namig.

(a) Prostor X ni Banachov: opazujte zaporedje {pn}n∈N, kjer je

pn(x) =
∑n

k=0

xk

2kk!ak

.

(b) Prostor je zaprt.

9. Pokaºite, da sta c0 in c zaprta podprostora l∞.

Re²itev. Naj bo {xn}n∈N zaporedje prostora c0 in naj bo limn→∞ xn = x.
Potem za vsak ǫ > 0 obstaja tak n0 ∈ N, da za vsak n ≥ n0 velja
‖xn − x‖∞ = sup|xnk

− xk| < ǫ. Ker je

|xk| = |xk − xnk
+ xnk

| ≤ ‖x− xn‖∞ + |xnk
|,
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sledi limn→∞ x = 0. Torej je x ∈ c0.

Naj bo {xn}n∈N zaporedje prostora c in limn→∞ xn = x. S pomo£jo
relacije

|xk − xl| = |xk − xnk
+ xnk

− xnl
+ xnl

− xl| ≤ 2‖x− xn‖∞ + |xnk
− xnl

|

pokaºemo, da je x Cauchyjevo zaporedje in zato konvergentno. Iz tega
sledi, da je x ∈ c.

10. Naj bo X = C[−1, 1] prostor zveznih funkcij na zaprtem intervalu [−1, 1]
opremljen z normo ‖f‖1 =

∫ 1

−1
|f(x)|dx. Pokaºite, da (X, ‖.‖1) ni poln

prostor.

Namig. Naj bo {fn}n∈N zaporedje funkcij, kjer je fn : [−1, 1] → R

funkcija de�nirana s predpisom

fn(x) =







−1 ; −1 ≤ x ≤ − 1
n

nx ; − 1
n
< x ≤ 1

n

1 ; 1
n
< x ≤ 1

.

Vidimo, da je

‖fn − fm‖1 =

∫ 1

−1

|fn(x) − fm(x)|dx = | 1
n
− 1

m
|.

Iz tega sledi, da je {fn}n∈N Cauchyjevo zaporedje.

Predpostavimo, da je zaporedje {fn}n∈N konvergentno, limn→∞ fn = f ∈
X. Naj bo ǫ > 1

n
. Potem je

∫ 1

−1

|fn(x) − f(x)|dx ≥
∫ 1

ǫ

|1 − f(x)|dx,
∫ 1

−1

|fn(x) − f(x)|dx ≥
∫ −ǫ

−1

| − 1 − f(x)|dx.

Iz tega sledi, da je

f(x) =

{
−1 ; −1 ≤ x ≤ −ǫ
1 ; ǫ ≤ x ≤ 1

.

Ker f ni zvezna funkcija, sledi ºeleno.
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11. Naj bosta ‖.‖1 in ‖.‖2 ekvivalentni normi na prostoru X. Pokaºite, da
je (X, ‖.‖1) Banachov prostor natanko tedaj, ko je (X, ‖.‖2) Banachov
prostor.

12. Na prostoru zveznih realnih funkcij C[0, 1] vpeljimo normi ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|
in ‖f‖1 = max0≤x≤1 |f(x)| +

∫ 1

0
|f(x)|dx.

(a) Ali sta normi ekvivalentni?

(b) Ali je (C[0, 1], ‖.‖1) Banachov prostor?

Namig.

(a) Normi sta ekvivalentni.

(b) Ker je (C[0, 1], ‖.‖∞) Banachov prostor, po nalogi 11 velja, da je
tudi (C[0, 1], ‖.‖1) Banachov prostor.

13. Na prostoruX = C[0, 1] vpeljimo norme ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|, ‖f‖1 =
(
∫ 1

0
|f(x)|2dx) 1

2 in ‖f‖2 = ‖f‖1 + ‖f‖∞.

(a) Ali sta normi ‖.‖∞ in ‖.‖1 ekvivalentni?

(b) Za katero normo je X Banachov prostor?

Namig.

(a) Normi nista ekvivalentni, saj (X, ‖.‖1) ni Banachov prostor (upo²te-
vajte nalogo 11).

(b) Prostora (X, ‖.‖∞) in (X, ‖.‖2) sta Banachova prostora.

14. Naj bo (X, ‖.‖) normiran prostor. V vektorski prostor W = X × X

vpeljimo normo ‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖.

(a) Pokaºite, da je s predpisom ‖(x, y)‖1 = ‖(x−y, y)‖ de�nirana norma
na W .

(b) Naj bo (W, ‖.‖) Banachov prostor. Ali je (W, ‖.‖1) Banachov pros-
tor?
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Namig. (b) Prostor (W, ‖.‖1) je Banachov: pokaºite, da je

1

2
‖(x, y)‖ ≤ ‖(x, y)‖1 ≤ 2‖(x, y)‖

in upo²tevajte nalogo 11.

15. Naj bo (X, ‖.‖) normiran prostor in naj bo A : X → X linearen operator.
Pokaºite:

(a) S predpisom ‖x‖1 = ‖x− Ax‖ + ‖Ax‖ je de�nirana norma na X.

(b) �e je (X, ‖.‖) Banachov prostor, je vsako Cauchyjevo zaporedje v
(X, ‖.‖1) konvergentno v (X, ‖.‖).

(c) �e je A omejen operator, je (X, ‖.‖) Banachov prostor natanko
tedaj, ko je (X, ‖.‖1) Banachov prostor.

Namig.

(b) Pokaºite, da je ‖x‖ ≤ ‖x‖1, iz £esar sledi ºeleno.

(c) Pokaºite, da sta normi ‖.‖ in ‖.‖1 ekvivalentni in upo²tevajte nalogo
11.

16. Naj bosta P in Q taka projektorja na normiranem prostoru (X, ‖.‖), da
je tudi P +Q projektor.

(a) Dokaºite, da je s predpisom ‖x‖1 = max {‖Px‖, ‖Qx‖} de�nirana
norma na X natanko tedaj, ko je P = I −Q.

(b) Naj bo P ∈ B(X) in naj bo (X, ‖.‖) Banachov prostor. Ali je tedaj
normiran prostor (X, ‖.‖1) Banachov?

Namig. (b) Ker sta normi ‖.‖ in ‖.‖1 ekvivalentni, sledi, da je (X, ‖.‖1)
Banachov prostor.
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17. Naj bo (X, ‖.‖) Banachov prostor in naj bo G podmnoºica B(X). Den-
imo, da je G taka grupa (za operacijo mnoºenja operatorjev), da za vsak
T ∈ G velja ‖T‖ ≤ 1. Pokaºite, da je s predpisom ‖x‖0 = supT∈G‖Tx‖
de�nirana norma na X, ki je ekvivalentna normi ‖.‖ in v kateri so vsi
operatorji T ∈ G izometrije.

Re²itev. Ker je ‖T‖ ≤ 1 za vsak T ∈ G, je ‖x‖0 ≤ ‖x‖ za vsak x ∈ X.
Po drugi strani pa je ‖x‖ = ‖Ix‖ ≤ ‖x‖0. Torej sta normi ‖.‖ in ‖.‖0

ekvivalentni.

Vzemimo poljuben S ∈ G. Potem je

‖Sx‖0 = supT∈G‖TSx‖ = supT∈G‖Tx‖ = ‖x‖0

za vsak x ∈ X, kar pomeni, da je S izometrija v normi ‖.‖0.

18. Naj bo a pozitivno realno ²tevilo. Za vsak n ∈ N de�nirajmo operator
An : l∞ → l∞ s predpisom

An(x1, x2, . . .)

=
1

a
(x1, x2, . . . , xn,−xn+1, xn+2, . . .).

(a) Kak²en mora biti a, da bo zaporedje (An, A
2
n, A

3
n, . . .) konvergentno

oziroma bo imelo kako konvergentno podzaporedje?

(b) Ali je zaporedje {An}n∈N konvergentno v operatorski normi?

(c) Naj bo x = (x1, x2, x3 . . .) zaporedje z limito 0. Ali je zaporedje
{Anx}n∈N konvergentno?

Namig.

(a) Pokaºite, da je

(An, A
2
n, A

3
n, A

4
n, . . .) = (An,

1

a2
I,

1

a2
An,

1

a4
I,

1

a4
An, . . .).

To zaporedje bo konvergentno, ko bo a > 1, in bo imelo konver-
gentno podzaporedje, £e bo a = 1.

(b) Ker za n 6= m velja ‖An − Am‖∞ = 2, zaporedje {An}n∈N ni kon-
vergentno.
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(c) Zaporedje je konvergentno.

19. Naj bo prostorX = C[−1, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max−1≤x≤1 |f(x)|
in naj bo F : (X, ‖.‖∞) → C preslikava de�nirana s predpisom

F (f) =

∫ 1

0

(f(t) − f(−t))dt.

Pokaºite, da je F omejen linearen funkcional in izra£unajte njegovo
normo.

Namig. Opazujte zaporedje funkcij, ki je de�nirano v nalogi 10 in up-
o²tevajte, da je

|F (fn)| = |
∫ 1

0

(fn(x) − fn(−x)dx| = 2|
∫ 1

0

fn(x)dx| = 2 − 1

n

Norma operatorja F je 2.

20. Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|.
Pokaºite, da je s predpisom ϕ(f) = f(1)−f(0) de�niran omejen linearen
funkcional na X in izra£unajte njegovo normo.

Re²itev. Norma operatorja ϕ je 2.

21. Naj bo A : c→ c0 preslikava de�nirana s predpisom

A({xn}n∈N) = {xn

n
}n∈N.

Pokaºite, da je A omejen linearen funkcional in izra£unajte njegovo
normo.

Re²itev. Norma operatorja A je 1.
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22. Naj bo X normiran prostor, dimX ≥ 2, a ∈ X, f ∈ X∗ in naj bo
A : X → X operator de�niran s predpisom Ax = f(x)a. Pokaºite, da je
A omejen linearen operator in izra£unajte njegovo normo. Ali je operator
A injektiven? Ali je operator A surjektiven?

Re²itev. Norma operatorja A je ‖f‖‖a‖. Operator A ni niti injektiven
niti surjektiven.

23. Naj bo prostor X = C[0, b] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤b |f(x)| in
naj bo A : X → X operator de�niran s predpisom (Af)(x) = f(x) cosx.

(a) Pokaºite, da je A ∈ B(X) in izra£unajte njegovo normo.

(b) Kak²no mora biti ²tevilo b, da bo operator A obrnljiv? Kateri op-
erator je tedaj njegov inverz?

(c) Izra£unajte spekter operatorja A.

Re²itev.

(a) ‖Af‖∞ ≤ ‖f‖∞, ‖A‖ = 1.

(b) b < π
2
, (A−1f)(x) = f(x)(cosx)−1.

(c) σ(A) = {cosx | x ∈ [0, b]}.

24. Naj bo prostor X = C[1
2
, b] opremljen z normo ‖f‖∞ = max 1

2
≤x≤b |f(x)|

in naj bo A : X → X operator de�niran s predpisom (Af)(x) = f(x) ln x.

(a) Pokaºite, da je A ∈ B(X) in izra£unajte njegovo normo.

(b) Kak²no mora biti ²tevilo b, da bo operator A obrnljiv? Kateri ope-
rator je tedaj njegov inverz?

(c) Izra£unajte spekter operatorja A.

Re²itev.

(a) ‖A‖ = max 1

2
≤x≤b |lnx|.

(b) b < 1, (A−1f)(x) = f(x)(lnx)−1.
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(c) σ(A) = {lnx | x ∈ [1
2
, b]}.

25. Na prostoru X = C[0, 1] vpeljimo normo

‖f‖ = max
0≤x≤1

|f(x)| +
∫ 1

0

|f(x)|dx.

Naj bo A : X → X operator de�niran s predpisom (Af)(x) = xf(x).

(a) Pokaºite, da je (X, ‖.‖) Banachov prostor.

(b) Pokaºite, da je A ∈ B(X).

(c) Pokaºite, da je
∑∞

n=0
An

n!
konvergentna vrsta.

(d) Ali ima operator kako lastno vrednost?

Namig.

(a) Upo²tevajte ekvivalentnost norm:

‖f‖∞ = max
0≤x≤1

|f(x)| ≤ ‖f‖ ≤ 2‖f‖∞.

(b) ‖A‖ ≤ 2.

(c) Pokaºite, da je ‖An‖ ≤ 2 in upo²tevajte
∑∞

n=0
‖An‖

n!
≤ ∑∞

n=0
2
n!
.

(d) Operator nima lastnih vrednosti.

26. Na prostoru X = C[0, 1] vpeljimo normo

‖f‖ = 2 max
0≤x≤1

|f(x)| + (

∫ 1

0

|f(x)|2dx) 1

2 .

Naj bo A : X → X operator de�niran s predpisom (Af)(x) = e−xf(x).

(a) Pokaºite, da je (X, ‖.‖) Banachov prostor.

(b) Pokaºite, da je A ∈ B(X).

(c) Ali vrsta
∑∞

n=0
An

n!
konvergira?

(d) Zapi²ite A−1. Ali ima operator A kako lastno vrednost?
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Re²itev.

(a) Upo²tevajte ekvivalentnost norm:

‖f‖∞ = max
0≤x≤1

|f(x)| ≤ ‖f‖ ≤ 3‖f‖∞.

(b) ‖A‖ ≤ 3.

(c) Pokaºite, da je ‖An‖ ≤ 3 in upo²tevajte
∑∞

n=0
‖An‖

n!
≤ ∑∞

n=0
3
n!
.

(d) Operator nima lastnih vrednosti.

27. Naj bo prostorX = C[0, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)| in
naj bo V : X → X operator de�niran s predpisom (V f)(x) =

∫ x

0
f(t)dt.

Pokaºite, da je V ∈ B(X) kvazinilpotenten operator.

Namig. Najprej pokaºite, da je |(V nf)(x)| ≤ xn

n!
‖f‖, iz £esar sledi

‖V n‖ ≤ 1
n!
. Torej je

r(V ) = lim
n→∞

‖V n‖ 1

n ≤ lim
n→∞

(
1

n!
)

1

n = 0.

28. Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|
in naj bostaM,V : X → X preslikavi de�nirani s predpisoma (Mf)(x) =
xf(x) ter (V f)(x) =

∫ x

0
f(t)dt. Pokaºite, da soM,V,MV −VM ∈ B(X),

izra£unajte njihove norme ter pokaºite, da je MV −VM kvazinilpotenten
operator.

Namig. Vidimo, da je

((MV − VM)f)(x) = x

∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt = (V 2f)(x).

Torej je MV − VM = V 2. Po prej²nji nalogi je σ(V 2) = σ(V )2 = 0.
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29. Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|
in naj bo P podprostor vseh polinomov. Pokaºite, da sta s predpisoma

f(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = a0,

g(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = a0 + a1 + . . .+ an

de�nirana omejena linearna funkcionala na P in izra£unajte njuni normi.
Poi²£ite raz²iritvi funkcionalov f in g na prostor X, ki imata isti normi
kot f oziroma g.

Re²itev. Norma funcionalov f in g je 1. Raz²iritev funkcionala f je npr.
F (ϕ) = ϕ(0), ϕ ∈ X, funkcionala g pa G(ϕ) = ϕ(1), ϕ ∈ X.

30. Naj bo prostor zvezno odvedljivih realnih funkcij X = C1[0, 1] opremljen
z normo ‖f‖ = supx∈[0,1] |f(x)|+supx∈[0,1] |f ′(x)| in naj bo P podprostor
vseh polinomov. Pokaºite, da sta s predpisoma

ϕ(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = a0 + 5−1a1 + 5−2a2 + . . .+ 5−nan,

ψ(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = 3a0 + 6a1 + 9a2 + 12a3 + . . .+ 3(n+ 1)an

de�nirana omejena linearna funkcionala na P in izra£unajte njuni normi.
Poi²£ite raz²iritvi funkcionalov ϕ in ψ na cel prostor X, ki imata isti
normi kot ϕ oziroma ψ.

Re²itev. Opazimo, da je ϕ(p) = p(1
5
), ψ(p) = 3(p(1) + p′(1)) in izra£u-

namo, da je ‖ϕ‖ = 1 ter ‖ψ‖ = 3. Raz²iritev funkcionala ϕ je na
primer ϕ1(f) = f(1

5
), f ∈ X, raz²iritev funkcionala ψ pa ψ1(f) =

3(f(x) + f ′(x)), f ∈ X.

31. Naj bo X = C[0, 1] prostor opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|.
Z L ozna£imo mnoºico vseh lihih funkcij prostora X in z S mnoºico vseh
sodih funkcij prostora X.

(a) Pokaºite, da sta L in S podprostora X in da je L ⊕ S = X.

(b) Pokaºite, da je s predpisom

ϕ(f) =

∫ 1

− 1

2

f(x)dx
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de�niran omejen linearen funkcional na L in izra£unajte njegovo
normo.

(c) Poi²£ite tako raz²iritev φ funkcionala ϕ na X, da je ‖φ‖ = ‖ϕ‖.

Namig. Norma funcionala ϕ je 1
2
. Raz²iritev funkcionala ϕ je na primer

φ(f) =
∫ 1

1

2

f(x)dx, f ∈ X.

32. Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo ‖f‖∞ = max0≤x≤1 |f(x)|
in naj bo Y = {f ∈ X | f(0) = 0}.

(a) Pokaºite, da je Y zaprt podprostor prostora X.

(b) Pokaºite, da je s predpisom ϕ(f) = f(1
2
) − f(0) de�niran omejen

linearen funkcional na X. Izra£unajte njegovo normo in normo
njegove zoºitve na Y .

(c) Poi²£ite kak tak linearni funkcional na X, ki se na Y ujema s ϕ in
ima isto normo kot zoºitev ϕ na Y .

Namig. Norma funcionala ϕ je 1. Raz²iritev funkcionala ϕ je na primer
φ(f) = f(1

2
), f ∈ X.

33. Naj bo (X, ‖.‖) normiran prostor, a1, a2, . . . , an ∈ C in x1, x2, . . . , xn

linearno neodvisni vektorji prostora X. Pokaºite, da sta naslednji dve
trditvi ekvivalentni:

(a) obstaja tak f ∈ X∗, da je ‖f‖ ≤ 1 in f(xi) = ai, i = 1, . . . , n,

(b) za poljubne b1, b2, . . . , bn ∈ C je

|b1a1 + b2a2 + . . .+ bnan| ≤ ‖b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn‖.

Re²itev. ((a) ⇒ (b)) Opazimo, da je

|b1a1 + b2a2 + . . .+ bnan| = |f(b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn)|
≤ ‖f‖‖b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn‖
≤ ‖b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn‖.
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((b) ⇒ (a)) Naj bo Y = L{x1, x2, . . . , xn}. De�nirajmo f1 : Y → C

s predpisom f1(xi) = ai, i = 1, . . . , n. Glede na predpostavko ni teºko
preveriti dobre de�niranosti preslikave f1. Potem po Hahn Banachovem
izreku obstaja tak f ∈ X∗, da je zoºitev f na Y ravno preslikava f1 ter
‖f‖ = ‖f1‖ ≤ 1.

34. Naj bo X normiran prostor. Pokaºite, da je dimX < ∞ natanko tedaj,
ko je dimX∗ <∞.

Namig. (=⇒) �e je dimX <∞, je dimX = dimX∗.

(⇐=) Predpostavimo, da je dimX = ∞. Potem obstaja neskon£na lin-
earno neodvisna mnoºica {x1, x2, . . .} ⊂ X. Za vsako naravno ²tevilo
n de�nirajmo linearen funkcional fn ∈ X∗ s predpisom fn(xn) = 1 in
fn(xi) = 0, £e je i 6= n. Linearni funkcionali fn, n ∈ N, so linearno
neodvisni. Torej je dimX∗ = ∞.

35. Naj bo (X, ‖.‖) normiran prostor in x ∈ X tak, da je ‖x‖ = 1. Pokaºite,
da obstaja taka zaprta hiperravnina H, da je d(x,H) = 1.

Namig. Po posledici Hahn Banachovega izreka obstaja tak f ∈ X∗, da
je ‖f‖ = 1 in f(x) = ‖x‖ = 1. Pokaºimo, da za zaprto hiperravnino
Kerf = H velja d(x,H) = 1. Ker je 1 = ‖x‖ = ‖x− 0‖, je d(x,H) ≤ 1.
V nadaljevanju ºelimo pokazati, da je 1 ≤ d(x,H) = infh∈H‖x − h‖.
Predpostavimo nasprotno. Sledi, da je ‖f‖ < 1, kar je v nasprotju s
predpostavko.

36. Naj bo X re�eksiven prostor in f ∈ X∗. Pokaºite, da obstaja tak x ∈ X,
da je ‖x‖ = 1 in f(x) = ‖f‖.

Namig. Po posledici Hahn Banachovega izreka obstaja tak F ∈ X∗∗,
da je F (f) = ‖f‖ in ‖F‖ = 1. Ker je X re�eksiven prostor, obstaja tak
x ∈ X, da je Φ(x) = F , kjer je Φ : X → X∗∗ surjektivna kanoni£na
preslikava. Torej je ‖f‖ = F (f) = f(x) in 1 = ‖F‖ = ‖x‖.
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37. Naj boX re�eksiven prostor in Y zaprt podprostor prostora X∗. Pokaºite,
da obstaja tak neni£elni vektor x ∈ X, da je f(x) = 0 za vsak f ∈ Y .

Namig. Glede na posledico Hahn Banachovega izreka obstaja tak F ∈
X∗∗, da je F (Y ) = 0. Ker je X re�eksiven prostor, obstaja tak x ∈ X,
da je Φ(x) = F , kjer je Φ : X → X∗∗ surjektivna kanoni£na preslikava.
Torej je F (f) = f(x) = 0 za vsak f ∈ Y .

38. Naj bo X normiran prostor, x ∈ X in naj bo E ⊂ X. Pokaºite, da sta
naslednji dve trditvi ekvivalentni:

(a) x ∈ L(E),

(b) £e je f ∈ X∗ tak, da je f(E) = 0, sledi f(x) = 0.

Namig. ((a) ⇒ (b)) �e je x ∈ L(E), je x = limn→∞ xn, xn ∈ L(E). Ni
teºko preveriti, da potem sledi ºeleno.

((b) ⇒ (a)) Predpostavimo, da x /∈ L(E). Potem po posledici Hahn
Banachovega izreka obstaja tak f ∈ X∗, da je f(L(E)) = 0 in f(x) 6= 0.
Torej je tudi f(E) = 0. Glede na (b) sledi, da je f(x) = 0, kar je v
protislovju s predpostavko.

39. Naj bo X re�eksiven prostor in naj bo f ∈ X∗.

(a) Pokaºite, da obstaja tak y ∈ X, da je x − f(x)
‖f‖ y ∈ Kerf za vsak

x ∈ X.

(b) Naj bo preslikava P : X → X de�nirana s predpisom

Px = x− f(x)

‖f‖ y, x ∈ X.

Pokaºite, da je P projektor, ImP = Kerf in ‖I − P‖ = 1.

Re²itev.

(a) Glede na nalogo 36 obstaja tak y ∈ X, da je f(y) = ‖f‖ in 1 = ‖y‖.
Potem je f(x− f(x)

‖f‖ y) = 0 za vsak x ∈ X.
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(b) Ker je Py = y − f(y)
‖f‖ y = 0, ni teºko preveriti, da je P 2 = P .

Naj bo x ∈ ImP . Potem je x = Px ∈ Kerf . Pokaºimo ²e obratno:
£e je x ∈ Kerf , je f(x) = 0 in zato je x = Px ∈ ImP .
Ker je

‖x− Px‖ =
|f(x)|
‖f‖ ‖y‖ ≤ ‖x‖,

je ‖I − P‖ ≤ 1. Upo²tevajmo, da je ‖y − Py‖ = 1, iz £esar sledi
‖I − P‖ = 1.

40. Naj bo X Banachov prostor. Za poljubna y, z ∈ X in f, g ∈ X∗ de�ni-
rajmo P : X → X s predpisom Px = f(x)y + g(z)x.

(a) Pokaºite, da je P ∈ B(X).

(b) Denimo, da je X re�eksiven prostor, Y ∗ pravi zaprt podprostor
prostora X∗ in da je ‖f‖ = 1. Pokaºite, da obstajata taka neni£elna
y, z ∈ X, da je P projektor za katerikoli g ∈ Y ∗.

Re²itev. (b) Vidimo, da je

P 2x = P (f(x)y + g(z)x) = f(f(x)y + g(z)x)y + g(z)(f(x)y + g(z)x)

= f(x)f(y)y + g(z)f(x)y + g(z)f(x)y + g(z)g(z)x.

Glede na nalogo 36 obstaja tak y ∈ X, da je ‖y‖ = 1 in f(y) = ‖f‖ = 1.
�e upo²tevamo ²e nalogo 37, obstaja tak z ∈ X, da je g(z) = 0 za vsak
g ∈ Y ∗. Iz tega sledi ºeleno.

41. Naj bo X Banachov prostor in naj bosta A,B ∈ B(X) taka operatorja,
da je ATB = BTA za vsak T ∈ B(X). Pokaºite, da je B = λA za nek
λ ∈ C.

Re²itev. Naj bo 0 6= f ∈ X∗ in naj bo T : X → X operator de�niran
s predpisom T (x) = f(x)u za nek 0 6= u ∈ X. Potem je T ∈ B(X). Po
eni strani je ATBx = f(Bx)Au, po drugi strani pa BTAx = f(Ax)Bu.
Ker je ATB = BTA, sledi ºeleno.
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Poglavje 3

Hilbertovi prostori

1. Naj bo X Hilbertov prostor, Y zaprt podprostor in f ∈ X∗. Pokaºite,
da obstajata taka linearna funkcionala f1, f2 ∈ X∗, da velja:

(a) f = f1 + f2,

(b) f1(Y
⊥) = {0} in f2(Y ) = {0},

(c) ‖f‖2 = ‖f1‖2 + ‖f2‖2.

Namig. Vemo, da je X = Y ⊕ Y ⊥. Po Rieszovem izreku obstaja tak
a = a1 + a2 ∈ X, a1 ∈ Y , a2 ∈ Y ⊥, da je f(x) = 〈x, a〉 za vsak x ∈ X in
‖f‖ = ‖a‖. Funkciji f1 in f2 de�niramo s predpisoma f1(x) = 〈x, a1〉 ter
f2(x) = 〈x, a2〉.

2. Naj bo S podprostor Hilbertovega prostora X. Pokaºite, da je

(S⊥)⊥ = L(S).

Namig. Naj bosta x ∈ S⊥ in y ∈ L(S). Torej je y = limn→∞sn,
sn ∈ L(S). Potem je 〈x, y〉 = 0. Iz tega sledi, da je S⊥ ⊆ L(S)

⊥
. Ker je

S ⊆ L(S), je L(S)
⊥ ⊆ S⊥, iz £esar sledi (S⊥)⊥ = (L(S)

⊥
)⊥ = L(S).

3. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A ∈ B(H). Pokaºite, da je

H = KerA⊕ ImA∗.
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Namig. Ker je ImA∗ ⊆ ImA∗, sledi (ImA∗)
⊥ ⊆ (ImA∗)⊥.

Naj bo x ∈ KerA in naj bo y ∈ ImA∗. Potem je y = limn→∞A∗yn,
{A∗yn}n∈N ⊂ ImA∗. Ker je 〈x,A∗yn〉 = 〈Ax, yn〉 = 0, sledi x ∈ (ImA∗)⊥.
Torej je KerA ⊆ (ImA∗)

⊥
.

Naj bo x ∈ (ImA∗)⊥. Potem je 0 = 〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉 za vsak y ∈ H.
Iz tega sledi, da je Ax = 0, kar pomeni (ImA∗)⊥ ⊆ KerA. S tem smo
pokazali, da je (ImA∗)

⊥
= KerA. Ker je H = (ImA∗)

⊥ ⊕ ImA∗, sledi
ºeleno.

4. Naj bosta X in Y zaprta podprostora Hilbertovega prostora H. Pokaºite
enakost

(X⊥ + Y ⊥)⊥ = X ∩ Y.
Ali velja trditev tudi v primeru, ko prostora nista zaprta?

Namig. Naj bo x ∈ (X⊥ + Y ⊥)⊥. Potem je 〈x, x1 + x2〉 = 0, x1 ∈ X⊥,
x2 ∈ Y ⊥. Iz tega sledi, da je x ∈ X ∩ Y .

�e je x ∈ X ∩ Y , je 〈x, x1 + x2〉 = 0 za vsak x1 ∈ X⊥ in x2 ∈ Y ⊥. Torej
je x ∈ (X⊥ + Y ⊥)⊥.

Pokazana enakost ne velja v primeru, ko prostora X in Y nista zaprta.
Primer: X = Y je podprostor takih zaporedij iz l2, ki imajo kve£jemu
kon£no mnogo neni£elnih £lenov.

5. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo P ∈ B(H) projektor. Pokaºite,
da je ImP zaprt podprostor. Pokaºite tudi implikaciji (a) =⇒ (b) ter
(b) =⇒ (c):

(a) P = P ∗,

(b) ImP = (KerP )⊥,

(c) 〈Px, x〉 = ‖Px‖2 za vsak x ∈ H.

Namig. Ker je ImP = Ker(I − P ), je ImP zaprt prostor.

((a) ⇒ (b)) Najprej pokaºemo, da je KerP = (ImP )⊥, iz £esar sledi
ºeleno: (KerP )⊥ = (ImP )⊥⊥ = ImP.
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((b) ⇒ (c)) Ker je H = ImP ⊕ (ImP )⊥, je H = ImP ⊕KerP . Naj bo
x ∈ H. Potem lahko x zapi²emo kot x = y + z, kjer sta y ∈ KerP in
z ∈ ImP . Torej je ‖Px‖2 = 〈Px, Px〉 = 〈Pz, Pz〉 = 〈z, Pz〉 = 〈x, Px〉.

6. Naj bo H Hilbertov prostor in A ∈ B(H) tak sebiadjungiran operator,
da je ‖x‖ ≤ ‖Ax‖ za vsak x ∈ H. Pokaºite, da je (ImA)⊥ = 0 in od tod
izpeljite, da je A homeomor�zem.

Re²itev. Naj bo x ∈ (ImA)⊥. Potem je 0 = 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉 za vsak
y ∈ H. Iz tega sledi, da je ‖x‖ ≤ ‖Ax‖ = 0. Torej je x = 0.

V nadaljevanju pokaºimo, da je ImA zaprt prostor. Naj bo {Axn}n∈N

konvergentno zaporedje v prostoru ImA z limito x. Glede na pred-
postavko, da je ‖x‖ ≤ ‖Ax‖ za vsak x ∈ H, je {xn}n∈N Cauchyjevo za-
poredje v H in zato konvergentno z limito y. Torej je x = limn→∞Axn =
Ay ∈ ImA.

Glede na pokazano je H = ImA⊕ (ImA)⊥ = ImA. Prav tako ni teºko
preveriti injektivnosti operatorja A. Po izreku o odprti preslikavi sledi,
da je A−1 zvezen operator. Torej je A homeomor�zem.

7. Naj bo H Hilbertov prostor, A,B ∈ B(H) in naj bo C = A∗A + B∗B.
Pokaºite:

(a) KerC = KerA ∩KerB.

(b) Lastne vrednosti operatorja C so nenegativna realna ²tevila.

Namig.

(a) Naj bo x ∈ KerC. Potem je 0 = 〈A∗Ax, y〉 + 〈B∗Bx, y〉 za vsak
y ∈ H. Sledi ‖Ax‖2 + ‖Bx‖2 = 0 in zato je Ax = Bx = 0. Torej je
x ∈ KerA ∩KerB.
�e je x ∈ KerA∩KerB, je (A∗A+B∗B)x = 0 in zato je x ∈ KerC.

(b) Naj bo λ lastna vrednost operatorja C. Torej obstaja tak 0 6= x ∈
H, da je Cx = λx. Iz tega sledi, da je λ〈x, x〉 = λ〈x, x〉. Ker je
〈Cx, x〉 ≥ 0, je λ ≥ 0.

33



8. Naj bo U ∈ B(H) unitarni operator in P ∈ B(H) ortogonalni projektor
na Hilbertovem prostoru (H, 〈., .〉). Vpeljimo {., .} : H × H → H s
predpisom {x, y} = 〈Ux+PUx, Uy〉. Pokaºite, da je (H, {., .}) Hilbertov
prostor.

Namig. Ni teºko preveriti da je {., .} skalarni produkt na prostoru H.
Potem je s predpisom {x, x} = ‖x‖2

1, x ∈ H, de�nirana norma na H.
Ker sta normi ‖.‖ in ‖.‖1 ekvivalentni,

‖x‖2 = 〈x, x〉 ≤ ‖Ux‖2 + ‖PUx‖2 = ‖x‖2
1 ≤ (‖U‖2 + ‖PU‖2)‖x‖,

je (H, {., .}) Hilbertov prostor.

9. Naj bo operator P : l2 → l2 podan s predpisom

P (x1, x2, x3, x4 . . .) = (0, x2, 0, x4, 0, . . . , 0, x2n, 0, . . .).

Pokaºite, da je P ortogonalni projektor. Poi²£ite KerP , (KerP )⊥ in
ImP .

Re²itev. Ni teºko preveriti, da je P ∈ B(l2) in P 2 = P = P ∗, pri
£emer upo²tevamo, da je 〈Px, y〉 = 〈x, P ∗y〉, x, y ∈ l2. Vidimo, da je
ImP = KerP in

KerP = {(x1, x2, x3, x4, . . .) | x2n = 0, ∀n ∈ N},
(KerP )⊥ = {(x1, x2, x3, x4, . . .) | x2n−1 = 0, ∀n ∈ N}.

10. Za vsako naravno ²tevilo n de�niramo funkcional fn na prostoru l2 s
predpisom

fn(x1, x2, x3, . . .) = x1 +
x2√
2

+ . . .+
xn√
n
.

Pokaºite, da je fn omejen linearen funkcional in izra£unajte njegovo
normo. Ali je zaporedje {fn}n∈N konvergentno?

Re²itev. Ker je

fn(x1, x2, x3, . . .) = 〈(x1, x2, x3, . . .), (1,
1√
2
, . . . ,

1√
n
, 0, 0, . . .)〉,

34



je ‖fn‖ = ‖(1, 1√
2
, . . . , 1√

n
, 0, 0, . . .)‖ =

√

1 + 1
2

+ . . .+ 1
n
(Rieszov izrek).

Naj bo an = (1, 1√
2
, . . . , 1√

n
, 0, 0, . . .). Vidimo, da je

‖fn − fm‖2 = ‖an − am‖2 =
1

n
+

1

n− 1
+ . . .+

1

m+ 1
.

Iz tega sledi, da zaporedje {fn}n∈N ni konvergentno.

11. Za vsako naravno ²tevilo n de�niramo funkcional fn na prostoru l2 s
predpisom

fn(x1, x2, x3, . . .) =
1

3
1

2

x1 +
1

3
2

2

x2 + . . .+
1

3
n−1

2

xn−1 +
1

3
n
2

xn.

Pokaºite, da je fn omejen linearen funkcional in izra£unajte njegovo
normo. Ali je zaporedje {fn}n∈N konvergentno?

Namig. Zaporedje {fn}n∈N je konvergentno.

12. Naj bo U ∈ B(H) unitaren in A ∈ B(H) poljuben operator na Hilber-
tovem prostoru H. Pokaºite:

(a) ‖UAx‖ = ‖Ax‖ za vsak x ∈ H in ‖UA‖ = ‖A‖,
(b) ‖Ux‖ = ‖x‖ za vsak x ∈ H in ‖AU‖ = ‖A‖.

Namig.

(a) Vidimo, da je ‖UAx‖2 = 〈UAx,UAx〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2, iz
£esar sledi ‖UA‖ = ‖A‖.

(b) Ker je ‖AUx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖‖Ux‖

‖x‖ = ‖A‖, je ‖AU‖ ≤ ‖A‖. Po drugi strani pa

opazimo, da je ‖Ax‖
‖x‖ = ‖AU(U∗x)‖

‖U∗x‖ ≤ ‖AU‖. Torej je ‖A‖ ≤ ‖AU‖.

13. Naj bo H realen Hilbertov prostor in naj bo T : H → H linearen op-
erator. Pokaºite, da je 〈Tx, x〉 = 0 za vsak x ∈ H natanko tedaj, ko je
T = −T ∗.
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Re²itev. (=⇒) Vidimo, da je 〈T (x + y), x + y〉 = 0 za vsak x, y ∈ H.
Sledi 0 = 〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 〈x, T ∗y〉+ 〈x, Ty〉 = 〈x, (T ∗ +T )y〉, kar nas
privede do ºelene enakosti.

(⇐=) Iz enakosti 〈Tx, x〉 = 〈x, T ∗x〉 = −〈Tx, x〉 sledi ºeleno.

14. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in naj bo T : H → H linearen
operator. Pokaºite, da je 〈Tx, x〉 = 0 za vsak x ∈ H natanko tedaj, ko
je T = 0.

Re²itev. (=⇒) S pomo£jo linearizacije (namesto x pi²imo x+y, y ∈ H)
vidimo, da je 0 = 〈T (x + y), x + y〉 = 〈Tx, y〉 + 〈Ty, x〉. �e namesto x
pi²emo ix, je 0 = 〈Tix, y〉+〈Ty, ix〉. Iz tega sledi 0 = i〈Tx, y〉− i〈Ty, x〉.
Torej je 0 = 〈Tx, y〉 − 〈Ty, x〉. �e se²tejemo prvo in zadnjo enakost,
dobimo 〈Tx, y〉 = 0 za vse x, y ∈ H. Iz tega sledi ºeleno, T = 0.

15. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in naj bo T : H → H tak
linearen operator, da je 〈Tx, x〉 ≥ 0 za vsak x ∈ H. Pokaºite, da je
T ∗ = T .

Re²itev. Ker je 〈Tx, x〉 ≥ 0, je 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 = 〈x, Tx〉 za vsak
x ∈ H. Po drugi strani pa je 〈Tx, x〉 = 〈x, T ∗x〉. Iz tega sledi, da je
〈(T − T ∗)x, x〉 = 0 za vsak x ∈ H. Glede na prej²njo nalogo je T = T ∗.

16. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor. Pokaºite, da je N ∈ B(H)
normalen operator natanko tedaj, ko je ‖Nx‖ = ‖N∗x‖ za vsak x ∈ H.

Namig. (=⇒) O£itno je ‖Nx‖2 = 〈N∗Nx, x〉 = 〈NN∗x, x〉 = ‖N∗x‖2

za vsak x ∈ H.

(⇐=) Glede na predpostavko ni teºko pokazati, da je

〈(N∗N −NN∗)x, x〉 = 0

za vsak x ∈ H. S pomo£jo naloge 14 sledi ºeleno, N∗N = NN∗.
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17. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bosta x, y ∈ H taka, da je

‖x+ y‖ = ‖x‖ + ‖y‖.

Pokaºite, da je ‖x‖‖y‖ = |〈x, y〉|.

Namig. O£itno je ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖. Iz tega sledi
〈x, y〉+〈y, x〉 = 2‖x‖‖y‖. Torej je |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ = Re〈x, y〉 ≤ |〈x, y〉|.

18. Naj bo (X, 〈., .〉) realen ali kompleksen vektorski prostor s skalarnim
produktom. Denimo, da za vsak f ∈ X∗ obstaja tak y ∈ X, da je
f(x) = 〈x, y〉 za vsak x ∈ X. Pokaºite, da je X poln prostor.

Namig. Naj bo ϕ : X → X∗ preslikava de�nirana s predpisom ϕ(a) =
fa, kjer je fa(x) = 〈x, a〉 za vsak x ∈ X. Pokaºite, da je ϕ izometrija in
upo²tevajte, da je X∗ poln prostor.

19. Naj bo A Banachova algebra.

(a) Naj bo a ∈ A nilpotenten. Pokaºite, da je σ(a) = {0}.
(b) Naj bo e ∈ A idempotent in e 6= 0, 1. Pokaºite, da je σ(e) = {0, 1}.

Namig.

(a) Ker obstaja tak n ∈ N, da je an−1 6= 0 in an = 0, je a delitelj ni£a.
Zato a ni obrnljiv. Torej je 0 ∈ σ(a). Naj bo 0 6= λ ∈ C. Pokaºite,
da obstaja inverz elementa a−λ1 (geometrijska vrsta), iz £esar sledi
ºeleno.

(b) Ker je e(e − 1) = 0, e 6= 0, 1, elementa e in e − 1 nista obrnljiva.
Potem pa je 0, 1 ∈ σ(e). Naj bo 0, 1 6= λ ∈ C. Ker je e−λ1 obrnljiv
element z inverzom (e− λ1)−1 = 1

λ
(−1 + e

1−λ
), sledi ºeleno.
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20. Naj bo A Banachova algebra in a, b ∈ A. Pokaºite, da je

σ(ab) − {0} = σ(ba) − {0}.

Namig. Naj bo λ 6= 0. Pokaºite, da je ab− λ obrnljiv element natanko
tedaj, ko je ba − λ obrnljiv element. Konkretno, £e je ba − 1 obrnljiv
element, potem je

(ab− 1)−1 = −(1 + a(1 − ba)−1b).

21. Naj boA Banachova algebra z enoto e in naj bo x ∈ A obrnljiv. Pokaºite,
da je λ ∈ σ(x) natanko tedaj, ko je λ−1 ∈ σ(x−1).

Namig. (=⇒) Naj bo λ ∈ σ(x). Predpostavimo, da je λ−1 /∈ σ(x−1).
Potem je x−1 − λ−1e obrnljiv element. Ker je λe− x = λx(x−1 − λ−1e),
je λe− x obrnljiv element. S tem smo pokazali ºeleno.

22. Naj bo A Banachova algebra z enoto e, ‖e‖ = 1 in naj bo ϕ : A → C

neni£eln multiplikativen linearen funkcional. Pokaºite:

(a) ϕ(e) = 1,

(b) ϕ(a) ∈ σ(a) za vsak a ∈ A,
(c) ‖ϕ‖ = 1.

Re²itev.

(a) Ker je ϕ(a) = ϕ(ae) = ϕ(a)ϕ(e) za vsak 0 6= a ∈ A, je ϕ(e) = 1.

(b) Vidimo, da je ϕ(a − ϕ(a)e) = ϕ(a) − ϕ(a) = 0. Iz tega sledi, da
a− ϕ(a)e ni obrnljiv element in zato je ϕ(a) ∈ σ(a).

(c) Ker je ϕ(e) = 1, je 1 ≤ ‖ϕ‖. S pomo£jo to£ke (b) vidimo, da je
|ϕ(a)| ≤ ‖a‖ za vsak a ∈ A, iz £esar sledi ‖ϕ‖ ≤ 1.
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23. Naj bo X kompleksna Banachova algebra z enoto 1 in naj bo ϕ : X → X

taka linearna preslikava, da je ϕ(1) = 1. Pokaºite, da sta naslednji dve
trditvi ekvivalentni:

(a) x ∈ X je obrnljiv natanko tedaj, ko je ϕ(x) obrnljiv,

(b) σ(ϕ(x)) = σ(x).

Re²itev. ((a) ⇒ (b)) Naj bo λ ∈ σ(ϕ(x)). Potem element ϕ(x) − λ1 =
ϕ(x− λ1) ni obrnljiv. Glede na predpostavko x− λ1 ni obrnljiv element
in zato je λ ∈ σ(x).

Naj bo λ ∈ σ(x). Potem element x − λ1 ni obrnljiv. Po predpostavki
tudi ϕ(x− λ1) = ϕ(x) − λ1 ni obnljiv element. Iz tega sledi ºeleno.

((b) ⇒ (a)) Predpostavimo, da x ni obrnljiv element. Torej je 0 ∈
σ(x) = σ(ϕ(x)), iz £esar sledi ºeleno. Podobno, £e ϕ(x) ni obrnljiv, je
0 ∈ σ(ϕ(x)) = σ(x) in zato x ni obrnljiv element.

24. Naj bo preslikava A : l2 → l2 de�nirana s predpisom

A(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, x3, . . .).

Pokaºite, da je A ∈ B(l2) in izra£unajte ‖A‖, A∗ ter σ(A).

Re²itev. Norma operatorja A je 1, A∗(x1, x2, x3, x4, . . .) = (x2, x3, x4, . . .),
σ(A) = K(0, 1).

25. Naj bo preslikava A : l2 → l2 de�nirana s predpisom

A(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .).

Pokaºite, da je A ∈ B(l2) in izra£unajte ‖A‖, A∗ ter σ(A).

Re²itev. Norma operatorja A je 1, A∗(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, x3, . . .),
σ(A) = K(0, 1).
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26. Naj bo preslikava U : l2 → l2 de�nirana s predpisom

U(x1, x2, x3, x4, . . .) = (x1,−x2, x3,−x4, . . .).

Pokaºite, da je U ∈ B(l2) in izra£unajte ‖U‖, U∗ ter σ(U).

Re²itev. Norma operatorja U je 1, U∗ = U , σ(U) = {1,−1}.

27. Naj bo preslikava T : l2 → l2 de�nirana s predpisom

T (x1, x2, x3, x4, . . .) = (−x2, x1,−x4, x3, . . .).

Pokaºite, da je T zvezen linearen operator in izra£unajte ‖T‖, T ∗ ter
σ(T ).

Re²itev. Norma operatorja T je 1, T ∗ = −T , σ(T ) = {i,−i}.

28. Naj bo preslikava A : l2 → l2 de�nirana s predpisom

A(x1, x2, x3, x4, . . .) = (x1 + x2, x1 − x2, x3 + x4, x3 − x4, . . .).

Pokaºite, da je A ∈ B(l2) in izra£unajte ‖A‖, A∗ ter σ(A).

Re²itev. Norma operatorja A je
√

2, A∗ = A, σ(A) = {
√

2,−
√

2}.

29. Naj bo A : l2 → l2 operator de�niran s predpisom

A(x1, x2, x3, x4, . . .) = (x1 + 2x2, 2x1 − x2, x3 + 2x4, 2x3 − x4, . . .).

Pokaºite, da je A ∈ B(l2) in izra£unajte ‖A‖, A∗ ter σ(A).

Re²itev. Norma operatorja A je
√

5, A∗ = A, σ(A) = {
√

5,−
√

5}.
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30. Naj bosta a in b neni£elna vektorja neskon£no razseºnega Hilbertovega
prostora H in naj bo A : H → H linearen operator de�niran s predpisom
Ax = 〈x, a〉b. Pokaºite, da je A omejen linearen operator. Izra£unajte
njegovo normo ter A∗. Kdaj je A normalen in kdaj sebiadjungiran op-
erator? Kaj sta jedro in zaloga vrednosti operatorja A? Izra£unajte
σ(A).

Namig. Norma operatorja A je ‖a‖‖b‖, ImA = {λb | λ ∈ C}, KerA =
{a}⊥. Ker je

〈Ax, y〉 = 〈〈x, a〉b, y〉 = 〈x, a〉〈b, y〉 = 〈x, 〈y, b〉a〉 = 〈x,A∗y〉,

je A∗x = 〈x, b〉a. Operator A je normalen, ko je b = λa, λ ∈ C. Operator
A je sebi adjungiran, ko je b = λa, λ ∈ R.

Naj bo Ax = λx, x 6= 0. Potem sta 0 in 〈b, a〉 lastni vrednosti operatorja
A. Naj bo λ 6= 0, 〈b, a〉. Iz enakosti (A − λI)x = y sledi 〈x, a〉〈b, a〉 =
λ〈x, a〉+〈y, a〉. S pomo£jo tega lahko pokaºemo, da je x = 1

λ
( 〈y,a〉
〈b,a〉−λ

b−y).
Torej je operator A − λI obrnljiv. S tem smo pokazali, da je σ(A) =
{0, 〈b, a〉}.

31. Naj bo H Hilbertov prostor, dimH ≥ 4 in naj bodo a, b, c ∈ H linearno
neodvisni ter paroma ortogonalni vektorji. De�nirajmo operator A :
H → H s predpisom

Ax = 〈x, a〉a+ 〈x, b〉b+ 〈x, c〉c.

Pokaºite, da je A ∈ B(H) in izra£unajte σ(A) ter A∗. Ali je A injektiven
operator? Ali je surjektiven?

Namig. Lastne vrednosti operatorja A so 0, ‖a‖2, ‖b‖2, ‖c‖2. �e λ ni
lastna vrednost operatorja A, potem iz enakosti (A − λI)x = y sledi
〈x, a〉 = 〈y,a〉

‖a‖2−λ
, 〈x, b〉 = 〈y,b〉

‖b‖2−λ
in 〈x, c〉 = 〈y,c〉

‖c‖2−λ
. Torej je

x =
1

λ
(〈x, a〉a+ 〈x, b〉b+ 〈x, c〉c− y),

kar pomeni, da je operator A − λI obrnljiv. Iz tega sledi, da je σ(A) =
{0, ‖a‖2, ‖b‖2, ‖c‖2}.
Operator A ni niti injektiven niti surjektiven, saj je dimH ≥ 4, A = A∗.
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32. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in A ∈ B(H) tak operator, da
je A∗ = −A.

(a) Pokaºite, da iz A2 = 0 sledi A = 0.

(b) Naj bo λ lastna vrednost operatorja A. Pokaºite, da je λ = it za
nek t ∈ [−‖A‖, ‖A‖].

Namig.

(a) Iz enakosti 0 = 〈x,A2x〉 = 〈A∗x,Ax〉 sledi ºeleno.
(b) Pokaºite, da je λ〈x, x〉 = −λ〈x, x〉, iz £esar sledi ºeleno.

33. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A ∈ B(H) tak normalen operator,
da je A2 = −A. Pokaºite:

(a) 〈A∗Ax,A∗y〉 = −〈A∗x,A∗y〉, x, y ∈ H,

(b) A = A∗,

(c) {0,−1} ⊆ σ(A).

Re²itev.

(a) Vidimo, da je

〈A∗Ax,A∗y〉 = 〈AA∗x,A∗y〉 = 〈A∗x, (A2)∗y〉 = −〈A∗x,A∗y〉

za vsak x, y ∈ H.

(b) Glede na zgornjo enakost opazimo, da je

0 = 〈(A∗A+ A∗)x,A∗y〉 = 〈A∗(A+ I)x,A∗y〉

za vsak x, y ∈ H. Pi²imo (A + I)x namesto y. Potem je A∗(A +
I)x = 0 za vsak x ∈ H, kar nas privede do ºelene enakosti, saj je
0 = A∗A+ A∗ = A∗A+ A.

(c) Naj bo λ lastna vrednost operatorja A. Potem obstaja tak 0 6= x ∈
H, da je Ax = λx. Opazimo, da je λ〈x, x〉 = λ〈x, x〉. Upo²tevajmo
predpostavko, da je A2 = −A, kar nas privede do tega, da je λ = 0
ali λ = −1.
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34. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A ∈ B(H) tak operator, da je
A3 = A∗.

(a) Pokaºite, da iz A4 = 0 sledi A = 0.

(b) Poi²£ite lastne vrednosti operatorja A.

(c) Dolo£ite spekter operatorja A, £e je A4 = I.

Re²itev.

(a) Ker je 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A4x〉 = 0, je Ax = 0 za vsak x ∈ H.

(b) Lastne vrednosti operatorja A so 0, 1,−1, i,−i.
(c) Spekter operatorja A je σ(A) = {1,−1, i,−i}.

35. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A ∈ B(H) pozitiven operator.
Pokaºite:

(a) sup{〈Ax, x〉 | ‖x‖ = 1} ≤ 1 natanko tedaj, ko je 〈Ax, x〉 ≤ 〈x, x〉,
(b) £e je λ lastna vrednost operatorja A, je 0 ≤ λ.

Re²itev.

(a) (=⇒) �e je ‖x‖ = 1, o£itno sledi ºeleno. Naj bo ‖x‖ 6= 1. Potem
je 〈 x

‖x‖ ,
x

‖x‖〉 = 1. Sledi 〈A x
‖x‖ ,

x
‖x‖〉 ≤ 1. Torej je 〈Ax, x〉 ≤ 〈x, x〉.

(⇐=) Po predpostavki je 〈Ax, x〉 ≤ 〈x, x〉. �e je ‖x‖ = 1, sledi
ºeleno.

(b) Ker je λ lastna vrednost operatorja A, obstaja tak 0 6= x ∈ H, da
je Ax = λx. Potem je 〈Ax, x〉 = λ〈x, x〉. Po drugi strani pa je
〈x,Ax〉 = λ〈x, x〉. Iz tega sledi ºeleno.

36. Naj bo H Hilbertov prostor in A ∈ B(H). Predpostavimo, da je AA∗

kompakten operator. Pokaºite, da je potem kompakten tudi operator A.
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Namig. Naj bo {xn}n∈N omejeno zaporedje v H. Ker je AA∗ kompak-
ten operator, vsebuje zaporedje {A∗Axn}n∈N konvergentno podzaporedje
{A∗Axnp

}p∈N. S pomo£jo neenakosti

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 ≤ ‖A∗Ax‖‖x‖

opazimo, da je zaporedje {Axnp
}p∈N Cauchyjevo in zato konvergentno.

37. Naj bo H Hilbertov prostor in A ∈ B(H).

(a) Pokaºite, da za vsak x ∈ H velja

‖Ax‖4 ≤ ‖x‖3‖(A∗A)2x‖.

(b) Naj bo (A∗A)2 kompakten operator. Pokaºite, da je potem kom-
pakten tudi operator A.

Namig.

(a) O£itno je

‖Ax‖4 = (〈x,A∗Ax〉)2 ≤ ‖x‖2‖A∗Ax‖2

= ‖x‖2〈x, (A∗A)2x〉 ≤ ‖x‖3‖(A∗A)2x‖.

(b) Naj bo {xn}n∈N omejeno zaporedje v H. S pomo£jo neenakosti (a)
in predpostavke pokaºemo, da vsebuje zaporedje {(A∗A)2xn}n∈N

konvergentno podzaporedje {(A∗A)2xnp
}p∈N. Iz tega sledi (glejte

to£ko (a)), da je tudi zaporedje {Axnp
}p∈N konvergentno.

38. Naj bosta X in Y Banachova prostora in A : X → Y kompakten linearen
operator. Pokaºite, da je ImA zaprt podprostor Y natanko tedaj, ko je
A kon£nega ranga.

Namig. (⇐=) Vsak kon£no razseºen podprostor normiranega prostora
je zaprt. �e je torej operator A kon£nega ranga, potem je ImA zaprt
podprostor prostora Y .
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(=⇒) Naj bo A : X → Y tak kompakten linearen operator, da je ImA
zaprt podprostor prostora Y . Linearen operator A : X → ImA je sur-
jektiven in omejen. Po izreku o odprti preslikavi je A(K(0, 1)), kjer
K(0, 1) ozna£uje odprto enotsko kroglo s sredi²£em v 0, odprta podm-
noºica ImA. Torej obstaja neka zaprta krogla K(0, ǫ) ⊆ A(K(0, 1)). Ker
je A(K(0, 1)) kompaktna mnoºica in je zaprt podprostor kompaktnega
prostora kompakten, je K(0, ǫ) kompaktna podmnoºica ImA in je zato
dim(ImA) <∞.

39. Naj bosta X in Y Banachova prostora ter naj bo A : X → Y zvezen,
surjektiven operator. Pokaºite: obstaja tak m > 0, da za vsak y ∈ Y

obstaja tak x ∈ X, da je Ax = y in ‖x‖ ≤ m‖Ax‖.

Re²itev. Naj bo K(0, 1) = {x ∈ X | ‖x‖ < 1}. Po izreku o odprti
preslikavi operator A slika odprte mnoºice v odprte mnoºice. Potem
obstaja taka odprta mnoºica K(0, r), da je K(0, r) ⊆ A(K(0, 1)). Naj bo
0 6= y ∈ Y in pi²imo z = yr

‖y‖2 . Torej je ‖z‖ = r
2
in zato je z ∈ A(K(0, 1)).

Iz tega sledi, da obstaja tak x0 ∈ K(0, 1), da je z = Ax0. Naj bo
x = x0

‖y‖2
r

. Potem je Ax = y in ‖x‖ = 2
r
‖y‖‖x0‖ ≤ 2

r
‖Ax‖.

40. Naj bo vektorski prostor X Banachov za normi ‖.‖1 in ‖.‖2. Pred-
postavimo, da je ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 za vsak x ∈ X. Pokaºite, da sta tedaj
normi ekvivalentni.

Namig. Ker je id : (X, ‖.‖2) → (X, ‖.‖1) linearna, zvezna in bijektivna
preslikava (upo²tevajte, da je ‖id(x)‖1 = ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 za vsak x ∈ X),
je po izreku o odprti preslikavi id−1 zvezna preslikava. Sledi ‖x‖2 =
‖id−1(x)‖2 ≤ m‖x‖1.

41. Naj bo H Hilbertov prostor in T ∈ B(H). Pokaºite:

(a) KerT ∗ = (ImT )⊥,

(b) ‖(I + T ∗T )x‖ ≥ ‖x‖,
(c) I + T ∗T je obrnljiv operator v B(H).
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Re²itev.

(a) Naj bo x ∈ KerT ∗. Potem je 0 = 〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉 za vsak y ∈ H.
Iz tega sledi, da je x ∈ (ImT )⊥.
Naj bo x ∈ (ImT )⊥. Potem je 0 = 〈x, Ty〉 = 〈T ∗x, y〉 za vsak
y ∈ H. Torej je T ∗x = 0 in zato je x ∈ KerT ∗.

(b) Vidimo, da je

‖(I+T ∗T )x‖2 = 〈(I+T ∗T )x, (I+T ∗T )x〉 = ‖x‖2+‖T ∗Tx‖2+2‖Tx‖2,

iz £esar sledi ºeleno.

(c) S pomo£jo to£ke (b) opazimo, da je operator I + T ∗T injektiven, s
pomo£jo to£ke (a) pa pokaºemo surjektivnost operatorja I + T ∗T .
Upo²tevajte, da je

H = Im(I + T ∗T ) ⊕ (Im(I + T ∗T ))⊥,

Ker(I + T ∗T ) = (Im(I + T ∗T ))⊥ = {0}.
Po izreku o odprti preslikavi sledi, da je I + T ∗T obrnljiv operator.

42. Naj boX Banachov prostor in naj bosta Y ter Z taka zaprta podprostora
X, da je X = Y ⊕ Z. Pokaºite, da sta prostora X/Y in Z linearno
homeomorfna.

Re²itev. Najprej zapi²imo izrek:

�e je Y zaprt podprostor normiranega prostora X, potem je s predpisom

‖x+ Y ‖ = infy∈Y ‖x+ y‖

de�nirana norma na X/Y . �e je X Banachov prostor, potem je tudi
X/Y Banachov prostor.

De�nirajmo preslikavo ϕ : Z → X/Y s predpisom ϕ(z) = z + Y . Naj
bo z ∈ Kerϕ. Potem je z ∈ Y ∩ Z = {0}. S tem smo pokazali, da je
preslikava ϕ injektivna. Prav tako ni teºko preveriti, da je surjektivna.
Namre£, naj bo x+ Y ∈ X/Y . Ker je X = Y ⊕ Z, je x = y + z za neka
y ∈ Y , z ∈ Z. Iz tega sledi, da je x − z ∈ Y in zato je x + Y = z + Y .
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Torej obstaja tak z ∈ Z, da je ϕ(z) = x+ Y . Na koncu ²e preverimo, da
je ‖ϕ‖ ≤ 1:

‖ϕ(z)‖ = infy∈Y ‖z + y‖ ≤ infy∈Y (‖z‖ + ‖y‖) ≤ ‖z‖.

Torej je ϕ zvezna preslikava. Po izreku o odprti preslikavi je ϕ−1 zvezna
preslikava.

43. Naj bo X Banachov prostor in P projektor na X. Pokaºite, da je P
zvezen operator natanko tedaj, ko sta KerP in ImP zaprta podprostora
X.

Re²itev. (⇐=) Predpostavimo, da sta KerP in ImP zaprta podpros-
tora X. Naj bo {xn}n∈N zaporedje v X z limito 0 in {Pxn}n∈N zaporedje
v X z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da je y = 0.
Ker je P (Pxn − xn) = 0, je Pxn − xn ∈ KerP . Glede na predpostavko
sledi, da je y ∈ KerP . Potem je 0 = Py = y.

(=⇒) Predpostavimo, da je P zvezen projektor. Naj bo {xn}n∈N ⊂ X

zaporedje v KerP z limito x. Potem je x ∈ KerP . Namre£,

Px = P lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Pxn = 0.

Prav tako je ImP zaprt podprostor prostora X, saj je Ker(P − I) =
ImP .

44. Naj bosta P in Q taka projektorja na Banachovem prostoru X, da je
PQ = −QP . Pokaºite, da je P + Q zvezen operator natanko tedaj, ko
sta Im(P +Q) in Ker(P +Q) zaprta podprostora prostora X.

Namig. Pokaºite, da je P +Q projektor in upo²tevajte prej²njo nalogo.

45. Naj bo X Banachov prostor, A : X → X linearen operator in naj bo
B ∈ B(X) tak bijektiven operator, da je BA ∈ B(X). Pokaºite, da je
potem tudi A ∈ B(X).
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Namig. Glede na predpostavko, da je B ∈ B(X) bijektiven operator,
obstaja B−1 ∈ B(X). Iz tega sledi, da je A = B−1BA ∈ B(X). Nalogo
lahko re²imo tudi s pomo£jo izreka o zaprtem grafu.

46. Naj bo X Banachov prostor, A : X → X linearen operator in naj bo
B ∈ B(X) tak injektiven operator, da je BA ∈ B(X). Pokaºite, da je
potem tudi A ∈ B(X).

Re²itev. Naj bo {xn}n∈N ⊂ X zaporedje z limito 0 in {Axn}n∈N ⊂ X

zaporedje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da
je y = 0. Ker je B injektiven operator in je By = B(limn→∞Axn) =
limn→∞B(Axn) = BA(limn→∞ xn) = 0, je y = 0.

47. Naj bo X Banachov prostor in A : X → X linearen operator. Pred-
postavimo, da za vsak f ∈ X∗ velja f ◦ A ∈ X∗. Pokaºite, da je
A ∈ B(X).

Re²itev. Naj bo {xn}n∈N ⊂ X zaporedje z limito 0 in {Axn}n∈N ⊂ X za-
poredje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da je y =
0. Predpostavimo nasprotno. Potem po posledici Hahn Banachovega
izreka obstaja tak linearen funkcional f ∈ X∗, da je f(y) 6= 0. Ker je
f ◦A ∈ X∗ in zaporedje {xn}n∈N konvergira k 0, je limn→∞ f(Axn) = 0.
Iz tega sledi, da je f(y) = f(limn→∞Axn) = limn→∞ f(Axn) = 0. S tem
smo pri²li do protislovja. Torej je y = 0 in trditev je dokazana.

48. Naj bo X Banachov prostor in naj bo F podmnoºica B(X) z lastnostjo:
za vsak 0 6= x ∈ X obstaja tak A ∈ F , da je Ax 6= 0. Naj bo B : X → X

tak linearen operator, da je f ◦ AB ∈ X∗ za vsak f ∈ X∗ in A ∈ F .
Pokaºite, da je B ∈ B(X).

Namig. Glede na prej²njo nalogo sledi, da je AB ∈ B(X). S pomo£jo
izreka o zaprtem grafu pokaºite, da je B ∈ B(X).

49. Naj bo X Banachov prostor in naj bo 0 6= u ∈ X.
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(a) Za vsak f ∈ X∗ naj bo Tf : X → X operator de�niran s predpisom
Tfx = f(x)u. Pokaºite, da je Tf ∈ B(X).

(b) Naj bo A : X → X tak linearen operator, da je TfA ∈ B(X) za
vsak f ∈ X∗. Pokaºite, da je A ∈ B(X).

Namig. (b) Naj bo {xn}n∈N ⊂ X zaporedje z limito 0 in {Axn}n∈N ⊂ X

zaporedje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da je
y = 0. Ker je TfA ∈ B(X) za vsak f ∈ X∗, ni teºko videti, da je
0 = Tf (y) = f(y)u za vsak f ∈ X∗, iz £esar sledi ºeleno.

50. Naj bo X Banachov prostor in naj bo A : X → X tak linearen operator,
da je AT − TA ∈ B(X) za vsak T ∈ B(X). Pokaºite, da je A ∈ B(X).

Re²itev. Naj bo 0 6= u ∈ X tak, da je ‖u‖ = 1. Za vsak f ∈ X∗

de�nirajmo operator Tf : X → X s predpisom Tfx = f(x)u. Ker je
Tf ∈ B(X), je ATf − TfA ∈ B(X) za vsak f ∈ X∗. O£itno je (ATf −
TfA)x = f(x)Au− f(Ax)u za vsak x ∈ X. Potem sledi

|f(Ax)| ≤ ‖ATf − TfA‖‖x‖ + ‖f‖‖Au‖‖x‖,

kar pomeni, da je f ◦ A ∈ X∗ za vsak f ∈ X∗. Glede na nalogo 47 sledi
ºeleno.

51. Naj bodo X, Y in Z Banachovi prostori, A : Y → Z linearen operator
in T ∈ B(X,Y ) surjektiven operator. Predpostavimo, da je AT zvezen
operator. Pokaºite, da je potem tudi A zvezen operator.

Namig. Naj bo {yn}n∈N ⊂ Y zaporedje z limito 0 in {Ayn}n∈N ⊂ Z

zaporedje z limito z. Po izreku o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da
je z = 0. Ker je T surjektiven operator, obstaja {xn}n∈N ⊂ X, da je
Txn = yn. Glede na nalogo 39 je {xn}n∈N konvergentno zaporedje z limito
0. Iz tega sledi 0 = AT limn→∞ xn = limn→∞ATxn = limn→∞Ayn = z.

52. Naj bodo X1, X2 in X3 taki zaprti podprostori Banachovega prostora X,
da je X = X1 ⊕X2 ⊕X3. Predpostavimo, da so Pi : X → Xi, i = 1, 2, 3,
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taki projektorji, da je ImPi = Xi ter Pi|Xj = 0, i 6= j. Pokaºite, da so
P1, P2, P3 omejeni operatorji.

Namig. Pokaºimo, da je P1 zaprt operator. Naj bo {xn}n∈N ⊂ X

zaporedje z limito 0 in {P1xn}n∈N ⊂ X zaporedje z limito y. Po izreku
o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da je y = 0. Glede na predpostavko
lahko vsak x ∈ X zapi²emo kot x = x1 + x2 + x3, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2,
x3 ∈ X3. Potem je P1x = P1x1 + P1x2 + P1x3 = P1x1 = x1. Podobno
vidimo, da je P2x = x2 in P3x = x3. Torej je x = P1x + P2x + P3x.
Upo²tevajmo pravkar pokazano: iz enakosti xn = P1xn + P2xn + P3xn

sledi 0 = y + z, kjer je y ∈ X1 in z = limn→∞(P2xn + P3xn). Torej je
0 = P1y + P1z = P1y = y. Podobno pokaºemo, da sta P2 in P3 zaprta
operatorja.

53. Naj bo A kompleksna Banachova algebra z involucijo ∗. Pokaºite, da
je ∗ zvezna preslikava natanko tedaj, ko je H(A) = {x ∈ A | x∗ = x}
zaprta mnoºica.

Re²itev. (=⇒) Predpostavimo, da je involucija ∗ zvezna preslikava. Naj
bo {hn}n∈N konvergentno zaporedje v H(A) z limito h. Potem je

h = lim
n→∞

hn = lim
n→∞

h∗n = ( lim
n→∞

hn)∗ = h∗.

S tem smo pokazali, da je h ∈ H(A), kar pomeni, da je H(A) zaprta
mnoºica.

(⇐=) Predpostavimo sedaj, da je H(A) zaprta mnoºica. Naj bo {xn}n∈N ⊂
A zaporedje z limito x in {x∗n}n∈N ⊂ A zaporedje z limito y. Glede
na izrek o zaprtem grafu zado²£a pokazati, da je y = x∗. O£itno je
limn→∞(xn + x∗n) = x + y. Ker je H(A) zaprta mnoºica in je {xn +
x∗n}n∈N ⊂ H(A), je x + y ∈ H(A). Prav tako vidimo, da je {i(x∗n −
xn)}n∈N ⊂ H(A). Zato je i(y − x) ∈ H(A). Torej je x + y = x∗ + y∗

in i(y − x) = −i(y∗ − x∗). Mnoºenje zadnje enakosti s kompleksnim
²tevilom i nas privede do identitete x− y = y∗ − x∗. Iz tega sledi, da je
y = x∗.
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