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Poglavje 1

Vektorski prostori

1. Naj bo V prostor realnih zaporedij in U mnozica takih realnih zaporedij,
ki imajo lihe ¢lene enake ni¢. Pokazite, da je U podprostor prostora V'
in poiscite kak njegov komplement.

Namag. Komplement prostora U je na primer

W= {{xn}neN | Ton = O,n € N}

2. Pois¢ite kako mmozico linearno neodvisnih elementov prostora R3, ki
zadoscajo resitvi enacbe xy — x9 + x3 = 0.

Resitev. Iskana mnozica je na primer {(1,1,0),(0,1,1),(2,1,—-1)}.

3. Za vsak n € N naj bo

Ali je mnozica zaporedij {Z"},en linearno neodvisna?

Regsitev. Mnozica zaporedij {T"},en je linearno neodvisna.



. Naj bodo vektorji by, bs,...,b,41 linearna kombinacija linearno neod-
visnih vektorjev ay,as,...,a,. Pokazite, da so vektorji by,bs,..., 0,1
linearno odvisni.

Namig. Vektorje by, by, ..., b,1 zapiSite kot linearno kombinacijo vek-
torjev ay, as, ..., a,. S pomodjo tega zapisa pokazite zeleno.

. Pokazite, da so funkcije e*, e* in sin z linearno neodvisne v prostoru RF.

Namig. 7 opazovanjem vrednosti funkcij v x = 0 in x = 7 pokazemo
zeleno.

. Ali so funkcije 2, cos 2z in cos? z linearno odvisne?

. Dolo¢ite t € R tako, da bo mnozica
U={(z,y,2) ER® | & —t(y + 22 — 2) = 4}
vektorski podprostor prostora R3. Pois¢ite kako maksimalno linearno

neodvisno podmnozico tega prostora.

Namag. Izkaze se, da je t = 2. Iskana mnoZica je na primer {(4,0,1),(2,1,0)}.

. Naj bo V' = Ry[z| prostor realnih polinomov stopnje najve¢ 4 in naj
bosta

U={pecV|p' =0} in W=L{1+z,x+2°2"+2%2°+2,
kjer je p” drugi odvod polinoma p. Ali je U C W?

Namaig. Opazimo, da je U = L{1,z}. Ker 1,z ¢ W, je odgovor na
zastavljeno vprasanje negativen.



9.

10.

11.

Naj bo V' = Rs[x] prostor realnih polinomov stopnje najve¢ 3. Dolo¢ite
a, f € R tako, da bosta mnozici U = {p € V' | p(0) — (a—1)p'(0)+«a = 3}
inW={peV|p0)—p"(0) =5+1,p(—1) = 0} vektorska podprostora
prostora V. Poiscite bazo preseka U N W in bazo vsote U + W.

Namag. 1zkaze se, da je « = f = —1. Baza preseka je Bynw = {2 — 2+
2?2 + 423}, baza vsote je By w = {1,z, 2% 23}.

Kaksna mora biti funkcija f : R — R, da bo mnozica funkcij {1, f, /2, f3,...
linearno odvisna?

Resitev. Obstajajo taki ag, aq,...,q, € R, ne vsi ni¢, da je
o+ arf(z) +anf(x)? +.. +anf(x)" =0

za vse ©* € R. Zapisano drugace, vsaka funkcijska vrednost je nicla
(nenicelnega) polinoma

p(y) = ap+ a1y + asyt + .+ any™.

Toda polinom ima le konéno mnogo nicel. Torej je potreben pogoj za
linearno odvisnost mnozice {1, f, f2, f3,...}, da f zavzame le kon¢no
mnogo razli¢nih vrednosti. Ta pogoj pa je tudi zadosten. Namrec, ¢e f
zavzame le vrednosti ¢i,¢o,...,cn € R, je

(f@) =er) o (f(2) =€) =0
za vsak z € R, torej
F@)™ 4 amr f(2)" 7+ af(a) +ag = 0,

kjer je ap = (=1)"cy - ... em ER, o agy = —(a1 4+ ...+ ) € R
Posledica seveda je, da zvezna nekonstantna funkcija f nima te lastnosti.

Naj bo A = M, (R) prostor vseh realnih matrik in naj bosta
S={AcA|AT=A} ter K={Ac A| A" = -A},
pri ¢emer AT oznacuje transponirano matriko matrike A.
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(a) Pokazite, da je A =S8 @ K.
(b) Zapisite bazi prostorov S in K.

Resutev.
(a) Vsak A € A lahko zapiSemo v obliki
A+ AT A-AT

A
2 + 2
kjer je
A+ AT A— AT

T2 S i k.

2 2
Ceje Ae SNK, je AT = A= —A, iz esar sledi A = 0. Torej je
Sa K ={0}.

(b) Baza in dimenzija prostora S:

n(n+1).

dimS =
im 5

Baza in dimenzija prostora K:

dim/ = @

12. Naj bo T, (R) prostor zgoraj trikotnih n x n matrik, S,(R) pa prostor
strogo spodaj trikotnih n x n matrik. Pois¢ite kako bazo prostorov T, (R)
in S, (R) ter zapiSite njuni dimenziji.

Resitev. Baza in dimenzija prostora 7, (R):

dimT,,(R) — w;”“)



13.

14.

15.

Baza in dimenzija prostora S, (R):
BSn(R):{EZ'j | 1<i<n,l1 §j<’i}7

n(n—l)‘

dimS,(R) = 5

Definirajmo preslikave A, B, C' : R — RO g predpisi

(a) (Af)(z) =V f(z),
(b) (Bf)(x) = f(1 —x),
(¢) (Cf)(x) = f(x).

Ali so preslikave linearne? Dolocite jedro in zalogo vrednosti linearnih
preslikav.

Resitev. Preslikavi B in C sta linearni. Preslikava B je bijektivna.
Ni tezko preveriti, da je KerC = {f € RO | f(z) = 0,2 € (0,1]} in
ImC = {f e RO | £(0) = 0}.

Naj bo A linearen operator na vektorskem prostoru V. Pokazite: A je
injektiven natanko tedaj, ko slika linearno neodvisne mnozice v linearno
neodvisne mnozice.

Resitev. (=) Naj bo S = {s1,82,...,8,} linearno neodvisna podm-
nozica prostora V. Potem je 0 = a1As; + agAsy + ... + a,As, =
A(aysy + agse + ... + aps,). Ker je po predpostavki A injektiven op-
erator, sledi a3s1 + assy + ... + @, 8, = 0, kar nas privede do Zelenega
rezultata oy = as = ... = o, = 0.

(«<=) Predpostavimo, da A ni injektiven operator. Potem obstaja tak
0#x €V, daje Az = 0. Ker je {z} linearno neodvisna mnoZica, je
tudi mnozica { Az} = {0} linearno neodvisna, kar pa ni res.

Naj bosta U in V kon¢no razsezna vektorska prostora nad poljem F' in
naj bo A: U — V linearen operator. Pokazite: A je surjektiven natanko
tedaj, ko slika ogrodje v ogrodje.



16.

17.

18.

19.

Resitev. (=) Naj bo S = {s1,59,...,5,} ogrodje prostora U in naj
bo v € V. Potem obstaja tak u € U, da je v = Au = A(a181 + qasy +
coFansy) = ai(Asy) + ag(Assy) + ...+ a,(Asy,) za neke o; € F.

(«=) Ce je mmozica S ogrodje prostora U, je A(S) = {As | s € S}
ogrodje prostora V. Naj bo v € V' = L(A(S)). Potem je v = oy Asy +
asAso+ ...+ oy As, = Alonsi +agse+. .. +ays,) = Au, s, € S, o € F,
1<i,j<n.

Naj bodo z,y,z € R. Ali je ravnina z = x + y hiperravnina? Pois¢ite
take linearne funkcionale f, da je Kerf ta ravnina.

Resitev. Ravnina z = x + y je hiperravnina. Naj bo a € R in f,
preslikava definirana s predpisom f,(z,y,2) = a(x +y — 2). Jedro takih
preslikav je ravnina z = x + y.

Naj bo V prostor polinomov z realnimi koeficienti stopnje manjse ali
enake nin najbo H = {a12+...+a,2" | a; € R}. Ali je H hiperravnina?
Poiscite kak linearni funkcional f z lastnostjo Kerf = H .

Resitev. Mnozica H je hiperravnina. Ce definiramo preslikavo f:V —
R s predpisom f(p) = p(0), p € V, potem je Kerf = H.

Naj bo V kon¢no razsezen vektorski prostor nad poljem F'in naj bosta f
ter g nenicelna linearna funkcionala na V. Pokazite: ¢e je Kerf C Kerg,
je g=Af zanek \ € F.

Resitev. Ker je jedro nenicelnega linearnega funkcionala hiperravnina,
obstaja tak 0 # a € V, da je f(a) # 0. Naj bo x € V. Potem je

T — %a € Kerf in zato je g(z) = f(x)% za vsak v € V.

Naj bosta A, B : V — V taka endomorfizma kon¢no razseznega vek-
torskega prostora V', da velja V = ImA @ KerB. Pokazite, da sta zalogi
vrednosti preslikav BA in B enaki.
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20.

21.

Resitev. Naj bo x € ImB. Potem obstaja tak y € V, da je v = By.
Po predpostavki je y = 2z + 2/, kjer sta 2 € ImA in 2/ € KerB. Torej je
xr = Bz. Ker je z € ImA, je z = Au za nek u € V. Iz tega sledi zeleno,
r = BAu.

Naj bodo U, V in W vektorski prostori nad istim poljem in naj bosta
A:U — Vter B:V — W linearni preslikavi. Pokazite: BA = 0
natanko tedaj, ko je ImA C KerB.

Resitev. (<) Predpostavimo, da je ImA C KerB in naj bo u € U.
Potem je Au € ImA. Sledi BAu =0 za vsak u € U.

(=) Naj bo BA = 0 in naj bo v € ImA. Potem je v = Au za nek
u € U. Hitro vidimo, da je v € KerB.

Naj bosta D, J : R[z] — R[z] preslikavi definirani s predpisoma Dp = p/
in (Jp)(x) = J2 plt)dt.
(a) Dolocite preslikavi DJ in JD.

(b) Dolo¢ite matriki linearnih operatorjev D in J glede na standardno
bazo prostora realnih polinomov R[z].

Resitev.

(a) Preslikava DJ je identiteta, preslikava JD pa projektor, saj je
(JD)? = JD.

(b) Matriki linearnih operatorjev D in J glede na standardno bazo pros-
tora realnih polinomov R|z] sta:

0100 0 0000 0
0020 0 1000 0
D=[0003 0 m J=|031 00 0
0000 4 0010 0
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22. Naj bo V vektorski prostor. Pokazite: Ce za linearno preslikavo P : V —
V velja P? = P,je V = KerP & ImP.

Resitev. Naj bo x € KerPNImP. Potem je Pxr =0 in x = Py za nek
y € V. Torej je 0 = Px = P?>y = Py = x. Prav tako vidimo, da lahko
vsak x € V zapiSemo kot x = (z — Pz) + Pz, kjer je x — Pz € KerP in
Px € ImP.

23. Naj bo V vektorski prostor in A : V' — V linearni operator. Pokazite:

KerA C KerA? C KerA3 C ...

Naj zanek k € Nvelja Ker A¥ = Ker A¥*1. Potem je tudi KerA**? =
KerA* (in zato Ker A* = Ker A*J za vsak j € N).

Ce je dimV = n < oo, potem je KerA™ = KerA™! = Ker An2 =
... S primerom pokaZzite, da je lahko Ker A" ! #£ KerA".

Naj bo V neskoné¢no razsezen prostor. S primerom pokazite, da
lahko velja KerA™ # Ker A" za vsak n € N.

Namag.

()
(b)

Naj bo x € KerA™. Potem je A"z = A(A™z) = 0, kar pomeni,
da je v € KerA™*! za vsak n € N.

Glede na (a) je KerA® C KerA*™2. Predpostavimo, da je x €
Ker A2 Potem je Az € Ker A" in zato je Az € KerA*. Hitro
vidimo, da je z € KerAF.

Upostevajte dimA’. Poiscite tako realno n x n matriko A, da je
A1 £ 0in A" = 0. S pomocjo te matrike nato konstruirajte
iskani operator na npr. R".

Naj bo V' vektorski prostor realnih zaporedij in A : V' — V pres-
likava definirana s predpisom A(z1,z2,x3,...) = (29, x3,...).

24. Naj bo V vektorski prostor in A : V' — V linearen operator. Pokazite:

()

ImA D ImA? D ImA3 D ...
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(b) Naj za nek k € N velja ImA* = ImA**L. Potem je tudi ImA**? =
ImA* (in zato ImA* = ImA**J za vsak j € N).

(¢) Ceje dimV =n < oo, potem je ImA™ = ImA™! = ImA™2 = .
S primerom pokaZite, da je lahko ImA™™1 £ ImA™.

Namig. Glejte namig pri nalogi 23.

25. Naj bo M = M,(R) algebra realnih n x n matrik, n > 2. Za poljubni
matriki A, B € M definirajmo preslikavo L4 gy : M — M s predpisom
L(A’B)(X) = AXBT.

(a) Pokazite, da je L4 p) linearen operator. Kaj je L4 p)L(p,a)?

(b) Poiscite bazo ImLg,, g,). Ali je KerLg, g,,) hiperravnina?

2 0

1. Pokaiite, da je B = {EH, E11 - E217 E12 -+ Egl, EQQ} baza pros-
tora M.
ii. Operatorju L4 ) priredite matriko glede na bazo B.

(c) Najbon:2innajb0A:[1 1}.

Namag.

(a) Vidimo, da je Lap)L(p,a) = L(ap,BA)-
(b) Baza prostora ImLg,, p,,) je B = {En}, dimKerLg,, g, = n*—1.

(c) i Obravnava enakosti aFE1;+5(F11— Ea)+7(FEia+ Ea)+dFE0 =
0 nas privede do zZelenega.

ii. Matrika prirejena operatorju L4, 4) glede na bazo B je

=N O =
(an)

26. Naj bodo P, P, in Pj taki projektorji na vektorskem prostoru X, da je
P,P; = —P;P, za vse i # j ter P, + P» + P3 = I. Pokazite, da je

X:]mpl@]mPQ@ImPg

12
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Namig. Najprej pokazite, da je P;; =0, ¢ # j. Cejex e X, je
QZZIl':(P1+P2+P3)$:P1$+P2£L’+P3{L'

in zato je x € ImP; + ImP, + ImP;.

Najbo z € ImPiN(ImP,®ImPs). Potem je x = Pixin x = Pyxo+ Pyxg
zaneka ro, 13 € X. Iz tegasledi P2z = P, Pyxo+ Py Pyx3. Torej je Pz = 0
in zato je x = 0. Podobno pokaZzemo Se preostale lastnosti.
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Poglavje 2

Banachovi prostori

1. Naj bo Y neprazna podmnozica Banachovega prostora X, Z pa neprazna
podmnozica duala X*. Naj bo

Yi={feX"|fly)=0,vyeY}
n

Z'={zxe X | fx)=0Vfec Z}.
Pokazite:

(a) Yt je zaprt podprostor prostora X*.
() ¥ (V.
(c) Za vsak zaprt podprostor Y C X je (YH)T =Y.

Resitev.

(a) Naj bo {fn}nen tako zaporedje v Y1, da je lim, .o f, = f. Potem
je fy) = lim, fu(y) = 0 za vsak y € Y. Iz tega sledi, da je
fevyt

(b) Naj bo y € Y. Potem za vsak f € Y velja f(y) = 0. Torej je
ye (Y ={zeX|f(z)=0,VfeY"}

(c) Glede na (b) moramo pokazati, da je (Y+)" C Y. Po posledici
Hahn Banachovega izreka obstaja tak f € X* daje f(Y) = 0 in

f(r) #0zanek v € X —Y. Sledi z ¢ (Y1)". S tem smo pokazali
zeleno.
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2. Naj bosta (V1,|.][1) in (V3, |[|.||2) normirana prostora.

(a) Pokazite, da je V4 x V5 normiran prostor z normo
[(v1, v2) [ = [loalls + [Jva|2-
(b) Pokazite, da je Vi x V4 normiran prostor z normo

[ (v, v2)|| = max{||vi]|1, ||va]l2}-

Namig. Preverite vse lastnosti za normirane prostore.

3. Naj bo (Y, ||.||) normiran prostor, X vektorski prostor in A : X — YV
linearen operator. Za vsak x € X definiramo |z|j; = [|Az||. Katerim
pogojem mora zadoS¢ati operator A, da bo ||.||; norma na X?

Resitev. Linearni operator A je injektiven natanko tedaj, ko je .||
norma.

4. Naj bosta P in () projektorja na vektorskem prostoru X.

(a) Dokazite, da so naslednji trije pogoji ekvivalentni:
i. PQ=0QP =0,
ii. P+ Q je projektor,
iii. PQ+ QP =0.

(b) Najbo (X, ||.]|) normiran prostor in naj projektorja P ter () zados¢ata
pogojem iz (a). Pokazite, da je s predpisom ||z||; = [|Px| + ||Qz||
definirana norma na X natanko tedaj, ko je P+ Q = I.

Namag.

(a) (iii = i) Identiteto PQ + QP = 0 pomnozite z obeh strani s P in
nato Se s Q).

15



(b) (=) Predpostavimo, da je ||.||; normana X in najbo R = P+Q #
I. Ker je 0 # I — R projektor, je KerR = Im(I — R) # 0. Iz
tega sledi, da obstaja tak 0 # = € X, da je Rx = 0. Torej je
0 = PRx = (P?> + PQ)z = Px. Podobno pokazemo, da je Qz = 0.
S tem pridemo v protislovje, saj je ||z|l; = 0 in zato x = 0.

(«=) Ce je P+Q = I, ni tezko preveriti, da je s predpisom ||z, =
| Pz|| + ||Qx|| definirana norma na X.

5. Naj bosta (X, [.|[1) in (Y, ||.||2) normirana prostora. Pokazite, da je X xY
Banachov prostor z normo ||(x,y)|| = ||z][1 + ||y||2 natanko tedaj, ko sta
X in Y Banachova prostora.

6. Najbo X vektorski prostor vseh polinomov z realnimi koeficienti. Pokazite,
da je s predpisom

llag + a17 + aox® + ... + apz”|| = |ao| + |ay| + |az| + ... + |an|
definirana norma na X.

(a) Alije (X, ||.||) Banachov prostor?
(b) Ali je podprostor polinomov stopnje 2 zaprt v X7

Namag.

(a) Opazujmo zaporedje {p, }nen, kjer je pn(z) = > p_,27F2*. Ni tezko
preveriti, da je to zaporedje Cauchyjevo. Predpostavimo, da je
lim, .wpn =p € X, p(z) = by + bix + ... + bypx. Potem za vsak
e > 0 obstaja tak ng € N, da za vsak n > ng velja

1 1
Hpn—pH = ’1—b0‘+’§—b1‘+...+|2—m—bm‘+

Za € = Qm% to ne drzi. Iz tega sledi, da X ni Banachov prostor.

(b) Podprostor polinomov stopnje 2 je zaprt v X.

16



7. Naj bo X vektorski prostor vseh realnih zaporedij, ki imajo kvecjemu
kon¢éno mnogo nenicelnih ¢lenov. Pokazite, da je s predpisom

[{nbmen] = max

definirana norma na X. Ali je (X, ||.||) Banachov prostor?

Namig. Prostor X ni Banachov: opazujte zaporedje {x, },en, kjer je

11 1

$n:(§,1,...,2—n,0,0,...>.

8. Naj bo X vektorski prostor vseh polinomov z realnimi koeficienti in naj
bo (ag, ai, . ..) zaporedje pozitivnih realnih $tevil. Pokazite, da je s pred-
pisom

ol = max|a,p™ (0)]

definirana norma na X, kjer je p™ n-ti odvod polinoma p.

(a) Ali je (X, ||.||) Banachov prostor?
(b) Alije {p € X | p'(0) =p"(0) = 0} zaprt podprostor prostora X?

Namag.

(a) Prostor X ni Banachov: opazujte zaporedje {p,}nen, kjer je

n xk
@) =2, T

(b) Prostor je zaprt.

9. Pokazite, da sta ¢y in ¢ zaprta podprostora [*°.

Resitev. Najbo {T, } nen zaporedje prostora ¢y in naj bo lim,, .., 7,, = T.
Potem za vsak ¢ > 0 obstaja tak nyg € N, da za vsak n > ng velja
|Zn — Tl = sup|an, — xx| < €. Ker je

21| = |78 — Ly, +$nk| < T —Tullo + |xnk|a

17



10.

sledi lim,, ., T = 0. Torej je T € cp.

Naj bo {Z,}nen zaporedje prostora c¢ in lim, . %, = Z. S pomodjo
relacije

’mk - ml’ = |xk — Ty, +mnk — T +xnz - xl‘ < QHT_THHOO + |$nk - $n1|

pokazemo, da je T Cauchyjevo zaporedje in zato konvergentno. Iz tega
sledi, da je T € c.

Naj bo X = C[—1, 1] prostor zveznih funkcij na zaprtem intervalu [—1, 1]
opremljen z normo ||f||; = fj1 |f(x)|dz. Pokazite, da (X, ||.||1) ni poln
prostor.

Namaig. Naj bo {f,}nen zaporedje funkcij, kjer je f, : [-1,1] — R
funkcija definirana s predpisom

Vidimo, da je

! 1
= Fulls = [ 1n@) = fnlolde = = )

Iz tega sledi, da je {f,}nen Cauchyjevo zaporedje.

Predpostavimo, da je zaporedje {f, }»en konvergentno, lim,, .. f, = f €
X. Naj bo € > <. Potem je

/ 1) = f@le = [ e

/11\fn($)—f(x)!dx > /6|—1—f(x)\dx,

Iz tega sledi, da je

Ker f ni zvezna funkcija, sledi zeleno.
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11. Naj bosta ||.||; in ||.]|2 ekvivalentni normi na prostoru X. Pokazite, da
je (X, ||-|l) Banachov prostor natanko tedaj, ko je (X, ||.||z) Banachov
prostor.

12. Na prostoru zveznih realnih funkcij C[0, 1] vpeljimo normi || f|| = maxo<,<1 |f(z)]
. 1 ==
in [[flly = maxoca<s |f () + fy |f (2)|da.

(a) Ali sta normi ekvivalentni?
(b) Ali je (C[0,1],]||-|l1) Banachov prostor?

Namag.

(a) Normi sta ekvivalentni.

(b) Ker je (C[0,1],]|.]|«c) Banachov prostor, po nalogi 11 velja, da je
tudi (C[0,1],.|[1) Banachov prostor.

13. Na prostoru X = CJ[0, 1] vpeljimo norme || f||oc = maxo<,<1 |f(x)], [|f]]1 =
1 1.
(Jo [f@)Pdz)z in || fllz = £l + 1 flloo-

(a) Ali sta normi ||.||o in ||.||; ekvivalentni?

(b) Za katero normo je X Banachov prostor?

Namag.

(a) Normi nista ekvivalentni, saj (X, ||.||1) ni Banachov prostor (uposte-
vajte nalogo 11).

(b) Prostora (X, ||.|leo) in (X, ||.]]2) sta Banachova prostora.

14. Naj bo (X, ||.]|) normiran prostor. V vektorski prostor W = X x X

vpeljimo normo ||(z, y)|| = [lz[| + [ly[l.
(a) Pokazite, da je s predpisom ||(x,y)||1 = ||(z—vy, y)|| definirana norma
na W.
(b) Naj bo (W, ].||) Banachov prostor. Ali je (W,||.||;1) Banachov pros-
tor?
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15.

16.

Namig. (b) Prostor (W, ]|.]];) je Banachov: pokaZite, da je

%H(%y)H < |z, y)|li < 2||(z,y)]

in upostevajte nalogo 11.

Naj bo (X, ||.]|) normiran prostor in naj bo A : X — X linearen operator.
Pokazite:
(a) S predpisom ||z||; = ||z — Az| + || Az je definirana norma na X.

(b) Ce je (X,].||) Banachov prostor, je vsako Cauchyjevo zaporedje v
(X, ||-ll1) konvergentno v (X, |.]|)-

(¢) Ce je A omejen operator, je (X,].||) Banachov prostor natanko
tedaj, ko je (X,].][1) Banachov prostor.

Namag.

(b) Pokazite, da je ||z|| < ||z||1, iz Cesar sledi Zeleno.

(c) Pokazite, da sta normi ||.|| in ||.||; ekvivalentni in upostevajte nalogo
11.

Naj bosta P in @) taka projektorja na normiranem prostoru (X, ||.||), da
je tudi P 4 @ projektor.

(a) Dokazite, da je s predpisom ||z||; = max {||Pz||, ||Qx||} definirana
norma na X natanko tedaj, ko je P =1 — Q.

(b) Naj bo P € B(X) in naj bo (X, ||.||) Banachov prostor. Ali je tedaj
normiran prostor (X, |.|[;) Banachov?

Namig. (b) Ker sta normi ||.|| in ||.||; ekvivalentni, sledi, da je (X, ||.]|1)
Banachov prostor.
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17. Naj bo (X, ||.||) Banachov prostor in naj bo G podmnozica B(X). Den-
imo, da je G taka grupa (za operacijo mnoZenja operatorjev), da za vsak
T € G velja ||T]| < 1. Pokazite, da je s predpisom ||z||o = supreq||Tz]]
definirana norma na X, ki je ekvivalentna normi .|| in v kateri so vsi
operatorji T' € GG izometrije.

Resitev. Ker je |[T]| < 1zavsak T € G, je ||z|lo < [|z| za vsak z € X.
Po drugi strani pa je ||z|| = [[Iz] < ||z|lo- Torej sta normi ||.|| in .|/
ekvivalentni.

Vzemimo poljuben S € G. Potem je
15zllo = supreel|T'Sz|| = suprea|Tz| = [|z(lo

za vsak = € X, kar pomeni, da je S izometrija v normi ||.|o.

18. Naj bo a pozitivno realno Stevilo. Za vsak n € N definirajmo operator
A, 1 — [* s predpisom

An(331, {L’Q, .. )
1
= a(xl, Loy ooty Ty —Tpi1, Tpg2y - - )

(a) Kaksen mora biti a, da bo zaporedje (A,, A2, A3 ...) konvergentno
oziroma bo imelo kako konvergentno podzaporedje?

(b) Ali je zaporedje {A,},en konvergentno v operatorski normi?

(c) Naj bo T = (z1,x9,23...) zaporedje z limito 0. Ali je zaporedje
{A,T},en konvergentno?

Namag.
(a) Pokazite, da je

1 1 1 1

(An, A?L, Ai, Ai, . ) — (An, EI, EAH? E[, EATL, .o )

To zaporedje bo konvergentno, ko bo a > 1, in bo imelo konver-
gentno podzaporedje, ¢e bo a = 1.

(b) Ker za n # m velja ||A, — Al = 2, zaporedje {4, },en ni kon-
vergentno.
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19.

20.

21.

(c) Zaporedje je konvergentno.

Naj bo prostor X = C[—1, 1] opremljen z normo || f||cc = max_1<,<1 |f(x)]
in naj bo F': (X, ||.||«s) — C preslikava definirana s predpisom

Pokazite, da je F' omejen linearen funkcional in izracunajte njegovo
normo.

Namazag. Opazujte zaporedje funkcij, ki je definirano v nalogi 10 in up-
oStevajte, da je

fn|—\/ (falz) = ful= d$|—2]/ fola dx‘_Q_l

Norma operatorja F' je 2.

Naj bo prostor X = C|0, 1] opremljen z normo || f||cc = maxo<z<1 |f(x)].
Pokazite, da je s predpisom ¢(f) = f(1)— f(0) definiran omejen linearen
funkcional na X in izrac¢unajte njegovo normo.

Resitev. Norma operatorja ¢ je 2.

Naj bo A : ¢ — ¢ preslikava definirana s predpisom

A({7n}nen) = { }nGN

Pokazite, da je A omejen linearen funkcional in izracunajte njegovo
normo.

Resitev. Norma operatorja A je 1.
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22.

23.

24.

Naj bo X normiran prostor, dimX > 2, a € X, f € X* in naj bo
A : X — X operator definiran s predpisom Az = f(x)a. Pokazite, da je
A omejen linearen operator in izrac¢unajte njegovo normo. Ali je operator
A injektiven? Ali je operator A surjektiven?

Resitev. Norma operatorja A je ||f]|||al|. Operator A ni niti injektiven
niti surjektiven.

Naj bo prostor X = C[0, b] opremljen z normo || f|lec = maxo<z<p|f(x)]in
naj bo A: X — X operator definiran s predpisom (Af)(z) = f(x)cosx.
(a) Pokazite, da je A € B(X) in izra¢unajte njegovo normo.

(b) Kaksno mora biti §tevilo b, da bo operator A obrnljiv? Kateri op-
erator je tedaj njegov inverz?

(c) Izracunajte spekter operatorja A.

Resitev.

(@) [Afllse < [l flloos 1Al = 1.
(b) b<Z, (A7 f)(x) = f(z)(cosz)~".
(¢) o(A) ={cosx | x €0,b]}.

Naj bo prostor X = C[3,b] opremljen z normo | f|je = Max1 ;) | f(2)]
innajbo A : X — X operator definiran s predpisom (Af)(z) = f(x)Inx.

(a) Pokazite, da je A € B(X) in izra¢unajte njegovo normo.

(b) Kaks$no mora biti $tevilo b, da bo operator A obrnljiv? Kateri ope-
rator je tedaj njegov inverz?

(c) Izracunajte spekter operatorja A.

Resitev.

(a) [[A[l = max; < <, [In].

(b) b< 1, (A7 f)(z) = f(z)(Inz)~".
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(c) o(A) ={lnz | z € [3,0]}.

25. Na prostoru X = CJ[0, 1] vpeljimo normo

1l = mex [£()] + / f(@)|de.

0<z<1
Naj bo A: X — X operator definiran s predpisom (Af)(z) = zf(x).
(a) Pokazite, da je (X, ||.||) Banachov prostor.
(b) Pokazite, da je A € B(X).

)
(c) Pokazite, da je > 0”4 konvergentna vrsta.
)

(d) Ali ima operator kako lastno vrednost?

Namag.

(a) Upostevajte ekvivalentnost norm:

[flloe = max | £(2)] < [[FI| < 2/[flloo-

0<z<1

(b) [JA] <2.
(c) Pokazite, da je [|A"|| < 2 in upostevajte S°° 1Al < smee 2

n=0 n! n=0 n!

(d) Operator nima lastnih vrednosti.

26. Na prostoru X = C'[0, 1] vpeljimo normo

17 = 2 max | £(z)] + ( / |F(z)Pda).

0<z<1
Naj bo A: X — X operator definiran s predpisom (Af)(z) = e f(x).
(a) Pokazite, da je (X, ||.||) Banachov prostor.
(b) Pokazite, da je A € B(X).
(c) Ali vrsta > o7 ) 4% konvergira?
)

(d) Zapisite A1, Ali ima operator A kako lastno vrednost?
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27.

28.

Resitev.

(a) Upostevajte ekvivalentnost norm:

[flloo = max [ f(2)] < |[F]] < 3[[flloc-

0<z<1

(b) fA] < 3.
(¢c) Pokazite, da je ||A"|| < 3 in upostevajte Y oo =t < 37> 3

(d) Operator nima lastnih vrednosti.

Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo || f||o = max0<x<1 |f(x )\ 'n
naj bo V : X — X operator definiran s predpisom (V f)(x fo ft)d
Pokazite, da je V' € B(X) kvazinilpotenten operator.

Namig. Najprej pokazite, da je |(V"f)(z)| < Zi|f]|, iz Cesar sledi
v < % Torej je
1

1
—)t=0.

r(V) = hm ||V”||n < hm(

Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo || f||oc = maxo<z<1 |f(x)]
in naj bosta M, V X — X preslikavi definirani s predpisoma (M f)(x) =
zf(x) ter (V f)(x) = [ f(t)dt. Pokazite, daso M,V, MV -V M € B(X),

izracunajte nJ1h0ve norme ter pokazite, da je MV —V M kvazinilpotenten
operator.

Namig. Vidimo, da je

(MV ~ VM) f)() =2 / F(t)dt — / L (0t = (V2F) (@),

Torej je MV — VM = V2. Po prejsnji nalogi je o(V?) = o(V)? = 0.
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29.

30.

31.

Naj bo prostor X = C[0, 1] opremljen z normo || f||oc = maxo<z<1 |f(x)]
in naj bo P podprostor vseh polinomov. Pokazite, da sta s predpisoma

flap +arz+ ...+ az™) = ao,
glag+az+...+a,2") = agt+ar+...+a,

definirana omejena linearna funkcionala na P in izra¢unajte njuni normi.
Poiscite razsiritvi funkcionalov f in g na prostor X, ki imata isti normi
kot f oziroma g.

Resitev. Norma funcionalov f in g je 1. RazSiritev funkcionala f je npr.
F(¢) = ¢(0), ¢ € X, funkcionala g pa G(p) = ¢(1), ¢ € X.

Naj bo prostor zvezno odvedljivih realnih funkcij X = C'[0, 1] opremljen
2 n0rmo ||f]| = sup, oy |/ (2)] +5up,cpo ) /(2)] in naj bo P podprostor
vseh polinomov. Pokazite, da sta s predpisoma

olag+ax+ ... +a2™) = ag+ 5ta; +5%as + ...+ 5 "a,,
U(ag+az+ ...+ axa”) = 3ag+ 6ay + 9as + 12a3 + ... + 3(n + 1)a,

definirana omejena linearna funkcionala na P in izra¢unajte njuni normi.
Poiscite razsiritvi funkcionalov ¢ in v na cel prostor X, ki imata isti
normi kot ¢ oziroma 1.

Resitev. Opazimo, da je p(p) = p(3), (p) = 3(p(1) + p'(1)) in izracu-
namo, da je |l¢]| = 1 ter ||¢| = 3. Razsiritev funkcionala ¢ je na
primer 1(f) = f(3), f € X, rasdiritev funkcionala ¢ pa y(f) =

3(f(x) + f'(x)), f e X.

Naj bo X = CJ[0, 1] prostor opremljen z normo ||f||cc = maxo<z.<i |f(x)].
7 L oznacimo mnozico vseh lihih funkcij prostora X in z & mnozico vseh
sodih funkcij prostora X.

(a) Pokazite, da sta £ in S podprostora X indaje LB S = X.
(b) Pokazite, da je s predpisom



definiran omejen linearen funkcional na £ in izraCunajte njegovo
normo.

(c) Poiscite tako razsiritev ¢ funkcionala ¢ na X, da je ||¢|| = ||¢]-

Namig. Norma funcionala ¢ je % Razsiritev funkcionala ¢ je na primer

o(f) = [{ fa)da, f € X.

32. Naj bo prostor X = C|0, 1] opremljen z normo ||f|lc = maxo<.<1 |f(z)]
innajboY ={fe X | f(0)=0}.
(a) Pokazite, da je Y zaprt podprostor prostora X.

(b) Pokazite, da je s predpisom ¢(f) = f(3) — f(0) definiran omejen
linearen funkcional na X. Izracunajte njegovo normo in normo
njegove zozitve na Y.

(c) Pois¢ite kak tak linearni funkcional na X, ki se na Y ujema s ¢ in
ima isto normo kot zozitev ¢ na Y.

Namig. Norma funcionala ¢ je 1. Razsiritev funkcionala ¢ je na primer

o(f)=f(5), feX.

33. Naj bo (X, ||.]|) normiran prostor, ay,as,...,a, € Cin zy,z9,...,2,
linearno neodvisni vektorji prostora X. Pokazite, da sta naslednji dve
trditvi ekvivalentni:

(a) obstaja tak f € X* daje ||f|| <1in f(z;) =a;,i=1,...,n,
(b) za poljubne by, by, ..., b, € C je

]blal + b2a2 + ...+ bnan| S Hbll'l + bQ(L’Q + ...+ bnl'n”

Resitev. ((a) = (b)) Opazimo, da je

|b1a1 -+ b2a2 + ...+ bnan] = ’f(bll'l + bg[L’Q 4+ ...+ bn.’L'n)’
< | fINb1z1 + oy + ... + by, ||
S ||b1$1+b2$2++bn$n’|



34.

35.

36.

((b) = (a)) Naj bo Y = L{x1,xs,...,2,}. Definirajmo f; : ¥ — C
s predpisom fi(z;) = a;, i = 1,...,n. Glede na predpostavko ni tezko
preveriti dobre definiranosti preslikave f;. Potem po Hahn Banachovem
izreku obstaja tak f € X*, da je zozitev f na Y ravno preslikava f; ter

A= 1A0 < 1.

Naj bo X normiran prostor. Pokazite, da je dimX < oo natanko tedaj,
ko je dimX™ < oo.

Namig. (=) Ce je dimX < oo, je dimX = dimX*.

(«<=) Predpostavimo, da je dimX = oo. Potem obstaja neskon¢na lin-
earno neodvisna mnozica {z1,2s,...} C X. Za vsako naravno Stevilo
n definirajmo linearen funkcional f, € X* s predpisom f,(x,) = 1 in
falz;) = 0, ¢e je i # n. Linearni funkcionali f,, n € N, so linearno
neodvisni. Torej je dimX™* = oo.

Naj bo (X, |.||) normiran prostor in x € X tak, da je ||z|| = 1. PokaZite,
da obstaja taka zaprta hiperravnina H, da je d(z, H) = 1.

Namig. Po posledici Hahn Banachovega izreka obstaja tak f € X* da
je ||l = 1in f(z) = ||z|]| = 1. Pokazimo, da za zaprto hiperravnino
Kerf =H veljad(z, H) =1. Ker je 1 = ||z|| = ||z — 0]], je d(z, H) < 1.
V nadaljevanju Zelimo pokazati, da je 1 < d(x, H) = infreyl|lz — Rl
Predpostavimo nasprotno. Sledi, da je ||f|| < 1, kar je v nasprotju s
predpostavko.

Naj bo X refleksiven prostor in f € X*. Pokazite, da obstaja tak x € X,
da je [lz]| = Lin f(z) = [|f]].

Namzig. Po posledici Hahn Banachovega izreka obstaja tak F' € X™**
daje F(f) = |f] in ||F|| = 1. Ker je X refleksiven prostor, obstaja tak
r € X, daje ®(x) = F, kjer je & : X — X** surjektivna kanoni¢na
preslikava. Torej je || f|| = F(f) = f(z) in 1 = || F|| = ||z]|.
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37. Naj bo X refleksiven prostor in Y zaprt podprostor prostora X*. Pokazite,
da obstaja tak nenicelni vektor x € X, da je f(x) =0 za vsak f € Y.

Namag. Glede na posledico Hahn Banachovega izreka obstaja tak F' &€
X, daje F(Y) = 0. Ker je X refleksiven prostor, obstaja tak = € X,
da je ®(x) = F, kjer je ® : X — X** surjektivna kanoni¢na preslikava.
Torej je F(f) = f(x) =0zavsak f €Y.

38. Naj bo X normiran prostor, z € X in naj bo £ C X. Pokazite, da sta
naslednji dve trditvi ekvivalentni:

(a) z € L(E),
(b) ¢eje f € X* tak, daje f(F)=0,sledi f(x)=0.

Namig. ((a) = (b)) Ce je z € L(E), je # = limy_o0 &, T, € L(E). Ni
tezko preveriti, da potem sledi Zeleno.

((b) = (a)) Predpostavimo, da = ¢ L(E). Potem po posledici Hahn
Banachovega izreka obstaja tak f € X* daje f(L(FE)) =0in f(z) #0.
Torej je tudi f(E) = 0. Glede na (b) sledi, da je f(z) = 0, kar je v
protislovju s predpostavko.

39. Naj bo X refleksiven prostor in naj bo f € X*.

(a) Pokazite, da obstaja tak y € X, da je z — @)y e Kerf za vsak

lI£1]
x e X.
(b) Naj bo preslikava P : X — X definirana s predpisom
Px:x—%y, r e X.

Pokazite, da je P projektor, ImP = Kerf in || — P|| = 1.

Resitev.

(a) Glede na nalogo 36 obstaja tak y € X, daje f(y) = || f]lin 1 = ||y]|

Potem je f(x — %y) =0 za vsak x € X.
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(b) Ker je Py =y — %y = 0, ni tezko preveriti, da je P? = P.

Naj bo z € ImP. Potem je x = Px € Kerf. Pokazimo Se obratno:
Cejex € Kerf,je f(x) =0 in zato je x = Pz € ImP.

Ker je
|f ()]
o = Pzl = ===yl < =l
/1]
je |[I — P|| < 1. Upostevajmo, da je ||y — Py|| = 1, iz ¢esar sledi
- Pl =1

40. Naj bo X Banachov prostor. Za poljubna y,z € X in f,g € X* defini-

41.

rajmo P : X — X s predpisom Pz = f(z)y + g(z)z.

(a) Pokazite, da je P € B(X).

(b) Denimo, da je X refleksiven prostor, Y* pravi zaprt podprostor
prostora X* in da je || f|| = 1. Pokazite, da obstajata taka nenicelna
Y,z € X, da je P projektor za katerikoli g € Y™*.

Resitev. (b) Vidimo, da je

P’r = P(f(x)y+g(z)z) = [(f(@)y + g(2)x)y + g(2)(f(x)y + g(2)x)
= f@)fWy+g9()f(x)y+g9(2)f(x)y + g(2)g(2)x.

Glede na nalogo 36 obstaja tak y € X, daje ||y|| =1in f(y) = ||f|| = 1.
Ce upostevamo Se nalogo 37, obstaja tak z € X, da je g(z) = 0 za vsak
g € Y*. Iz tega sledi zeleno.

Naj bo X Banachov prostor in naj bosta A, B € B(X) taka operatorja,
da je ATB = BT A za vsak T € B(X). Pokazite, da je B = A\A za nek
AeC.

Resitev. Najbo 0 # f € X* innaj bo T : X — X operator definiran
s predpisom T'(x) = f(x)u za nek 0 # v € X. Potem je T' € B(X). Po
eni strani je AT Bz = f(Bx)Au, po drugi strani pa BT Az = f(Az)Bu.
Ker je ATB = BT A, sledi zeleno.
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Poglavje 3
Hilbertovi prostori

1. Naj bo X Hilbertov prostor, Y zaprt podprostor in f € X*. Pokazite,
da obstajata taka linearna funkcionala fi, fo € X*, da velja:

(@) f=fi+ fo
(b) fi(Y*) = {0} in fo(Y) = {0},
(©) 1£11P = 1A+ 107

Namig. Vemo, da je X = Y @ Y*. Po Rieszovem izreku obstaja tak
a=a;+ay€X,a,€Y,a, €Yt daje f(x) = (x,a) za vsak z € X in
IIfIl = |la|l- Funkciji f; in fy definiramo s predpisoma fi(x) = (x,a;) ter
fa(w) = (x, az).

2. Naj bo S podprostor Hilbertovega prostora X. Pokazite, da je
(51)* = L(9).

Namig. Naj bosta € St in y € L£(S). Torej je y = lim, o5,
s, € L(S). Potem je (z,y) = 0. Iz tega sledi, da je S+ C (S)L. Ker je

S C L(S), je ?S)L C St iz Cesar sledi (S1)t = (ml)L = L(9).

3. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A € B(H). Pokazite, da je

H = KerA® ImA*.
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Namig. Ker je ImA* C TmA*, sledi (TmA*)" C (ImA*)*.

Naj bo x € KerA in naj bo y € ImA*. Potem je y = lim, .., A*y,,
{A* Y bnen C ImA*. Kerje (v, A*y,) = (Az,y,) = 0, sledi x € (ImA*)*.
Torej je KerA C (ImA*)L.

Naj bo z € (ImA*)*". Potem je 0 = (x, A*y) = (Az,y) za vsak y € H.
Iz tega sledi, da je Ax = 0, kar pomeni (ImA*)L C KerA. S tem smo
pokazali, da je (TmA*)" = KerA. Ker je H = (TmA*)" @ TmA*, sledi
zeleno.

. Naj bosta X in Y zaprta podprostora Hilbertovega prostora H. Pokazite

enakost
(Xt+YhHt=XnY.

Ali velja trditev tudi v primeru, ko prostora nista zaprta?

Namig. Naj bo z € (X* + Y1)L. Potem je (z, 2, + x3) =0, 7, € X,
o €Yt Iz tega sledi, daje z € X NY.

Cejeze XNY,je (w, 21+ x9) = 0 za vsak z; € X+ in x5 € YL, Torej
jex e (Xt4+YH)t

Pokazana enakost ne velja v primeru, ko prostora X in Y nista zaprta.
Primer: X =Y je podprostor takih zaporedij iz [2, ki imajo kve¢jemu
kon¢éno mnogo nenicelnih ¢lenov.

. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo P € B(H) projektor. Pokazite,
da je ImP zaprt podprostor. Pokazite tudi implikaciji (a) = (b) ter
(b) = (o):

(a) P = P*,

(b) ImP = (KerP)",

(¢c) (Px,z) = ||Pz|* za vsak € H.

Namag. Ker je ImP = Ker(I — P), je ImP zaprt prostor.

((a) = (b)) Najprej pokazemo, da je KerP = (ImP)*, iz ¢esar sledi
zeleno: (KerP)t = (ImP)* = ImP.
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((b) = (c)) Ker je H =ImP @ (ImP)*, je H=ImP & KerP. Naj bo
x € H. Potem lahko z zapiSemo kot x = y + 2, kjer sta y € KerP in
z € ImP. Torej je ||Pz||* = (Pxz, Pz) = (Pz, Pz) = (2, Pz) = (x, Px).

. Naj bo H Hilbertov prostor in A € B(H) tak sebiadjungiran operator,
da je ||z|| < ||Az|| za vsak x € H. Pokazite, da je (ImA)* =0 in od tod
izpeljite, da je A homeomorfizem.

Resitev. Naj bo x € (ImA)*t. Potem je 0 = (z, Ay) = (Ax,y) za vsak
y € H. 1z tega sledi, da je ||z|| < ||Az|| = 0. Torej je = = 0.

V nadaljevanju pokazimo, da je ImA zaprt prostor. Naj bo {Az,}nen
konvergentno zaporedje v prostoru ImA z limito x. Glede na pred-
postavko, da je ||z|| < [|Azx| za vsak z € H, je {z,}nen Cauchyjevo za-
poredje v H in zato konvergentno z limito y. Torej je x = lim,, ., Ax,, =

Ay € ImA.

Glede na pokazano je H = ImA & (ImA)*+ = ImA. Prav tako ni tezko
preveriti injektivnosti operatorja A. Po izreku o odprti preslikavi sledi,
da je A~! zvezen operator. Torej je A homeomorfizem.

. Naj bo H Hilbertov prostor, A, B € B(H) in naj bo C = A*A + B*B.
Pokazite:
(a) KerC = KerAN KerB.

(b) Lastne vrednosti operatorja C' so nenegativna realna stevila.

Namag.

(a) Naj bo z € KerC. Potem je 0 = (A*Az,y) + (B*Bz,y) za vsak
y € H. Sledi ||Az|]? + ||Bz||* = 0 in zato je Az = Bz = 0. Torej je
r € KerANn KerB.
Cejex € KerANKerB, je (A*A+B*B)x = 0 in zato je z € KerC.

(b) Naj bo A lastna vrednost operatorja C'. Torej obstaia tak 0 # x €
H, da je Cx = Az. Iz tega sledi, da je A(z,z) = Az, z). Ker je
(Cz,z) >0, je A > 0.
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8.

10.

Naj bo U € B(H) unitarni operator in P € B(H) ortogonalni projektor
na Hilbertovem prostoru (H,(.,.)). Vpeljimo {.,.} : H x H — H s
predpisom {z,y} = (Ux+ PUzx,Uy). Pokazite, da je (H,{.,.}) Hilbertov
prostor.

Namag. Ni tezko preveriti da je {.,.} skalarni produkt na prostoru H.
Potem je s predpisom {x,z} = |z|?, * € H, definirana norma na H.
Ker sta normi ||.|| in ||.||; ekvivalentni,

lz* = (&, z) < |Uz|* + [|PU=|* = |ll§ < (JU* + [[PUI) ||l

je (H,{.,.}) Hilbertov prostor.

. Naj bo operator P : [?> — [? podan s predpisom

P($1,$2,$3,x4. . ) = (0,332,0,1'4,0, ce ,O,xzn,O, .. )

Pokazite, da je P ortogonalni projektor. Pois¢ite KerP, (KerP)t in
ImP.

Regitev. Ni tezko preveriti, da je P € B(I*) in P2 = P = P*, pri
¢emer upostevamo, da je (Pz,y) = (T, P*y), 7,7 € [*>. Vidimo, da je
ImP = KerP in

KerP = {(z1,29,23,24,...) | 2o =0, Vn € N},
(KerP): = {(21,22,23,24,...) | Tan_1 = 0, Vn € N}.

Za vsako naravno §tevilo n definiramo funkcional f, na prostoru [? s
predpisom
T2 X
folz1, 20,23, .. ) :xl—i—ﬁ%—...%—\/—%.
Pokazite, da je f,, omejen linearen funkcional in izrac¢unajte njegovo
normo. Ali je zaporedje {f,},en konvergentno?

Resitev. Ker je

1 1
n(T1, T2, T3,...) = (21,22, 23,...), (1, —,...,—,0,0,...)),
Ju(@1, 22,23, ...) = (1, T2, 73, . ..), ( 2 NG )

34



je Il = 101 &5, 0,0, ) = [T+ 1+ + L (Rieszov iorek).

Naj bo @, = (1,55, . .., %ﬁ,o,o, ...). Vidimo, da je
1 1 1
B ? = an — @ 2 - - - oo —_— .
1o = foll” = |@n — @] et ER A

1z tega sledi, da zaporedje {f,}.en ni konvergentno.

11. Za vsako naravno Stevilo n definiramo funkcional f, na prostoru [ s

predpisom
1 1 1 1
fn(l'l,xg,l’g,, .. ) =TT + —3 L2 + ...+ Ex”—l + —aln.
2 32 32 32

Pokazite, da je f, omejen linearen funkcional in izrac¢unajte njegovo
normo. Ali je zaporedje {f,}nen konvergentno?

Namig. Zaporedje {f,}nen je konvergentno.

12. Naj bo U € B(H) unitaren in A € B(H) poljuben operator na Hilber-
tovem prostoru H. Pokazite:
(a) ||UAz| = ||Az|| za vsak x € H in |[UA| = ||A]|,
(b) |Uz|| = ||z|| za vsak z € H in ||AU|| = || A]|.

Namag.

(a) Vidimo, da je |[UAz||? = (UAx,UAz) = (Az, Az) = ||Az|? iz
Cesar sledi ||UA| = || A]l.
(b) Ker je Lozl < LAl — | A||, je |AU|| < [|A]|. Po drugi strani pa

opazimo, da je Il — IAAZDl < | AU Torej je || Al < [|AU].

13. Naj bo H realen Hilbertov prostor in naj bo 7': H — H linearen op-
erator. Pokazite, da je (T'x,xz) = 0 za vsak x € H natanko tedaj, ko je
T=-T.
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14.

15.

16.

Resitev. (=) Vidimo, da je (T'(x + y),z +y) = 0 za vsak z,y € H.
Sledi 0 = (T'z,y) + (Ty,x) = (x, T*y) + (z, Ty) = (z, (T +T)y), kar nas
privede do 7elene enakosti.

(«<=) Iz enakosti (T'z,z) = (x, T*x) = —(T'z, z) sledi zeleno.

Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in naj bo T : H — H linearen
operator. Pokazite, da je (T'x,z) = 0 za vsak = € H natanko tedaj, ko
je T =0.

Regsitev. (—>) S pomocjo linearizacije (namesto z pi§imo z+vy, y € H)
vidimo, da je 0 = (T'(x + y),xz + y) = (Tx,y) + (T'y, x). Ce namesto z
pisemo iz, je 0 = (Tiz,y) + (Ty,iz). 1z tega sledi 0 = i(Tx,y) —i(Ty, x).
Torej je 0 = (Tz,y) — (Ty, x). Ce sestejemo prvo in zadnjo enakost,
dobimo (T'z,y) = 0 za vse x,y € H. Iz tega sledi Zeleno, T' = 0.

Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in naj bo 7' : H — H tak
linearen operator, da je (T'r,z) > 0 za vsak « € H. Pokazite, da je
™ =T.

Resitev. Ker je (Tz,z) > 0, je (Tx,z) = (z,Tx) = (x,Tx) za vsak
x € H. Po drugi strani pa je (Tx,x) = (z,T*z). Iz tega sledi, da je
((T'—=T*)xz,x) =0 za vsak x € H. Glede na prejsnjo nalogo je T' = T*.

Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor. Pokazite, da je N € B(H)
normalen operator natanko tedaj, ko je |Nz| = || N*z|| za vsak z € H.

Namig. (=) O¢itno je |[Nz||? = (N*Nx,z) = (NN*z,z) = ||[N*z|?
za vsak z € H.

<) Glede na predpostavko ni tezko pokazati, da je
J
(NN — NN*)z,z) =0

za vsak x € H. S pomocjo naloge 14 sledi zeleno, N*N = NN~*.
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17.

18.

19.

Naj bo H Hilbertov prostor in naj bosta z,y € H taka, da je
lz +yll = llzll + [yl

Pokazite, da je |[z[|[|lyll = |(z, y)|-

Namig. Ocitno je ||z + y||* = [|z]|* + ||lyll* + 2||z||[ly]l. Iz tega sledi
(z,y)+(y, x) = 2[|lz[[{ly[l. Torejje [(z,y)| < llz[llyll = Re(z, y) < |(z,y)|.

Naj bo (X, (.,.)) realen ali kompleksen vektorski prostor s skalarnim
produktom. Denimo, da za vsak f € X* obstaja tak y € X, da je
f(x) = (x,y) za vsak = € X. Pokazite, da je X poln prostor.

Namaig. Naj bo ¢ : X — X* preslikava definirana s predpisom ¢(a) =
fa, Kjer je fo(x) = (x,a) za vsak x € X. Pokazite, da je ¢ izometrija in
upostevajte, da je X™* poln prostor.

Naj bo A Banachova algebra.

(a) Naj bo a € A nilpotenten. Pokazite, da je o(a) = {0}.
(b) Naj bo e € A idempotent in e # 0, 1. Pokazite, da je o(e) = {0, 1}.

Namag.

(a) Ker obstaja tak n € N, da je a®* # 0 in a" = 0, je a delitelj nica.
Zato a ni obrnljiv. Torej je 0 € o(a). Naj bo 0 # A € C. Pokazite,
da obstaja inverz elementa a — A1 (geometrijska vrsta), iz ¢esar sledi
zeleno.

(b) Ker je e(e — 1) =0, e # 0,1, elementa e in e — 1 nista obrnljiva.
Potem pa je 0,1 € o(e). Najbo 0,1 # A € C. Ker je e — Al obrnljiv

element z inverzom (e — A\1)™' = (=1 + %), sledi Zeleno.
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20.

21.

22.

Naj bo A Banachova algebra in a,b € A. Pokazite, da je

o(ab) — {0} = o(ba) — {0}.

Namig. Naj bo A # 0. Pokazite, da je ab — A obrnljiv element natanko
tedaj, ko je ba — X\ obrnljiv element. Konkretno, ¢e je ba — 1 obrnljiv
element, potem je

(ab—1)"' = —(1 +a(1l — ba)"'b).

Naj bo A Banachova algebra z enoto e in naj bo x € A obrnljiv. PokaZite,
da je A € o(x) natanko tedaj, ko je A\™! € o(x71).

Namig. (=) Naj bo A € o(x). Predpostavimo, da je A ¢ o(z71).
Potem je 27! — A7le obrnljiv element. Ker je e — 2 = Az(x7 — A7 te),
je Ae — x obrnljiv element. S tem smo pokazali Zeleno.

Naj bo A Banachova algebra z enoto e, |le]| = 1 in naj bo ¢ : A — C
nenic¢eln multiplikativen linearen funkcional. Pokazite:

(a) ¢(e) =1,

(b) ¢(a) € o(a) za vsak a € A,
(©) llell = 1.
Resitev.

(a) Ker je p(a) = p(ae) = p(a)p(e) za vsak 0 # a € A, je p(e) = 1.
(b) Vidimo, da je p(a — ¢(a)e) = ¢(a) — p(a) = 0. Iz tega sledi, da
a — ¢(a)e ni obrnljiv element in zato je p(a) € o(a).

(c) Ker je p(e) =1, je 1 < |l¢||. S pomocjo tocke (b) vidimo, da je
lp(a)| < |la|| za vsak a € A, iz esar sledi ||p]| < 1.
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23.

24.

25.

Naj bo X kompleksna Banachova algebra z enoto 1 in naj bo o : X — X
taka linearna preslikava, da je ¢(1) = 1. Pokazite, da sta naslednji dve
trditvi ekvivalentni:

(a) = € X je obrnljiv natanko tedaj, ko je ¢(z) obrnljiv,

(b) o(p(z)) = olx).

Resitev. ((a) = (b)) Naj bo A € o(¢(x)). Potem element ¢(x) — A1 =
@(z — A1) ni obrnljiv. Glede na predpostavko x — Al ni obrnljiv element
in zato je A € o(x).

Naj bo A € o(x). Potem element x — Al ni obrnljiv. Po predpostavki
tudi p(z — A1) = p(x) — Al ni obnljiv element. 1z tega sledi Zeleno.

((b) = (a)) Predpostavimo, da = ni obrnljiv element. Torej je 0 €
o(z) = o(p(x)), iz Cesar sledi Zeleno. Podobno, ¢e ¢(z) ni obrnljiv, je
0 € o(¢(x)) = o(x) in zato x ni obrnljiv element.

Naj bo preslikava A : [> — [? definirana s predpisom
A(.Z‘l, L9, T3, .. ) = (O, T1,T9,T3,.. )
Pokazite, da je A € B(I?) in izracunajte ||Al|, A* ter o(A).
Resitev. Norma operatorja Aje 1, A*(xy, x9, 3, T4, ...) = (T2, X3, T, .. .),
o(A) = K(0,1).
Naj bo preslikava A : [> — [? definirana s predpisom

A(l’l, To, T3, .. ) = (332, T3, .. )

Pokazite, da je A € B(I?) in izracunajte ||Al|, A* ter o(A).

Resitev. Norma operatorja A je 1, A*(x1,xq,x3,...) = (0,21, 29, 23, . ..),
o(A) = K(0,1).
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26. Naj bo preslikava U : [> — [? definirana s predpisom
U(l’l, Lo, T3,T4, .. ) = ([L’l, —xT9,X3, —T4, .. )

Pokazite, da je U € B(I?) in izracunajte ||U]||, U* ter o(U).

Resitev. Norma operatorja U je 1, U* =U, o(U) = {1, —1}.

27. Naj bo preslikava 7' : [2 — [? definirana s predpisom
T(.fCl, T2, T3, T4, - - ) = (_1.27 X1y, —Ty,T3, .. )

Pokazite, da je T zvezen linearen operator in izrac¢unajte ||T||, T* ter
o(T).

Resitev. Norma operatorja T je 1, T* = =T, o(T) = {3, —i}.

28. Naj bo preslikava A : [ — [? definirana s predpisom
A(xy, 29, 23,24, ...) = (X1 + Xo, X1 — To, T3 + Ty, Ty — Ty, ...).

Pokazite, da je A € B(I?) in izraCunajte ||Al|, A* ter o(A).

Resitev. Norma operatorja A je /2, A* = A, 0(A) = {V2, —V/2}.

29. Naj bo A : [? — [? operator definiran s predpisom
Az, 9, T3, Ty, . ..) = (21 + 229,201 — XTo, T3 + 224,203 — Ty, .. .).

Pokazite, da je A € B(I?) in izracunajte ||Al|, A* ter o(A).

Resitev. Norma operatorja A je v/5, A* = A, o(A) = {/5, —V/5}.
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30. Naj bosta a in b nenicelna vektorja neskon¢no razseznega Hilbertovega

31.

prostora H in naj bo A : H — H linearen operator definiran s predpisom
Az = (x,a)b. Pokazite, da je A omejen linearen operator. Izrac¢unajte
njegovo normo ter A*. Kdaj je A normalen in kdaj sebiadjungiran op-
erator? Kaj sta jedro in zaloga vrednosti operatorja A7 Izracunajte

a(A).

Namaig. Norma operatorja A je |[a||||b]|, ImA ={ b | A € C}, KerA =
{a}*. Ker je

(Az,y) = ((z,a)b,y) = (z,a)(b,y) = (z, (y,b)a) = (z, A"y),
je A*x = (z,b)a. Operator A je normalen, ko je b = \a, A € C. Operator
A je sebi adjungiran, ko je b = Aa, A € R.

Naj bo Az = Az, z # 0. Potem sta 0 in (b, a) lastni vrednosti operatorja
A. Naj bo XA # 0,(b,a). 1z enakosti (A — A )x = y sledi (x,a)(b,a) =
Mz, a)+(y,a). S pomocjo tega lahko pokazemo, da je z = §(<b<i’>‘i>)\b—y )

Torej je operator A — Al obrnljiv. S tem smo pokazali, da je o(A) =

{0, (b, a)}-

Naj bo H Hilbertov prostor, dimH > 4 in naj bodo a,b,c € H linearno
neodvisni ter paroma ortogonalni vektorji. Definirajmo operator A :
H — H s predpisom

Az = (z,a)a + (x,b)b + (z, c)c.

Pokazite, da je A € B(H) in izra¢unajte o(A) ter A*. Ali je A injektiven
operator? Ali je surjektiven?

Namig. Lastne vrednosti operatorja A so 0, ||al|2, |[b]|2, [|c[[2. Ce A ni

lastna vrednost operatorja A, potem iz enakosti (A — A)z = y sledi

a b
(z,0) = H<ﬁ2 x> (2,0) = Hb||2 >A in (z,c) = ”<”2 >/\ Torej je

r = %((x, aya + (x,b)b + (z,c)c —y),

kar pomeni, da je operator A — Al obrnljiv. Iz tega sledi, da je o(A) =
{0, [|al?, [[B1%, 1]}

Operator A ni niti injektiven niti surjektiven, saj je dimH > 4, A = A*.
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32. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in A € B(H) tak operator, da
je A* = —A.
(a) Pokazite, da iz A% =0 sledi A = 0.

(b) Naj bo A lastna vrednost operatorja A. Pokazite, da je A\ = it za
nek t € [—[[A[l, [[Al]l

Namag.

(a) Iz enakosti 0 = (x, A%z) = (A*z, Azx) sledi zeleno.

(b) Pokazite, da je A(x,x) = —\(z, x), iz Cesar sledi Zeleno.

33. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A € B(H) tak normalen operator,
da je A2 = —A. Pokazite:
(a) (A"Az, A'y) = —(A*z, A'y), v,y € H,
(b) A=A~
(c) {0,—1} Ca(A).

Resitev.
(a) Vidimo, da je
(A* Az, Ay) = (AA 2, A%y) = (Az, (A)"y) = —(A"z, A'y)
za vsak z,y € H.
(b) Glede na zgornjo enakost opazimo, da je
0= ((A"A+ A"z, A*y) = (A" (A + Dz, A'y)

za vsak z,y € H. Pisimo (A + I)z namesto y. Potem je A*(A +
Ix = 0 za vsak x € H, kar nas privede do Zelene enakosti, saj je
0=A*"A4+A*=A*A+ A.

(c) Naj bo A lastna vrednost operatorja A. Potem obstaja tak 0 # x €
H, da je Ax = \z. Opazimo, da je \(z,z) = Mz, ). UpoStevajmo
predpostavko, da je A? = —A, kar nas privede do tega, da je A =0
ali A = —1.
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34. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A € B(H) tak operator, da je
AS A*
(a) Pokazite, da iz A = 0 sledi A = 0.
(b) Poiscite lastne vrednosti operatorja A.

(c) Dolocite spekter operatorja A, ¢e je A* = 1.

Resitev.

(a) Ker je (Az, Az) = (x, A*z) =0, je Az =0 za vsak z € H.
(b) Lastne vrednosti operatorja A so 0,1, —1,7, —i
(c) Spekter operatorja A je o(A) = {1,—1,4, —i}.

35. Naj bo H Hilbertov prostor in naj bo A € B(H) pozitiven operator.
Pokazite:

(a) sup{(Az,z) | ||z|| = 1} < 1 natanko tedaj, ko je (Ax,z) < (x,x),
(b) ¢e je A lastna vrednost operatorja A, je 0 < \.

Resitev.

(a) (:>) e ||z|| = 1, ocitno sledi Zeleno. Naj bo [|z|| # 1. Potem

< z ”;’f—H) = 1. Sledi (AH”“’” lle) < 1. Torej je (Ax,x) < (x,x).

(<:) o predpostavki je (Az,z) < (z,z). Ce je |lz|| = 1, sledi
zeleno.

(b) Ker je A lastna vrednost operatorja A, obstaja tak 0 # x € H, da
je Az = Ax. Potem je (Ax,x) = A(z,z). Po drugi strani pa je
(x, Az) = XMz, z). Iz tega sledi Zeleno.

36. Naj bo H Hilbertov prostor in A € B(H). Predpostavimo, da je AA*
kompakten operator. Pokazite, da je potem kompakten tudi operator A.
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Namaig. Naj bo {x,},en omejeno zaporedje v H. Ker je AA* kompak-
ten operator, vsebuje zaporedje { A*Ax,, },en konvergentno podzaporedje
{A* Az, }pen. S pomocjo neenakosti

[Az|* = (Az, Az) = (A" Az, z) < || A" Az ||

opazimo, da je zaporedje {Ax,, },en Cauchyjevo in zato konvergentno.

37. Naj bo H Hilbertov prostor in A € B(H).

(a) Pokazite, da za vsak x € H velja
[Az||* < [l (A" A)?|].

(b) Naj bo (A*A)? kompakten operator. PokaZite, da je potem kom-
pakten tudi operator A.

Namag.
(a) Otitno je

[Az|* = ((, A"Az))* < [|l=]*[| A" Az
= [l*(z, (A"A)%2) < ||=]*[|(A"A)*z].

(b) Naj bo {x, },en omejeno zaporedje v H. S pomoéjo neenakosti (a)
in predpostavke pokazemo, da vsebuje zaporedje {(A*A)%*, }nen
konvergentno podzaporedje {(A*A)*z,, }pen. Iz tega sledi (glejte
tocko (a)), da je tudi zaporedje {Awx,, },en konvergentno.

38. Naj bosta X in Y Banachova prostora in A : X — Y kompakten linearen
operator. Pokazite, da je ImA zaprt podprostor Y natanko tedaj, ko je
A kon¢nega ranga.

Namaig. (<) Vsak kon¢no razseZen podprostor normiranega prostora
je zaprt. Ce je torej operator A kon¢nega ranga, potem je ImA zaprt
podprostor prostora Y.
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39.

40.

41.

(=) Naj bo A: X — Y tak kompakten linearen operator, da je ImA
zaprt podprostor prostora Y. Linearen operator A : X — ImA je sur-
jektiven in omejen. Po izreku o odprti preslikavi je A(K(0,1)), kjer
K(0,1) oznacuje odprto enotsko kroglo s sredis¢em v 0, odprta podm-
nozica ImA. Torej obstaja neka zaprta krogla K(0,¢) C A(K(0,1)). Ker
je A(K(0,1)) kompaktna mnoZica in je zaprt podprostor kompaktnega
prostora kompakten, je F(O, ¢) kompaktna podmnozica ImA in je zato
dim(/mA) < oo.

Naj bosta X in Y Banachova prostora ter naj bo A : X — Y zvezen,
surjektiven operator. Pokazite: obstaja tak m > 0, da za vsak y € Y
obstaja tak x € X, da je Az =y in ||z|| < m]|Az]|].

Resitev. Naj bo K(0,1) = {x € X | ||z|| < 1}. Po izreku o odprti
preslikavi operator A slika odprte mnozice v odprte mnozice. Potem
obstaja taka odprta mnozica K (0,r), daje K(0,r) C A(K(0,1)). Naj bo
0 #y €Y in pisimo z = . Torej je [|z|| = § in zato je z € A(K(0,1)).
Iz tega sledi, da obstaja tak zo € K(0,1), da je z = Azg. Naj bo

v = o2, Potem je Az =y in |l = 2|ly|||lo]| < 2[|Az].

Naj bo vektorski prostor X Banachov za normi |.||; in ||.||2. Pred-
postavimo, da je ||z]; < ||z|]2 za vsak # € X. Pokazite, da sta tedaj
normi ekvivalentni.

Namig. Ker je id : (X, ||.]l2) — (X, ||.|l1) linearna, zvezna in bijektivna
preslikava (upostevajte, da je ||id(z)|1 = [|z|li < ||z]]2 za vsak z € X),
je po izreku o odprti preslikavi id~! zvezna preslikava. Sledi ||z]s =
lid™*(z) |2 < mll]s.

Naj bo H Hilbertov prostor in 7' € B(H). Pokazite:

(a) KerT* = (ImT)*,
(b) [|(I +T*T)z[| = |||,
(¢) I+ T*T je obrnljiv operator v B(H).
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Resitev.

(a) Najboz € KerT*. Potem je 0 = (T*z,y) = (x, Ty) za vsak y € H.
Iz tega sledi, da je x € (ImT)*.
Naj bo x € (ImT)*. Potem je 0 = (x,Ty) = (T*z,y) za vsak
y € H. Torej je T"x = 0 in zato je x € KerT™.

(b) Vidimo, da je
|I+T*T)a||* = {(I+T"T)z, (I+T"T)x) = |2|*+|T"Tz|*+2[| T,

iz Cesar sledi Zeleno.

(c) S pomocjo tocke (b) opazimo, da je operator I + 7T injektiven, s
pomodjo tocke (a) pa pokazemo surjektivnost operatorja I + T*7T.
Upostevajte, da je

H=1Im(I+TT)® (Im(I +TT))",

Ker(I +T*T) = (Im(I +T*T))* = {0}.
Po izreku o odprti preslikavi sledi, da je I + T™T obrnljiv operator.

42. Naj bo X Banachov prostor in naj bosta Y ter Z taka zaprta podprostora
X, daje X =Y @ Z. Pokazite, da sta prostora X/Y in Z linearno
homeomorfna.

Resitev. Najprej zapisimo izrek:

Ce je Y zaprt podprostor normiranega prostora X, potem je s predpisom
|z + Y| = infyeylle +yl

definirana norma na X/Y. Ce je X Banachov prostor, potem je tudi
X/Y Banachov prostor.

Definirajmo preslikavo ¢ : Z — X/Y s predpisom ¢(z) = 2 + Y. Naj
bo z € Kerp. Potem je z € YN Z = {0}. S tem smo pokazali, da je
preslikava ¢ injektivna. Prav tako ni tezko preveriti, da je surjektivna.
Namre¢, najbo x+Y € X/Y. Kerje X =Y @ Z, je x = y + 2 za neka
yeY,ze Z lztegasledi,dajex —z€ Y inzatojex+Y =2+Y.
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43.

44.

45.

Torej obstaja tak z € Z, da je ¢(z) = x + Y. Na koncu e preverimo, da
je [lell < 1:

le(2)ll = infyev ||z + yll < infyev (2] + [lyll) < (2]

Torej je ¢ zvezna preslikava. Po izreku o odprti preslikavi je ¢! zvezna
preslikava.

Naj bo X Banachov prostor in P projektor na X. Pokazite, da je P
zvezen operator natanko tedaj, ko sta KerP in ImP zaprta podprostora
X.

Regsitev. (<) Predpostavimo, da sta KerP in ImP zaprta podpros-
tora X. Naj bo {z, },en zaporedje v X z limito 0 in { Pz, },en zaporedje
v X z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zadosc¢a pokazati, da je y = 0.
Ker je P(Px, — x,) =0, je Pz, —x, € KerP. Glede na predpostavko
sledi, da je y € KerP. Potem je 0 = Py = y.

(=) Predpostavimo, da je P zvezen projektor. Naj bo {x,},eny C X

zaporedje v KerP z limito x. Potem je x € KerP. Namre¢,

Px =P lim z, = lim Pz, = 0.

n—oo n—oo

Prav tako je ImP zaprt podprostor prostora X, saj je Ker(P —I) =
ImP.

Naj bosta P in @) taka projektorja na Banachovem prostoru X, da je
PQ = —QP. Pokazite, da je P+ @) zvezen operator natanko tedaj, ko
sta Im(P + @) in Ker(P + Q) zaprta podprostora prostora X.

Namig. Pokazite, da je P+ () projektor in upostevajte prejsnjo nalogo.

Naj bo X Banachov prostor, A : X — X linearen operator in naj bo
B € B(X) tak bijektiven operator, da je BA € B(X). Pokazite, da je
potem tudi A € B(X).
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46.

47.

48.

49.

Namaig. Glede na predpostavko, da je B € B(X) bijektiven operator,
obstaja B™! € B(X). Iz tega sledi, da je A = B"'BA € B(X). Nalogo
lahko resimo tudi s pomocjo izreka o zaprtem grafu.

Naj bo X Banachov prostor, A : X — X linearen operator in naj bo
B € B(X) tak injektiven operator, da je BA € B(X). Pokazite, da je
potem tudi A € B(X).

Resitev. Naj bo {x,}neny C X zaporedje z limito 0 in {Az, }reny € X
zaporedje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zadosc¢a pokazati, da
je y = 0. Ker je B injektiven operator in je By = B(lim,_.., Az,) =
lim,, ., B(Ax,) = BA(lim, . x,) =0, je y = 0.

Naj bo X Banachov prostor in A : X — X linearen operator. Pred-
postavimo, da za vsak f € X* velja f o A € X*. Pokazite, da je
A€ B(X).

Resitev. Naj bo {z,},en € X zaporedje z limito 0 in { Az, }heny € X za-
poredje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zadosca pokazati, da je y =
0. Predpostavimo nasprotno. Potem po posledici Hahn Banachovega
izreka obstaja tak linearen funkcional f € X* da je f(y) # 0. Ker je
fo A€ X*in zaporedje {x, },en konvergira k 0, je lim,, o f(Az,) = 0.
Iz tega sledi, da je f(y) = f(lim, . Ax,) = lim, o f(Az,) = 0. S tem
smo prisli do protislovja. Torej je y = 0 in trditev je dokazana.

Naj bo X Banachov prostor in naj bo F podmnozica B(X) z lastnostjo:
za vsak 0 # x € X obstaja tak A € F,daje Axr #0. Najbo B: X — X
tak linearen operator, da je fo AB € X* za vsak f € X*in A € F.
Pokazite, da je B € B(X).

Namig. Glede na prej$njo nalogo sledi, da je AB € B(X). S pomo¢jo
izreka o zaprtem grafu pokazite, da je B € B(X).

Naj bo X Banachov prostor in naj bo 0 # u € X.
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20.

ol.

52.

(a) Zavsak f € X* najbo Ty : X — X operator definiran s predpisom
Ttz = f(x)u. Pokazite, da je Ty € B(X).

(b) Naj bo A : X — X tak linearen operator, da je TrA € B(X) za
vsak f € X*. Pokazite, da je A € B(X).

Namig. (b) Naj bo {2, }nen C X zaporedje z limito 0 in {Az,, }peny C X
zaporedje z limito y. Po izreku o zaprtem grafu zado$c¢a pokazati, da je
y = 0. Ker je TfA € B(X) za vsak f € X*, ni tezko videti, da je
0="T¢(y) = f(y)u za vsak f € X*, iz Cesar sledi zeleno.

Naj bo X Banachov prostor in naj bo A : X — X tak linearen operator,
da je AT —TA € B(X) za vsak T' € B(X). Pokazite, da je A € B(X).

Resitev. Naj bo 0 # u € X tak, da je ||u|| = 1. Za vsak f € X*
definirajmo operator Ty : X — X s predpisom Tz = f(x)u. Ker je
Ty € B(X), je ATy — TyA € B(X) za vsak f € X*. Ocitno je (ATy —
TrA)r = f(x)Au — f(Az)u za vsak z € X. Potem sledi

|[f(Ax)| < |[ATy = Ty Allll]| + [ Aulll]l,

kar pomeni, da je fo A € X* za vsak f € X*. Glede na nalogo 47 sledi
zeleno.

Naj bodo X, Y in Z Banachovi prostori, A : Y — Z linearen operator
in T € B(X,Y) surjektiven operator. Predpostavimo, da je AT zvezen
operator. Pokazite, da je potem tudi A zvezen operator.

Namig. Naj bo {yn}nen C Y zaporedje z limito 0 in {Ay, }uen C Z
zaporedje z limito z. Po izreku o zaprtem grafu zadosc¢a pokazati, da
je z = 0. Ker je T surjektiven operator, obstaja {z,},en C X, da je
Tz, = y,. Glede nanalogo 39 je {z, },en konvergentno zaporedje z limito
0. Iz tega sledi 0 = AT lim,, . x,, = lim,, .o, ATz, = lim,,_.,, Ay, = 2.

Naj bodo X7, X5 in X3 taki zaprti podprostori Banachovega prostora X,
daje X = X; & Xy X3. Predpostavimo, daso P, : X — X;,1=1,2,3,
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23.

taki projektorji, da je ImP; = X; ter P;|X; = 0, i # j. Pokazite, da so
Py, P,, P; omejeni operatorji.

Namaig. Pokazimo, da je P; zaprt operator. Naj bo {x,}neny € X
zaporedje z limito 0 in {Pyz,},eny € X zaporedje z limito y. Po izreku
o zaprtem grafu zadosc¢a pokazati, da je y = 0. Glede na predpostavko
lahko vsak x € X zapiSemo kot x = x1 + x5 + 23, v1 € X1, 19 € X,
x3 € X3. Potem je Pilx = Pixy + Pixs + Pizs = Pix1 = z1. Podobno
vidimo, da je Pox = x9 in Pyx = x3. Torej je x = Pix + Px + Pz,
Upostevajmo pravkar pokazano: iz enakosti x, = Pz, + Pox, + Pz,
sledi 0 = y + z, kjer je y € X in z = lim,,_o(Pox, + P3x,). Torej je
0 = Py + P,z = Piy = y. Podobno pokazemo, da sta P, in P3 zaprta
operatorja.

Naj bo A kompleksna Banachova algebra z involucijo *. Pokazite, da
je * zvezna preslikava natanko tedaj, ko je H(A) = {v € A | 2* = z}
zaprta mnozica.

Resitev. (=) Predpostavimo, da je involucija * zvezna preslikava. Naj
bo {h, }nen konvergentno zaporedje v H(A) z limito h. Potem je
h=lim hy, = lim h% = (lim h,)* = h*.

S tem smo pokazali, da je h € H(A), kar pomeni, da je H(A) zaprta
mnozica.

(<) Predpostavimo sedaj, da je H(A) zaprta mnozica. Naj bo {z, }nen C
A zaporedje z limito = in {x}},eny C A zaporedje z limito y. Glede
na izrek o zaprtem grafu zadosca pokazati, da je y = z*. Ocitno je
lim, oo (x, + 2) = x +y. Ker je H(A) zaprta mnoZica in je {z, +
Titnen C H(A), je x +y € H(A). Prav tako vidimo, da je {i(z} —
Tn)tnen C H(A). Zato je i(y — x) € H(A). Torej je x +y = a* + y*
in i(y — z) = —i(y* — z*). MnoZenje zadnje enakosti s kompleksnim
Stevilom ¢ nas privede do identitete x — y = y* — z*. Iz tega sledi, da je
y ="
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