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Delo obravnava spekter in numericéni zaklad realne ali kompleksne
normirane algebre, ki je lahko tudi brez enote, a je velinoma

asociativna,

Opisan je odnos med spektrom in numeriénim zakladom ter med
spektralnim radijem, numeri¢nim radijem in normo. Studirane so
lastnosti poSevno-hermitskih in hermitskih elementov ter pozi-
tivnih in normalnih elementov. Obravnavana je algebrska struktu-
ra linearnega prostora H(A) + iH(A) +ter njegova povezava 7z in-
volutivnimi normiranimi algebrami. Na koncu je danih nekaj pre-

prostih primerov, ki
menta kompleksne oz.
tudi pokazZejo kaksne
hermitskimi elementi

osvetlijo spekter in numeric¢ni zaklad ele-
realne asociativne B-algebre. Ti primeri
anomalije v zvezi z numericnim zakladom in
lahko nastopajo v kompleksni asociativni

normirani algebri, ki ima lahko enoto ali pa je brez nje.



ABSTRACT

The work deals with spectrum and algebra numerical range of an element
o1 a real or coniplex normed algebra wiich nay be without a unic.

It describes the relationship between spectrum and numerical range and
characterizes skew-hermitian elements of a real algebra as well as
hermitian and positive elements of a complex normed algebra. Hermitian
and ¥-hermitian elements are treated with respect to involutive normed
algebras. The attention is drawn to the properties of all the above
mentioned alements and also to normal elements of a complex normed
algebra.

The main tool in this work is the complexification of a real algebra and
the nen-standard adjunction of a unit to a normed algebra.

The given examples explain rerations between spectrum and numerical
range and show certain irregularities which may occur in connection

with spectrum, numerical range and hermitian elements. This may happen
in case an alg=bra is without a unit or the ncrm of an eventual unit is # 1.
There exists 10r example a complex associative commutative B-algebra
without a unit including a sequence h_ of heirmitian elements such that
Isinh fI>n (nex). 2
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PREDGOVOR

Teorija algebrskega numericénega zaklada asociativne, kompleksne,
enotske, Banachove algebre je razmeroma Ze prece]j razvita. To,
da ima Banachova algebra enoto,je zelo lepa lastnost algebre, Se
posebej, ¢e je norma enote = 1, Na primer, asociativna, kompleks-
na, enotska, Banachova algebra s hilbertsko normo (norma ustreza
paralelogramski enakosti, t.j. izhajs iz skalarnega produkta) je
izomorfna obsegu C (g1. npr. /7, IZREK 9,10 in 9,3/ na straneh 96
in 90 )f Po drugi strani pa eksistira asociativna, kompleksna,
Banachova algebra brez enote s hilbertsko normo, ki ni izomorfna
obsegu C (gl. npr. Primer2.3.13 na str. a1)% Nadalje je vsaka
realna (ne nujno asociativna) enotska normirana algebra z multi-
plikativno normo - "absolutno vrednostjo" (Jixyll = x|yl za vsak
x,y) kon&no-dimenzionalna (dimenzije = 1,2,4 ali 8). Po drugi
strani pa eksistira neskonéno-dimenzionalna realna (neasociativ-
na) normirana algebra brez enote z multiplikativno normo (gl.
npr. Proc. Amer. Math. Soc. 11(1960), 861-866).

Ker v literaturi 8e nisem zasledil obravnave algebrskega numeric-
nega zaklada za Banachove algebre brez enote (oz. za Banachove
algebre, za katere se ne ve, ali enoto imajo 21i so brez nje),
sem se vprasal, kaj bi se kljub tej pomanjkljivosti (odsotnosti
enote) dalo povedati o numeriénem zakladu. Ko sem naletel na
dvajset let staro disertacijo prof. Grassellija, v kateri je av-
tor metridno (neposredno s pomodjo norme) definiral in okarakte-
riziral sebi-adjungirane elemente asociativne, komnleksne, Bana-
chove algebre brez enote in med drugim pokazal, da leZi spekter
sebi-adjungiranega elementa vedno na realni Stevilski osi, me je
to vzpodbudilo, da razi&fem odnos med spektrom in numeridénim za-
kladom elementa msociativne, kompleksne, Banachove algebre (brez
enote). Po Arnri streni so prof. Vidava zanimsle lastnosti her-
mitskih (sebi-adjunciranih) elementov kompleksne Banachove alpe-
bre brer enote. To me je vzpodbudilo k intenzivnemu £tudijiu na-

vedenega problema. Pricujole delo je sad tega prizadevania,

Pri obravnavi problema sem sledil svoji mag. nalogi. Pokazalo se
je, da se da o spektru, numericénem zakladu in hermitskih elemen-

tih povedati veliko tudi v primeru, e algebra nima enote, oz.

*Frsistira kompleksna asociativna komutativna B-algebra (4,lIl) z

A

enoto e, lell > 1, kjer je norma W0 hilbertska, pri demer A ni izo-
morfna obsegu C (gl. primer 13%.4.1).



de je norma enote £# 1. Rezultati za kompleksno Banachovo algebro
brez enote so podobni rezultatom za kompleksno enotsko Banachovo
algebro, Zahteve v zvezi z enoto v formulacijah velikega dela
trditev sploh ne nastopajo. Veliko izrekov (npr. v zvezi s her-
mitskimi, poSevno-hermitskimi in normalnimi elementi) velja neod-
visno od tega, ¢e algebra ima enoto ali pa je brez nje. Neka] re-
zultatov (npr. v zvezi s poSevno-hermitskimi elementi) je novih
celo v primeru enotske Banachove algebre in delo vsebuje skoraj
vse rezultate disertacije prof. Grassellija.

Prisrcéno se zahvaljujem prof. Vidavu za vse sugestije in drago-

ceno pomo¢ pri nastajanju tega dela!

Ljubljana, oktober 1982 Vito Lampret
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0ZNAKE

§= ... €nako po definiciji

2 «.. izomorfizem (algebrski oz. topolodki)

1im ... desna limita

t¥ 0

el . s+ nOTMa

lels Ielq ... leva cz. desn2 operatorska polnorma (0.5.2)

* ... involucija (o0z. konjugiranje kompleksnih
Stevil)

A «s+ algebra (0.1.1)

A® ... algebra glede na obratno mnoZenje (0.1.3)

A? ... dualni prostor normirane algebre (0.2.3)

Ae «+. polnormirana algebra, ki jo dobimo s formalno
ad junkcijo enote (0.5.1)

E; ... kvocientna algebra po jedru polnorme na Ag
(0.5.4)

Ee .o i1zpopolnitev kvocientne normirane algebre ﬁ;
(0.5.5)

(Ac,ll.iq) ..+ kompleksifikacija realne normirane algebre (A,ll-|)
(0.4.1)

B(n) ... algebra vseh linearnih omejenih operatorjev na

normirani algebri A

C ... Obseg vseh kompleksnih 3tevil

coM, |lcoj M, ToM ... konveksna ogrinjada, absolutno konveksna ogri-
njaca, zaprta konveksna ogrinjacda podmnoZice M
linearnega topoloZkega prostora, TOM = coM
(/13, 0.0.5.24.9, 0.0,5.25.5, 0.0.6.23/)

D(A) ... mno%ica vseh dvostranskih elementov normirane
algebre A (11.1)

D(A) /oz. Dg(A)/ ... mnoZica vseh levo /oz. desno/-disipativnih
elementov normirane algebre A (4.1)

D(x) ={feA” : JIfll = f(x) = 1} (2.1.1)

¥ ... Obseg vseh realnih oz. kompleksnih skalarjev

(M) {f(m) : meM} ... slika mnoZ%ice M pri preslikavi f

I
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H(A) /oz. Hd(!\)/

H?(4) Joz. HR(A)Y/ ...
*1(A)
*Ho(A)
H (A) /Joz. H(R)/ ...
TmM = {Imm : meM} ...

J(A) = H(A) + iH(A)

&L (n) -
lanh &
Mi\MQ ‘v

My &M, = {myp Smy :omye

aAM = {am : mem}

AM = {am : 2eA, meM}

VIT

mno%ica vseh levo /oz. desno/ -her-
mitskih elementov normirane algebre A
(6.1)

mnoZica vseh levo /oz. desno/ -poSevno-
hermitskih elementov algebre A (5.,1)
mnozica vseh % -hermitskih elementov

involutivne algebre & (12.1)

mnozica vseh #* -poSevno-hermitskih ele-

mentov involutivne algebre A (12.1)
mnoZica vseh levo /oz. desno/ -pozitiv-
nih elementov algebre A (7.1)
imaginarni del podmnoZice M obsega ska-
larjev ¥

algebra vseh linearnih operatorjev na
algebri A
levi anihilator algebre A (0.5.0)

razlika mozic (= M;N M;)

My, mye My} ... vsota (oz. razlika)
podmnozic linearnega prostora
produkt podmnoZice M linearnega prostora
s skalarjem A

... produkt podmnoZice /\. obsega ska-
larjev s podmnozico M linearnega prostora

MM, = {m1m2 :omy €My, mzelwz} ... produkt podmnoZice M, s pod-

Ml = {iml : mem} ...
T, m°, oM
N * a9
LN. . & 8

N(A) /Joz. Ng(hA)/ ‘e

P(A) oz, Pd(ﬁ.)/

mnozico M, algebre

mno¥ica vseh ahsolutnih vrednosti (pod)
mnoZice M skalarjev

zaprtje, notranjost in rob (topolo&ki)
podmnozice M topoloskega prostora
mno%ica vseh naravnih Stevil

jedro algebrske polnorme na he (0.5.4)
mno%ica vseh levo /oz. desno/-normalnih
elementov normirane algebre A (9.1)
mno%ica vseh levih /oz. desnih/-projek-
torjev algebre A (8.1)



VITI

R .. Ohseg veeh realnih Stevil

RY  /foz., R/ ... MnoZics vseh pozitivnibh /oz. negativ-
nih/ realrih &tevil

ReM - {.‘?em rm EM} ... realni del podmnoZ%ice M ohsega skalar-
jev‘?

r(a) - 1'1’11"[}]an|[1/Y1 : neN} ... spektralni radij elementa =2

normirane algebre (A,ll.1) (3.1)

g)(a} - ini;‘(sup”ﬂnx“]‘/n) ias 13:20%))
nelN xeS

8 =8(A) = {ael : fall = 1} ... enotska sfera (pol)normirane
algebre (A,ll.Il)

S?* = S(A?) = {feA’ : ||[f|l =1} ... enotska sfera dualnega pro-
stora (pol)normirane algebre

G(A,=), G’S'(A’a)’ - G(A,a), g- G’?(ﬁ,a) ... spekter, ¥ -spekter,
kvazi-spekter, kvazi-¥ -spekter elementa
a €A glede na algebro A (1.4,1.5,1.2.1)

V(A,a) /oz. Vg(A,a)/... levi /oz. desni/ numerilni zaklad ele-
menta a normirane algebre A glede na
algebro A (2.1.3)

v(A,2) /oz. vq(A,a)/... levi /oz. desni/ numeriéni radij elemen-
ta a normirane algebre A glede na alge-
bro A (3.1) |




0.1 ALGEBRE

0.1.1 Naj bo A linearen prostor nad obsegom skalarjev ¥
( =R ali C). Vsako preslikavo g: Ax A A, kjer piSemo
¢(a,b) = ab, bomo imenovali mnoZenje. Preslikavo
(a,b) ¥>ba := a.b imenujemo obratno mnoZenje k mnoZenju
(a,b)~ab. Ce je na linearnem prostoru A definirano mnoZenje

(a,b)»ab z lastnostmi:
(i) a(b+c) = ab + ac za vsak a,b,ce A
(i’) (b+ec)a
(ii) a(ab) = (aa)b = a( Ab) za vsak a¢¥ in a,beA,
potem bomo imenovali A algebro nad obsegom ¥ (glede na dano

ba + ca 2za vsak a,b,c ¢A

mnoZenje).

0.1.2 Algebro A imenujemo realno (kompleksno), &e je ¥ =R
(oz. F = C). Ce je A algebra nad obsegom ¥ (=R ali C),
oznaCimo z AR algebro A glede na obseg skalarjev R real-

nih 8tevil., (Ce je ¥ = R, piSemo Ag = A.)

0.1.3 Ce je A algebra glede na dano mnoZenje, je oditno A
algebra tudi glede na obratno mnoZenje; to algebro ozna-
¢imo z A°* .

0.1.4 MnoZenje imenujemo trivialno, &e je ab=0 za vsak a,b €A,
Algebro imenujemo netrivialno, de je AZ£{O}.

0.1.5 Ce velja v algebri A asociativni zakon, (ab)c = a(be)
za vsak a,b,c e A, imenujemo A asociativno algebro. Alge-
bro A imenujemo komutativno, ¢e je mnoZenje komutativno,

t.j. ¢e je ab=ba za vsak a,be A,

0.1.6 Vektor e € A imenujemo levo enoto algebre A, e je ea=a
za vsak a € A, Analogno imenujemo e desno enoto, Ce je
ae=a za vsak ae€ A, Leva o0z. desna enota netrivialne alge-

bre je #0O. Vektor e imenujemo enoto algebre A, e je e hkrati

leva in desna enota.

0.1.7 Preslikavo a = a* algebre A vase imenujemo linearno invo-
lucijo, &e velja:
(i) a** = a za vsak a€ A
(ii) (o<a+pb)* = a*a* + p¥b* za vsak oz,(aG? in a,b €A,
kjer pomeni ¥ konjugiranje kompleksnega Stevila reT

0.1.8 ILinearno involucijo imenujemo algebrsko involucijo ali
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kratko involucijo, c¢e velja enakost (abf* & ﬂea* za vsak
a,b€ A, Algebro, za katero je definirana involucija, imenujemo
involutivno,

0.2 POLNORMIRANE ALGEBRE

0.2.1 Urejeno dvojico (A,p) imenujemo polnormirano algebro

nad obsegom ¥ ( =R ali C), 8e je A algebra nad obsegom

¥ in p algebrska polnorma, t.j. p je preslikava
A—R"U {0} 2z lastnostmi: (i) Eksistira a € A, da je p(a)Z0;
(ii) p(a+b) < p(a) + p(b) za vsak a,be A; (iii) p( A a) =1al p(a)
za vsak 1¢% in aeA; (iv) p(ab) ¢ p(a)p(b) za vsak a,be A,
Zaradi (i) je vsaka polnormirana algebra netrivialna. Polnormi-
rano algebro (A,p) imenujemo enotsko, &e ima A enoto e in &e je
p(e)=1. Polnormirano algebro (A,p) imenujemo asociativno (komu-
tativno), e je A asociativna (komutativna) algebra. Polnormira-
no algebro (A,p) imenujemo realno (kompleksno), e je obseg ska-
larjev ¥= R (o0z. ¥ = C). Polnormirano algebro (A,p) imenujemo
normirano, e je p norma, t.j. e je jedro kerp={0}. Polno nor-
mirano algebro imenujemo Banachovo algebro ali B-algebro.

0.2.2 Ce je (A,p) polnormirana algebra nad obsegom ¥ , je mno-
Zica N := kerp := {aeA: p(a)=0} dvostranski ideal alge-
bre A, Zato je faktorska (kvocientna) mno¥ica & := A/N
algebra nad obsegom ¥ glede na operacije:
(i) 2+% := (a+tb)” za vsak a,beA
(ii) A8 := (2a)” za vsak Ae¥ in ae A
(iii) 3D := (ab)™ za vsak a,beA
kjer je X = x + N = {x+y : yeW} = ekvivalendni razred elementa
x (za vsak x € A). Ker je preslikava |.|: KF*-R+L5{O}, IXN:= p(x)
za vsak x€ A (IX] = inf{p(x+y) : yeNl} , saj je p(x+y) = p(x)
za vsak yeN' ), algebrska norma na A, je (X,l.l) normirana alge-
bra, ki jo imenujemo faktorsko (kvocientno) algebro polnormirane
algebre (A,p). Kvocientna preslikava q: Av> A, q(a) = 2 za vsak
a €A, je izometridni homomorfizem. Ce je (A,p) enotska polnormi-
rana algebra z enoto e, je (A, l.l) enotska normirana algebra z
enoto € .

0.2.3 Ce je (A,p) polnormirana algebra nad obsegom ¥ (=R ali C),
potem je dualni prostor A’ :={f : f linearen zvezen
funkcional A+~ ¥} Banachov prostor glede na dualno normo
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Nell y Ifll:= sup{|f(x)l : xeA, p(x) <1} = sup{|f(x)|: xeA,
p(x) = 1}. Torej velja ocena |f(a)|<||fllp(a) za vsak a €A,

0.2.4 Ce je (A,p) polnormirana algebra nad obsegom ¥
(=R ali €) in (A, I.l) njena faktorska algebra, potem
inducira kvocientna preslikava q: A+ A = A/N presli-
kavo Q: A? +— (R)’ takole: Q(f) = f 2:65- F(%X) = f(x) za vsak
x € A (funkcional £ je enolicéno definiran, t.j. velja: xl,xzeff =
:}(xl—xQ)EJf’ = ]f(xl-x2)| < Mfllp(xy-xp) = 0 2 £(xy) = fx,) ).
Preslikava Q je linearna surjektivna izometrija (Se je fe (R)?
velja za funkecional f:=f°q enakost Q(f) = f, kar pomeni surjek-

tivnost preslikave Q).

0.3 EKSPONENTNA FUNKCIJA V ASOCIATIVNI BANACHOVI ALGEBRI
(brez enote)

Oznaka: S = S(A) = {aelA : |a|] = 1} = enotska sfera normirane
algebre (A, .l).

Naj bo (A,).l) asociativna Banachova algebra nad obsegom ¥
( =R ali C); ni treba, da ima A levo ali desno enoto. Za

vsak a,x € A definiramo:
© I o0 k

e®x = x + Z%—x in xe® =x + Zx%r . Obe vrsti sta abso-
=1 =1 *
lutno konvergentni, zato velja:
(i) (a,b,x € A, ab=ba) = e@Py - e8(ePx) = eP(eZx)

(ii) a,x e A =e?(e™®) = x = e”%(e%x)
(iii) (a,xeh, neN) = e™x = e2(e?(...(e%*)...))
(iv) (2,b,x,y € A, ab=ba, bx=xb) => (e2x)(e’y) = e®'P(xy)

(v) (2,x e A, ax=xa) = (e%x)? = "%"
(vi) e~ lall nxil < Jle®x Nl < e el x| za vsak a,x €A
(vii) e~'arlal suplle"&xll eMlal 2o vsak ae¢F in a €A
X €8
(viii) (suplle™*®x|)) (suple*®x))) 31 za vsak 2¢F in ac€A,
X €S X €S

Dokaz: Ker lahko absolutno konvergentne vrste v Banachovi alge—
bri ¢lenoma mnoZimo v poljubnem vrstnem redu, veljajo

todke (i) - (v)
Ker je lleZx|l ¢ Ixy + Z "a" ixi = e"®lyxy, je zaradi (ii) tudi
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hxn = Jle” ek g e“_a""eaxﬂ, e d ”eaxllv,e"“a“uxu, kar dokazuje
todko (vi) in ta todko (vii). Zaradi (vi) je ile'byll »0 za vsak y#0,

b,y € A3 po tolki (ii) je sug”ebxﬂT}”eb("e—bY"_le—by)“ =
X €

= ”e-by""lllyﬂ za vsak b,y € A, y#0, kar dokazuje (viii).

0.4 KOMPLEKSTIFIKACIJA REALNE NORMIRANE ALGEBRE

0.4.1 Naj bo (A, l.l) realna normirana algebra. Potem je karte-
zi¢éni produkt An = A X A kompleksna algebra glede na
operacije:

(a,b) + (a’,b?) = (a+a’, b+b’) ... seStevanje

(atip )(2,b) = (xa=-pb, ab+pa) ... mnoZenje s kompleks-
nim skalarjem o+ip ( ot,re.eR)

(a,b)(a’,b?) = (aa’-bb?, ab’+ba’) ... mnoZenje

Preslikava a+» (a,0) := 8 je injektivni homomorfizem (vloZitev).

Naj bo U odprta enotska krogla v algebri A, t.j. W={ach :

lali <1} , VU absolutna konveksna ogrinjada mnoZice UX{0} v alge-

bri Ay , t.j. V = lcol (Wx{0}) =
n n
={kzlxkak 30 ey Adgesesy € 05 81pess sonells kz_ll’“k(“ 1} in

e Il Minkowski-jev funkcional mnoZice V. Potem velja:

(1) l.l; je algebrska norma na A,

(ii) V' je odprta enotska krogla algebre An glede na normo

”‘"c y T.J. Ua=‘[§e L ”f"c <1}

(4ii) max {nau, i} < l|(a,b)ll 5 ¢ 2max {lan, Ibl} za vsak a,b€ A

(iv) N2l = la)| za vsak a€A .
Ce je A asociativna (Banachova) algebra, je tudi A, asociativna
(Banachova) in &e ima A enoto e, je € enota algebre A,. Normira-
no algebro (AC,II.IIC) bomo imenovali (standardno) kompleksifika-
cijo realne normirane algebre (A,l.|) in preslikavo a+— a vloZi-
tev algebre A v AC. V},oﬁitev a— & je torej izometridni hgmomoi-
fizem in &e oznadimo A ={2& : a €A}, lahko zapiSemo A, = A @ iA ,

Dokaz: /5, str. 68/.

0.4.2 Ce je (A, |.]|) realna asociativna algebra, a,x € A in
§,r2 € Ay, definiramo za poljuben polinom P z realnimi

n
koeficienti, P(t) = A  + 5 g ht (tyhgahqsererry € R),
k=1

vektorja P(a)x € A in P(f )9 € Ay takole:
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n
P(a)x := A x + Ezlakakx , B(§)m oi=agm o+ Elxkgknz .

Ker je preslikava x ~ X izometriéni homomorfizem, velja:
(1) P(T = (P(a)x)” in zato tudi ||P(B)%|, = IP(a)x|| za
vsak a,x €A N
(11) %% = (e%)° in ||ea§]|c = lle®x|l za vsak a,xeA ,AB-dy.

0.4.3 Lema Naj bo (A,|l.l|]) realna normirana algebra, (AC,H.“C)

njena kompleksifikacija, S = {a€A : llall = 1} in
So = {§ehAy s §llg = 1} . Potem velja:
(1) sup || g+ Eg]]c = sup|lx + ax|| za vsak a€A
€Sp X €S

(1i) Ce je A asociativna algebra in P polinom z realnimi
koeficienti, je P := sup||P(2) §l|c = supl||P(a)xl||
§¢S¢ xesS

za vsak a € A,
(iii) Ce je (A,n.\) asociativna Banachova algebra, je
sup||ea§ HC = suplle®x|| za vsak a €A,
€Sg X€S
Opomba: Ce je P linearen polinom, v todki (ii) ni potrebna aso-
ciativnost algebre A.

Dokaz: (i), (ii) : Ker je vloZitev x —-X izometrija, sledi iz
0.4.2(i) ocena D% p...(1). Nadalje za poljuben £ O
eksistira tak §; ¢ Sg, da je P-e < || P(B) §¢|l o ... (2).

Po 0.4.1(ii) eksistirajo Ay,...4An €C in x3,...x, €4, da je

— < i = .o 0 L] -
?,,_ ;élxkxk , kzzlllkl <1 in | 31:“ {1 za k=1,...n. To zara

n n
di (2) in 0.4.2(i) pomeni ;‘5‘-5<HP("a‘)Z axille =l kZ_lakP('é’L)Sc'kH;

n
=|| z xk(:e(a)xk)“’u nkl I2(@)x ]| < (2 12 dsupfll B(a)x]) 2
x&hy EENKIIET & sup{llP(a)xll t x €A, HNxig 1} =Xiup|IP(a)x||
t.j. P-¢ < p za vsak €0, kar zaradi (1) pomeni P=p.
(31i) %Za vsak t€R in neN naj bo -

n .k

P(t) =1+ > Y . Potem je ||e®x - P_(a)x 2___ “a'“ x| <
n r=i n(@xll<,2 =i

n+l oo j n+1l
£ '("'—f)"l'“g_]!! lix 0"?'.' %[%' ix eM®l in zato
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n+1
suP”eaX - Pn(a)xu$u22 T e“a“...(3] ter analogno tudi
X€S (n+1)!
a syn+l g n+1
S |
?Eg ” eaf - Pn( a)g”({s Hﬁ-lll ; e“a“ — lfl-—'lll_)_!_ e llall . (4) .
C : {

Po %e dokazani todki (ii) je sup ||P (2 = sup|lP_(a)x| ...(5).
) J EECIS)(}" 1 )f“c “gll q (a)x|| (5)

Za poljubno neprazno podmnoZico ¥ normiranega prostora X in
poljubni omejeni funkeciji f,g: §+> X velja ocena I|f(x)]|

LHE(x) - gl + 1 g(x)| in zato suplf(x)l< supllf(x) - g(x)|l +
xeY xe$

+ supllg(x)|] ter analogno tudi suplg(x)| € suplg(x) - £(x)|| +
xey xe¥ xe¥

+ sup|lf(x)ll , torej ]Xsupnf(x)ll - supllg(x)l”\( supl|f(x) - g(x)]...(6).
€y ey Xe ¥

xe¥ * .
Zaradi (5), (6), (3) in (4) je lsup”eafnc— Sup“eaxul (2)

2y . €Sn X €S . N (6)
2| grple"el - gupln gl +| pglhealareh - snple® | &

(6) o % (4) ) Hn+1
< guale®s - m (Bl ¢ smplleg (@) - e (5 2 T

za vsak n€ N. Ta ocena dokazuje (iii).

0.5 FORMALNA ADJUNKCIJA ENOTE - VLOZITEV ASOCIATIVNE
NORMIRANE ALGEBRE V ENOTSKO NORMIRANO ALGEBRO
(neodvisno od tega ali ima prvotna algebra enoto ali pa

je brez nje)

0.5.0 V tem odstavku naj bo (A,ll.ll) asociativna normirana algebra
nad obsegom F (= R ali 6); 8 = {ae A Hauzl} in lanA =
- {a€A : ax = 0 za vsak x € A} = levi anihilator algebre A,

0.5.1 Kerteziéni produkt ¥ X A := Ae je algebra nad obsegom ¥

z enoto e = (1,0) glede na operacije: X _
(1) (r,a) + (7?,a%) := (A +A%ata’) ... sedtevanje
(33) Aolnr,a) := (2 2, A 2) ... mnoZenje s skalarjem

(iii) (‘A.,a)(x’,a’) p= {l;\_’, aa’+a’a+ad) ... mnoZenje
Preslikava a — (0,a) := 3 algebre A v algebro A, je injektivni

homomorfizem (vloZitev). Algebra A je torej izomorfna podalgebri
A :={8 : acA}l algebre A, in velja enakost A, = Fe @ 2 . Ge je
algebra A adsociativna (komutativna), je taka tudi algebra A, .
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0.5.2 Preslikava |.| : (A,a) —sup|ax + ax| := |(A,a)] alge-
X €5

bre A, v prostor R¥ U {0} je algebrska polnorma (gl. /10/,

str. 29) in (Ag,1.1) je polnormirana enotska algebra nad
obsegom ¥ (t.j. lel = 1). Polnormo |.| imenujemo (levo) opera-
torsko polnormo na algebri A . Za vsak a €A je ocitno 121 < lall .

Preslikavo a~|3a| = supliax|| imenujemo levo operatorsko polnormo
X €S
na algebri A in preslikavo ah+la|d := supllxall imenujemo desno
x€eS5

operatorsko polnormo algebre A.

0.5.3 OPOMBE: (i) Ce je lanA ={0} (levi anihilator je trivialen),
je leva operatorska polnorma |.| o¢itno norma na A,
(ii) Ce je lanA ={0} in je A brez leve enote, je operator-
ska polnorma |.| norma na Ae. (Naj bo namred ax+ax = O za vsak
x €A, Ce je pri tem a £0, je ((-1/a)a) leva enota algebre A, To-
rej je A=0 in zato a ¢ lanA ={0}, t.j. a=0.)
(iii) Leva operatorska (pol)norma |.| je na A ekvivalentna normi
ll.|| & Eksistira o ¢ R' z lastnostjo, da za vsak a ¢ A eksistira
tak x ¢ AN{O}, da je |lax u yollallx | .
(1iv) Ce je leva operatorska (pol)norma |.| na A ekvivalentna
normi ||.|| in je (4,|l.l|) B-algebra, je tudi (A, |.|) B-algebra in
velja enakost (e?x)” = 2% za vsak a,x e A, (Zaradi ekvivalence
norm je A poln podprostor prostora (Ae,| | ) in je zato tudi
A - Te® A poln prostor.) V vsaki B*-algebri A je oditno
lal = Jla|| = |a]d za vsak a€A.,
imenujemo /omejeno/ desno

(v) PosploSeno zaporedje (e&)}‘p

(levo) kvazi-pribliZno enoto normirane algebre (A, l.ll), e je
/suplle |l <o/ in lim|xe,|| = l|x|| za vsak x € A (oziroma lim|e, x| =
g €r & pel & Ser ¢

= Jx)| za vsak x € A). 0¢itno je vsaka /omejena/ leva (desna)
pribliZna enota tudi /omejena/ desna (leva) kvazi-pribliZna
enota (/5/, str. 57, 58). Posploeno zaporedje (er)rep imenu-
jemo /omejeno/ kvazi-pribliZno enoto, &e je (e&k“p /omejena/
leva in hkrati desna kvazi-pribliZna enota.

(vi) Ce ima normirana algebra (A,l.I) omejeno desno (levo) kvazi-
pribliZno enoto (e )rep , potem je leva (desna ) operatorska
(pol)norma ekv1va1entna prvotni normi ||.|| in njej celo enaka,

te je 1 = supﬂe&n := norma kvazi-pribliZne enote.
&€

*Ker je A asociativna, je preslikava (a,a) > (Al + Ta) algebre A v
algebro B(A) (Ix=x, T, x=x za vsak x€A) homomorfizem in je zato pre-
slikava |.|:A RTU{0}, |(A,a) == J|AT + T ll, algebrska polnorma .
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(vii) Ce ima normirana algebra (A, )l.)]) desno kvazi-pribliZno

enoto (98‘ )&ep , je lant ={0}. Ce je pri tem (A,].)) B-algebra

in je (e, )PGF omejena ter je A brez leve enote, je (Ae,l.\)

tudi B-algebra.

0.%.4 Naj bo N = {fe‘A 1§l = 0} - jedro polnorme |.| na A.
Po 0.5.2 je N dvostranski 1dea1 algebre A in je zato
faktorska (kvocientna) mnoZica A = Aeﬁﬂ’ enotska normi-

rana algebra nad obsegom ¥ glede na kvocientno normo .||,

+ W := za vsak feA de def;\iniramo: §+§: (§+12)A,

Af: (AE)A in grz (grz s Kjer je § :§ + N za vsak fGAe'

Zato je kvocientna preslikava ghog homomorfizem algebre A, Vv

algebro Ae , ki preslika enoto e algebre Ay v_enoto & = e+N

algebre Ae (ney = 1).

0.5.% Normirano algebro (Ke,ll.l\) lahko na standardni naéin

izometriéno homomorfno vloZimo v enotsko Banachovo alge-
R bro (Ae, Il ). Pri tej vloZitvi pripada elementu ? algebre
Ae element f ( -—-Aekvwalenéni razred Cauchy-jevih_zaporedij) in
enota € algebre A, se preslika v_enoto € algebre Ag.

0.5.6 Torej imamo homomorfizme A w> A, ~» Eer—r Ke' ar»a 1=
= (0,a) = a = a+d >3 = [8], kjer velja:
1.P polinom s koeficienti iz obsega ¥ =[P(a)| = ||P(2)ll
|P(2)) :xsugI]P(a)x“ in v posebnem &l = N2l = |&|

= supllax] € la]l =za vsak a €A,
X eS

2. Konvergenca v algebri (A, ||.l) implicira konvergenco Vv
~ - ~~
algebrah (Ae,||.“) in (Ae,u.ll) (&eprav (Ae,ﬂ.n) v splo$-
nem ni Banachova algebra):
" A ~ . = =
(1) (aneA, a.nHaeA) éant—-b-a in &8 — 3
a o k
(31) Ce je vrsta kZ A2 (2.1,?.2,... €Y ) konvergentna
=1
00 o0
v A in ima vsoto s, sta vrsti > :l.k’ék in 2 lk'ék
k=1 =

A
konvergentni v Ae

0zZ. V Ke in imata vsoto S o0z. S .
0.5.7 Naj bo (A, I.l) Banachova algebra nad obsegom ¥ (= R ali C),

(=]
obiéajna potenéna vrsta f(A) = Z Ak}\k (lk €% ) nai bo
k=0

konvergentna za |al<r (r>0) in naj ima vektor a€ A
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spektralni radij r(a) := inflla” “l/n(: 1im|| anlll/n) {r. Potem je
nelN n-» 00

o0
vrsta 2. Rkﬁk konvergentna in absolutno konvergentna v (Ee’ ),
k=0

njena vsota je enolicéno dolocena z f-om in jo oznadimo z f(é\),
oo

f(2) = Z lkak : elementa @ in f(B) oditno komutirata., Analogno
k=0

lahko trdimo za f£(&), £(3) := kZOxkak . Velja:
(1) NN = sl = seughf(a)x“ , kar pomeni
X
(33) lle®ll = lle?®|| = suplle®|[ za vsak aea .
XeS

Dokaz: Ker je r(a)<r, je fa™ll < (r-€)™ za vse dovolj velike
neN in za vsak €¢>0 (n»n(e)) ... (¥). Ker je vrsta
Qo
Z xkxk konvergentna za A\ r, je absolutno konvergentna
k:l o0
za 1Al<r in je zato vrsta Z ) (r--&)k konvergentna, t.j.

[o.0]
vrsta kZ Z.ka.k je zaradi (%) absolutno konvergentna v B-pr. A in
=1

zato konvergentna. Po 0.5.6.2(ii) sta zato konvergentni tudi vrsti

[+ =] o0
> 4,8% in 2 a,3%. Po 0.5.1, 0.5.4 in 0.5.6.2(ii) je
ko1 Kk k=1 K

(]

f(ﬁ) = ?kog +

M8

oo A oo

00
+ N = (xo,kzlxkak) +0# , kar po 0.5.4 in 0.5.2 pomeni |£(&)] =
A AT
- . T A8 = sup||A.x + Ava x|| = supllf(a)x|| ...(%%) .
l( e | ¥ )‘ xcE‘?" ° k=1 k I xegn “ )

Ker je preslikava @ — 3 izometridéni homomorfizem, je ||f(2)| =
= |£(2)|| , kar zaradi (%%) dokazuje (i).
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1 SPEKTER ELEMENTA ASOCTATIVNE BANACHOVE ALGEBRE

V tem odstavku naj bo (A, |l.]|) asociativna Banachova algebra nad
obsegom ¥ (= R ali C) in 8 ={aeh : \a|l = 1.

1.1 7Za poljubna elementa a,be A imenujemo izraz atb-ab := aob

kvazi-produkt elementa a z elementom b. Ce je aob = 0 = boa,

imenujemo b kvazi-inverzen (kratko g-inverzen) element ele-

menta a, Ce gq-inverzen element elementa a eksistira, je enoliéno
doloden in ga oznalimo z a_q . Element algebre A, za katerega
eksistira g-inverzen element, imenujemo g-obrnljiv. MnoZico vseh
q-obrnljivih elementov algebre A oznaéimo s q-InvA (odprta mno-
Zica v A).

1.2.1 Kvazi ¥ -spekter elementa ae A glede na algebro A oznalimo

s g- G",;(A,a) in ge definiramo z enalbo g- G’.}..(A,a) =
= {0}U {2eF\ {0} : (1/a)a ¢ q-InvA}. Kvazi-spekter elemen-
ta ae A glede na algebro A nad obsegom ¥ oznadimo s q- G(A,a) in

ga definiramo takole:
(i) Ce je ¥ = C, Jje a- G(A!a) = g GJc(A,a)
(ii) Ce je ¥=R, je a-6(h,a) = ¢-G(Ay,3) (gl. 0.4).

1.2.2 Velja enakost gq- G’R(AR,a) = RN (g-G(A,a)) za vsak a €A
(gl. 0.1.2). (To sledi v primeru ¥ = C iz dejstva RcC C
in v primeru ¥ = R iz ekvivalence ae€ q—InvA@'éfe q-InvAC .
(gl. 0.4.1))

1.2.3 MnoZica q- G.(A,a) je neprazna kompaktna podmnoZica pro-
stora ¥ (gl. /11, 24.2.4, 24.3.2, 24.3.4/)

1.3 Ce ima algebra A enoto e, oznadimo z InvA mnoZico vseh

obrnljivih (regularnih) elementov algebre A in za vsak a €A
definiramo: 6’.¥(A,a) = {2eT : (re-a) * InvA} ... ¥ -spekter
elementa a glede na algebro A. Lahko se primeri, da je
G’?(A,a) = 4) , % je ¥ =R,
(1) Za vsak a€A velja: b = a_,¢&> e-b = (e—a)"1 /5, Propo-
zicija 3.5(ii)/, t.j. a € q-InvA & (e-a) € InvA,
(31) To pomeni enakost q- G%.(A,a) = G",;(A,a)U {0} za vsak
a €A (saj imamo za vsak A €% \ {0} ekvivalence:
(1/A)a ¢ a-Invh & (e-(1/a)a) # InvA & (re-a) * InvA).
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1. 4 GSPEKTER elementa a algebre A nad obsegom F(= R ali C)
glede na algebro A oznadimo s G (A,2) in ga definiramo

takole:
(1) Ce ima A enoto in je ¥ = C, je G(A,a) = =Gg (4,2)
(gl. 1.3)
(11) Ce ima A enoto in je %= R, je G(A,a) = G‘(Ac,g)
(g1l. 0.4)

(441) Ce je A brez enote, je G(A,2) =q- G(A,a) (gl. 1.2.1)
(iv) Ce je A realna algebra, torej zaradi 1.4(iii) in
1.2.1(ii) velja enakost G’(4,a) = G(Ag,3)
/5, Propozicija 13%.5(i)/

1.5 Ce ima algebra A enoto, je definiran ?’—sgekter GJ,S(A,a)
elementa a € A glede na algebro A v tolki 1.3, Ce pa je A
brez enote, definiramo G;’F,(A,a) = Q- 6",5_.(A,a) (gl. 1.2).

1.6(3) 7a vsak aeA je G (A,a) neprazna kompaktna podmnoZica
prostora kompleksnlh steV11 C in je max\G(A a)l =

- llm"anﬂl B mfllatvl“1 T :i=r(s) K le) za vsak a €A.
n -0 ne

(g1. /5; Definicija 2.7, Trditev 2.8 in Teorem 5.8/)
(1) Ce ima A enoto, je zaradi 1.3(ii) q-6(A,2) = G (A,a)U{0}.
(33i) Za vsak aelA je Gr(Ag,a) = RNG(A,a) (gl. 0.1.2 in
1.2.2) in zato
(3v) Gp(A,a) =FN G (A,a) za vsak aeA kar pomenl
max]ny(A,aﬂ ¢ r(a) := inf “annl s 11m||a "1 N za vsak
nenN n-—»oo

a€hA (kjer definiramo max4> = -00),

1.7 Ce je A, algebra, ki jo dobimo iz algebre A z adjunkeijo

_ enote e in preslikava ar>a vlioZitev algebre A v A (gl1.0.5.1),
potem je. g- Gy(A,a) =G, (Ae,a) za vsak aeA (gl. /5, Lema 5.2/ )
in zato tudi q-o‘(A,a) = G'(Ae,'é’.) za vsak a €A, (Vse to velja
neodvisno od tega, €e A ima enoto ali ne. Enoto e namred alge-
bri A formalno adjungiramo). Ce je A brez enote, to po definici-
b l.4(iii) pomeni, da je G (A,a) = G’(Ae,g) za vsak a €A,
(Ce je ¥ = R, upo¥tevamo izomorfizem algebr (A ) in (A )C ,81.0.4,

*Upodtevamo: (1) a ¢ q-InvAe 2 #q—InvA 4% (e-3) 4; InvA,_
(2) O € (Ae,a) ker a#InvAe
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0.5 in /13, Trditev 0.1.10 na str. 182/).

1.8 Trditev Ne glede na to ali ima A enoto ali ne, je
q- Gy (4,8) = Gyp(Ag,8) D Gp(h,,8) D Gy(Eg,8) za vsak a €A
(g1. 0.5.1, 0.5.4 in 0.5.5), kjer je po 1.3(ii) q- Gy(A,a) =
- G%(A,a)LJ{O} , e ima A enoto, oziroma je po 1.5 a- G%(A,a) =

= G%(A,a), ¢e je A brez enote.

Dokaz: UpoStevamo 1.7 in to, da so po 0.5.6 preslikave g bd-?k%
-— ~ -
—>§ homomorfizmi Aeh+ Aehﬁ-Ae, ki preslikajo enoto v

enoto (cele algebre).

1.9 Trditev Za poljubna a,b €A velja implikacija: ab = ba =
= G (A,a+db) € G(A,a) + G(A,b) in G(A,ab) < G(A,2)G(A,b) .

Dokaz: Trditev je dokazana za kompleksno B-algebro z enoto
/13, Trditev 0.4 - str. 271/, velja pa o8itno tudi za
realne B-algebre z enoto ... (%); (upoStevati je treba le
def, 1.4(ii) in to, da je po 0.4.1 vloZitev algebre A v Ay homo-
morfizem).
Ce A nima enote, ji enoto e adjungiramo. Na algebri A,
(gl. 0.5.1) definiramo normo |||, "(l,a)“e = |al+ Jlall . Potem
je (A yl.|ll,) enotska B-algebra. Po 0.5.1 je preslikava a3
homomorfizem algebre A v A  in je zato po 1.7 in (¥) @(A,a+b) =
= G (4,,8+b) C @(a,,8) + 6(A,,D) = G(4,a) + G(4,b) . Analogno
potrdimo tudi drugo inkluzijo.

1.10 Trditev Ce je B zaprta podalgebra B-algebre (A, |l.}) nad
obsegom ¥ (= R ali C), velja (gl. Se /5, Propozicija 5.12/):
1.(%) [(A ima enoto e in je e €B) ali (A in B sta brez
enote)] = 96,(B,b)CoGx(4,b) C G’,;(A,b) - 6,';(13,13)
za vsak b € B,
(ii) (A ima enoto e, e ¢ B)=‘?96’?(B,b)c?)( G‘g(A,b)U {0}) ¢
C G'g,(A,b)U {0} C G’,s.(B,b) za vsak b e B.
(33i) (A brez enote, B ima enoto) = G’,;(B,b)u {0}) <
c'asg(g,b) c G,';(A,b) & Gfs(B,b) U {0} za vsak be B,
2. Ce je b tak element algebre B, da je 'BG’?(B,b) = @.g(B,b),
velja:
(1) [(A ima enoto e, e € 8) ali (A in B sta brez enote)]::;
= Gg(A,b) = Gy(B,b).
(ii) (A ima enoto e, e ¢B) = G’,;(A,b)U{O} = Gg(B,b).
(iii) (A brez enote, B ima enoto) = G’.y(A,b) = Gy(B,b)V {0}.
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(%¥=c¢c, &(B,b)CR) = G(B,b) C G(A,b)U {0}.

Dokaz: Trditev 1.10.1(i) velja za primer, da ima A enoto e in
je e € B /13, Trditev 0.2.32, str. 215/ ... (1). Ce pa
sta A ali B brez enote, formalno adjungiramo enoto

= (1,0) obema algebrama A in B, Ker je B podalgebra algebre A,
je Be s o {(A,b) : 2e% , be B} podalgebra algebre Ae 3= {(Z,a)
2Ae¥ , ae A} , kjer vsebuje B enoto e algebre Ae’ Algebrs Aé
je tudi Banachova, glede na normo Il . ||(:\,a)|[ = ja| + [la\l in

B, Jje njena zaprta podalgebra Po tockl (1) je zato 'DG’(B B) €

CAG(A, ) CG’(A ,b) C G, (B, ®) ... (2). Zaradi 1.7 Je

G’;(A b) = q—G’ (A b) in G’ (B ,b) = g- G,(B,b) ... (3). Za po-

1jubno podmnomco M prostora '35(_ R ali C) velja implikacija:

M = M SM° = = (MU{0})O =¢p = 9(MU{0}) = MU{0} ... (4).

Trditev 1.10,1 sledi sedaj iz (2), (3), (4) in 1.5. Trditev 1,10,2

sledi neposredno iz 1,10.1, 1.10.3 sledi iz 1.10.2 in 1l.6(iv).

1.10’ Posledica: Naj bo B zaprta podalgebra Banachove algebre
(A, )l.)l) nad obsegom ¥ (= R ali C). Potem velja:

(1) Ce ima B enoto, ki je enota algebre A ali pa de sta A
in B brez enote, je co G’.y(B,b) = co G’g.(A,b) za vsak
b € B.

(33) Ce ima A enoto, ki ne leZi v podalgebri B, je
co G;(B,b) = cof G'?(A,b) U{0}) za vsak be B.
(3i3) Ce ima B enoto, ki ni enota algebre A, je
cof G’y(B,b)U {0}) = co GJ‘y(A,b) za vsak be B,

Opomba: cod =¢ po definiciji.

Dokaz: Trditev je neposredna posledica trditve 1,10, e upoSte-
vamo, da za vsako kompaktno konveksno mnozZico K konéno-
dimenzionalnega normiranega prostora velja enakost
codkK = coK,

1,11 Trditev Naj bo (A,[.l|) B-algebra (z enoto ali brez nje)

nad obsegom ¥ (= R ali C). Za vsak a€ A naj bo Al(a) =
={f : f poten¥na vrsta skalarne spremenljivke 1&‘5’ s
konvergenénim polmerom r »r(a) := :;.mt‘]lanﬂl/n = il.lrn||an||1 o
nelN n-»o00

MnoZica A(a) je oditno asociativna komutativna algebra z enoto.
-~ f—

Po 0.5.7 je definiran f(8) € A, in £(8) eA, (gl. 0.5.5). Ker sme-

mo vrste, ki so v normirani algebri konvergentne in hkrati abso-
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lutno konvergentne, Clenoma seStevati in mnoZiti v poljubnem
vrstnem redu, je:

(1) preslikava f v f(4) homomorfizem algebre A(a) v alge-
bro Ee' ki enoto algebre A(a) preslika v enoto € alge-
bre ﬁ”; za vsak f,ze Ala) elementa f(3) in g(&) oditno
komutirata.

(11) To pomeni, da e f((ﬁy(ﬁe,ﬁj) C:(3%(Ee,f(§)) 28 vsak
feAla) (gl. /20/, prvi del dokaza Izreka 22 na str.29
in 30; po 1.8 in 1.6(iv) je sup | Gy(K,,8)| ¢ max | GL(4,2)]
£ z(a) ).

(1341) Analogno je tudi f( dﬁ(ie,ﬁ))ce';;(ﬁ'e,f(ﬁ)) za vsak
feA(a).

1.12 Spektralni teorem Ce je (A, ).ll) kompleksna B-zlgebra in
a€lA, veljajo enakosti:
(1) G(E,,£(®) = £@(1,,8) in G(X,,1(3) = £((L,,7))
za vsak feA(a), (gl. 1.10, 0.5.4 ter 0.5.5) ter zato
(33) G(R,ed) - SHhe® 1 @(,,of) - Slerd)

Opomba: Normiranz algebra (ﬁe,ﬂ.u) ni nujno polna!

Dokaz todke (i): Inkluzijo G(£f(2)) < £(6(a)) dokazuje v bistvu
/20, drugi del dokaza Izreka 22 na str. 30/, kjer bazira
dokaz na naslednjem: &e je potenéna vrsta g(A) na konver-

gendnem krogu IAxl<r (kjer je r>r(a)) povsod A0, je 1/g(ar)

holomorfna na tem krogu in je zato 1/g €A(a) in g(Z) je obrnljiv

element algebre Ke ter velja enakost (g(ﬁ))_l = (1/g)(3)

Obratno inkluzijo "o>" potrjuje 1.11(ii). To dokazuje prvo ena-

kost v 1.12(i), drugo enakost dokaZemo na enak nalin.

1.13 Trditev: Naj bo (A,ll.||) B-algebra nad obsegom ? (= R ali C),

Potem za vsak a €A eksistira lim In supllet? "1 t (g1.0.3)
t—>00 X €S

in velja: lim 1n sup“etax"l/t = inf 1n sup“e "1/t =
t >0 X €S teR" xeg

= maxReG(Ee,ﬁ) &

Opomba: Algebra A ima lahko enoto ali pa je brez nje (formalna
ad junkcija enote).
Dokaz: (I) T = C: Tedaj je (Ké,u | ) kompleksna enotska B-algebra,
kar po /3, Teorem 1.3.8/ pomenl maxReG(A ,8) =

= inf 1n“eta“1 L. 11m ln”etaﬂl L
teR t-poo
in 0.5.7(ii) %e dokazuije trditev (v primeru ¥ = C).

y TO pa zaradi 0.5.6
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(1T) Efz R: Ker e (Ee,ﬂ ) realna enotska B-algebra, je po de-
finiciji 1.4(ii) G (4,,3) G'(Ae(’,a) in veljajo zato spet po
/ 3, Teorem 1.3.8 / enakosti: maxReG(A_,3) = maxReG(Aep,a)

= inf ln”eta”g:/t = 1im 1n”eta”l/t e.. (1). VloZitev realne
t eR t —>00

algebre v njeno kompleksifikacijo je izometricni homomorfizem
(e1. 0.4.1) in veljzjo zato po 0.5.7(ii) enakosti: ||e??| =

= Jlet®] = suplle®®x]l ... (2). Todki (1) in (2) dokazujeta trdi-
X€S
tev 1.13 v primeru, da je ¥ = R.

1.14 IZREK Naj bo (A,ll.]]) B-algebra nad obsegom ¥ (- R ali C)

in za vsak a€ A naj bo s(A,a) = lnf 1n sug”e ”1 b in
(A,a) = inf 1n sup”xetaul/t (gl. 0.3). Potem je
L s 14
s(A,a) = 11m 1n sup”etaxlll/t in sy(A,a) = lim 1n sup"xeta" in
t—hw X €S t+on X €
v oznakah s(a) := s(A,a) ter sd(a) gz sd(A,a) velja:
1. A ims enoto = s(a) = sd(a) = maxReG(A,a) = inf lnlletalll/t =
tanl/+ teRr'
= lim 1n"e “ .
teR

t—=>00

2. A je brez enote=> supRe(B(A,z)\{0}) < s(a), sq(a)g maxReG( A,a)
Opomba: Za prazno mnoéico-4> definiramo: sup¢ = -oo!

3. Ce je A brez enote in de velja vsaj eden izmed naslednjibh
§tirih pogojev:
(1) &(4,a) = {0}
(3i) maxRe6(4,a) > 0 ,
(3ii1) O ni izolirana tolka mnoZice ReG(A,a)
(iv) ©'(A,a)N (iRN{0}) £ ¢,
potem je s(a) = sg(a) = maxReBG(A,2).

Dokaz: PokaZimo najprej, da za Stevilo s(a) veljajo vse trditve
izreka! Da je s(a) = lim 1n sup“etax"l/t , sledi iz
t—o0 x €S _

1.13 ... (1)
1. A ima enoto &€, %= C : Ker je sup“etax“ Hetaﬂ 1l in
X €
sup“etax“ HetaHHEH za vsak t € R", slede po (1) in
A= ta, \L1/t
/3, Teorem 1,3.8/ enakosti s(a) = inf 1n sup”e x“ m
t € RT X €S

= 1lim 1n sup”etaxul/t = 1lim ln”eta"]‘/t = 1nf+1n"eta"1/t =
t—-00 xef + —00 t ¢ R
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maxReBG(A,a) ... (2).
A ima enoto €, F=R : Po 1.4(ii) je maxReG(A,a)
maxl—le@’(f'&(,,'é’.) in ker je € enota kompleksificirane algebre

A (gl. 0.4.1), slede za algebro Ay in element geﬁp iz
totke (2) enakosti: maxRe@(A,a) = mf ln”eta”l/t =
t €

R B AR L L e LA

kijer je Sy = {f,e Ayt I§llc = 1} . 0d tod zaradi 0.4.3(iii)
spet sledi trditev (2) ... (2’) . Zaradi (2) in (2’) velja
za Stevilo s(a) trditev 1.14.1 ... (3).
A brez enote, ¥ = C : Po 1.8, 1.5, 1.2.1(i), 1.4(iii) in
1.4(1i) je©(4A,a)2@(A,,8) ... (4), kar zaradi (1) in 1.13
pomeni maxReG(A, a) rnaxReG'(A .2) = s(a) . (5).

Ce jeG(A,a)\ {O} £ ¢ , Vzemimo poljuhen Ao
A, € G(A,a)N {0} ... (6). Potem je a £ O in vel;jajo zaradi
1.6(i), /11, Spektralni teorem 24.5.5 na str. 693/ ter todke

(€) za vsak ne N ocene sunl[enax | > Henaliall “ =
X €S
= Jlall” 1”enaa “ > |[a|| max]G'(A,ena )l ol Nall™ Lhax {]en;\'x[ :
e (4,8} Y lal™H ey | = Jal™l|a [ ™% in zato
| 2ol

nifi lnxséup"enax“l/n Y 11m(1 In——s &

(6) pomeni s(a) » supRe(G'(A,a) \N{0}) ... (7). Todki (5) in
(7) kaZeta, da za Stevilo s(a) velja trditev 1.14.2 in to v
primeru, ko je ¥ =0C ...(8).

A brez enote, ¥ = R : Po 1.4(iv) je G(A,a) =(3J(AC,'§) ses(9)a
Ker je A, kompleksna B-algebra (brez enote, gl. /5, Propozi-
cija 13.5(i)/), je zaradi (5) in (7) supRe(G'(AC,'é’.) \ {0}) £
€ s(a) ¢ maxReB(Ay,8) ... (10). zaradi 0.4.3(iii) je

s(2) = s(a) ... (11). Toéke (9), (10) in (11) pomenijo, da
velja za Stevilo s(a) trditev 1.14.2 tudi v primeru, ko je

F =R ... (12).

Ce vzamemo namesto algebre A algebro A* (obratno mnoZenje,
gl. 0.1.3), je oditno G(A*,a) = G(A,a) in s(A*,a) = sd(a).
To zaradi (%), (8) in (12) v celoti dokazuje 1.14.1 in

) . S

Ce je A kompleksna algebra brez enote in je G (A,a) = {0},

je zaradi 1.8 (gl. 1.4(iii), 1.2.1(i) in 1.3) in 1.6(i) tudi
G(Ke,a) = {0} in je zato zaradi (1) in 1.13 maxRe®(A,=2)

= 0 = s(a) ter analogno tudi maxReG(A,a) = maxReG(A*,a)

+ Re?\.o), kar zaradi (1) in
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= 0 = g(A*,a) = Sd(a) SR (13).

Ce je A realna algebra brez enote in je G(4A,a) = {0},

je po 1.4(iv) {0} =G(A,a) = (?(AC,E) in zato po (13%)

s(8) = sd(g) = 0, kar zaradi 0.4.3(iii) spet pomeni s(a) =
= s4(a) = 0 = maxReG(A,a) ... (14) .

Zaradi (13) in (14) je predpostavka (i) v 1.14.3 zado-
sten pogoj za enakosti s(a) = ad(a) = maxRe@(A,a) ., Te ena-
kosti pa zaradi 1.14.2 olitno veljajo tudi, ¢e je izpolnjen
eden izmed nadaljnjih pogojev (ii), (iii) in (iv) trditve
I I T

V B-algebri (A,N.ll) nad obsegom F (= R ali C) definiramo
modificirano eksponentno funkcijo ixp, ixpa =
= K
= - E: %T za vsak a€ A, gl. /12, str. 248/. Preslikava
k=1""

ixp je zvezna in velja:
& . i 3 a
. Ce ima A enoto 1, je ixpa = 1 - e za vsak a€ A

2. (a,be A, ab = ba) = ixp(a+b) = (ixpa)e(ixpb) in je zato

3. 7a vsak a €A eksistira limita 1im 1n(1 + | ixp(ta)||

(ixpa)_y = ixp(-a) (gl. 1.1)

)l/t

teR,t—>o00
t= 8 (A a) in velja

(1) 84 (A,a) _tlnf 1n(1 + lllxp(ta)“)l/t = maxRe(q G (A, a))

(33) Ce je A brez enote, to pomeni s _(A,a) = maxRe®(A,a)
in &e ima A enoto, je maxReG(A,a) £ s (A a) =

= maxRe(3(4,a) U {0}) .

Opomba: Primerjaj 1.14!

(i) DokaZimo todko 1.15.3(i):

2)

b)

¥=C: Algebri A formalno adjungiramo enoto e = (1,0)
(ne glede na to, &e Ze ima enoto) in na raz8irjeni algebri
o (1. 0.5.1) definiramo normo Jl.|I, ¢ l[(%,a)||, =1al + Q2| .
Potem je (Ae,u e ) kompleksna enotska B-algebra vis KA
Ker je presllkava a >3 = (0,a) izometridni homomorflzem, je
”eta”e lle - 1xp(ta)ﬂe = ||(1, —1xp(ta))”e =1 + || ixp(ta)] ...
. (2). Zaradi (1) in /3, Teorem 1.3.8/ je maxRe®(A_,2)

5 3 81/t - al/t i
_tﬁ?£+1n”eta"e/ —t%igbln"etaﬂe coo (3). Po 1.7 in

1.2.1(1) je G(A_,8) = a- 6(4A,a) ... (4). Todke (2), (3) in
(4) dokazujejo 1.15.3(i) v primeru, da je F=0C ... (5).
¥ - R : Po 1.2.1(ii) in po todki (5) je maxRe(q-G@(A,a))
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maxRe (a- 8 (A,,3)) - inf, (1 + [Hixp(sR) )Y P -

11m ln(l + [|1xp(t8)HC) /t in ker je vloZitev xm— X

realne algebre A v njeno kompleksifikacijo A(, izometricni
homomorfizem (gl. 0.4.1), velja trditev 1.15.3(i) tudi v

primeru, da je ¥ =R .

(§3) Trditev 1.15.3(ii) potrjujeta 1.4(iii) in 1.6(ii), ¢ée upo-
&tevamo pravkar dokazano tolko 1.15.3(i).

1.16 Primer Nezj bo ¥ obseg skalarjev (= R ali ¢), A = FxF

in a = (1,0) ter b = (0,1). Potem je A asociativna dvodi-

menzionalna Banachova algebra nad obsegom ¥ 2z bazo

{a,b} , ¢e definiramo:

(1)

(viii)

(xa + Pb) + (ot’2 + P’b) = (ol + (?)a + ((3,+ P’)b za

vsak o,ot’? {5’6?

A (xa + pb) = (Ac)a + (}\p)b za vsak ot,P,}Le"f

(a2 + pb)(’a + p’b) = (pot’)a + (pA?)b za vsak

d,a’,p,(&’é . Torej je aa =0 = ab, ba = a in

bb = b, t.j. a€lanA in b je leva enota algebre A,

Norma: |laa + (bl := lal + gl za vsak o,pe¥

Ker je lanA #2 {0} , A nima desne enote. Torej A nima

enote in je zato G}(A,x) = Q= G'.;(A,x) za vsak x € A,

Za vsak A€ F\{0} je o8itno (-1/a)a = ((1/a)a)_;

(gl. 1.1), kar pomeni G’,E(A,a) = {0} (gl. 1.2.1 in

1.5). Ker je b leva enota, je (1/1)b + x - (1/1)bx =

=b £0 za vsak x¢A, kar pomeni 166’5(A,b). Po dru-

gi strani pa je za vsak AT \{0,1} (1/(1-a))b =
((l/k)b)_1 (gl. 1.1), kar pomeni @?(A,b) = {0,1}

in zato G’,S(A,—b) = {-1,0} ... (%).

Opomba: Vse to oitno velja za kvazi-% -spekter poljub-

nega elementa a iz levega ali desnega anihilatorja al-
gebre A in za levo ali desno enoto algebre A, A poljubna.
Ker je b leva enota, je et( b)x = e tx za vsa_k te¥

in zato sup“et(‘b)x“l/t = e~1 za vsak t €¢R*, kar za-
X €S
radi (%) v todki (vi) pomeni enakost (gl. 1.14)

s(A,-b) = -1 = maxﬁe(G",;(A,-—b)\{O}).

Za vsak x =oa + (b je xb = 3b in je zato xe

00 k
=oa + pb + (kz__lg-_—fcz— )(@b) =oa + Pe—tb za vsak t€%V.

t(-b)
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To pomeni sup“xet(_b)” = sup{ ol| + I[iul-e_"'G
X €S
o[> e, ol +ipl = 1} = sup{l - r(1 - e”t)

r €[0,1]1} =1 za vsak t¢R" . 0d tod sledi (gl. 1.14)
enakost sd(ﬁ,ab) = 0 = maxRe G’?-(A,—h).

(ix) ixp(ta) = -ta in ixp(tb) = —(et - 1)b, kar pomeni
sq(;’\,a) = 1lim ln(l+t)l-/+- = 0 = max GJ.;(A,EL) in
t— 00 )
s _(A,b) = 1im 1n(1 + (et - 1))]'/“b = 1 = max GL(A,b) .
4 t — o0 ¥

1.17 Posledica Naj bo (A,).]) B-algebra nad obsegom ¥ (= ¥ ali
C) ter naj bo G’O = supRe(G(A,a)\{0}) (&e je na desni
prazna mnoZica, piSemo G’O‘:-w ), G = maxReG(A,a) in

G?* = maxRe(BG(4,a) U {0}). Potem je GJo £G £ @’ in velja:

(1) suplle x| » ¢0Oot in supllxe P3| ¥ 0t ;4 vsak t ¥ 0
X €S X €S
(gl. 0.3)
(i) Ce ima A enoto, je ”eta" b max{suplletaxll, sup"xetal” P
xXe8 X €8
b2 edt za vsak t» 0O

(ii5) lixp(ta)]l y %% - 1 za vsrk 30 (gl. 1.15)
(iv) e je A brez enote, je Jlixp(ta)l 3 €@'% - 130

za vsak t >0 ,
Opomba: Po 1.6(iii) je G’R(AR,a) = RNB(Aa) € G(4A,2).

Dokaz: Todki (i) in (ii) sledita iz 1.14.2 in 1.14.1, todki
(iii) in (iv) pa stz posledici trditve 1.15(ii).

1.18 Posledica Naj bo B zaprta podalgebra Banachove algebre

(A,N.1) nad obsegom ¥ (= R ali C). Za vsako neprazno mno-
Zico M € C naj co(Re)M oznaduje mnoZico coReM v primeru,
ko je %= R oziroma mnoZico coM, & je F = C. V teh oznakah
potem velja:
(1) Ce ima B enoto, ki je enota algebre A ali pa Ge sta
A in B brez enote, je co(Re)B(B,b) = co(Re)B(A,b) za
vsak b € B,
(i13) Ce ima A enoto, ki ne leZi v podalgebri B, je
co(Re)®(B,b) = co(Re)(6(A,b)V {0}) za vsak b e B.
(33i) Ce ima B enoto, ki ni enota algebre A, je
co(Re)(@(B,b) U {0}) = co(Re)B(A,b) za vsak b € B.

Opomba: Primerjaj 1.9, 1.9’ in 1.6(iv).

Dokaz: Za poljubni kompaktni podmnoZici Ky in Ko (spektra)
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prostora kompleksnih Stevil velja ekvivalenca: Cc:a(Pe)K1 =

- co(Re)K = ma.xRe(?LK )] = maxRe(?xK ) za vsak 2ae¢¥F ,

a) =1 ... (1). 2a vsak b €B in ?L€? je G(A,ab) =aG(A,b)
in &(B,Ab) = AG(B,b) ... (2). Trditev 1.18(i) je neposredna
posledica todék 1,14.1 in 1.15.3(ii), &e upodtevamo (1) in (2).
Trditvi 1.,18(ii) in (iii) sledita iz 1.15.3(ii), (1) in (2).

1.19 Posledica Naj bo (A,ll.|) kompleksna B-algebra brez enote.

Potem velja:
1. co(B(4A,a)\{0}) COG(Ke,é') < coB(A,a) za vsak a el
(gl. 0.5.5), kjer definiramo cod =d in Tod =¢ .
2. Ce je za element a €A izpolnjen vsaj eden izmed naslednjih
treh pogojev:
(1) &(4,a) = {0}
3i) O ni izolirana todka spektra G(A,a)
(iii) G(4,22) N (iRN{0}) £ @ =za vsak 2 €C, JA| =
potem je cos(ﬁe,a) = coB(A,a),

Dokaz: 1. Za poljubni omejeni mnoZici M, in M, prostora ¥ velja
ekvivalenca: ToM; C ToM, & supRe(AM)  supRe(AM,) za
vsak 2€T , 1al=1 ... (1). %2a vsak aeA in A€C je

G(4,2a) = AG(A,a) in G(i,,28) = AG(A,,3) ... (2). Po 1.14.2

in 1.12 je supRe(3(4,2a)\{0}) ¢ s(A,a) = maxRe®(k_,A3) za vsak

a€A in A €C, To po todkah (1) in (2) pomeni inkluzijo

co(G(A,a)\ {0}) c '6'66'(1.'9,5) = co(:'i'(A ,3) za vsak a€A ...(3). Po 1.8,

1.5 in 1.4(iii) pa je G’(Ae,a)c G(A,a) za veak a€r ... (4).

Todki (3) in (4) dokazujeta trditev 1.19.1 .

Ce je za element aizpolnjen eden izmed treh pogojev trditve

1.19.2, je po 1.14.3 in 1.13 maxReG(A,,2d) = s(A,aa)

= maxReB(A,Aa) za vsak 2€C. To zaradi (1) in (2) dokazuje

trditev 1.19.2 .

1.20 Posledica Naj bo (A, N.J|) B-algebra (z enoto ali brez nje)
nad obsegom ¥ (=R ali C)., Potem so za vsak ae A ekvivalent-

ne naslednje trditve:

(1) G(ha,a) C iR

(33) Lim 1n suplle®[V/ = 0, (33°) 1im 1n supllxe®¥V/H = o
teR,[t]>o xS teR, It xe5
(gl 0.3)
tay 1/t
I /1t o

4ii) inf 1n sup ety 1/1tL 0, (1i¥) inf 1n supllxe
§
t €R X €S t eR X €
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(iv) 7a vsak €eR' eksistira tak tg € R", da velja:

(teR, 1t ta)—bqupl]e x]l (eltle
X €8S

(1v?) Za vsak geR' eksistira tak t, € R', da velja:

(teR, |ty t )= supllxetqll { e Itie
X E 5

(v) 7a vsak €eR' eksistira tak te € R", da velja:
(t Ry, 1l Bt )=> ulxpmm ¢ gltlE _ 3 (gl. 1.15)

(vi) 1n§ 1n(1 + || 1Xp(ta)||)1 [tl _ 0
t €1

('v;li) 11m ln(l + lllxp(ta)")l/ It = o
s [Tl 00
Ce velja katerakoli trditev izmed zgornjih desetih, je
suplletax” 21 in sup"xetaﬂ » 1 za vsak teR,
% ES X €8S
Dokaz: Ce je G(A,a) € iR, je ReB(4,a) = {0} in zato
maxReG(A,La) = 0, kar po 1.14.1 ter po 1.14.3(i) in (iv)
pomeni s(*fa) = sd(ta) = 0. Torej velja implikacija:

G(4,a) € iR 2 s(fa) = s;(ta) = 0 ... (1). zaradi 1.14.1,
1.4(iii) ter 1.14.3(ii) velja tudi obratna implikacija: s(Za)
=84(ta) =0 = maxReB(4A,Xa) = 0 =>6(4A,a) iR ... (2). Iz (1),
(2) in 1.14 sledi ekvivalenca trditev (i), (ii), (ii?), (iii) in
(iii*). Trditvi (ii) in (iv) ter (ii’) in (iv®) sta o&itno ekvi-
valentni.

Zaradi 1.15.3(ii) velja ekvivalenca: @(A,a) € iR <
= maxReB(A,La) = Oé—‘bsq(A,ia) = 0, ki zaradi 1.15.3(i) dokazu-
je ekvivalenco naih trditev (i), (vi) in (vii). Trditvi (v) in
(vii) sta olitno ekvivalentni.

Vse trditve (i), (ii),...,(vii) so ekvivalentne trditvama
(iii) in (iii’), iz katerih sledi tudi zadnji del trditve 1.20.

1.21 Posledica Naj bo (A, .l ) Banachova algebra (z enoto ali
brez nje) nad obsegom ¥ (= R ali C), a€h in M eR'. Potem

velja:
(1) (sup"etax l¢M za vsak t ¢ R) => (M1, sup]letax" (1/M)
X €S X € S

za vsak t €R in G(A,a) C iR)

(1) (supllxetaﬂ <M za vsak te€R) = (M1, supllxe ¥2|| 3 (1/m)
X €S X €S

za vsak t €R in G(A,a) € iR)  (gl. 0.3)
(3i) ()|ixp(ta)ll< M za vsak t €R)=> B(A,a) C iR ,
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Dokaz: (i) Po 0.%3(ii) in predpostavki todke (i) je

ixl = e "2(e®@x)ll ¢ Mlle®@x]| za vsak t ¢ R in x € A, kar
pomeni oceno (1/M) < sup"etaxH$IW za vsak t € R in zato
¥ es
My 1ter -(1nW/1%1) < 1n suplle®2x Y V¥ ¢ (1am/181), +.5.
X €5

[l/)tl _

1im 1n sup"etax] 0, kar po 1.20(ii) pomeni G(A,a) C iR.

t€R ,|t|]*®o xeS
(4’) Ta primer lahko reduciramo na primer (i), 8e vzamemo
namesto algebre A algebro A* (obratno mnoZenje, gl.
BsZe )
(31) Po predpostavki trditve (ii) je 0 € 1n{1 + |l ixp(ta)ll)g

£ In(1l + M) in zato 1im 1nf1 + “ixp(ta)")l/ltl = (),
t ER, |t]— o0

kar po 1.,20(vii) pomeni G(A,a) C iR.

1.22 Trditev Naj bo (A, l.ll) normirana algebra nad obsegom ¥

(= R ali C) in naj ima A enoto e. Potem je preslikava

8wl (Tax = ax za vsak x e A) oditno injektivni zvezni
homomorfizem (leva regularna reprezentacija) algebre A v algebro

O?J(A) linearnih omejenih operatorjev na normiranem prostoru
(A,N.1l), ki preslika enoto e algebre A v identiteto I algebre
®(A) ter velja za vsak a € A naslednje:

(1) aelnvA =T ¢ Inv®»(A) in T;]' 3 | (gl. 1.3)
(33) T, eInv&(A) Daelnvh in 2t = 177 (L(A) je alge-

bra linearnih, ne nujno omejenih operatorjev na A)
(3i3)  Gy(a,2) = Gp(L(4),1,) = Gp(&(4),1,) (e1. /5,
Propozicija TI.2.19-Opomba/)
(iv) G(4,a) = G (B(4),r,)
1

- -] = —_ —_— —1 —_— — — —_ —_—
Dokaz: (1) aa™ = e =a"a=>T,T, 3 =T,,.1 = Iy & L= Dy =
24

= Ta_l'l‘a‘—"> T, € Inv®(A) in velja enakost Ty

L e §
a
(i1) T, € Inv £(A) = eksistira 7" € £(A). Naj bo b = T

-1

ae.

) ~ I v ) B ,
Potem je ab = T b = ’I‘a('l‘a e) = (TaTa e = Ie = e in

_ o . e, ;
zato ’[‘aTb = Tab = Te = I, kar pomeni ’l‘b = Ta . Zato
. ) . e T | ) .
Se ba = Tya =T,"a =T, (Eae) = (l‘a Ta)e = e , Torej
b = a"l, t.i. aeInvA in a~l - p = T'a-le .

(3ii) Sledi iz (i) in (ii).
(iv) Zaradi (iii) je treba trditev dokazati le za primer,
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e F=R. Nai bo torej A realna algebra in naj bo

(d}(ﬁz_))c ter &= ®(Ay) (gl. 0.4.1). Za vsak aeh je

= (a,0) € A4, i e’ in za vsak (x,y)e An Je T”(X,.V) =

[x,y) = (a,O)(X,Y) = (ax,ay) = (2,x,T y) (T ,0)" (x,y) =
T‘;(X,y), t.d. Tg = T, ('[‘ Lo Edb“ (;{1 /13 Trdltev

062436 ?/) Po /13, Trditev O 2.36.3/ je zato GJ(cB T ) =

- G (65,m0) = (87,70) ... (1). Po 1.4(ii) je 6’(65“3

= B(®,T,) ... (2) in 6(1,93 = G(A5,2) ... (3). Po 1.22(iii)
je G’(A{,,a) = 6’(65(1\ ) r[‘-o), kjer je &(A D=8 ... (4).
Trditev 1.22(iv) sledi iz (3), (4), (1) in (2).

oy @‘2?{
e

I
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2. NUMERICNI ZAKLAD

2.1.1 Naj bo (A,p) polnormirana algebra (ne nujno asociativna)
nad obsegom ¥ (= R ali C¢) in (f‘\\, N.l) njena faktorska al-
gebra (gl. 0,2.?). Definiramo naslednje mnoZice (gl. 0.2.3):

S := 5(A) :={xenr : n(x) =1}, § := 5(R) :={R ek : 2 = 1}
S?:= S(Ar):= {ferr: |If] = } B = S(E’)::{Fe(ﬁ)’: e = 1}.

Za vsak x € S naj bo D(x)

13,
= D(A,x) = {feS?* : f(x) = 1} in za
veak €S naj bo D(R) := D(E,R)

:{Feg’ H F(g) = ]}.

2.1.2 Trditev Ce je (A,p) polnormirana algebra nad obsegom 7
(=R ali ¢) in N ={aes : pla) = 0}, velja:

(1) (xeA, ye ) p(x+y) = p(x)
(33) (xes, yel ) Dix+y) = D(x) £
(1ii) xes=D(%) ={F : feDd(x)} (gl. 0.2.4)

Il

Dokaz: (i) p(x+y) ¢ p(x) + p(y) = p(x) = p((x+y)-y) £
£ plx+y) + p(y) = plx+y)

(ii) Zaradi (i) velja: (p(x) =1, feD(x), yelN' ) =
S ((x+y)es, f(x+y) = £f(x) + £f(y) = f(x), ker je
[£(y)l € p(y) = 0). Torej: ye N = D(x) € D(x+y) in zato
tudi D(x+y) € D((x+y) + (-y)) = D(x). Ce je p(x) =1,
velja za funkcional f_, fo(lx) :=a , ki je definiran
na prostoru Y :={ix : A€¥}  ocena |f (y) € »(y)
za vsak y €Y, Po H-B izreku lahko zato funkcional f,
raz8irimo do funkcionala f, ki je linearen na A in za
katerega velja ocena |f(a)| € p(a) za vsak acA.
Torej je D(x) A C]) s

(1ii) Sledi iz 0.2.4 .

2.1.3 DEFINICIJA (gl. 2.1.1):
(3) Za vsak acA in xeS naj bo V(A,a,x) = {f(ax) : feD(x)}
in V4(4,a,x) = {f(xa) : feD(x)}.
(3i) MnoZico V(A,a) := {f(ax) : xeS, feD(x)} = USV(A,a,x)
X €

imenujemo levi numericni zaklad elementa a polnormirane

algebre (A,p) glede na algebro A,
(333) MnoZico Vd(A,a) :={ f(xa) : xeS, feD(x)} =U Vd(f“t,a,x)
XES
imenujemo desni numeriéni zaklad elementa a polnormirane

algebre (A,p) glede na algebro A,
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2.1.4 Trditev Naj bo (A,p) polnormirana algebra (ne nujno
asociativna) nad obsegom ¥ (= R ali C). Potem veljajo za
vsak a,b € A naslednje trditve:

1. V(a,a) = V(4,8) (gl. 0.2.2)
2. (e oznadimo z ®(ZR) enotsko normirano algebro vseh line-

arnih omejenih overatorjev (sup - norma) ’A\HK in s Tg:
operator iz (1), ki ga definira enaéba Tag = ag .?:aA
vsak § e x (Tg je operator levega mnoZenja na algebri A),
veljas
(1) V(A,a) = V(Tﬁ) = prostorski numeridni zaklad opera-
torja T4 (gl. /3, Definicija 3.9.1/) in zato

(31) ©ov(4,a) = V(®(R),ny) .

3. V(A,a) je nepragna, omejena in povezana podmnoZica prosto-
ra ¥ z lastnostjo sup|V(A,a)|g Xseugp(ax) < pla) .

4. V(A,xa) = AV(A,a) za vsak A €¥ .
5. V(A,a+b) € V(A,a) + V(A,b)
6. Vy(a,a) = V(A*,a) (gl. 0.1.3) .

Dokaz: 1. Po 2,1.,2(iii) in 0.2.4 je V(R,8) =
FeD(X)} ={ F((ax)™) : xes, feD(x)}
f € D(x)} V(A,a)
2. (i) Po /3, Definicija 3.9.1/ je V(T4) = V(X,8), kar zara-
di 2.1.4.1 dokazuje enakost (i).
(ii) Sledi iz (i) in /3, Teorem 3.9.4(i)/.
3. Zaradi 2.1.2(ii) je V(A,a) A#¢ , zaradi 2.1.4.2(i) in
/3, Korolar 3.11.5/ je V(A,a) povezana v ¥ in po defini-
ciji 2.1.3%3(ii) velja: A€ V(A,a) = eksistira xeS in
feD(x), da je A= f(ax),=>)al ¢ lIfllp(ax) = p(ax) g
£ p(a)p(x) = p(a) (gl. 0.2.3).
4.,5.,6. O&itno.

{P(8%) : Xe 8,
={f(ax) = x€8,

1]

2.1.5 Trditev Naj bo (A,p) enotska polnormirana algebra nad
obsegom ¥ (= R ali C) z enoto e (p(e) = 1). Potem za
vsak a €A velja:
(1) V(A,a) = Vi(A,a) = {f(a) : fe D(e)} neprazna kompaktna
in konveksna podmnoZica prostora ¥ ,
(31) maxReV(A,a) =ti€n£1(p(e+ta)—l)/t) = J]c.i.ron((p(mta)-l)/t)

(i33) Ce je B podalgebra algebre A in e € B, je V(B,b) =
= V(A,b) za vsak b eB .
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Dokaz: (i) Ker je faktorska algebra (&, ).|) polnormirane algebre
(A,p) enotska normirana algebra z enoto & (gl. 0.2.2), je
po /3%, Lema 1.2.2 in Teorem 1.2.3%/ v(R,8) = {r(3a)

Fe D(E)} neprazna kompaktna in konveksna podmnoZica prostora ¥ ...

... (1). Po 2.1.4.1 je V(A,a) = V(R,8) ... (2) in po 2.1.2(iii)

ter 0.2.4 sledi {F(8) : Fen(8)} ={F(8) : feD(e)} ={f(a)

fen(e)} ... (3). Trditev (i) dokazujejo todke (1), (2), (3) in

trditev 2.1.4.6 .

(ii) Zaradi 0.2.2 je (ple+ta)-1)/t = (||e+t2]-1)/t =za vsak
t € R" in ker je faktorska algebra (A,l.l) enotska normi-
rana, to zaradi 2.1.4.1 in /3, Teorem 1.2.5/ %Ze dokazuje
trditev (ii).

(3i1) Zaradi 2.1.4.4, (i) in (ii) je maxRe[AV(B,b)] =

= inf_|(_(p(e+ta.b)-l)/t) = maxRe[AV(A,b)] za vsak b €B in
teR

2eF , Ker sta po (i) V(A,b) in V(B,b) kompaktni in kon-
veksni mnoZici, to Ze dokazuje trditev (iii) (gl. todko
(1) v dokazu trditve 1.18),.

2.1.6  Trditev Naj bosta (A,p) in (B,q) enotski polnormirani
algebri nad obsegom ¥ (= R ali C) z enotama e€ A in fe B
ter naj bo §5 homomorfizem algebre A v algebro B z last-

nostjo é_S(e) = £ in q(CI)(a)) < p(a) za vsak ae A, Potem je

V(B,P(a)) = V(P (4),P(a)) C V(A,2) za vsak a €A,

Dokaz: Enakost sledi iz 2.1.5(iii), inkluzija pa iz ocene
maxRe[:\V(@(A), i’(a))] = maxReV(@(A),@(a.a)) £
£ maxReV(A,aa) = maxRe[aV(A,a)] , ki velja za vsak 1e¥
(1Al = 1) in ki je posledica trditev 2.1.4.4 in 2.1.5(ii)
(g1. todko (1) v dokazu trditve 1,18 oz. 1.19).

2.2 NUMERICNI ZAKLAD ELEMENTA NORMIRANE ALGEBRE NAD OBSEGOM
‘3:’ (:-_- R ali C)

V vsem odstavku 2.2 naj bo (A,ll.]|) normirana algebra nad obsegom
(=R ali C), ne nujno asociativna!

2.2.1 Trditev Ce je B netrivialna podalgebra algebre A, je
V(B,b) € V(A,b) za vsak b€ B.

Dokaz: H-B izrek nam omogofa razSiritev funkcionala fgo € D(B,x)
do funkcionala f € D(A,x),
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2.2.2 Trditev (i) xesS=V(A,a,x) = mTKX(a,?..) neprazna,
A€

kompaktna in konveksna podmnoZica prostora &2 , kKjer je
K (a,2) ={ate¥ :|a-2| g llax - ax|]} zeprt "krog" s sredi-
S¢em v tolki ae¥ .

(1) v(a,a) =U Nk (2,2) =N U Kk (2,2) .

xeS Ae¥ * A€T X€S

Opomba: Ni treba, da je A asociativna!

Dokaz: (i) a) Naj bo xe¢S in ou-:ﬂK (a,r). Potem je Jot —2a| <
£ llax - ax|| za vsak ac¥ 3‘. e ... (1). Ce je ax kolinearen
z x, ax =Mx, potem je f(ax) :&f(x) = M za vsak fe D(x),
kar zaradi (1) pomeni |o — f(ax)l lax - flax)x|| =Jux -pxlf =
t.j. & = f(ax) e V(A,a,x). Ce sta pa ax in x linearno neodvisna
(t.j. ax Amux za vsak me¥ ), potem za funkcional f,,
fo(gax +r2x) 1= g +m velja folax) =a, folx) =1 ... (2) in
zaradi (1) je za vsak EE?’\ {0} tudi |fo(fax +mx)lg |got + 0|
IES (-(nz/g))l gl ax - (-(p/§))x|| = ligax +gxll, t.].
]f (Eax +nzx)| l§ax + @x|| za vsak f,GZE?f' . Po H-B izreku lahko
zato fo razSirimo do f € A’ tako, da je ||fll = ||foll=1. To zaradi
(2) spet pomeni «xeV(A,a,x)
b) Naj boa € V(A,a,x). Potem eksistirata-xeS in fe D(x), ds
je o = f(ax), Zato o= 24| = |f(ax) - Af(x) = |f(ax - ax)|(
£ Nlax - ax|| za vsak A eF¥ , t.j. o€ f]rK (a A )
Todki a) in b) dokazujeta enakost v trditvi 2.2.2(i), iz katere
sledi po definiciji 2.1.3(ii) trditev 2.2.2(ii). Po definiciji
2.1.3(1) in po 2.1.2(ii) je V(A,a,x) £ za vsak x €S in zaradi
%e dokazane enakosti v (i) je V(A,a,x) oCitno omejena, zaprta in
konveksna podmno%ica prostora ¥ ,

2.2.3 Trditev Ce je algebra A konéno-dimenzionalna, je za vsak

a € A numeridni zaklad V(A,a) neprazna, kompaktna in pove-
zana podmnoZica prostora F.

Opomba: 1) Glej primer 2.3.9 | 2) Ni treba, da je A asociativna!

Dokaz: Vzemimo poljuben a e A in poljubno zaporedje A€ V(A,a)
téko, da zaporedje A, —>A za n —w .., (1). Potem za vsak
n €N eksistira tak x €S in f € D(xn), da je A = fn(axn)...
cer (2). Ker je dimA <0© , je enotska sfera S kompaktna v A in
zato tudi po zaporedjih kompaktna. Torej vsebuje zaporedje

(Xn)n eN
zentno Ze kar prvotno zaporedje. Torej X, —* x€S ... (3). Ker je

!

konvergentno podzaporedje. Lahko vzamemo, da je konver-



dualni prostor A’ tudi konéno-dimenzionalen normiran prostor,

je D(x) ={feA” : f(x) = 1} S(A’) kompaktna in zato tudi po
zaporedjih kompaktna podmnoZica prostora A’. Zato vsebuje zapo-
redje (fn)n_eNrkonvergentno podzaporedje in spet lahko vzamemo,
da je konvergentno Ze kar prvotno zaporedje (fn)ne Ne Zato
f,—=>fes(A’) ... (4). Zaradi (2) in (3) imamo oceno

| £(x) - l‘ < | f(x) - fn(x)| + ]fn{x) - falx)l € )If = alllxl) +

+ [ fnllhx = xpll = If = £4ll + )|x = x4l| za vsak neN ... (5).

Iz (3), (4) in (5) sledi f(x) = 1 in zato po (4) feD(x) ...(6).
zaradi (2) je |A- f(ax)| £ |A=2An| + |fnlaxn) - fplax)| +

+ |fplax) - £(ax)| < A=Ay + UEalll2llxn = x|l + £ - flhalixi,
kar po (1), (2), (3), (4) in (6) pomeni A = f(ax)e V(A,a) .
Torej je V(A,a) zaprta mno%ica, kar zaradi 2.1.4.3% dokazuje nalo
trditev.

2.2.4 Trditev Ce je normirana algebra (A,ll.]]) Hilbertov pro-

stor nad obsegom ¥ (= R ali C) (t.j., & je (A,N.l) Bana-

chova algebra in e ustreza norma |l.l| paralelogramski
enadbi Hx+yﬂ2 + | x=yI2 = 2(Nx12 + nynz) za vsak x,y € A), potem je
numeriéni zaklad V(A,a) = {(ax,x> : xe S} konveksna podmnoZica
prostora ¥ za vsak a €A, kjer je (,) (enolidno dolo&en) skalarni
produkt, ki ga inducira norma | .| : uaﬂ2 = {(a,a) za vsak a €A,

Opomba: 1) Ce je (A,ll.||) kompleksna enotska B-algebra in za nor-
mo ||.}| hkrati tudi Hilbertov prostor, je A izomorfna
obsegu C kompleksnih Stevil /7; [9,10,09,31 /. Ce pa je

(A, ll.]]) kompleksna B-algebra brez enote in za normo ||.| tudi Hil-

bertov prostor, algebra A ni nujno izomorfna obsegu C (gl. 2.3%.13).

2.) Ni treba, da je A asociativna !

3.) Paralelogramska e. ni potreben pogoj*za konveksnost n. zaklada!

Dokaz: Vzemimo poljuben x € S, Po Riesz-ovem izreku eksistira za

vsak f e D(x) natanko en tak y €A, da je )yl = Ifll in

f(z) = {(z,y) za vsak z €A, Ker je f eD(x), je 1 = f(x)
Ifll in preide zato Schwarz-ova neenakost v enakost: |(x,y)|
|£(x)] =1 = | xIiyl. To pomeni, da eksistira tak A e% , da je
y =aAx. Zeto je A= fx) =£ly) = (5.7 =y¥® = 1, tj. y = x,
t.i. f(2) = {z,x) za vsak z e A, Torej velja za vsak x€S impli-
kacija: feD(x) =f(z) = {z,x) za vsak z € A, Obratna implikacija
je oCitna in zato V(A,a) = {Cax,x) : xeS} ... (1).

Zaradi 2.1.4.% je treba dokazati konveksnost mnoZice V(A,a)

1

I

¥gl. 13.2.4(15), 13.2.5(24), 13.3.2(5), 13.3.4(7), 13.4.2(4) in 4(9)
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le za primer, da je ¥ = C. Za vsak a €A je operator T, levega
mnoZenja (Tax = ax za vsak xeA) ... (2) 1linearen in omejen
operator na Hilbertovem prostoru (A,{,») in je zato po /4, Teo-
rem 5.15.11/ "skalarni" numeriéni zaklad W(Ta) &= {(Tax,x) 2

x € S} konveksna podmnoZica prostora C ... (3). Todke (1), (2)
in (3) dokazujejo konveksnost mnoZice V(A,a),

2.2.5 Trditev Ce ima algebra A levo enoto e, definiramo za
vsak a €A mno%ici V’(A,a) in V*'°(A,a), V?’(A,a) :=
:= {gla) : geD(A,e/uen)} = {gla) : geA’, jlg| =1,

gle) = llell} in V'7(4,a) := {gla) : ged’, /el g)alig,
gle) =1} . Velja naslednje:
(1) V*(A,a) = lleliV(A,a,e/llell) neprazna, konveksna za vsak
a€ A,

(13) V*(A,a) in V**(A,a) sta za vsak a € A kompaktni podmno-
%ici prostora ¥ .
(3331) 72 vsak aeA in A,&Le‘}) je V'(A,Aaer.&e) =AV?(A,a) +
-+{dun8n} , V”(A,aaﬁge) = AV??(A,a) +{&q in V(A,e) =
. = {1} .
(3v) 7Za vsak a,be A je V?(A,a+b) € V?(A,a) + V?(A,b) in
Ver(A,a+b) € V*?(A,a) + V??(4A,b) .
(v) Ce je B podalgebra algebre A in e €B, je V’(B,b) =
= V*(A,b) in V?**(B,b) = V?’(A,b) za vsak b€ B,
(vi) Za vsak a€A je V’(A,a) ClelV (A,a) in V(4,a) C
< V*r(A,a)
(vi*) Ce je e enota (dvostranska) algebre A, je
(1/nen)vs(A,a) € V(A,a)NV4(4,2) C V(4,2)UV4(A,a) C
C V*'(A,a) 2za vsak a €A,
(vii) Ce je el = 1, je V(A,a) € V’?(A,a) = V?(A,a) C
C V4(4,a)
(vii’) Ce je e enota (dvostranska) algebre A in je lell = 1,
je V*(A,a) = vV’ (A,a) = V(A,a) = Vy(A,a) za vsak ac A,

Opomba: Ni treba, da je A asociativna!

Dokaz: (i) DPefinicija 2.1.3(i) in trditev 2.2.2(i).
(ii) Da je V?(A,a) kompaktna, sledi iz (i) in 2.2.2(i). Da
je tudi V’?’(A,a) kompaktna, sledi iz Sibke* -kompaktno-
sti mnoZice G :={geA’ : gle) =1, 1/nen € gl € 1},
ki je posledica &ibke* -zaprtosti mnoZice G in $ibke* -kompaktno-
sti enotske krogle prostora A?’.
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(iit), (Iv) Ocitne.
(v) Hahn-Banachov izrek.
(vi) a) geD(e/lel) > geh’, glefiell) =1 = lgl = eala)
= llelg((e/nen)a) € leNVy(A,2). Torej Vi(A,a) C
C llellV4(A,2) in analogno V’(A,a) C HellV4(A,a)
= llef]v(A,a) , &e je e desna enota (gl. 2.1.4.6),.
b) Vzemimo poljuben xe S, fe€D(x) in naj bo a = f(ax),
72 funkcional g, g(y) := f(yx) za vsak ye A, zato
velja: g(e) =1 in g(e/ney) = (1/ney)£(x) = 1/uen,
tod. Mgl y Ve, Je(y)l < I€lnynuxi < Lauyn.1 za
vsak yeA, t.j. lgll§l ter A= f(ax) = g(a)€
€ V’?(A,a), Torej V(A,a) € V??(A,a).
(vi’) Ce je e enota algebre A, je e tudi leva enota algebre
(gl. 0.1.3) in je zato po todki (vi) V*(A,a) =
V*(A*,a) C HellVd(A‘,a) = NellV(A,a) in Vd(A,a) —
= V(A*,a) C V**(A°,a) = V*?(A,a) , kar skupaj s tolko
(vi) dokazuje (vi?’).
(vii) Sledi neposredno iz (vi) in iz definicije mnoZic
V*(A,a) in V??(A,a).
(vii?) Sledi iz (vi?).

1]

2.2.6 Lema Za vsak xe€S eksistira ﬁxg((ﬂmtaxn-l)/t) in je

supReV(A,a,x) £ inf((Nx+taxll-1)/t) = lim( ()l x+taxll-1)/t)
t eR t+O

Opomba: Ni treba, da je A asociativna!

Dokaz: a) (xe€S, feD(x))=Ref(ax) = Re((f(x+tax)-1)/t) <
< (If(x+tax) -1)/t < (lx+taxii-1)/t za vsak t €Rt .
b) Ker je preslikava «(t) = ) x+ty]| konveksna na R za vsak
x,y €A, je preslikava t+ (@(t) - «(0))/(t-0) =
= (Nx+tyll-1)/t monotono rastoda na R' in je zato

J.nf - = Tim -
£{( (] - 2)/t) = Ln({ y(x) 1)/+t)

2.2.7 IZREK Za vsak a€ A je supReV(A,a) =
= inf sup(("x+taxu ll/t) 1lim sup(("x+taxu 1)/t) =

t€ Rt xeS t40 xeS
= sup 1nf1("x+tax“ -1)/t) = sup 11m(("x+taxu 1)/t) .
xeS teR xeS t40

Opomba: Ni treba, da je A asociativna!
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Dokaz: Ker je preslikava |l.| norma, je nicelni prostor & = {0}
(gl. 0.2.2) in je zato faktorska algebra (Z,0.) izome-
triéno izomorfna algebri (A,l.ll). Po 2.1.4 je zato

coV(A,a) = V((B(A),Ta), kjer je T,x = ax za vsak x€A ... (1).

Ker je d}(A), prostor vseh linearnih omejenih operatorjev na A,

enotska asociativna normirana algebra (v sup-normi) z enoto I,

je po /3, Teorem 1,2,5/ maxReV((ﬁ(A),Ta) =.é?§!(NI+tTaN—1)/t)

- 1im((”1+tTau~1)/t) ... (2). Prvi dve enakosti izreka sledita
tv 0

iz (1) in (2), 3e upoStevamo definicijo sup-norme operatorjev
iz ®(A) ... (3).
Naj bo duu supReV(A,a) ... (4). Potem eksistira za vsak
€ € RT tak Xg €S in f € D(xg), da jeax-ﬁ(Re[fE(aXE)] =
=(Rei‘e(xa+tax£ -1)/t € (Hxi+tax5|| -1)/t za vsak teR' (gl. dokez
leme 2.2.6). To pomeni B =5 £ sup 1nf((Hx+taxH—1)/t) za vsak

XeS teR
g €RY in zato dx sup 1nf((Hx+taxH -1)/t) ... (5). Ker velja za
xeS teRt
vsako realno funkcijo F(x,t) ocena sup 1an(x %) & inf, supF(x,t),
xeS teRT teR" xeS

sledi iz (3), (4), (5) in iz leme 2.2.6 enakost

M= sup infi("x+tax"-l)/t) = sup lim(()|x+tax||-1)/t), kar zaradi
xeS te€R xeS t40

(3) v celoti potrjuje izrek.

2.2.8 Trditev Ce sta A in B normirani algebri nad obsegom ¥
(= R ali C) in je preslikava & : A +—>B izometridéni homo-
morfizem z lastnostjo S(B) = H(S(A)), potem je

coV(B, $(a)) = ToV(A,a) za vsak a €A,

Dokaz: Ce je X topolodki prosgtor in f: X+ R zvezna funkcija,
velja za vsako neprazno podmnozico M € X enakost

suﬁf(x) = supf(m). Ker je S(B) = 5(8(1&5) in je @ izome-
Xe

meM
triéni homomorfizem, pomeni to enakosti: sup||§+ tP (2)§]||=
esﬂal)g ¢ (a)g]

= supl|§ + a = su x) + a x){|l = su x+tax)|| =
Eec}?(lf( )t»@( g F”@( ) + td(a) d(x)|| xes?flxl)(}( tax)||

?Hx+taxu za vsak-te? . Zato je po 2.1.4.4 in po 2.2.7
xeS

supRe[lcoV(B,cf(a))] = supReV(B, § (1a)) =

=ti?§ ?2Pg(ng—k1‘@(lajfn -1)/t) : 1nf igp!(%x+t(la)xﬂ-l)/t}

= supReV(A,aa) = supRe[AcoV(A,aﬂ za vsak A €3 , 1al =1 .,
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Ker je zaprta konveksna ogrinjiac¢a omejene (gl. 2.1.4.%) pod-
mnoZice prostora % kompaktna, to dokazuje naso trditev (gl.
todke (1) v dokazu trditve 1.19).

2.2.9 Posledica Naj bo (A,ll.l) normirana (nepolna) algebra

nad obsegom § (= R ali C), (A,W.))) njena standardna iz-

ponolni‘rev in a S izometridna homomorfna vloZitev alge-
bre A v & (R := {2 : aeh} rosta v &, gl. /1%, 0.2.14.1/). Poten
je ToV(A,2) = & f(ﬁ,a) za vsak =2 €A,

~ - —_— —
Dokaz: Ker je A gosta v A, eksistira za vsak ge S(A) tako zapo-

redje a, €A, da je § = 1im8, . Zaradi |I&) - 1] =
n-—»oo

20 =gl < Nz, -l jo linllagll = inllE,|| = 1 in za sapo-

redje by :=(an/|lan|) € S(4) je zato limb, =§ . Torej S(X) C
n — 0o

< (s(8))® . Trditev sledi sedaj iz 2.2.8 .

2.2.10 Posledica Naj bo (A,ll.ll) realna normirana algebra,

(Ag,ll.ll) njena kompleksifikacija (gl. 0.4) in
aw &8 := (a,0) izometridno homomorfna vloZitev A v Ag.
Potem je V(A,a) = ReV(An,2) za vsak a € A.

Dokaz: Po 2.2.7 in 0.4.3(1i) je maxReV(Ac,E) = supReV(Ag,3) =

=t2§f ?25{ 5§+ taf"—l)/t) = 1nf igggigx+taxn —1)/t)

supV(A,a) = maﬁ??zjgj, s maxRe??EEjgj = mak?(ﬁ?gj za vsak
aeA ,..(1). Zato je tudi minReV(Ay,3) = -maxReV(Ay,-2)

= maxV(A,-a) = minV(A,a) ... (2). Ker sta po 2.1.4.%
Re?TKETQS in V(A,2) kompaktna intervala, sledi iz (1) in (2)

iskanz enakost.
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2.3 NUMAERTCNI ZAKTAD ELEMENTA NETRIVIALNE ASOCIATIVNE
NORMIRANE ALGRBRE NAD OBSEGOM § (= R ali C)

2.%3.1 Izrek Ce je (A,l.l) asociativna normirana algebra nad
obsegom ¥ (= R ali ©) in &e ima A enoto e (llell # 1), lahko
algebro A renormiramo do enotske normirane algebre (A,l.l1):

Hz2ll; := supllaxll =za vszk a €A, Ce oznadimo na kratko z A normira-
' X€ES

no algebro glede na prvotno normo |l.|| in 2z A1 (enotsko) normirano

algebro glede na novo normo ||. ity » vel1a za vsak a € A enakost:

coV(A,a) = = V(Aq,2) = ey ,a)
algebra, ki jo dobimo iz normirane algebre A s formalno adjunk-
cijo enote (rl. 0.5.4).

y, kjer je A enotska normirana

Dokaz: Po 2.2.5(i) in (vii’) sta V(Al,a) in V(Ke,a) neprazni
kompaktni in konveksni podmnoZici obsega ¥ ... (1).
Ker sta Al in E;‘enotsk; normirani algebri, je po
2.1.5(41) in 2.2.7 maxReV(Al,a) = inf((”e+ta"1 - 1)/t)
teR

= inf sup((”x+tax]l- 1)/t) = supReV(A,a) = maxRecoV(A,a) za
teRt xeS

vsak a€ A ,.. (2). Analogno je po 2.1.5(ii), 0.5.6.1 in
2.2.7 maxReV(E,,8) = in;((ua+tau - 1)/t)

= inf sup(("x+taxﬂ - ll/t) = maxRecoV(A,a) za vsak a€A ... (3).
teRt xeS

Izrek dokazujejo todke (1), (2) in (3) in trditev 2.1.4.4
(gl. toéko (1) v dokazu trditve 1.18 oz. 1.19).

2.3.2 I7REK Naj bo (2A,0l.l) asociativna normirana algebra nad
obsegom F (= R ali C) z enoto ali brez nje. Potem je
gov(A,a) = V(A,,3) = V(A,,8) = V(A,,3) za vsak a € A
(gl. 0.5.1, 0.5.2, 0.5.4 in 0.5.5).

Opomba: Algebre A,, ﬁe in Ee tvorimo formalno, neodvisno od tega
ali A ima enoto ali ne!

Dokaz: Po 0.5.2, 0.5.4 in 0.5.5 so (A.,1.1), (E_,l.1) in
(A ,N.1) enotske (pol)normirane algebre in so zato po
2.1.5(1) v(4_,2), V(Ae,a) in V(Ae,a) neprazne, kompaktne
in konveksne podmnoZice prostora ¥ za vsak a€A ... (1). Po
2.1.5(ii), 0.5.2 in 2.2.7 je maxReV(A,,3)
= inf((je+t8] - 1)/%) = inf (11, 52) - 1)/1)
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= inf sup((l|x+tax| - 1)/t) = supReV(A,a) = maxRecoV(A,a) za
teRt xeS

vsak a €A ... (2). Po 2.1.5 in 0.5.6.1 je maxRev(Ee,a) -

%?al(ﬂﬁ+taﬂ - 1)/t) :tigf igg((ﬂx+taxn - 1)/t) =

=t:'..§1£((”§+t§.|] - 1)/1:) 2 max[?.eV(Ee,'é,) za vsak a €A ... (3).

Tzrek dokazujejo totke (1), (2) in (3) in trditev 2.1.4.4
(gl. todko (1) v dokazu trditve 1.18 oz. 1.19).

2.3.2° Opomba Ce je normirana algebra (A,ll.ll) brez enote,
lahko na "adjungirani" algebri Ag = F¥ X A (gl. 0.5.1)
definiramo normo |l.|y : ]|(A,a)||l = 1Al + ||lall za vsak

(r,2) €A, . Potem je (4,,N.ll;) enotska normirana algebra nad

obsegom ¥ 2z enoto e = (1,0); to normirano algebro oznadimo
kratko z A,. Preslikava a > (0,a) := 3 algebre A v algebro
Ay, je izometri®ni homomorfizem in za vsak ael je V(Al,g) =
= { 2e¢% : |al < Nlall} zaprt "krog" v obsegu ¥ .

Dokaz: Ker je A, enotska normirana algebra, je po 2.1.5(i) nume-
riéni zaklad V(A,,Z) neprazna, kompaktna in konveksna
podmno%ica prostora ¥ . Po 2.1.4.4 in 2,1.5(i) veljajo

za vsak A €F , Al = 1 enakosti maxRe[aV(Al,E)] =

= maxReV(Al,}la) =tig£((lle+tlalll = 1)/t, =t]€-ﬁ§“”(1’tla)”1 - 1)/t)

= in;‘(((l + lltaall) - 1)/’(:) = |la|| , ki pomenijo, da je V(Al,'é’)
teR

zaprt "krog" v obsegu ¥ , ki ima sredisde v todki O in polmer
r = jlall .

2.3.3 Trditev Naj bo (4,l.)l) asociativna normirana algebra nad
obsegom ¥ (= R ali C) in B njena netrivialna podalgebra.
Potem je V(B,b) € V(A,b) in &oV(B,b) = CoV(A,b) za vsak b € B.

Dokaz: 1Inkluzijo potrjuje tocka 2.2.,1, po drugi strani pa je
zaradi 2.1.5(iii) in 2.3.2 GoV(B,b) = V(B,,b) =
= V(Ae,%) = coV(A,Db) za vsak b eB, saj je B, = Te ® B
podalgebra algebre A_ = ¥e @ A in je enota e € By (Bl 0:5:1)

2.3.4 Trditev Naj bosta (A,ll.l) in (B,|l.l*) asociativni normi-
rani algebri nad obsegom ¥ (=R ali C) in @ : A+>B

(algebrski) homomorfizem z lastnostima :
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(1) | ®a)’ < nal za vsak a en
(1i1) s(B) € &(s(n)) .
Potem je ©oV(B, $(a)) = zov(P(A), (a)) c GoV(A,a) za vsak a eAh,

Opomba: 1) Primerjaj 2.1.6 in 2.2.8 !
2) Zaradi (i) in (ii) je ||P|l= 1 .

Dokaz: Homomorfizem @N: A+ B jnducira homomorfizem
® : A, B, P((1,a) := (a, B(a)) za vsak (1,a) €A,
ki preslika enoto e algebre Ae v enoto e’ algebre Be
(gl. 0.5.1) in je (gl. 0.5.2) ltif(l a))l’ =

_ su?lla§+ @(a)§||’< suFHi\.é(x) + $(a) dx)||

Iax + axll = |(x,8)] za vsak (2, a) €A, ...
xeS F

... (¥). Ker sta (A_,|.|) in (B,,].|’) enotski polnormirani alge-
bri, sledi iz (%) in 2.1.6 inkluzija V(B,, $(&)) C V(A,,8) , kar
zaradi 2.3.3 in 2.3%.2 pomeni cov(P(4), P(a)) =

= coV(B, (a)) C cov(a,a)

X€eS

?lhi(xx + ax)||’ <

2.3.5 Trditev Naj bo (A, ) kompleksna asociativna B-algebra,
Potem velja za vsak a,b € A ekvivalenca: (ab - ba)¢ lanA =

=
= levi anihilator algebre A < k&FoV(A e*®pe @) = C .
€

Dokaz: Izrek je bil dokazan za kompleksno enotsko B-algebro

(gl. /1%, Izrek 5.3/) ... (1). Ce algebra A nima enote

(ali pa enoto e ima in je lell # 1), veljajo pri vloZitvi
ar>3a algebre A v Ke (gl. 0.5.5) po 0.3 in 0.5.6.2(ii) za vsak
x,7,b € A enakosti (e*be¥) = (e*(be¥))” = ex(bey) = eXpeY —y ]
Zaradi 0.5.6.1, todk (1) in (2) ter 2.3.2 veljajo ekvivalence
(ab - ba) ¢ lanA & (ab - ba) £ 0 & ab £ %ﬁégcc—ov(A,e"abe"*aF

= l%v(ﬁe,e*aﬁe“*a) =C .

2.3.6 IZREK = Naj bo (A,ll.ll) asociativna B-algebra nad obsegom ¥
(= R ali C). Potem za vsak a€ A eksistira
lim In sup”eta‘x]ll/t = (= 1In lim sup]leta‘xlll/Jc =

tER x€S t+0 xeS
£40

= 1im sup 1n”etaxﬂl/t , g1, 0.3(vi)) in velja:
t+0 xeS
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(1) 1}8 1n sup|le’? Hl/t —fsup 1n suplle®? "l/t =

XES XEeS

= (= 1n sup suplle” x”l/t = quf sup ln”etaxlll/t =
teERY xeS x€eS
= sup sup lnHetaxHI/t =) = supReV(4A,a)
xeS teR"
(3?) infReV(A,a) = 1im 1n inflle®@x|Yt = inf inf 1n|let2||Y/*
t10 X€S t€R™ xeS
(g1. 0.3(vi))
(ii) sup|ReV(A,a)] = sup 1n sup”etax”]'/ltl
teERN{0} xeS
= (= 1n sup sup”etaxul/lt‘ = sup sup 1nHetaxH1/lt‘
tERNMQ} xes teRVo}xeS
= sup sup 1n”€ ”1/]t]’

xeS teRVo}

Dokaz: Ker je (Ae,ﬂ.") enotska B-algebra nad obsegom ¥
(gl. 0.5.5), eksistira po /3, Teorem 1.3.4/
lim 1nHetaHl/t, ki je = sup lnlletalll/t = maxReV(Ke,é)...
t40 teRt

ess (1)e Po 2:%:2 je maxReV(Ke,E) = maxRecoV(A,a) =

ta|| = izgnetaxu s 5(3)e

Trditev 2.3.6(1) sledi iz (1), (2) in (3), de upoStevamo, da
"In" komutira z "1lim" in s "sup" in da "sup" komutira s "sup".
(i’) Zaradi (i) in 2.1. 4 4 Je infReV(A,a) = -supReV(A,-a) =
= =lim 1n sup”e t(-a x”l ¥ - 1im 1n(sup)le” taxﬂl/t)'

= supReV(A,a) ... (2).Po 0.5.7(ii) je ”8

t¢0 X€S t{0 xeS
= 1im 1n inf”e"taxl'l/t = lim 1n inf]letaxnl/t ... (4). Analogno
t40 X€S tt0 X€S
je zaradi (i) tudi infReV(A,a) = -sup, 1n s.upIlea"ta:\(|[1/‘t =
teR X€S
= inf 1n inf”e'ta’xll_l/t = inf 1In 1nf”e “l/t vws A0 )s TOSKE

teR x€S teR™ xeS
(4) in (5) dokazujeta (i’), &e upodtevamo, da "inf" komutira z
n ln n 5

(3i) Ce je sup|ReV(A,a)l = supReV(A,a), je zaradi (i)

sup, In suplle"taxlll/t = supReV(A,-a) = sup[—ReV(A,aH <
teR X€S
_ 1/t .
< sup|ReV(A,a)] = supReV(A,a) = sup,ln sup”e x| y: Linde
+
teR XeS
sup\ReV(A,a)] = sup 1ln snu.plleta‘::c“]‘/“tl seei(B)e Ce je

t€ RM0O} xeS
sup|ReV(A,a)| sup[—ReV(A,aﬂ , v izvajanju (6) zamenjamo
element a z (-a),

Il



- B¢ = 2.3.7 - 2.3.8

2.3.7 Posledica Naj bo (A,ll.l|) asociativna B-algebra nad obse-
gom ¥ (= R ali C)., Potem velja:
. infReV( A
(1) etinfRe ( ’aj.é sup"et
XeS
aeA in t e RTU{0},

supReV(A,a)

|l < etsupReV(A,a) s e

ReV(A,a) _

(i) Ne®x)l g nxne = ||x|| supe

V(&,a”

= ux"sup|e za vsak a,x €A,

Dokaz: (i) Zaradi 2.3.6(i) je supReV(A,a) » 1ln sug”etaxul/t
XE L
za vsak a€ A in za vsak teR' ... (%), kar dokazuje desno
neenakost. Zaradi (%) je tudi suplle”"%x|| ¢ etsupReV(4A,-a) -
X€S

-tinfReV
- e~tinfReV(A,a) . o o t »0, kar po 0.3(viii) pomeni

suplle®@x|| » (suplle™®2x|l)™t » etinfReV(A,8) .o ok tyo.
xeS xed

(1i) Sledi iz (i) .

2.3.8 Lema Ce je (A,ll.ll) asociativna B-algebra nad obsegom ¥

(= R ali C) in 8e eksistira tak ae€ A, da je supReV(A,a)< 0
(oz. supReVd(A,a)<(n, potem velja:

(1) A vsebuje levo (oz. desno) enoto

(33) Ce velja v B-algebri (A,W.ll) za vsak x € A ekvivalenca
lim(etax) = 0¢#1jm(xeta) = 0, potem vsebuje A dvostran-
teR,t—o0 t€R, t->o0
sko enoto.

* Dokaz: (i) Ce je supReV(A,a)< O,.pove ocena 2.3.7(i) lletax|‘$

tsupReV(A,a)

gjuxue da za vsak x € A eksistira Riemannov

. & ta ' g tax _
integral §fe’“xdt in da je lime = 0 za vsak x e A, Element
0 t—00

o0
e 3= ~getaadt je zato leva enota algebre A, saj je ex =

o0 o0 T
= - etaaxdt =« § %¥ (etax)dt = 1im[—etax] = X za vsak x € A,
(6] 0 T— 0o (o]

Ce je supReVd(A,a)<20, je po 2.1.4.6 supReV(A®,a) < 0 in ima zato
po pravkar dokazanem algebra A® levo enoto, t.j. algebra A ima
desno enoto (gl. 0.1.3).
(ii) Ce velja omenjena ekvivalenca, potem je leva enota e, ki
nastopa v dokazu todke (i), hkrati tudi desna enota, saj



- 38 - 2.568 = 2.3

[ 2] o0
je xe = - ¢ xe %aqt = - S 315 (xe®®)at = lim[—xeta]T = x° gza vsak
0 0 T — 00 =

a €A,

2.3.9 Trditev Ce je (4,0.1) asociativna Banachova algebra nad
obsegom F (= R ali C) in &e A nima leve enote, potem je
infReV(A,a) £ 0 K supReV(A,a) za vsak a €A.

Dokaz: Ker je A brez leve enote, je po 2.3.8(1i) supReV(A,a) 0
za vsak a€ A in je zato po 2.1.4.4 infReV(A,a) =
= ~supReV(A,-2) £ 0 za vsak a €A,

2.3.9° Trditev Ce je (A,l.l) (nepolna) asociativna normirana
algebra nad obsegom ¥ (=R ali C) in 8e za A ne eksistira
leva Stevna pribliZna enota*, potem je infReV(A,a)g 0
& supReV(A,a) za vsak a €A,

*OEomba: PosploSeno zaporedje (eﬁ%“p elementov algebre A ime-

nujemo levo pribliZno enoto algebre A, e je 1£$(e’x) = F
?_

za vsak x € A, Levo pribliZno enoto imenujemo Stevno,
e je "= N.

Dokaz: Normirano algebro (A,l.||) izometri¢no homomorfno vloZimo
v njeno izpopolnitev (A,l.ll). Ker je A brez leve $tevne
pribli%ne enote, je (A, ll.||) asociativna B-algebra, ki je

brez leve enote (saj, e je [(en)] leva enota algebre A, je

[Cen)] [(x)] = [(x)], t.3. [Cepx)] = [(x)), t.3. (enx) es(x), t.j.

limlfe,x = x|| = 0 za vsak x€ A, t.j. (ey,) je leva &tevna pri-
n-»o

bli%na enota algebre (A,l.]) ). Zato je po 2.3.9 infRev(K,g) <
§ O < supReV(K,§) za vsak g €k in zato tudi infReV(R,3)<0g
£ supReV(A,3) za vsak ae€ A, kar po 2.2.9 dokazuje trditev.

nel


http://ll.il

- 39 - 2.3.9' - 2.3.10

2.3.9°° Opomba Ce ima algebra A levo enoto, ocena v trditvi
2.3.9 0z. 2.%3.9’ ne velja za vsak acA. (Ce je namred e
leva enota algebre A, je po 2.2.5(vi) in (iii) V(A,a+ae)C
C V' (Aja+ae) = V'’ (A,a) +{a} za vsak a €A in AeT, kjer
je V’?’(A,a) kompaktna podmnoZica prostora ¥F.)

2.3.10 Lema Naj bo (A, ll.ll) asociativna B-algebra nad obsegom ¥
(= R ali C). Potem velja:
(1) supre( G%.(A,a)\{o}) £ supReV(A,a) za vsak ae€d (gl, 1.5)
(ii) Ce ima A enoto ali pa je brez leve enote, je
maxRe G’.;(A,a) £ supReV(A,a) za vsak a€A,
kjer definiramo supRe cf) = maxRe cb = -oo (e je A realna algebra
in ¢e ima A enoto, je lahko R-spekter GR(A,a) prazna mnoZ%ica
za nek a € A),

Dokaz: I. F§ = C : Ce ima A enoto, je po 1l.14.1 in 2.3.6
maxRe G (A,a) = inf 1n sup"etax”l/t,g sup, 1n suplleta}clll/JE =
teRt  xeS teRY  xeS

= supReV(4A,a) ... (1). Ce je A brez enote, je analogno po 1.14.2
in 2.3.6 supRe(G(A,2)\{0}) £ ... & supReV(4A,a) ... (2). Ce je
A brez leve enote, je zato po 2.3.9 maxRe G(A,a) £ supReV(A,a)...
eee (3). Zaradi 1.5, 1.4(i) in (iii) todke (1), (2) in (3) Ze
dokazujejo trditev v primeru, da je F =0¢ ... (4).

II. ¥ =R : Ker je (A,l.I) realna asociativna B-algebra, je

njena kompleksifikacija (Ag, ). llc) kompleksna asociativna

B-algebra (gl. 0.4.1) ... (5). Ce je aw & vloZitev algebre A
v Ag, je po 2.2,10 supReV(AC_,E) = supV(A,a) za vsak aeA ...(6).
Po 1.6(iv) in 1.4(ii) in (iii) je Gp(A,a) = RNG(A,a) =
= R NG(Ay,8) C ReG(Ay,R) in je zato max Gj(A,a) ¢ maxRe G(Ag,8)...
eee (7). Zaradi (4), (5), (6) in (7) velja lema tudi v primeru,
ko je ¥=R .
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2.3.11 IZREK Naj bo (A, N.Il) asociativna Banachova algebra nad
obsegom ¥ (= R ali ). Potem je ( G?(A,a)\{o})cﬁv(&,a)
za vsalk a € A in velja naslednie:

1. A ima enoto (dvostransko; ni treba, da ima normo = 1) =
= co 6%,(&,3) c V(a,a)N Vd(A,a) za vsak ae A

2. A je brez leve enote :’}6".5,(1"1,&) C coV(A,a) za vsak a €A

2%. A je brez desne enote = Gy(A,a) c ToV,(4,2) za vsak a €A

3. Ce je A brez enote (dvostranske) in je a € A tak element,

da je izpolnjet?*fé'den izmed naslednjih treh pogojev:
(3) @&(r,a) ={0}

(i3) O ni izolirana tolka spektra G(A,a)

(333) G(4,22)N(iRN{0}) A za veak ArecC, al=1,
potem je Gg(4,2) C ToV(4,a)

Torej, ne glede na to ali ima A enoto (levo, desno, dvostransko)
ali ne, je vedno G:S(A,a)c coV(A,a) ali pa Gy(A,a)cC E:_ovd(A,a) .

Opomba: Za mnoZico G'p(A,a.) := {2€%: eksistira x e S(A), da je
ax = AX } = mnoZica vseh "lastnih vrednosti" elementa a
velja preciznej$a inkluzija co 6’ (A,2) € V(A,a) N\V,(4,2)
(gl. /4,Teorem 5.19.3%/).

Dokaz: Zaradi 2.3.10 je supRe[JL( G’;(A,a)\{O})]
= supRe( 6'?(1\,&&)\{0}) § supReV(A,2a) = sup[AV(4,a)]
za vsak 2e¢% , lal= 1, kar zaradi 2.1.4.3 pomeni

go( Gy (A,2)\{0}) C ovV(4,a) (gl. todko (1) v dokazu trditve 1.19).

1.2) ¥ = C : Ker ima A enoto, je po 1.22(iii) G'(4,a)
- G(&(A),Ta)) := G'(T,), spekter operatorja T, levega mno-
Zenja, T x = ax za vsak x €A ... (). Po /4, Teorem 5.19.4/
je coG(T,) € V(T,) ... (2) in po 2.1.4.2(i) je V(T,) = V(4,a)...
ee. (3). Todke (1), (2) in (3) pomenijo co B(A,a) < V(A,a) in je
zato po 2.1.4.6 tudi (gl. 0.1.3) coG(A,a) = coBG(A*,2) C
c V(A*,a) = Vy(4,a) ... (4).
b) F =R : Po 1, o(lv) in 1.4(ii) je tedaj Gp(A,2) =
= RNG(A,a) = RNB(Ay,8) € Re G(Ag,a) (gl 0.1 )5
po todki (4) in 2,2.10 pomeni coGp(A,a) < RecoG’(Ac,a) c
< ReV(Ag,8) = V(A,a) in zato po 2.1.4.6 tudi co Gp(A,a) =

—co@”(ﬁ:a)c (Aal

2., Sledi iz 2.3.10(ii) enako kot prvi del dokaza nafega izreka.

2, S5ledi iz pravkar dokazane tolke 2.3.11.21in iz 2.1.4.6 .
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5.4) ¥ =0 & Po 1.14.3 in 2.%3.6(i) je tedaj maxRe @ (A,aa) =
tan”Lﬁts sup, 1n sup][eta‘axﬂl/t =
teR XeS

= inf In sup“e
teRt  xeS

= supReV(A,ra) za vsak A € C, Torej CoG(A,a) c coV(A,a) ...(5)
(g1. prvi del dokaza).
b) _?’: R : Enako kot v dokazu 1. todke za primer F = R si
pomagamo s kompleksifikacijo. Ker je po definiciji
G(Ag,2) = G(4,a), je po todki (5) in 2.2.10 Gp(4,a) =
= RNG(4,a) = RNG(Ay,8) € RNV(Ag,8) < ReV(Ag,8) = V(4,a).

2.%.12 Posledica Za vsak element a asociativne B-algebre nad
obsegom ¥ (=R ali C) je CoV(A,a)NGoV4y(A,a) D
D(G’.y(A,a)\{Ol).

Dokaz: Sledi iz 2.3.11 in 2.1.4.6 .

2.3.13 Primer Naj bo A dvodimenzionalna asociativna algebra

nad obsegom ¥ (= R ali C) z bazo {a,b} , kjer je

a € lanA in b leva enota algebre A (t.j. af = 0 = ab,
ba = a, b2 = b; gl. 1.16). Po 1.16(vi) je Gp(A,2) = {0} ...(1)
in G,(A,b) =4{0,1} ... (2). Preslikava(xa +pb) > |ka + @bl :=
o= (]2 + ](3[2)1/2 algebre A ={oa +pb : a,pe¥} v RYU{0}
je (o¢itno) hilbertska algebrska norma (algebrska norma, ki ustre-

za paralelogramski enakosti). Ker je A kondno-dimenzionalna, je
zato (A,H.HO) Banachova algebra, ki je hkrati tudi Hilbertov
prostor glede na enoli¢no doloceni skalarni produkt (,) , ki
ustreza enakosti (x,x) = nxug za veak xe A, t.]j. glede na skalar-
ni produkt ¢,) , {aa + pbya’a + B’b) =o’™* +pA’™* za vsak «,a)
p,p?GEf(* pomeni konjugiranje kompleksnega Ztevila). Torej je
fa,b} ortonormirana baza prostora A.

Ker je a €lanA, je ax = O za vsak x € A in ker je b leva enota
algebre A, je bx = x za vsak x¢€ A, To po 2.2.4 pomeni V(A,a) =
= {{ex,x) ¢ xeS} = {0} .., (3) in V(4,b) = {{bx,x) : x€S} =
= {(x,x) : xeS} = {1} ... (4). Po drugi strani pa je za polju-
ben x =(ata + pb)eA xa = pa in xb = pb , kar zaradi 2.1.4.6
in 2.2.4 pomeni Vg(A,2) = V(A%,a) = {<a.x,xy : xeS} = {(xa,x) :
xeS} = {(pa,o:a+ra.b> $ o(,pe‘}’ . 12 + ][g.l2 = 1} = {F,o(* :o(,(b e¥,
let}2 + 1@I2 = 1} ... (5) in V4(A,b) = {{xb,x) : xeS} =
= {{pb,oaipby : o,pe¥ , jg? + |pI? = 1] = {][5]2 tel,ped
€12 4+ |12 = 1} = [0,1] € R ... (6).

Ce sta a,pefy in ]u]2 + |P12 = 1, eksistira natanko en tak
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(1/2)t € [0,%/2]) , da je 1dl= cos(t/2) in Ip)= sin(t/2) ...(7).
Ker lahko vsak o,p € ¥ zapiemo v obliki o = ojel? p =
= I(élel‘l’ , kjer je i =V-T in ¢,Qe A'.’:'(AC = [0,2%), A,

= {0,%}), sledi iz (5) in (7) enaskost V (A a) = {cos(t/Q)elq’
.sin(t/2)e L e[0,%]; o, LPGA-;} = {(1/2)811'11: el(LP ~4) :

e [0,7], ¢,y EA';}= (1/2){sint-e ig , 4 elo,m/2], EEA'{;—'} =
fAe¥ : IAlg(1/2)) ... (8).

Tore]j imano zaradi (1), (3) in (8) relaciio G’,S(A,a) = {0} =
= V(4A,a) %Vd(A,a) ={ae¥ :ialg(1/2)} ... (9) in zaradi (2),
(4) in (6) velja 6’3,(.&.,1)) = 0,1} & 13 = WL,0) G Va(A,b) =
=[0,1] «+s (10) ter G,';(A,b)\{O} = {1} = V(A,b) ...(13).
2.3.14 Posledica Naj bo (A,l.l|l) asociativna B-algebra (z enoto

ali brez nje) nad obsegom ¥ (= R 2li C). Potem je
G,;(A,a+b)\{0} C ctoV(A,a) + coV(A,b) za vsak a,b €A,

t

I

Dokaz: Po2.3.11in 2.1.4.5 je Gg(a+b)\{0} < GoV(a+b) <
c éo(V(a) + V(b)) = co(V(a) + V(b)) < coV(a) + coV(b) C
c coV(a) + coV(b) = coV(a) + coV(b), saj sta po 2.1.3.3

_1}-(—53 in ?f_b_j kompaktni podmnoZici prostora 7.

2.3.15 Trditev Naj bo (A,ll.]]) asociativna B-algebra (z enoto
ali brez nje) nad obsegom ¥ (= R ali C), a€A in naj bo
izpolnjen vsaj eden izmed naslednjih treh pogojev:

1. O©&(A,a) # {0} in supRe( G'(A,a)\{0}) = supReV(A,a)

2. G6(4,2) = {0} = V(A,a)

3. maxRe G'(A,a) = supReV(A,a), pri Semer velja vsaj ena izmed
tehle Stirih trditev:
(1) A ima enoto (dvostransko)
(ii) maxRe G(A,a)>0
(1ii) O ni izolirana todka mnoZ%ice Re G(4A,a)
(3v) G(4,2)N(iRN{0}) £ (i = +-1)

Potem je suleetax || = etsupReV(4,a) ;5 ygax t » 0.

Dokaz: Zaradi 1.14 in 2.3. 6(:1.) velja pri omenjenih treh pogojih

ocena inf 1n suplle’? Ill’/t M“zupRe(G'(A a)\{0}) (oz. 2"
teRt  xeS

= maxRe G'(A, a)) = supReV(A,a) = sup 1n suplle ||]'/t , kar pomeni
teR* x€S

In sup”etax"l/t = konst. = supReV(A,a) za vsak t €Rt .,
XeS '



- 43 - 2.3.15? - 2.3.16

2.3.15> Trditev Naj bo (A,ll.)]) reslna asociativna B-algebra
(z enoto ali brez nje) in a€ A tak element, da je
Gp(4,a)NM0Y £ ter sup(GR(4,a)\{0}) = supV(4,a)

(gl. 1.5). Potem ije suplle®®x|| = etsupV(h,a) 5 ygak t % 0.
XEDS

Dokaz: Po 1.14, 1.6(iv) in 2.3.6(i) je inf 1n suplle®®xl|/t
teR" xeS

> supRe(G(4,a)\{0}) > sup[Rﬂ(G’(A,a)\{O})] =

= sup(G’R(r’\,a)\{O}) = supV(A,a) = sup, ln sup"etaxnl/t in je za-
teR"  xeS
to 1n sup"etax"l/t = konst. = supV(A,a) za vsak teR*,

XEeS

2.3.16 _Trditev Naj bo (A,|l.ll) kompleksna asociativna B-algebra
(z enoto ali brez nje). Potem velja:
1 (a €A, sup][eaax" = esupRe[aV(4,a)] . ooap A € C) gy
XeS

= coG(A,a) D ToV(A,a)
1. Ce je A brez leve enote, velja za vsak a €A implikacija:

supRe[AV(4,a)]

(sup]]elax | = e za vsek A € {)) =
XeS '

== coG (A,a) = coV(A,a)

2 ‘a eh, To(G(A,a)\{0}) = Tov(A,a)) =D sup|le™®x|| =
xXedS

esupRe[ﬂLV(A,a)] za vsak Ae€(,

<

3. Ce ima A enoto (dvostransko), velja za vsak a € A ekviva-

lenca: co®@(A,a) = coV(A,a)&D Sup”eaa}cu ” eSupRe[Z.V(A,a)]
b

za vsak A€ C,
4. Ce je A brez enote (dvostranske) in ae A tak element, da
velja vsaj eden izmed naslednjih treh pogojev:
(i) G(A,a) = {0}
(31) O ni izolirana. tocka spektra G(A,a)
(1i1) &(4,22)N (iRN{0}) # @ za vsak AeC, |al =1
(1 =+4-1),

potem velja ekvivalenca: co®'(A,a) = GoV(A,a) &
@supl]e"ax" = esupRe[AV(A,a)]. za vsak A €C,
X€ES

Dokaz: 1. "Tedaj" je 1n sup”et”‘a‘xnl/)G = konst. = ReV(aa) za vsak
X€S

teR" in za vsak aeC, W =1, Zato je po 1.14.1 in 2

maxRe @ (Aa) » inf, 1n sup"eta'ax“l/t = supReV(aa), t.j.
teRt  xeS
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maxRe[)\.G‘(a)} > ::upﬁe[z\f(a)] za vsak A€ C, |al= 1, kar pomeni
coB(a) = co BG(a) D covV(a) (gl1. todko (1) v dokazu trditve
1.18 oz. 1.19).

1?. Sledi iz pravkar dokazane 1, toCke in iz 2.3.11.2 .

2. Po 1.14.1 in 2 ter po 2.3.6 je "tedaj"

inf 1n sup]letxaxul/ﬁ)} supRe(G’(la)\{O}) =
tert %xeS

- supRe[}\.(G’(a)\{O})] = supHe[ﬁ.V(a)] = supReV(aa) =

= sup 1ln sup"et:"“g"“x":I'/Jﬁ , kar pomeni 1n supnetlaxul/t = konst, =
teRt  xeS x€S

= sug”eaax“ = supRe[}\.V(a)] za vsak t € RT in za vsak A€ C.
€S

3. S8ledi iz 1.14.1 in 2.%.6 (gl. dokaz prve in druge todke
nafe trditve).

4, Sledi iz 1.14.% in 2.3.6 (gl. dokaz 1. in 2. todke naSe
trditve).

2.3.16° Trditev Naj bo (A,Ill.]l) realna asociativna B-algebra
(z enoto ali brez nje), a€ A in naj velja:
(3) O ni_izolirana toka R-spektra Gp(4,a) =21i pa je
D€ (co G’R( A,a) )O = notranjost mnoZice co GJR(A,a) C R
(1. 1.5),
(31) coGp(A,a) = V(A,a).

Potem je sup||etax“ = esupftV(A,aJ] za vsak t €R,
- Xe€S

+ _
Dokaz: Po 1,14 je inf 1n sup”et(_a)xlll/t 2 supRe(G’(A,ia)\{U})
teRt XeS

> sup(RﬂG’(A,ia)\{O}) «o. (1) in po 1.6(iv) je
RNG(A,1a) = G’R(A,ia) ees (2). Zaradi (1) je
sup( G’z(A,£a)\{0}) = supG'p(4,fa) ... (3) ter zaradi (ii)
sup G'g(A,%a) = supV(A,ta) ... (4). Iz (1), (2), (3), (4) in

+
2.3.6 sledi inf 1n sup"e’tax“ 2 supV(A,ta) =
teRt  xeS

+
= sup, 1ln 5up||e=,"tax||1/t . Torej 1n sup”e
teRY  xeS X €S

= supV(A,ta) = sup[iV(A,a)] za vsak t € R*, kar dokazuje trditev.

N

ttax“l/t = konst, =

2.3.17 Trditev Naj bo A kompleksna asociativna B-algebra
' (z enoto ali brez nje) z lastnostjo, da je coB(A,a) D
D ToV(A,a) za vsak a€ A ... (¥). Potem velja za poljub-
no skalarno celo funkcijo kompleksune spremenljivke A téko, da je
f(0) = 0 in za poljuben a¢ A inkluzija coV(A,f(a)) C
c cof‘{o}u C_OV(A,a)) . To na primer pomeni, da je
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Tov(A,a™) € cof{a™ :aedo({0y UV(A,a))} za vsak a€ A in neN,

Ce ima algebra A enoto (dvostransko) ali pa je brez leve
enote in e ima zg. omenjeno lastnost (#), velja inkluzija
EBV(A,f(a))C: cof (6oV(A,a)) za vsak a€A in za poljubno celo
funkcijo f, za katero je f(0) = O.

Dokaz: Prvi del trditve sledi iz (%), spektralnega teorema
(gl. npr. /55 I.7.4(iv)/ in /11324,5.5/) in 2.3.11
coV(f(a)) é’.co@'(f(a)) = cof(@(a)) € cof{{0YU Gov(a)).

Enako sledi tudi drugi del trditve (upoStevamo 2.%.11.1 in 2).

2.3.18 Trditev Naj bo (A,ll.ll]) asociativna B-algebra nad obse-
gom ¥ (= R ali C), naj ima A enoto e in naj bo K nepraz-
na, kompaktna in konveksna podmnoZica prostora ¥ . Potem

velja:

(1) Za vsak a €A imamo ekvivalenco: V(A,a) C K& za vsak
A€ F\K eksistira resolventa R(x,a) := (re - a.)"l in je
supllR(3,2)x[|¢ [a(2,K)] 71, kjer je a(A,K) = infla-p| =
X€S dU-EK

= razdalja tolke A od mnozZice K.
(3i) Za vsak ac A in A e€%\CoV(A,a) eksistira resolventa

R(A,a) = (Ae - a)~Ll in je sug”R(?«,a)xll < [d(k,é’BV(A,a))]"l
X€¢

(gl. (1)).
(333) Ce je ¥ =C, potem velja za vsak ae A in ac CN(4,a)
ocena: [a(A, G (4,a))] _1\< suSpHR(a.,a)xH £ [d(x,EE)V(A,a))] =k
xe

(1. (1) in (33)).

Dokaz: (i) Normirano algebro (A,ll.||) renormiramo do enotske
B-algebre (A,H.Ill) in po 2.3.1 +ter /13, 8.6/ velja ekvi-
valenca V(A,a) C K& V(4,2) € K> za vsak 2¢ T\ K eksisti-

ra (Re - a)~t in je H(?Le - a)']‘”1 £ [d(k,K)] "1, kjer je za vsak

2 € A }Iall:I~ = suls)}laxll P
Xe€

(ii) Sledi iz (i) za K = GoV(A,a).
(iii) Analogno kot (i) sledi iz 2.%.1 in /13, 2.19/.

2.3.18 Trditev Naj bo (A,ll.Il) asociativna B-algebra nad obse-
gom ¥ {=R ali €), naj bo A brez leve enote ter naj bo

K neprazna, kompaktna in konveksna podmnoZica prostora
T . Potem velja:
(1) Za vsak a€ A imamo ekvivalenco: V(A,a) C K@(OGK in za
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vsak A€ F\K eksistira "disolventa" D(A,a) := (% a)_l

(gl. 1.1) in je sup|D(A,a)x - x|| !;Ll[d(x,}()] "'!, kier
X€S

je d(A,K) = infli\.-gl.

pex

(3%) 7Za vsak aeh in Ae¥F\GoV(A,a) eksistira disolventa

n(A,a) (gl. (1)) in je supllD(r,2)x - x|| <
XES

$ Ifa(r,mov(a,2))]t = [a(1,cov(a, @) (g1. (1)).
(3ii) Ce je F = C, potem za vsak ae€ A in ae C\G(A,a) eksisti-.
ra disolventa D(A,a) (gl. (i)) in je I?Ll[d(?!.,G’(A,a))] _14 ‘
LIpa,a)| + 12
(3v) Ce je F =0 in 8e je preslikava awrr|al:= )séggllaxu

norma na A, ki je ekvivalentna prvotni normi N.|| (sgl.

0.5.3(iii), (iv) in (vi)), velja za vsak a€A in
A€ C\cCoV(A,a) ocena : [d(l,coG’(A,%))]-l =
= alfa(r,coB(4,a))] "1.5 sugllD(;\.,a)x - x|l €

XE

< afa(x,zov(a, )]t (g1. (1)).

Dokaz: (i) Zaradi 2.3.2 in /13, 8.6/ velja ekvivalenca :
V(A,2) € KSV(A,,3) C KO za vsak A€F\K eksistira resol-
venta R(A,3) := (A% - 3)"F in je |R(,3)| < [a(x,K)] ~F ... ().

Preverimo implikacijo "=3" : Ker je V(A,a) <€ K, je po 2.3%.11.2

0€XK in e je A€F\K, sledi po 2.3.1l.2 ter 1.5, da 1#6&(&,&) =

= q- 6’?(11,3.), t.j. eksistira disolventa D(A,a) := (% a)_l . Ker

je preslikava x +»X homomorfizem algebre A v Ke, je [D(a.,a)]-=

= [(% a)_1]= (% E) 4= D(a,3) ...(2). Ker je resolventa R(A,3) =

%('é‘ t % 5)_1 , je zaradi 1.3(i) in po todki (2) AR(A,3) =

(-2 t=5-(238_,=5%-[pr,a)] ... (3). zato po
0.5.1 in 0.5.6 velja WlR(2,8)| = ]| - [D(a,2)] || =
”(e - [p(x,2)] )7 || = "(l,-D(A,a))'" = ]s{télg"x + [-D(a,a)]x” |

1]

I

I

Implikacijo "=" dokazujeta todki (1) in (4).
DokaZimo implikacijo "¢&" : Ker "tedaj" za vsak A€F\K eksistira

disolventa D(A,a), eksistira tudi D(A,3) GIe in zato tudi _
AR(a,8) = (T —% 'é'.)_l =€ - D(Ax,3) (gl. 1.3(i)) in po predpostav-

ki implikacije je ||R(A,3)|| € [a(a, K)]"1 (g1. todko (4)). Vse to
zaradi (1) pomeni V(A,a) C K.
(ii) Sledi iz (i) za K = SoV(A,a) .
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(iii) Na algebro Ay (gl. 0.5.1) uvedemo obifajno normo | .||
H(A,a)“e = |al + lall . Potem je (Ae’“'"e) asociativna
kompleksna enotska B-algebra in vloZitev x > X = (x,0) algebre

e ’

A v A, je izometrini homomorfizem.
Po 1.7 o0z. po 1.3(ii) in po /13, 0.2.40.9/ velja:
A€CN\G(A 2) D AeC\NGB (A ,8) = eksistira resolventa R(a,%) in je
rea, iy [ar, ea, D)) = [ar, &(4,2))] 7" ... (5). Analogno
kot v dokazu todke (i) (gl. (3)) dobimo WMIR(A,B, =
= ||(1,-D(x,a))|[, = 1 + I-D(x,8)|| . To zaradi (5) dokazuje (iii).
(iv) Ker je (A,}.|) kompleksna B-algebra, je "tedaj" (Ae,l.l)
kompleksna enotska B-algebra (in Ké 2 A, gl. 0.5.2 in
0.5.4) ... (6). Zaradi2.3.11.2 velja: A€C\GoV(A,a) >A¢ G (A,2)=>
=> eksistira disolventa D(a,a) in zato tudi D(a,8) = [D(l,aﬂw €
€ A, . Zato po drugi strani, Se A ¢ ToV(A,a), zaradi 1.7 A¢G (A ,8)
in eksistira zato resolventa R(a,ﬁ)e.ﬂe ter je zaradi 2.3.2 , (6)
in /13, 2.19/ [a(r,%0v(a,2))] ™t = [a(x,v(a,8)] 7T > |R(&,8) 2
> [a(r, a2, )]t = [alr, &(4,a))]"1 ... (7). Po 0.5.6 je ana-
logno kot v toéki (4) 1al)R(A,2)| = sup|p(a,a)x - x|| , kar zaradi
(7) dokazuje (iv). X0

2.3.19 Trditev Naj bo (A, ll.l) normirana asociativna algebra nad
obsegom ¥ (= R ali C) z enoto ali brez nje, a€ A in za
vsak n eN naj bo o(n) = infReV(A,a™), B(n) = supReV(A,a")

ter M(n) = max{|«t(n)l , ]P(n)”'. Potem eksistira lim Suguanxnl n .-
‘ n—»w Xe€

1= g(a) in za vsako sodo naravno $tevilo n€N velja ocena:

g(a) = inf sup"anxnl7ﬁfg rnmax{M(l), M(n)l/n} veo (¥), kjer je
nell xeS
r-t = gin ¢, in je ¢n edini koren enadbe (Sin&?)n = cosnd , ki

n
leZi na intervalu (0,(%/2n)), t.j. rgl

n/?
AT+ = (B)(-1) 1 (1-22) 27K 32K _ o ki lezi na intervalu

(D;l); npr. I'2 = '{?9 TB "_'W-
Ocena (%) je eksaktna, t.j. eksistira taka enotska (Jle}j = 1)
B-algebra nad obsegom ¥ in tak a €A, da je ¢(a) =

= inf sup"anx“l/n = inf“anﬂl/n = rnmax{Mfl), M(n)l/n} za vsako
neN xeS nel

je najmanjs8i koren enadbe

sodo Stevilo neN. Ce je n liho Stevilo, ocena (%) ne velja
/14, Opomba 3/,
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Dokaz: Po 0.5.6.1 je nﬁnnl/n = (sup“anxﬂ)l/n = Sup"anxul/n )
X€5 xeS

kar po /5, Propozicija I1.2.8/ pomeni, da eksistira

1iml 8?1 Y™ = 1im suplla®™*|Y? ter je 1imllan\ll/n - infllan) ¥/ -
n — 00 n-»0,xe S n -> 0o neN

= inf sup"anxul/n. Po Lumer-jevih izvajanjih /14, Teorem 2/ velja
nell xeS

naSa trditev za realne enotske B-algebre in oCitno velja tudi za
realne enotske normirane algebre ter tudi za kompleksne enotske
normirane algebre /1%, Izrek 2.22/. Zaradi 0.5.6.1 in 2.3.2 pa
od tod sledi, da velja naSa trditev tudi za normirane algebre brez
enote oz. za normirane algebre z enoto e, za katere je |le]| £ 1.
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3. SPEKTRALNI RADIJ, NUMBRTINI RADIJ TN NORMA ELEMHENTA
ASQCTATTVNE NORMIRANE ALGEBR®, KT INMA ENOTO ALT PA JK RREZ NJFE

3.1 Definiciija Ce

(2,0.0) asociativna normirana algebre nad

(‘
obsegom ¥ (— R 51 ), potem za vsak a €A definiramo:
a)

(1) r{A;a) = ir‘_f‘]laﬂ”l/n = gpektralni radij elementa a
nell
(33) v(4,a) = v(a) = sup|V(4,2)] = levi numeridni radij ele-
menta a algebre A
(33%) va(A,a) = vy(a) = sup]Vd(A,a)l = desni numeriéni radi]

elementa a

3.2 Trditev Nai bo (4,ll.]]) asociativna normirana algebra nad

obsegom ¥ (= R 2li C), =z enoto ali brez nje. Potem velja:

(1)
(13)
(333)
{av)*
(v)

(vi)

(vii)

(vii’)

viii)

(ix)
(x)

r(a) = limllanul/n &£ llall za vsak a€A

n-—» 00

1

r(aa) Ialr(a) za vsak A€T in aeh
r(a™) (r(a))? =za vsak a€A in neN
a,b €A, ab = ba =r(a+b) £ r(a) + r(b), r(ab) € r(a)r(db)

Za vsak a € A eksistira 1lim sup"anx"l/n 1= @(a) in je

n—+00, X €5

g(a) = 1nf suplla” x“l/n ter velja ocena SD(a) = r(ﬁe,'é) =
nelN xeS

= I'(Ae,a) £ r(A,a) za vsak ae€Al (Ae, Ke ... formalna

ad junkcija enote, gl. 0.5.4 in 0.5.5)

Ce je ¥ =R, je r(A,a) = r(AC,g) za veak ae€ A

(gl, D.dal) .

r(a) £ sup|G'(r,2)] za vsak a€ A in e je (4,N.1)
B-algebra, e G’(A,a) neprazna kompaktna podmnoZica
prostors C ter je r(a) = max|G(A,a)] za vsak a€A, Ce
je nadalje (A,ll.l) kompleksna B-algebra, je r(a)

= max lim 1n su}}"emax“l/t =
A€C,IAl=1,teR ,t>0 X€OS

= max inf 1In suml]e’"taxlll/t
Al=1 teR* X€S

¥ = C=>r(a) g v(a) za vsak a eA (polnost algebre ni
bistvena),

v(aa) = ja\v(a) za vsak Ae¥ in aeh .

v(a+b) & v(a) + v(b) za vsak a,b €A,

v(R,,Z) = v(ﬁe,'a‘) = v(A,a) ]sc:tguaxn < llall za vsak acA.

£ v(a) za vsak ae€ A,

(formalna adjunkcija enote)

.1.

gl. LEMO(ab=ba=0 = r(a+b) = max{r(a),r(b)}) v dokazu todéke 6.11(vi)
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(x31) Ce je A kompleksna B-algebra z enoto ali brez nje (for-
malna adjunkcija enote), je r(ﬂe,ﬁ) = r(A,a) za vsak a €A
(e1l. todko (v)).

Dokaz: (i) /5, Proposicija 1.2.8/
(ii), (iii), (viii) Sledi neposredno iz definicije %.1 ,
(iv) /1%, 0.2.15.6(iii)/

(v) Po 0.5.6.1 je I2%] = suplla™x)| = IE"||, ¥ar po 3.1 in (i)
XeS
pomeni (4 ,28) = r(A_,3) = inf sup"anxnl/n -
& g neN xeS

= 1im sup"anxlll/n = ll/n*é " an”l/n’
n-»o, X€S
je zaradi (1) in (i) g(a) £r(A,a) ... (2). Todki (1) in (2)
dokazujeta (v).
(vi) UpoStevamo definicijo 3.1 in to, da je vloZitev

a — 8 realne algebre A v njeno kompleksifikacijo Ag

(a) ... (1L). Ker je sug“anxl
X€

)

izometriéni (realni) homomorfizem.

(vii) Po /5, Teorem 1.5.7 in I1.13.7(ii)/ je sup|G(A,2) »

>r(a) in &e je (A,ll.ll) B-algebra, je po /5, Teorem

1.5.8 in I1.1%.7(iii)/ spekter G (A,a) neprazna kompaktna podmno-
%ica prostora C ter je max|G(4,a)l = r(a) ... (3).

Naj bo (A,ll.l}) kompleksna B-algebra. Zaradi (3) in 2.3.11 je

tedaj r(a) = max|G(A,a)l & max|coV(4a,a)l = vafzﬂuﬁﬁémi&&ﬁ Ce ima

A enoto e, velja tedaj po /3,Korolar 1.3.9/lenakost r(a) =

= max lim lnHeltaul/t , pri Semer je oditno lim sup]lemax“l/t =
Ial=1 t—»oc0 tr® xeS

= 1im“e7‘t8’“1/t e.. (5), saj je el Ll e¥| RS sug“eyi“.SIIeyH
t—o00 X€

za vsak ye€ A, Ce je A brez enote, veljajo zaradi (3), 1.19.1 in
/3, Korolar 1.3%.9/ enakosti r(A,a) € max|G(a,a)l rJE—“rnal-{\(':‘;‘(:*ie,?a)[ =

= r(ﬁe,é) = max lim ln”em'é“l/t eeo (6). Trditev (vii) potrjuje-
w=1l t-re

jo totke (3), (4), (5), (6), 0.5,7(ii) in 1.12 ,

(vii’) Ce je A B-algebra, potrjuje trditev todka (vi1) «olT).

Ce A ni B-algebra, jo izpopolnimo do B-algebre A. Ker je

vloZitev x v~ X algebre A v A izometriéni homomorfizem, je r(A,a) =
= r(A,8) in po 3,1(ii) ter 2.2.9 je v(A,a) = v(A,8). To zaradi (7)
dokazuje (vii’).

(ix) Po definiciji 3.1 sledi iz 2.1.4.5 .

(x) TIzrek 2.3.2 in definiciji 2.1.3 ter 3.1 .

(xi) UpoStevamo 3.2(vii) in 1.19 .
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3.3 Trditev Naj bo (A,N.ll) normirana algebra z enoto ali brez
nje (ni treba, da je asociativna!) nad obsegom ¥ (= R ali C).
Potem je preslikava a+> v(a) algebre A v R navzcor polzvezna,

t.j. za vsak a A in za vsak £ € R* eksistira tak é;(a)e R", da

velja: )b-all € &(a) => v(v) < v(a) +€.

Dokaz: V enotski normirani algebri (Eé,".h) je po /13, 4.3/ pre-
slikava §P+v(AP,§) navzgor polzvezna, pri Cemer je po
3.2(x) v(ﬁ;,ﬁ) = v(A,a) za vsak a €A,

3.3° Trditev Ce je (4,l.)]) asociativna normirana algebra nad

obsegom ¥ (= R ali C¢) z enoto ali brez nje, potem je
navzgor polzvezna tudi preslikava awsr(a),.

Dokaz: Ce je (4,l-l) B-algebra, sledi trditev iz 3.2(vii) in iz
/17, Teorem 1.6.16/. Ce algebra (A,l-l) ni poln prostor,
jo izometriéno homomorfno vloZimo v njeno izpopolnitev

in velja zato po zgornjem nasa trditev tudi v primeru nepolne

algebre.

3.4 Trditev Naj bo (A,ll.)]) asociativna B-algebra (z enoto ali
brez nje) nad obsegom ¥ (= R ali C). Potem je r(e®pe™?) =
= r(b) za vsak a,bea (gl. 0.3).

Dokaz: Ce upoftevamo asociativnost algebre A in trditev 0.3(ii),
lahko doka%emo s popolno indukcijo enakost (eZbe™™)" =

= e?pe™ | ki velja za vsak a,be€ A in za vsak ne N ...(1).
Po 0.3(vi) velja zato ocena ||(ePre™®)| = ||e®be~ 2| < &2 M8H|p1)),
kar pomeni r(e®be™®) & r(b) ...(2). Zaradi 0.3(ii) je tudi

B = ¢ %M 2e in velja zato po 0.3(vi) in (1) ocenz || b"]| €

b
& e2uaH"eabne-a" _ ezuaH”(eabe-a)n”’ t.j. r(b) £ r(ebe™?®) ...(3).
Oceni (2) in (3%) dokazujeta na¥o trditev.

-3 _4a

3.5 Trditev Ce je (A,N.l) asociativna B-algebra (z enoto =2li
brez nje) nad obsegom ¥ (= R ali C), a,b €A in ab = ba,
je e M2lr(n) ¢ r(e®) < "®Mr(b) (a1. 0.3) .

Dokaz: Ker a in b komutirata, komutirata tudi e® in b ter je
zato po 0.%3(iv) (e?b)? = eB2p", kar po 0.3(vi) pomeni
Il (e20)2| > e""na“anH, torej po 3.1 r(e?p) » e~MallLoypy
Analogno je po 0.3(vi) Il (e®p) = |[e™@b2|| & "™®M|[v2ll, +.3.
r(eab).g e"a“r(b) .
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3.6  Trditev Naj bo (A,l-ll) asociativna B-algebra nad obsegom F (=R

ali C), z enoto ali brez nje. Potem je e_r(a)r(a) < r(eaa)\é
< er(a)r(a) za vsak ae€ A (gl. 0.3).

Dokaz: 1. §=C Po 0.3(iv), 3.1(i), 3.2(vii) in po spektralnem
teoremu /11, Teorem 5.3%.1 in 24.5.5/ je za vsak
neN “(eaa)nnl/n _ ”enaan”l/n > [r(enaan)] 1/n _

= [maxl@’( enaan)l_] 1/n = [max{|enxkn| 3 :{e@’(a)}] 1/n = max{eRea‘j;u s XE

€ G(a)} > e T'®/r(a), kar po definiciji 3.1(i) dokazuje prvo neena-
kost. Zaradi %.2(vii) in spektralnega teorema pa Jje po drugi strani
er(a)r(a) > max{e™jal : ae G(a)} > max{eRea'la,i : ae@(a)} =

= max{|e.’1;\| :?LEG’(a)} = maxl@’(eaaﬂ = r(e®a).

2. ¥=R Sledi iz 3.2(vi), gl. O.4.1

3.7 Trditev Naj bo (A,l.l]) kompleksna asociativna B-algebra

z enoto ali brez nje. (‘e za element a €A eksistira tak

A€ cC\{0}, da je G'(A,a) € AR in da je norma ”sin(t)\.*a)” €1
za vsak te€RY ... (1), potem je r(a) = llall. Ce pogoj (i) nado-

mestimo s $ibkejsim pogojem sup” [sin(tl*a)] x|| € 1 za vsak teR'... (3i),
xeS

velja (SibkejSa) ocena So(a) = sug"axl] %
XE€

(gl. 3.2(v); % pomeni konjugiranje kompleksnega Stevila)

Dokaz: Trditev je dokazana za primer, da ima A enoto /13, 0.2.40.8/
... (1). Ce je A brez enote, ji enoto adjungiramo in na
algebro A, (gl. 0.5.1) uvedemo obiéajno normo Nellgs

I[(Pu,a)lle = lal +llall. Potem je (Ae,l.l) kompleksna asociativna

enotska B-algebra in vloZitev x+— X = (0,x) je izometridni homo-

morfizem algebre A v A . Zato je ||sin(tX3)|, = ”(sin(tx*a))mne =
= |lsin(ta*a)]| 1 za vsak t€R" ... (2) in po 1.7 je G’(Ae,'é’) -
= G(A,a) CAR ... (3). Zaradi (1), (2) in (3) je r(a) = r(8) =

Z ) < e . i

Ce velja pogoj (ii), vloZimo A v A, (gl. 0.5.5) in je tedaj
po 0.5.7(1) ||sin(tA*¥3)|| = ;Egn[sin(t n,*a)] x“ £ 1 za vsak t€ Rt

ter po 1.13 (gl. 1.5 in 1.4(iii)) G (i,,8) € @(4,a)c AR. Zato
je po todki (1), po 3.2(v) in po 0.5.6.1 S:(a) = r(Ee,a) =2l =

= supllax]| .
XeS
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3.8 Trditev Naj bo A kompleksna asociativna B-algebra (z enoto
ali brez nje) z lastnostjo, da je coG(A,a) D GoV(A,a)
za vsak a €A, Potem je r{a) = v(a) in v(a") £ (v(a))? za

vsak a €A in ne N,

Dokaz: PFEnzkost sledi iz 3%3.2(vii) in 3.1(ii) ter neenakost sledi
iz 3.1(ii) in 2.%.17 .

3.9 Trditev WNaj bo (4,ll.l) kompleksna asociativna B-algebrz (z
enoto ali brez) in a e A tak element, da je oupll?ur ¥ Y”

= inf supl|(1+ \nylll/n (= 1im ;up"(A.Jra‘er"l/n gl, 3.2(i))
neN xef Y1—00, VES

ze vsak A€ C ... (¥), kjer je (a+2)™x := A"x 4 f (f_‘)a,n“ka X
za vsak AeC in a,xeA ter neN. Potem velja : =l
(1) A je brez enote = coG(4,2) D ToV(a,a)
(1°) A je brez leve enote =2coBG(A,2) = coV(A,a)
(31) A ima enoto = co G (A,2) < V(A a) in co(G(A,2)VU {0})D
D ToV(A,a).

(3ii®) Ce ima A enoto e in je lle)l = 1, je coB(A,a) = V(A,a).

Dokaz: Algebri A enoto e formalno adjungiramo, ne glede na to

ali A ima enoto ali ne - algebro A vloZimo v Ag oz, V Ie
(gl. 0.5.1 in 0.5.5). Po 1.7 je q- G(4,a) = G(A,,3) ... (1).
Ker je preslikava E FS algebre A v algebro A hgmomorflzem,
ki preslika enoto e algebre Ae v enoto G algebre Ae, je
G’(Ae,'ﬁ)_:) G’(Ke,ﬁ) ... (2). Ce ima A enoto, je po 1.3(ii)
q-@(A,a) = G(A,a)U{0} ... (3) in 8e je A brez enote, je po de-
finiciji 1.4(iii) q-B(A,s) = G(A,a) ... (4). Po 0.5.6.1 in

definiciji 3.1(i) je suplax + axl\ =||A% + Z|| in
X€ES

inf sup”(l+a)nx||l/n = inf||(A® + a)nnl/n = r(A ,AB+3) in 8e velja
neN xeS neN

pogoj (*), je zato ||A® + F|| = r(Ke,x§+§) za vsak A€ C, To zaradi
3.2(vii) in (x) pomeni enakost V(Ie,x'é-i-ﬁ) = r(Ee,a§+§) za vsak
A€C in je zato po /13, Izrek 6.1/ V(Ke,a) = co 6(4,,3). To po
2.3.2 pomeni CoV(A,a) = cod(ie,'é) ee. (B5). Trditev (i) sledi
iz (4), (1), (2) in (5). Trditev (i’) sledi iz (i) in 2.3.11.2 .
Trditev (ii) sledi iz 2.3.11.1 ter iz (3), (1), (2), in (5) .
Ce ima A enoto e in je fle)) = 1, je zaradi predpostavke (¥)

lae + all = r(ae + a) za vsak A€, kar po /13, Izrek 6,1/ doka-
zuje trditev (1i’).



w Gtk = 3.10 - 3%,12?

3.10 Trditev Naj bo (A,l|.l|) asociativna B-algebra (z enoto ali
brez nje) nad obhsegom ¥ (= R ali C). Potem je

suplle*®x|| ..ge'“"(a) za vsak a€A in ae¥ ,
XES
Dokaz: Po 2.3.7 in 2.1.4.4 je Jle*®x|| < ||x)|supeR'eV(Ka) &
< "X"esup]V(xqjl _ “X"eszupr(aN sa tEEk Byce A 10 LeF
3.11 Trditev Naj bo (A,l.l) asociativna B-algebra (z enoto ali
brez nie) nad obsegom ¥ (= R ali C) in a €A tak element,
da je r(a) = 0, Potem velja ekvivalencs:

supllixp(ta)ll<c o < a = 0 (gl. 1.15).
teR

Opomba: Glej &e 6.7 (xvii) !

Dokaz: /12, Lema 5,1/

3.12 TIZREK Naj bo (A,l.ll) kompleksna asociativna normirana

algebra (z enoto ali brez nje). Potem za vsak a,b €A in za
vsak n €N velja ocena: ||abl| € [(e/n)nn!}[v(A,aJ]n“bu cea (%),
kar po definiciji 2.1.3(ii) in 3.1 pomeni, da je levi

anihilator algebre A, lanA = {aeA : v(A,a) = O}, e = expl.

Dokaz: Po /3, Teorem 1.4.8/ velja za kompleksno enotsko asoci-
ativno Banachovo algebro (Ke,n.ﬂ) ocena |IZ%| $[(e/n)nn!}
.{v(ﬁ ,§ﬂ‘n . Po 0.5.6.1 je ||I22l = suplla®x|| in po
e xeg

3.2(x) je V(Ke,é) = v(A,a). Vse to skupaj dokazuje trditev.

3.12? Opomba Tudi, ¢e A ni asociativna, da je le kompleksna
normirana algebra, velja ocena llabl] £ ellbllv(a) in zato
tudi Jlabll € emin{libllv(a), Nalvy(b)} za vsak a,beA

(s 3.101i%), 2.1.,3(111) in 2,1.4.6),

Dokaz: Operator T Tax = ax za vsak x€ A, je element kompleksne

a’
enotske normirane algebre B(A) vseh linearnih omejenih
operatorjev T: Av+A. Zato je po /13, Izrek 4,7/ NT_ |l £

< ev( db(A),Ta), kar po definiciji norme NT|| operatorja Te ®(A)

in po 2.1.4.2(ii) pomeni suplaxlli £ ev(A,a).
XE€S
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3.12°? Posledica Nai bo (A,l.Il) kompleksna asociativna normira-

na algebra (2 enoto ali brez nije), Potem vel ja za vsak

a,b€ A ocena v(ah) £ va(n)v(h).

Dokaz: Po 3.2(x) in 3.12* je v(ab) £ supnllabxll
Xer

£ (supllayh) (suplioxll) < (ev(a))(ev(n)).
veS X€S

3.13 Trditev Naj bo (4,)l.ll) kompleksna, asociativna B-algebra
(z enoto ali brez nie). Potemn veliata za vsak 2,h € A ekvi-

valenci:
(1) (22 vsak x e je suplle*®pe™?Px][<o) ¢ (ab - ba) e lanA

(gl. 0.5.0) AeC

—Ka”

(331) iup"eaabe <00 () ab = ba .

Dokaz: (i) Zaradi 0.3(i) velja pri vsakem x e A za funkeijo
TX(A) 1= e MpeTA% (Ae€l) enakost

1P ; as efPbe™¥® - b _aa ;
E‘-'[}X(a'+f"') - T'X(R.)] = e & e~ **x za vsak aeC in

za vsak m, meC\N{0O}. S pomoéjo ustreznih vrst od tod neposredno
ugotovimo, da je funkecija T, (A) odvedljiva v vsaki tolki A €C
in da je njen odvod F3(A) = e*@(ab - ba)e™*2x za vsak A€C pri
poljubnem xeA ... (1). Ce je F, omejena na C za vsak x € 4, je
po Liouville-ovem izreku zaradi (1) konstantna na C in je zato
zaradi (1) 0 = Fi(o) = (ab - ba)x pri poljubnem x€ A, t.j.
(ab - ba) € lanA. Ce je obratno (ab - ba)e lanA, je

(ab - ba)e_aax = 0 za vsak xeA in je zato po (1) FX(K) =

= konst. (odvisna od x) za vsak x €A, S tem je dokazana trditev (i)
(ii) Podobtne zakljudke, kot smo jih dobili za funkci je F (),

lahko dobimo za funkcijo P(A) := e*pe™?2 |

3.14 Trditev Ce za kompleksno, asociativno normirano algebro
(A,N.1) (ki ima enoto ali pa je brez nje) eksistira taka
funkcija M : R'W{0} R, da je Nal ¢ M(r(a)) za vsak

a €A, potem je algebra A komutativna v dveh primerih:

(i) Ce je (A,N.I) poln prostor ali
(ii) ¢Ze je funkcija M (nestrogo) monotono naraséajoda
(t.j. %e velja implikacija: O & ry < To, = M(ry) € M(ry)).

Dokaz: (i) Po 3.4 e |e2@ne 22| < M(r(eaahe-la)) = M(r(b)) < o©
za vsak A€C, kar po 3.1%(ii) pomeni komutativnost alge-
bre A,
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(ii) Nepolno algebro (A, l.ll) izpopolnimo do B-algebre (E,u.u),
kijer oznadimo z i vloZitev algebre A v f. Vzemimo polju-
ben E GE: Ker je po %.3? spektralni radij navzgor polzvezna funk-
cija, eksistira tak Seff, da je rhz)( r(gl + 1 =za vsak
m € A, im-§<d ...(2). Ker je i(A) posta v A, eksistira tak

x ebh, da je |i(x) —f" < min{1,8} ...(2). Ker je vloZitev i izo-
metrija in je M monotona, vel‘iajo zaradi (2), zaradi predpostavke
trditve in zaradi (1) ocene: [[E| < 1€ - i(x) + Ji(x) € 1 + x| g

= Wl’(r(g)),

o
A komutativna,

€1+ Mr(x)) =1+ w(r(i(x))) €1+ l.‘-.-’l(r(%) + 1)
s G |\§“$ 'M’(r(g}} za veak § € R. 7ato je po (i)
t.i., 4 je komutativna.

3.14° Trditev (i) Ce za kompleksno asociativno normirano alge-

bro (A,H.H) (z enoto ali brez nje) eksistira taka pozi-
tivna konstantaew, da je r(a)y» o v(a) za vsak ae A, po-
tem ie (ab - ba) € lanA za vsak a,be€A (gl. 0.5.0),
(1i) Ce za kompleksno asociativno normirano algebro (A,ll.]|)

(z enoto ali brez nje) eksistira taka pozitivna konstan-
ta p , da je r(a) pllall _za vsak aeA (npr. ce ie Jabllyall2) Ib)
za vsak a,b €A, kjer je o pozitivna konstanta), potem je algebra

A komutativna. (Zato je v vsaki nekomutativni kompleksni asocia-
tivni normirani algebri inf{r(a)/nal : ae AN{O}} = 0, t.j. za

vsak € € RT eksistira tak a, € AN0}, da je r(ag)< Eﬂag“) .

Dokaz: (i) Zaradi predpostavke trditve (i) in 3,12 je r(a) »
)uv(a)yot(l/e)suguaxn , ted. lax|l € (e/o)lxlir(a) za vsak
X €S

a,x €A, Zato je po 3.4 suplle*®be™ 23| ¢ (e/a)ixlir(e*Phe™22) =
AeC

= (e/o)ixnr(b)<00 . To po 3.13(i) pomeni (ab - ba) € lanA za vsak
a,b €A,
(ii) Sledi iz 3.14(ii), kjer je M(r) =r/p .

3.14°? Opomba: (i) Ce je (A,N.Il) kompleksna asociativna normi-

rana algebra in je |[.l] multiplikativna norma (jjab}l =

= falllibll za vsak a,beA), je r(a) = v(a) = lal za vsak
aeh in je zato po 3.14°(ii) algebra A komutativna brez kvazi-
nilpotentnih elementov in norma ||.|| je zato hilbertska, t.j. iz-
haja iz skalarnega produkta. V primeru, da ima A enoto, to pomeni,
da je A izomorfna obsegu C (gl. npr. /63 IZREK 9,10 in 9,3/).
Vprasanije je torej ali eksistira kompleksna asociativna komutativ-

na normirsna algebra brez enote z multiplikativno normo, ki izhaja

iz skalarnega produkta?
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(ii) Tksistira realna asociativna normirana algebra z multipli-
kativno normo (in 7 enoto), ¥i ni komutativne (-pr. kva-

ternionska algebra /5,7.14 ’5/) .

Dokaz: (i) PokaZimo, da ie komutativna normirana alpgebra (2,0.4)

z multiplikativno normo ll.)| predhilbertov prostor slede n=2

skalarni nrodukt, ki ga generira ta norma .|| . Res, ker
je |l .|| multiplikativna norma in Jje A komutativna algebra, sledi
po trikotniski neenakosti ocens Ila-ﬂ.-bil?ﬂ- Ila—bll‘? = ||(fi-|h3?”
s a=m) 2 3 l(aim)? = (e=p)2|| = 14abll = duanypl, t.3i. Jarb)’ +
+ }|a—-h|12 % 4 za vsak a,beS, kar po /8, VIT.3(R), str. 152/ po-
meni, da nasa norma ||.|| generira na A realen skalarni produkt in
zato po /22, 1.5, str. 39/ tudi kompleksen skalarni produkt.

3.15 Izrek Nai bo (A,ll.ll) kompleksna asociativna normirana
algebra (2 enoto ali brez nie) z lastnortjo, da je

g(?«.,a) := inf =3uw'~||(k+a)n}c|l*/ﬁ = sup| A+ V(A,a)l za vsak
nell xeS

(a, a)e cxA (kjer je po definiciji (a+a)®x = Ax +

+ 2 AT KoKy ga vsax AeC, za vsak a,x €A in za vsak n € N),

Potem je g(k,a) = 1lim supll(?\.+a)n;<:||1/rl za vsak (A,a) € C XA in
N+ X€S5
veljas
(1) 9(0,3) = r(a) = v(a) =za vsak a €A
(3i) v(a®) = (v(a))® za vsak a€hA in neN
(iii) (ab - ba) elanA za vsak a,b€A (gl. 0.5.0)
(iv) supllaxil ¢ (e/2)v(a) =za vsak a €A (primerjaj 3.12 oz. 3.12?)

X€S
(v) Ce je a  tak element algebre A, da je V(A,ao)g 1 in

¢e je p tak polinom (stopnjen) s kompleksnimi koeficien-—

n
BL ey, @y ses 5 6, (p(R) = Irzzocklk za vsak AeC),

TI
da je sup{|p(a)] : aecC, Ia.l 1} <1 , potem je
Supllp(a)xu t= SUD"P X + (Z ¢\ 2 )x|| ;
Xes ¥es

(vi) Ce je (A,l.ll) B-2lgebra, velja:

(o) Ce ima A levo enoto in je pri tem A brez desne eno-
te, je G(A,a)\{0}C 3BV(A,a) € coB(A,a) za vesak
a€eh 1in

((3) v vsakem drugem priméru (negacija predpoctavke trdi-
tve (a)) pa je coB@(A,a) = ToV(A,a) za vsak a €A,

Dokaz: Aleebri A enoto formalno adjungiramo, t.j. algebro A vloZi-
’ J 24
~
mo v kompleksno asociativno enotsko normirano algebro Ae
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(gl. 0.5.4). Po 0.5.6.1 in def. 3.1(i) veljajo enakosti

-~ -~ / P
inf .f;upH(?L-+-F3,)T‘1x||]"/r'1 = inf‘”(_:\e + a)n”],n = r(?\:{“ AT + B) -
neN xef nell -
- 7 / ; - i
= 1im)|(a® a)"]llf Y= 1im 51,13,7"(1.1;1}75'.”1/“ za vsak (A,a)e C x4A ...
n—> oo N-200 WED
(1), Po 2.3.2 je sup|a+ V(4,3)| = eup|@ola+ ViA,a))]| =
= sup|A+ GoV(A,a)| = sup|a+ "f"'n,fa)l = ﬁunl‘v’“ ,:m + B =
‘(A ,AR + 2) w2 vsak (A,z)e€0xs  ,,.{2). Ker je po 0.5.4 in

.1 vaak E Eﬁ, ohlike g = (a,8) + NN =ae+ 3N = Aa fAfi’,
sledi iz m‘adpﬂ"T J\ﬂﬂ:‘ Tyreka zaradi (1) in (2) enzkost r(A ,g) =
= v(ﬁn'g) za vsak EEA ...(3). .

Vzemimo poljuben nzeA = izporolnitev algehre A, ...(4). xer
sta po 3.3 in 3.3%' preslikavi g—-rv(ue,g) in §-—+T’(Le,§§ navzeor
polzvezni, eksistira za predpisan e €eRT tak Se“{1 da velja za
vsak rz’ nz” € ﬁ implikaeija: Ilnz 1< <9 =}V(Ae ,nz”) £
& V(Ae,nl_) +& in r(T "Z,,)<r”e'"?,) + & ..{5). Ker je ?o
gosta v A_, eksistira tak EEAQ’ da je ]|§ QII(S(E ~§ EKe)
(6). “aradl (5), (6), 3.2(x), (3), 3.2(v) in ponovno (5) in (6)
velja ocena v(ﬁe,nz) v(A f) +8& = v(ﬁe,gl +& = r(?fe,g) + & =
= I‘(Ae,g) +& & (r(Zg,m) +E) +€ ;t.d. v(Ae,rz) & r(i'e,nz) + 28
za vsak E€RT, kar pomeni v(ﬁe,rz < r(Ae,rz) in sledi zato po
3,2(vii) in (5) enakost -r(&e,rz) = V(Ke"?) za vsak QGK
Zato je po /13, 6.1 oz. po 6. 5/ 006'(Ae rz) = V(Ae,r?) za vsak

melky ...(7).
Todka (1) dokazuje zadetek trditve Izreka. Todka (i) sledi

iz 3.2(v) in 3.2(vii?’). Todko (ii) votrjuje (i) in 3.2(iii).
Todka (iii) sledi iz (i) in 3.14’(i).
(iv) Zaradi (7), 3.2(vii) in def. 3.1(ii) je T‘(Ke,f?’) =
oy kar po /4, Teorem 6.23.5/
pomeni llrzll$ (e/Z)V(Ee,r?) za vsak "ZGKe' Zato je tudi Jzll £
& (e/2)v(-ﬁe,'9:) za vsak a €A, kar po 0.5.6.1 in 3%.2(x) dokazuje
oceno (iv).
(v) Po 3.2(x) je V(Ke,§0)$1 in je zato po /4, Korolar
6.23.6/ ]|p(§0)“$e/2 , kar po 0.5.6.1 dokazgje oceno (v).
(vi) Zaradi 2.3.2, (7) in 1.19 je @ToV(A,a) = V(A_,B) =
= coB’(’A'e,'é) C coB@(A,2), t.j. ToV(A,a) C coB(A,a) za
veak a€A ...(8), kar zaradi 2.%.11 Ze dokazuje trditev (vi)(a).
(e ima A levo in desno enoto (t.j. enoto), ali pa e je A brez
leve enote, je po 2.3%.11.1 in 2 G(A,a) < GoV(A,a), kar zaradi
(8) dokazuje enakost (vi)(p).

= v(_f‘:e,nz) za vsak rzeA
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3.16 Trditev Naj bo (A,ll.]]) asociativna normirana algebra nad
obsegom F (= R ali C) in a2 €A tak elewent, da je V(A,a) =
={a,}, 2,€¥ . Potem velja:

(i) A brez leve enote =a = v(a) = 0

(3) (4 brez leve enote, F=C) =) a elanh (t.j. ax = 0 za
veak x € A),

(ii) (f! ims enoto e, %=C ) = a - 1»0(-} )

Dokaz: Pri dokazu lahko zaradi 2.2,9 privzamemo , da je (4,0.1)
B-algebra,

(i) Zaradi 2.3.11.2 je "tedzj" {0} C G"s.(a) < sov(a) = {a}),
t.i. &, = 0 = v(a).

(i’) Ker je po (i) v(a) = 0, je po 3%.12* |ax||gelx|v(a) = O
za vsak x € A, “

(ii) Po 2.3.1 je V(Aq,2) = ToV(A,a) = {aA,} in ker je
(A1,11.117) %ompleksna enotska B-algebra, je po 2.2.5(iii)
in (vii?) V(Al,a-:\.oe) = V(Ay,8) - ir,} = {0}. 0d tod
po 3.12 sledi (a - A e) € lanA = {0}.

3.17 Trditev Naj bo (A,ll.l) kompleksna asociativna normirana
algebra (z enoto ali brez nje). Potem velja za vsak a€Al

naslednje:

(1) %— supllex|| ¢ v(a) £ sup[v(an)]l/né ev(a)
nelN

XES
(31) Fksistirata limiti 1lim supnanx“]'/n is So(a) in
n-»>o xeS
lim[v(an)] 1/n := y(a) ter je S)(a) =v(a) .

I~»00

(133) r(a) g infv(a™]¥" .
neN

Dokaz: (i) Prvi del neenakosti je po 3,12 oditen. Po 3.2(x) in

3.12 je tudi v(a™) € suplla®x| £ [(e/n)nn!]-[v(a)]n £
XeS

s_en[v( a)]n za vsak n € N, kar dokazuje tudi drugi del neenakosti.

(ii) Po 3.12 in 3.2(x) je suplla™x| g ev(a™) < esuplla™|| in
XeS X€S

sato tudi suplla®x]]Y/? el’/n[v(an)] /0 ¢ M/ ngyupllaPx |2/ ™
¥ES XeS

za vsak n €N, kar zaradi %.2(v) dokazuje (ii).
(iii) Po 3.2(iii) in 3.2(vii?) je [r(a)]™ = r(a") ¢ v(a
za vsak n €N,

I’l)’
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3.18 Izrek Naj bo (A, .1} realna asociativna normirana algebrsa
(z enoto ali brez nje). Po %.2(v) eksistira
lim Sup”anxul/n e g(a) in je ?(a) = inf sup“anxul/n ter

n-+00 X €5 neN xeS
velja:
(1) Za poljubno sodo naravno Stevilo n in Doljuneﬂ aeAl
velja onpnq S)(a) T mrx{v(a) (v(a” ))1/n} vee (%),
kjer je r_~ = %lntP ?n edini koren enadbe

(sint.].')l'1 == cos(n+), ki leZi na intervalu (0,%/2n), t.j.

r;l je najmanjs$i koren enatbe

Hl2 o o 1 5
A (?})(-1)k*1(1 - AYV2H52K 2 0, ki le¥i na
k=0 '°

intervalu (0,1) (npr.: = = 7). Ocena (%)
je eksaktna, t.]. ek%1“t1r° taka enotska realna B-alge-
bra, da je o(a) = r(a) =r max{v(a) (V(an))l Y za

vsako sodo naravno étev110 n,

(ii) SupHaXH 4max{v(a), (v(ag))l/2} za vsak a €A, kar po
xXel

def. 2.1.3(ii) in 3.1 pomeni, da je levi anihilator
lanA = {achA : v(A,a) :V(A,a?) = 0}
(iii) supllexll € k sup(v(an))l/n. kjer je konstanta k_ =

xes Onel <
= 1nf[e (24 - sht)~1] e (2°89, 3°18)
tert

Opomba: Gl, Se naprej 5.5(ii), lastnosti poSevno-hermitskih
elementov!
Dokaz: (i) Sledi iz 2.3.19 .
(ii),(iii) Po /7, Primer 2.3% in Teorem 2.4/ veljata trdi-
tvi za realne enotske B-algebre (norma enote

je = 1). Zato veljata tudi za realne enotske
normirane algebre (uposStevamo, da je vloZitev nepolne normirane
algebre v njeno standardno izpopolnitev izometricéni homomorfizem,
pri cemer se zato po 2.2.9 numeriéni radij ohranja). Po 0.5.6 in
3.2(x) pa od tod Ze sledita nasi trditvi.

3.19 Trditev Naj bo (A, ll.ll) asociativna normirana algebra
(z enoto ali brez nje) nad obsegom F (= R ali C) in
33 = 5 € AN{O}. Potem je oSitno |ill, [|3° »1 = r(j) ter

velja:

(1) v(i)2»1 in (1/0in) € suglljxll < ev(j) (primerjaj
Xer
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3.15(1i) in 3.17(1))

(31) Rev(j) € [-1,10= supllixl, suplli®x) e [1,2]
XeS xeS

(iii) v(i)¢1=2v(j) =1
(5v) 3% = 3, supReV(§)€ 1 (npr. v(i)¢ 1) = r(3) = v(j)
= sup|lix|| = 1
XES
Dokaz: Vse trditve veljajo za kompleksno enotsko H-algebro-
/4, Teorem 2%,11 in Teorem 23%.12/, veljajo pa tudi za re-
alno enotsko B-algebro in splofno za vsako enotsko normi-
rano .algebro nad obsecom ¥ /13, Izrek 7.1 in 7.2/. Na osnovi
0,5.6.1, 2.3.2 in 3.,2(x) lahko ta rezultat posploSimo za normi-
rane algebre, ki imajo enoto e, Neh #Z 1 in na normirane algebre
brez enote.

3.20 Izrek Naj bo (A,ll.l) asociativna Banachova algebra nad

obsegom F (= R ali C), a njen algebrailen element stopnje

n (t.j. eksistira polinom p,

p(x) = %EéxkAF s A €T, de je p(a) = 0, kjer je a, = 0, e
je A brez enote), reR’ in naj bo spektralni radij r(a)g r. Naj
bo potenéna vrsta f(A) := Eidyklk Qﬁﬁsgl konvergentna na odprti
mno%ici v ¥, ki vsebuje "krog" {ae¥: jAlgr} , pri Cemer je

L €0 za vse tiste k-je, za katere je (n-k) sodo naravno Stevilo
(22), kjer je By = 0, e je A brez enote. Potem velja:

- “1-k
(1) I £Ca)ll € E"O ("1)§! (r + Hau)kf(k)(r) in zato tudi
n-1
(i1) N12"] € ;Z—O (E)(—l)n'l"k(r(a) + Ilall)k(r( a))m-k za vsak
meN, m>»n

(iii) Ce je (A, ll.l) kompleksna B*walgebra (zado&ta Ze, da je
pred—B*-algebra, tej., da je involutivna normirana al-
gebra z lastnostjo l[x¥xll = Hxﬂ2 za vsak x € A) in e je

lall 1, velja ocena: || amll\'(,(;]_l’(r(a))ml_n za vsak
meN, m»n.
Ce je f polinom, velja ocena (i) tudi v primeru, &e normirana
algebra (A,ll.) ni poln prostor - izpopolnitev,
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Dokaz: L. Ocena (i) je dokarana za primer, da je (A,l.lI) kom-
pleksna enotska B-algebra /21, Teorem 1/. Ocena (iii) je

dokazana za primer, da je A kompleksna B*—algebra ome je-
nih linearnih operatoriev T: X X kjer je X kompleksen Hilber-
tov prostor.
1I. Ce je (A,N.ll) kompleksna B-algebra, ki je brez enote ali
pa &e ima A enoto e  in je HGOH £ 1, algebri A enoto e
formalno adiungiramo in na razsSirjeni algebri Ae (Ele 0,5 .3)
& "(K,a)”e := 1Al + lWall z= vsak
(a,a) € Ae. Torej je (Ae,H.He) kompleksna enotska B-algebra, pri

uvedemo obicajno normo |i.]||

demer je vloZitev x~ X := (0,x) algebre A v Ag izometriéni homo-
morfizem. Zato se spektralni rsdij ohranja, r(Ae,ﬁ) = r(A,2) ter
je (DI = JH(£2))”l = II£(a)ll . To pomeni, da velja ocena (i)

tudi v primeru II.

Ce je (A,l.ll) kompleksna B*—algebra brez enote, jo lahko izo-
*
metricno homomorfno vloZimo v kompleksno enotsko B -algebro

*
(Agslol), Kjer je ll(x,a)ll = supliax + axll in (a,2)" = (X,&") za
Xeo

vsak (A,a) €A (g1. 0.5.3(i1))F; spektralni radij in norma se

torej tudi pri tej vloZitvi ohranjata. Po Vidav-Palmer-jevem oz.

po Gel’fand-Naimark-ovem teoremu /3, Teorem 2.6.9 oz. 2.7.1/ je

zato (Ae,M.H) izometridno ¥ -izomorfna kompleksni enotski B¥-alge-

bri (t.3. C*—algebri] linearnih ome jenih operatorjev T: X — X,

X kompleksen Hilbertov prostor. To zaradi I dokazuje trditev (iii).

III. Realno B-algebro (A,ll.ll) lahko izometriéno homomorfno

vloZimo v kompleksno B-algebro (AC,H.HC) (gl. 0.4.1).
zato je £, = I(£(2))°|l5 = N£()]l in r(A5,3) =

= r(A,a), kjer je x> X := (x,0) vloZitev algebre A v An. 04 tod

zaradi IT spet sledi ocena (i).

TKer je A B*-algebra, je la*al=llal?* za vsak aeA...(1) in je zato
lanA ={0}). Ker je A involutivna algebra brez enote, je A brez leve
(in tudi brez desne) enote. Po 0.5.%(ii) je zato preslikava (A,a)r>
— |(a,a)l := sup{J]ax + axll : xeS} algebrska norma na A_...(2).
Zaradi (1) je |&| = llal za vsak a€hA ...(3). Za vsak t < (0,1) eksi-
stira po def. norme |-| tak xeS ...(4), da je tl(a,a)l < lax + axll in
zatg po_(3) t*[(A,a)l*¢lax + axli=|[(ax + axg*(lx + ax)|| 2 (A% + &)™
-(aX + 8X)| = [XMae + H)*(2e + 8)X| < [X*H(2e + B)* (ae + B)|-IR].
Torej Je zaradi (4) ztl(l,aﬂzg.l(x,a)*(a,a)l za vsak te€ (0,1), t.J.

; (x,a) 2 (x,a)* «eceeealD) o Iz (2) in (5) sledi |(a,a)*]
d(x,a)l > (2,a)|2 in zato l(a,a)*| = [(a,a)l , kar zaradi (2) in (5)
pomeni [(a,a)*(a,a)l = l(a,a)|® .

l(a,a :
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4. DISIPATIVNI ELEMENTI NORMIRANE ALGEBRE (4,ll-|l) NAD OBSEGOM
F (=R ali C)

V tem odstavku je (A,H.“) netrivialna normirana algebra nad obse-

som 3’(: R ali C), ne nujno asociativna, z enoto ali brez nje.

4.1 Definicija Nai bo (A,f.]]) normirana algehra z enoto ali
brez nie nad obsegom ¥ (= R ali C). Element a €A imenujemo
levo (desno)-disipativen, &e je supReV(A,2)£ 0 (oz.

supReVd(ﬁweﬂ £0). VnoZico vseh levo (desno) disipativnih elemen-

tov algebre A oznadimo z D(A) (oz. =z Dd(ﬂ)). Element a € A imenu-

jemo levo (desno)=zkretiven, 8e je (-a) €D(A) (oz. (-2a)e€ Dd(h)),

t.j. 8¢ je infReV(A,a) 30 (oz. infReVy(A,a) Yy 0). Zaradi 2.1.4.6

je Dg(4) = D(A°) (g1, 0.1.3) .

4.2 Trditev Ce asociativni normirani algebri (A,l.l|) enoto for-
malno adjungiramo (ne glede na to ali A ima enoto ali ne -

gl. 0.5.1), t.j. 8e jo vloZimo v enotsko normirano algebro
(Ae," II) oz. v enotsko B-algebro (A 1) (gl. 0.5.4 oz. 0.5.5),
se levo-disipativni elementi ohranjago, t.3. (D)) CZD(A ) in
(p(a)) < D(A ), kjer je x X vloZitev algebre A v I\. in x> X

vlioZitev algebre A v Ae <

Dokaz: G1l. 4.1 in 2.3.2 .

4.3 Trditev Ce je (A,ll.)}) normirana algebra nad obsegom F (= R
ali ¢), potem veljar
(1) 0 etD(A) € U(A) za vsak te RTU {0}
(ii) D(A) + D(A) < D(A)
(1ii) D(A) zaprta mnoZica v (A4,).1)
(3v) Ce je B netrivialna podalgebra asociativne algebre A,
je D(B) = BND(A)
Dokaz: (i), (ii) : Oditno zaradi 2.1.4.4 in 5
(iii) Velja implikacija: (a € D(A), lim a = a)=»aeD(4),
saj je zaradi 2,1.4.5 in 3.2(x) supReV(a)( g;bReEV(a—a ) + V(a ﬂ<
< sup|V(a-a )| + supReV(a )¢ Jla-a || + O za vsak né€N.
(iv) Sledi iz 2.3.3 .

4.4 Izrek Naj bo (A,|l.]]) normirana algebra (z enoto ali brez
nje) nad obsegom ¥ (= R ali C), Potem so za vsak a€ h ekvi-

valentne naslednie trditve:



(1) a e€D(A)
. o - gt J_

(ii) sup inf IX * taxll <0
xeS tert 0 "

(13-1) inf sup lix + tix" = R
teR’ xeS

(3i-2) 1lim sup X & tix" =By
ty0 xeS

(33-3) sup lim llx_+ tixﬂ =1 £0
xeS 140

Ce je nadalje (A,ll.ll) asociativna B-algebra nad obsegom ¥ (= R
ali C), potem je trditev (i) ekvivalentna tudi trditvi (iii):

(131 ) suplle %11 za vsak teR" ,
XeS

Ce je (A,l.Il) asociativna B-algebra nad obsegom § (= R ali C) in
e ima A enoto e, je trditev (i) ekvivalentna trditvi (iv):
(iv) %a vsak t.€ R" eksistira resolventa R(A,a) := (}\..e—al)"1
-1

in je supllR(t,a)xl| £ ¢t
X€S

je (A,ll.ll) asociativna B-algebra nad obsegom ¥ (= R ali ¢) in

je A brez leve enote, je trditev (i) ekvivalentna trditvi (v):

(v) Za vsak t € Rt eksistira disolventa D(t,a) := ((1/t)a)_1
{t.3. B C‘}’\G’(A a)s gl. 1.1) in je

sup||D(t a)x - xll ¢1 za vsak t €R" .,
x€S

¢ Q¢
@ @

Opomba: 1) Implikaciji "(iv)=>(i)" in "(v)=>(i)" veljata tudi v
primeru, ko (A,l.ll) ni poln prostor.
2) Ce v tolkah (i) - (v) zamenjamo neenakost "¢" z neenako-
stjo "»", dobimo karakterizacijo akretivnih elementov
(gl. def. 4.1).

Dokaz: Fkvivalenca toék (i) - (ii-3) sledi iz 2.2.7.
(i) & (iii) : Izrek 2.3.6(1i).
(i)© (iv) : Po potrebi normirano algebro (A,Jl.ll) renormi-
ramo do enotske normirane algebre (4,ll.ll1), lal; =

:= supllaxll, ki jo na kratko oznalimo z Ay. Zaradi 2.3.1 je
xeS

D(Al) = D(A), kar po /13, 8.7(iv)/ dokazuje ekvivalenco todk (i)
in (iv).
(i) = (v) : Trditev 2.3.18°(ii).
(v) 2 (i) : Enako kot v dokazu todke 2,3%,18°(i) eksistira
"tedaj" za vsak t € Rt resolventa R(t,3d) effe
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supllD(t,a)x - x||£1. To zaradi
X€eS

/13, 8.7(iv)/ pomeni, da je aeD(}ie) in zato po 2.3.2 tudi
aeD(h).

I

(gl. 0.5.5) in je tlIR(t,a)|

5. POSEVNO-HERMITSKI ELEMENTI NETRIVIALNE NORMIRANE ALGEBRE
NAD OBSEGOM §(= R ali C)

V tem odstavku je (A,)-)]) netrivialna normirana algebra (ne nujno
asociativna) nad obsegom F(= R ali C); A ima lahko enoto ali pa
je brez nje.

5.1 DEFINICIJA Element ae€A imenujemo levo (desno) - poSevno
hermitski, e je ReV(A,a) = {0} (oz. ReV4(A,a) = {0}). Mno-
zZzico vseh levo-poSevno-hermitskih elementov algebre A ozna-

¢imo s H?(A) in mnoZico vseh desno-poSevno-hermitskih elementov
algebre A s H? (A) Zaradi 2.1.4.6 je oéitno Hé(A) = H?(A*)
(gl 0.1.35),

5.2 IZREK Naj bo (A,ll.ll) normirana algebra nad obsegom ¥ (= R
ali C). (Ni treba, da je A asociativna, A ima lahko enoto
ali ps je brez nje.) Potem so za vsak a € A ekvivalentne

naslednje trditve:

(1) aeH’(A)
(31) Za vsak x € A eksistira funkcija o, R~ R za lastnost-
jo llx + taxll € nxli(1 + o (t)) za vsak t €R, kjer

lim(og (t)/t) = O (dvostranska limita eksistira in je = 0)
teR,t»> 0

(133) Za vsak xe A in €¢R' eksistira tak to € RY (t, odvisen
od € in x), da je Jlx £ ¢ oaxll € uxy (1 + toa)
(3v) 1nfl(”x t taxll - 1)/t) O za vsak x €S

(v) sup 1nf1(uxitaxﬂ—ll/t) =0, (V) inf sup(mx*+ax“-1)/t) 0
xeS teR teR*xeS
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(Vi)  sup 11m((ux+taxu 1)/t) = 0, (vir) lim sup((xttaxi-1)/t)
x€S t40 t{0 xeS

(vii) 1itm((ux * taxll - 1)/t) £ 0 za vsak xeS
t+0

(viii) supllx + tax| = [1 + (tsupﬂax”)2]1/2 za vsak t €R
xX€S X€eS

Ce je nadalje (A,]l.l|]) asociativna Banachova algebra nad obsegom
¥ (= R ali C), potem so za vsak a€ A trditvi (i) ekvivalentne &e

naslednije trditve:

(i}E) sup"etax“g 1 za vsak t €R

xeS
(x) Supueta)f" =1 gza vsak teR
XE€ES

(x1) l(etax||gllx!| za vsak t € R in za vsak x el
(xi3i) ”etaxu = |Ix}} za vsak t €R in za vsak xe€ A
(xiii) lle*®x]| = ”el(ImA)ax" za vsak A€F in xeA
lle*@x|l < lix]le ITma|v(a) . veak 2e% in xeA

(xiv)
Dokaz: (i) => (ii) : Po 2.2.6 eksistira lim((lx £ tax) - 1)/t)

ty0
3= Lx(i a) za vsak x€S ... (1) in po 2.2.7 je zaradi (i)
Lx("_‘ a) £ supReV(t a) = 0, t.j. Lx(t a)€ 0 za vsak x€S ... (2).

+
zaradi (1) funkeija S’x(i ) &= [llx = tg.xll 2 g (Z'[ a)] — 0

za t40, pri emer je zaradi (2) ||x & tax]|l = 1 + tL, (£ a) +
+ £ (2 ) ¢ 1+ t8,(* t) za vsak xeS in t eR'. e funkcija
o (t) je torej enaka ltlg(t)
(3i) = (iii) : Ker zaradi (ii) funkecija 5 (£) = o (t)/t —
— 0 za t-0, eksistira za predpisan € e R"' tak tge€ RT,
da je S (t,) <& in je zato llx £ t_ axli<UxN(1 + +,5, (+.))
< ML + tE).

(3i1) = (iv) : Zaradi (iii) je %nﬁi(llx t tax|| - 1)/t) €&
€

za vsak x €S in & eRY, torej po 2.2.7 supReV(t a) <€ za
vsak € € Rt, t.j. supReV(% a) €0, t.j. supReV(a) < 0 <& infReV(a),
t.j. ReV(a) = {0}, kar po 2.1.4.4 pomeni ReV(f a) = {0}, t.j.
supReV(X a) = 0, 0d tod po 2.2.7 sledi (iv).
(iv) = (v) ¢ Zaradi (iv) je po 2.2.7 supReV(f a)<€ 0 in
zato (kot zgoraj) ReV(t a) = {0}, kar zaradi 2.2.7 impli-
cira (v),
Trditve (v), (v?), (vi) in (vi’) so zaradi 2.2.7 ekvivalentne.
Iz (vi) olitno sledi (vii). Iz (vii) pa po 2.2.7 sledi
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supReV(t a)g 0, t.j. ReV(a) = {0}, t.j. trditev (i).
(i) = (viii) : I. Naj bo ¥ = C in aeH?(A). Operator
5 = i'_[‘a, T,x = ax za vsak x€ A, je hermitski element
asociativne kompleksne enotske normirane algebre BR(L) vseh 1li-

nearnih omejenih operatorjev T: Ar> A, saj je zaradi 2.1l.4.4,
2.1.4.2(ii) in (i) Imv( (2),s) = Im[iv(&(A),1,)] =
= ReV( B(A),T,) = RedV(A,a) = Re@8{0} = {0}. Po /13, 9.10/ oz.
po /4, Korolar 6.26.6/ velja zato enakost (ot = 1, = -it) :
T - stsll = 18 [+72 + Ho.T + si2]Y2 = [1 + t2s1®]Y/2 , t.5.
T - ws(aT )Nl = 1+ tzlliwaug]l/?, kar po definiciji norme ope-
ratorja Te@®(A) pomeni enakost supllx + tax|| = [1 + tz(sugllaxli)2]1’/2
za vsak t €R., XeS *e
II. Waj bo ¥ =R in aeH’(A): Realno normirano algebro

(A,Nl.ll) izometridno homomorfno vloZimo v njeno kompleksi-
fikacijo (Ag,Nl.lg) (gl. 0.4.1). Po 2.2.10 je zato ReV(Aq,2) =
= V(A,a) = {0} = {0}, kjer je x> X := (x,0) omenjena vloZitev
algebre A v Ag. Ker je torej 2 eH’(Ag), to po Ze dokazanem (I)
pomeni enakost: sul(:: g+ taglly = [l + (tsupll§§|”2]1/2 za vsak

geS (Ag) geS(Ag)

t €R, To zaradi 0.4.,3(ii) (gl. Opombo) spet implicira trditev (viii),.
(viii) = (ii) : 0O&itno.
(i) = (ix) : Ce velja (i), je supReV(¥ a) = 0 in je "te-

daj" zato po 2.3.7 suplle™™®xll< €0 = 1 za vsak teRr+.
X€S

(ix) = (x) : Implikacijo potrjuje 0.3(viii) in 0.3(vii),
saj velja za poljubni realni Stevili c(,F implikacija:
(o<cx,p41, otp>,1)=>cx =p = 1.

(x) = (xi) : 0&itno.

(xi) = (xii) : Ce velja (xi), je zaradi 0.3(ii)

ebt2x|l < Hx) = ||e"ta(etax)|l$ le®2x|l za vsak t € R in x € A.
(xii) = (xiii) : Zaradi (xii) in 0.3(i) velja za vsak
A= o+ ip (o, pcR) in za vsak x € A ocena |[e*%x| =

= |[e*®ePox || = 1P| .

(xiii) = (xiv) : Zaradi (xiii) in 3.10 velja za vsak

A= + ip (¢, @€R) in x€ A ocena le*2x || = lle*P3x] €

<e liplv(a)

(xiv) = (i) : Zaradi (xiv) je l|ettax||-$ Ixll za vsak t €R"
in je zato po 2.3.6(i) supReV(t a) £ 0, kar pomeni

ReV(a) = {0} (gl. dokaz implikacije "(iii) = (iv)")




5.3 TRDITEV Naj bo (A,l-ll) asociativna normirana algebra nad cobse-
gom § (=R ali C), z enoto ali brez nje. Potem velja :

(1) 1lanA < H'(A) (gl. 0.5.0 in 5.1)

(33) H’(A) je realen linearen, zaprt podprostor prostora
(A, 0.0)

(331) Ce je B netrivialna podalgebra (zl. 0.1.4) algebre A,
je H?(B) = BAH?(A) in zato (gl. (ii)) H?(B)<H?(B)
(zaprtje glede na prostor (A,Il.lI))

(3v) UNe glede na to ali ima A enoto ali ne, velja pri for-
malni adjunkciji enote (gl. 0.5.4 in 0.5.5) za vsak
aeh ekvivalenca: aeH’(A)& A en (R )& aen’ (L) .

(v) % =cC¢ =2H'(A)NiH’(A) € lanA

(vi) Ce je A brez leve enote, velja pri vloZitvi x> X
algebre A v enotsko algebro Eé (gl. 0.5.4) naslednje:

(a) ¥ =Rr=28/(L) = (B (L))
(b) ¥=2cC =>H'(ﬁ‘e) = (H'(A))™ + iRE , pri Gemer je

vsota direktna (enoliéna izraZava vsote), &e je
lanA = {0} (gl. 0.5.0); tu pomeni i = {2 : ae A} in
(B2 (M) = {8 : aeHr (M)} .
(vi?) Ce ima A levo enoto e, velja ekvivalenca: (k,afk}v(ﬁé)¢$
& (e + a)eH(A)

Opomba Iz dokaza je razvidno, da veljajo tolke (i), (ii) in (v)
tudi za neasociativno normirano algebro nad obsegom ¥ .

Dokaz: (i) O&itno (po definiciji).
(ii) Realna linearnost sledi iz 2.1.4.4 in 2.1.4.5 . Doka-
%imo Se zaprtost prostora H’(A) ! Naj bodo a € H*(R)
in a, - a za n—c, Vzemimo poljuben xe S in feD(x) in naj bo
A= f(ax) ter A, = f(ax). Torej je A € V(an) in zato Reln =0
za vsak n e N, kar pomeni |ReAl = JRe(a AN g A=) =
= |f(ax - a x)| < Ifllla - a llixll = lla - a | = 0 za n-wo, t.j.
ReA = 0 za vsak aeV(a),
(iii) Po 2.3.3 je coV(A,b) = ToV(B,b) za vsak be B,
(iv) Ne glede na to ali ima A enoto ali ne, velja po
2.3.2 ekvivalenca: ReV(A,a) = {0}& ReV(Eé,ﬁ)
= Rev(ie,-a) = {0},
(v) Naj bo a€H’(A) in a = ib, kier je tudi be H?(A),
Potem je ReV(a) = {0} in po 2.1.4.4 tudi ImV(a)
= Im(iV(b)) = ReV(b) = {0}, t.j. V(a) = {0}, kar po 3.12’ pomeni
a € lanA,

{0} &
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A

(vi) Po 0.5.4 je poliuben §e A oblike ? = IR, m) =
= (a,a) + N = (0,2) +A(1 0) + £ = 8 + A8 in je zato
po 2.2. 5(111}, ?.9.5(v11‘) ter 2.3.2 V(K;,(K,aJA}
V(A ) +{A} = Tov(r,a) + {A}, kar pomeni ekvivalenco:
&PV(“ (1 a)') = {0} & ReV(A,a) = {-ea} ... (1). Ker ie A breg
leve eﬁo1e je zaradi 2.3.11.2in 1.5 Q€ V() ,7), kar nomeni za-
radi (1) ekvivalenco (A,2) ¢ U'(?ﬂ)@# Red = 0 4n g€ i*la) ...{(2)-

Tolka (2) dokazuje (a) in prvi del trditve (b).

Ce je (&,2)" = (&',2")" (t.j. & +a€ = B + W), je
supf(a - a’)x + (A - 2a")x|| = 0 in je torej (2 - 2')x = (A’ - A)X
xXeS
za vsak x€ S, Ker A nima leve enote, to pomeni A’ - A = 0, ft.].
(a - a’) € lanA, Ce je toreji lanA = {0}, je zato vsota
(7 (a))" + iRE direktna.

(vi?) Ansalogno kot v dokazu toéke (vi) urotovimo: (A,aJAG
eH*(fx‘e)© ReV(A,a) = {-Rea}&ReV(A,a+ae) ={0}&=> (a2 +ae)elH (1),

5.4 I7REK (lazstnosti levo-poSevno-hermitskih elementov)
(1) Ce je (A,N.Il) normirana algebra (asociativna a2li ne,

z enoto ali brez nje) nad obsegom F (= ® ali C) in

aeH’(A), je supllx + tax||21 za vsak teR.
X€S

Ce je (A,N.N) asociativna normirana algebra (z eno-
to ali brez nje) nad obsegom F (= R ali C) in

aeH’(A), velja Se:

(31) (a) Eksistira lim sup"anxﬂl/n = 9(a) in je

neN xeS
N —»o0
9(a) = inf mupna”xnl/n = r(a) = supllax|l ter je
nell xeS8 Xes

zato tudi

(b) supllax|| = supllax||® za vsak neN.
FES xes

(233) Ce je a # O in de eksistira tak nelN, da je n»2 in
a = a (ge je npr. a nenicelni levo-poSevno-hermitski

idempotent), potem je supllax| = 1 .
xe€S

(3v) Ce eksistirs tak neN, da je a = 0, je ae€ lant
(gl. 0.5.0)
(v) a? je levo-disipativen element algebre A, t.i.

a? € D(A)
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(vi) Ce je P polinom s koeficienti iz obsega ¥, ki ima le

realne niéle, je sup||P(a)x]l = |P(isuphaxi)| , kjer
X€S X€S

n
za polinom P(A) = Z?\kkk definiramo P(a)x =
k=0

?Lx+Z'z\ax.
k=1

(vii) T = ¢ =r(a) = v(a) = suplaxll :50(&1) (g1. (ii))
XeS

(viii) Ce je (A, N.l) Banachova algebra nad obsegom F (= R
ali C), je G(A,2) < iR, kjer je GJR(AR,a)C{O}
(81; 1.2.2 in 1.5).
(ix) Ce je (A,l.l) kompleksna Banachova algebra, velja:
(a) OB(a,2) c{0}UV(A,2) in V(A,a) € coB(4,a) C iR
(b) Ce ima A enoto (dvostransko - njena norma je lahko # 1)
ali pa je brez leve enote, je co G(A,a) = V(A,a)CiR.
(b*) Ce je A brez leve enote, je coB®(A,2) = cod(ﬁe,’é‘)
= coG(L,,8) = V(4,2) < iR,
(c) (arecC, Imk)O) = qup"e x || = (Imx)supV(A,ia)
Xe€

(e?) (reC, ImagO)=> supllelaxll - ¢(Ima)infV(4,1ia)
xeS
(d) Ce je B podalgebra algebre A in aeB £ {0}, je
G (B,a)C {0lU G'(A,a)
(e) Ce je A brez leve enote in je G(A,a) ={a}, je 2, =0

in a€lanA (gl. 0.5.0).

Dokaz: (iX): Naj bo (A,N.ll) kompleksna asociativna B-algebra,
ael’(a) in k= 1ia ... (1).
I. Naj ima A enoto e: B-algebro (A,l.Il) renormiramo do enotske
normirane algebre (A,ll.ll), lvlly = igg}lbxll za vsak b €A,

(ki jo kratko ozna&imo 2z A-l) in jo nato po potrebi izpopolnimo do
(kompleksne, asociativne) enotske B—algebt‘e (%, 0. IIl), ki jo krat-
ko oznacimo z Al. Ker je vloZitev X > X algebre A v Al homomorfi-
zem, ki preslika enoto e algebre A v enoto ® algebre Al, je
G(21,X) < G(A,x) za vsak xe A ...(2). Zaradi (1), 2.1.4.4,
2.2.5(i) in (vii’), 2.2.9 in 2.3.1 je ImV(%,,}h) = Im[iV(Z;,3)]

= Rev(Kl,'é’) = ReV(A,,a) = ReCoV(4A,a) = Red5{0} = {0}, t.3i. B je
hermitski element asociativne kompleksne enotske B-algebre
(Kl,ll.illi in je zato po /3, Korolar 2.5.11/ 006’(-1{1,“131) = V(Kl,ﬁ)c
CR ...(3) ter po /4, Teorem 6.26.2 P(le) = "?1“1 .
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Zaradi 2.2.5(i) in (vii’), 2.2.9 in 2.3.1 je R D V(Ay,h)
= V(Al,h) = goV(A,h), kar zaradi (1), (3), spektralnega teorema
in 2.1.4.4 pomeni co G(Hl,ﬁ) = goV(a,a) < iR ...(B). Iz (2),
(5) in2.3.11.1 sledi GoV(A,a) = coG"(A ,8) € coB'(A,a) € ToV(A,a)C
< iR, ‘t.j. ooG’(A.,,a) = coG(A,a) = coV(A a)c iR ., (6) kar za-
radi 2.1.4.3 (V(a) povezana mnozica) dokazuje prvi del trditve
(ix)(b).

Ker je vlozitev x> X algebre Al v El izometriéni homomorfi-
zem, je zaradi (1) in (4) r(ﬁl a) = r(Al,la) = r(A],h)
= r(Al,h) —\lh“l - Hlaﬂl = llally -os{T)s kar po 3.2(v) in po

definieiji norme ||. Il1 pomeni : g)(a) := inf sup“an:-clll n -
nell xeS
= 1im suplla™]|/? - r(Ay,2) = lally = supllaxll ...(8). Zaradi (6)
n—>00 ¥eS X€S
sledi po /5, Teorem 1.5.8/ enakost r(Al,a) = maxk?(ﬁl,g)l =
= max|G'(A,a)] = r(A,a) = max|CoV(A,a)] = sup|V(A,a)l= v(a) ...(9)
Iz (7), (8) in (9) sledi 9(a) = r(a) = supllaxll = v(a) ...(10).
XES

II. Naj bo A brez enote: B-algebro (A,ll.ll) homomorfno vloZimo
v enotsko (kompleksno, asociativno) B-algebro (Z,Il.Il)

(gl 0.5.5). Zaradi (1), 2.1.4.4 in 2.3.2 je zato ImV(E_,h) =
= [1V(Ae,a)] = ReV(E ,a) = RecoV(A,a) = Recoi{0} = {0}, t.j.
h je hermitski element asociativne kompleksne enotske B-algebre
(X ,0.1) in je zato po /3, Korolar 2.5.11/ COG?(A ,h) =
= V(A ,h) € R ...(11) ter po /4,Teorem 6.26.2/ r(Ae,h) = I%],
kar Zaradl (1) pomeni r(Ae,a) =lalt ...4(12). 1z (1) in (11) sle-
di po spektralnem teoremu in po toékah 2,1.4.4 ter 2.3.2 enakost
co @(K,,8) = Tov(A,a) € iR ...(13). Po 1.13 je G(A,,3) C
cs‘(?fe,a)c: G(A,2) ...(14) in po2.3.11je G(A,a)C {0}U ToV(A,a)...
.+.(15).

Tolke (6), (13), (14) in (15) zaradi 2.1.4.3 dokazujejo trdi-
tev (ix)(a). Ce je A brez leve enote, je p0o2.3.11.2 G(A,a) C
c ©oV(A,a) in je zato po (13) in (14) co B(A,a) < ToV(4,a) =
= coG'(A ,a) C‘.)co(:?'(A ,8) € coBG(A,a) C iR, t.j. coG’(A ,8) =
= coG‘(Ae,a) = 0 G‘(A a) = coV(A,a) € iR ...(26), kar zaradi
2.1.4.3 dokazuje trditev (ix)(b’) in s tem tudi drugi del trditve

(ix)(bv).

Po 3'2(v)! (12) in Oa5-6.l je 9(&1) .= inrfq' Su‘p"anx"]‘/n i
neN XeS

= 1lim sugllanxul/n = r(Ke,a Ehall = sugllaxll e I § 1

n-o00 X€
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Po /5,Teorem 1.5.8/ slede iz (1%) enakosti r(Ké,ﬁ) =

= maxk?(ie,é)\ = sup|V(A,a)l = v(A,a) ...(18) in analogno je
zaradi (14) v(A,,3) ¢r(A,a) ...(19). Zaradi (15) je r(4,a)<
£ v(A,a) ...(20). Iz (17), (18), (19) in (20) sledi g)(a) 2

- supllax|| = r(Ke,E) = r(A,a) = v(4,a) ...(21).
XeS
(c), (c’): Zaradi (1) in (11) je co(ﬁ(ﬁe,zg)

1.12, 2.3.6(i) in 0,5.7(ii) pomeni enakosti inf 1n suplle

;Tégnl/t _

il

V(X ,ia), kar po
= tia, 1/t

= maxRe G(A_,1a) = maxReV(E_,ia) = sup 1n suplle
© teR"  ges(A,

tianl/t tiaxnl/t

= sup 1n suplle . Ker je torej

teRT xeS(A)

inf(...) = sup(...), je po 2.3.2 1n suplle
teRt teR xe S

= maxReV(A_,ia) = maxReGoV(A,ia) = supReV(A,ia), t.j.

suplle¥@x|| = etsupReV(A,ia) ;4 vsak te RTUIO} ...(22). Ce ima A
x€S

enoto, je po todki (ix)(b), po spektralnem teoremu in po 2.1.4.4
co®(A,ia) = ToV(A,ia), kar zaradi 2.3.16.3% pomeni, da velja
relacija (22) tudi v primeru, ko ima A enoto ...(23).

Naj bo A =& + i , kjer sta ot,F,eR in (3%»0. Potem sledi iz

= igg+1n”e

tiax“l/t = konst. =

5.2(xiii) enakost |le*Zx|| = Heiﬁag“ za vsak x€ A in je zato po
(22) in (23) suplle*®x|l = suplleP*?x|| = epsupReV(A,la) . To doka-
X€S XeS

zuje todko (c).
Naj bo A = o + ip, kjer sta &,»€R in B< 0. Potem je >0
in ker je po 5.3(ii) tudi -aeH’(A), je zato po pravkar dokazani

todki (c) in po 2.1.4.4 suplle?®xll = sup”e("’L (—a)xu =
X€S X€eS

_ g(~p)supReV(A,-ia) _ e(—p)(—infReV(A,ia))’

tev (c?).

(d): Po 5.3(iii) je H?(B) = BNH’(A) in je zato po spektralnem

teoremu in po Z%e dokazani todki (ix)(a) 6'(B,ia)<C R, kar zaradi

1.9.3 pomeni G (B,ia)c G(4,ia)U{0}, 0d tod sledi trditev (d)

(spektralni teorem).

(e): Zaradi (ix)(b) je "tedaj" V(A,a) = {A}, kar zaradi

3.16(i) in (i’) pomeni A, = O in a €lanA,

(viii) Ce je ¥ = C, je po (ix)(a) G(A,a) C iR ...(24).
Naj bo ¥ = R. Po definiciji 1.4(ii) in (iii) je
G(A,a) = G (Aq,3), kjer je x+> X vlo%itev algebre A v njeno
kompleksifikacijo Ag ...(25). Ker je aeH’(A), je po 2.2.10

kar dokazuje trdi-
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EG.HYAC) in je zato po (24) G§(An,§)<: iR ter zato po (25)
tudi G’(A,a) < iR,
Po 1.6(iii) je zato Gp(Ap,a) = RNG(A,a) € RNiR = {0}.

(vii) Ce je (A,N.l) B-2legebra, dokazujeta naso trditev
toéki (10) in (21). Ce algebra (A,l.IN) ni poln pro-
stor, jo izpopolnimo do B-algebre (A,N.ll), kjer je vloZitev
X > X algebre A v A izometridni homomorfizem ...{(26). Ker je
R :={% : x €A} gosta v &, je zato S(R) = (S(A))° (gl. dokaz
todke 2.2.9) ...(27). Ker je a €H?’(A), je po 2.2.9 32 e€H’(R) in

je zato po (10) in (21) SD('E;) = sup“a)f“ r(5,2) = v(L,8) ...(28).

Zaradi (26) in (27) je supll® f“ = sup“a "l za vsak neN, kar po-
§eS R) xeS(A)
e Sa(?l‘) =@(a) ...(29). zaradi (26) je r(L,8) = infl8P /" -
neN

= inf"anﬂl/n = r(A,a) ...(30) in po 2.2.9 je v(A,q) = v(A,a)...
neN

«e.{31). Tolke (28), (29), (30) in (31) dokazujejo trditev (vii)
tudi v primeru, &e (A,Il.l) ni poln prostor.

(vi) I. Naj bo T = C: Ker ima polinom P le realne niéle,
ima polinom Q, Q(A) := P(ir) za vsak aA€C, vse nille
na imaginarni osi ...(32). Ne glede na to ali ima A enoto ali ne,
vloZimo (formalno) normirano algebro (A,ll.ll) v enotsko normirano
algebro (ﬁe,ﬂ.“), kjer pomeni x + % vloZitev algebre A v A

(gl. 0.5.4)., Po 0.5.6.1 je ||l = suPHaxH in P2 = sup“P(a)xH_"
xeS xeS

.+..(33). Ker je a€eH’(A), je po 2.1.4.4 in 2.3.2 (gl. dokaz trdi-
tve (ix) - todki (3) in (11)) TmV(A_,-i8) = {0}, t.j. -if je
hermitski element asociativne kompleksne enotske normirane algebre

) ...(34). Po /13,Posledica 9,117/ sledi iz (3%2) in (34)
enakost ||Q(-i8)|l = |Q(I-i2l)] , kar po definiciji polinoma Q pomeni
B2 = |P(ill2N)] ...(35). Todki (33) in (35) dokazujeta trdi-
tev (vi) za primer, da je ¥ = C.

II. ¥ = R: Realno algebro (A,ll.Il) lahko izometridno realno

homomorfno vloZimo v kompleksno algebro (AC,H.HC) (gl.

0.4.1). Ce oznadimo z X sliko elementa x € A pri tej vlozitvi, je
po 2.2.10 ReV(Ay,2) = V(A,a) = {0}, t.j. 8eH*(A,). Po pravkar
|P(isuFH§$HC” , kar zaradi

E&S AC

dokazanem je zato su HP(a)fHC
g5 (10

0.4.3%3(ii) spet potrjuje trditev (vi).
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(v) I. Naj bo (A,N.lIl) B-algebra: Ker je a€H?’(A), velja za-
radi 5.2(xii) za vsak xe€S(2), feD(A,x) in t €R ocena
1l = ” etax ":}'f(eta}c)l = lf(x) + tf(ax) + (t2/?).f(a2}{) o

o k
B N O T E S )

kjer je 1 = f(x) (saj feDdD(x)), f(ax) = ip € iR (saj je aeH?(A))
in f(a%%) = 2( + i), wpeR ...(37) ter P(t) -
oo

I w3 k
| 2 b (a0 € :40 16° a3 = jay®eth=l . (38).

Tz (36), (37) in (38) sledi ocena 13 [(1 +at”)? + (pt + pt?)]

1/2_
— t3nandettel 4 5. 1 & 2t3jandethal 4 8 yayBe?BNA 5 1 o ogt? 4

v %t 1 p%4° + 2ppt + pott 2 1 4 (204 pO)t° + 2ppto, t.i.
(za t»0) 032+ p°, t.j. Ref(a’x) = 20 -p°g O za vsak x €S in
£feD(x), t.j. ReV(A,2%) C (-00,0].
JI. Ce algebra (A,ll.ll) ni poln prostor, jo izometriéno homomorf-
no vlo%imo v njeno izpopolnitev (A,l.ll). Po 2.2.9 se pri
tej vloZitvi x — ¥ algebre A v A levo-poSevno-hermitski elementi
ohranjajo, t.j. (H?(4))°c H'(X). Ker je torej S e¢H?(T), je po Ze
dokazanem 22 = %2 eD(L) in je zato po 2.2.9 tudi a” € D(A).
(iV) Ker je a" = 0, je r(a) = inflaNY/* = 0 ...(39).
keN
1. Ce je ¥ =C, je zaradi (39) in Z%e dokazane todke
(vii) ax = O za vsak xeS, t.j. aelanA.
II. Ce je ¥ =R, vloZimo algebro (A,W.ll) izometridno homomorf-
no v njeno kompleksifikacijo (Ay,ILll ). Ker je a® = 0, je
zato tudi 8" = (a®)" =0 ...(40). Ker je a€H’(A), je po 2.2.10
tudi & €H’(Ay) ...(41). Po pravkar dokazanem je zaradi (40) in
(41) alelanAC in ker je vlo%itev x v~ X homomorfizem, to pomeni

a € lanA,
(ii)(2) Po 3.2.(v) je .9(a) = inf sup(...) =
nelN xeS

= 1lim sup“anxﬂl/n ...(42).
n-»00 xeS

I. Ce je ¥F=20C, je trditev (ii)(a) vsebovana ¥ Ze dokazani
todki (vii) ...(43).

TJI. & = R: Naj bo x+> X izometridno homomorfna vloZitev real-
ne algebre (A,ll.ll) v njeno kompleksifikacijo (AC’u'“C)

(gl. 0.4.1). Zato je r(3) infll'é‘nnl/n inf"anlll/n = r(a) ...(44)
nelN nelN
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in po 0.,4.3%(ii) je qu}:“"“ “ = suj ]Ie)lnxﬂ za vsak ne N ...(45).
Xeu A

Ker je ae€H’(A), je po 2,2,10 tudi 8 eH’ (A ) in je zato po (43%)
r(8) = sug)ll'é.’)fll ...(46). Traitev (ii)(a) sledl iz (42), (44),
EES AC

(45) in (46).
(b) Ker torej velja (ii)(a), je sup“anxlll/n 3 rla) =

xed
= supllaxll in po dru-i strani je tudi o&itno suplla™x||
Xes XeS
(supiaxi)™  (t.7. NTISUTLIT, XKjer je T, ¢ B(4), = ax
x€

za vsak x €A).
k
(iii) Ker je a" = a £ 0, je a = a # 0 za vsak ke N in je

kyn=-k -k
zato po 3.2(i) r(a) = 1limlla® “n = limllall® = 1
k — 00 k — 00

kar zaradi (ii) potrjuje (iii).

(i) Sledi iz 5.2(v?).

5.5 Posledica Naj bo (A4,lI.Il) asociativna normirana algebra nad
obsegom ¥ (=R ali C) z enoto ali brez nje. Potem velja:
(1) v(a) = 0= r(a) = supllax)} in suplla”x|l = supllaxii® za
veak # N, X€S xeS xeS
(3i) Ce je P polinom s koeficienti iz obsega ¥, P(0) = 0 in
e sta a, P(a)eH’(A) (npr., de je v(a) = v(P(a)) = 0),

je sugllaxils sup{lal: ae€R, P(ia) e iR},
x€

Opomba: Ocena (ii) Jje eksaktna, saj eksistira polinom P z real-

nimi koeficienti in eksistira realna asociativna enotska
B-algebra (A,Nll) in tak aeA, da je v(A,a) = v(A,P(a)) = O ter
Nall = sup{lAl: A€R, P(ia) € iR}.

Dokaz: (i) Sledi iz 5.4(ii), saj je "tedaj" a€eH’(A).
(ii) I. Naj bo (A,l.l) B-algebra. Ker sta a, P(a)e H?(A),
sta po 5.4(viii) G(a),G(P(a))ciR ...(1) in po

5.4(ii) je supllaxll = r(a) ...(2). Ce je 8.66’(&), je po (1)
X€S

M= i1, kjer je A€R in po spektralnem teoremu (kompleksifikacija,
e je F = R) je zato zaradi (1) tudi P(iA) = PQ.L)G P(G’(a))
= @ (P(a))C iR. Torej je G(a)c fid : aeR, P(ir) € iR}. To zara-

di (2) in 3.2(vii) pomeni supllax|| = r(a) = max|G'(a)| £
x€eS



<sup{lal: aeR, P(ir) e iR},

II. Ce (A,).]) ni poln prostor, ga izometriino homomorfno vlo-
zimo v njepovo izpopolnitev (A,l.1). Ce oznadimo pri tej
vio%itvi z X sliko elementa ¥ €A, veljata po 2.2.9 enakosti
SovV(A,8) = FoV(A,a) in doV(A,P(B)) = Gov(E,(P(a))®) = Tov(a,P(a)).
Ker sta a, P(a)e H’(A), sta zato tudi &, P(2)e H?(R). Torej

je po I. Fﬂafﬂ ¢ sup{ial: aeR, P(ia) € iR}, pri demer je
ges 1

supl|2¢ll » supllag| = Fﬂaxu, saji je vlozitev x+> % izometriéni

g €S(A) xeS(A) x€S

homomorfizem.

Utemeljimo opombo. Za A lahko vzamemo prostor C kompleksnih
§tevil in za normo absolutno vrednostl.| . Ker je (C I-l)TnglOtBka
2-dimenzionalna B-algebra z bazo {1,i} , je po 2.2.5 V(C,c) =
= {f(c) : £€D(C,1)} za vsak c €C, Naj bo f linearen funkcional,
£(1) =« in £(i) =p. Ce je feD(C,1), je o = 1inp=0 (sag je

tedaj 1 = )|f]] = sup]f(eit)| = mex)|cost +‘551nt| (1+P )1 2)
teRr tGR
2

Zato element a := i in polinom P, P(A) =‘A6n A, ustrezata nasi
trditvi.
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6. HERMITSKT ELEMENTI KOMPLEKSNE NORMIRANE ALGEBRE

V tem odstavku je (A,l.l|]) netrivialna kompleksna normirana alge-

bra (ne nujno asociativna), kjer ima lahko A enoto ali pa je
brez nje.

6.1 DEFINICIJA FElement h €A imenujemo levo (desno) - hermitski,
e je ImV(A,h) = {0} (oz. Ide(A,h) = {0}). MnoZico vseh
levo (desno) - hermitskih elementov algebre A oznadimo s

H(A) (oz. s Hy(A)). Po 2.1.4.6 je oitno Hy(A) = H(A®)

(8l. 0.1.3)

6.2 Trditev H(A) = iH?(A) (gl. 5.1)

Dokaz: Po 2.1.4.4 je ImV(A,h) = ReV(A,-ih) .

6.3 Trditev Ce je (A,N.I) realna normirana algebra in preslika-
va x> X vloZitev algebre (A,ll.ll) v njeno kompleksifikacijo
(gl. 0.4.1), velja za vsak a €A ekvivalenca: aeH’(4) &

& i¥ eH(Ay). Torej je (H'(4))° C iH(4g) .

Dokaz: Po 2.1.4.4 in 2.,2.10 velja za vsak a € A enakost
ImV(Ag,i8) = ReV(An,8) = V(A,2) .

6.4 TRDITEV Naj bo (A,N.l) kompleksna asociativna normirana
algebra z enoto ali brez nje. Potem velja : ‘

(1) 1lanA € H(A) (gl. 0.5.0)

(33i) H(A) je realen linearen, zaprt podprostor prostora
(a,0.1)

(3233) Ce je B netrivialna podalgebra (gl. 0.1.4) algebre A, je
H(B) = BNH(A) in zato H(B)C H(B) (zaprtje glede na
prostor (4,I.11)) '

(3v): Ne glede na to ali ima A enoto ali ne, velja pri formalni
ad junkciji enote (gl. 0.5.4 in 0.5.5) za vsak he A
ekvivalenca: he H(A)& T ¢ H(Ke) &Sh GH(Ke) .

v) H(A)NiH(A) € 1lanA

(vi) Ce je A brez leve enote, velja pri vlozitvi xw— ¥
algebre A v enotsko algebro Ké (gl. 0.,5.4) enakost
H(Ké) = (H(A))A + R€ , pri temer je vsota direktna
(enolidna izraZava vsote), Ce je lanA = {0} (£1.0.5.0).

(vi?) Ce ima A levo enoto e, velja ekvivalenca: (a,eﬂﬁeﬂfﬁé)¢$
& (re + a)el(A), kjer je o8itno ee H(A),
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Opomba Tocke (i), (ii) in (v) veljajo tudi za neasociativno
kompleksno normirano algebro (gl. opombo k trditvi 5.3).
Dokaz: UposStevamo trditvi 5.3 in 6.2 .

6.5 Opomba Pri vlopZitvi x+=» % := (0,x) kompleksne normirane

algebre (A,ll.ll) brez enote v kompleksno enotsko normirano

algebro (Ae,ll.lll) , kKjer je .f'-e = C X A adiungirars azlgehra
z enoto e = (1,0) ir ||(A,a)[l] = |a)+ Hall za vsak (A,a)€ Ay, se
hermitski elementi ne ohranjajo, saji je H(A ) = Re in zato

(H(4))Nw(a,) = {o}.
Opomba: glej 2.3.2° !

Dokaz: Po defiriciji norme |l .Il; velja za vsak (x,2) € A, enakost
He + it(a,2)lf; - 1 (1 + ita,ita)]]; - 1

t t
_ 11 + ital + litall - 1
t
kompleksna enotska normirana algebra, velja po /3, Lema 2.5.2/
oziroma po /13, Tzrek 9.3%.6(iv)/ ekvivalenca (asociativnost alge-
1im JL*+ ital v Itldal -1 _ 4

za vsak t € R\{0}. Ker je (Ae,ll.lll)

bre A ni bistvena): (A,a) € H(Ae)@

teR,t0 T
...(1). Ker je 1im 11 + ital + itblall =1 _ 4, 11+ dital -1
40 T 40 2
+ lall in 1im Ji* ital + Itkllall -1 _ ;11 + ital - 1 ~qall
10 ¥ £10 t ;
sledi zaradi (1) ekvivalenca: (a.,a)EH(Ae)@[li_m 11+ rgz.l -1 _
£40

= -flall in Lin 11+ ig” At pS Ilall} ...(2). Naj bo A= o+ ip,
o,B€R. Potem je (dvostranska limita) lim 11+ i?" =B .

teR

£=+0

i 10 = )%+ (10022 - 3

t 0 t
ekvivalenco: (o + ip,a) e H(A) S ‘—(b = =lall in -p = Jal)
& ‘{5: 0, a = 0). Torej H(A) = Re .

= -p - To pomeni zaradi (2)

6.6. I7REK (karakterizacija levo-hermitskih elementov) Naj bo

(A,I.1l) kompleksna normirana algebra z enoto ali brez nije
(ni treba, da je A asociativna). Potem so za vsak h €A ekvi-
valentne naslednje trditve:
(1) h e H(A)
(31) ReV(A,a+ih) = ReV(A,a) za vsak ae€A
(33°) ImV(A,a+h) = ImV(A,a) za vsak ae A
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(fl.ii) Za vsak x € A eksistira funkcija o,: R =R 2z lastnostjo
= + ithxll € xi(1 + ox(t)l za vsak t € R, kjer je
1.im[ox(t)/t]: 0 (dvostranska limita eksistira in je
=0

= 0),

(3v) %2 vsak xe A in €€R’ eksistira tak by RY (odvisen
od ¢ in x), da je llx £ it bx|l<ixN(1 + t &) .

(v) supllx + ithx| = (1 + tzsupllhxﬂg)l/z za vsak t€ R
KES XE€S

(vi) j.ngi(]tx t ithxll - 1)/t) €0 za vsak x €S
teR
xeS teRt teRt xe§

- . W . i. ; _— L] - ‘.t‘ -

(viii) sup 1imlX 11%1'1}:“ 1l = 0, (vigi’) lim Supllx 1§hxﬂ t S
xeS t40 ’ ty0 xeS

(ix) 1im Mx £ ithxll - 1 £0 za vsak xe€S

ti O t
Ce je nadalje (A,ll.]]) kompleksna asociativna B-algebra, potem so
trditvi (i) za vsak he A ekvivalentne 8Se naslednje trditve:

(x) suplleithx|| {1 za vsak t eR

xeS
(xi) supllelthx|| = 1 za vsak teR

X€S
(xii) llelthx||g uxu za vsak te€R in za vsak xe€ A
(xij1) lleithx|l = yx|l za vsak t e€R in za vsak x €A
(xiv)  lle*hx|| = Jle(BReMhx|| za vsak A€C in x €A
(xv) lleAx || € nxje | ReAl v(A,h)  za vsak A €C in x el

(gl. 3.1(ii)).

Dokaz: (i) = (ii): Naj bo heH(A). Potem je tiV(h) < iR in je
zato po 2.1.4.4 in 2.1.4.5 ReV(a+ih) < Re[V(a) + iV(h)] =
= ReV(a) = ReV(a+ih-ih) < Re[V(a+ih) - iV(h)] =

= ReV(a+ih).

(3i) = (i): %a a = 0 dobimo po 2.1.4.4 enakost ImV(h) =

= -Re[iV(h)] = -ReV(ih) = -ReV(0) = {O}.

(ii)e (ii?’): Po 2.1.4.4 je ImV(x) = ReV(-ix) za vsak xe A,
Ekvivalenca todk (i), (iii), (iv),...,(xv) sledi iz 6.2 in 5.2
ter 6.4(ii), e upoStevamo, da je (x + i{!.)h = (@- ia)(ih) za
vsak tx,peR.

6.7 IZREK (lastnosti levo-hermitskih elementov) Naj bo (A,l.l|l)
kompleksna normirana algebra (ne nujno asociativna) z enoto

ali brez nje in h €eH(A). Potem velja:
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(1) ix + ithellguxnl « t24ni?)Y?2 za vsak x A in teR
(i) supllx + ithxll>1 za vsak teR

X€S
Ce je (A,Nl.)1) asociativna kompleksna normirana algebra (z enoto

ali brez nje) in h€l(A), velja Se:

(313) oup”h”x" = supllh‘run za vsak n €N

(iV)* sup|lhxl|] = v(h) = r(h) (gl. 3.13 lahko je r(h)< lIhll )**
XES

(v) Za vsak A €C\O} eksistira lim supl||{(1 + }\h)n}{lll/n in
neN xeS
n=»>00
je lim sup”(] + xh)px”l/n = inf qupll(l + :\.h)rxﬂl/n 2
n-»00 X €5 neN xéS
= supllx + anxl|| = (2/1a)) [(Im}l)2 + supll(ReA)x +
X€S 1/2 €S
+ lxlzhx"z] . karakterlzacn.aa leve—hermltskostn. ele-

menta h, kjer definiramo (1 + ah)Px = x + 5_‘_( )(a.h)ax .

(vi) Ce je Q polinom s kompleksnimi koeficienti, ki ima
nidle le na imaginarni osi (Q(a) = 0= Rea = 0), je

supllQ(n)xll = |Q(suplinxii)] = 1r(n))| , kjer za poli-
X€S XeS

n
nom Q(a) := Z cJ;\,J definiramo Q(h)x = c X + anl'ﬂx .
j=0 =1

(vii) Ce je P polinom s kompleksnimi koeficienti, P(0)
in 8e je tudi P(h) e H(A), velja ocena: r(h) = v(h) =
= supllhxll sup{ial: a2 eR, P(n) € R}.

x€S
(viii) —n? je levo-disipativen element, t.Jj. (- h2) € D(A)
(ix) Ge je h # 0 in de eksistira tak nelN in A€C, dz je
n»2, Al =1 in h® = 2h (&e je npr. h nenidelni
levo-hermitski idempotent), potem je suplihx])| = 1 .
XeS
(x) le eksistira tak neN, da je h™ = 0, je helanA
(g2 0.5.0).
(x3) Ce eksistira tak ne N, da je tudi h"e H(A), je

V(RN C[Vv(n)] ™ :={aA" : aev(n)}
(xi’) le eksistira tak lih neN, da je h™ e H(A),
V(h?) = [V(n)] ® s={a" ¢ aeV(n)}
Ce je (A,Il.Nl) asociativna, kompleksna, Banachova algebra (z eno-
to ali brez nje) in he€H(A), velja Se:

¥ gl. OPOMBO na str. 81
**gl., 13.1.10(13), 13.2.4(17) in (17'), 13.2.5(25), 13.3.6(12), 13.4.7(16)
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(xii) G(A,h)c {03UV(A,h) in V(A,h) € coG'(A,h) C R
(xjii) Ce ima A enoto (dvostransko - njena norma je lahko

# 1) ali pa je A brez leve enote, je coB(A,h) =
V(A,h) € R in je tedaj zato minG(A,h) = infV(A,h) =

~-1n sup”e”hxu ter max(?(h,h) = supV(A,h) =
X€ED

1n sup”ehx“ @
XES

(xiv) Ge je A bres leve enote, je co@(A,n) = coG(RH) -
= COG)(J'_‘AeyT'J) = (A,hj c R (gl, 0.5.4 in 0‘5.5,‘

(xv) (rnec, Reay0)= supllerhx|| = e(Rera)supV(A,h) | 7ato
X€S
je supV(A,h) = 1n supl!ehx“ ‘
XeS
(xv?) (LeC, Reag0) > suplle’“hxll = e(Re;\)lan(ﬁ_,h) . Zato
xXeS
je infV(A,h) = -1n suplle™ x|l .
xeS
(xvi) Jixp(ith)x||€ 2Nx]l| 2za vsak te€R in xe A (gl. 1.15).
(xvii) sup sup|lethx|l<co& h e1ans (gl. 0.5.0)

teR xeS

To v posebnem pomeni: supl|lixp(th)|[<c0e = h = 0 .

Opomba: Primerjaj 3.11 !
i1i) Ce je f funkcija C+>C, ki je holomorfna na okolici
spektra G'(A,h) (npr. f cela funkcija) in je £(0) = 0O
ter f£(h)eH(A), je V(A,f(h)) < co[{oyU E(V(A,n))] .
(x:'tx)*** |sin r(h)| £ r(sinh) £ v(sinh) ( sug"(sinh)x“\( 1
xe

(xv

(xx) r(h

£ (/2)= r(sinh) = sinr(h)
(xxi) «r(n) =

(X/2) = r(sinh) = v(sinh) = sugll(sinh)xll = §
xe

e

(xxii) Ce je B podalgebra algebre A in h e€B # {0}, je
G (B,h) C {0}UG(A,n).
(xxiii) Ce je A brez leve enote in je G (A,h) = {AO}, je

A, = 0 in h € lanA (Zl. 0.5.0).

¥ OPOMBA: Tudi, Se A ni asociativna, je supllhx|l= v(h) (gl. (iv)), saj
za operator T,, T, x=hx, velja T,eH(®(A)), ker je V(@(4),T,)=CoV(A,h).
Dokaz: (i), (ii): Sledita iz 6.6(v).
(iii), (iv): Po 6.2 in 6.4(ii) je a := iheH'(A), kar za-
radi 5.4(ii)(b) oziroma 5.4(vii) dokazuje naSi trditvi.
(v): Po 6.4(iv) je i EI!(K@) in veljajo zato po /13, Izrek 9.10 -

***Lahko je llsinh||>1; gl. 13.1.10(14), 13.3.6(13) in 13.4.7(17) !
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postavimo &= 1 in p=a/ (gl. /4, Korolar 6.26.6/) in po
0.5.6.1 enakosti r(2 + ah) =18 + ahll = LM[(Im)_l)

+ [ (rea~1)E + BI2]Y? - (lAl/le)[(ImA*)z l(re )8 ngHE]
I ()2 + J(Rea)e + WPRI2)Y2 S [(1ma)2 +

+ sup|[(ReA)x + MJ?th2]1 /2 ...{1) . Po 0.5.6.1 je He + ahll =
XeS

supllx + ahxll ...(2). Zaradi 3.1(i) in 0.5.6.1 je tudi
XES

r(€'+.&ﬁ) = r((e + Aﬁ)ﬂ) = inf“[(e + lg)*]nul/n =
ne B
= infl“(e + Aﬁ)n]”nl/n = inf,“} # é& (Q)Ajha] “ l/n::
ik -
= inf sup”x + :E:( )Aﬂh3x"]Jﬁl.— inf supll(1 + Ah)nxﬂl/n saw kI s
nelN xeS nelN xeS
Podobno sledi iz 3.2(1) in 0.5.6.1 enakost r(& +ah) =
= 1lim sup|l(1 + Ah)nxul/n .o.(4). ToBke (1), (2), (3) in (4)

Nn-—»>00 XeS

/2 _

Il

dokazujejo trditev (v).
{vi) Polinom P(a) := Q(-iA) ima le realne niéle in po 6.2
ter 6.4(ii) je a := ih €H’(A). To zaradi 5.4(vi) dokazu-
je trditev (vi).
(vii) Za vsak A €C naj bo Q(a) = iP(in) ...(5). Potem je po
predpostavki trditve (vii) tudi Q(0) = 0 ...(6). Po
6.2 in 6.4(ii) je a := -iheH’(A) ...(7) in po predpostavki
trditve (vii) je zaradi (5) Q(a) = iP(ia) = iP(h) € iH(A) = H’(A)...

...(8). 1z (6), (7), (8) in 5.5(ii) sledi sug"Q(a)xH <
X€

sup{1al : A€R, Q(ia) € iR}, kar zaradi (5) in (7) pomeni

suplliP(h)x| € sup{lal : aeR, iP(-a) € iR} = sup{lal: A€R, P(A) € R},
X€S

kar zaradi Ze dokazane trditve (iv) potrjuje trditev (vii).
({viii) Ker je po 6.2 in 6.4(ii) a 1= ih €H?(A), je po 5.4(v)
-h? = a?eD(A) .

(iX) Ker je h =ah # 0 in IAl = 1, eksistira za vsak jeN
tak A;€C, da je md = a.h £ 0 in IA;]1 = 1. Zato je po
3.2(1) r(h) = lim|and|[n=d = 1imlipnTd = 1, To zaradi (iv)
Jn—roo J-—!w

dokazuje (ix).
£§L Po 6.2 in 6.4(ii) je a := ihe H’(A) in ker je al = innn =
= 0, je po 5.4(iv) a €lanA in zato tudi h € lanA,
Xi), (xX3i?): Sledi iz 2.3.2, 0.5 in /13, Trditev 9.7(i) oz.
9.7(ii)/ .
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(xii), (xiii), (xiv), (xv), (xv?), (xxii), (xxiii): za vsak
A€C in x €A je V(A,ax) = AV(A,x) in G (A,ax) =AG(A,x)
ee.{9). Po 6.2 in 6.4(ii) je a := -ih €H’(A) ...(310). NaZe
trditve slede sedaj iz (9), (10) in po vrsti iz 5.4(ix)(2a), (b),
(b?*), (ec), (c?), (4) in (d?); dokaz trditve (xv) tede npr. tako-
(ix)(—ih)x|\: Im(ia)supV(A,i(-ih)) _

le: sup“eahx” = sup”e
XeS xeS

_ FB(Re)\.) supV(A,h)

e

JDrugi del trditve (xiii) sledi iz prvega dela
te trditve in iz (xv) ter (xv?) .
(xvi) Ker je elthy _ 4 _ [ixp(ith)]x, velja zaradi 6.6(xiii)

za vsak t€R in x € A ocena lIxl = “eithxu="x-[ixp(ithﬂ:ﬂ];
> Nixp(itn)lx|| - uxu.
(xvii) Naj bo M = sup suplle.thx | <0, my = infV(h) in my =
teR xeS =

=supV(h). Zaradi (xv’) in (xv) je zato e ™Y ¢ M in
emgt & M za vsak t eR', Torej je -my< O in m2.$CL kar pomeni
infv(h) = my0ym,,= supV(h), t.j. my =m, =0, t.j. V(h? = {0}.
Po 3.12 od tod sledi h € lanA, Ce je obratno h €lanA, je hd = 0
za vsak j » 2, kar pomeni etPx = x + thx = x + t.0 = x, t.j.

sup sup"ethx" = 1< o0,
teR xeS

Naj bo M’ := supllixp(th)ll<o . Zaradi ocene "ethx|l=
teR :
) . , Per th
= llx - ixp(th)x | ¢ #ixn + llixp(th)l-uxll je zatoysuplle™ x|l € 1 + M’<o0 ,
X€ES

kar po pravkar dokazanem pomeni h € lanA, Zato je M?) |lixp(th)ll =
= || =th|l = |tl-lhll za vsak teR, t.j. llhll = O.
(xviii) Ker je f(h)e€ H(A), je po todki (xii) in po spektralnem
teoremu /11, Teorem 24.5.5/ V(f(h)) < coB(f(h)) =
= cof (@ (h)) < cot ({0} UT(M)) = co[{0} U £(V(m))] < co[{0UF(V(n))].
(xix) Po 6.4(iv) je ™ GH(IG), kjer je A, kompleksna asociativna
enotska B-algebra. Po /13,Izrek 9.5(ix)a) in 9.5(v)/ je
zato |sinr(h)l € r(sinh) € llsinhll¢1 ...(31). Po 3.2(xi) je
r(h) = r(h) ...(12). Po 0.5.6.2(ii) in 3.2(xi) je tudi r(sinh) =
= r((sinh)" ) = r(sinh) ...(13). Po 3.2(vii) in 3.2(x) je

r(sinh) € v(sinh) < sug"(sinh)xﬂ eee{14). Po 0.5.7(1i) je
XE

||sinh || = sugn(sinh)xn ...(15). Trditev (xix) dokazujejo tocke
X€

(11), (12), (13), (14) in (15).



w Bl = 6.7 - 6.9

(xx) Ker je po 6.4(iv) he H(Ee), kjer je Eé asociativna
kompleksna enotska B-algebra, je po /1%, Izrek 9.5(ix)b)
in 9.5(v)/ r(sinh) = sinlhll = sinr(h), kar zaradi (13) in (12)
dokazuje trditev (xx).
(xxi): Sledi iz (xix).

6.8 POSIEDICA Ce je (A,).]|) asociativna, kompleksna normirana
algebra (z enoto ali brez nje) in he H(A), je V(A,h) C
c co({0JU &ov,y(4,h)) (g1. 2.1.3(iii)).

Dokaz: I. (A,N.I) je B-algebra: Po 6.7(xii), 2.3.11 in 2.1.4.6 je
tedaj V(A,h) € coB(A,h) = co@(A*,h) C co[{O}UCOV(A*,h)]=
= co[{0}VU B0V, (4,n)].

I1I1. Ce normirana algebra (A,ll.I) ni poln prostor, jo izometrid-

no homomorfno vlo%imo (x v~ ®) v njeno izpopolnitev (E,N.ll).

Po 2.2.9 in 2.1.4.6 je tedaj V(A,h) = V(A,h) in cov,(E,h) =

- ov((2)*,h) = cov(%*,h) = ToV(A*,h) = ToVs(A,h), kar zaradi I

spet potrjuje posledico 6.8 .

€.9 Trditev Naj bo (A,ll.ll) asociativna kompleksna B-algebra,
h eH(A) in naj aksistira tak t_e€ Rt, da velja:
(1) lletOhX|‘= “x"etosupv(h) za vsak x €A
(33) Ne~Polx| = pxye~toinfV(R) o vsak xea .
Potem vsebuje V(h) eno samo todko, V(h) ={Tj. Ce ima pri tem A
levo enoto e, je hx = ?Bx za vsak x €A in ¢e je A brez leve enote,
je tedaj V(h) = {0} in h €lanA (gl. 0.5.0).

Opomba: Primerjaj 6.7(xv) in (xv?) !

Dokaz: Po 6.4(ii) je k := t heH(A) ...(1). Naj bo o = infV(A,k)
in = supV(A,k) ...(2). Zaradi 0.3(ii), (i), (ii), (1)
in (2) veljajo za x := e~Ky enakosti ||y|| = |leke-ky|| =

= lle=kylleP = |ylle=%eP za vsak yeA., Torej je p =, kar zaradi

(2) pomeni, da vsebuje V(k) eno samo todko in vsebuje zato po (1)

in 2,1.4.4 tudi V(h) eno samo todko, V(h) ={%} ....(3).

a) Ce ima A levo enoto e, sledi neposredno po definiciji leve-
ga numeridénega zaklada (2.1.3(ii)) zaradi (3) enakost

V(b - Tge) = V(h) —{%} = {B} - {To} = 10}, t.3. v(h - Te) = O.

Zato je po 3.12 (h - T,e) €lanA, t.j. hx - Tox = 0 za vsak

X €A,

b) Ce je A brez leve enote, je zaradi (3) po 6.7(xiii) tudi
G (h) ={T,} in zato po 6.7(xxiii) To = O ter h €lanA,
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6.10 Trditev Naj bo (A,ll.ll) asociativna kompleksna normirana

algebra (z enoto ali brez nje) in a° = a€Ah (idempotenten
element). Potem velja ekvivalenca: ae H(A) <&
— qup]l(a - aa)x + ax| = za vsak A€C, Al =
XGLJ

Dokaz: Ne glede na to, &e ima A enoto ali ne, algebro (A,l.ll)
vloZimo homomorfno v asociativno kompleksno enotsko nor-
mirano algebro (A n.It) (gl. 0.5.4). Ker je 32 = a, je

a2 = () = 8 in velja zato po /13, Trditev 10.4(iii)/ ekviva-
lenca: aeH(ﬁe)ﬁlla + A(8 - 3))| =1 za vsak A€C, |Al= 1. Ker
je po 0.5.4 |2+ A(% - 8)| = “[(a - 28YY & el “:

s )gégsp”(a - Aa)x + ax|, je s tem trditev 6.10 dokazana.

6.171 IZREK Naj bo (4,ll.l) asociativna kompleksna normirana
algebra (z enoto ali brez nje) in h,k e H(A). Potem velja

(1) i(nhk - kh) €H(A), kjer je i = V=1

(ii) [a = b + ik, hyeH(A), (ah, - hoa) € lank]=>[(hh, - hoh),
(khg - hok) € lanA] (gl. 0.5.0)

(3i3) [nk €H(A), h2 e H(A) ali k%€ H(A)Y = (hk - kh) € lanA

(iv) hk = khe H(A) = V(A,hk) < V(A,h)V(A,k) := {st ¢+ s eV(A,h),
t € V(A,k)}

(v)?  max{v(n),v(x)} € v(h + ik) sugll(h + ik)x|| € 2v(h + ik)
xe€

(vi) hk = kh = 0= v(h+k) = max{v(h),v(k)}
(g1. 7.6(ii))
(vii) Ce je (A,N.lI) B-algebra, velja:

(a) suplleh+ikx|| < supllePx|| = eSuPV(A,h)
XEDS }.CGS
(b) hk = kh = "eh+lkx” = “ehx" za vsak x € A,

Dokaz: Ne glede na to ali ima A enoto ali ne, homomorfno vloZimo
(x = X%) algebro (A,ll.l) v asociativno kompleksno enotsko
B-algebro (Ke,".ll) (gl. 0.5.5) ...(1). Ker sta h,k € H(A),

sta po 6.4(iv) Hh,k EH(?T.G) s s 02 s _

(i) Zaradi (1), (2) in /13, Izrek 9.15(a)/ je [i(hk - kn)] =
= i(hk - %h) eH(E ). To po 6.4(iv) pomeni i(hk - kh) € H(A).

(ii) Po predpostavkl,po (i) in 6.4(i) ter 6.4(ii) je hh - h h=
=[(ahy, - hga) - i(khy - hok)]e 1anA - H(A) € H(A), £ 3

(hhg - hgh) € H(A) in po (i) tudi i(hhg = hoh) e H(A), kar zaradi

6.4(v) pomeni (hhg - hgh) € 1anA, To po zgornjem pomeni tudi

i(khg - hgk) € lanA, t.j. (khg - hgk) € lanA,

T Prditev s kriZcem velja tudi za neasociativne algebre(gl. 2.1.4.2(ii)).
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(1ii1) Naj bodo h,k,hk, e e H(A). Potem so po 6.4(iv) tudi h E,‘E,Eee

EH(A ), kar po (1) in /13, Izrek 9.15(b)/ pomeni hk = kh
in zato (hk=kh)™ = 0. To zaradi 0.5.6.1 pomeni (hk-kh) € lanA.
(1v) Ker je po 6.4(iv) hk = hk = kh = Tc}:_lEH(Ke), velja zaradi (1)
in /13, Izrek 9.15(e)/ inkluzija v(Ke,EE) - V(Ke,EE)cz V(Eéﬁ}
-V(Ae,k), kar zaradi 2.%.2 in 6.1 dokazuje trditev.
(v) Zaradi (1), (2) in /13, Izrek 9.15(c)/ je max{v(h),v(k)} <
& v(b+ik) ¢ | B+ik| € 2v(h+ik) ...(3). Po 3.2(x) je v(h) = v(h)
in v(k) = v(k) ...(4). Zaradi 3.2(x) je tudi v(h+ik) =
= v((h+ik)”) = v(h+ik) ...(5). Po 0.5.6.1 je ||n+ik]|| = gupll(n+ik)x|. ..
...(6). Todke (3), (4), (5) in (6) dokazujejo trditev (v).

(vi) LEMA: Za asociativno normirano algebro (A,ll:l) nad obsegom
%(=R ali C) velja: (a,be A, ab=ba=0)=>r(a+b) = max{r(a),r(b)}...(7).
Dokaz leme: Naj bo m = max{r(a),r(b)} ...(8.1). Po 3.1(i) in 3.2(i)
eksistira za vsak e¢R' tak n,eN, da je zaradi (8.1) (r(a))Il Il a2 <
< (r(a)+e)n$ (m+g)™ in [Ip7) < (r(b)+s)n4§ (m+e)® za vsak nyn,..(8.2).
Ker je ab=ba=0, je (a+b)®= a®+ b"za vsak neN ...(8.3) in zato po
(8.2) ll(a+b)?| € ”an" ”bn“ < 2(m+a)n za vsak n)ng. Zato je po 3.2(1i)
r(a+b) = lun”(aurb)n”l L J.1m[2l (m+g)] = m+g 2za vsak £€R+, R

r(a+b) ¢ m ...(8.4). n=oo
Ce je r(a) > r(b), eksistira eeR’, da je r(a)> r(b) +¢& ...(9.1).
Zaradi (8.2) velja ocena [la®+ b2l » la®-Ib"l > (r(a))® = (x(b) + ¢)".

To pomeni zaradi 3.2(i), (8.3), (9.1) in (8.1) oceno r(a+b) =
gilm"a + bn"l/n > llm{r(a)[l - (%)n]l/n} = r(a) = m...(9.1?),
Ce je r(a) = r(b) >0, velja za elementa a := ta in b relacija

a,b = ba, = 0 in r(a.) > r(b) za vsak t>1 ...(9.2). Po (9.1%) in
3.2(ii) Jje zato r(a + b))y r(a,) = tr(a) za vsak t>1 ...(9.2?).
Ker je po 3.3? preslikava x — r(x) navzgor polzvezna, eksistira za
vsak seR" tak S€€R+, da je r(ta + b) < r(a+b) + ¢ za vsak t, It-—ll(Se.
To pomeni zaradi (9.2) in (9.2°) oceno r(a+b) > tr(a) - € za vsak

t e (l,l+§£) in za vsak €€R', t.j. r(a+b)yr(a) = m ...(9.2°7).

Ce je r(a) = r(b) = 0, je po (8.1) in (8.4) tudi r(a+b) = 0...093).
Lemo - tocko (7) dokazujejo toclke (8.1l), (8.4), (9.1?), (9.2??) in
(9.3). Trditev 6.11(vi) sledi iz (7) in 6.7(4iv).

(vii) (a) Zaradi (1), _(2) in /13, Izrek 9.15(d)(i)/ velja ocena

leP+ik|I< || Bl ... (20). Po 0.5.6.2(ii) in 0.5.7(ii) je
”eh+1k” lle (h+1k) “ _ Sup{”eh+1kx“ xes} in "eh“
= sup. “e x” «+-(11). Trditev (vii)(a) sledi iz (10), (11) in 6.7(xv).
aee (b) Ce je hk = kh, je po 0.3(i) in 6.6(xiv) ||e
= "eik(ehx)” = ]|ehx” za vsak x € A.




6.12 Trditev Naj bo (A,ll.l) asociativna kompleksna normirana

algebra, a €A in hg,k, € H(A)., Potem velja:

(1) sup|ReV(A,hg+tiky)l = r(hg) = v(hg) =,§upuhoxn
(1?) sup]ImV(ﬁ-_,hoJrjko)l = r(k,) = v(ky) = supllk x||
x€S
(11) sup|ImV(4,a)| & inf{sup||(a-h)x|| :+ he H(A)}
zeS

£ inflla-h]| := d(=a,l(A))

heH(A)
(1i3) inf{sup|[(h+ike)x|l : ne H(R)} = v(ky) = vi(ky) = sup“k x| .

X€S XeS

Opomba: Iz spodnjega dokaza je razvidno, da velja tolka (ii) tudi
v primeru, ko A ni asociativna algebra* !

Dokaz: (1), (i’) Sledita iz 6.6(ii) in (ii?) ter iz 6.7(iv).
(ii) Zaradi 6.4(ii), 6.6(ii*) in 3.2(x) velja za vsak
h €H(A) ocena sup|ImV(A,a)] = sup|ImV(4,a-h)| <

£ v(a-h) £ supll(a-h)x|| € lla-hll, ki dokazuje (ii).
xeS

(iii) Sledi iz 6.11(v) in 6.7(iv), &e upoStevamo, da je
0OeH(A),

6.13 OPOMBA Ce ima kompleksna normirana algebra (A,l.l) enoto e
(dvostransko), lahko hermitske elemente definiramo na Stiri

nacine:
(1) heH,(A)é>g(h) €R za vsak g €A’, gle) =1, llg|l = n—é.; :

tJ.";lv(Ah)cfz;tmmj:heHﬂAM#V’mJﬂcR
(gl. 2.2.5 in PRIMER 13.4.6(12) in 8(18),(19),(29),(30))

(33) hEH(A)®V(A,h)CR (gl. 2.1.3(ii))

(iii) heHy(A) &V (A, h) <R (gl. 2.1.3(iii))

(iv) he€H (A)¢=} g(h) €R za vsak gelA’, g(e) =
"en Shell €1 5 torej h eH,(A)& V?2(A,h)c R (gl. 2.2.5).

Po 2.2.5(vi?) je R o(8) € H(A)NHy(A) < | H(A)UH4(A) <H,y(A) in ge
je llel = 1, je po 2 2.5(vii®) HE(A) = H(A) = Hyq(a) = Hy(A) .

* Tudi za neasociativno algebro veljajo enakosti :
(i) sup]ReV(A,ho+ ikojl = v(h,) = sup"h x||
xes
(1) suplImV(A,ho+ ik0)| = v(ko) supﬂk x|l
xesS
(iii) inf{sup"(h+ik0)xn : h.eHIAJ} = v(ko) = supukoxu g
X€S X€S

(Upostevamo 2.1.4.2(ii) in /13, Izrek 9.15(c)/.)
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7. POZITIVNI ELEMENTI kompleksne normirane algebre

V tem odstavku je (A,l.ll) netrivialna kompleksna normirana alge-

bra, ne nujno asociativna, z enoto ali brez nje,.

7.1 DEFINICIJA Naj bo (A,ll.l) kompleksna normirana algebra
(ne nujno asociativna) z enoto ali brez nje. Element pe A

imenujemo levo (desno) pozitiven, &e je V(A,p)C RYU {0}
(oz. Vd(A,p)C R"U {0}). MnoZico vseh levo (desno) pozitivnih
elementov algebre A oznadimo s H'(A) (oz. s HE(A)). Po 2,1.4.6-
je oditno Hj(A) = H'(A*) (gl. 0.1.3). '

7.2 Trditev Po 4.1, 6.1 in 7.1 je o&itno OeH (A) = (-D(A))N
NH(A) in &e ima A levo enoto e, je e el (4).

7.3 Trditev Naj bo (A,l-l) asociativna normirana algebra .

(1) Ne glede na to ali ima A enoto ali-ne, velja
pri formalni adjunkciji enote (gl. 0.5.4 in 0.5.5) za vsak
p €A ekvivalenca: peH (A)& De H+(Ke)@ D EH+(Ke),

(ii) Ce je A brez leve enote, velja pri vloZitvi x—X algebre
A v enotsko algebro Ke (gl. 0.5.4) inkluzija :
B (R) 2 (1) + (R'U{0})E .

Dokaz: (i) Izrek 2.3.2 .
(ii) Ker je (Ke,ll.ll) enotska normirana algebra, velja
zaradi 2.2.5(iii) in 2.2.5(vii’) za vsak g = (a,a)” =
= (n,a) + N =28 + & enakost V(Ke,(a,a)A) ={a} + V(Ke,ﬁ) :
t.5. PO 243.2 v(ﬁe,(;\.,a)") = ToV(A,a) + {1}, kar dokazuje (ii).

T.4 I7REK (karakterizacija levo pozitivnih elementov)
Naj bo (A, ll.]|]) kompleksna normirana algebra, ne nujno asoci-

ativna, z enoto ali brez nje. Potem so za vsak p € A ekviva-
lentne naslednje trditve:
(1) pen (4)

. +tpxli-1 . . I x+tpxll-1 .
(33) (inf sup H—X—F{—‘—},O ali su %1&1}%_—32——-}%"—}0) in

te€RT xeS XE

i +
(inf sup Hthsznﬂl = 0 ali sup inf EEZE%EELZi = 0)
t€RY xeS x€S teR

(iii) (1lim sup -L—-E—l—-l x+tpxli-1 o 0 a1 sup lim +le+t xl=1 5y 0) in
(ﬂo 4 x€S 40 0)

X€S
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t40 xeS ¢ xeS £40  °
(3v) suplix + tpxll = 1 + tw(p) za vsak tiER+(gl. 6.7(iv)) in
Xes
sugnx + itpxl|| = [1-+ ‘t‘\"(p))z]l/2 za vsak t eR
XEeoD

Ce je (A,ll.]]) asociativna kompleksna Banachova algebra, sta

trditvi (i) ekvivalentni Se naslednji trditvi:
(V) peH(A) in G(a,p) C RM U {0}
(vi) lebtPx||>uxN za vsak t € RY in za vsak x € A ter
leltPx|l = Wixl| za vsak t €R in za vsak xe€ A .

Dokaz: Ekvivalenca todk (i), (ii), (iii) in (vi) sledi iz 7.2,
4.4 in 6.6 (gl. 8e 2.2.7).
(i) = (iv): Ce je peH'(4), je zaradi 2.1.4.2(ii) operator
T , T.x = px za vsak x € A, pozitiven element asociativ-
ne enotske kompleksne normirane algebre @®B(A) vseh linearnih ome-
jenih operatorjev T: Aw>A , Ker je torej TpG.H+(65(A)), je po

/13, Izrek 10.2(xiv)/ |1Tp + tI|| = IlTp" + t za vsak t €RT
(I = enota = identidéna preslikava algebre A) in zato tudi
NI + T =14+ t“Tpl] za vsak t € Rt, To po definiciji norme ope-
ratorja TE€®(A) pomeni iggux + tpxll = 1 + tizgupxﬂ za vsak t €RT.

Ker je p eH'(A) € H(A), od tod zaradi 6.7(iv) (gl. OPOMBO) in 6.6(v)
sledi trditev (iv).

(iv) = (iii): O&itno.

(i) & (v): Trditev 7.2 in izrek 6.7(xii).

7.5 Trditev Naj bo (A,l.ll) kompleksna normirana algebra, ne
nujno asociativna, 2z enoto ali brez nje. Potem velja:
(i) 1anr < HY(A) (gl. 0.5.0)
(31) wr(a) + HY (1) < HY(A) (t.j. p,a eH'(A) = prq e H'(A))
(333) (R*U{o})H" () € H"(A) (t.3. t€RYU{0}, peH (A) =
2tp € H' (1))
(iv) [p,q eH*(4), (p+q_)elanA]=> p,q € lanA (gl. 0.5.0)
(v) H'(A) je zaprta mnoZica, t.j. zaprt stoZec,
(vi) Ce je B netrivialna podalgebra asociativne algebre A,
je HY(B) = BNH"(4) .

Dokaz: (i), (ii), (iii): Sledi neposredno iz 2.,1.3%(ii),
2.,1.4.4 in 5 .,
(iv) Xer sta p,qeH’(A), sta po 2.1.4.2(ii) operatorja
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’ljp,TqEH"(dg(;\)), kier je B (A) asociativna, kompleksna, enot-
ska, normirana algebra vseh linearnih omejenih operatorjev
T: A+>A , Ker je (pra)e lanh, je Tp+ Tq = Torg = O € ®(n),
Zato po /13, Tzrek 10.2(iv)/ sledi Tp =Ty =0 € A(A), t.j.
px = qx = O za vsak X €A,
(V) Po 7.2, 6.4(ii) in 4.3(iii) je H' (A) = -D(A)NH(A)
zaprta mnoZica v prostoru (A,l.1).

(Vi) Sledi iz 7.2, 4.3%3(iv) in 6.4(iii).

7.6 IZREK (lastnosti levo pozitivnih elementov) Naj bo (A,l-l)
asociativna kompleksna normirana algebra. Potem velja:

()7 peut(a) 2r(p) = vip) = szgﬂpxu = supV(A,p)
X

(33)" p,a en" (1) D rlprq) = viptq) = supli(pra)xll >
XE.

» max{r(p), r(q)} = max{v(p), v(q)} = Sug(max{llpxll.
XEO

haxli}) (egl. 6.11(vi))
(33°) [p,a €H"(4), pg = qp = 0]= v(p+q) = max{v(p),v(q)}
(33i) h,n°eH() D n2er™(4) in v(h2) = (v(n))?
(3v) [new, pert(a), pnen(a)] = [prent(a), v(a,p") =
= VA, DI = {A7 : aev(4,p)}, v(p?) = (v(p))" ]
(v) [2,beh, abent(A), baeH(A)] = baeH (4) ,
(vi) Ce je (A, Nl.l) Banachova algebra in peH+(A), veljas
(a) G (4,p) c{0}UV(A,p) in V(4,p) < coG(A,p)cRTU {0}
(b) A ima enoto ali pa je brez leve enote D V(A,p) =
= coG(A,p) .

(c) r(p) = max G (A,p) = supV(A,p) = 1n sugllepx“ "
xe

Opomba: Iz dokaza je razvidno, da veljata todki (i) in (ii) - brez
spektralnega radija r(p) - tudi v primeru neasociativne algebre A !

Dokaz: (i) Sledi iz 7.1 in 6.7(iv).
(ii) Xer sta p,q €eH'(A), sta po 2.1.4.2(ii) operatorja
Tp,qu}I+‘d3(A)) (Tpx := px, Tgx := gx za vsak
x € A), kjer je &(A) asociativna kompleksna enotska normirana
algebra vseh linearnih omejenih operatorjev T: A+ A, To zaradi
/13, Tzrek 10,2(viii) in (ix)/ pomeni “TP + qul},max{v(Tp),v(Tq)} ”
To po definiciji norme operatorja Te€®(A), po definiciji 3.1(ii)

in po 2.1.4.2(ii) pomeni supl(p+a)x]|l = || Tp+q|l = [lTp } Tq" >
X€S '

> max{v(p), v(q)}, kar zaradi 7.5(ii) in 7.6(i) dokazuje trditev.

tTrditev s kriZcem, kjer spektralni radij r(-) nadomestimo 2z numericénim
radijem v(+), velja tudi za neasociativne algebre (gl. 2.1.4.2(ii)) !
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(i1i’) Todka 6.11(vi).
(iii) Ker sta h,h2eH(A), sta po 7.3(i) h,h2 = (n?7 e H(ﬁé)
in je zato po /13, Tzrek 10.2(x)/ tudi (n2)" =
x'ﬁ2erﬁrﬁg), kar po 7.3(i) pomeni h2 € HY'(A). To zaradi (i) in
3.2(iii) pomeni v(h?) = r(h?) = (r(h))g = (v(n))? .
(3v) Analogno kot pri dokazu todke (iii) sta P,ple H(!& Dy

po /13, Izrek 10.2(xi)/ pomeni (pn)~ = PTEII(A ),
V(R = (V(Re,$))® in N(pm™ = 199 = [3I" . To zaraas
7.3(i), 2.%¢2, 2.1.4,3(n. zaklad je povezana mnoéica) in po
0.5.6.1 pomeni ple H'(4) co(3), V(A,p?) = (V(A,p))R ...(2)
in sup]lpnxll = (sun“px“)n (3) Iz (1), (3) in todke (i) sledi
x€S x€S

v(pn) = (v(p))™ ...(4). Trditev (iv) dokazujejo todke (1), (?)
in (4).
(v) Zaradi 7.3(i) in 6.4(iv) je ab = (ab)AG H+(Ee) in B2 =
= (ba) € H(A ), kar po /13, Izrek 10. 2(xii)/ pomeni
(ba)” = B8 en* (A ) in je zato po 7.3(i) tudi baeH(A).
(vi)(a) Sledl iz definicije 7.1 in iz 6.7(xii).
(b) Sledi iz 6.7(xiii).
(c) Zzaradi (a) sta V(p), G'(p)<c RT'U{0} in je zato
v(p) = supV(p) in po 3.2(vii) tudi r(p) = maxG(p).
To zaradi (i) in 6.7(xv) dokazuje (c).
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8. PROJEKTORIT KOMPLEKSNT ACOCTATTVNE NORMTRANE ATLOERRR

V tem odstavku je (A,ll.|]) netrivialna kompleksna asociativna

normirana algebra z enoto ali brez nje.

8.1 DEFINICIJA Element pe A imenujemo levi oz. desni projektor
2 2

algebre A, ée je p = pe H(A)\{0} o0z. p

pE€ Hd(A)\{O} .
Mnozico vseh levih oz. desnih projektorjev algebre A ozna-

¢imo s P(A) oz. s Pd(A). Po 2.1.4.6 je oditno Pd(A} = P(A°).

8.2 Opomba FEksistira kompleksna asociativna B-algebra A brez
enote /3, Opomba 8.(5) na str. 77/, da je H(A) = {0} in
zato P(A) = (b 5

8.3 Trditev Ne glede na to ali ima A enoto ali ne, velja zara-

di 0.5.6 in 2.3.2 pri formalni adjunkeciji enote (gl. 0.5.4
in 0.5.5) za vsak p €A ekvivalenca: peP(A) &S TDe P(Ke) =

&TEP(A) .

8.4 TRDITEV Naj bo (A,ll.l) kompleksna asociativna normirana

algebra (z enoto ali brez nje). Potem velja:
(1) P(A) € H'(A)\1lanA (gl. 0.5.0)

(313) peP(A) = r(p) = v(p) = suplpxll = 1
XeS

(311) p,q,pae P(A) = (pq - gp) € lanA (gl. 0.5.0)

+
(iv) [{h2= heH’(A)} CH(A), p,qeP(A), pa # O, (pa-gp) € lank ] =>
oty pqu(A)..

Opomba: Gl. naprej 9.6(v) !

Dokaz: (i) Sledi iz 7.6(iii), ¢e uposStevamo implikacijo:
32 = a = (aelanA & a = 0).
(ii1) Ker je zaradi (i) p e H'(A)\lanA, je po 7.6(i)

r(p) = v(p) = suplpxll # O ...(1). Ker je p‘2 = D,
XeS

je po 3.2(iii) =r(p) = r(p2) - (r(p))2 in zato po (1) r(p) = 1 ...
eee(2). Todki (1) in (2) dokazujeta (ii).

1.
{n®: neH"(A)} C H(A) ¢ {n°: heH'(4)} € N(4) & {n®: neH'(A)} € HY(4),

gl. 7.2, 9.3(1i) in 9.6(vi)
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(111) Po predpostavki je zaradi 8.% (gl. 0.5) 7,
€ P(Ke) in zato po /13, Trditev 10.4(ii)/
(pa-qp)” = 0, t.j. (pg-qp) € lanh .
(iv) Ker je po predpostavki n:= (pq-qp) € lanA, je pq = qp+n,
kjer je nx = O za vsak x€A ...(3). Zato je (p+q)2= p2+
i q2 + 2pq - n, kar zaradi 7.5(ii), 6.4(i) in §.4(ii) po
predpostavki trditve 8.4(iv) pomeni pq = %[(p+q)2 - (pa + q2) +
+ n] e 2[H(4) - H(A) + H(A)] € H(A) ...(4). Zaradi (3) je tudi
(pa)© = (ap+n)(pg) = qp°q + n(pa) = apg + O = (ap)g = (pg-n)q =
= pq2 -nqg=pq-0=7pg ...(5). Todki (4) in (5) dokazujeta im-

plikacijo 8.4(iv) .
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9. NORMALNT BLEMENTI ASOCTATIVNE, KOMPLEKSNE NORMTIRANE ALGHBRE

V tem odstavku je (A,ll.ll) netrivialna, kompleksna, asociativna

normirana algebra z enoto ali brez nje.

9.1 DEFINICIJA Naj bo (4,l.l) kompleksna normirana algebra,

Flement a €A imenujemo leVO (desno) normalen, te eksistira-
ta h,k €eT(A) (oy.lw1<e1% A)), da je a = h + ik in
(hk - kh) € lanA (oz. (hk = kh) € TanA’ := ranA = desni anihilator

algebre A) (g1, 0,5.0), MnoZico vseh levo (oz. desno) normal-
nih elementov algebre A oznadimo z N(A) (oz. Nd(“.)). Pa 2:1.4.6
je olitno Ng (A) = N(A®).

Takmmenovanl realna komponenta h in imaginarna komponenta k
levo (desno) normalnega elementa a algebre A v splofnem nista
povsem enolidno dolodeni, saj velja zaradi 6.4(v) implikacija:
[n + ik = b’ + ik% h,h?,k,k’ € H(4)] = (h-h?),(k-k’) € lanA .

9.2 Trditev Naj bo (A,ll.ll) kompleksna asociativna normirana
algebra z enoto ali brez nje. Potem velja pri formalni
adjunkciji enote (gl. 0.5.4 in 0.5.5) naslednje :

(3) aen(n)=>aen(h) =3 en(E)
(31) Ce je izpolnjen eden izmed pogojev (a) in (b):
(2) A ima enoto (dvostransko)
(b) A je brez leve enote in je pri tem levi anihilator
algebre A vsebovan v desnem anihilatorju algebre A
(t.j. algebra A ima naslednjo lastnost: Ce je b tak
element algebre A, da je bx = 0 za vsak x€ A, je tu-
di xb = 0 za vsak x €A},
potem velja za veak a e A tudi obratna implikacija :
2eN(R) D aen(a),

Dokaz: (i) Sledi iz 0.5.6 in 2.3.2 .
(i1) Ce je aEN(A ), eksistirata _’E,@GH(KQ) ss:s(l); da
_ R ;isz 3 f + 1I'2 ...(2) 11’1;(’2 ﬁz’g ces{3). Ker sta
£, BieA , Je §= (A.l,al) 1e + 3“1 r2 (2,?,”:,)’\ A€ + a5,
kjer sta ?\.1 ?ef in 8‘1 o € P
(a) Ce iyia A eRote e, "sledi iz (1), (4) in 6.4(vi’), da sta
(’\1 2€0 + Ay ?)GH(A) ...(5). Zaradi (2) in (4) je

= (Aq + ixo)€ + (ay + 1a9) t.j. [8 - (ay + iag)“’_
( + Jl?)e] = 0, kar po 0.5.6.1 pomeni ;3[1612"[&1 - (91 + j_a2)]x &
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- (11 + iAR)X” =0, t.j. [a ~ (al f iag)]x = (kl + ikg)x za
vsak x € A, 7ato veije (za x = ey) enakort a = (al 1 kleo) +
+ i(a, + Ageo) = h + ik , kjer sta po (5) h := (Ajeo + a9) €
€ H(A) in = (Ape + aQ)GH(A) ..(6). Tz (3) in (4) sledi
ﬁlﬁb = f} 7 teje (8 1 A, = 8t 1) 0O, kar po 0.5.6.1 pomeni
(alaz - a, )G lanA = {0}. To zaradi (6) pomeni hk = kh ...(7).
mEM1(6)1n(7)3ﬁaeﬂ().

(b) Ce je A hrez leve enote, eksistirata zaradi (]) in 6.4(vi)
R ta@i t1 5 € in h1 eNn(A), da je § = % e ¥ hl ter
m iﬂtgﬁ ‘3 h? ...(8) Iz (9) in (8) sledi 2 = (t + it, e &
+ (hy + ih,), t.3. [8 - (hy + 1h,)° - (tq +1t)e] =0,kar
zaradl 0.5.6.1 pomeni [a - (h + 1h9)]x = (+ + it )x za vsak
x€h ,..(9). Ker A nima leve énote, je po (9) ty + it, = 0,
t.j. ty = t, = 0 . Torej je zaradi (9) hy := la - {hl + ihg)]e
€ lanA ...(10), kar pomeni a = h + ik, kjer sta h := (hy + h,)€
€ H(A) in k:= hy, e H(A) ,..(32). Tz (3) in (8) tudi sledi
hy B‘g - %‘2?{‘1, torej zaradi 0.5.6.1 (hqh, - hyh)) € land ...(12).
Ker je po predpostavki levi anihilator algebre A vsebovan v des-
nem anihilatorju algebre A, je zaradi (10), (11) in (12) (hk - kh)e€
€ lanA ...(13). Todki (11) in (13) potrjujeta nado implikacijo .

9.3 TRDITEV Naj bo (A,ll.ll) kompleksna normirana algebra, z eno-
to ali brez nje (ni treba, da je A a2sociativna). Potem

velja:
(1) H(A) < N(A) in CN(A) C N(4A)
(1) Ce je (A,N.N) B-algebra in &e je preslikava a > |a| :=

:= supllax|l norma, ki je ekvivalentna prvotni normi ||.|| ,
XeS

potem je mnoZica N(A) zaprta v (4,I.]])
(1ii) Ce je B netrivialna podalgebra asociativne algebre A (gl.
0.1.4) in je lanB = lanA (gl. 0.5.0), je N(B) < BNN(A).

Dokaz: (i) Prvo inkluzijo dokazuje enakost h = h + i0, druga pa
sledi iz 6.4(i) in 6.4(ii).
(ii) Vzemimo poljubne konvergentno zaporedje a_ =

n
= (h, + ikp,)e N(L) (hy,k, €H(A), (hpk, - khy)€
€ lanA) in naj bo a = llman ee.(1). Zato je a - a, =
n-—>00

= (h, - h ) + i(k - k), kijer so po 6.4(ii) (h - h ),
(k, - k,) €H(A), kar pomeni zaradi 6.7(iv) in 6.11(v) oceno
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max{iggll(%m - n)xll, ifé’”(km - ¥k )xll} ¢ ;lelgll(am - a )x|| €

<lla, - 2|l ...(2). Xer je po predpostavki preslikava a.b+i2gnaxu

norma, ki je ekvivalentna prvotni normi W.ll , sta zaradi (1) in
(2) zaporedji (h,) in (kn) Cauchy-jevi v B-algebri (A,l-])
Zato zaradi (1) in 6.4(ii) h, = h e H(A) in k, — k et(A) za
n —o00, kar garadi (1) pomeni a = (h + ik) € N(A).
(1iii) 0Zitno zaradi 6.4(iii),

9.4 TRDITEV Nai bo (A,l.l) kompleksna, asociativna, normirana

algebra z enoto ali brez nje in a = (h + ik) € N(A)

(h,k €H(A), (hk - kh) €lanA). Ce so pri tem h™, k™,h"k"eH(A)
z2 veak m,n €N (element a2 lahko tedaj imenujemo "&isto levo
normalen'), je r(a) = v(a) = supllax|l .

XeS
Dokaz: V /15, Korolar 3/ je dokazana ta trditev za kompleksno
asociativno enotsko B-zlgebro ...(1). Po predpostavki
trditve je zaradi 0.5.6, 9.2(i) in 6.4(iv) 3 =h + ik,
Tk = ¥nh in (B)m,(Tc)n,(E)m(E)HEH(Ie) za veak m,n €N, kjer je
x X formalna vloZitev algebre (A,|.ll) v enotsko B-algebro
(EE,H.H) (gl. 0.5.5). To zaradi (1) pomeni r(2) ={z{ ...(2).

Po 0.5.6.1 je lall = suguaxu in po 3.2(xi) je r(3) = r(a), kar
X€

zaradi (2), 3.2(vii’) in 3.2(x) dokazuje naSo trditev.

9.5 TRDITEV Naj bo (A,ll.l) kompleksna, asociativna, normirana
algebra z enoto ali brez nje, a = (h + ik) € N(A)
(h,k eH(A), (hk - kh) €lanA), b €A in (ab - ba) € lanA.
Potem sta tudi (bh - hb), (bk - kb) € lanA.

Dokaz: Po /1, Teorem 1/ velja trditev za kompleksno enotsko
B-algebro ...(1). Pri formalni vloZitvi x +>X algebre
(A,ll.N1) v enotsko B-algebro (Ee,H.H) (gl. 0.5.5) je

a = h + ik, kjer. sta po 6.4(iv) 1%,k eH(Ee) in po 0:,5.6,1

hk = kh ter ab = ba. To po (1) pomeni Dh = hb in Pk = kb. Torej

je (bh = hb) = 0, t.j. po 0.5.6.1 (bh - hb) € lanA., Analogno je

tudi (bk - kb) € lanA .,

9.6 17REK (lastnosti levo normalnih elementov) Naj bo (A,l.1)
kompleksna asociativna normirana algebra z enoto ali brez
nje in a = (h + ik) € N(A) (h,k €H(A), (hk - kh) € lanA).




Potem velja:
(507  Rev(a,a) = V(4,n)
(31) v(a) = r(a)
(3ii) max{v(n), v(k)} ¢ v(a) [(v(h))z + (V(k))z]l/z

(3v)  suplaxl €2v(a) (gl. 3.17(i))
x€ S

(v) [nen, Aqreeesdn€Cy PpyeeasPy €P(A), pypy € land za

Tl

vsak j#k]:) sup" _nl ijx ” = v( :>1’1__'1:1L7
j=1 " J=1 °

XeS" j=
= mregd] Al ¢ J = Dyana gl
(vi) [nen(a), n2e N(A)] = n2 ent(a)
Ce je nadalje (A,ll.ll) Banachova algebra, velja Ze:
(vii) G(4,a)C{0}UcoV(A,a) in FoV(L,a) C coG(A,a)
(viii) Ce je izpolnjen vsaj eden izmed naslednjih treh pogo-
jev:
(a) A ima enoto (dvostransko)
(b) A je brez leve enote
(c) A je brez enote (dvostranske) in je a tak levo-nor-
malen element, da je izpolnjen vsa]j eden izmed nas-
lednjih treh pogojev:
(OL) G(A’a) = {O}
(@) O ni izolirana tolka spektra G(4,za)
(%) G(A,aa) N (iRN{0}) # & =za vsak aeC, jal=1 ,
potem je €oV(A,a) = coB(A,a).
(ix)  B(A,n)\{0} €V(&,h) € coRe G(4,a) C co[ {O}UT(A,n)| €
< co[G(A,h)U {o}]
() Ce je izpolnjen vsaj eden izmed pogojev (a) in (b)
iz todke (viii), je coRe B'(A,a) = m_) = coBG(A,h)
(x?) Ce je izpolnjen pogoj (e) iz todke (viii), je
coRe G'(A,a) = m C coG(A,h)
(xi) hk = kh =6(A,a)c G(A,h) + iG(A,k)
(xii) sup“etaxllz sup"ethx” _ etsupV(A,h) _ etsupReV(ﬂ,a)

X€S X€S
za vsak t €R'
sup"e"tax" _ sup"e_thx” _ e—tian(A,h) -
XE€S XeS
= o—tinfReV(A4,a)

(xii’)

za vsak t € Rt

(xiii) Ce je izpolnjen vsaj eden izmed pogojev éa) in (c¢) iz
o emaxREEA,G' A,a)]

toéke (viii), je sup"eaaX“ =
XES

Trrditev velja tudi za neasociativno algebro (gl. 2.1.4.2( ii)y) #
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- esupi-ie[k‘v’(ﬂ,a)] za vsak A EC .

Dokaz: (i) Trditev 6.6(ii).
(vii), (viii), (ix), (x): I. Ce ima A enoto e, algebro
(A,Ih.I) renormiramo do enotske B-algebre (A,”.nl),
ally = igguaxn za vsak a €A ((l/umlhnﬂlélhﬂh,guaﬂ za vsak a.GA).

Normirano algebro (A,ll.lll) kratko oznafimo z Aj. Po 2.3.1 je
H(Al) = H(A) in zato N(Al) = N(A). Ker je a€eN(A), je zato tudi
ael\l(.ﬂl). Po /%, Teorem 2.5.14/ je V(Al,a) = coG’(Al,a) s w5 l1)
in po /13, Trditev 11.5/ je RecoG"(Al,a) = co G(Al,h) = V(Al,h)...

.{(2). Ker se pri renormiranju spekter oéitno ne spremeni, je
zaradi (1), (2) in 2.3.1 @oV(A,a) = coB(A,a) ...(3) ter
Reco®(A,a) = coB(4,h) = ToV(A,h) ...(4).

II. Ce je A brez enote, B-algebro (A,ll.l|) homomorfno vloZimo

(x v+ X) v enotsko B-algebro (Ee,ll.“) (gl. 0.5.5). Ker je
a eN(A), je po 9.2(i) in 0.5.6 3 = (h + iTc)eN('ﬁ ), kjer sta
7,k GH(Ie) Po /3, Teorem 2.5.14/ je zato V(A e,a) = coG'(Ae,a)
«..(5) ter po /13, Trditev 11.5/ Reco G’(Ae,a) = coG’(Ae h) =
:V(Ee,“ﬁ) +4:(6).

Iz (5), 2.%.2 in 1.19.1 sledi @oV(A,a) = V(Ie,
= coG'(A,,3) C coG(A,a), kar zaradi 2.3.11in tolke (3) dokazuje
trditev (vii).

(viii)(p) Ce je A brez leve enote, je po 2.3.11.2 G(A,a)cC

ccov(A,a) ...(7). Iz (7), 2.3.2, (5) in 1.19.1
sledi coG(A,a) C CoV(A,a) v(ie,a) = co G‘(Ie,'é)c coG(4,a),
t.j. coBG(A,a) = coV(A,a) ...(8).
(viii)(c) Ce je izpolnjen pogoj (c) iz todke (viii), je po
1.19.2 co 6’(]58,5) = co G(A,a) in slede zato po (5)
in 2.3.2 enakosti coG(A,a) = co G'(Ie,ﬁ) = V(Ke,"é) = GoV(A,a)ees
- 8
Tocke (3), (8) in (9) dokazujejo trditev (wiii).
(ix) Ce je A brez enote, veljajo zaradi 1.19.1, (6), 2.3.2,
2.3%.11, 9.6(i) in 6.7(xii) inkluzije G(A,h)\{0} < 2
CcoG'(Ae,h) & (A ,h) = V(A,h)
- RecoG’(A ,a)CRecoG’(A a) = coRe G(4, a)C
C_ coRe[{O]U ooV(A a)] = co [{0} U @oReV(A,a)]=
= co[[O}UV(A h)] Cco[{O}Uco G(A, h)]
= co[coG(A,h)] = co B(A,h), saj je
0€G(A,h), ker je po predpostavki A brez enote. To zaradi (4)
dokazuje trditev (ix).

a) €
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(x), (x?) Ce je izpolnjen eden izmed pogojev (a), (b) in
(e¢) iz tolke (viii), je po (viii) @ToV(A,a) = co G(A,a)
in veljajo zato po todéki (i) in po 2.1.4.3(povezanost) enakosti:
coRe G'(A,a) = RecoG(A,a) = RecoV(A,a) = CoReV(A,a) 2 coV(A,h)
= V(A,h) ...(10). Ce velja vsaj eden izmed pogojev (a) in (b)
iz toCke (viii), je po 6.7(xiii) TWECTS 2 50 G(AN) ol dd)y
sicer pa je po 6.7(xii) V(A,h) € coG(A,h) ...(12). Todki
(10) in (11) dokazujeta trditev (x), trditev (x’) pa sledi iz
(16) in (12).
(xi) Sledi iz 1.8 .
(xii), (xii’) 1I. Naj ima A enoto. Po (viii)(a) je coV(A,ta) =
= co G'(A,*a), kar zaradi 2.3.16.3, (i) in 6.7(xv) pomeni

+ +
enakosti: sup“et('a)xu = esupRe[tV(A,-a)] = tsupReV(A a)
X€S
i + g
tunV(A th) e Jsup”et('h)x“ za vsak t €R"  ...(13). Ker velja

xeS
za vsako neprazno omejeno podmnoZico V realnih Stevil enakost
sup(=V) = -infV, todka (13) potrjuje trditvi (xii) in (xii’).
II. Ce je A brez enote, vloZimo (x » %) B-algebro (A,l.[) v
enotsko B-algebro (A ,h) (el. 0.5.5). Iz (5) in /3,Teo-

rem 3.4 in 3.8/ slede enakostl sup ln”et(ta)lll/t =
teRt

= supReV(E JI8) = supRecoG’(Ie,ta) = supReG’(Ke,i'é) =
ttﬁ”l/t _

= inf 1n"et( a)"l/t , Kar pomeni ln"e konst., =

teR"
= supReV(A t3a) za vsak t €R', To zaradi 0.5.7(ii), 2.3.2, (i)

in 6,7(xv) pomeni 1n supl[ettax“]-/t = supReCoV(A,ta) =
X€S

1 xv +
= supReV(4,%ta) E)supV(A,ih)‘g}ln sup“e'thxul/t —
X€eS

Ker velja za vsako neprazno omejeno podmnoZico V realnih Stevil
enakost sup(=V) = -infV , todki (13) in (14) dokazujeta trditvi
(i) 2 (sl
(xiii) Sledi iz (viii), 2.3.16.3 in 2.3.16.4 .
(ii) Ce je (A,l.)|) B-algebra, sledi trditev iz (vii) in
3.2(vii) ...(25). Ker je vloZitev nepolne normirane alge-
bre v njeno izpopolnitev izometridni homomorfizem, sledi iz (15)
in 2.2.9, da velja (ii) tudi v primeru, ko (A,H.H) ni poln prostor.
(iii) Zaradi 2.2.9 zadoSda dokazati trditev za primer, da je
(A, 1.} B-algebra., Vzemimo torej, da je (4, ll.l) B-algebra,
I. Ce ima A enoto, algebro (A,ll.[]) renormiramo do enotske




RB-algebre (ﬂ,H.H1) (1. T v dokazu todk (vii) - (x)). Zaradi
2.%.1 se pri omenjenem renormiranju numericéni radij ne spreme-
ni, kar po /13, Tzrek 11.9(iii) in TIzrek 9.5(v)/ potrjuje todk-
ko (iii).

II. Ce je B-algebra (A,ll.l) brez enote, jo homomorfno vloZi-

mo (xw+X) v enotsko B-alsebro (Ké,".ﬂ’ CEls DeBa5)s

Ker je po 9.2(i) 3 = (h 1+ ik) € W(Eé), je po /13, Izrek 11.9(iii)/
r(3) < (IE12 + 1KN2)Y/2 ...(26). Po 3.2(xi) je =r(3) = r(a) ...

(17) in zaradi 0.5.6.1 ter 6.7(iv) je Bl = supihxl| = v(h) =
X€S

= r(h) in analogno k| = v(k) = r(kx) ...(18). Zaradi 6.11(v)
to8ke (16), (17) in (18) potrjujejo trditev (iii) tudi v prime-
ru, da je A brez enote.

(iv) Trditev 6,11(v).

{v) VYe glede na to ali ima A enoto ali ne, algebro (A,|.1)

formalno vloZimo v enotsko B-algebro (E;,".H) (gl. 0.5.5).

Ker so PPy €lanA za vsak j#k, so po 0.5.6.1 in po 8.3
51,...,§n (nenidelni) paroma ortogonalni (disjunktni) projektor-
ji asociativne, kompleksne, enotske B-algebre (A_,ll.Il) in velja
zato po /15, Korolar 4 - dokaz/ enakost:

n n _
szllJ-pJ” - T(ngkjpj) = max{l?"j‘ T3 = 1,---,1'1} ...(19). Ble-

n

n n
ment & := 2 asp; = (2 oypy) + l‘jglpjpj) oty = Reay

j=1 J j=

Pj = Imaj) ...(20) je normalen (saj so po predpostavki

p.p, €lanA za vsak j£k) in je zato po (ii) r(a) = v(a) ...(21).
Po 3.2(xi) je r(E) = r(a) ...(22) in po 0.5.6.1 je Nzl =

= supllaxff ...(23). Zaradi (23), (20), (19) in (22) je suplax| =
XES X€S

=3l = r(3) = r(a) = ma}c{]kj| t 3 = ly.eeyn} . To zaradi (20)
in (21) dokazuje naso trditev.
(vi) Ne glede na to 2li ima A enoto ali ne, algebro (A,I.l)
formalno vloZimo v enotsko B-algebro (Ke,H.H) (gl. 0.5.5).
Po 6.4(iv) je T eH(K)) in po 0.5.6 ter 9.2(i) je E° = (n%)” e
€ N(Ké), kar zaradi /13, Posledica 11.7/ pomeni (h2) = T2 €
e H'(%e). To zaradi 7.3%(i) pomeni n2e Ht(A),
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9.7 POSLEDICA Naj bo (A,ll*l) kompleksna, asociativna, normirana
algebra z enoto ali brez nje, h,ke H(A) in h2,k2€ N(A) .
Ce je pri tem izpolnjena ena izmed zahtev (i) in (ii):
(i) hk = O = kh
(ii) hk = O, lanA = {O},

potem je v(h £ k) = r(h £ k) = max{r(h),r(k)} = max{v(h),v(k)}

in v(h2+ k2) r(h2+ ke) - (max{r(h),r(k)})2 = (max{v(h),v(k)})g.

2

I+

I

Dokaz: Po 9.6(vi) sta h ,kEEIf(AJ < H(A) ...(1). Iz zanhteve (ii)
sledi (i), saj je "tedaj" h,ke H(A), hk = O€ H(A) in po
(1) tudi he,kEG‘H(A), kar vse po 6.11(iii) pomeni khe lanA = {0},
t.j. kh = 0. Vzemimo torej, da velja (i).
Zaradi (i) je h(Zk) (¥x)h = O in h2k2 = k2h2 = 0, kar po
(1) in 6.11(vi) pomeni v(h = k) = max{v(h),v(k)} in v(h2 + k2) =
= max{v(hz),v(kg)} e..(2). Iz (1), 6.7(iv) in 3.2(iii) sledi

+

v(hg) = r(hg) = (r(h))2 E (v(h))2 in analogno v(k2) - (r(k))2 =
- (v(X))2 ...(3). Zaradi (1) in 6.4(ii) so (h % k), (h® + k°) €
€ H(A), kar po 6.7(iv) pomeni enakosti r(h Ix)=vh Ix)in

r(h2 + kg) = v(h2 + k2) ...(4). Trditev dokazujejo todke (2), (3)
in (4).

9.8 Trditev Naj bosta (A,l-l) in (B,l-l) asociativni normirani
algebri nad obsegom ¥ (=R ali C) z enoto ali brez nje in naj
bo ¢: A — B 1linearna omejena preslikava z normo || P < 1
in z lastnostjo, da je ®(S(A)) D S(B), kjer sta S(A) in S(B)
enotski sferi v (4,ll) oz. (B,l-l). Potem je oditno ||P| = 1 in
velja :
(1) $(p(n)) € n(B) in P(H’(A)) € H’(B) (gl. 4.1 in 5.1)
(ii) F=c=>¢(H(4)) CH(B) in F(H'(4)) <H'(B) (gl.6.1
in 2:1)
(33i1) Ce je ¥ =C in & algebrski homomorfizem, je
P (N(A)) € N(B) in &e je pri tem @ tudi injektiven, je
d(p(A)) C€P(B) (gl. 9.1 in 8.1) .

Dokaz: Trditvi (i) in (ii) sledita neposredno iz 2.3.4 in
trditev (iii) sledi neposredno iz (ii) .
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10. PROSTOR J(A) = H(A) + iH(4)

V tem odstavku je (A,ll*l) netrivialna kompleksna asociativna
normirana algebra z enoto ali brez nje.

10.1 Trditev (3) Pri vloZitvi a w3 algebre A, ki je brez leve

enote, v enotsko normirano algebro (Ae,ﬂ i) velja ena-
kost J(X o) = = (3(2))" + 08, kjer je vsota na desni di-
rektna, ée ie lanA = {0}.

(ii) Ce ima algebra A enoto in &e algebro (A,l.l]) renormira-
mo do enotcke normirane algebre (A,ll. "1), ki jo kratko
oznadimo 2z Aq (Haﬂl = augﬂaxn za vsak a,eA), velja

enakost J(ﬁl) = J(&) .
(3331) Ve glede na to ali ima algebra A enoto ali ne, velja pri
formalni vlozitvi x+> X 0z. x = X algebre A v Ke 0Z., V
Ke (g1. 0.5.4 oz. 0.5.5) za vsak a € A ekvivalenca:
aEJ(A)<=)§eJ(ﬁe)(=>EEJ(Ke)
Dokaz: (1) Po 6.4(vi) je H(K)) = (H(4))" + RE, kar zaradi 6.4(ii),
6.4(vi) in 0.5 dokazuje (i).
(ii) Sledi iz 2.3.1 .
(iii) Sledi iz 6.4(iv) .

10.2 TRDITEVY (i) J(A) je kompleksen linearen prostor
(31) Ce je (A,N.ll) B-algebra in je preslikava

ar>»|al := supllax|| norma, ki je ekvivalentna
X €S

prvotni normi W.ll, je (J(A),|l.l]) Banachov

prostor.
(33i) Vaj bosta h,k €H(A), & = h + ik in a° =h - ik .
Potem je:
(a) supHa x| € 2v(a) € 2supllaxll in
X€S X€S
(b) V(r,a¥) = (V(A,a))* = {a?: A.eV(A,a)} , kjer pome -

ni % konjugiranje kompleksnega $tevila (v enadbi
na desni).
Dokaz: (i) Sledi iz 6.4(ii).

(ii) DokaZemo enako kot 9.3(ii).
(iii)(a) Zaradi 6.7(iv), 6.11(v) in 3.2(x)

Trrditev velja tudi za neasociativno algebro (gl. 2.1.4.2(ii)) !
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b7
suplla®*> || = supll(n - ik)x|| & suplhx)l + suplkxll = v(h) -
Yel xel xel XeS
6. 11(v)
+ vik) £ 2v(h + ik) = 2v(a) £ 2supllax||
¥ES

(b) Ker sta h,keFH(A), sta f(hx),f(kx) € R za vsak x€ S in f € D(x),
kar po 2.1.3(ii) pomeni V(A,a*) = {f(a*x) : zes, fe D(x)}
= {f(hx) - if(kx) : xe€95, F en(x) } = {(f(hx) + 1f(ky)}*
: xes, Fen(x)} = {(f(ax)) x €S, fG_D(x)} = (V(ﬁ,a)) .

10.3 Trditev Naj bo (A,ll.l|]) Banachovs algebra, B netrivialna
podalgebra algebre A (B # {0}) in B = H(B) + iH(R). C

eksistira nadalje taka konstanta c €R', da je su H?XH >
x€S(B

Ycllhll za vsak he H(B) ...(%), potem je tudi B = H(B) + iH(B)
(zapr--tja v prostoru (A,N.ll)); te vsota je direktna, Ce je lanB ={0}.

Dokaz: Po 6.4(iii) je H(B) < H(E) ...(1). Vzemimo poljuben b € B,
Potem eksistira zaporedje b, = (h, + ikn) iz B, ki kon-
vergira proti b, kjer so hnﬁﬁ1€H(B) ga vesak ne€N. ...(2).

Ker je zaporedje b  Cauchy-jevo, sta zaradi 6.4(ii), predpostav-

ke (%), 6.7(iv) in 6.11(v) Cauchy-jevi tudi zaporedji hy,,k, € H(B).

Zato po (2) hn—thH(BJ in d ~* k €H(B) za n=o, kar zaradi

(1) pomeni - (h + ik) € H(B) + 1H(B) C H(B) + i H(B). Torej

B C H(B) + 1H(§) Obratna inkluzija je oditna.

Ce je h + ik = h' + ik’, kjer so h,k,h’,k’€ H(B), je po
6.4(ii) by := (h - h*) €H(B), k, = (k’ - k) e H(B) in hy = ik, -
Po 6. 4(v) je zato h_e lanB in ce Je lanB = {0}, to pomeni h =0
in zato tudi k = 0.

10.4 TRDITEV Naj bo (A,N.ll) netrivialna,kompleksna, asociativna,
normirana algebra brez leve enote ali pa z (dvostransko)

enoto. Potem so ekvivalentne naslednje trditve:
(i) J(A) je podalgebra algebre A, t.j. J(A) je za mnoZenje
zaprta mnoZica
(1i) 72 veak he A velja implikacija: h € H(A) = h° € J(A)
(33i) 7a vsak h €A veljs implikacija: heH(A) = hZe H(A)
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(iv) 72 vsak h,k €A velis implikacija: h,k €11(A) =>
—> (hk + kh) €H(4)
e velja ena izmed zgornjih 8tirih todk (i)-(iv), velja naslednje:
(v) [n,xeu(a), a=n+ ik, a¥ 1= n - ik, -Faent(1)] =
=> aelanhA (g1, 0.5.0)
(vi) [n,kemn(a), a = v + ik,
(vii) [h,k e H(A) = H % ik,
=) apa®* e H (1) .

%

m

HER G ik]:?aa*, X a eH+(sl)
1= h - ik, peH'l“(ﬂ)] 52

w
*

W

Dokaz: I. Naj bo A brez leve enote: Zaradi 10,1(i), 10.1(iii) in
10,2(i) velja ekvivalenca: J( ) podalgebra algebre A &
{=;>J(h ) podalgebra algebre A «e{1). Zaradi 0.5.6,

6. 4(v1) ter 10 1(i) in 10.1(iii) veJJa ekvivalenca: [h EH(A)=}>

= 1?e J(W)]S [Fen(R)=> §2e(E)] ...(2). zaradi 0.5.6,

6. 4(vi) in f.4(iv) veljata ekvivalenci: [heH(A):“-) hl2eH(A)] &
&[Een(r ):>§2€H(A )] coe(3)  in [h,k €eH(A) = (hk + kh) € H(A)]E
[§§ rrleH o) = (89 +r2§) eH(A )] ...(4). Ker je f&:e kompleksna,
asociativna, enotska, normirana algebra, toéke (1), (2), (3) in

(4) zaradi /1%, Izrek 12,2/ dokazujejo ekvivalenco trditev (i)-(iv).

II. Naj ima A enoto: Algebro (A,ll.l) renormiramo do enotske
normirane algebre Al (g1, .2.5.1) in je zato po 2.3.1
H(A) = H(Ay) in J(A) = J(A;), kar po /13, Izrek 12.2/ spet doka-
zuje ekvivalenco todk (i)-(iv).
(v) zaradi 6.4(iv), 7. 3(1) in 0.5.6 je @aeJ(X), & = 2* in
-(8)*a = -(a*a)" € ut (ﬁ ), kar po /13, Izrek 12.5(i)/ pome-
ni @ =0, t.j. a€land (gl. 0 O
(vi) Analogno kot v todki (v) je zaradi /1%, Izrek 12.5(ii)/
a2z - a(3)* €H+(Ke) in zato po 7.3(i) aa*e H'(A).

Podobno je tudi a*a e€H (A),

(vii) Podobno kot v todkah (v) in (vi) je zaradi /13, Izrek
12,6(ii)/ (apa¥*)™ = 'é.}')é*EHJ'(Ee), kar po 7.3(i) pomeni
apa* ent(4). '

10.5 Izrek Naj bo (A,l.l) netrivialna, kompleksna (ne nujno
asociativna) normirana algebra z enoto (dvostransko) ali
brez leve enote in naj bo 1lanA = {0} (gl. 0.5.0). Potem

veljas
() J(A) = H(A) @ iH(A), t.j. vsak element a€J(A) lahko
na en sam nacé¢in zapiSemo v obliki vsote a = h + ik,
kjer sta h,k € H(A)



(33) DrPreslikava (n + ik) > (h ikj* := h - ik prostora J(A)
vase je zato enolicna in je oditno linearna involucija,
t.j. velia (aa.+r5h)* = o¥a¥ 4 p*b* in (a*)* = a 75
vsak d,PG(}iﬂ za vsak a,b €A, Tnvoluecija % je zvezna

glede na operatorskc normo l.|, lal := suplaxli za vsak
xel

B

€ Ay veljza namred ]a*lg ?lal =za vsak a2 €4 .,

jie

1

—
(L]
He
bele
S—
L

mnoZenje, t.i. &e je J(A) podalgebrs algebre A (gl. 10.4
npr. e je A = J(AY), ie v todéki (ii) omenjena linearna

involucija algebrska (imenujemo jo Vidavova involucijs
. . .. . . ¥
ali kratko V-involucija), t.3j. velja enakost (ab)" =

- b¥a* 2a vsak a,h € 4 | Se veé, J(A) je kompleksna, ip-

volutivna, normirana algebra glede na V-involucijo

in glede na oneratorsko normo |.| (todka (ii)) z last-

nostijo |a¥al = |al? za veak adl) (t.j. (J(Aa), %,]-]) je

pred-B* —algebra). Zato velja:
(o) |2*| = Jal za vsak aeJ(a)
(P) v(A,a?) £ (v(2,a))? za vsak a e€J(A), kjer pomeni
v( , ) numeridni radij glede na prvotno normo .| !

Opomba: (a) Ce uporabimo todko (1i1)(p) za normirano algebro

(7(A),].l1), dobimo tudi oceno vl(J(A),an) £ ‘vl(J(A),a))rl
za vsak a €J(A) in za vsak n €N, kjer oznaluje v1( , ) numeriéni

radij glede na novo normo | .| .
(b) Ocena iz tofke (a) bi sledila tudi iz (@) in iz domnevne
enakosti coV(J(A),a) = EBVl(J(A),a) = VI(J(A),a) , kjer
oznacuje Vl( , ) numeriéni zaklad glede na normo |.| . Ta ena-
kost bi zaradi 2.2.7 veljala, e bi za vsak aeJ(A) bil

supllx + ax|| = suplx + ax] . (O&itno je supllaxll = |a| = sup|ax]|
x|=1 izl =1 Il =1 x| =1

za veak a €A ,)

Dokaz: (i) Sledi iz 6.4(v) (gl. Opombo).
(ii) Sledi iz 10.2(iii)(a) .
(iii) Xer je mno#%ica J(A) zaprta za mnoZenje, je po

10.2(i) prostor J(A) podalgebra algebre & ...(1).
I. Naj ima A enoto: Ker je H(Aq) = H(A) (gl. totko 11 v do-
kazu trditve 10.4), je J(A1) = H(ﬂT) + H(A7) (= (1))

kompleksna, asociativna, enotska, normirana algebra glede na nor-

mo W.lly, llally := supflaxl = lal in je zato po /3, Teorem 28,2/
xXed

10.5

‘e je A asociativna algebra in je prostor J(A) zaprt za

?
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(T(A),%,1.1) = (J(& )%, 0. ”1) pred-- R*_alrehra glede na V-invo-
lucijo %, (h + ik := h - ik za vsak h,k € H(A) ..(2).

II. Naj bo A brez leve enote: %aradi (1), 10,1(1) in 6.,4(vi)

Jje T(A ) kompleksna, asociﬁ+ivna, enotska, normirana al-

cebra 2z 1aqtn0 tio J(ﬁ ) = 4(K j = 11(f in je zato spet po
/3, Teorem 2.8.2/ (J(ﬂ ) ¥, 0. H) prnd-q -alﬁphra clede na V-in-
volucijo %, (§ IT) = E - l% za vsak g r?e} J(ﬂ )) — ] 7
Po 6. 4(1v) je 4 (2)* ?P vesak a €J(A) in zato po 0.5.6
[(ah o BT *ﬂ = (39)* - (?U*(ﬁ)* = 0 za vsak a,beJ(A), t.].
[(ab)* - b*a*] € 1ana = {0}, t.j. (ab)* = ¥ a* za vsak a,beg(n)...
c..{4). Po 0.5.6.1 in todki (3) je |e¥al = ||(*a)™|| = |22 =
= [(®*B||=2ll° = 12| za veak aed(a) ...(5).

Iz (1), (2), (4) in (5) lahko torej povzamemo, da je
(J(A),*,I.l) pred-B*—algehra glede na V-involucijo.

DokaZzimo Se oceno (p).
I. V primeru, da ima A enoto, izpopolnimo enotsko pred—B*-al—
gebro (J(A ) o=l ”1) (cl. todko (2)) do B*—algebre T
(e pomeni presllkava b+ b vlozitev algebre J(# ) v izpopolnje-
no algebro }, je zaradi 2.%.1, 2:3.3, 2.2. 5(1) (ii) in (wvii?)
ter 2.2.9 ©CoV(A,b) = V(Ay,b) = V(J(A ),b) = V(} ,b) za vsak
b GJ(A) = J(4y) ...(6). Ker ie % kompleksna,aqoclatlvna enot-
ska B —algebra velja po /4, Korolar 6.2%.10/ ocena v(}, a")
£ (v(} ,3))" za vsak a€J(A) = J(Al) in za vsak neN ...(7).
Ker je vlozitev a >3 algebre J(Ay) v 3, homomorfizem, todki (6)
in (7) po def. 3.1(ii) dokazujeta trditev Q3).
I1I. V primeru, da je A brez leve enote, izpopolnimo enotsko
pred- =BY -algebro (J(A ),%,1.1) do B* -algebre } . Ce pomeni
b1 vlioZitev algebre J(A ) Vv njeno izpopolnitev } , veljajo
garadi 2.3¢2; 2.3.3 5 2.2, 9(1), (ii) in (vii’) ter 2.2.9 enako-
sti ©CoV(A,b) = V(ﬁé,%) = V(J(ﬁ;),g) = V(} ,b) za vsak beJ(A),
kijer je po 10.1(i) J(Z)) = (J(A))" + 08 ...(8). Ker je J kom-
pleksna, asociativna, eﬁotska B*—algehra, je po /4, Korolar
6.23,10/ spet v(} ,ah) < (v(} ,EJ)H za vsak a€J(A) in neN ...
.(9). Kot v primeru I, todki (8) in (9) spet dokazujeta trdi-
tev (P).
Trditev () je oditna, saj je | .| B¥- norma in (a*)*= a za
vsak ae€dJ(4) .
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11 DVOSTRANSKI ELEMENTI NETRIVIALNE NORMIRANE ALGEBRE (A,l-ll)
NAD OBSEGOM ¥F (=R ali C)

1l.] DEFINICIJA Element a€ A imenujemo dvostranski, ce je
coV(A,a) = Eﬁvd(A,a). MnozZico vseh dvostranskih elementov
algebre A oznadimo z &H(A). Oditno je OG“;’D(A).T

11.2 TRDITEV Naj bo (4,ll-l) netrivialna normirana algebra (z
enoto ali brez nje, ne nujno asociativna) nad obsegom ¥

(=R ali C). Za vsak a,x €A naj bo f(a,x) = ||x + ax]l,
f°(a,x) = ||x + xal|, vl(a) = sup inf[t_l(f(ta,x) - l)]
x€S t>0

vg(a) = inf sup f(ta‘ﬁ) =4 , vB(a) = lim sup f(ta’ﬁ) =¥ in

t>0 xeS ty0 x€S
v4(a) = sup lim f(ta,f) Eul (gl. 2.2.6 in 2.2.7) ter

xeS t{0
vi(a) = sup inf £ (ta‘ﬁ) = S analogno definiramo Se v, vg,

xeS t>0
in v&. Potem velja:

(1) V] = Vy = Vg =V, in v] = v = v% =V,

(1) [éksistirata taka j,k € {1,2,3,4}, da je vj(la) = v&(la)
za vsak AeF, Ial= 1] = aeJP(A)

(333) aed(A) = vj(a.a) = vy (ara) za vsak j,ke {1,2,3,4} in
za vsak A€F.

Dokaz: Izrek 2.2.7 in trditev 2.l1l.4.4 ter 6 (gl. todko (1) v do-
kazu trditve 1.19)

11.3 Posledica Naj bo (A,ll.|) netrivialna normirana algebra

(z enoto ali brez nje, ne nujno asociativna) nad obhsegom
T (=R ali C) in a tak element algebre A, da je

supllx + Aax|l = sup|lx +axall za vsak A €T , || = 1. Potem je
X€eS X€S

zaradi 11.2(ii) a € d(4).

11.4 Posledica Naj bo (A,ll.ll) netrivialna normirana algebra

(z enoto a2li brez nje, ne nujno asociativna) nad obsegom

T (=R ali C) in naj bo supllx + ax|| = sup|lx + xal| za
XES xeS

vsak a €A (npr., e je A komutativna ali pa &e vsebuje A enoto
e in je flell = 1). Potem je zaradi 11.3 &D(A) = A .

Tgl. naprej 12.3(iv) in 12.7



11.5 TRDITEV

(z enoto

a € A naj

(a) = 1i
es(a t?g

ei(a) = sup
t>0

Potem velja:

1n

1n
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Naj bo (A,ll-l) netrivialna asociativna B-algebra
ali brez nje) nad obsegom F(=R ali C) in za vsak

bo el(a) = sup 1ln sup"etax”l/t ($ls 0.5)
t>0 XeS

sup"etax”l/t (gl. 2.%.6) ter analogno

XeS

sup”xeta"l/t in eé(a) = lim 1ln sup”xeta”]'/t s
x€S t{0 xX€eS

(1) e, = e, in e] = &5

(11) [eksistirata taka j,ke€ {1,2}, da je e.(ra) =

= e;(ra) za vsak aeF, Jal= 1] = aeP(A)

(111) aedH(r) = ej(la) = ei(la) za vsak j,k € {1,2}

in za vsak A€ TF.

Dokaz: Izrek 2.%.6(i) in trditev 2.1.4.4 ter 2.1.4.6 (gl. tocdko
(1) v dokazu trditve 1.19) .

11.6 TRDITEV Naj bo (A,ll-ll) netrivialna asociativna B-algebra

(z enoto ali brez nje) nad obsegom ¥ (=R ali C). Potem je
¥ - spekter G?(A,a) C CoV(A,a) za vsak a€d(A) (gl. 1.5).

Dokaz: Izrek 2.3.11 (tocke 1,2 in 2?).

11.7 oroMBA Ce je (A,l-l) netrivialna kompleksna asociativna

normirana algebra, je v splofnem H(A)NT(A) % H(A)NHy(A)
(inkluzija je oditna, moZnost neenakosti pa ka%e primer
13.1.9(8) na str. 114).
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12 INVOLUTTUNE NORVIRAME ATGRBRR

V tem odstavku je (A,%,ll.ll) netrivialna, involutivna, normirana
algebra (z enoto ali brez nje, ne nujno asociativna) nad ohse-
com F (= R ali 0), Tnvoluecijo na prostoru ¢ (konjugiranje kom-

pleksnibh Stevil) homo tudi oznadevali z zvezdico "x"

12.1 DEFINICIJA (i) Rlement a €A imenujemo po&evno % -hermit-
ski, ce je 2* = —a ., WnoZico vseh poSevno ¥-hermitekih
elementov algebre A oznadimo s FH?(A), ¥H'(A) = {a €A :

a* = <a}.
(i1) TFlement a €A imenujemo *-hermitski, de je a* = a, 5 *H(4)

oznatimo mnoZico vseh ¥-hermitskih elementov algebre A,
*M(A) = {aer : 2% = a}l.
12.1° Ce je A kompleksna algebra, je oditno *H(A) = i*H’2(4),

12.2 TRDITEV WNaj bo (A,%,]|l.]]) netrivialna asociativna involuti-
vna B-algebra nad obsegom F(=R ali C). Poten je ¥-spekter
G‘é,(A,a) C coV(A,a)/1ToV; (A,a) za vsak a €A in e je pri tem
¥F=2C, je coV(4,a) < Eavd(A,a) za vsak a€N(A).

Dokaz: Ker je A involutivna algebra, ima enoto (dvostransko) ali pa
Je brez leve in hkrati brez desne enote. Prvi del trditve
sledi zato iz 2.5.11\, drugi del pa iz 9.6(viii) in 2.3.11 .

12.3 TRDITEV Naj bo (A,%,ll.l) netrivialna, involutivna, normi-
rana algebra (z enoto ali brez nje, ne nujno asociativna)
nad obsegom ¥ (= R ali C) in za vsak a € A naj velja ena-

kost "a*“ = lJlalf , t.j. involucija ¥ Je izometrija. Potem velja:
(1) F=R = ©o V(A,a) = E'éVd(A,a*) za vsek ae€ A (gl. def.
2y1.3)

(ii) ¥=C¢ =) ©oV(4,a) = Ea[vd(A,a*)]* za vsak a €A
(1ii) v(A,a) = v (A,a*) za vsak a¢A (gl. def. 3.1)
(1v) ¥=R =) *H(A) € $(A) (£1. 11.1).

. *
Dokaz: (i), (ii): Ker je supllx + tax| = sup|(x + tax) | =
X€S X€S
= sup|[x* + tx*a*“ = supl|ly + tya*|| =za vsak a€A in t ert,
XE€S yeS

je po 2.2.7 supReV(a) = supReVd(a*) za vsak‘a€ A ...(1). 04
tod zaradi 2.1.4.4 in 2.1.4.6 ( gl. toBko (1) v dokdzu trditve
1.19) %e sledi trditev (i).

Ce je F =0, veljs zaradi (1) in 2.1.4.4 ter 2.1.4.6 enakost
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SupHe[AV(Eﬂ] = supReV(aa) = sup”evd(ﬂfa*) = snpﬁe[ﬂﬁvﬁ(ﬂ*)]
= supRe[K(Vd(a*])*]* = supHe[A(Vﬁfﬂﬁ))*] za vsak A€C, |al = 1.
0d tod po 2.1.4.4 in 2.1.4.6 (g1. (1) v dokazu trditve 1.19)
sledi trditev (ii).

Todka (iii) sledi iz (i) in (ii) (=21. def. %.1), trditev (iv)

pa sledi iz (i).

12.4 TRDITEV Naj bo (A,%,I-l) netrivialna kompleksna involutivna
normirana algebra z enoto ali brez nje (ne nujno asociativna)
in naj bo *H(A) € H(A). Potem velja:

(1) A = H(A) + iH(A) in H(A)C *H(A) + i(*H(A)N1lanAN lanA®)
(i) V(A,a*%) = (V(A,a))* za vsak a€A
(iii) Ce je A asociativna algebra (z enoto ali brez nje) in je
lanA = {0} (gl. 0.5.0), je *¥H(A) = H(A) in preslikava
l.1 : ar>jal:= Egpuaxu je pred—B*—norma (t.j. algebrska

norma z lastnostjo, da je |a¥a| = Ial2 za vsak a€ A).
Torej je (A,#,1-1) kompleksna pred-B*-algebra in je zato:
() la*| = |a| za vsak ae A ter
(P v(A,a™) € (v(A,a))? za vsak aeh in neN .
Dokaz: (i) Ker je A involutivna algebra in *H(A)c H(A), je A =
= *H(A) + i*H(A) = H(A) + iH(A). Zato lahko vsak h€H(A) zapiSemo v
obliki h=u+iv, kjer sta u,ve*H(A) ...(1). Ker je *H(A)< H(A), sta
zato V(u),V(v)<R ...(2). Iz (1), (2) ter 2.1.4.4 in 5 sledi iV(v)=
=V(h-u) < V(h) - V(u) € R in zato po (2) V(v) = {0}. Torej je po
3.1(ii) in 3.12' velanA (3). Todke (1),(2) in (3) dokazujejo (i).
(21) Poljuben aeA lahko zaradi (i) zapiSemo v obliki a== h + ik + n,
kjer sta h,ke*H(A)CH(A) in je nx=O=n*x(=xn=xn*) za vsak xeA. Po
def. 2.1.3(ii) je zato V(a)=V(h+ik) in V(a¥*)=V(h-ik), kar po trdi-
tvi 10.2(iii)(b) dokazuje trditev (ii).
(1ii) Zaradi (i) je "tedaj" H(A) € ¥H(A) in zaradi (i) se tudi
lahko sklifemo na izrek 10.5(iii) .

12.5 TRDITEV Naj bo (A,%,l.l|) netrivialna, asociativna, invo-

lutivna, normirana algebra (z enoto ali brez nje) nad obse-

om ¥ (= R ali ¢) in za vsak a € A naj velja enakost
Ne*all = nan? (t.5. (A,%,11.1) je pred-B¥-algebra ). Potem je oBit-
no lanA = {0} in velja:

(1)  *He(A) < H'(a)NHL(A) (gl. def. 5.1)

(31) F=c D H(A) = He(n) =*H(A) (gl. der. 6.1)

(i31) F= 0 v(a,a" = va(4,a") € (v4(4,2))" = (v(4,2))"

o veak a €A in neWN,

I
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Nokag: (i) Vrmemimo poljuben + €% in a e*H’(A). Potem je

(x + tax)*(x + tax) = (x* - tx*a)(x + tax) = x*x +

+ t2(ax)*(ax) 1in zato llx + taxH2 = J|x¥*x + tg(ax)*(ax)n
za vsak x €A ...(1). Ker je qu? - t2uaugnxn2.g HX"2 - t2uaxﬂ2 =
= J|x*=| - tQH(HXT*(ax3“ < ) x*x + f?(ax)*(ax)“ s HXH? + t2uau?nxu?,
sledi iz (1) ocena
(1 = £20an®)Y? - 1 N+ taxll - 1 ¢l T A

i X %0 Il
+ -
za vsak x €A in t € R\V{0O}, +.i. lim"X = tax| 1 = 0 wa vsak
teR?
t-0

2 S(A)
x €8. To zaradi 5.2(vi) pomeni aeH?(A)., Torej je *H?(A) € H? (1)

in zato tudi *HY(A) = ¥HY(a*) € HI(a*) = Hé{ﬁ) {Fl. O0.7.%)
(34) Zaradi (i), 12.17 in 6.2 je *u(a) = i*H'(a) C
c iH°(A) = H(A), t.i. *H(A) € H(A), kar po 12.4(i) pome-
ni H(&) = *H(A) in zato tudi Hy(A) = H(A®) = *H(A*) = *H(A), saj
je tudi lla¥.all = )laa*|| = aX)|? = HaH? za vsak a €A (gl. 0.1.3),
(iii) Ker ima involutivna algebra dvostransko enoto ali pa nima
niti leve, niti desne enote, je zaradi (ii) po izreku
10,5(iii)(p) v(a™) € (v(a))™ za veak a €A inneN ,..(2). Po
12.3(iii) in 12.4(ii) je wvg(b) = v(v*) = v(b) za vsak be A ...(3).
Todki (2) in (3) dokazujeta (iii).

12.6 IZREK Naj bo (A,%#,)1:1) netrivialna, kompleksna, asociativ-
na, involutivna, normirana algebra (z enoto ali brez nje)

in naj bo lall = supllaxll za vsak a €A ali pa naj bo
x¢5
llall = suplixall za vsak a € A, Potem so ekvivalentne naslednje
XeS

trditve:
(1) *u(r) < H(a)
(31) *H(A) < H(A)
(1i5) *u(A) = H(A) = Hy(4)
(iv) lla*a]| = Nall? za vsak s €A ,

Opomba: Fkeistira taka kompleksna, involutivna, enotska B-alge-
bra (A,%¥,0.1), da je H(A) < *H(A), pri Semer (A,%,H.I) ni
H*—algebra (g1. /6, str. 198/).

]

Dokaz: I. Naji bo Jla]l = supllaxll za vsak a €A, Ker je A involutivna
XeS

algebra, ima enoto ali pa je brez leve in desne enote,
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(i) = (idi),(idii): ‘e velja (i), ie po 12.4(i) *u(a) H(A) dn
velja zato po iwreku 10.5(iii) enakost |a¥al = ial? 78
veak a €A, Ker ie po predpostavki lal := supllaxll = Jlall,
xeS
ie zato Ha*a]l: Ha"p za veak a €A, To po 12,5 pomeni (iii) in (ii),

(ii1) = (iv): T™rditev 12.4(iii).
(iv) = (1): Trditev 12.5(ii).
(ii) = (v): Ker je *H(2*) = *u(a) C Hy(a) = H(A®) (g1, 0.1.3

in 6.1), velia po 12.4(iii) rﬁdknﬂf la¥ea|l = 1al?, t.3.

|aa*] = |al® zo vsak a €A, ker pomeni todko (iv).
II. V primeru, da je |lall = suplxal zz vsak a €A, upo&tevamo

¥eS
i F(ac) = *H(4 1(A®) = H.(A ; i
enakosti {(A®*) = "H(A), H(A®) - gd(x), d(q ) = Hi& in

fall = supllaex|ll in se s tem primer IJ reducira na primer I.

XeS

12.7 TRDITEV Naj bo (A,%,ll-]) netrivialna komplekéna involutivna
normirana algebra z enoto ali brez nje (ne nujno asociativna)
in naj bo ¥H(A)cH(A) ter lla*ll=llal] za vsak aeAl Potem je A =3D(A) .
Dokaz: Zaradi 12.3(ii) in 12.4(ii) Jje coV (a) = (coV(a*))*
(co(V(d))*) = coV(a) za vsak aeA

13%. PRIMERI dvodimenzionalnih asociativnih normiranih algebr

15.1 NEKOMUTATIVNA NORMIRANA ALGEBRA BREZ ENOTE S HILBERTSKO
NORMO

1. Naj bo A dvodimenzionalna asociativna algebra nad ohsegom ¥
(= R ali C) z bazo {a,b}, A = {da + b : o, peF} = Fa@Fp,
kjer je aelanhA in b leva enota algebre A (primer 1.16).

2. Algebra A je Hilbertov prostor glede na skalarni produkt (,),
{ota + pby ot’a + B’b) := xot’* + PP*  za vsak o(o{'[sp’e?' in je
zato {a,b} ortonormirana baza prostora A. Norma W.ll, ki jo
inducira ta skalarni produkt, laa + @bl := (Id\d it ]p12)1/2
za vsak u,preg' je algebrska norma (ustreza tocki O.:.l(lV))
in (A,N.ll) je B-algebra (natandneje HB-algebra). Oznake: S =

=5(A) = {x €A : Ixil =1},

3. Za vsak o, p €Y je pol3.l.l |oa + Aol ::xgg%ﬂgaa.+ pb)xll =

= sup {ll(xa + pb)(«?a + p'D)I : o«’,p? . ¥, locrl apl? =1y -
= sup {||pec’a + pp’hll t o p’eT‘ U m,f\ = 1} =
= |p| sup{(lo’) 4+ |3 A2 e, ) ? Ip1 7 =1} =

*npr. netrivialna kompleksna asociativna pred—B -algebra
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Il . Torej leva operatorska polnorma ni norma.
Po drugi strani pa je po 1311 za veak o, €F |oa + pbl 4
x&;gjpnx(ua + Ph)” sup{ll(e’a + p?b) (xa + pb)|l : ot.’,rj’e ¥ ,
let?) 2 + 1?1 2 = 1} = sup{llap’a + pp’bll ¢ o’ ,p2 €T
e’ 2 + 27l 2 =1} = sup{|p" (l1? + I3 ,,)1/2 : o P E?r'
lorl 2+ 12 = 1} = (12 + 1p12)Y/2 = flaa + poll,

]XIﬂ = )Ix]| za vsak x e A, Torej je desna oper‘atorskd po]nor—

!

ma norma, ki sovpada s prvotno normo.
Ze vsak o, €¥ in n €W je zaradi (i) po indukeiji
(o2 + rbh)n = pf' Loa + pb) za vsak ot,pe?:" in n eN. Ce je

p £ 0, je zato |l(aa + pb)”l"l/ﬂ = |P|1 1/*’1)“0”2 ]{312)1/211_

Torej je spektralni radij r(xa + pb) IBl < (|0(|2 pl )1/2
= )|lx a +{5b]| za vsak o pe'}" To pomeni, da je r(x) = x|l za
vsak x€3b in =r(x) < x|l 2za vsak x e (F\{0})a + Tb .

Ker je a €lanA in je b leva enota algebre A, je («=z T—ph))’ =

=0 + px =px in zato f((xa + @b)x) = pf(x) za vsak feA’,

kar po definiciji 2.1.3(ii) pomeni, da je levi numeritni za-

klad V(A, a2 + pb) := {f((aa + pb)x) : xeS, fen(a,x)} = {p}

za vsak o, (€ ¥ ...(1). To velja splosno, neodvisno od tega
ali je algebrska norma hilbertska ali ne i i 6 KXY .
Zaradi 2.1.4.6, 13,1.2 in trditve 2.2.4 je desni numeriéni
zaklad Vs(A,aa + pb) = V(A*, a2 + pb) :
= {{(aa + pb)-x,x) : xes (L)} = {{x(aa + pb),x} : x €S(A)}
= {{(’a + p'b)(xa + pb)y, ’a + E'bY : ’,p e ¥
l?12 + Ip2 = 1} = {apor* + F.|(3]2 s (5'6'5‘ g
l12 4+ |pr]2 = 1) ...(2).
Ce je |a’]2 + |(3’|2 = 1, lahko |Ja?’ in |(3,’| zapisemo v obli-
ki |’ = cos(t/2) in 1P’ = sin(t/2) , kjer je t/2 ¢
e [0,%/2] . Torej lahko poljubni Ztevili o, € ¥ , ki
ustrezata enakosti |o’|2 + |p’|2 = 1, zapiSemo v kompleksni
obliki o’ = (cos(t/2))e’? in {'5’ = (sin(t/?))ew , kjer sta
g, '-I-‘ € [0,2'31':] ..-(3).
Ce je ¥ =€, je zgaradi (2) in (3) desni numeriéni zaklad
Va(h,aa + pb) = {a(sin(t/2))el¥ (cos(t/2))e™ ¥ + p(sin(t/2))?:
1:6[0 w1, <¢,¢elo,27]} = (1/2){Ileif . sint + p(1-cost)
ge[0,21], te[0,X]} =za vsak oLpEC ...(4).
Ce je ¥ =R (Cg P € {0,%}) je zaradi (2) in (3) an=aloseno




>
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Vd(_f-..,ua + AE) = (1/?){io¢lei§ sint + p(1 - cost) : te fo,x],

f € {0,'5['}} = (1/2){‘t olsint + |‘5(1 - cost) : te[0,X]} =za
vsak o, peR e..(4’). Ce je ¥ =R, je zato npr. Va(4,a)

= [-1/2, 1/2] , v4(a,b) = [0,1] in V4(4,a+d) =

= (1/2){1 - (cost £ sint) : te[0,X1} = [(1-V2)/2,(1+¥2)/2].
a3 bo F = C. Zaradi 13.1.5(1) je H(A) = Ca + Rb ...(5).
Ce de (oo 4 ph)éi"ﬂ(.ﬂ), je zaradi 13.1.5°(4) 1Im [Id-leigm'.nf 1
(L - cost)] = 0 28 vsak e [0,7%] in za vsak te€[0,%] in
ie zato (za § = 0) Pe€ R, kar pomeni (za t =%/2) Il Tme 1§ =
= 0 za vsak §e [0,2%], t.j. o = 0. Z%ato je Ws(A) € BRb in
zaradi 1%.1.5°(4) velja ofitno tudi obratna inkluzija, torej
Ho(h) = % ...(6).

Ce je F = 0, ie zaredi 13.1.6(5) J(A) := T(A) + ilT(A) = A ,
Ce je ¥ = C, je preslikava (o2 + pb)H (ata + fbb)* 1=

y= oba + p*b linearna involucija na algebri A (ki ni_algebr-
ska, gl. 12.2) z lastnostjo, da velja za skalarni produkt

{,) enakost {xy,z) = (y,x¥2z) za vsak x,y,z €A, kar lahko ne-
posredno preverimo. (Zato lahko redemo, da je (A,%,¢,Y) leva
pol—H*—algebra.)? O8itno je mnoZica *H(A) :={xeh : x* = x} =
= Ra @ Rb in zaradi 13.1.6(5) in (6) torej velja:

Hy(A) =RbE Ra@Rb = *H(A) & Ca + Rb = H(A) ...(7).

Zaradi 13.5(1), 13.5°(4) in (4?) je oD(A) = {0} (gl. 11.1)
in je torej po (7) H(A)NH(A) = Hy(A) = Rb¢ {0} = D(n) =
= H(A)ND(A), t.j. HANH(A) € HA)N D) ...(8).

Po 1%3,1.6(5) je h := (a+b) e H(A) ...(9). Ker je po 13.1.1
ax = 0 in bx = x za vsak x€ A, je hx = x za vsak xe A ...(10).

Zato je suplhxll = 1<V2 = ||l ...(21). Zaradi (10) je
X€S

T

nd =n £ 0 zaveai jeN ...(12), kar pomeni r(h) =1 in
je zato po (11) r(h) <)Ihll ...(13). Iz (9) in (12) sledi
fsinh|l = lI(sin)hll = (sinDINll > (sin®/4)V7 = 1, +. 3.
lsinh)l>1 ...(14).

*

Involutivno B-algebro (A,%,l«ll) imenujemo H*—algebro, e je A

Hilbertov prostor glede na nek skalarni produkt (,)%, pri Cemer
velja: (i) ]lall2= {a,a) za vsak a €A

(ii) (ax,y) = (x,3*y) za vsak a,x,y €A
(iii) (xa,y> = (x,ya*) za vsak a,x,y €A .
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13.2 NEKOMUTATTVNA KOMPLAKSNA NORIRANA ATGAORRA BREZ KNOTE 7
NEHTLBERTSKC NORMO

1. Karteziéni produkt 4 = 0xC = {(a,p) : «,8eC} je kompleksen
linearen prostor z bazo {a,h} (a2 = (1,0), b = (0,1)), kjer
definiramo (aa + pb) + (’2 + p’b) = (ot +ot?)a 4 ((‘5+ r.-s’_‘lb
in a(oa + Ph) = (Ao)z + (a.p}'h ma veak o(,(;,a,e e Vesaks line-

arna normalizirsna absolutna norma (.|| na A, t.]j. linearra

norma |j.|l, 22 katero veljaio enakosti jall = Il =1 in
etz + pbll = || 1ett2 + IpIBIl za2 vsak o,p €C, doloca funkcijo
kp(t) := J|(1-t)a + tb]l ...{(1), ki je konveksna na intervalu
[0,1] z lastnostio, da je ¢(0) = ¢ (1) = 1 in max{l-t,t}
£Y(t) g1 =za vsak t €[0,1]

2. Po /A, 5,21 - str. 38,39/ oz. po /13, 0.0.8.46.4.8(ii)/ je

enotska sfera © := {xedA : lIxNl = 1} = {zja(t)a + 2,p(t)b
1,25 €0, 1271 = |z,| =1, tel0,1]}, kjer je at(t) = (1-t)/P(t)
in B(t) = t/¢(t) za vsak te€[0,1] ...(2).
Po /13, 0,0.8.46,4.8(iii)/ je zapis enotske sfere v obliki (2)
enoliden, t.j. za veak x €5 eksistira natanko dololena trojica
(t,21,25) € lo,1]1 x ¢ xc, da je Iz7) = 125l =1 in x = zja(t)a+
+ zZo@(t)b  ...(27).

3, Naj bo \{J{(t) oz. Yi(t) levi oz. desni odvod funkciie LP v
todki t, G(0) = {geR : -1<g<Y(0)}, G(t) = {peR :
$(t)< g < Pi(t)} za vsak t€(0,1) in G(1) = { geR
\Pi(l)sg- €1} ...(3). Za vsak t € [0,1] naj bo x(t) = (ot(%),
B(t)) =ot(t)a + (;(t)b ...(4). Potem je zaradi (2) x(t)esS
in po /4, Lema 5.21.4/ oz. po /13, 0.0,8.46.4.10(i),(ii) in
(111)/ je D(x(0)) = {(1,2(1+g)) : zeC, |2| =1, gec(0)},
D(x(£)) = {((t)-gt, q;(t)-a.mg) : peG(t)} za vsak t€(0,1)
ter D(x(1)) ={(#(1-p),1) : zecC, |z| =1, g.e(}(l)}, kjer ure-
jeno dvojico (o ,"5) €C? identificiramo z linearnim funkcionalom
f, za katerega veljata enakosti f(a) =o in f(b) = ( ...(B).
Vsak x 1= zqa(t)a + zep(t)bés enoli%no doloda te€ [0,1] in
po /4, 5.21 - str. 39/ oz. po /13, 0.0.8.46.4.10(iv)/ je
ustrezna mnoZica D(x) nosilnih funkcionalov enotske sfere S
dana z enadbo D(x) = {(z’iu,z*ép) : (o(,(b) eD(x(t))} ...(6),
kjer urejene dvojice identificiramo s funkcionali, kot je bilo
omenjeno v todki (5).
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4, Naj bo mnoZenje v A (= CXC) definirano z enadbo (e,p)( NS ) =
o
= p(a?,p’), t.j. enako kot v 13.1.1 : a” = O = ab, b = b in
ba = a ...(T). To mnoZenije je asociativno in preslikava

(aa + ph)laa + Pbll; :=lal + |pl je zaradi (7) algebrska nor-
ma, ki je oitno normalizirana in absolutna ...(8). Normirano

algebro A glede na normo ||. |y oznacimo 7 Aq., Po (1) ustreza
normi ||, funkeija ¢, ¢Y(t) =1 =z veak te[0,1] ...(9).
Zato je po ('J) a(t) = 1-t in p(t) =t za vsak t € [0,]] ...(10)
ter po (3) (0) = [-1,0], G(t) = {0} za vsak t € (0,1) in

6(1) = [0,1.] ...(11). Tz (5), (9) in (11) sledi: D(x(0)) =

= {(1,zr) : zeC, |zl =1, re[0,]}, D(x(%)) = {(1,1)} =za

vsak t€(0,1) in D{x(1)) = {(zr,1) : ze€C, [z =1, r€[0,1]}...

.(12).

Za poljuben x = z(t)a + z,p(t)b €Sy = S5(A,) (zl,z2eC,
lz9l =12z, =1, t€[0,11) in poljuben (A= + Mb) € Ay je zaradi
(7) x(axa + ub) = z,p(t)(2a +Ab) in velja zato za veak fe
€D (x) = D(Ay,x) (f = (Aa,2z%p), («,p) €D1(x(t)) - (5)

in (6)) enakost f(x(aa + mb)) = z?p(t)(a(zla) +&(32@.))

= (l(z’izz)ot +éz(5)p(t) . Torej je zaradi (10) desni numerilni
zaklad Vg(A;, a + mb) {(A.(v z,)o +3p)p(+) 12, €C,
lzq0 = |2z, =1, tel0,1, (ot,p)eDl(x(t))} {(mzq rup)t
z€C, |zI =1, t el0,1], (ot,(&)EDl(x(t)” in je zato po (12)
Va(ay, aa + mb) = {0yU{(IAlz +al-)t : z€C, |z =1, t€(0,1)}U
U{nlz(z’r) +tM t z,2°€C, |zl = |2l =1, re [0,1]}

={0alz +pu)t : zeC, J21 =1, te [0,13} U {1aig +Mot §eC,
15113 = co({03 Ufz eC : [z-p| =1a1}) za vsak a,peC ...(13).
Po drugi strani je zaradi (7) in 1%.1.5(1) in (1?) levi numerid-
ni zaklad V(J‘xl, Az +&b)- :{é"} za vsak A, M€C ssulXA¥F;

e ————

Torej po (13) in (14) eksistira kompleksna asociativna neko-

mutativna B-algebra brez enote z lastnostjo, da sta levi in

desni numeric¢ni zaklad vsakega elementa algebre konveksni pod-

mnoZici prostora C, ¢eprav norma ni hilbertska, t.j. ne izhaja

iz skalarnega produkta (t.j. ne zado§fa paralelogramski enadbi)
in geprav enotska sfera algebre ni gladka ...(15).

Zaradi (14) je H(Aq) = Ca + Rb ...(16) in zaradi (13%) je
Hq(A) = Rb  ...(16°). Ker je a €lanA in je b leva enota, je
zaradi (16) r(h)< lIhll; za vsak h e{aa + b : Ae C\{0}, peR}C
C H(Ay) ...(17). Ker je b leva enota, pa je zaradi (16*)

r(h) = lIhlly (= supllxh"l) za vsak h eHy(Ay) ...(L77).
XES 1
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. Preslikava (az + @b)r—-»"aa + pb]]m:: mex{ld),|pl} je tudi abso-
lutna normalizirena algebrska norma na A glede na mnoZenje, ki
je definirano v todki (7). Normirano algebro A gleds na normo
-, ozna¢imo z Ag . %2 funkecijo ¢, ki jo po (1) dolota norma
I o velja enakost Y(t) = 1-t za vsak t e [0,1/2) in $(£) =t
za veak t € [1/2,1] ...(18). Zato je po (2) @(t) = t/(1-t) za
vsak t € [0,1/2] ter A(t) =1 =a vsak te 13/2,1] ...419)-
zaradi (3) in (18) je G(%) = {-1} za vsak te[0,1/2), G(1/?) =
=[-1,1] in ¢(t) = {1} za vsak t€(1/2,1] ...(20). 1z (5),
(18) in (20) sledi Dn(x(t)) = {(1,0)} za vsak t € [0,1/2),
D(x(1/2)) = {(1/2 - g(1/2), 1/2 - g(1/2) +¢) :3@[-1,1]} =

= {(l=r,m) = & [O,l]} in D(x(t)) = {(0,1)} za vsak t €(1/2,1]...
...(21).

Analogno kot v 1%.2.4 je zaradi (19) in (21) desni numeriéni
zaklad Vg(Aw,2a + pb) = {(A(z"iz?)a +RpIP(t) @ 29,2, €0, |2q] =
= |2zp| =1, te€[0,1], («,p) €D(x(t))} = {(alz.1 +8.O)t/(1—t) :
z€C, 12| =1, t €[0,1/2)}U{Mz(1-r) + pr : zeC, J2l =1,

r € [0,1]}U{inlz.0 +p.l ot zeC, |z = 1} = {§ec : 151€ A} U
U{(l—r)ln.lz tTMm: z€eC, |zl =1, Te [O,l]} = co({zec & Y51
&lal}U{&t}) za vsak A,M €C «..(22). Po drugi strani je zaradi
(7) in 1%.1.5(1) in (1’) spet V(An,22 +&1b) = {p} za vsak
Aapnec L..(23).

Todki (22) in (23) ponovno potrjujeta todko (15) ...(24).
Enako kot prej je zaradi (22) in (23) H(Ae) = Ca + Rb in
Hy(Aw) = Rb ter zato r(h)(llhllmza vsak h e {aa + @b : 2e€C,
B€R, Ipl <IAJc H(Ag) in r(h) = ||h||, za vsak heHy(A ) ...(25).
. Glede na mnoZenje, ki je definirano v toéki (7), je absolutna
normalizirana algebrska norma na A tudi preslikava (ta + pb) —
mllaa + pbll 1= max{ial, 1pt , 3/VIO(I 2 + 11 )2}, Po (1) je
J(t) = max{1-t, t, 3/@(21:2 - 2t + 1)1/2} za vsak t €[0,1],
t.3. ¢(t) = 1t za vsak te[0,1/4], P(+) = 3/YyT0(2t% - 2t +
+ 1)1/2 za vsak te€ [1/4,3/4] in g(t) =t za vsak te€ [3/4,1]...
...(26). Po (3) je zato G(t) = {-1} za vsak t€[0,1/4),

G(1/4) = [-1,-3/5), G(t) = {¢*(+)} = {3/YI0(2¢-1)(2t? - 2t +

+ 1)-—1/2} za vsak te€(1/4,3/4), G(3/4) = [3/5,1] in G(t) =

= {1} za vsak t€(3/4,1] ...(27). 1z (5) in (27) sledi

D(x(t)) = {(1,0)} =za vsak te€ [0,1/4), D(x(1/4)) = {(1-v/3,r) :
r €[0,3/101}, DAx(£)) = {(P(t) -t ¢2(t)y () + (1-t) (1))}
za vsak te (1/4,3/4), D(x(3/4)) = {(r,1-(x/3)) : re [0,3/10]}
ter D(x(t)) = {(0,1)} za vsak te€(3/4,1] ...(28). 1z (6), (26)
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in (28) dobimo enakost Vd(ﬁ.,;\,a + g.a.h) = {(1/3)!1] rz : 2 €0,

|z} = 1, T € [O,l]}U{t(lM/3)z + (1-t)p  : zeC, Izl =1,

t (= 1-v/3) € [9/10,11} U {ialz(+-t)(2t2 - 2t + 1)71 +
+put2(2t2 ~ 26 4 1)71 2 zec, 121 =1, te[1/4, 3/41} U
U{t.31alz + (1-t)&t: z€C, |z1 =1, t(=r/3)e[0,1/10]} ...(29).
Tz (29) spet sledi ”d(ﬁ,) = Rb , pri demer je no 13.1.5(1) in
(1*) 1H(A) = Cca + Rb ...(30).

13.3 KOMUTATIVNA KOMPLEXKSNA NORMIRANA ALGEBRA BREZ WNOTE

1. Prostor A = CxC z bazo {z,b} (a = (1,0), b = (0,1)) in z obi-
ajno linearno strukturec (gl. 13,2.1) je kompleksna asociativ-
na komutativna algebra brez enote glede na mnoZenje, ki je de-
finirano z enacdbo (ot,[s)(oz’,rs’) = (aat’,0) za vsak o,o’,p,p’ €C,
t.3. z ena‘bami a° = a, ab = ba = b° = 0 ...(1). Glede na to
mnozenje so algebrske vse tri absolutne normalizirane norme
Hellys Helly in H.lles Ntz + pblly = lal +1p1 , Jlea + pbll, =
z= (|0£|2 + |r5|2)l/2 in Jlaa + Pbll, = max{ial, |pl} s el 2) 4
O8itno je lanA = Cb ...(2?).

Vsaka teh norm doloda po 13.2.1(1) funkecijo \IJ(t) in ta po
13.2.2(2) funkeiji a(t) in p(t). Po 13.2.2(2) je vsak x e S(4)
oblike x = zlol(t)a + z2f5('t)b, kjer so z,,z, €C, |zl| = |z,| =
=1 in t € [0,1] enolidno dolodeni; za vsak A, peC je zato
f{(aa + (y.b)x) = (Azlot(t))(z*ia) za vsak f = (z*io(, z';p) €eD(x),
kjer je (ot,p) €D(x(t)) ...(3). Iz (3), 13.2.2(2) in 13.2.3(6)
sledi enakost V(A,aa +mb) =a{e(t) : te[0,1], (,p)e
€ D(x(t))} ...(4).

2. Norma |.|l; doloda funkeijo LP, ki je na intervalu [0,1) iden-
tidno enaka 1. Po 13.2.2(2) je zato a(t) = 1-t za vsak t € [O,l]
in po 13.2.4(12) sledi zato iz (4) enakost V(Al, Aa -I-&I-b) =
=a({1.3 U{1.(1-%) : te(0,1)}U {0}) = a[0,1] = co{0,a} ...(5).

3. Norma |||, izvira iz skalarnega produkta {,), {Aa + 4D,
oa + pb) 1= Ao+ &I.P* za vsak oc,[s,x,y. €C in je zato po (1) in
2.254 V(zAz, Aa + d.l.b) - {{(ra +d.tb)(ota + pb),ua + pb) Do, PEC,
Jot | +ll3l = 1} ={a,|o<]2:d,pec, Idl2+ }P|2:l}=
= co{0,A} ...(6).

4. Norma l|.|l, doloéa funkecijo LI) , qJ(t) = max{l-t,t} za vsak
t €[0,1] . Po 13.2.2(2) je zato «(t) = 1 za vsak t € [0,1/2] in
sledi zato iz (4) in 13.2.5(21) enakost V(4,, Aa +-dxb) =
=a({1.13V {(1-v).1 : re[0,}U {0.a(t) : te(1/2,1]}) =
=2A[0,]] = cof0,2} ...(7).




5. Ker je zaradi (1) 7a vsak o€ O\ {0} in za vsak A,A’ ,E.,ét’e &
komutativen kvazi-produkt ((1/«)(Ara + &b))o(x'a + Z"’b)
= (1/a)(a+ (@=-a)Ar)a + (F/o0 + ’)b (1. 1.1,8tr.10), je
spekter 6(4, aa +pub) = {0,2} ...(8).

Iz (5), (6), (7) in (8) sledi v(f~ 19%) = V(A,,x)

= V(AgyX) = co 6(A,x) za vsak xe€ A ...(9). Tu imano torej
primer, ko razlilne algehrske norme (dve sta nehilbertski!)
dolo¢ajo numericne zaklade, ki so konveksni in sovpadajo na
vseh elementih algebre ...(9’). Todka (9) tudi pomeni, da
eksistira kompleksna asociativna komutativna B-algebra brez

enote in z netrivialnim mnoZenjem z lastnostjo, da je numeric-
ni zaklad vsakega elementa algebre konveksna mnoZica - enaka

konveksni ogrinjaéi spektra danega elementa, &eprav norme ne

generira skalarni produkt ...(9°’).

6. Iz (5) in (9) slede enakosti H(Al) = H(A?) = H(Ae) = Ra +
Cb ...{10). Za vsak x = (Aa +ub) €A je zaradi (1) =x@ = ala
za vsak neN ...{(11l) in je zato r(x) =1a\ <"X“j za vsak
j €{1,2,0} in za vsak A €0, 1AIK 1. Torej eksistira zaradi
(10) za vsak je {1,2,9} tak hEH(Aj), da je r(h)<llh|{j se kL2
Zaradi (11) je tudi sinx = (sina)a + ub in eksistira zato po
(10) za vsak r €R" in za vsak je {1,2,0} tak hrEH(Aj) (hr ne-
odvisen od j), da je ||sinhI.|L>r s A 13y

Zaradi (10) je A. = H(A ) + 1II(A ) in zaradi komutativnosti
algebre A je zato vsak element al,crebre A j-normalen (je {1,2,00}),
kar po 9.6(viii)(b) pomeni, da je coV(Aj,x) = coG(A,x) za
vsak x € A, To zaradi (5), (6) in (7) spet potrjuje todko (9) !

15.4 KOMUTATIVNA KOMPTEKSNA NORMIRANA ALGEBRA Z ENOTO

1. Na kompleksnem linearnem prostoru A = CXxC z bazo {a,b}
(2 = (1,0), b = (0,1) 3 gl. 1%.2.1) lahko definiramo asocia-
tivno komutativno mnoZenije z enadbo (a,p)(ot’,p’) = (ctw,{sp’)
za vsak o ,t’ B €0, t.j. 2z enaébami a~ = a, ab = ba = 0 in
b2 = b ...(1). Algebra A ima enoto e = (1,1) =a + b ...(2).
. Absolutne normalizirane norme [l Iy, |- [l» in jj-li, (g1. 13.3.1)
so algebrske norme in je llelly = 2, [lell, = V2 ter |lellg =1 (3).

2. Po 13.2.1(1) doloda norma ||.|; funkcijo g(t) =1 in po
13,2.2(2) tudi funkeciji a(t) = 1-t in (5(1:) = t, Po 13.2,2(2)
je zato vsak xe€Sq = S(A;) oblike x = z7(1-t)a + zotb, kjer
S0 z1,2p€C, 23l = |z, = 1 in te [0,1] enoli¢no dolodeni;
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garadi (1) je (aa 4+ mwbd)x = Az (1 -t)a 1+ pr,tb, kar pomeni ena-
kost f(aa + -d.r.b)x) = ?«.(? (1—1:))(710() 1&1.(.1 t)(z.)]'&)

= aa(1-t) +Z-I-(5t za vsak :\.,J.LG(‘ in za vsak f ('_7101, ?p) €

€ D1(x), kjer je (ot,p) € Dy(x(t)). Iz 13.2.2(2) in 13.2.3(6)
sledi zato enakost V(f‘al, Aa +&Lb) ={A(1-%t) + zzpf : t e [0,1],
(d’P) £ Dl_(x(t))} , kar po 1%.2.4(12) pomeni, da je

\I(\,194¢L = {A.1.(1-0) +4 -o}U{A.—flJr)u.Ll :
+e(01HU{0131 1} = cofa,pu} 7a veak A, el ...(4).
Norma ||. -l igvira iz skalarnega proﬁukfs( ) (gl. 13.%.3) in

sledi zato iz (1) in 2.2.4 enakost V(A by A8 ¢gl_-l.‘o)

% {((?(.u é).‘r\)(aca + rg,‘h,, oLa - pb) pG.L,, Ir.x!" + P =1} =
z:{).lotl? é'-lfbl : ol Pe" lo(l + IF,} = 1} = CofA:s dg.} za vsak
apec Lu(5).

v primeru hilbertske norme || .||, je A = Ca®Cb, direktna
ortogonalna vsota podalgebr Csa ih_':‘-h, pri cemer je tudi
(ca)(cb) = {0 ...(6).

Ker je (Ag,ll.ll,) enotska B-algebra z enoto e (llello = 1), Jje po
2.2.5(vii?) 1MA,,Aa»¢uﬁ ={f(Ma+dm): feDyle)} ...(7).
Ker je e = »(1/2) (egl. 13.2.3(4)), je po 1%.2.5(21) Dgle) =
= {(1-r,r) ec? : re[0,1]} (gl. 13.2.3(5)) ...(8). Iz (7)
(8) sledi V(Aem, A2 +(|;Lb) {a(1l-r) -kd.n? : re[O,l]}

= cofa,4} ...(9).

Zaradi (4), (5) in (9) je torej V(J\l,x) = V(_f-\z,x) = V(lg,x)

= co{:a.,g-} za vsak x = (Aa +é1-b) €L ...(10).

Todke (1), (2), (3) in (4) pomenijo, da eksistira kompleks-
na asociativna komutativna B-algebra, ki ni izomorfna obsegu C,
ki ima enoto in ki ima lastnost, da je numericéni zaklad vsake-

ga elementa te algebre konveksna mnoZica, Ceprav norma ne izha-

ja iz skalarnega produkta in deprav norma enote ni enaka 1 ...(11).
Tz (4), (5) in (9) slede enakosti H(Ay) = H(Ap) = H(Ag)
= Ra + Rb ...(12) in je zato A; = H(Aj) + iH(Aj) za vsak

J .
je€ef{l,2,0} , Torej so zaradi komutativnosti algebre A vsi nje-

ni elementi j-normalni in je zato po 9.6(viii)(a) E‘éV(J‘xj,x)
= coBG(A,x) za veak x €A in za vsak j € {1,2,m}. Zato je po (9)
coB(A, a2 +@"' ) = cofa CL}’ t.j. O(A,aa +£Lb) = {a,,b} za
vsak A, €C ...(13).

Zaradi (12) je A = U(ﬁ )@ 1H(AJ\ zva vsak j€{1,2,w}, kar po
10,5(1i1) pomenl, da je A kompleksna komutativna enotska
*—a,lpebra. glede na j-to operatorsko normo }.lj, lej $=

t= sup]lxyﬂ za vsak x € A in glede na V-involucijo x ,
VES 33
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(h 4 ikﬁ* i= h - ik =z&a veak h,k‘eﬁ(ﬁﬁ). Ker je ¥ norma
kompleksne asociativne alcrebre eﬂoljéﬁo dolocena, je |.lj
neodvisna od j in je zato lej = Xl 22 VSak X €A in za
vsak j €{1,?} (sai je Nellw= 1) ...(14).

Ker je (A,".HaJ “ompleksna komutativna B*-algebra, je
r(x) =)l xllp z& vsak x€ A, pri cemer sevedsz vse tri algebrske
norme ll.lly, Noll, in .l dolodajo isti spektralni radij r...(15).

zaradi (1?2) ir (15) je r(n) = Hh“m<lﬂﬂh)<”h"1 za vsak
hefaa + pb : o, pe PA{0}}cC Ra + b = H(4,) = H(p.-_z) =

M(Aw) ...(L6). Ker je sine = (sinl)e, je |Isine]l,
= (sinl)llelly > (sin(®/4)).2 = V2 in ||sine|l, = (sinDilell, >
>(V2/2).¥2 = 1 . Tore: je |llsinel|l,>1 za vsak je€{1,2} ,
geprav je enota e = (a+h)€ H(A,) = H(Ay) ... (7).
Cedilnik je v /63 7,1/ definiral C-numerilni zaklad V,(A,x)
elementa x normirane 2lgebre (A,H.H), kier ima A enoto e, 2z
enacbo VC(A,X) = {£{x) : Telkr; £le) = 1, ULl = 1/nen} ...(18).
Definiral je mnoZico HQ(A) vseh C-hermitskih elementov alge-
bre A, H,(A) ={heh : V (4,h)cR} ...(19) in podal karakte-
rizacijo C-hermitskih elementov /65 7,13/ : heH,(4) <&
& 1imletithl = Nell _ o (20).

t=0

Ofitno je Vo(A,x) ={(1/Ne)g(x) : geh’, gle) =lel,
el = 1} = (/nend{g(x) : genrr, gle/nen) =1 = lgh} =
= (1/nen){g(x) : zed(L,e/nel) }:= (1/uen)v’(4,x) < V(4,x) N
NVa(4,x) (gl. 2.2.5(vi?)), t.3. Va(A,x) = (1/Nel)V?(4,x%)
za vsak xe€ A ...(21). Po 2.2.5(i) in (i) je zato V,(4,x)
vedno neprazna, kompaktna in konveksna mnoZ%ica ...(22).

Izraunajmo V,(Aq,x) za poljuben x = (Aa +d¢b)élh kjer
oznaéuje Ay normirano algebro A glede na normo ||.|l; Gl
13.3%3.1). Ker je funkcija tP(t), ki jo doloda |l.ll{ (gl.
1%3.2.1.(1)) na intervalu [0,1] identidno enaka 1, je po
13.2.2(2) in 13%.2.3(4) =x(1/2) = (1/2)a + (1/2)b =
= (1/2)(atb) = e/llelly . Zato je po 13.2.4(12) Dq(e/MNelly) =
= Dy(x(1/2)) = {(1,1)} , kar pomeni enakost V7 (Ay,2a +a.|.b) =
={a.1 + .1} in je zato po (21) Vao(Ay,22 +d.l.b) =
= {(1/2)(a+p@)}  ...(23).

Izradunajmo Se VC(A2,x) za poljuben x = (Aa +¢Lb)€ A,
(gl. 1%3.3.3) ! Norma e 1o doloda po 13.2.1(1) funkeijo Y,
g (1) = ((1-4)2 + 22 za vsak t € [0,1] ...(24). Po
13.2.2(2) in 13.2.3(4) je zato x(1/2) =a(1/2)a + 3(1/2)b =

Il

1]
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(Y2/2)(2+b) = e-’]|e|]9 e..{25), Zaradi (24) in 13.2.%(3)
je 6(1/?2) = {0} in je zato po (?25) in 13.2.3(5)

D(e/Men,) = D(x(1/2)) = {($(1/2), $(1/2))} = {(V2/2,V2/2)}
zato je V'(A,, Aa +ab) = {A(V2/2) + m(V2/2)}, t.j. po (21)

Va(hy, A2 + c*b) = (1/V2)(V2/2){ap} = {(1/2)(ap)}  ...(26).

Ker je llello = 1, je po (21), 2.2.5(vii?) in (9)
Vallgy 228 + pb) = V7 (Ap, a2 Fth) V(A m,aﬁ+éym =
= cofa,mt ...(27).

Torei je po (23), (26) in (27) ‘-f,j{-".q,}rfl - Ugf_ﬂ?,x) th
% ‘.fc(f‘-.m,:(} za vsak xe A\Ce ...(28).

Po (27) je H,(Ae) = H(Aw) = Ra + b ,..(29) in iz (23)
in (26) sledi H,}(;‘_l) r,(z\ ) = Ra + Rb + iR(a-b) ...(30)
in zato po (12) ”{51) H (ﬁ ) (&ls 6.13) «:0:(B1)s

Po (30) je h := i(a—b)e Hb(ﬁl) ...{32) in veljajo zara-
di (1) enskosti hdl — ¢ 22 vsak jelN ter n4i+tl = n .
n4i+2 = _e in n4i*3 = -n za vsak j €{O}UN. To pomeni, da
je elth ,_ oith, (sht)e + (eht)(ih) = (sht - cht)a +
+ (sht + cht)b in je zato lle™l; = |sht - eht| + |sht + chtl=

= 2cht =za vsak t €R, kar pomeni 1im”eith"1 =+00 ...(33).

teR
1t o0

Ce pa bi bil h €H(A,), bi imeli zaradi 6.6(xiii) enakost
”eith"l = "eitheul = llelly = 2 za vsak t eR.

Po (12) in (30) je (a-b)€H(A]) CH,(A]) ...(34). Zara-
di (13) je 6(Ay,2-b) = {1,-1} ...(35) in je zato po (4)
V(Ayya=b) = co{l,-1} = co G(Aq,a-b) (gl. (34), 2.2.3 in
6.7(xiii)!) ...(36). Zaradi (23) je V,(4,,a-b)
{(1/2)(1-1)} = {0} in zato po (35) Gtal,a—b)clz VG(Al,a—b)
coV (A ,a—b) (primerjaj 2.%.11 !) +s(37T)+ Pa (30} .J
k := J.(a-b) € H (A) ...(38) in je zato po (35) spekter G’(Al,k) =
i@(A),a-b) = {3} F R ...(39).

Cmnumeriénl zaklad je torej v splosnem (t.j., &e je norma
enote # 1) preskromen in zato prostor HC(A) preobseZen, da bi
C-hermitski elementi imeli obicdajne lasfnosti, znatilne za
hermitske elemente kompleksne asociativne enotske (el = 1)
B-algebre - npr. da bi bila funkcija t-*“eithn omejena na
realni osi, konveksna ogrinjada spektra hermitskega elementa

enaka zaprtju numeriénega zaklada (oz. splo$no, da bi bil
spekter vsebovan v zaprtju numericénega zaklada) ali da bi bil
spekter hermitskecs elementa vsaj realen (gl. (32), (33),
(34), (37), (38) in (39)).
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ODPRTA VPRASANJA
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10..

Okarakterizirati elemente neskonénodimenzionalne kompleksne
asociativne Banachove algebre brez enote, ki imajo skalar O
za izolirano todko svojega spektra.

Ce je B netrivialna podalgebra normirane algebre A, ki je

gosta v A, ali potem velja enakost V(BR,b) = V(A,b) =ma
vsak b e B ? Wa primer ali pri standardni vloZitvi awm 2
(izometridni homomorfizem) nepolne normirane algebre A v
njeno izpopolnitev A velja enakost V(A,a) = V(A,%) =za
vesak ael ?

Ali eksistira neskonéno-dimenzionalna, asociativna, normira-

na algebra brez enote nad obsegom ¥ (= R ali ) z lastno-

stjo, da je numericéni zaklad vsakega elementa te algebre
zaprta mnoZica? Okarakterizirati take algebre?

Kako vpliva refleksivnost neenotske normirane algebre na
numericéni zaklad elementov te algebre?

Poiskati (preprost) primer kompleksne, asociativne, normira-
ne algebre A brez enote s takim elementom a € A, da numeriéni

zaklad V(A,a) ni konveksna mnoZica?
Primer kompleksne, asociativne B*—algebre A brez enote, ki

vsebuje tak element a, da V(A,a) ni konveksna mnoZica?

Primer enotske, asociativne, kompleksne, normirane algebre
A, ki vsebuje netrivialno podalgebro B brez enote in tak
beB, da V(B,b) ni konveksna mnozica?

Okarakterizirati kompleksne asociativne normirane algebre
(z enoto ali brez nje) z lastnostjo, da je numericéni zaklad
vsakega elementa algebre konveksna mnozZica (gl. primere
1%.2.4(15), 1%.2.5(24), 13.3(9°) in 13.4.5(11)).

Relacije med levim in desnim numericnim zakladom in med le-

vo in desno hermitskimi elementi?
Lastnosti dvostranskih elementov?

Poiskati vse realne in kompleksne asociativne normirane
algebre, katerih vsak element je dvostranski (gl. npr. 12.7).

Ce je N= {DP : w€M'} Aruzina vseh med seboj ekvivalentnih
algebrskih norm na asociativni, kompleksni B-algebri A

brez enote, =21i je potem f!EBV#(A,a) = co@(A,a) za vsak
64.
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neh, kijer je V}(A,a) numeriéni zaklad elementa a ~2loe-

bre A glede na normo py,e‘N’ ?

Ali bi trditev izreka 10.5 veljala tudi v primeru, e bi
imela algebra A levo enoto in bi bila hkrati brez desne
enote?

Ali velja ocena v(A,a") & (v(A,2))" 2a vsak a2 €A in za
veak neN , tudi v primeru, Ce je A realna pred-B*-algebra
(gl. 12.4(iii)(p))?
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