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Predgovor

V tej zbirki so zbrane naloge z reSitvami s preverjanj znanja pri predmetu Matematika 4 za 2. letnik
univerzitetnega studija 1. stopnje Fizika na Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani. Izpitne
naloge so iz let, ko sem bil asistent pri tem predmetu, in sicer iz §tudijskega leta 2012/13 ter od leta
2016/17 do leta 2019/20. Iz leta 2012/13 so zbrane le naloge enega izpitnega roka, iz leta 2017/18 naloge
iz treh izpitnih rokov/kolokvijev, iz preostalih let pa so zbrane naloge vseh petih izpitov/kolokvijev za
vsako leto. Skupaj torej zbirka vsebuje 19 izpitov in kolokvijev.

Vsem nalogam so priloZene podrobne resitve. To velja tudi za tiste naloge, ki jih v izpitih smatramo za
“rutinske”. Zato je ta zbirka primerna tako za dodatno pripravo pred preverjanji znanja kot tudi za ucenje
samih postopkov reSevanja nalog. Seveda to slednje velja le do dolo¢ene mere — osnova za razumevanje
snovi je vselej snov predavanj ter vaj pri predmetu.

Notacija, uporabljena v resitvah nalog, je ve¢inoma enotna. Kljub temu je nekaj minimalnih razlik, ki
pa bralca ne bi smele zmesti. Te razlike so predvsem posledica malenkost drugac¢nega dela in oznacevanja
pri vajah za ta predmet v razli¢nih letih. Nekaj je tudi vsebinskih razlik v samih resitvah nalog. Morda
najbolj o€iten primer so integrali, ki se ra¢unajo s pomod&jo kompleksne integracije (obi¢ajno po robu
polkroga v kompleksni ravnini). Tu je “integral po polkroZnici”, ki nastopi v resitvi teh nalog, v nekaterih
nalogah eksplicitno ocenjen (z vsemi vmesnimi koraki), medtem kot je v dolo¢enih resitvah namenoma
izpu§Cen in se v refitvi namesto tega sklicemo na dolocen izrek, ki je bil dokazan tisto leto na predavanjih
ali vajah.

Ljubljana, julij 2021 Janez Ster
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2. izpit 2012/13

1. Poigéi funkcijo u(x,t) : [0, 7] x [0, 00), ki zadosc¢a
Ugp = AUpy + 17e "t sin 22

s pogoji u(0,t) = u(m,t) =0, u(z,0) = 2sin 2z in u(x,0) = 0.

Resitev: Preden uporabimo metodo separacije spremenljivk, moramo odpraviti ¢len 17¢ ! sin 22 na
desni strani. Poskusimo z uvedbo nove spremenljivke

v(x,t) = u(z,t) + ae”'sin 2z

za neznano konstanto a. Ker je v(x,t) = v(m,t) = 0, bo taksna uvedba nove spremenljivke ohranila
homogena robna pogoja. Ko odvajamo, dobimo uy; = vy — ae™!sin 2z in uge = vy + 4ae™ ! sin 2z,
torej iz zacetne enacbe dobimo

v — ae”tsin 20 = 4v,, + 16ae” tsin 22 + 17e ¢ sin 2.

Ker Zelimo, da se odvecni trije ¢leni kraj§ajo, postavimo a = —1. Parcialna diferencialna enacba za
v je torej vy = 40, robni pogoji pa so v(0,t) = v(w,t) =0, v(z,0) = u(x,0) — sin 2z = sin 2z in
ve(x,0) = ug(z,0) + sin 2z = sin 2z.

Od tu dalje uporabimo obi¢ajni postopek. V enacbo vstavimo v = X (x)T'(t). Dobimo XT" =
4X"T, torej XTH = % = )\, homogena robna pogoja v(0,t) = v(w,t) = 0 pa dasta X (0) = X (7) = 0.

Najprej se lotimo enacbe XTH = A. Pri danih pogojih X (0) = X () = 0 ima ta enacba netrivialne
reitve le pri A < 0, kjer dobimo X = A cos(v/—Az) + Bsin(v/—Az). Pogoj X (0) = 0 nam da A = 0,
pogoj X (m) = 0 pa /—Am = nm, kjer je n € N. Dobimo A = —n?. Ko postavimo e B = 1, dobimo
refitve X,, = sin(nx) in \, = —n?.

Resimo 3e enacbo za T, ki je %: = ). Ko upostevamo A = —n?, dobimo ena¢bo 7" = —4n?T, ki
ima splosno resitev T,, = A,, cos(2nt) + B, sin(2nt). Zdaj vstavimo dobljene resitve in dobimo

Z X, T, = Z A,, cos(2nt) + By, sin(2nt)) sin nx.

n=1

Ko odvajamo, dobimo

o0

Z —2nA,, sin(2nt) + 2nB,, cos(2nt)) sin nz.
Vstavimo Se zacetna pogoja in dobimo

sin 2z = v(z, 0) Z Apsinnz in  sin2z = v (x,0) = ZQan sin nz.

n=1
Odtod sledi A, = B, =0zan # 2, Ay = 1in By = i. Dobimo v = (cos4t + %sin4t) sin 2z in
odtod o
u=uv+e 'sin2z = ( —|—cos4t+T)sin2x.
2. V kompleksni ravnini sta dana kroga K1 = {2 € C, |z — 3| <1} in Ko ={z € C, [z + 3| <1}.

(a) Poisci konformno preslikavo, ki K7 N K5 preslika na zgornjo polravnino {Im(z) > 0}.

(b) Poisci konformno preslikavo, ki K7 N Ko preslika na K \ K.
iv3

Resitev: (a) Uporabimo M&biusovo transformacijo f1, kjer izberemo npr. f; : =252 — 0, % — 1,
# — 0o. Dobimo
L4 /3 1 V3
[ Pt S ks &
2 3
- 3t



Pri tem se rob kroga Ks preslika v abscisno os, rob kroga K; pa v neko premico, ki gre skozi
koordinatno izhodis¢e. Kot med obema premicama je enak kotu med kroznicama, ta pa je 2*. Ob
uposStevanju orientacije vidimo, da torej preslikava f; preslika K7 N K5 na obmodje

, 2
{z=re", 0<p< g}

To obmodje raztegnemo v polravnino {Im(z) > 0} s preslikavo fy : z > 22

kompozitum f = fso fi.

. Iskana funkcija je torej
(b) Ker je f1(K1 \ K2) = {z =re¥, 5T < ¢ < 27}, potrebujemo le preslikavo

, 2 o O
f3:{z=re", O<<p<§}—>{z:rew, g<<p<2ﬂ'}.

1

Ta preslikava je f3(z) = e~ % 22, Iskana preslikava pa je potem g = frtofsofi.
3. Poisc¢i vsaj eno netrivialno resitev diferencialne enacbe
42%y" — 422y + (1 —22)y =0

na zarezani okolici to¢ke z = 0.

Resitev: V enatbo vstavimo y = 2" Y0 ¢,2™ = > cn2™ 1", ¢y # 0. Dobimo

42* Z(n +r)(n 47— 1), 2" T2 — 422 Z(n +r)ep 2" T 4 (1 - 22 Z
n=0 n=0 n=0

Enacbo delimo z 2" in preuredimo. Dobimo

4i(n+r)(n+r—1cn 4Zn+ ”+1+icn2"_2icnzn+1:0
n=0 n=0 n=0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z. Pri 2z dobimo
dr(r — 1)cog + ¢ = 0,
pri z* za k > 1 pa
Ak +r)k+r—1)cp —4(k —1+7)cp—1 + ek — 2¢—1 = 0.

Iz prve enacbe dobimo 472 — 4r + 1 = 0, od koder sledi r = % Ko to vstavimo v drugo enacbo,
dobimo
4k + 3)(k — e — 4k — 2)ep—1 + ek — 251 = 0.

c

Ko izrazimo ¢, in izraz poenostavimo, dobimo ¢, = . Odtod lahko izra¢unamo nekaj ¢lenov:

Co a Co C2 Co
01 = — 02 = —_—= — C3 = —_— = =—,
1’ 2 2’ 3 3-2

Vidimo, da je splosni ¢len ¢, = 73. Dobimo reitev

4. (a) Naj bo f € L*(R) poljubna funkcija in o € R. Dokazi, da velja:
(¢ x f)(x) = V2me'™* f(a)

(b) Izracunaj (cosz) * (e=).

Resitev: (a) Po definiciji konvolucije in Fourierove transformacije je

(eiaz « f)(z) = /:xj f(t)eia(mft)dt — elom [OO f(t)eimtdt _ \/%eiaxf(a).



. iw _—ix . T _t2 . .
(b) Upostevamo cosz = “—E— in e=2*(t) = %e © in dobimo
2 . 2 . 2
cosrxe ¥ = %e”‘*e‘” —l—%e_”*e =
_ 1w _a? 1 —iw,—a2( 1) —
= %e' el ({)—&-126 _ el (1 1) =
— leiw 1l —% 4 lo—iz 1 —3 _
5€ @e + 5¢€ \/56
1 1
= —_ 4
3¢ *cos.



1. kolokvij 2016/17

1. Razvij funkcijo

2
5) —
1) 222 —22+1
o 1
v Laurentovo vrsto na obmodju |z| > 7
Regitev: S substitucijo w = % dobimo f(z) = wﬁ#j}% Ulomek ﬁw” razcepimo na parcialne

ulomke in dobimo

. . 1—3 141
— 2 ¢ —t 2 2 2
1) w(w—1+i+w—1—i) w(l—lg‘i-w—'_l—l_i-w)'

2

Dobljena ulomka zapiSsemo kot vsoto geometrijske vrste. Ko zdruzimo ¢lene, uredimo po potencah
w in nazaj pifemo w = z~!, dobimo konéni rezultat

s~ (l—il4iNt  1+il—i\n -
f(z)_T;)(Q(Q)J’Q(Q)) '

Dobljena vsota konvergira, kjer konvergirata obe geometrijski vrsti, to pa je za |1:2“ ~w| < 1, kar je
ekvivalentno || > [1£] = %

2. Dana je funkcija

(a) Poisci vse singularnosti funkcije f.

(b) Vse singularnosti funkcije f so poli prve stopnje (tega ni potrebno dokazovati). Izracunaj
residuum funkcije f v vsakem izmed teh polov.

Regitev: (a) Singularnosti so v toc¢kah, kjer je e* = km, k € Z, k # 0.

Lo¢imo dva primera. Za k > 0 lahko pisemo kr = e™*™) . Dobimo e* = ™™,

In(km) + 2imi, | € Z.

Za k < 0 piSemo km = e™(=*M+7  Dobimo e = (kM7 torej z = In(—kn) + mi + 2mi, | € Z.

torej z =

Ko zdruzimo obe druZini resitev, dobimo to¢no regitve z = In(kw) + ini, k € N, [ € Z.

(b) Oznacimo singularnosti zi; = In(kw) + imi, k € N, [ € Z. Ker vemo, da je vsaka singularnost
pol stopnje 1, je residuum ravno

Res(f,ziy) = lim (2 — z10) f(2).

Z*}Z}C)l
Limito izra¢unamo z L’Hospitalovim pravilom. Dobimo Res(f, z;) = #s(ez) ey Upostevamo
Se ert = kM) Tt — (1) k7 in dobimo
1 (71)k+l
Res(f, = = .
es(f, 2) (—1)tkm cos((—1)tkm) km

3. Izracunaj integral

sin (7z)
%Z|_2 22(22 + 52+ 4) dz.

Kroznica naj bo orientirana pozitivno.

Regitev: Naj bo f(z) funkcija v integralu. Ko razcepimo imenovalec, dobimo

sin (7z)
@)= 5—7"—F+-
22(z 4+ 1)(z +4)
Znotraj kroZnice |z| = 2 ima funkcija f singularnosti z =0 in z = —1.



Singularnost z = 0 je pol stopnje 2, torej

B sin (7z) iy T
Singularnost z = —1 je pol stopnje 1, zato
sin (7z)
_1 - 7 =
Res(f, 1) 22(z +4)lz=—1 0

Torej je integral enak

w24

2mi(Res(f,0) + Res(f, —1)) = —.

. Naj bo f : C — C taksna holomorfna funkcija, da je tudi funkcija g s predpisom ¢(z) = f(z + Z)
holomorfna. Dokazi, da je f konstantna.

Resitev: Za vsak t € R je g(ti) = f(ti + ti) = f(ti — ti) = f(0). Torej je g konstantna na mnozici
Ri. Ker je g holomorfna in ima ta mnoZica stekalis¢e, je po principu identi¢nosti g konstantna na
C (to je, g(z) = f(0) za vsak z € C).

Odtod sledi, da za vsak t € R velja f(t) = f({ + L) = f(t + L) = g(£) = f(0). Torej je tudi
funkcija f konstantna na mnozici s stekaliS$éem R in je zato konstantna na C.



1. izpit 2016/17

1. Naj bosta u : R? — R in v : R?> — R tak$ni harmoni¢ni funkciji, da je tudi funkcija u? + v?
harmonicna. Pokazi, da sta u in v konstantni.

Resitev: Ozna¢imo w = u?+v? in odvajamo: w, = 2ut, + 200, in Wy = 2u2 42Uy, + 202 4+ 20,4,
simetri¢no pa tudi wy, = 2u§ + 2uny, + 2’05 + 2vvy,. Ker je w harmonictna, je wy, 4+ wyy = 0, torej
2u2 + 2utlyy + 202 + 2004, + 2u§ + 2y, + 21}5 + 2vvy, = 0.
Upostevamo 8e Uy, + Uyy = 0 in vz + vy = 0 in dobimo
2(u2 +v2 + ug +v§) =0.
Ker so vsi §tirje ¢leni v oklepaju nenegativni, sledi v, = v, = uy, = v, = 0. Odtod pa sledi, da sta
u in v konstantni.
2. Pois¢i holomorfno funkcijo y(z) v okolici tocke 0, ki zados¢a kompleksni diferencialni ena¢bi
Y —32% —62y=0

in zacetnim pogojem y(0) = 1, y’(0) = 0. ReSitev izrazi z elementarnimi funkcijami.

Resitev: Pisimo y =~ c,2". Iz pogoja y(0) = 1 sledi ¢g = 1, iz pogoja y'(0) = 0 pa ¢; = 0. Ko
y odvajamo in vstavimo v diferencialno ena¢bo, dobimo

Z enmn(n — 1)2”*2 — 322 Z eanz" "t — 62 Z ez = 0.

n>2 n>1 n>0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z. Koeficient pred z° je 2c; = 0, kar nam da
ca = 0. Za k > 1 pa je koeficient pred z* enak cpio(k +2)(k+ 1) — 3cp_1(k — 1) — 6cx_1 = 0, od
koder dobimo rekurzivno zvezo

. 3Ck,1(k — ].) + 6cr_1 30;6,1(]6 + 1) . 3Cr_1

MR T k) Gkt 2)ktl)  E+2
Iz te zveze takoj sledi cs,12 = 0 za vsak n (saj je co = 0) in c3,11 = 0 (saj je ¢ = 0). Koeficienti
oblike c3,, pasoc3 =cy =1, ¢cg = 3% =32 = %, cg =gt = 5% = % in v sploSnem cs3,, = % Torej
dobimo . 0
3 z z ]
y=1+22+ Sk grto=e.

3. Izracunaj integral

z2e?
dz,
%y 3z+2

kjer je  pozitivno orientirana kroznica |z| = 1. (Nasvet: pois¢i holomorfno funkcijo f(z), ki se na
kroznici v ujema s funkcijo v integralu.)

Resitev: Na kroznici |z| = 1 velja z = %, torej je integral v nalogi enak integralu f,y f(2)dz, kjer je

f holomorfna funkcija

z z

TG = 3659 ~ 3204 2y

Integral je torej po izreku o ostankih enak

2mi( Res(f,0) + Res(f, —%))

Izra¢unamo 1 o? ’ e*(32+2) —e* -3 1
Res(f,0) = F(m) (0) = (32 +2)2 o 4
in ) e? 3 2
Resth—3)=33|__,=1° "
Rezultat je tako
2mi( — i + %e%) = %2(3672 —1)



4. Dolo¢i residuum funkcije

v vseh treh singularnostih.
Resitev: Singularnosti funkcije f so v tockah 0, ¢ in —i. Toc¢ki ¢ in —i sta pola 1. stopnje, zato je

™

. . . ez 67% ! 1
Res(f,1) = lim f(2)(z = 1) = — 222
in ‘
ei 6% { 1
Res(f, —i) = 1i /) = T2 22
es(f,—i) Zi}H_lif(Z)(Z‘FZ) z—il,__, —2i 24 2

Singularnost z = 0 pa je bistvena. Funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto okrog 0:

f(z)*(1—22+z4—36:ﬁ:...)(1+1+(%)24_(%)3
] 2z 2 3!

+)

Obe vrsti mnozimo po ¢lenih. Ostanek Res(f,0) tvorijo natanko vsi koeficienti v tem zmnozku, ki
stojijo pred potenco 271, torej

T m\3 m\3 m\5
Res(r.0)= 5 - G+ G - 1

To pa je natanko vrsta za sin § = 1, torej je rezultat

Res(f,0) = 1.

10



2. izpit 2016,/17

1. S pomocjo kompleksne integracije izracunaj
*  cosx
/ 2 O
—oo (2% +14)

Regitev: Definirajmo f(z) = Racunamo realni del integrala [~ f(z)dx

Funkcija f(z) ima dve singularnosti, 2¢ in —2i, ki sta pola stopnje 2. Naj bo R > 0 velik in naj bo
~ sklenjena pot v kompleksni ravnini, ki je sestavljena iz daljice od —R do R ter iz pokroznice v
zgornji polravnini od R do —R. Polkroznico oznac¢imo z ;. Po izreku o ostankih je

R
/ flx)dx + | f(z)dz = 2miRes(f,2i).
-R 71

Najprej izraéunamo

ei? , Jie 2
T V(9 = 2
Gtz @) 32

Integral po 1 pa ocenimo (lahko pa uporabimo tudi kakega od izrekov s predavanj):
|eiz‘ / e~ Im(z)
< 2)| - |dz| = ———|dz| = —|dz
- m'f()‘ ! /|2+4|2' =) e
2 [T 2
< [ il = |d\——/ Rit = 22
Y1 2| | 0 R

kjer smo v; parametrizirali z z = Re®, dz = Rie‘dt, |dz| = |Rie't|dt = Rdt. Ko gre R — oo, gre
torej zgornji integral proti 0, zato je

Res(f,2i) = (

f(z)dz

”Yl

3T

/ f(z)dx = 2miRes(f,2i) = Toe?"

Ker je to stevilo realno, je to tudi kon¢ni rezultat.

2. Naj bo —1 < a < 1 in naj bo Pyy(x) dvajseti Legendrov polinom. Izracunaj

P
—20($) dx
_1 V1 —=2azx + a?

(Nasvet: pomagaj si z rodovno funkcijo. Pri racunanju lahko brez utemeljitve menjas vsoto in
integral.)

Resitev:

Poo(x ! Sl > /1
dr = Poo(x P, (x)a" doe = a” Poo(x) Py (x) do
e _120<>§<> St [ Pae)

20
_ Z " 20 2 2a
n=0

6n: ' =
1020 =901 T 4l

3. Resi naslednji problem prevajanja toplote na palici z izoliranima koncema:

u(z,t) : [0,7] x [0,00) = R, Up = Ugg,
Uy (0,t) = uy(m,t) =0, u(z,0) = sin® z.

Resitev: Uporabimo metodo lo¢itve spremenljivk. PiSimo v = X (z)T'(¢). Diferencialna enacba
potem postane

T/ X//

4 =\

T X

z robnima pogojema X' (0) = X'(7) = 0.

11



Najprej resujemo diferencialno enacbo X” = AX. Ceje A > 0, je X = Acosh (v Az)+ Bsinh (vVz).
Hitro vidimo, da taka funkcija zados¢a X'(0) = X'(7) =0 le, ¢e je X = 0.

Ce je A = 0, potem je X = Az + B. Taksna funkcija zado$¢a robnima pogojema, ¢e je A = 0, torej
je X = B konstantna.

Cepaje A < 0, piSemo A = —p2 in dobimo X = A cos () + Bsin (uz). Robna pogoja dasta B = 0
in sin (ux) = 0, torej p € Z. Skupaj s konstantno resitvijo torej dobimo resitve

X, =cos(kx), k=0,1,2,...,

Pri enacbi 7" = AT pa dobimo T = e*, kjer je A = —k?. Kon¢no resitev zapisemo kot
o 2
u(z,t) = Z Ape " cos (kx)
k=0
za neke konstante Ag. Ko vstavimo ¢t = 0 in upoStevamo zacetni pogoj, dobimo

oo
Z Ay, cos (kz) = sin? .
k=0
Funkcijo sin?

sin?x = 17%5(21") in dobimo Ag = %, A = —1 in A; = 0 za ostale k. Torej je konéna resitev

z razvijemo v Fourierovo vrsto po cos (kz). Upostevamo formulo za polovi¢ne kote

—4t

u(z,t) = e " cos (2x).

N —
N | =

. Naj bo  enotski disk |z| < 1in naj bo f: Q — C nekonstantna zvezna funkcija, ki je holomorfna
v notranjosti in za katero velja |f(z)| = 1 na robu diska. Dokazi, da ima f vsaj eno ni¢lo na disku
Q. (Namig: princip maksima.)

Resitev: Ker je |f| zvezna na kompaktni mnozici €2, nekje doseZe maksimum in minimum. Po
principu maksima |f| ne doseze maksimuma v notranjosti, torej ga doseZze na robu. Denimo, da f
nima ni¢el. Potem po principu maksima |f| tudi minimuma ne doseZe v notranjosti. Torej |f| tudi
minimum doseZe na robu. Ker je |f(z)| = 1 na robu, sledi, da je |f(z)] = 1 na celotnem disku. Po
nalogi z vaj vemo, da je holomorfna funkcija s konstanto absolutno vrednostjo konstantna. Torej je
f konstantna, kar je protislovje.

12



1. kolokvij 2017/18

1. Funkcija f: C\ {0} — C naj bo dana s predpisom
. 2y . 2x
f(a:+zy) =T — W—FZ(Z/— m)
(a) Preveri, da je f holomorfna na C\ {0}.
(b) Poisci vse nicle funkcije f.

Resitev: Tocko (a) lahko resimo tako, da preverimo Cauchy-Riemannove enacbe za f. Pri tocki (b)
pa reS§imo sistem dveh ena¢b z dvema neznankama

2y . 2x
r— s = in - =
x2+y2 Y x2+y2
Dobimo dve regitvi z1 =y; =1 in o =y, = —1, torej 21 = 1+ i in 20 = —1 — 4.

Alternativna resitev: Preoblikujemo predpis za f in dobimo

L , 2(y +iz) 20w —dy) 2iz 21
fla+1iy) =z +iy e =z +1y o =r-—=z-—,

kjer smo pisali z = = + dy. Torej je f holomorfna na C\ {0} (saj je racionalna funkcija). Nicle
funkcije f so refitve enacbe z = %

reSitvi

oziroma z2 = 2i. Prek polarnega zapisa 2i = 2¢> dobimo dve

zlzﬁe%zl—i—i in 22:\/§€%+Wi:—1—i.

2. Razvij funkcijo f(2) v Laurentovo vrsto na obmod&ju 1 < |z] < 2.

_ 3
= FIEED

Resitev: Razcepimo
1 1

A R
Drugi ¢len lahko razvijemo v geometrijsko vrsto, ki bo konvergirala za |z| < 2:
1 1 1
— = (1 =(2)2 4 (2) )
214 41+ ()2 H(1-Gr+6rF

V prvi ¢len pa uvedemo substitucijo w = % in nato razvijemo v geometrijsko vrsto po w:

I w?
241 1+ w?
=2 21—z 24275 )= - 4270 x

=w*(l—w? +wrF---)

Dobljena vrsta konvergira za |w| < 1, kar je ekvivalentno |z| > 1. Konéni rezultat je torej

3. Naj bo « pozitivno orientirana kroznica |z| = 1. Izratunaj

1 T
——— .sin( — ) dz.
j{4—22 Sm(z) *

Resitev: Oznagimo funkcijo v integralu z f(z). Edina singularnost funkcije f znotraj v je z = 0,
torej je integral enak 27i-Res(f,0). Za dolocitev Res(f,0) pa razvijemo f v Laurentovo vrsto okrog
0, tako da razvijemo oba faktorja. Prva vrsta je geometrijska, druga pa vrsta za sinus:

1 z z T 1z 1 7°

L (N K. .
1@ =1(1+ G+ @+ AT TP

Vrsti mnoZimo vsak ¢len z vsakim. Ostanek Res(f,0) pa vsebuje samo tiste koeficiente v tem

produktu, ki stojijo pred potenco z~!. Ti se setejejo v

1(1 1 7r3+1 o ) 1(77 1<7r)3+1<7r>5 ) 1 .
1 o1 m 1 o N _Llem 1ymyd 1ymys N _ 1. 7 _
AT Ty Ty T 2\2 7 31\2) TH\g) T 255

Rezultat je torej

S|
N | =

1

2w - — = .
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4. Naj bo f : C — C holomorfna funkcija, ki zadosca

flz+1) = fz+1i) = f(2)
za vsak z € C. Dokazi, da je f konstantna. (Nasvet: najprej dokazi, da je f omejena.)
Resitev: Iz pogoja ocitno sledi f(z + m + ni) = f(z) za vsak z € C in m,n € Z. Naj bo
K = {z € C|Re(z) €[0,1], Im(2) € [0,1]}.

Ker je K kompaktna mnozica in je |f| zvezna na K, doseze | f| maksimum na K, ki ga ozna¢imo z
M. Velja torej |f(z)| < M za vsak z € K.

M pa je tudi maksimum funkcije | f| na celi kompleksni ravnini. Res, za vsak z € C lahko najdemo
Stevili m,n € Z, da je z+m +ni € K in zato |f(z)| = |f(z + m + ni)| < M. Torej je f omejena
na celi kompleksni ravnini in zato konstantna po Liouvillovem izreku.

14



2. kolokvij 2017/18

1. Poig¢i vse holomorfne funkcije y(z) v okolici tocke zo = 0, ki resijo enacbo
y" —32%y — 62y =0

pri pogoju y'(0) = 0.
Resitev: Pisimo y = Y ° ¢,2". Iz pogoja y'(0) = 0 sledi ¢; = 0. Iz diferencialne ena¢be pa
dobimo

Z can(n —1)2"72 — 322 Z eanz™ !l — 62 Z 2" = 0.

n>2 n>1 n>0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z. Koeficient pred z° je 2c; = 0, kar nam da
c2 = 0. Za k > 1 pa je koeficient pred z* enak c;io(k+2)(k +1) — 3cp_1(k — 1) — 6cx_1 = 0, od
koder dobimo rekurzivno zvezo

3Ck,1(k — ].) + 6cp_1 . 30;6,1(]6 + 1) . 3Cr_1

MR T k) G+ 2)ktl)  Et2
Iz te zveze takoj sledi cs,12 = 0 za vsak n (saj je co = 0) in c3,11 = 0 (saj je ¢ = 0). Koeficienti
oblike c¢3,, pa so c3 = ¢g, cg = 3% =9, c9= 3% = 5% in v sploSnem c3,, = 7§. Torej dobimo
26 2’9 ]
y:co(lJrzSJraJrngu'):coe .
2. Dan je problem
U = gy, u(z,t) : [0,1] x [0,00) = R
pri pogojih
u(0,t) =1, u(l,t) =1, u(x,0) = sinmz, ug(xz,0) = sin Tz cos w.

Z uvedbo nove spremenljivke v(x,t) = u(z,t) —1 problem prevedi na problem s homogenimi robnimi
pogoji in ga resi.
Resitev: Po vpeljavi spremenljivke v dobimo problem
Vit = Vg, v(z,t) : [0,1] x [0,00) = R
pri pogojih
v(0,t) =0, v(1,t) =0, v(x,0) =sinmz — 1, v(z,0) = sinmz cosmz.
Ker je to problem s homogenimi robnimi pogoji, ga lahko resujemo s separacijo spremenljivk. Pig§imo
v=X(x)T(t).

Potem diferencialna enagba postane X7T" = c2X"T, od koder dobimo

1 T// X//
—_——_— = —— = >\
2T X ’
kjer je A € R. Enacba za X je potem
X" - )X =0.

Iz robnih pogojev dobimo X (0) = 0 in X (1) = 0, iz Cesar na obicajen nacin preverimo, da ima
enacba netrivialne resitve le za A\ < 0. Ce pifemo A\ = —w?, so reitve zgornje enacbe X =
Acoswz + Bsinwz. Iz pogoja X(0) = 0 dobimo A = 0, torej smemo privzeti B = 1. Pogoj

X (1) =0 pa nam da sinw = 0, torej w = nm, n € N. Torej smo dobili resitve
X, (x) = sin(nrx), A, = —(nm)?, ncN.
Resimo 8e enacbo
1 TI/

An-
2T

15



Ko pomnozimo in upoitevamo A, = —(nm)?, dobimo ena¢bo T + (nme)?T = 0, ki ima reSitev
T,.(t) = A, cos(nmet) + B, sin(nwct). Torej je
t) = Z T(t) X, (z) = Z (A, cos(nmct) + By, sin(nmct)) sin(nrz).

n>1 n>1
Upostevamo §e zacetna pogoja. Pogoj v(x,0) = sin(nz) — 1 nam da

sin(rz) — 1 = Z A, sin(nmz).
n>1

Zato moramo funkcijo f(z) = sin(rz) — 1 razviti po sinusih na intervalu [0,1]. Ce piSemo —1 =
> n>1 Gnsin(nmz), potem je

ap, = f/ (=1)sin(nmz)dx = icos(nmv)
0

’1 2 —4. pliho,
1 nmw

e G 0; n sodo.

0 nm

Torej je A; =1 — %, A, = —% zan=3,5,7,...in A, =0 za sode n.
Upostevamo Se drugi zacetni pogoj. Odvajamo
ve(x,t) = Z ( — nwcA, sin(nmct) + nweBy, cos(nrct)) sin(nwz).
n>1

Ko vstavimo ¢ = 0 in upostevamo v¢(,0) = sin(rz) cos(rz) = 1 sin(27z), dobimo

1
3 sin(2mx) = v(x, 0) glmch n sin(nra).
n

Torej je 2mcBs = 5, od koder sledi By = ,in B, =0 za n # 2. Ko zdruZzimo vse dobljene clene
in upostevamo u = v + 1, dobimo koné¢ni rezultat

1 4
u(z,t) =1+ s sin(2wct) sin(2mzx) + cos(wet) sin(wx) — Z — cos(nmcet) sin(nmx).
n>3 liho

3. Funkcija f : [-1,1] — R naj ima naslednji razvoj po Legendrovih polinomih P, (z):

€ [-1,1].
Z \/Qn + [ ]
Izradunaj f_ll f(z)dz in f_ll f(x)3dx.
Resitev: UpoStevamo
1 1 9
P, = P, P, = — =2
[1  (2)de L b(2) Pa(@)d = 5B = g

in dobimo
1 1 ©o© P (.’I;)
z)dr = E — 2 dx
[1f( ) /_1n_0 V2n + 3

1 ! > 1 2
T;) V2n+3 /_1 () ,;) Vot TV T VB

Podobno izrac¢unamo

1 1
/ f@)de ‘/ Z ﬁ Z m © L v [, PPty

1 2 2
— 5= _
m;O \/2m+3\/2n—|—32n+1 ’ T;)(Qn—i—?))(?n-i-l)

Za izraCun te vrste razstavimo (2n+3)2(2n+1) = 2n1+1 — 2n1+3 in dobimo
2 1 1 1 1 1 1 1 1
E :E — =44 -—Z4...=1.
n>0(2n+3)(2n+1) = 2n+1 2n+3 1 3 3 5 5 7
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4. Za poljuben a € R definiramo

2

x

fa(x) = =7 cos(azx).
(a) Dokazi, da je Fourierova transformiranka funkcije f, enaka

2 2
e cosh(aw).

(Namig: cosa = em"‘;fm.)

2

(b) Doloéi funkcijo f, * fo. (Tu je fo(x) =e™7.)

—
2

Resitev: (a) Uporabimo formuli e~ (w) = e~

L —

in f(z)eio(w) = f(w —a). Nasa funkcija f, ()

N‘EM

je fa(z) = e 7 (!9 + e719%), torej je

Fulw) = %(e@ar(w) + e*ge\—iar(w)) - %(e/: (@—a)+ o 2wt ?)
1/ _(w-a)? _ (wta)? 1/ _w2-2dawta? _ w?42aw+ta?
L ) Y )
= %e* g (" +e %) = 67&24‘12‘ cosh(aw).

(b) Po formuli f/;k\g =27 f§ in totki (a) je

a2

P 02402 W2
fa*x folw) = V2me™ B cosh(aw)e™ 2 =/ 2me~ %~ cosh(aw).
Ta izraz lahko zapiSemo kot

/\ 2 (B)PHwvD)?

fa folw) =V2me~Te " = cosh (i . wﬁ),

S

kar pa je natanko

Vare T (0V/2).

Torej je
jrm— o2 —= 2 1 = ¢
a * —X) = fq * =V2me T fa 2 =V2me T —fa (—
(Fo# Jo)(=) = Fo ol) = Vare™ Fo (V) (&) = Vame™ 7o (70)
a2 T PR b 2 a T
= /7e f%(—\ﬁ)—\/}e e cos(ﬁ (_ﬁ))
a?4a? axr
me~ 4 coS—
2
in tako
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1. izpit 2017/18
1. Funkcija f : C — C je podana s predpisom
f(x +iy) = > cos (y? — 2?) +ie*¥ sin (y* — 2?), z,y €R.

(a) Dokazi, da je f holomorfna na C.
(b) Poisci vse resitve z € C enacbe f(z) = 1.

Resitev: Holomorfnost preverimo s Cauchy-Riemannovimi ena¢bami. Pri drugem delu naloge pa
reSujemo sistem enacb

e2™Y cos (y2 — x2) = 1,

e sin (y? —2%) = 0.
Ce enacbi kvadriramo in seitejemo, dobimo e**¥ = 1, torej 4zy = 0 in zato x = 0 ali y = 0. Ce je
z =0, jecosy? =1 in siny? = 0, torej y?> = 2k, torej y = £v/2kx, k > 0. Podobno, e je y = 0,
dobimo cos (—22) = 1 in sin (—z?) = 0, torej —2? = 2k, torej 22 = ++/2(—k)7, k < 0. Resitve so
tako z = +v/2kmi in £v2km, k > 0.
Alternativna resitev: PiSemo z = x + iy in preoblikujemo predpis za f:
2

F(2) = €2 (cos (y? — 22) + isin (y? — a2)) = 2l V' =7) = mileT =y 20yl _ miletin)” _ =iz

Funkcija je torej holomorfna, saj je kompozitum holomorfnih funkcij. Resitve enacbe f(z) = 1 pa
so natanko vsi z, ki regijo —iz? = 2kmi, k € Z. Enacbo preoblikujemo v z? = —2km, refitve te
enacbe pa so natanko zgoraj navedene.

2. S pomocdjo kompleksne integracije izracunaj
/°° dx
o (@2 —20)%

1
f(z)zm-

Resitev: Definirajmo

Ko razcepimo 2% — 2i = (z — 1 —i)(z + 1 + i), vidimo, da ima funkcija f dva pola 2. stopnje, 1 + i
in —1 — i. Integrirali bomo funkcijo f po robu polkroga s polmerom R. Najprej izra¢unamo

Res(f,1+1) = % {(24—11—1-1)2}

2 2 1

=141 (241443 =144 (2(1+14))2  8(1—i)

Po izreku o ostankih pa je

R
/ f(z)dz + / f(z)dz = 2miRes(f,1+1).
R ~

Tu v oznacuje zgornjo polkroznico polmera R. Prvi integral na levi strani enacbe konvergira proti
integralu, ki ga ra¢unamo. Drugi integral pa gre proti 0, saj na kroznici velja

1 1 1
IO = e =5 < T2~ mlp ~ e —2p
in zato
| [ 1] <10 max )] = - gy 0
Tako je

*° dx o N 2m w(i—1)
/ o 2miRes(f,1+14) = sa-9) 8

— 00
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3. S Frobeniusovo metodo poisci vse funkcije y(z), ki so holomorfne na neki okolici totke zp = 0 in
refijo enacbo
2zy" +4' — 2y = 0.
Resitev je lahko v obliki jasno predstavljene vrste.
(Bodi pozoren na navodilo naloge. Zado$¢a poiskati le holomorfne funkcije.)

Resitev: Ce enacbo delimo z z, vidimo, da se lahko naloge lotimo s Frobeniusovo metodo. V enacbo
vstavimo y = >, o ¢, 2", kjer je ¢ # 0:

2z Z cn(n4r)(n+r—1)2"T""2 4 Z cn(n4r)2"tr 2 Z cp 2" =0.
n>0 n>0 n>0

Ko enacbo delimo z 2", dobimo

2z Z cnn+r)(n4r—1)2""2+ z ca(n+r)z" 1 =2 Z ez = 0.

n>0 n>0 n>0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z-ja. Pri z~! dobimo
2¢cor(r — 1) 4+ cor = 0,

torej 2r(r — 1) +r = 0 oziroma 2r? —r = 0. Regitvi te enatbe sta r = 0 in 7 = 1. Ker i§¢emo samo
reSitve, ki so holomorfne na okolici 0, upo$tevamo samo regitev r = 0.

Ce zdaj primerjamo 3e koeficient pri 2 za k > 0, dobimo

241k + Dk 4+ cpp1(k+1) — 2¢, =0,

torej cr+1 = (k+1§f’5k+1) = (2k+f)c(’“2k+2). Izracunamo prvih nekaj ¢lenov:
400 401 4200 402 4300
Cl = ——= cg=— = ——— Cr—= —— = —
Ui P34 1234 P 5.6 6

Vidimo, da je splosSen ¢len ¢, = % in zato

4z)"
Y= Z 2" = ¢ Z ((271))! .

n>0 n>0

Opomba: Glede na navodilo naloge, da i§¢emo le holomorfne funkcije, bi lahko zaceli z nastavkom
Y= ano 2.

4. Dani funkciji f € L'(R) priredimo funkcijo g s predpisom

(To je, g(x) je povpre¢je funkcije f na intervalu Sirine 2 okrog xz.) Dokazi, da je

sinw

§w) = 2 flw).

(Namig: Fourierova transformacija funkcije

jo hiw) = /28 )

Resitev: Ob upostevanju namiga dokazujemo enakost

§(w) = \@mwmw).

19



Ker je h(w)f(w) = \/%(h/g)(w), je ta enakost ekvivalentna g§(w) =

poenostavi v .
§(w) = 5 D).

Slednje pa drzi, saj je funkcija %(h * f) ravno enaka g:

) x+1
S ) =5 / Ok =0t = / F(t)dt

—1

DN | =

20



2. izpit 2017/18
1. Naj bo u(x,y) harmoniéna funkcija na nekem obmocju D C R2.

(a) Dokazi, da je funkcija f(z + iy) = uq(z,y) — iuy(x,y) holomorfna na D.

(b) Naj bo v : D — R harmoni¢na konjugiranka funkcije u, tj. tak8na funkcija, da je u + v
holomorfna. Dokazi, da je uv harmonic¢na.

Resitev: (a) Preverimo Cauchy-Riemannove enacbe: (ug)y = Ups = —Uyy = (—Uy)y In (Ug)y =
Uzy = —(—Uy)a-
(b) Odvajamo:

(W) g + (UV) yy = Upg¥ + 2UgVy + Uy + Uyy¥ + 2Uy Uy + UV,
= (taw + tyy)v + 2(uas + uyvy) + U(vee + vyy)
= 2(UgVg + uyUy) = 2(uz(—uy) + uyug) =0,

kjer smo uporabili, da sta v in v harmonic¢ni in da za njiju veljajo Cauchy-Riemannove enacbe.

2. Izrafunaj v pozitivnem smislu kompleksni integral

j{ dz
IZ‘:5 1 + iez ’

(Pomo¢: vse singularnosti funkcije v integralu so poli 1. stopnje, Gesar ni potrebno dokazovati.)

Resitev: Singularnosti so refitve enacbe ie®* = —1 oziroma e® = i, torej z = % + 2kmi. Edini dve
singularnosti znotraj kroznice |z| = 5 sta tako z; = &' in 2o = —%. Oznacimo z f funkcijo v

integralu. Upostevamo, da sta singularnosti pola 1. stopnje, in izra¢unamo

. Z2—21 : 1 1
R =1 =Jm —=—=-1
eS(f, 21) ZLHle 1 + 1e? zigzﬂ ie? -1
in 1 1
o zZ — 29 BERT s
Res(f, ZQ) - le)HZl2 1+ e B zli)nz}Q 1e® N -1 =

Integral je torej enak
2mi(—1—1) = —4mi.

3. Resi problem:

u(z,t) : [0,1] x [0,00) = R u(0,t) = u(l,t) =0

Ut = Ugy + U u(x,0) = sin (7z) cos (mx)

Resitev: Lo¢imo spremenljivki u = X (z)T(¢). Robna pogoja dasta X (0) = X (1) = 0, diferencialna
enacba pa je XT' = X"T + XT. Ko delimo z XT in lo¢imo spremenljivke, dobimo

T/ X//
T X
Najprej re§imo enac¢bo
X//
— =\
X
Edine netrivialne regitve ob danih robnih pogojih so X,, = sin (n7z), n > 1, kjer je A = —(nm)2.
Resitev enacbe T

T:l—k)\:l—(m'r)2
pa je T), = Cre=""")* Torej dobimo

u= Z T.X, = Z Cpe ")t gip (nmx).

n>1 n>1
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Upostevamo $e zacetni pogoj:

Z Cpsin (nmz) = u(x,0) = % sin (27x),

n>1

torej je C, =0 zan # 2 in Cy = 3. Kon¢na regitev je tako

1
u(zx,t) = 56(174”2)’& sin (27 x).

4. Za vsak n izracunaj fol P, (x)dx, kjer P, oznacuje n-ti Legendrov polinom. (Namig: rodovna
funkcija.)

Resitev: Ra¢unamo

Ztn/ Py ( :/ ZP t”dm—/ m

n>0 n>0

- 2\/1—2:rt+t2‘ l—t—\/1+t2 = \/1+t2+t—1

e S

Torej je fo Py(z)dx =1, fo z)dx = 0 za sode n (razen za n = 0) in fol Pop—q(z)dx = (

TN

).
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3. izpit 2017/18

1. Razvij funkcijo f(z) = ——
P

dobljene vrste.

v Laurentovo vrsto okrog tocke 0. Dolo¢i §e obmocje konvergence

Regitev: Razcepimo imenovalec in dobimo

z—1 1 1
f(z):z(,zﬂfl) :zzfl_z(z271)'

Faktor 221—_1 v obeh ¢lenih razvijemo v geometrijsko vrsto in dobimo

f(Z)=—(1+z2+z4+~-~)+2(1+z2+z4+~-~).

Rezultat je torej:

f(z):£—1+iz—22—|—iz3—z4ﬂ:~-~
z

Konvergen¢ni polmer obeh geometrijskih vrst je 1, torej je konvergenéno obmocje dobljene vrste
0<|z] <1

2. S pomodjo kompleksne integracije izracunaj
/ o dx
oo (7 + )3
Resitev: Definirajmo f(z) = m. Velja f(z) = m, torej ima funkcija 2 pola 3. sto-
pnje. Pri racunanju integrala si pomagamo s kompleksnim integralom funkcije f po robu zgornjega

polkroga polmera R. Integral po spodnjem robu polkroga limitira proti integralu, ki ga ra¢unamo.
Integral po polkroZnici (ozna¢imo jo z ) pa gre proti 0. Res, za z € v (in dovolj velik R) je

1 1 8
— < = —
HOI= s < 2 =
torej
8 .
] f(z)dz’ < max|f(2)] - 1(7) < — - 7R 2% 0.
v zey RG

Zato je integral, ki ga racunamo, enak 27i krat vsota ostankov funkcije f v vseh singularnostih
znotraj polkroga. Edina taka singularnost je z = 2¢, ki je pol 3. stopnje, torej je

1 1 " 1 6
R 72:7(7> _7._3 _4 2'_52’:1‘:6'4._5:7‘7
(2 =5 (Trap) Lo =2 CYEDEF2) W)™ =7
rezultat pa je tako
o 6 3r
i = —.
45 256
3. Na katero obmodje preslika funkcija
22—
1(z) = 22 41
prvi kvadrant {z € C | Re(z) > 0, Im(z) > 0}? Pois¢i Se tocko v prvem kvadrantu, ki jo f preslika
1
\% bR
Resitev: Funkcija f je kompozitum kvadratne funkcije z — 22 in Mdbiusove transformacije z — ZZ

Najprej izvedemo kvadriranje — to nam prvi kvadrant preslika na zgornjo polravnino. Nato izvedemo
Moébiusovo transformacijo. Ta nam premico skozi tocke 0, 1 in oo preslika v kroznico skozi tocke
-1, %—jrz = —i in 1 (torej enotsko kroznico). Tocka ¢ se pri tem preslika v 0, ki lezi znotraj kroznice.
Konéno obmocje je torej notranjost enotske kroznice.

Poig¢imo Se tocko z, da je f(z) = 1. ReSujemo enatho 'zzjrz

Edina resitev te enacbe v prvem kvadrantu je z = \/g (1+414) (to dobimo npr. s pretvorbo v polarni

= %, kar se poenostavi v 22 = 3i.
zapis).
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4. Dana je funkcija f(z) = e z.

(a) Izracunaj Fourierovo transformacijo funkcije f.
(b) Poisci funkcijo g, za katero je gx g = f.

(=

2 —_— . ~
Resitev: (a) Velja f(z) = ere= 7. Po upostevanju pravila f(z —a)(w) = e ** f(w) in formule

1 2
e=% (w) = e~ = dobimo

(b) Ko transformiramo enacbo, dobimo v/27§? = f, torej % = \/% f. Ko korenimo (zadogca
poiskati le eno resitev), dobimo
() = 7=/ f() tete
w)=——— w)=——ele 2¢ 1.
g V2 V2

To enacbo transformiramo Se enkrat. Ob upostevanju formul eim)(w) = flw—a) in f(az)(w) =
1 f(¢) dobimo

—

()= pmele Tt D)= el E @i )
—T) = e+e 4 (T —) = ———¢€%¢ 2 T -
g V27 2 V2 2
1 1~ 1 1 . (V2(@+3))?
= eTV2e T (V2(z + =)) = etV/2e” 2
Var V2 +5) = om

Ko poenostavimo, dobimo g(—z) = (1/28_£2_£_ Kon¢ni rezultat je tako

__ 4 2 z—x2
g(x)—\/;e .
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1. kolokvij 2018/19
1. Poisci vse holomorfne funkcije f : C\ {0} — C, katerih realni del je enak u(x +iy) = z + =¥~

+y
Resitev: Pisimo f = u + iv. Po Cauchy-Riemannovih enacbah je
1 2zy
v = U = — 555
Y z (22 + y2)2
torej
2zy 2zy
= l—-——"=|dy=y— | ——=dy.
’ /< <x2+y2>2) v=u- |
Po uvedbi nove spremenljivke ¢ = z? + y? dobimo
xdt x x
v=y— ?:y+;+0(w):y+m+0(x),
kjer je C(x) neznana funkcija. UpoStevamo Se drugo enacbo u, = —v,:
1@®+y*)—y-2y 1@ +y°)—2-20
=— - C'(x).
(22 + 42)2 (22 + 12)2
Ko krajsamo, dobimo C’(z) = 0, torej je C(x) = C (realna konstanta) in tako v = y + - =7 +C.

Torej je
f(l‘-‘rl:l/) _—(E-‘rm—f'l(y"f' W—’_C)

Ce zelimo rezultat zapisati v lepsi obliki, pisemo z = z + 1y

Y+ ix i(x —iy)

f(z):x—&—iy—&-ﬁ—i—c%—x—&—zy—i— R —i—Cz-z—i———i—C’Z—z—&— +C’z

2

1
2. Funkcijo f(z) = T(sin(zQ) + ) razvij v Laurentovo vrsto okrog tocke 0 na obmocju
z

24414
(a) 0 < 2| <1,

(b) |z > 1.
Dolo¢i se residuum funkcije f v tocki 0.
Resitev: Razvoj za funkcijo sin(z?) je sin(z?) = 22 — g—? + ‘% F ---. Ta vrsta konvergira povsod.
Racionalni ¢len pa razvijemo v geometrijsko vrsto, pri ¢emer lo¢imo primera. V primeru (a) je
22 22

A i(l—izt) (it @) ).

Ta vrsta konvergira za |iz*| < 1, kar je ekvivalentno |z| < 1. Dobimo

1 9 26 210 . 9 . 4 . _4\2
f(z)zzn<z ?4_?:': c—izf (14 iz" + (i2%) +)>
:(1—2’)2_94—(—1—@)z_5+(l—i3)2_1+~-~

3! 5! '

V primeru (b) pa je

2 -2

_ =20y io—A (i —AN2
At Tyea? UmETHET)IE ),

kjer dobljena vrsta konvergira za |iz~*| < 1, kar je ekvivalentno |z| > 1. Dobimo

1 A 2 4 4\2
f(Z):Zu(Z—?)!JFg)!jF“'JFZ (I—iz7" + (i277) jF"'))
o 21 | . —17 -13 o 1 5 1
=472 a1l T 4 12 _§Z —|—§z F--.
Residuum v tocki 0 je koeficient razvoja iz totke (a) pri potenci 271, torej
1 5 1
Res(f,0) = S + .
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3. S pomodjo kompleksne integracije izracunaj

/Oo dz
—o00 (x2 - 21)2 .

Resitev: Pisimo f(z) = @ Funkcijo f integriramo po robu zgornjega polkroga s polmerom R.
Rob je sestavljen iz daljice od —R do R in polkroZnice, ki jo oznacimo z . Dolo¢imo singularnosti
funkcije f znotraj polkroga: enacba z? = 2i ima reditvi z = +v/2e% = +(1 4 14). Znotraj polkroga
se nahaja le singularnost 1 + i, torej je po izreku o ostankih

R
/ f(z)dz + / f(2)dz = 2wi Res(f, 1+ 1).
_R v

Prvi integral limitira proti integralu, ki ga iS¢emo. Drugi integral limitira proti 0, saj je

1 1 R—o0
’/f dZ <l ) max|f( )|—7TR maXmgﬂ'R'm — 0.
Izrac¢unamo Se
1

Res(f,1+1i) = R ( _ 1 )
es(f,141) es E T P g +1

1 1 ' , 2 2 _1+i

I\ (z4+1414)2 (z+14+4)3] 4 (24 2i)3 16

Rezultat je tako

g LHi_mi—1)
16 8

4. Naj bo f holomorfna funkcija na obmoéju Q = {z € C| |z| < 1}, za katero velja |f(z)] <
vsak z € Q. Dokazi, da za vsak n € N velja

£ (0)] < (n+ 1)!(1 n i)n

Namig: izberi poljuben 0 < r < 1 in s pomo¢jo Cauchyjeve integralske formule za kroznico |z| = r
dokazi, da velja | f((0)| <

rn( 1 r)”
Resitev: Po Cauchyjevi formuli je £ (0) = 2%'255‘ = Z,EJr)l dz za poljuben 0 < r < 1. Torej je
! f(z) n! f(z)
) (0 :n—% dz| < — - 27r - ma
|f ( )‘ o |2 |=r ontl - 27 ™ |z|=}7E 2+l
lf(z)] n! nl 1 n!
—nlr. - . < . = .
wr |r.£1|i)7E rntl o ﬁi)ﬁ @)l < rm 1—r rm™m(1-r)
Doloc¢imo $e, za kateri 0 < 7 < 1 funkcija g(r) = WI*T) doseZe najmanj$o vrednost. Izra¢unamo
g(r) = —nr "Y1 —7)"t +r7(1 — r)~2 in re§imo enac¢ho ¢'(r) = 0. Edina refitev je r = P

Tako je

F™(0)] < nlg(ﬂL) = (nil)”(nl!— = n!<"zl>n(n+1) - (n+1)!(1+;)n.
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2. kolokvij 2018/19

1. S pomodjo Frobeniusove metode poisci resitev y(z) diferencialne enacbe y” — 2y’ + 4y = 0 v okolici
tocke 0, ki zadoS¢a pogojema y(0) =1, 3'(0) = 0.

Resitev: Ko v enacbo vstavimo nastavek y = > 7 ¢,2", dobimo

oo oo oo
Z n(n —1)c 2" "2 — Z nep 2t + 4 Z cp2” = 0.
n=2 n=1 n=0

Ko primerjamo koeficienta na obeh straneh zaporedoma pred 2° in z!, dobimo ena¢bi 2¢cy +4co = 0
in 6¢3 4+ 3¢; = 0, iz Cesar sledi

. c
co=—2¢cy) In c3= —?1.

Ko primerjamo koeficienta pred z* za k > 2, pa dobimo (k + 2)(k + 1)cpy2 — keg +4cp = 0, iz Cesar

sledi k4

TG )k+ )

Iz y(0) = 1 in 3/(0) = O sledi ¢g = 1 in ¢; = 0. Torej je tudi c3 = 0 in ¢ = 0 za vse lihe k. Iz
zgornje enacbe izra¢unamo e cp = —2, ¢4 = Lin ¢ = 0, iz Cesar sledi ¢, = 0 za vse sode k > 6.

3
Torej je kon¢na resitev
4

y(Z):(:o+c2z2+c4z4:1,222+%.

2. Poisdi resitev u(z,t) : [0, 7] x [0, 00) parcialne diferencialne enacbe

Up = Ugy — dU

pri pogojih u,(0,t) = u,(m,t) = 0, u(z,0) = cos* z.

Regsitev: Resitve is¢emo z nastavkom v = X (x)T'(¢t). Ker je u, = X'T, nam homogena robna pogoja
Uz (0,t) = ug(m,t) = 0 dasta X'(0) = X'(«w) = 0, diferencialna enacba pa je XT' = X"T — 4XT.
Po deljenju z XT dobimo = XTH —4. Racunanje se malenkost poenostavi, ¢e konstanto 4 nesemo

T
na levo stran, tako da dobimo
T/ X//
—+4d=—=A
T + X ’

kjer je A neodvisna od z in ¢ in posledi¢no konstanta. Najprej reSujemo ena¢bo za X, torej X"/ = A\ X.
Obravnavamo tri moznosti. Moznost A > 0 da resitev X = Acosh(vAz) 4+ Bsinh(v/\z). Po
upostevanju robnih pogojev X'(0) = X’(7) = 0 hitro vidimo, da je A = B = 0, torej nismo dobili
netrivialnih regitev.

MozZnost A = 0 da reSitev X = Az + B. Po upostevanju robnih pogojev dobimo A = 0, torej je X
konstantna funkcija; smemo predpostaviti X = 1. Dobili smo resitev Xg = 1 pri A\g = 0.

Moznost A < 0 da resitev X = Acos(v—Ar) + Bsin(v/—Az). Po upostevanju robnih pogojev
dobimo B =0 in Ay —Asin(yv/—Arw) = 0. Ce je A # 0, je torej sin(v/—A7) = 0 in zato v —Ar = n,

od koder dobimo A = —n? in X = Acos(nz). Smemo predpostaviti A = 1. Dobili smo regitve
X,, = cos(nz) pri A, = —n?, n > 1. Tem refitvam smemo prikljuciti tudi zgornjo resitev za A = 0
(ki ustreza n = 0).

Re§imo ge enacbo za T. Regitve TT' =X\ —4d=-n2—450 T, = Ape— "+t Koncna sploina

resitev je vsota

U= Z X, T, = Z Ane_("2+4)t cos(nx).
n=0 n=0

Za dolocitev konstant A, vstavimo Se zacetni pogoj:

cos* z = u(z,0) = Z A, cos(nx).
n=0
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Funkcijo cos*  zato razvijemo po kosinusih na intervalu [0, 7]. Dvakrat uporabimo formulo cos? x =
LS(QI) in dobimo
1+ cos Qz) > 142cos(2z) +cos2(22) 1 cos(2z) 1 1+ cos(4z)
costx = = == 4+
4 4 2 4 2
3 cos(2x) cos(4x)
-8 + 2 + 8

Torej je Ag = %, Ay = %, Ay = é in A,, = 0 za ostale n. Koné¢na resitev je tako

u(z,t) = 27 + Le7¥ cos(2z) + fe % cos(4a).

. Poiséi kaksno reitev f € L'(R) integralske enacbe

/OO FO) f(x—t)dt = e~ 5+, 2R

Resitev: Enacbo zapiSemo v obliki

(F f)la) =T

Po uporabi Fourierove transformacije dobimo

Vo f(w) f(w) = e 7+ (w).

— — —
2 W2 2

Po formulah f( )eiar(w) = flw—a) in e™ 7 (w) = e~ T je e~z TiT(w) = e_%(w —1l)=e "7 ,

torej zgornja enaCba postane
(w=—1?
2

Vorf(w)? =e”
Izrazimo f(w), kjer pri korenjenju vzamemo npr. predznak plus (saj is¢emo le eno resitev):
A 1 w12

flw) = i

Se enkrat uporabimo Fourierovo transformacijo, kjer uporabimo formuli f (?—\a)(w) =f (w)e

in f(az)(w) = Lf(£) (za a > 0):

—taw

) V3w)2 2 ) 2
= *““\fe (\fw) \[ =5 g 2 pmiww?,
4/2 T

Kon¢na resitev je tako

. Naj bo P,(z) Legendrov polinom stopnje n. Izracunaj integrala

1 1
/mPn(x)de in /x2Pn(x)2d:1c.

—1 —1
(Namig: za izracun drugega integrala dvakrat zaporedoma uporabi formulo
(n+1)Ppy1(x) = 2n+ DzPy(x) —nPy_1(z).)
Resitev: P,(z) je bodisi soda bodisi liha funkcija, zato je P, (x)? soda funkcija in posledi¢no z P, (z)?
liha funkcija. Prvi integral je tako integral lihe funkcije na simetri¢nem intervalu in zato enak 0.

Za izracun drugega integrala iz formule v namigu izrazimo x P, (z) = 35245 Py 1 () + 5% Po 1 (2).
Ko vstavimo v integral, dobimo

1 1
| @Pu@n = [ (502 Pan @) + B Pria(0)Pacs(0) + (57 *Pacs (0o

-1
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Upostevamo fil Poyq(z)?de = W in fil P,i1(2)P,_1(x)dx = 0 in dobimo

1 2 2 2 2
+1) 2 n 2 2 (n+1) n
Py (2))*dx = (n - : = :
/_1@3 e = v 12 3nr3 T @12 -1 Gar 12\ 2n+3 -1

Ta izpeljava velja le za n > 1, hitro pa lahko preverimo, da rezultat drzi tudi za n = 0.
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1. izpit 2018/19

1. S pomodjo izreka o ostankih (ali Cauchyjeve formule) izracunaj

/271' dr
o 3+2cosz+2sinz’

Resitev: Uvedemo novo spremenljivko z = €. Tntegracijsko obmocje za z je kroznica |z| = 1.
Izrazimo e dz = ie'®dx = izdz in do = % ter cosz = % = # insinz = % = 2721/2
Zgornji integral tako postane
d
_ )
kar se poenostavi v
% dz
=1 (141)22 +3iz — 144
Oznagimo funkcijo v integralu z f(z). Z reSevanjem kvadratne enacbe razcepimo
1
zZ) = —.
I (I+d)(z+1+4)(z+ )
Funkcija ima torej singularnosti 2y = —1 —1¢in 2z, = f%, od katerih je znotraj kroznice le z5. Ker
je
1 1
Res(f,22) = = =

A+9)(z+1+19)

Z2=ZzZ2
je rezultat
27 - Res(f, z2) = 2.

2. Pois¢i biholomorfno preslikavo iz obmodja {z € C | Re(z) < 0 in |z| > 1} na enotski disk.

Resitev: Nalogo lahko re§imo na ve¢ nacinov. Zgled regitve: Najprej tocke —i, ¢ in oo z Mobiusovo
preslikavo f preslikamo zaporedoma v tocke oo, 0 in 1. Hitro izracunamo ekspliciten predpis za
f, kije f(z) = 2. V nalogi dano obmocje se s preslikavo f preslika v 1. kvadrant. Preslikava
g(z) = 2? ta kvadrant preslika v zgornjo polravnino. Na koncu e z Mébiusovo preslikavo h, ki tocke
o0, 1 in 0 zaporedoma preslika v 1, 4 in —1, to polravnino preslikamo na enotski disk. Izra¢unamo

Se ekspliciten predpis za h, ki je h(z) = z—fz Kon¢na biholomorfna preslikava je torej hogo f.
3. Poisdi resitev u(z,t) : [0, 7] x [0,00) — R parcialne diferencialne enacbe
Ut = Ugg + U

pri pogojih w(0,t) = u(m,t) = 0 in u(x,0) = sinx, us(z,0) = 2sin 3z + 3sin 2z.

Resitev: Po standardnem postopku v enacbo vstavimo u(z,t) = X (2)T'(t), od koder dobimo

Iz homogenih robnih pogojev dobimo X (0) = X (7) = 0. Z obravnavo moznosti A > 0, A = 0 in
A < 0 ugotovimo, da ima enacba );/ = )\ netrivialne resitve le pri A < 0. Te resitve so X,, = sinnx
pri A, = —n?, neN.

Enacba za T je TT” =1—-n?% Zan =1 je njena resitev T, = A1t + By, zan > 2pa T, =

A, sin(v/n? — 1t) 4+ B,, cos(v/n? — 1t). Konéna splosna resitev je tako

u(x,t) = (A1t + By)sinz + Z (An sin(v/n? — 1t) + B, cos(v/n? — 1t)) sin na.

n=2

Ko upostevamo pogoj u(x,0) = sinx, dobimo

oo
Bisinx + E B, sinnx = sinx,

n=2
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od koder sledi By = 1in B, = 0 za n > 2. Ko upostevamo Se u;(x,0) = 2sin 3z + 3sin 2z, pa
dobimo

ug(x,0) = Ay sinx + Z A, cos(v/n2 — 1t)y/n? — 1sinnz

n=2
= A;sinz + Z A,/ n? — 1sinnz = 2sin 3z + 3sin 2z,
n=2

od koder sledi Asv/3 =3, A3v/8 = 2in A,, = 0 za ostale n. Dobimo Ay = /3 in A3 = § Konéna
refitev je tako

2
u(x,t) = sinz + V3 sin(v/3t) sin 2z + g sin(v/8t) sin 3z.

. Dana je funkcija f € L*([-1,1]), f(z) = 2® — .
(a) Razvij f po Legendrovih polinomih.
(b) Za |a| < 1 izracunaj fil \/% dr. (Namig: rodovna funkcija.)

Resitev: (a) S pomocjo Bonnetove formule izra¢unamo Py = 1, P, = z, P, = %2:52 —1inpy=
223 — 22, od koder izrazimo 2® = 2(P3+3x) = 2Ps+ 2z in f(z) =2 —2 = 2Py— 20 = 2(P3— P)).
(b) Upostevamo \/TW = ano P, (x)a™, zgoraj izratunan razvoj funkcije f ter ortogonalnost

Legendrovih polinomov in dobimo

' 3(Bs(x) — Pi(2))

dr =
1 V1—2ax+a?

3 ) io P, (z)a" dx
zgéa"</_ Ps(x) dac—/ Py(x )
2

2( 4 2 4a®  4da
= — a = —_—— =,
35 15

O“\w
—
—
=
—

s\ 2311 Y21+
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2. izpit 2018/19

1. S pomocjo izreka o ostankih izra¢unaj

/°° dx
oo (@2 — 42+ 5)2

Resitev: Definiramo f(z) = m. Nicli imenovalca sta 2 £ 4, torej je f(z) = m
Funkcijo f integriramo po robu zgornjega polkroga s polmerom R. Znotraj tega kroga je le singu-
larnost z = 2 + 7, torej je po izreku o ostankih

R
/ f(z)dx + / f(z)dz = 2mi Res(f,2 + 1),
_R v

kjer v oznacuje (pozitivno orientirano) zgornjo polovico kroznice |z| = R. Prvi integral limitira
proti integralu, ki ga ra¢unamo. Drugi integral limitira proti 0, saj je stopnja imenovalca v funkciji
f za 4 vedja od stopnje Stevca. (Po izreku s predavanj sklep velja, e je stopnja vsaj za 2 vecja. Da
integral limitira proti 0, pa lahko dokazemo tudi neposredno z ocenjevanjem integrala.) Izratunamo
Se ostanek

2
(z—241)3

. 1 .
ReS(f,2 + Z) = F(m),(Q +Z) = —

z=2+1
Rezultat je tako
o ( z) s
me( — =) =—.
4 2
2. Naj bo u : R? — R harmoni¢na funkcija in @ realno tevilo. Dokazi, da je potem tudi funkcija
v:R? = R, dana s predpisom v(z,y) = u(az + y,z — ay), harmonic¢na.
Regitev: Za laZjo notacijo ozna¢imo argumente funkcije u s s in ¢, torej u = u(s,t). Ra¢unamo
d? d?

ﬁ u(s(a:,y), t(:r,y)) + Tyg U(S($, y),t(x,y)),

kjer je s(z,y) = ax+y in t(x,y) = x — ay. Zaradi preglednosti bomo argumente v notaciji opuscali,
parcialne odvode pa oznacevali z indeksi. S posrednim odvajanjem dobimo

du_ ods oA
de T dr T g T M !
in
d—u—u @—i—u ﬁ—u —au
dy_ s dy t dy_ s t-
Odvajamo 8e drugi¢:
dz—u—aiu +iu—a(u E—I—u ﬂ)—i—u ﬁ—i—u ﬂ
de?2 ~ dx T dx ' * dx  da " da " dx

= a(atss + Ust) + QUts + Ue = QP Uss + 2atsp + Ugy
in
du d d ds n dt ( ds dt)
—— = — Us — Q— U = Ugs+ — + Ugt - — — Q| U - —
dy2 dy s dy t ss dy st dy ts dy
= Uss — AUt — a(Ugs — QU) = Uss — 20Ut + A Ug.
Ko sestejemo, dobimo
du n d?u
dz?  dy?

Ta izraz pa je nic, saj je uss + ug = 0, ker je v harmoniéna.

= a®(uss + Upt) + Uss + Us
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3. Poidi resitev u(z,y) : [0,1]2 — R parcialne diferencialne enac¢be tuy, + 4u,, = 0 pri robnih pogojih

u0,y) =0, wu(l,y) =y, u(z,0)=sin(rz), u(z,1)=xz

Nasvet: dolo¢i konstanto a, tako da bosta po uvedbi nove neznanke v(x,y) = u(z,y) + azy prva
dva robna pogoja homogena.

Regitev: Prvi robni pogoj za funkcijo v je v(0,y) = u(0,y) +a-0-y = u(0,y) = 0, drugi pa
v(1,y) =u(l,y)+a-1-y=y+ay. Ce zelimo, da bo drugi pogoj enak 0, postavimo a = —1. Nova
spremenljivka je tako v = u — zy. Prva dva robna pogoja sta v(0,y) = v(1,y) = 0, tretji pogoj je
v(z,0) = u(z,0) — -0 = sin(7x), Cetrti pa v(z,1) =u(zr,1) —z-1 =2 — 2 =0. Ker je tuyy = Uy
in uyy = vyy, je diferencialna enacba nespremenjena: vy, + 4vyy = 0.

Z metodo separacije v = X ()Y (y) dobimo

X// Y//

—=—4— =

X Y ’
kjer je A realna konstanta. Najprej reSujemo enacbo za X. Iz prvih dveh robnih pogojev dobimo
X(0) = X(1) = 0. Kot vedno se prepricamo, da ima enatba %~ = X pri teh dveh pogojih
netrivialne resitve le za A < 0, kjer dobimo resitve A\, = —(n ) in X,, = sin(nmz). Resimo
Se enacbo —4Y7” = A = —(nm)?. Enatbo preoblikujemo v Y = (%F)?Y, ki ima refitve Y, =

Ay cosh(*3%) + By, sinh(“3¥). Koncna refitev je tako
i i A, cosh ) + B, sinh(%)) sin(nmx).
Tretji robni pogoj za v ;am da _
v(z,0) = sin(7x) Z A, sin(nrx)
od koder dobimo A; =11in A,, =0 za n > 2. Zadnji robni pogoj pa nam da
v(z,1) =0= i(A cosh( ) + B, smh( ))sin(mrm),
n=1

od koder dobimo A;, cosh(%") + By, sinh(%) = 0 za vsak n. Torej je B,, = 0 za n > 2 in cosh(F) +
By sinh(3) = 0, od koder sledi B; = COSh(%)

. Konéna resitev je tako

u(z,y) = (cosh(Z) —

3) o TY
5 Sinh(Z) sinh( ) ) sin(mzx) + xy.

sin x

4. Dolo¢i Fourierovo transformacijo funkcije f(z) = (#22)? in narisi njen graf. (Namig: lahko uporabis
formulo fg = \/%f * g, ki velja tudi za L? funkcije.)
Z vaj vemo, da ima karakteristicna funkcija x[_1 1] intervala [—1, 1] transformiranko

/\ 2 sinw

X[71,1](w)= T w

Ker je x[—1,1] soda funkcija, po formuli za inverzno transformacijo sledi

—

sinx A
T - 2 X[_lal]'

Opomba: (R), ampak le v razredu L?(R). S predavanj pa vemo, da
lahko definiramo Fourierovo transformacijo taksnih funkcij kot limito funkcij iz L' (R) v Hilbertovem
prostoru L?(R).

Ce zdaj uporabimo formulo v namigu, dobimo

. 1 sinz smz 1 [x° 1 [7
f:\/ﬁ - * - :\/ﬁ §X[—1,1]*X[—1,1]:§ §X[—1,1]*X[—1,1]«
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Torej moramo dolo¢iti funkcijo x(—1 1) * X[~1,1- Po definiciji je

[e’e) 1
(X[=1,1] * X[=1,1)) (%) = / X[-1,1] () X[=1,1)(x — t)dt = / X[—1,1](x — t)dt.
fe%s) 1

Po uvedbi nove spremenljivke s = x — ¢ ta integral postane
x+1
/ X[fl,l](S)d&
r—1

to pa je ravno dolzina preseka [z — 1,2 + 1] N [—1, 1] (oziroma 0, e se intervala ne prekrivata). Za
x < —2in x > 2 je presek prazen, za 0 < x < 2 je enak [z —1,1] ter za —2 < z < 0 enak [-1,z +1].
Torej je

z+1 0 5 |£E‘ Z 2
0 ;x| > 2
/ X—11](8)ds=4q 2—x ; 0<2<2 { 2 |a| }x}<2 = max{0,2 — |z|}.
z—1 T+ 2 —2<x<0 ’ -
Ko rezultat pomnozimo s konstanto %\/g , dobimo kon¢ni rezultat:
s 1 /m
f(w) =max{0, 54/ 5(2 - w[)}.
2V 2
Graf te funkcije je naslednji:
Y
2 £
1 4
It x {
-5 —4 -3 —2 -1 1 2 3 4 5
11
_2 4
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3. izpit 2018/19
1. Doloéi konstanto a € R, tako da bo u(z,y) = 2* + y* + az?y? realni del neke holomorfne funkcije
f:C — C. Dolo¢i e funkcijo f.

Resitev: Funkcija u mora biti harmoni¢na. Ko odvajamo, dobimo u, +uy, = 1222+ 2ay? + 12y +
2az?. Ko ena¢imo z 0, dobimo (12 + 2a)(z? + y?) = 0. Ker to velja za vsak x,y € R, sledi a = —6,
torej u = z* + y* — 622y

Pisimo f = u + iv. Iz Cauchy-Riemannovih enacb sledi v, = u, = 423 — 12zy?, tore]
v = /(4963 — 12z9%)dy = 423y — 4xy® + C ().

Iz druge enacbe v, = —u, pa dobimo 1222y — 4y3 + C'(z) = —4y3 + 122%y. Torej C’(z) = 0 in je
C(x) = C konstanta. Regitev je f(x +iy) = 2* +y* — 62%y? + dixdy — dizy® + Ci = (v +iy)* + Ci
oziroma f(z) = z* + Ci, C € R.
2. Dana je funkcija
1

@+ AT —1)

(a) Dolo¢i residuum funkcije f v tocki z = 2¢ in z = 0.

f(z) =

(b) Naj bo v pot v C, dana s parametrizacijo
v(t) = 3cost + 3isint + 2i, t €0, 27].
Izracunaj ¢ f(z)dz.
Regitev: (a) Ker obstaja limita

z—2% 1 i—1
li —2i) = li == = = )
zinzlzf(z)(z ) 0 (2 —2i)(z +2i)(ex —1) 4i(i—1) 8

je Res(f,2i) enak tej limiti. Podobno, ker obstaja limita

lim f(2)z = li z li ! !
im f(2)z = lim - = lim _ ==
2—0 =0 (22 +4)(eT —1) =202z(e7 —1)+ (22 4+4)ea ] 7

je Res(f,0) enak tej limiti.
(b) Singularnosti funkcije f so tam, kjer je 22 +4 = 0 (torej v z = £2i) in kjer je e — 1 (torej

i = 2kmi oziroma z = 8ki, k € Z). Znotraj krivulje v (kroznica s srediS¢em 27 in polmerom 3) sta

le singularnosti z = 2¢ in z = 0. Torej je

i—-1 1 m(1 + )
tR=TT

7{ f(z)dz = 2mi(Res(f,2i) + Res(f,0)) = 2mi( + 2i.

3. Poisci vse funkcije y(z), ki na zarezani okolici tocke zg = 0 zados¢ajo diferencialni ena¢bi

2y +2(z+ 1)y —y=0.

Resitev: V enacbo vstavimo nastavek y = > -, a,2""", ag # 0. Ko odvajamo, dobimo

2 Z an(n+r)(n+r—12"""2 4 2(z +1) Z an(n+r)" Tt Z a, 2" =0.
n>0 n>0 n>0

Enac¢bo preuredimo (srednji ¢len zapisemo kot dve vsoti) in delimo z 2":

Z an(n+r)n+r—1)2" 4+ Z an(n+1)z" + Z an(n+r)z"t — Zanz” =0.

n>0 n>0 n>0 n>0

Zdaj primerjamo koeficiente. Pred potenco z° dobimo agr(r — 1) + agr — ag = 0, od koder sledi
r(r—1)+r—1=0 oziroma r = £1.
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Predpostavimo najprej r = —1. Pred potenco z* za k > 1 dobimo ay(k — 1)(k — 2) + ar(k — 1) +
ax—1(k —2) —ay, = 0, kar se poenostavi v apk(k —2) + ar—_1(k —2) = 0. Iz te enacbe dobimo zvezo

ap = _akilv
k
ki velja za vse k razen za k = 2. Iz zveze izrazimo a1 = —ag, a3 = —%, ay = —F¢ = 1%,
as = —% = —z%5, ... (ker je az poljuben, na ta nafin dobimo obe neodvisni refitvi). Torej je
konéna resitev
y(2) = 27 Yaog — apz + agz® — %223 + %24 Fooo).

Prva dva ¢lena piSemo posebej, v ostalih pa prepoznamo eksponentno funkcijo e~ (brez prvih dveh
¢lenov in pomnozeno z 2). Torej je y(2) = apz~1(1—2)+2a22~(=1+2z+e~ 7). Izraz 2a22~ 1 (—1+2)
lahko pridruzimo prvemu ¢lenu, faktor 2 pa skrijemo v konstanto. Splosna resitev je tako

y(2) = ag(z7t — 1) +agz te .

. Naj bo f : C — C holomorfna funkcija, za katero velja |f(z)| < |z| za vsak z € C. Dokazi, da je f
oblike f(z) = az, kjer je |a| < 1.

Resitev: Funkcijo f zapiSemo kot vrsto f(z) = ag+ajz+a2?+---. Ko v dano neenakost vstavimo
z = 0, dobimo f(z) = 0, torej je ap = 0. Torej je f(z) = 2(a1 + azz + azz? + -++) oziroma
f(2) = zg9(2), kjer je g(z) = a1 + azz + azz? + - - - cela funkcija. 1z neenakosti |2g(z)| < |z| dobimo
lg(2)| < 1zavse z # 0. Torej je funkcija |g| omejena in po Liouvillovem izreku sledi, da je g(z) = a,
kjer je a konstanta, ki mora zaradi |g(z)| < 1 zados¢ati |a| < 1. Torej je res f(z) = az.
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Poskusni 1. kolokvij 2019/20

1. Razvij funkcijo

1
z2(22 — 1)(2i22 — 1)

f(z) =
v Laurentovo vrsto okrog tocke zg = 0, ki bo konvergirala vsaj za |z| > 5. Kaj je dejansko obmocje
konvergence dobljene vrste?
Resitev: Ko izraz m razstavimo na parcialne ulomke, dobimo

£(z) = 1 ( 1 n 21 )_1+2i( 1 n 21 )
a2\ 21 221/ 52 21 22— 1)

Prvi ulomek v &tevcu in imenovalcu delimo z 22, drugega pa z 2iz%, nato pa oba ¢lena razvijemo v
geometrijsko vrsto:

142

1e) =

1 .
= = 1+2 1 1 1 1
(CEg o) s (U E A g gy )
z 1z

: 1 : 1 : 1
Prva vrsta konvergira za |z| < 1 oziroma |z| > 1, druga pa za |5 =| < 1 oziroma |z| > - Ko
¢lene zdruzimo, torej dobimo

9= HEE (1) (i) T (1))

obmodje konvergence pa je |z| > 1.

. S pomodjo izreka o ostankih izracunaj

/_Z <+1><—> o

Regitev: S pomocjo uvedbe nove spremenljivke ¢ = 2x se integral v nalogi prevede na integral

oo 4ett
/ CET
— 00
4eiz o 4eiz
2244)(z—21) — (2—21)2(2+217)
v tocki 2¢. V tej tocki ima pol 2. stopnje, zato je

Definiramo funkcijo f(z) = C . Ta ima v zgornji polravnini singularnost le

. 1 4e¥% N/ . 4iet® (z + 21) — 4et7 5
es(f,20) = 373 i ) o it
Rezultat je tako
- ; , .5 5mi
‘/700 f(t) dt = 27TZ ReS(f, 27,) = 27‘(‘2 . @ — @

. Naj bo u : R?® — R tak$na harmoni¢na funkcija, da je tudi 4™ harmoni¢na za neko naravno §tevilo
n > 2. Dokazi, da je u konstantna funkcija.

Resitev: Zaradi lazjega oznacevanja bomo parcialne odvode oznacili z indeksi. Izra¢unamo

(u™)y = nu™ tu,

in odtod
1 n—2, 2

Uy = n(n — D)u"""ug !

1 _
) + nu™  Upy.

(u™) gz = n(u Uy +nu””

Podobno dobimo za (u™),, in (v").. Ko ¢lene zdruzimo in upostevamo vz, +tyy +u.. = 0, dobimo

A(un) = un)aco: + (un)yy + (un)zz

1)u"_2(u926 + ug + ug) + nu"‘l(um + Uyy + uzz) =n(n — 1)u"_2(ui + “3 + ug)

n(n
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Po predpostavki je ta izraz enak 0. Odtod sledi, da v vsaki tocki 7 € R? velja " 2(7) = 0 (in
odtod u(7) = 0) ali ug(7)? 4 uy(7)? + u.(7)? = 0 (in odtod u,(F) = uy () = u.(¥) = 0 ali krajse
Vu(7) = 0).

Denimo, da velja Vu(7y) # 0 za nek 7y € R®. Potem velja Vu(7) # 0 na neki okolici tocke 7 (saj
je Vu zvezna funkcija). Na tej okolici mora torej veljati u(7) = 0. To pa pomeni, da je Vu nic¢elna
funkcija na tej okolici, kar je protislovje. Dokazali smo torej, da je Vu(7) = 0 za vsak 7 € R?, torej
je u konstantna funkcija.

. Naj bo f(z) =>.,2,anz" cela funkcija brez kompleksnih nicel, za katero velja

[f(2)] < [f(2)]

za vsak z € C. Dokazi, da obstaja taksno kompleksno Stevilo ¢ z absolutno vrednostjo 1, da je
ca, € R za vsak n > 0. (Namig: Liouvillov izrek. Funkcija f(Z) ni nujno holomorfna. Kaj pa njena
konjugiranka?)

Resitev: Z vaj vemo, da je g(z) = f(2) holomorfna funkcija, saj je njen razvoj g(z) = >, anz".
Velja

IFEI<1f @) =[fE)] = l9()]-
Funkcija g je brez nicel, torej lahko izraz delimo in dobimo
‘f (2)
(

<1,
9(z)

od koder po Liouvillovem izreku sledi
) _
9(2)
za neko konstanto a € C. Ko enacbo nazaj pomnozimo, dobimo

o0 o0
g anz" = E adnz".
n=0 n=0

Odtod sledi a,, = aa, za vsak n. Torej je |a,| = |a - |an|, kar pomeni bodisi a,, = 0 za vsak n
bodisi |a| = 1. Prva moZnost odpade, saj je f nenifelna funkcija. Torej je |a| = 1.

Vsako kompleksno stevilo lahko zapisemo kot kvadrat. Pigimo torej & = c?. Potem je a,, = ¢ay.
Ko enatbo pomnozimo s ¢ (in upostevamo |c| = 1), dobimo ca,, = ¢a,,, kar pomeni, da je ca,, realno
stevilo. Ker je |c| =1, je s tem naloga reSena.
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Predizpit 2019/20
1. Na kompleksni polravnini Q = {z € C | Im z > 0} je dana funkcija

sinz 4+ ishy

flx+iy) = r,y €R.

cosz +chy’

(a) Preveri, da je f holomorfna na €.
(b) Poisci vse resitve 2z € C enacbe f(z) = 1.

Resitev: Holomorfnost lahko preverimo s Cauchy-Riemannovimi ena¢bami. ReSimo Se enacbo
f(z) = 1. Pi§imo z = z + iy, v,y € R. Iz % = 1 dobimo sinx 4 ishy = cosz + chy.
Ko primerjamo imaginarna dela, dobimo shy = 0, torej y = 0. Iz primerjave realnih delov pa
dobimo sinz = cosx + chy, torej sinx = cosz + 1. Ko to enacbo kvadriramo in poenostavimo,
dobimo 2 cosz +2cos? x = 0, torej cosz = —1 ali cosz = 0. Prva moznost odpade, saj funkcija f v
imenovalcu ne sme imeti ni¢. Druga moZnost pa nam da sinxz = cosz + 1 = 1, torej v = § + 2km.

Resitve so torej z = 5 + 2kw, k € Z.

2. S pomodjo izreka o ostankih izrac¢unaj integral

/°° dzx
o (@2 +ix +2)37

Resitev: Razcepimo x2 +ix +2 = (x+2i)(z — i) in uporabimo formulo za uporabo izreka o ostankih
za funkcijo f(z) = m (ta ima v neskonc¢nosti ni¢lo stopnje vsaj 2 in nima singularnosti
na realni osi). Na zgornji polravnini ima funkcija f singularnost le v tocki ¢, torej je

/OO f(z)dx = 2miRes(f, ).

Ker ima funkcija f v i pol tretje stopnje, je

. 1. NN/ 1 " 1 (=3)(—4)
Res(f,9) = 5 lim (£ = 0°)" = 5( oo 2 (2P|,
_lo 1262
2 (30> 3% 3%
Torej je integral enak
.2 4
2 - —— = —.
34 81

3. Po Hermitovih polinomih razvij funkcijo f(x) = (22 + 1)? in s pomoéjo razvoja izracunaj integral

/_O; flz)2e " da.

Pomo¢: H,(z) = (—1)”ezz(d%)"efz , Hpt1(2) = 2zH,(2) — 2nH,—1(2), ZZCZO Hn(z)tni, =
62zt—t2’

1= Hpp () Hy (2)e™ dz = 2"n)\/Topmn

Resitev: S pomocjo Rodriguesove formule izracunamo Hy(z) = 1 in Hy(z) = 2z, za Hs pa lahko
uporabimo npr. rekurzivno formulo in dobimo Hy(z) = 422 — 2. Torej po hitrem premisleku lahko
zapifemo f(z) = 42% + 4z + 1 = Ha(z) + 2H;(z) + 3Hp(z). Integral pa je enak

/ f(x)Qe_szx = / (Ho(z) + 2H;(x) + 3H0($))26_12d$.
Ko oklepaj v integralu kvadriramo, meSani ¢leni zaradi ortogonalnosti odpadejo. Torej dobimo

/00 (Ha(x)? + 4Hy (2)? + 9Ho(z)?)e ™" da.

— 00

Ko upogtevamo Se enkrat formulo [ Hy(2)Hp(2)e™* dz = 2"n!\/Tmn, dobimo, da je ta izraz
enak
22 ol/m4+4-2L 1T +9-20. 017 = 87 + 8/ + 9V = 25/7.
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4. Naj bo J, n-ta Besselova funkcija. Dokazi, da za vsako kompleksno §tevilo z velja

o oo

cosz = Z (=1)"J2n(2) in sinz = Z (=1)"Jant1(2).
n=—oo n=—oo
(Namig: uporabi rodovno funkcijo, pri ¢emer vstavi ¢ = in ¢ = —i.)

Resitev: Ko v rodovno funkcijo >, Jn(2)t" = e3(=%) ystavimo ¢ = i, dobimo

. z(j—1 z.9; 1
E Jn(2)i" = e3077) = 32 = %1,

neEZ
Podobno, ko vstavimo ¢ = —i, dobimo
Z Jo(2) (=)™ = e,
nez
Torej je
2% —2z1 1 )
cosz = % = 5%@1(2)(1” +(=i)").

Za lihe n velja i" + (—i)™ = 0, torej zgornja vsota tece le po sodih n. Ko vsoto preindeksiramo z
n = 2m in upostevamo " + (—i)" = 2" = 2(—1)™, dobimo

cosz = % Z Jom(2) - 2(=1)" = Z Jom (2)(—=1)™.

meZ meZ

Podobno je
ezi _ e—zi 1

g = g 2o I = (=),
nez

sinz =

Tu so nié¢ vsi ¢leni za sode n, za lihe pa po preindeksiranju n = 2m + 1 dobimo " — (—i)" = 2i" =
2i(—1)™, od koder podobno kot prej sledi tudi formula za sin z.
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1. izpit 2019/20

L. Razvij funkcijo f(z) = 72— + 2> v Laurentovo vrsto okrog tocke 0 na primernem kolobarju, tako
da bo vrsta konvergirala za |z| = 5. Kaj je konvergen¢no obmodje dobljene vrste?

Resitev: Ulomek ZZf’%Q = (271)3(”2) razcepimo na parcialna ulomka in dobimo
_ 3 2 1 1 2 _ % % 2
f(z)_(zfl)(z+2)+z oz —1 z+2+z _17% 1+%+Z

1 11 1 2 4 8
:<1++2—|—--->—<1—+2—3:|:~-->+z2

z z z z z z z

=224+ (1422 2+ (1 -4z 3 +14+8) 21+ (1-16)2" 4.

Prva od obeh geometrijskih vrst konvergira za |z| > 1, druga pa za |z| > 2, tore]j je konvergen¢no
obmodje kon¢ne vrste |z| > 2.

2. S pomodjo izreka o ostankih izrac¢unaj

2 dr
0 cosx+i

Resitev: Uvedemo novo spremenljivko z = €@, dz = ie®dx = izdz. Izrazimo cosx = ¢ "'267 =
-1 . .
=2 — in dobimo
T d 1 dz 2 dz
0 COST +i el=1 2 4 iz 0 i 22+ 2i2 4+ 1
Ta integral izracunamo z izrekom o ostankih. Nic¢li imenovalca v integralu sta z; 2 = % V=8 _

—i ++/2i. Od teh dveh znotraj kroznice lezi le z = —i + /2i, torej je
dz 1
e :2m'Res< ,—i+\/§i)
ji,_l 2242z +1 (z4+i+V26)(z +i—/20)
_r
Z41i4+V2i

1
= 2mi - =

z=—i+2i 2\/§i \/§

= 2m

Rezultat je torej

2 0w
S = —rmive.
i A2

3. Poisdi vse funkcije u(z,t) : [0, 7] x [0,00) — R, ki zados€ajo parcialni diferencialni enacbi u; = gy
u(x,0) = sin .

Regsitev: 'V enatbo in robna pogoja vstavimo nastavek v = X (x)T'(t). Dobimo XT' = X"T in
X(0) = X'(m) = 0. V diferencialni enacbi lo¢imo spremenljivke:

T/ X//

A
T X

Najprej resujemo enacbo X” = AX. Za XA > 0 je X = Acosh vz + BsinhvAz. Ko odvajamo in
vstavimo pogoja X (0) = X’(w) = 0, dobimo A = B = 0. Podobno za A = 0 dobimo X = Ax + B.
Ko vstavimo robna pogoja, ponovno dobimo A = B = 0. Preostane nam torej §e moznost A < 0. V
tem primeru je X = Asinv/—\z + B cos v/ —Az. Vstavimo X (0) = 0 in dobimo B = 0. Lahko torej
izberemo A = 1, torej X = siny/—M\z. Odvajamo X’ = y/—Xcosv/—Az in vstavimo X'(7) = 0.
Dobimo cos(v/—A7) = 0, torej v —Ar = 5+km, k € No. Ko enacbo delimo s 7, dobimo V= k—i—%.
Ko izrazimo A, dobimo lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje:

2
1 1
)\k:—<k—|—2> R Xk:Sin(k+2)x, kGNO'
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. - o - « / _ 1,42 v e . .
Pripadajoce resitve enacbe TT = M\ pa so Ty = Cret = Cre~(F+2)°t Koncna resitev je torej

= > 1\2 1
u(e,t) = 3 Xu(@)Ti(t) = 3 Cre 9" sin (k n Q)x.
k=0

k=0

Pri danem zagetnem pogoju u(x,0) = sin § dobimo

LT _ 1
sin 5 = ZCksm <k+2>x,

k=0
od koder sklepamo, da je Cxy =0za k > 1in Cy = 1. Torej je resitev
u(z,t) = e 7 sin g

. Naj bo J,, n-ta Besselova funkcija. Dokazi, da za vsak z € C in vsako celo §tevilo k velja

Z In(2)Jngx(2) = O 0-

n=—oo

Namig: izracunaj produkt rodovnih funkeij ), Jn(2)t" - > 5 Jn(2)s™, pri emer namesto s
vstavi primeren izraz, odvisen od t.
Resitev: Produkt rodovnih funkcij je enak
5 n(ah st = Bt
m,nEZ

Ko vstavimo s = %, se eksponent na desni strani izni¢i, na levi strani pa je t™s™ = t"~ ", torej

dobimo
Z I (2) I ()" = 1.

m,n€”L

Dvojno vrsto preindeksiramo glede na potenco spremenljivke ¢. Torej uvedemo k£ = m — n in
izrazimo m = n + k. Dobimo

k% <%Jn+k(Z)Jn(z)>tk =1.

Na levi strani imamo Laurentovo vrsto v spremenljivki ¢, na desni pa konstanto 1. Torej so vsi €leni
v Laurentovi vrsti enaki 0, razen pri k = 0, kjer je ¢len enak 1. Torej je res izraz

S Jusr(2) ()

nez

enak 0 za k#0in 1 za k = 0.
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2. izpit 2019/20

1. S pomocjo izreka o ostankih izra¢unaj

/°° cos T s
oo (@212

Resitev: Racunamo realni del integrala

[ee] eim
I = ——dx.
/,oo @12

Ker je v imenovalcu polinom stopnje vsaj 1, je po formuli s predavanj ta integral enak 27i krat
vsota ostankov v vseh singularnostih funkcije f(z) = ﬁ na zgornji polravnini. Edina taksna
singularnost je z = i, v njej pa je ostanek enak

Res ( et* z) _ 1d e'® _ i€ (z +1)? — 2e¥* (2 + 1)
(z+1)%(z —1)%’ dz (z41)?%|,_; (z +1)4 .
B —die~! — die~ 1 o
a 16 T2

Torej je I = 2mi - (—i) = 7. To stevilo je realno, zato je to tudi vrednost integrala v nalogi.

2. Skiciraj obmodje

Q:{zeCz\z+1|<\/§,Re(z)>O}

in pois¢i biholomorfno preslikavo iz 2 na zgornjo polravnino.

Resitev: Obmoéje Q je krozni odsek med kroznico s srediséem —1 in polmerom /2 in premico

x = 0. Obe krivulji se sekata pod kotom 7 v totkah z =i in 2z = —i.
Biholomorfno preslikavo poiséemo s pomocjo Mébiusovih ‘gransformacij. Slikamo npr. i +— 0, 0 — 1
in —i — 00; v tem primeru dobimo preslikavo f(z) = _zj_tz Ta obmocje 2 preslika v obmocje med

premicama y = 0 in y = x (saj je kot med premicama enak 7); iz orientacije vidimo, da gre za
obmogje 0 < arg(z) < I. S preslikavo g(z) = z* to obmodje raztegnemo v polravnino. Rezultat je
tako preslikava

gone) = (5

3. S pomodjo Frobeniusove metode poiséi tisto resitev enacbe 4zy” + 6y’ — y = 0 na zarezani okolici
tocke 0, ki je ni mogoce razsiriti do holomorfne funkcije na okolici tocke 0.

Resitev: V enatbo vstavimo nastavek y = 2" > > (¢ 2" =Y 00 ¢,2"T", ¢o # 0, in dobimo
42’2% n+r)(n+r—1)""" 2—i—6z:cn n+r)z" Zc 2T =
n=0 n=0
Ko enac¢bo delimo z 2" in preuredimo, dobimo
4chn+7‘)(n+r—1) " 1+Gchn+r ch =
n=0 n=0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z. Pri 2~! dobimo
deor(r — 1) 4 6cor = 0,

pri z* za k > 0 pa
degyr(k+1+7r)(k+7) +6cpp1(k+1+7)—cp =0.

Iz prve enacbe dobimo 472 — 4r + 6r = 0 oziroma 2r% 4+ r = 0, kar ima reditvi » = 0 in r = —%.

Glede na navodilo naloge obravnavamo le r = —%. Iz druge enacbe zdaj dobimo

degppr(k+3)k—3) +6ckq1(k+ 1) — e =0,
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odtod pa
Ck Ck

(k+ 1)k —2+6) (2k+1)(2k+2)

Ck+1 =

Izra¢unamo prvih nekaj ¢lenov:

Co C1 Co C2 Co
Cl = — Cy =

2’ 3.4 2.3-.4 T 5.6 6

Razberemo splosni ¢len ¢ =

. Resitev je torej

> o5

n:O

o

M\H

:Z

Ob upostevanju znanega razvoja chz = > % (saj je chz sodi del eksponentne funkcije e?,

sh z pa lihi) tako dobimo

Z Qn_COCh\/E
(2n)!  Vz

(a) Dana je funkcija
_ z, X € [717 1]7
@)= { 0, sicer.

A 2
Dokazi, da je njena Fourierova transformiranka enaka f(w) =14/ 7(
™

* scosx  sinx\?2
- — dzx.
x x

— 00

cosw  sinw )
w w?
(b) Izracunaj

Regitev: (a) Po definiciji je

£ 1 > —zwm ' —iwx
flw) = E/_mf(x dx \/j/ xe dx.

Po integraciji per partes in vstavljanju mej dobimo

flw) = \/%77 ( - i(e_“" + e — (—ilw)2 (e7™ — e”)).

—iw

Ob upostevanju znanih formul e + e 2cosw in e — e~ = 2jsinw sledi enakost iz naloge.

(b) Po Plancherelovem izreku je (f, f) = (f, f), torej

| it@pa= [P

Integral na levi strani je enak fil 22dx = %, na desni strani pa dobimo

* 2 /cosw sinw 2d
= — w.
T\ w w?

— 00

s

Odtod sledi, da je integral v nalogi enak % 5=

jus
3-
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3. izpit 2019/20
1. Razvij funkcijo f(z) = #ﬁ;w v Laurentovo vrsto okrog tocke 0 na kolobarju 1 < |z| < /2.
Dolo¢i se residuum funkcije f v tocki 0.
Regitev: S pomodjo parcialnih ulomkov dobimo

27

1 1
16 = s =7 o v

V imenovalcu prvega ulomka izpostavimo z* ter v imenovalcu drugega ulomka 2. Oba ulomka
razvijemo v geometrijsko vrsto in dobimo

7 1 7 1
f@z<%u+;>zu+§ﬁ
7

1 1 z 24 28 212
3
— 1_ U [y T o T
Z( ATET ) 2( 2718 )

Ker prva geometrijska vrsta konvergira za |z| > 1 in druga za |z| < v/2, je obmo¢je konvergence res
1< |z < V2.

Ostanek (residuum) funkcije v tocki 0 je koeficient razvoja okrog totke 0 pri potenci z~1. Ker je
obmodje konvergence zgornje vrste kolobar r < |z| < R (kjer je r # 0) in ne kolobar 0 < |z| < R,
si z zgoraj izra¢unanim razvojem ne moremo pomagati. Vendar je naloga kljub temu preprosta,
saj z = 0 sploh ni singularnost funkcije f, oziroma drugace receno, funkcija f je holomorfna na
obmodju |z| < 1. Zato je Res(f,0) = 0.

2. S pomodjo Frobeniusove metode poisci vse holomorfne funkcije v okolici tocke 0, ki zados¢ajo enacbi
29"+ 2(z+ 1)y —y = 0.
Resitev: Glede na to, da i§¢emo le holomorfne funkcije v okolici tocke 0, lahko uporabimo nastavek
y=>r"cnz". Ko odvajamo in vstavimo v enacbo, dobimo

oo oo o0 oo
E n(n —1)e,2" + E nep 2"+ E nep 2’ — E cp2™ = 0.
n=2 n=1 n=1 n=0

Primerjamo koeficiente pri posameznih potencah z. Pri 2" imamo —cy = 0 (torej co = 0), pri 2* se
¢leni krajsajo, pri z* za k > 2 pa imamo

k(k} — I)Ck + (k — 1)Ck_1 + ke, — ¢, = 0.

Ko izraz poenostavimo, dobimo

o= — Ck—1
Pkt
Ko izracunamo prvih nekaj ¢lenov, dobimo
C1 C2 C1 C3 C1
Co — —— C:——:i, Cp — —— = — .
T3 BTy T3 M s T 345
1. . . _(=1D)FTlag . .
Vidimo, da je splosni ¢len ¢, = e Torej smo dobili

- 261 2 201 3 261 4

Resitev lahko zapiSemo z elementarnimi funkcijami. UpoStevamo, da jee™ =1—x+ 5 — % +---

in dobimo
_ 2¢ e _2a( _, 1
i TR TR THR A Bl G |

PiSemo lahko ¢ = 2¢; in dobimo
—r _q
y= c(e + 1) .
T

Dobljena funkcija je res holomorfna v tocki 0, saj ima tam odpravljivo singularnost.
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3. Naj bosta u in v zaporedoma realni in imaginarni del neke holomorfne funkcije f na C. Dokazi, da
je tedaj funkcija w, dana s predpisom

U/(l‘, y) = u(ya 7I)v(7y7 1‘),

harmoni¢na na R2.

Resitev: Zaradi boljse preglednosti bomo v in v oznacevali kot funkciji spremenljivk s in t. Torej
je w(z,y) = u(sy,t1)v(se, ta), kjer je si(x,y) =y, t1(z,y) = —z, sa2(x,y) = —y in ta(z,y) = x.
Argumente v funkcijah v spodnjem rac¢unu bomo opuscali, parcialne odvode pa bomo oznadili z
indeksi.

Najprej izracunamo u, = ts-(81)z+us- (t1)r = us-0+uz- (—1) = —uy in v, = v+ (82)p +v¢- (t2)r =
Vg -0+ v - 1 = 1. Odtod dobimo

Wy = UV + UV = — UV + UV
Podobno je (ut>3¢ = Uts * (Sl)x “+ Ut * (tl)af: = —Ut in (Ut)x = Vts * (82)33 —+ (O (tg)x = Vst in OdtOd
Wag = —(U0) g+ (U0s)z = —(Ut) 20— UV UL Ve FU(V1) 1 = UptV— UV — ULV F UV = Ut VUV — 20U Vg

S podobnim ra¢unom dobimo wy, = usv — uv, in odtod wyy = Uss¥ + UVss — 2usv,. Tako je
Wy + Wyy = (utt + Uss)v + u(vtt + Uss) - 2(utvt + usvs)-

Ker sta u in v harmoni¢ni funkciji, prva dva Clena odpadeta. V tretjem ¢lenu pa upoStevamo
Cauchy-Riemannove enacbe vy = us in vy = —uy, iz katerih sledi wvy + usvs = upus — uguy = 0.
Torej se vsi ¢leni krajSajo in je zato wgy + wyy = 0.

22
2

4. Za vsak n € NU {0} definiramo f,(z) = 2"e~ = . Dokazi, da za vsak n € N velja

—

Falw) = (n = 1) fa—a(w) — iwfu(w)

(pri Cemer je za n = 1 formula misljena kot fl(w) = —iwfo (w)).
Resitev: Po Leibnizovem pravilu je

2 22

e 42" T (—x) = nfaei — fat1

fp =na"

Na tej enakosti uporabimo Fourierovo transformacijo in upostevamo pravilo f'(w) = iw f(w). Do-
bimo . - /\

iw fr(w) =nfo1(w) = fay1(w),
od koder izrazimo - . -

fn+1 (w) =nfn-1 (W) - iwfn(w)'

Ta enakost formalno velja tudi za n = 0 (kjer prvi ¢len na desni strani pri n = 0 odpade). Ko
namesto n piSemo n — 1, dobimo enakost v nalogi.
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