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Predgovor

V tej zbirki so zbrane naloge z re²itvami s preverjanj znanja pri predmetu Matematika 4 za 2. letnik
univerzitetnega ²tudija 1. stopnje Fizika na Fakulteti za matematiko in �ziko Univerze v Ljubljani. Izpitne
naloge so iz let, ko sem bil asistent pri tem predmetu, in sicer iz ²tudijskega leta 2012/13 ter od leta
2016/17 do leta 2019/20. Iz leta 2012/13 so zbrane le naloge enega izpitnega roka, iz leta 2017/18 naloge
iz treh izpitnih rokov/kolokvijev, iz preostalih let pa so zbrane naloge vseh petih izpitov/kolokvijev za
vsako leto. Skupaj torej zbirka vsebuje 19 izpitov in kolokvijev.

Vsem nalogam so priloºene podrobne re²itve. To velja tudi za tiste naloge, ki jih v izpitih smatramo za
�rutinske�. Zato je ta zbirka primerna tako za dodatno pripravo pred preverjanji znanja kot tudi za u£enje
samih postopkov re²evanja nalog. Seveda to slednje velja le do dolo£ene mere � osnova za razumevanje
snovi je vselej snov predavanj ter vaj pri predmetu.

Notacija, uporabljena v re²itvah nalog, je ve£inoma enotna. Kljub temu je nekaj minimalnih razlik, ki
pa bralca ne bi smele zmesti. Te razlike so predvsem posledica malenkost druga£nega dela in ozna£evanja
pri vajah za ta predmet v razli£nih letih. Nekaj je tudi vsebinskih razlik v samih re²itvah nalog. Morda
najbolj o£iten primer so integrali, ki se ra£unajo s pomo£jo kompleksne integracije (obi£ajno po robu
polkroga v kompleksni ravnini). Tu je �integral po polkroºnici�, ki nastopi v re²itvi teh nalog, v nekaterih
nalogah eksplicitno ocenjen (z vsemi vmesnimi koraki), medtem kot je v dolo£enih re²itvah namenoma
izpu²£en in se v re²itvi namesto tega skli£emo na dolo£en izrek, ki je bil dokazan tisto leto na predavanjih
ali vajah.

Ljubljana, julij 2021 Janez �ter
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2. izpit 2012/13

1. Poi²£i funkcijo u(x, t) : [0, π]× [0,∞), ki zado²£a

utt = 4uxx + 17e−t sin 2x

s pogoji u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = 2 sin 2x in ut(x, 0) = 0.

Re²itev: Preden uporabimo metodo separacije spremenljivk, moramo odpraviti £len 17e−t sin 2x na
desni strani. Poskusimo z uvedbo nove spremenljivke

v(x, t) = u(x, t) + ae−t sin 2x

za neznano konstanto a. Ker je v(x, t) = v(π, t) = 0, bo tak²na uvedba nove spremenljivke ohranila
homogena robna pogoja. Ko odvajamo, dobimo utt = vtt − ae−t sin 2x in uxx = vxx + 4ae−t sin 2x,
torej iz za£etne ena£be dobimo

vtt − ae−t sin 2x = 4vxx + 16ae−t sin 2x+ 17e−t sin 2x.

Ker ºelimo, da se odve£ni trije £leni kraj²ajo, postavimo a = −1. Parcialna diferencialna ena£ba za
v je torej vtt = 4vxx, robni pogoji pa so v(0, t) = v(π, t) = 0, v(x, 0) = u(x, 0) − sin 2x = sin 2x in
vt(x, 0) = ut(x, 0) + sin 2x = sin 2x.

Od tu dalje uporabimo obi£ajni postopek. V ena£bo vstavimo v = X(x)T (t). Dobimo XT ′′ =

4X ′′T , torej X
′′

X = T ′′

4T = λ, homogena robna pogoja v(0, t) = v(π, t) = 0 pa dastaX(0) = X(π) = 0.

Najprej se lotimo ena£be X′′

X = λ. Pri danih pogojih X(0) = X(π) = 0 ima ta ena£ba netrivialne
re²itve le pri λ < 0, kjer dobimo X = A cos(

√
−λx)+B sin(

√
−λx). Pogoj X(0) = 0 nam da A = 0,

pogoj X(π) = 0 pa
√
−λπ = nπ, kjer je n ∈ N. Dobimo λ = −n2. Ko postavimo ²e B = 1, dobimo

re²itve Xn = sin(nx) in λn = −n2.

Re²imo ²e ena£bo za T , ki je T ′′

4T = λ. Ko upo²tevamo λ = −n2, dobimo ena£bo T ′′ = −4n2T , ki
ima splo²no re²itev Tn = An cos(2nt) +Bn sin(2nt). Zdaj vstavimo dobljene re²itve in dobimo

v(x, t) =

∞∑
n=1

XnTn =

∞∑
n=1

(An cos(2nt) +Bn sin(2nt)) sinnx.

Ko odvajamo, dobimo

vt(x, t) =

∞∑
n=1

(−2nAn sin(2nt) + 2nBn cos(2nt)) sinnx.

Vstavimo ²e za£etna pogoja in dobimo

sin 2x = v(x, 0) =

∞∑
n=1

An sinnx in sin 2x = vt(x, 0) =

∞∑
n=1

2nBn sinnx.

Odtod sledi An = Bn = 0 za n 6= 2, A2 = 1 in B2 = 1
4 . Dobimo v = (cos 4t + 1

4 sin 4t) sin 2x in
odtod

u = v + e−t sin 2x =
(
e−t + cos 4t+

sin 4t

4

)
sin 2x.

2. V kompleksni ravnini sta dana kroga K1 = {z ∈ C, |z − 1
2 | < 1} in K2 = {z ∈ C, |z + 1

2 | < 1}.

(a) Poi²£i konformno preslikavo, ki K1 ∩K2 preslika na zgornjo polravnino {Im(z) > 0}.
(b) Poi²£i konformno preslikavo, ki K1 ∩K2 preslika na K1 \K2.

Re²itev: (a) Uporabimo Möbiusovo transformacijo f1, kjer izberemo npr. f1 : − i
√
3

2 7→ 0, 1
2 7→ 1,

i
√
3

2 7→ ∞. Dobimo

f1(z) =
z + i

√
3

2

z − i
√
3

2

·
1
2 −

i
√
3

2

1
2 + i

√
3

2

.
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Pri tem se rob kroga K2 preslika v abscisno os, rob kroga K1 pa v neko premico, ki gre skozi
koordinatno izhodi²£e. Kot med obema premicama je enak kotu med kroºnicama, ta pa je 2π

3 . Ob
upo²tevanju orientacije vidimo, da torej preslikava f1 preslika K1 ∩K2 na obmo£je

{z = reiϕ, 0 < ϕ <
2π

3
}.

To obmo£je raztegnemo v polravnino {Im(z) > 0} s preslikavo f2 : z 7→ z
3
2 . Iskana funkcija je torej

kompozitum f = f2 ◦ f1.
(b) Ker je f1(K1 \K2) = {z = reiϕ, 5π

3 < ϕ < 2π}, potrebujemo le preslikavo

f3 : {z = reiϕ, 0 < ϕ <
2π

3
} → {z = reiϕ,

5π

3
< ϕ < 2π}.

Ta preslikava je f3(z) = e−
πi
3 z

1
2 . Iskana preslikava pa je potem g = f−11 ◦ f3 ◦ f1.

3. Poi²£i vsaj eno netrivialno re²itev diferencialne ena£be

4z2y′′ − 4z2y′ + (1− 2z)y = 0

na zarezani okolici to£ke z = 0.

Re²itev: V ena£bo vstavimo y = zr
∑∞
n=0 cnz

n =
∑∞
n=0 cnz

n+r, c0 6= 0. Dobimo

4z2
∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)cnz
n+r−2 − 4z2

∞∑
n=0

(n+ r)cnz
n+r−1 + (1− 2z)

∞∑
n=0

cnz
n+r = 0.

Ena£bo delimo z zr in preuredimo. Dobimo

4

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)cnz
n − 4

∞∑
n=0

(n+ r)cnz
n+1 +

∞∑
n=0

cnz
n − 2

∞∑
n=0

cnz
n+1 = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z. Pri z0 dobimo

4r(r − 1)c0 + c0 = 0,

pri zk za k ≥ 1 pa

4(k + r)(k + r − 1)ck − 4(k − 1 + r)ck−1 + ck − 2ck−1 = 0.

Iz prve ena£be dobimo 4r2 − 4r + 1 = 0, od koder sledi r = 1
2 . Ko to vstavimo v drugo ena£bo,

dobimo
4(k + 1

2 )(k − 1
2 )ck − 4(k − 1

2 )ck−1 + ck − 2ck−1 = 0.

Ko izrazimo ck in izraz poenostavimo, dobimo ck = ck−1

k . Odtod lahko izra£unamo nekaj £lenov:

c1 =
c0
1
, c2 =

c1
2

=
c0
2
, c3 =

c2
3

=
c0

3 · 2
.

Vidimo, da je splo²ni £len ck = c0
k! . Dobimo re²itev

y = z
1
2

∞∑
n=0

c0
n!
zn = c0z

1
2 ez.

4. (a) Naj bo f ∈ L1(R) poljubna funkcija in α ∈ R. Dokaºi, da velja:

(eiαx ∗ f)(x) =
√

2πeiαxf̂(α)

(b) Izra£unaj (cosx) ∗ (e−x
2

).

Re²itev: (a) Po de�niciji konvolucije in Fourierove transformacije je

(eiαx ∗ f)(x) =

∫ ∞
−∞

f(t)eiα(x−t)dt = eiαx
∫ ∞
−∞

f(t)e−iαtdt =
√

2πeiαxf̂(α).
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(b) Upo²tevamo cosx = eix+e−ix

2 in ê−x2(t) = 1√
2
e−

t2

4 in dobimo

cosx ∗ e−x2

= 1
2e
ix ∗ e−x2

+ 1
2e
−ix ∗ e−x2

=

= 1
2e
ixê−x2(1) + 1

2e
−ixê−x2(−1) =

= 1
2e
ix 1√

2
e−

1
4 + 1

2e
−ix 1√

2
e−

1
4 =

= 1√
2
e−

1
4 cosx.
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1. kolokvij 2016/17

1. Razvij funkcijo

f(z) =
2

2z2 − 2z + 1

v Laurentovo vrsto na obmo£ju |z| > 1√
2
.

Re²itev: S substitucijo w = 1
z dobimo f(z) = 2w2

w2−2w+2 . Ulomek 2
w2−2w+2 razcepimo na parcialne

ulomke in dobimo

f(z) = w2

(
i

w − 1 + i
+

−i
w − 1− i

)
= w2

( 1−i
2

1− 1+i
2 · w

+
1+i
2

1− 1−i
2 · w

)
.

Dobljena ulomka zapi²emo kot vsoto geometrijske vrste. Ko zdruºimo £lene, uredimo po potencah
w in nazaj pi²emo w = z−1, dobimo kon£ni rezultat

f(z) =

∞∑
n=0

(
1− i

2

(1 + i

2

)n
+

1 + i

2

(1− i
2

)n)
z−n−2.

Dobljena vsota konvergira, kjer konvergirata obe geometrijski vrsti, to pa je za | 1±i2 ·w| < 1, kar je
ekvivalentno |z| > | 1±i2 | =

1√
2
.

2. Dana je funkcija

f(z) =
1

sin (ez)
.

(a) Poi²£i vse singularnosti funkcije f .

(b) Vse singularnosti funkcije f so poli prve stopnje (tega ni potrebno dokazovati). Izra£unaj
residuum funkcije f v vsakem izmed teh polov.

Re²itev: (a) Singularnosti so v to£kah, kjer je ez = kπ, k ∈ Z, k 6= 0.

Lo£imo dva primera. Za k > 0 lahko pi²emo kπ = eln(kπ). Dobimo ez = eln(kπ), torej z =
ln(kπ) + 2lπi, l ∈ Z.
Za k < 0 pi²emo kπ = eln(−kπ)+πi. Dobimo ez = eln(−kπ)+πi, torej z = ln(−kπ) + πi+ 2lπi, l ∈ Z.
Ko zdruºimo obe druºini re²itev, dobimo to£no re²itve z = ln(kπ) + lπi, k ∈ N, l ∈ Z.
(b) Ozna£imo singularnosti zk,l = ln(kπ) + lπi, k ∈ N, l ∈ Z. Ker vemo, da je vsaka singularnost
pol stopnje 1, je residuum ravno

Res(f, zk,l) = lim
z→zk,l

(z − zk,l)f(z).

Limito izra£unamo z L'Hospitalovim pravilom. Dobimo Res(f, zk,l) = 1
ez cos (ez)

∣∣
z=zk,l

. Upo²tevamo

²e ezk,l = eln(kπ)+lπi = (−1)lkπ in dobimo

Res(f, zk,l) =
1

(−1)lkπ cos((−1)lkπ)
=

(−1)k+l

kπ
.

3. Izra£unaj integral ∮
|z|=2

sin (πz)

z2(z2 + 5z + 4)
dz.

Kroºnica naj bo orientirana pozitivno.

Re²itev: Naj bo f(z) funkcija v integralu. Ko razcepimo imenovalec, dobimo

f(z) =
sin (πz)

z2(z + 1)(z + 4)
.

Znotraj kroºnice |z| = 2 ima funkcija f singularnosti z = 0 in z = −1.
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Singularnost z = 0 je pol stopnje 2, torej

Res(f, 0) = (
sin (πz)

(z + 1)(z + 4)
)′(0) =

π

4
.

Singularnost z = −1 je pol stopnje 1, zato

Res(f,−1) =
sin (πz)

z2(z + 4)

∣∣∣
z=−1

= 0.

Torej je integral enak

2πi(Res(f, 0) + Res(f,−1)) =
π2i

2
.

4. Naj bo f : C → C tak²na holomorfna funkcija, da je tudi funkcija g s predpisom g(z) = f(z + z)
holomorfna. Dokaºi, da je f konstantna.

Re²itev: Za vsak t ∈ R je g(ti) = f(ti + ti) = f(ti − ti) = f(0). Torej je g konstantna na mnoºici
Ri. Ker je g holomorfna in ima ta mnoºica stekali²£e, je po principu identi£nosti g konstantna na
C (to je, g(z) = f(0) za vsak z ∈ C).

Odtod sledi, da za vsak t ∈ R velja f(t) = f( t2 + t
2 ) = f( t2 + t

2 ) = g( t2 ) = f(0). Torej je tudi
funkcija f konstantna na mnoºici s stekali²£em R in je zato konstantna na C.
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1. izpit 2016/17

1. Naj bosta u : R2 → R in v : R2 → R tak²ni harmoni£ni funkciji, da je tudi funkcija u2 + v2

harmoni£na. Pokaºi, da sta u in v konstantni.

Re²itev: Ozna£imo w = u2+v2 in odvajamo: wx = 2uux+2vvx in wxx = 2u2x+2uuxx+2v2x+2vvxx,
simetri£no pa tudi wyy = 2u2y + 2uuyy + 2v2y + 2vvyy. Ker je w harmoni£na, je wxx +wyy = 0, torej

2u2x + 2uuxx + 2v2x + 2vvxx + 2u2y + 2uuyy + 2v2y + 2vvyy = 0.

Upo²tevamo ²e uxx + uyy = 0 in vxx + vyy = 0 in dobimo

2(u2x + v2x + u2y + v2y) = 0.

Ker so vsi ²tirje £leni v oklepaju nenegativni, sledi ux = vx = uy = vy = 0. Odtod pa sledi, da sta
u in v konstantni.

2. Poi²£i holomorfno funkcijo y(z) v okolici to£ke 0, ki zado²£a kompleksni diferencialni ena£bi

y′′ − 3z2y′ − 6zy = 0

in za£etnim pogojem y(0) = 1, y′(0) = 0. Re²itev izrazi z elementarnimi funkcijami.

Re²itev: Pi²imo y =
∑∞
n=0 cnz

n. Iz pogoja y(0) = 1 sledi c0 = 1, iz pogoja y′(0) = 0 pa c1 = 0. Ko
y odvajamo in vstavimo v diferencialno ena£bo, dobimo∑

n≥2

cnn(n− 1)zn−2 − 3z2
∑
n≥1

cnnz
n−1 − 6z

∑
n≥0

cnz
n = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z. Koe�cient pred z0 je 2c2 = 0, kar nam da
c2 = 0. Za k ≥ 1 pa je koe�cient pred zk enak ck+2(k + 2)(k + 1) − 3ck−1(k − 1) − 6ck−1 = 0, od
koder dobimo rekurzivno zvezo

ck+2 =
3ck−1(k − 1) + 6ck−1

(k + 2)(k + 1)
=

3ck−1(k + 1)

(k + 2)(k + 1)
=

3ck−1
k + 2

.

Iz te zveze takoj sledi c3n+2 = 0 za vsak n (saj je c2 = 0) in c3n+1 = 0 (saj je c1 = 0). Koe�cienti
oblike c3n pa so c3 = c0 = 1, c6 = 3c3

6 = c0
2 = 1

2 , c9 = 3c6
9 = c0

2·3 = 1
3! in v splo²nem c3n = 1

n! . Torej
dobimo

y = 1 + z3 +
z6

2!
+
z9

3!
+ · · · = ez

3

.

3. Izra£unaj integral ∮
γ

z̄2ez

3z + 2
dz,

kjer je γ pozitivno orientirana kroºnica |z| = 1. (Nasvet: poi²£i holomorfno funkcijo f(z), ki se na
kroºnici γ ujema s funkcijo v integralu.)

Re²itev: Na kroºnici |z| = 1 velja z̄ = 1
z , torej je integral v nalogi enak integralu

∮
γ
f(z)dz, kjer je

f holomorfna funkcija

f(z) =
ez

z2(3z + 2)
=

ez

3z2(z + 2
3 )
.

Integral je torej po izreku o ostankih enak

2πi
(

Res(f, 0) + Res(f,−2

3
)
)
.

Izra£unamo

Res(f, 0) =
1

1!

( ez

3z + 2

)′
(0) =

ez(3z + 2)− ez · 3
(3z + 2)2

∣∣∣∣
z=0

= −1

4

in

Res(f,−2

3
) =

ez

3z2

∣∣∣∣
z=− 2

3

=
3

4
e−

2
3 .

Rezultat je tako

2πi
(
− 1

4
+

3

4
e−

2
3

)
=
πi

2

(
3e−

2
3 − 1

)
.
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4. Dolo£i residuum funkcije

f(z) =
e
π
2z

1 + z2

v vseh treh singularnostih.

Re²itev: Singularnosti funkcije f so v to£kah 0, i in −i. To£ki i in −i sta pola 1. stopnje, zato je

Res(f, i) = lim
z→i

f(z)(z − i) =
e
π
2z

z + i

∣∣∣∣
z=i

=
e−

πi
2

2i
= − i

2i
= −1

2

in

Res(f,−i) = lim
z→−i

f(z)(z + i) =
e
π
2z

z − i

∣∣∣∣
z=−i

=
e
πi
2

−2i
= − i

2i
= −1

2
.

Singularnost z = 0 pa je bistvena. Funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto okrog 0:

f(z) = (1− z2 + z4 − z6 ± · · · )(1 +
π

2z
+

( π2z )2

2!
+

( π2z )3

3!
+ · · · ).

Obe vrsti mnoºimo po £lenih. Ostanek Res(f, 0) tvorijo natanko vsi koe�cienti v tem zmnoºku, ki
stojijo pred potenco z−1, torej

Res(f, 0) =
π

2
−

(π2 )3

3!
+

(π2 )3

3!
−

(π2 )5

5!
± · · · .

To pa je natanko vrsta za sin π
2 = 1, torej je rezultat

Res(f, 0) = 1.
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2. izpit 2016/17

1. S pomo£jo kompleksne integracije izra£unaj∫ ∞
−∞

cosx

(x2 + 4)2
dx.

Re²itev: De�nirajmo f(z) = eiz

(z2+4)2 . Ra£unamo realni del integrala
∫∞
−∞ f(x)dx.

Funkcija f(z) ima dve singularnosti, 2i in −2i, ki sta pola stopnje 2. Naj bo R > 0 velik in naj bo
γ sklenjena pot v kompleksni ravnini, ki je sestavljena iz daljice od −R do R ter iz pokroºnice v
zgornji polravnini od R do −R. Polkroºnico ozna£imo z γ1. Po izreku o ostankih je∫ R

−R
f(x)dx+

∫
γ1

f(z)dz = 2πiRes(f, 2i).

Najprej izra£unamo

Res(f, 2i) = (
eiz

(z + 2i)2
)′(2i) = −3ie−2

32
.

Integral po γ1 pa ocenimo (lahko pa uporabimo tudi kakega od izrekov s predavanj):∣∣∣∣ ∫
γ1

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ1

|f(z)| · |dz| =
∫
γ1

|eiz|
|z2 + 4|2

|dz| =
∫
γ1

e− Im(z)

|z2 + 4|2
|dz|

≤
∫
γ1

1
1
2 |z|4

|dz| = 2

R4

∫
γ1

|dz| = 2

R4

∫ π

0

Rdt =
2π

R3
,

kjer smo γ1 parametrizirali z z = Reit, dz = Rieitdt, |dz| = |Rieit|dt = Rdt. Ko gre R → ∞, gre
torej zgornji integral proti 0, zato je∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πiRes(f, 2i) =

3π

16e2
.

Ker je to ²tevilo realno, je to tudi kon£ni rezultat.

2. Naj bo −1 < a < 1 in naj bo P20(x) dvajseti Legendrov polinom. Izra£unaj∫ 1

−1

P20(x)√
1− 2ax+ a2

dx.

(Nasvet: pomagaj si z rodovno funkcijo. Pri ra£unanju lahko brez utemeljitve menja² vsoto in
integral.)

Re²itev: ∫ 1

−1

P20(x)√
1− 2ax+ a2

dx =

∫ 1

−1
P20(x)

∞∑
n=0

Pn(x)an dx =

∞∑
n=0

an
∫ 1

−1
P20(x)Pn(x) dx

=

∞∑
n=0

an · 2

2n+ 1
δ20,n = a20 · 2

2 · 20 + 1
=

2a20

41

3. Re²i naslednji problem prevajanja toplote na palici z izoliranima koncema:

u(x, t) : [0, π]× [0,∞)→ R, ut = uxx,

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, u(x, 0) = sin2 x.

Re²itev: Uporabimo metodo lo£itve spremenljivk. Pi²imo u = X(x)T (t). Diferencialna ena£ba
potem postane

T ′

T
=
X ′′

X
= λ,

z robnima pogojema X ′(0) = X ′(π) = 0.

11



Najprej re²ujemo diferencialno ena£bo X ′′ = λX. �e je λ > 0, je X = A cosh (
√
λx)+B sinh (

√
λx).

Hitro vidimo, da taka funkcija zado²£a X ′(0) = X ′(π) = 0 le, £e je X = 0.

�e je λ = 0, potem je X = Ax+B. Tak²na funkcija zado²£a robnima pogojema, £e je A = 0, torej
je X = B konstantna.

�e pa je λ < 0, pi²emo λ = −µ2 in dobimo X = A cos (µx)+B sin (µx). Robna pogoja dasta B = 0
in sin (µx) = 0, torej µ ∈ Z. Skupaj s konstantno re²itvijo torej dobimo re²itve

Xk = cos (kx), k = 0, 1, 2, . . . ,

Pri ena£bi T ′ = λT pa dobimo T = eλt, kjer je λ = −k2. Kon£no re²itev zapi²emo kot

u(x, t) =

∞∑
k=0

Ake
−k2t cos (kx)

za neke konstante Ak. Ko vstavimo t = 0 in upo²tevamo za£etni pogoj, dobimo

∞∑
k=0

Ak cos (kx) = sin2 x.

Funkcijo sin2 x razvijemo v Fourierovo vrsto po cos (kx). Upo²tevamo formulo za polovi£ne kote
sin2 x = 1−cos (2x)

2 in dobimo A0 = 1
2 , A2 = − 1

2 in Ak = 0 za ostale k. Torej je kon£na re²itev

u(x, t) =
1

2
− 1

2
e−4t cos (2x).

4. Naj bo Ω enotski disk |z| ≤ 1 in naj bo f : Ω→ C nekonstantna zvezna funkcija, ki je holomorfna
v notranjosti in za katero velja |f(z)| = 1 na robu diska. Dokaºi, da ima f vsaj eno ni£lo na disku
Ω. (Namig: princip maksima.)

Re²itev: Ker je |f | zvezna na kompaktni mnoºici Ω, nekje doseºe maksimum in minimum. Po
principu maksima |f | ne doseºe maksimuma v notranjosti, torej ga doseºe na robu. Denimo, da f
nima ni£el. Potem po principu maksima |f | tudi minimuma ne doseºe v notranjosti. Torej |f | tudi
minimum doseºe na robu. Ker je |f(z)| = 1 na robu, sledi, da je |f(z)| = 1 na celotnem disku. Po
nalogi z vaj vemo, da je holomorfna funkcija s konstanto absolutno vrednostjo konstantna. Torej je
f konstantna, kar je protislovje.
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1. kolokvij 2017/18

1. Funkcija f : C \ {0} → C naj bo dana s predpisom

f(x+ iy) = x− 2y

x2 + y2
+ i
(
y − 2x

x2 + y2

)
.

(a) Preveri, da je f holomorfna na C \ {0}.
(b) Poi²£i vse ni£le funkcije f .

Re²itev: To£ko (a) lahko re²imo tako, da preverimo Cauchy-Riemannove ena£be za f . Pri to£ki (b)
pa re²imo sistem dveh ena£b z dvema neznankama

x− 2y

x2 + y2
= 0 in y − 2x

x2 + y2
= 0.

Dobimo dve re²itvi x1 = y1 = 1 in x2 = y2 = −1, torej z1 = 1 + i in z2 = −1− i.
Alternativna re²itev: Preoblikujemo predpis za f in dobimo

f(x+ iy) = x+ iy − 2(y + ix)

x2 + y2
= x+ iy − 2i(x− iy)

x2 + y2
= z − 2iz̄

zz̄
= z − 2i

z
,

kjer smo pisali z = x + iy. Torej je f holomorfna na C \ {0} (saj je racionalna funkcija). Ni£le
funkcije f so re²itve ena£be z = 2i

z oziroma z2 = 2i. Prek polarnega zapisa 2i = 2e
πi
2 dobimo dve

re²itvi
z1 =

√
2e

πi
4 = 1 + i in z2 =

√
2e

πi
4 +πi = −1− i.

2. Razvij funkcijo f(z) = 3
(z2+1)(z2+4) v Laurentovo vrsto na obmo£ju 1 < |z| < 2.

Re²itev: Razcepimo

f(z) =
1

z2 + 1
− 1

z2 + 4
.

Drugi £len lahko razvijemo v geometrijsko vrsto, ki bo konvergirala za |z| < 2:

1

z2 + 4
=

1

4(1 + ( z2 )2)
=

1

4

(
1− ( z2 )2 + ( z2 )4 ∓ · · ·

)
.

V prvi £len pa uvedemo substitucijo w = 1
z in nato razvijemo v geometrijsko vrsto po w:

1

z2 + 1
=

w2

1 + w2
= w2(1− w2 + w4 ∓ · · · )

= z−2(1− z−2 + z−4 ∓ · · · ) = z−2 − z−4 + z−6 ∓ · · ·

Dobljena vrsta konvergira za |w| < 1, kar je ekvivalentno |z| > 1. Kon£ni rezultat je torej

f(z) = z−2 − z−4 + z−6 ∓ · · · − 1

4
+
z2

42
− z4

43
± · · · .

3. Naj bo γ pozitivno orientirana kroºnica |z| = 1. Izra£unaj∮
γ

1

4− z2
· sin

(π
z

)
dz.

Re²itev: Ozna£imo funkcijo v integralu z f(z). Edina singularnost funkcije f znotraj γ je z = 0,
torej je integral enak 2πi ·Res(f, 0). Za dolo£itev Res(f, 0) pa razvijemo f v Laurentovo vrsto okrog
0, tako da razvijemo oba faktorja. Prva vrsta je geometrijska, druga pa vrsta za sinus:

f(z) =
1

4

(
1 + (

z

2
)2 + (

z

2
)4 + · · ·

)(π
z
− 1

3!

π3

z3
+

1

5!

π5

z5
∓ · · ·

)
.

Vrsti mnoºimo vsak £len z vsakim. Ostanek Res(f, 0) pa vsebuje samo tiste koe�ciente v tem
produktu, ki stojijo pred potenco z−1. Ti se se²tejejo v

1

4

(
1 · π − 1

22
· π

3

3!
+

1

24
· π

5

5!
∓ · · ·

)
=

1

2

(π
2
− 1

3!

(π
2

)3
+

1

5!

(π
2

)5
∓ · · ·

)
=

1

2
sin

π

2
=

1

2
.

Rezultat je torej

2πi · 1

2
= πi.
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4. Naj bo f : C→ C holomorfna funkcija, ki zado²£a

f(z + 1) = f(z + i) = f(z)

za vsak z ∈ C. Dokaºi, da je f konstantna. (Nasvet: najprej dokaºi, da je f omejena.)

Re²itev: Iz pogoja o£itno sledi f(z +m+ ni) = f(z) za vsak z ∈ C in m,n ∈ Z. Naj bo

K = {z ∈ C | Re(z) ∈ [0, 1], Im(z) ∈ [0, 1]}.

Ker je K kompaktna mnoºica in je |f | zvezna na K, doseºe |f | maksimum na K, ki ga ozna£imo z
M . Velja torej |f(z)| ≤M za vsak z ∈ K.

M pa je tudi maksimum funkcije |f | na celi kompleksni ravnini. Res, za vsak z ∈ C lahko najdemo
²tevili m,n ∈ Z, da je z + m + ni ∈ K in zato |f(z)| = |f(z + m + ni)| ≤ M . Torej je f omejena
na celi kompleksni ravnini in zato konstantna po Liouvillovem izreku.
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2. kolokvij 2017/18

1. Poi²£i vse holomorfne funkcije y(z) v okolici to£ke z0 = 0, ki re²ijo ena£bo

y′′ − 3z2y′ − 6zy = 0

pri pogoju y′(0) = 0.

Re²itev: Pi²imo y =
∑∞
n=0 cnz

n. Iz pogoja y′(0) = 0 sledi c1 = 0. Iz diferencialne ena£be pa
dobimo ∑

n≥2

cnn(n− 1)zn−2 − 3z2
∑
n≥1

cnnz
n−1 − 6z

∑
n≥0

cnz
n = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z. Koe�cient pred z0 je 2c2 = 0, kar nam da
c2 = 0. Za k ≥ 1 pa je koe�cient pred zk enak ck+2(k + 2)(k + 1) − 3ck−1(k − 1) − 6ck−1 = 0, od
koder dobimo rekurzivno zvezo

ck+2 =
3ck−1(k − 1) + 6ck−1

(k + 2)(k + 1)
=

3ck−1(k + 1)

(k + 2)(k + 1)
=

3ck−1
k + 2

.

Iz te zveze takoj sledi c3n+2 = 0 za vsak n (saj je c2 = 0) in c3n+1 = 0 (saj je c1 = 0). Koe�cienti
oblike c3n pa so c3 = c0, c6 = 3c3

6 = c0
2 , c9 = 3c6

9 = c0
2·3 in v splo²nem c3n = c0

n! . Torej dobimo

y = c0(1 + z3 +
z6

2!
+
z9

3!
+ · · · ) = c0e

z3 .

2. Dan je problem
utt = c2uxx, u(x, t) : [0, 1]× [0,∞)→ R

pri pogojih

u(0, t) = 1, u(1, t) = 1, u(x, 0) = sinπx, ut(x, 0) = sinπx cosπx.

Z uvedbo nove spremenljivke v(x, t) = u(x, t)−1 problem prevedi na problem s homogenimi robnimi
pogoji in ga re²i.

Re²itev: Po vpeljavi spremenljivke v dobimo problem

vtt = c2vxx, v(x, t) : [0, 1]× [0,∞)→ R

pri pogojih

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, v(x, 0) = sinπx− 1, vt(x, 0) = sinπx cosπx.

Ker je to problem s homogenimi robnimi pogoji, ga lahko re²ujemo s separacijo spremenljivk. Pi²imo

v = X(x)T (t).

Potem diferencialna ena£ba postane XT ′′ = c2X ′′T , od koder dobimo

1

c2
T ′′

T
=
X ′′

X
= λ,

kjer je λ ∈ R. Ena£ba za X je potem
X ′′ − λX = 0.

Iz robnih pogojev dobimo X(0) = 0 in X(1) = 0, iz £esar na obi£ajen na£in preverimo, da ima
ena£ba netrivialne re²itve le za λ < 0. �e pi²emo λ = −ω2, so re²itve zgornje ena£be X =
A cosωx + B sinωx. Iz pogoja X(0) = 0 dobimo A = 0, torej smemo privzeti B = 1. Pogoj
X(1) = 0 pa nam da sinω = 0, torej ω = nπ, n ∈ N. Torej smo dobili re²itve

Xn(x) = sin(nπx), λn = −(nπ)2, n ∈ N.

Re²imo ²e ena£bo
1

c2
T ′′

T
= λn.
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Ko pomnoºimo in upo²tevamo λn = −(nπ)2, dobimo ena£bo T ′′ + (nπc)2T = 0, ki ima re²itev
Tn(t) = An cos(nπct) +Bn sin(nπct). Torej je

v(x, t) =
∑
n≥1

Tn(t)Xn(x) =
∑
n≥1

(
An cos(nπct) +Bn sin(nπct)

)
sin(nπx).

Upo²tevamo ²e za£etna pogoja. Pogoj v(x, 0) = sin(πx)− 1 nam da

sin(πx)− 1 =
∑
n≥1

An sin(nπx).

Zato moramo funkcijo f(x) = sin(πx) − 1 razviti po sinusih na intervalu [0, 1]. �e pi²emo −1 =∑
n≥1 an sin(nπx), potem je

an =
2

1

∫ 1

0

(−1) sin(nπx)dx =
2

nπ
cos(nπx)

∣∣∣1
0

=
2

nπ
((−1)n − 1) =

{
− 4
nπ ; n liho,

0; n sodo.

Torej je A1 = 1− 4
π , An = − 4

nπ za n = 3, 5, 7, . . . in An = 0 za sode n.

Upo²tevamo ²e drugi za£etni pogoj. Odvajamo

vt(x, t) =
∑
n≥1

(
− nπcAn sin(nπct) + nπcBn cos(nπct)

)
sin(nπx).

Ko vstavimo t = 0 in upo²tevamo vt(x, 0) = sin(πx) cos(πx) = 1
2 sin(2πx), dobimo

1

2
sin(2πx) = vt(x, 0) =

∑
n≥1

nπcBn sin(nπx).

Torej je 2πcB2 = 1
2 , od koder sledi B2 = 1

4πc , in Bn = 0 za n 6= 2. Ko zdruºimo vse dobljene £lene
in upo²tevamo u = v + 1, dobimo kon£ni rezultat

u(x, t) = 1 +
1

4πc
sin(2πct) sin(2πx) + cos(πct) sin(πx)−

∑
n≥3 liho

4

nπ
cos(nπct) sin(nπx).

3. Funkcija f : [−1, 1]→ R naj ima naslednji razvoj po Legendrovih polinomih Pn(x):

f(x) =

∞∑
n=0

Pn(x)√
2n+ 3

, x ∈ [−1, 1].

Izra£unaj
∫ 1

−1 f(x)dx in
∫ 1

−1 f(x)2dx.

Re²itev: Upo²tevamo∫ 1

−1
Pn(x)dx =

∫ 1

−1
P0(x)Pn(x)dx =

2

2 · 0 + 1
δn,0 = 2δn,0

in dobimo ∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

−1

∞∑
n=0

Pn(x)√
2n+ 3

dx

=

∞∑
n=0

1√
2n+ 3

∫ 1

−1
Pn(x)dx =

∞∑
n=0

1√
2n+ 3

2δn,0 =
1√
3
· 2 =

2√
3
.

Podobno izra£unamo∫ 1

−1
f(x)2dx =

∫ 1

−1

∞∑
m=0

Pm(x)√
2m+ 3

·
∞∑
n=0

Pn(x)√
2n+ 3

dx =
∑
m,n≥0

1√
2m+ 3

1√
2n+ 3

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx

=
∑
m,n≥0

1√
2m+ 3

1√
2n+ 3

2

2n+ 1
δm,n =

∑
n≥0

2

(2n+ 3)(2n+ 1)
.

Za izra£un te vrste razstavimo 2
(2n+3)(2n+1) = 1

2n+1 −
1

2n+3 in dobimo∑
n≥0

2

(2n+ 3)(2n+ 1)
=
∑
n≥0

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 3

)
=

1

1
− 1

3
+

1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

7
± · · · = 1.
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4. Za poljuben a ∈ R de�niramo

fa(x) = e−
x2

2 cos(ax).

(a) Dokaºi, da je Fourierova transformiranka funkcije fa enaka

f̂a(ω) = e−
a2+ω2

2 cosh(aω).

(Namig: cosα = eiα+e−iα

2 .)

(b) Dolo£i funkcijo fa ∗ f0. (Tu je f0(x) = e−
x2

2 .)

Re²itev: (a) Uporabimo formuli ê−
x2

2 (ω) = e−
ω2

2 in ̂f(x)eiax(ω) = f̂(ω − a). Na²a funkcija fa(x)

je fa(x) = 1
2e
− x22 (eiax + e−iax), torej je

f̂a(ω) =
1

2

( ̂
e−

x2

2 eiax(ω) +
̂

e−
x2

2 e−iax(ω)
)

=
1

2

(
ê−

x2

2 (ω − a) + ê−
x2

2 (ω + a)
)

=
1

2

(
e−

(ω−a)2
2 + e−

(ω+a)2

2

)
=

1

2

(
e−

ω2−2aω+a2

2 + e−
ω2+2aω+a2

2

)
=

1

2
e−

ω2+a2

2 (eaω + e−aω) = e−
ω2+a2

2 cosh(aω).

(b) Po formuli f̂ ∗ g =
√

2πf̂ ĝ in to£ki (a) je

f̂a ∗ f0(ω) =
√

2πe−
a2+ω2

2 cosh(aω)e−
ω2

2 =
√

2πe−
a2

2 −ω
2

cosh(aω).

Ta izraz lahko zapi²emo kot

f̂a ∗ f0(ω) =
√

2πe−
a2

4 e−
( a√

2
)2+(ω

√
2)2

2 cosh
( a√

2
· ω
√

2
)
,

kar pa je natanko √
2πe−

a2

4 f̂ a√
2
(ω
√

2).

Torej je

(fa ∗ f0)(−x) =
̂̂
fa ∗ f0(x) =

√
2πe−

a2

4
̂̂

f a√
2
(ω
√

2)(x) =
√

2πe−
a2

4
1√
2

̂̂
f a√

2
(
x√
2

)

=
√
πe−

a2

4 f a√
2
(− x√

2
) =
√
πe−

a2

4 e−
(− x√

2
)2

2 cos
( a√

2
·
(
− x√

2

))
=
√
πe−

a2+x2

4 cos
ax

2

in tako
(fa ∗ f0)(x) =

√
πe−

a2+x2

4 cos
ax

2
.
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1. izpit 2017/18

1. Funkcija f : C→ C je podana s predpisom

f(x+ iy) = e2xy cos (y2 − x2) + ie2xy sin (y2 − x2), x, y ∈ R.

(a) Dokaºi, da je f holomorfna na C.
(b) Poi²£i vse re²itve z ∈ C ena£be f(z) = 1.

Re²itev: Holomorfnost preverimo s Cauchy-Riemannovimi ena£bami. Pri drugem delu naloge pa
re²ujemo sistem ena£b

e2xy cos (y2 − x2) = 1,

e2xy sin (y2 − x2) = 0.

�e ena£bi kvadriramo in se²tejemo, dobimo e4xy = 1, torej 4xy = 0 in zato x = 0 ali y = 0. �e je
x = 0, je cos y2 = 1 in sin y2 = 0, torej y2 = 2kπ, torej y = ±

√
2kπ, k ≥ 0. Podobno, £e je y = 0,

dobimo cos (−x2) = 1 in sin (−x2) = 0, torej −x2 = 2kπ, torej x2 = ±
√

2(−k)π, k ≤ 0. Re²itve so
tako z = ±

√
2kπi in ±

√
2kπ, k ≥ 0.

Alternativna re²itev: Pi²emo z = x+ iy in preoblikujemo predpis za f :

f(z) = e2xy(cos (y2 − x2) + i sin (y2 − x2)) = e2xyei(y
2−x2) = e−i(x

2−y2+2xyi) = e−i(x+iy)
2

= e−iz
2

.

Funkcija je torej holomorfna, saj je kompozitum holomorfnih funkcij. Re²itve ena£be f(z) = 1 pa
so natanko vsi z, ki re²ijo −iz2 = 2kπi, k ∈ Z. Ena£bo preoblikujemo v z2 = −2kπ, re²itve te
ena£be pa so natanko zgoraj navedene.

2. S pomo£jo kompleksne integracije izra£unaj∫ ∞
−∞

dx

(x2 − 2i)2
.

Re²itev: De�nirajmo

f(z) =
1

(z2 − 2i)2
.

Ko razcepimo z2 − 2i = (z − 1− i)(z + 1 + i), vidimo, da ima funkcija f dva pola 2. stopnje, 1 + i
in −1− i. Integrirali bomo funkcijo f po robu polkroga s polmerom R. Najprej izra£unamo

Res(f, 1 + i) =
1

1!

[
1

(z + 1 + i)2

]′ ∣∣∣∣
z=1+i

= − 2

(z + 1 + i)3

∣∣∣∣
z=1+i

= − 2

(2(1 + i))3
=

1

8(1− i)
.

Po izreku o ostankih pa je ∫ R

−R
f(z)dz +

∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 1 + i).

Tu γ ozna£uje zgornjo polkroºnico polmera R. Prvi integral na levi strani ena£be konvergira proti
integralu, ki ga ra£unamo. Drugi integral pa gre proti 0, saj na kroºnici velja

|f(z)| = 1

|z2 − 2i|2
≤ 1

||z2| − |2i||2
=

1

(R2 − 2)2

in zato ∣∣∣ ∫
γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤ l(γ) ·max

z∈γ
|f(z)| = πR · 1

(R2 − 2)2
R→∞−→ 0.

Tako je ∫ ∞
−∞

dx

(x2 − 2i)2
= 2πiRes(f, 1 + i) =

2πi

8(1− i)
=
π(i− 1)

8
.
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3. S Frobeniusovo metodo poi²£i vse funkcije y(z), ki so holomorfne na neki okolici to£ke z0 = 0 in
re²ijo ena£bo

2zy′′ + y′ − 2y = 0.

Re²itev je lahko v obliki jasno predstavljene vrste.

(Bodi pozoren na navodilo naloge. Zado²£a poiskati le holomorfne funkcije.)

Re²itev: �e ena£bo delimo z z, vidimo, da se lahko naloge lotimo s Frobeniusovo metodo. V ena£bo
vstavimo y =

∑
n≥0 cnz

n+r, kjer je c0 6= 0:

2z
∑
n≥0

cn(n+ r)(n+ r − 1)zn+r−2 +
∑
n≥0

cn(n+ r)zn+r−1 − 2
∑
n≥0

cnz
n+r = 0.

Ko ena£bo delimo z zr, dobimo

2z
∑
n≥0

cn(n+ r)(n+ r − 1)zn−2 +
∑
n≥0

cn(n+ r)zn−1 − 2
∑
n≥0

cnz
n = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z-ja. Pri z−1 dobimo

2c0r(r − 1) + c0r = 0,

torej 2r(r− 1) + r = 0 oziroma 2r2− r = 0. Re²itvi te ena£be sta r = 0 in r = 1
2 . Ker i²£emo samo

re²itve, ki so holomorfne na okolici 0, upo²tevamo samo re²itev r = 0.

�e zdaj primerjamo ²e koe�cient pri zk za k ≥ 0, dobimo

2ck+1(k + 1)k + ck+1(k + 1)− 2ck = 0,

torej ck+1 = 2ck
(k+1)(2k+1) = 4ck

(2k+1)(2k+2) . Izra£unamo prvih nekaj £lenov:

c1 =
4c0
1 · 2

, c2 =
4c1
3 · 4

=
42c0

1 · 2 · 3 · 4
, c3 =

4c2
5 · 6

=
43c0
6!

.

Vidimo, da je splo²en £len cn = 4nc0
(2n)! in zato

y =
∑
n≥0

cnz
n = c0

∑
n≥0

(4z)n

(2n)!
.

Opomba: Glede na navodilo naloge, da i²£emo le holomorfne funkcije, bi lahko za£eli z nastavkom
y =

∑
n≥0 cnz

n.

4. Dani funkciji f ∈ L1(R) priredimo funkcijo g s predpisom

g(x) =
1

2

∫ x+1

x−1
f(t)dt.

(To je, g(x) je povpre£je funkcije f na intervalu ²irine 2 okrog x.) Dokaºi, da je

ĝ(ω) =
sinω

ω
f̂(ω).

(Namig: Fourierova transformacija funkcije

h(x) =

{
1, x ∈ [−1, 1]
0, sicer

je ĥ(ω) =
√

2
π

sinω
ω .)

Re²itev: Ob upo²tevanju namiga dokazujemo enakost

ĝ(ω) =

√
π

2
ĥ(ω)f̂(ω).
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Ker je ĥ(ω)f̂(ω) = 1√
2π

(̂h ∗ f)(ω), je ta enakost ekvivalentna ĝ(ω) =
√

π
2

1√
2π

(̂h ∗ f)(ω), kar se
poenostavi v

ĝ(ω) =
1

2
(̂h ∗ f)(ω).

Slednje pa drºi, saj je funkcija 1
2 (h ∗ f) ravno enaka g:

1

2
(h ∗ f)(x) =

1

2

∫ ∞
−∞

f(t)h(x− t)dt =
1

2

∫ x+1

x−1
f(t)dt = g(x).
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2. izpit 2017/18

1. Naj bo u(x, y) harmoni£na funkcija na nekem obmo£ju D ⊆ R2.

(a) Dokaºi, da je funkcija f(x+ iy) = ux(x, y)− iuy(x, y) holomorfna na D.

(b) Naj bo v : D → R harmoni£na konjugiranka funkcije u, tj. tak²na funkcija, da je u + iv
holomorfna. Dokaºi, da je uv harmoni£na.

Re²itev: (a) Preverimo Cauchy-Riemannove ena£be: (ux)x = uxx = −uyy = (−uy)y in (ux)y =
uxy = −(−uy)x.

(b) Odvajamo:

(uv)xx + (uv)yy = uxxv + 2uxvx + uvxx + uyyv + 2uyvy + uvyy

= (uxx + uyy)v + 2(uxvx + uyvy) + u(vxx + vyy)

= 2(uxvx + uyvy) = 2(ux(−uy) + uyux) = 0,

kjer smo uporabili, da sta u in v harmoni£ni in da za njiju veljajo Cauchy-Riemannove ena£be.

2. Izra£unaj v pozitivnem smislu kompleksni integral∮
|z|=5

dz

1 + iez
.

(Pomo£: vse singularnosti funkcije v integralu so poli 1. stopnje, £esar ni potrebno dokazovati.)

Re²itev: Singularnosti so re²itve ena£be iez = −1 oziroma ez = i, torej z = πi
2 + 2kπi. Edini dve

singularnosti znotraj kroºnice |z| = 5 sta tako z1 = πi
2 in z2 = − 3πi

2 . Ozna£imo z f funkcijo v
integralu. Upo²tevamo, da sta singularnosti pola 1. stopnje, in izra£unamo

Res(f, z1) = lim
z→z1

z − z1
1 + iez

= lim
z→z1

1

iez
=

1

−1
= −1

in
Res(f, z2) = lim

z→z2

z − z2
1 + iez

= lim
z→z2

1

iez
=

1

−1
= −1.

Integral je torej enak
2πi(−1− 1) = −4πi.

3. Re²i problem:

u(x, t) : [0, 1]× [0,∞)→ R u(0, t) = u(1, t) = 0

ut = uxx + u u(x, 0) = sin (πx) cos (πx)

Re²itev: Lo£imo spremenljivki u = X(x)T (t). Robna pogoja dasta X(0) = X(1) = 0, diferencialna
ena£ba pa je XT ′ = X ′′T +XT . Ko delimo z XT in lo£imo spremenljivke, dobimo

T ′

T
− 1 =

X ′′

X
= λ.

Najprej re²imo ena£bo
X ′′

X
= λ.

Edine netrivialne re²itve ob danih robnih pogojih so Xn = sin (nπx), n ≥ 1, kjer je λ = −(nπ)2.
Re²itev ena£be

T ′

T
= 1 + λ = 1− (nπ)2

pa je Tn = Cne
(1−n2π2)t. Torej dobimo

u =
∑
n≥1

TnXn =
∑
n≥1

Cne
(1−n2π2)t sin (nπx).
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Upo²tevamo ²e za£etni pogoj:∑
n≥1

Cn sin (nπx) = u(x, 0) =
1

2
sin (2πx),

torej je Cn = 0 za n 6= 2 in C2 = 1
2 . Kon£na re²itev je tako

u(x, t) =
1

2
e(1−4π

2)t sin (2πx).

4. Za vsak n izra£unaj
∫ 1

0
Pn(x)dx, kjer Pn ozna£uje n-ti Legendrov polinom. (Namig: rodovna

funkcija.)

Re²itev: Ra£unamo∑
n≥0

tn
∫ 1

0

Pn(x)dx =

∫ 1

0

∑
n≥0

Pn(x)tn dx =

∫ 1

0

dx√
1− 2tx+ t2

= − 1

2t
· 2
√

1− 2xt+ t2
∣∣∣1
0

= −1

t
(1− t−

√
1 + t2) =

1

t
(
√

1 + t2 + t− 1)

=
1

t

(
1 +

( 1
2

1

)
t2 +

( 1
2

2

)
t4 + · · ·+ t− 1

)
= 1 +

( 1
2

1

)
t+

( 1
2

2

)
t3 + · · · .

Torej je
∫ 1

0
P0(x)dx = 1,

∫ 1

0
Pn(x)dx = 0 za sode n (razen za n = 0) in

∫ 1

0
P2k−1(x)dx =

( 1
2
k

)
.

22



3. izpit 2017/18

1. Razvij funkcijo f(z) =
z − i
z3 − z

v Laurentovo vrsto okrog to£ke 0. Dolo£i ²e obmo£je konvergence

dobljene vrste.

Re²itev: Razcepimo imenovalec in dobimo

f(z) =
z − i

z(z2 − 1)
=

1

z2 − 1
− i

z(z2 − 1)
.

Faktor 1
z2−1 v obeh £lenih razvijemo v geometrijsko vrsto in dobimo

f(z) = −(1 + z2 + z4 + · · · ) +
i

z
(1 + z2 + z4 + · · · ).

Rezultat je torej:

f(z) =
i

z
− 1 + iz − z2 + iz3 − z4 ± · · ·

Konvergen£ni polmer obeh geometrijskih vrst je 1, torej je konvergen£no obmo£je dobljene vrste
0 < |z| < 1.

2. S pomo£jo kompleksne integracije izra£unaj∫ ∞
−∞

dx

(x2 + 4)3
.

Re²itev: De�nirajmo f(z) = 1
(z2+4)3 . Velja f(z) = 1

(z−2i)3(z+2i)3 , torej ima funkcija 2 pola 3. sto-
pnje. Pri ra£unanju integrala si pomagamo s kompleksnim integralom funkcije f po robu zgornjega
polkroga polmera R. Integral po spodnjem robu polkroga limitira proti integralu, ki ga ra£unamo.
Integral po polkroºnici (ozna£imo jo z γ) pa gre proti 0. Res, za z ∈ γ (in dovolj velik R) je

|f(z)| = 1

|z2 + 4|3
≤ 1

| z22 |3
=

8

R6
,

torej ∣∣∣ ∫
γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤ max

z∈γ
|f(z)| · l(γ) ≤ 8

R6
· πR R→∞−→ 0.

Zato je integral, ki ga ra£unamo, enak 2πi krat vsota ostankov funkcije f v vseh singularnostih
znotraj polkroga. Edina taka singularnost je z = 2i, ki je pol 3. stopnje, torej je

Res(f, 2i) =
1

2!
·
( 1

(z + 2i)3

)′′∣∣∣
z=2i

=
1

2
· (−3)(−4)(z + 2i)−5|z=2i = 6 · (4i)−5 =

6

45i
,

rezultat pa je tako

2πi · 6

45i
=

3π

256
.

3. Na katero obmo£je preslika funkcija

f(z) =
z2 − i
z2 + i

prvi kvadrant {z ∈ C | Re(z) > 0, Im(z) > 0}? Poi²£i ²e to£ko v prvem kvadrantu, ki jo f preslika
v 1

2 .

Re²itev: Funkcija f je kompozitum kvadratne funkcije z 7→ z2 in Möbiusove transformacije z 7→ z−i
z+i .

Najprej izvedemo kvadriranje � to nam prvi kvadrant preslika na zgornjo polravnino. Nato izvedemo
Möbiusovo transformacijo. Ta nam premico skozi to£ke 0, 1 in ∞ preslika v kroºnico skozi to£ke
−1, 1−i

1+i = −i in 1 (torej enotsko kroºnico). To£ka i se pri tem preslika v 0, ki leºi znotraj kroºnice.
Kon£no obmo£je je torej notranjost enotske kroºnice.

Poi²£imo ²e to£ko z, da je f(z) = 1
2 . Re²ujemo ena£bo z2−i

z2+i = 1
2 , kar se poenostavi v z2 = 3i.

Edina re²itev te ena£be v prvem kvadrantu je z =
√

3
2 (1 + i) (to dobimo npr. s pretvorbo v polarni

zapis).
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4. Dana je funkcija f(x) = ex−
x2

2 .

(a) Izra£unaj Fourierovo transformacijo funkcije f .

(b) Poi²£i funkcijo g, za katero je g ∗ g = f .

Re²itev: (a) Velja f(x) = e
1
2 e−

(x−1)2

2 . Po upo²tevanju pravila ̂f(x− a)(ω) = e−iaω f̂(ω) in formule

ê−
x2

2 (ω) = e−
ω2

2 dobimo

f̂(ω) = e
1
2

̂
e−

(x−1)2

2 (ω) = e
1
2 e−iω ê−

x2

2 (ω) = e
1
2 e−iωe−

ω2

2 .

(b) Ko transformiramo ena£bo, dobimo
√

2πĝ2 = f̂ , torej ĝ2 = 1√
2π
f̂ . Ko korenimo (zado²£a

poiskati le eno re²itev), dobimo

ĝ(ω) =
1

4
√

2π

√
f̂(ω) =

1
4
√

2π
e

1
4 e−

iω
2 e−

ω2

4 .

To ena£bo transformiramo ²e enkrat. Ob upo²tevanju formul ̂eiaxf(x)(ω) = f̂(ω−a) in f̂(ax)(ω) =
1
a f̂(ωa ) dobimo

g(−x) =
1

4
√

2π
e

1
4 ê−

ω2

4 (x+
1

2
) =

1
4
√

2π
e

1
4

̂
e−

( 1√
2
ω)2

2 (x+
1

2
)

=
1

4
√

2π
e

1
4

√
2ê−

ω2

2 (
√

2(x+
1

2
)) =

1
4
√

2π
e

1
4

√
2e−

(
√

2(x+1
2
))2

2 .

Ko poenostavimo, dobimo g(−x) = 4

√
2
π e
−x2−x. Kon£ni rezultat je tako

g(x) =
4

√
2

π
ex−x

2

.
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1. kolokvij 2018/19

1. Poi²£i vse holomorfne funkcije f : C \ {0} → C, katerih realni del je enak u(x+ iy) = x+ y
x2+y2 .

Re²itev: Pi²imo f = u+ iv. Po Cauchy-Riemannovih ena£bah je

vy = ux = 1− 2xy

(x2 + y2)2
,

torej

v =

∫ (
1− 2xy

(x2 + y2)2

)
dy = y −

∫
2xy

(x2 + y2)2
dy.

Po uvedbi nove spremenljivke t = x2 + y2 dobimo

v = y −
∫
xdt

t2
= y +

x

t
+ C(x) = y +

x

x2 + y2
+ C(x),

kjer je C(x) neznana funkcija. Upo²tevamo ²e drugo ena£bo uy = −vx:

1(x2 + y2)− y · 2y
(x2 + y2)2

= −1(x2 + y2)− x · 2x
(x2 + y2)2

− C ′(x).

Ko kraj²amo, dobimo C ′(x) = 0, torej je C(x) = C (realna konstanta) in tako v = y + x
x2+y2 + C.

Torej je
f(x+ iy) = x+

y

x2 + y2
+ i(y +

x

x2 + y2
+ C).

�e ºelimo rezultat zapisati v lep²i obliki, pi²emo z = x+ iy:

f(z) = x+ iy +
y + ix

x2 + y2
+ Ci = x+ iy +

i(x− iy)

x2 + y2
+ Ci = z +

iz̄

zz̄
+ Ci = z +

i

z
+ Ci.

2. Funkcijo f(z) =
1

z11

(
sin(z2) +

z2

z4 + i

)
razvij v Laurentovo vrsto okrog to£ke 0 na obmo£ju

(a) 0 < |z| < 1,
(b) |z| > 1.

Dolo£i ²e residuum funkcije f v to£ki 0.

Re²itev: Razvoj za funkcijo sin(z2) je sin(z2) = z2 − z6

3! + z10

5! ∓ · · · . Ta vrsta konvergira povsod.
Racionalni £len pa razvijemo v geometrijsko vrsto, pri £emer lo£imo primera. V primeru (a) je

z2

z4 + i
=

z2

i(1− iz4)
= −iz2(1 + iz4 + (iz4)2 + · · · ).

Ta vrsta konvergira za |iz4| < 1, kar je ekvivalentno |z| < 1. Dobimo

f(z) =
1

z11

(
z2 − z6

3!
+
z10

5!
∓ · · · − iz2(1 + iz4 + (iz4)2 + · · · )

)
= (1− i)z−9 + (− 1

3!
− i2)z−5 + (

1

5!
− i3)z−1 + · · · .

V primeru (b) pa je

z2

z4 + i
=

z−2

1 + iz−4
= z−2(1− iz−4 + (iz−4)2 ∓ · · · ),

kjer dobljena vrsta konvergira za |iz−4| < 1, kar je ekvivalentno |z| > 1. Dobimo

f(z) =
1

z11

(
z2 − z6

3!
+
z10

5!
∓ · · ·+ z−2(1− iz−4 + (iz−4)2 ∓ · · · )

)
= · · ·+ i2z−21 + iz−17 + 1z−13 + 1z−9 − 1

3!
z−5 +

1

5!
z−1 ∓ · · · .

Residuum v to£ki 0 je koe�cient razvoja iz to£ke (a) pri potenci z−1, torej

Res(f, 0) =
1

5!
− i3 =

1

5!
+ i.

25



3. S pomo£jo kompleksne integracije izra£unaj∫ ∞
−∞

dx

(x2 − 2i)2
.

Re²itev: Pi²imo f(z) = 1
(z2−2i)2 . Funkcijo f integriramo po robu zgornjega polkroga s polmerom R.

Rob je sestavljen iz daljice od −R do R in polkroºnice, ki jo ozna£imo z γ. Dolo£imo singularnosti
funkcije f znotraj polkroga: ena£ba z2 = 2i ima re²itvi z = ±

√
2e

πi
4 = ±(1 + i). Znotraj polkroga

se nahaja le singularnost 1 + i, torej je po izreku o ostankih∫ R

−R
f(x)dx+

∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 1 + i).

Prvi integral limitira proti integralu, ki ga i²£emo. Drugi integral limitira proti 0, saj je∣∣∣∣ ∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ l(γ) ·max
z∈γ
|f(z)| = πR ·max

z∈γ

1

|z2 − 2i|2
≤ πR · 1

(R2 − 2)2
R→∞−→ 0.

Izra£unamo ²e

Res(f, 1 + i) = Res
( 1

(z + 1 + i)2(z − 1− i)2
, 1 + i

)
=

1

1!

(
1

(z + 1 + i)2

)′
(1 + i) = − 2

(z + 1 + i)3

∣∣∣∣
z=1+i

= − 2

(2 + 2i)3
=

1 + i

16
.

Rezultat je tako

2πi · 1 + i

16
=
π(i− 1)

8
.

4. Naj bo f holomorfna funkcija na obmo£ju Ω = {z ∈ C | |z| < 1}, za katero velja |f(z)| ≤ 1
1−|z| za

vsak z ∈ Ω. Dokaºi, da za vsak n ∈ N velja

|f (n)(0)| ≤ (n+ 1)!

(
1 +

1

n

)n
.

Namig: izberi poljuben 0 < r < 1 in s pomo£jo Cauchyjeve integralske formule za kroºnico |z| = r
dokaºi, da velja |f (n)(0)| ≤ n!

rn(1−r) .

Re²itev: Po Cauchyjevi formuli je f (n)(0) = n!
2πi

∮
|z|=r

f(z)
zn+1 dz za poljuben 0 < r < 1. Torej je

|f (n)(0)| = n!

2π

∣∣∣∣ ∮
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣ ≤ n!

2π
· 2πr ·max

|z|=r

∣∣∣∣ f(z)

zn+1

∣∣∣∣
= n!r ·max

|z|=r

|f(z)|
rn+1

=
n!

rn
·max
|z|=r

|f(z)| ≤ n!

rn
· 1

1− r
=

n!

rn(1− r)
.

Dolo£imo ²e, za kateri 0 < r < 1 funkcija g(r) = 1
rn(1−r) doseºe najmanj²o vrednost. Izra£unamo

g′(r) = −nr−n−1(1 − r)−1 + r−n(1 − r)−2 in re²imo ena£bo g′(r) = 0. Edina re²itev je r = n
n+1 .

Tako je

|f (n)(0)| ≤ n!g

(
n

n+ 1

)
=

n!

( n
n+1 )n(1− n

n+1 )
= n!

(
n+ 1

n

)n
(n+ 1) = (n+ 1)!

(
1 +

1

n

)n
.
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2. kolokvij 2018/19

1. S pomo£jo Frobeniusove metode poi²£i re²itev y(z) diferencialne ena£be y′′ − zy′ + 4y = 0 v okolici
to£ke 0, ki zado²£a pogojema y(0) = 1, y′(0) = 0.

Re²itev: Ko v ena£bo vstavimo nastavek y =
∑∞
n=0 cnz

n, dobimo

∞∑
n=2

n(n− 1)cnz
n−2 −

∞∑
n=1

ncnz
n + 4

∞∑
n=0

cnz
n = 0.

Ko primerjamo koe�cienta na obeh straneh zaporedoma pred z0 in z1, dobimo ena£bi 2c2 + 4c0 = 0
in 6c3 + 3c1 = 0, iz £esar sledi

c2 = −2c0 in c3 = −c1
2
.

Ko primerjamo koe�cienta pred zk za k ≥ 2, pa dobimo (k+ 2)(k+ 1)ck+2− kck + 4ck = 0, iz £esar
sledi

ck+2 =
k − 4

(k + 2)(k + 1)
ck.

Iz y(0) = 1 in y′(0) = 0 sledi c0 = 1 in c1 = 0. Torej je tudi c3 = 0 in ck = 0 za vse lihe k. Iz
zgornje ena£be izra£unamo ²e c2 = −2, c4 = 1

3 in c6 = 0, iz £esar sledi ck = 0 za vse sode k ≥ 6.
Torej je kon£na re²itev

y(z) = c0 + c2z
2 + c4z

4 = 1− 2z2 +
z4

3
.

2. Poi²£i re²itev u(x, t) : [0, π]× [0,∞) parcialne diferencialne ena£be

ut = uxx − 4u

pri pogojih ux(0, t) = ux(π, t) = 0, u(x, 0) = cos4 x.

Re²itev: Re²itve i²£emo z nastavkom u = X(x)T (t). Ker je ux = X ′T , nam homogena robna pogoja
ux(0, t) = ux(π, t) = 0 dasta X ′(0) = X ′(π) = 0, diferencialna ena£ba pa je XT ′ = X ′′T − 4XT .
Po deljenju z XT dobimo T ′

T = X′′

X −4. Ra£unanje se malenkost poenostavi, £e konstanto 4 nesemo
na levo stran, tako da dobimo

T ′

T
+ 4 =

X ′′

X
= λ,

kjer je λ neodvisna od x in t in posledi£no konstanta. Najprej re²ujemo ena£bo zaX, torejX ′′ = λX.

Obravnavamo tri moºnosti. Moºnost λ > 0 da re²itev X = A cosh(
√
λx) + B sinh(

√
λx). Po

upo²tevanju robnih pogojev X ′(0) = X ′(π) = 0 hitro vidimo, da je A = B = 0, torej nismo dobili
netrivialnih re²itev.

Moºnost λ = 0 da re²itev X = Ax+ B. Po upo²tevanju robnih pogojev dobimo A = 0, torej je X
konstantna funkcija; smemo predpostaviti X = 1. Dobili smo re²itev X0 = 1 pri λ0 = 0.

Moºnost λ < 0 da re²itev X = A cos(
√
−λx) + B sin(

√
−λx). Po upo²tevanju robnih pogojev

dobimo B = 0 in A
√
−λ sin(

√
−λπ) = 0. �e je A 6= 0, je torej sin(

√
−λπ) = 0 in zato

√
−λπ = nπ,

od koder dobimo λ = −n2 in X = A cos(nx). Smemo predpostaviti A = 1. Dobili smo re²itve
Xn = cos(nx) pri λn = −n2, n ≥ 1. Tem re²itvam smemo priklju£iti tudi zgornjo re²itev za λ = 0
(ki ustreza n = 0).

Re²imo ²e ena£bo za T . Re²itve T ′

T = λn − 4 = −n2 − 4 so Tn = Ane
−(n2+4)t. Kon£na splo²na

re²itev je vsota

u =

∞∑
n=0

XnTn =

∞∑
n=0

Ane
−(n2+4)t cos(nx).

Za dolo£itev konstant An vstavimo ²e za£etni pogoj:

cos4 x = u(x, 0) =

∞∑
n=0

An cos(nx).
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Funkcijo cos4 x zato razvijemo po kosinusih na intervalu [0, π]. Dvakrat uporabimo formulo cos2 x =
1+cos(2x)

2 in dobimo

cos4 x =

(
1 + cos(2x)

2

)2

=
1 + 2 cos(2x) + cos2(2x)

4
=

1

4
+

cos(2x)

2
+

1

4
· 1 + cos(4x)

2

=
3

8
+

cos(2x)

2
+

cos(4x)

8
.

Torej je A0 = 3
8 , A2 = 1

2 , A4 = 1
8 in An = 0 za ostale n. Kon£na re²itev je tako

u(x, t) = 3
8e
−4t + 1

2e
−8t cos(2x) + 1

8e
−20t cos(4x).

3. Poi²£i kak²no re²itev f ∈ L1(R) integralske ena£be∫ ∞
−∞

f(t)f(x− t)dt = e−
x2

2 +ix, x ∈ R.

Re²itev: Ena£bo zapi²emo v obliki

(f ∗ f)(x) = e−
x2

2 +ix.

Po uporabi Fourierove transformacije dobimo

√
2πf̂(ω)f̂(ω) =

̂
e−

x2

2 +ix(ω).

Po formulah ̂f(x)eiax(ω) = f̂(ω − a) in ê−
x2

2 (ω) = e−
ω2

2 je
̂
e−

x2

2 +ix(ω) = ê−
x2

2 (ω − 1) = e−
(ω−1)2

2 ,
torej zgornja ena£ba postane

√
2πf̂(ω)2 = e−

(ω−1)2

2 .

Izrazimo f̂(ω), kjer pri korenjenju vzamemo npr. predznak plus (saj i²£emo le eno re²itev):

f̂(ω) =
1

4
√

2π
e−

(ω−1)2

4 .

�e enkrat uporabimo Fourierovo transformacijo, kjer uporabimo formuli ̂f(x− a)(ω) = f̂(ω)e−iaω

in f̂(ax)(ω) = 1
a f̂(ωa ) (za a > 0):

f(−ω) =
ˆ̂
f(ω) =

1
4
√

2π

̂
e−

(x−1)2

4 (ω) =
1

4
√

2π
e−iω ê−

x2

4 (ω) =
1

4
√

2π
e−iω

̂
e−

( 1√
2
x)2

2 (ω)

=
1

4
√

2π
e−iω
√

2ê−
x2

2 (
√

2ω) =
4

√
2

π
e−iωe−

(
√

2ω)2

2 =
4

√
2

π
e−iω−ω

2

.

Kon£na re²itev je tako

f(x) =
4

√
2

π
eix−x

2

.

4. Naj bo Pn(x) Legendrov polinom stopnje n. Izra£unaj integrala∫ 1

−1
xPn(x)2dx in

∫ 1

−1
x2Pn(x)2dx.

(Namig: za izra£un drugega integrala dvakrat zaporedoma uporabi formulo
(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x).)

Re²itev: Pn(x) je bodisi soda bodisi liha funkcija, zato je Pn(x)2 soda funkcija in posledi£no xPn(x)2

liha funkcija. Prvi integral je tako integral lihe funkcije na simetri£nem intervalu in zato enak 0.

Za izra£un drugega integrala iz formule v namigu izrazimo xPn(x) = n+1
2n+1Pn+1(x) + n

2n+1Pn−1(x).
Ko vstavimo v integral, dobimo∫ 1

−1
(xPn(x))2dx =

∫ 1

−1

(
( n+1
2n+1 )2Pn+1(x)2 + 2(n+1)n

(2n+1)2 Pn+1(x)Pn−1(x) + ( n
2n+1 )2Pn−1(x)2

)
dx.
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Upo²tevamo
∫ 1

−1 Pn±1(x)2dx = 2
2(n±1)+1 in

∫ 1

−1 Pn+1(x)Pn−1(x)dx = 0 in dobimo∫ 1

−1
(xPn(x))2dx =

(n+ 1)2

(2n+ 1)2
· 2

2n+ 3
+

n2

(2n+ 1)2
· 2

2n− 1
=

2

(2n+ 1)2

(
(n+ 1)2

2n+ 3
+

n2

2n− 1

)
.

Ta izpeljava velja le za n ≥ 1, hitro pa lahko preverimo, da rezultat drºi tudi za n = 0.
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1. izpit 2018/19

1. S pomo£jo izreka o ostankih (ali Cauchyjeve formule) izra£unaj∫ 2π

0

dx

3 + 2 cosx+ 2 sinx
.

Re²itev: Uvedemo novo spremenljivko z = eix. Integracijsko obmo£je za z je kroºnica |z| = 1.
Izrazimo ²e dz = ieixdx = izdx in dx = dz

iz ter cosx = eix+e−ix

2 = z+1/z
2 in sinx = eix−e−ix

2i = z−1/z
2i .

Zgornji integral tako postane ∮
|z|=1

dz
iz

3 + 2 · z+1/z
2 + 2 · z−1/z2i

,

kar se poenostavi v ∮
|z|=1

dz

(1 + i)z2 + 3iz − 1 + i
.

Ozna£imo funkcijo v integralu z f(z). Z re²evanjem kvadratne ena£be razcepimo

f(z) =
1

(1 + i)(z + 1 + i)(z + 1+i
2 )

.

Funkcija ima torej singularnosti z1 = −1− i in z2 = − 1+i
2 , od katerih je znotraj kroºnice le z2. Ker

je

Res(f, z2) =
1

(1 + i)(z + 1 + i)

∣∣∣∣
z=z2

=
1

(1 + i) · 1+i2
= −i,

je rezultat
2πi · Res(f, z2) = 2π.

2. Poi²£i biholomorfno preslikavo iz obmo£ja {z ∈ C | Re(z) < 0 in |z| > 1} na enotski disk.

Re²itev: Nalogo lahko re²imo na ve£ na£inov. Zgled re²itve: Najprej to£ke −i, i in ∞ z Möbiusovo
preslikavo f preslikamo zaporedoma v to£ke ∞, 0 in 1. Hitro izra£unamo ekspliciten predpis za
f , ki je f(z) = z−i

z+i . V nalogi dano obmo£je se s preslikavo f preslika v 1. kvadrant. Preslikava
g(z) = z2 ta kvadrant preslika v zgornjo polravnino. Na koncu ²e z Möbiusovo preslikavo h, ki to£ke
∞, 1 in 0 zaporedoma preslika v 1, i in −1, to polravnino preslikamo na enotski disk. Izra£unamo
²e ekspliciten predpis za h, ki je h(z) = z+i

z−i . Kon£na biholomorfna preslikava je torej h ◦ g ◦ f .

3. Poi²£i re²itev u(x, t) : [0, π]× [0,∞)→ R parcialne diferencialne ena£be

utt = uxx + u

pri pogojih u(0, t) = u(π, t) = 0 in u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = 2 sin 3x+ 3 sin 2x.

Re²itev: Po standardnem postopku v ena£bo vstavimo u(x, t) = X(x)T (t), od koder dobimo

T ′′

T
− 1 =

X ′′

X
= λ.

Iz homogenih robnih pogojev dobimo X(0) = X(π) = 0. Z obravnavo moºnosti λ > 0, λ = 0 in
λ < 0 ugotovimo, da ima ena£ba X′′

X = λ netrivialne re²itve le pri λ < 0. Te re²itve so Xn = sinnx
pri λn = −n2, n ∈ N.
Ena£ba za T je T ′′

T = 1 − n2. Za n = 1 je njena re²itev T1 = A1t + B1, za n ≥ 2 pa Tn =

An sin(
√
n2 − 1t) +Bn cos(

√
n2 − 1t). Kon£na splo²na re²itev je tako

u(x, t) = (A1t+B1) sinx+

∞∑
n=2

(
An sin(

√
n2 − 1t) +Bn cos(

√
n2 − 1t)

)
sinnx.

Ko upo²tevamo pogoj u(x, 0) = sinx, dobimo

B1 sinx+

∞∑
n=2

Bn sinnx = sinx,
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od koder sledi B1 = 1 in Bn = 0 za n ≥ 2. Ko upo²tevamo ²e ut(x, 0) = 2 sin 3x + 3 sin 2x, pa
dobimo

ut(x, 0) = A1 sinx+

∞∑
n=2

An cos(
√
n2 − 1t)

√
n2 − 1 sinnx

∣∣∣
t=0

= A1 sinx+

∞∑
n=2

An
√
n2 − 1 sinnx = 2 sin 3x+ 3 sin 2x,

od koder sledi A2

√
3 = 3, A3

√
8 = 2 in An = 0 za ostale n. Dobimo A2 =

√
3 in A3 =

√
2
2 . Kon£na

re²itev je tako

u(x, t) = sinx+
√

3 sin(
√

3t) sin 2x+

√
2

2
sin(
√

8t) sin 3x.

4. Dana je funkcija f ∈ L1([−1, 1]), f(x) = x3 − x.

(a) Razvij f po Legendrovih polinomih.

(b) Za |a| < 1 izra£unaj
∫ 1

−1
f(x)√

1−2ax+a2 dx. (Namig: rodovna funkcija.)

Re²itev: (a) S pomo£jo Bonnetove formule izra£unamo P0 = 1, P1 = x, P2 = 3
2x

2 − 1
2 in P3 =

5
2x

3− 3
2x, od koder izrazimo x3 = 2

5 (P3+ 3
2x) = 2

5P3+ 3
5x in f(x) = x3−x = 2

5P3− 2
5x = 2

5 (P3−P1).

(b) Upo²tevamo 1√
1−2ax+a2 =

∑∞
n=0 Pn(x)an, zgoraj izra£unan razvoj funkcije f ter ortogonalnost

Legendrovih polinomov in dobimo∫ 1

−1

2
5 (P3(x)− P1(x))
√

1− 2ax+ a2
dx =

2

5

∫ 1

−1
(P3(x)− P1(x))

∞∑
n=0

Pn(x)an dx

=
2

5

∞∑
n=0

an
(∫ 1

−1
P3(x)Pn(x) dx−

∫ 1

−1
P1(x)Pn(x) dx

)
=

2

5

(
a3 · 2

2 · 3 + 1
− a · 2

2 · 1 + 1

)
=

4a3

35
− 4a

15
.
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2. izpit 2018/19

1. S pomo£jo izreka o ostankih izra£unaj ∫ ∞
−∞

dx

(x2 − 4x+ 5)2
.

Re²itev: De�niramo f(z) = 1
(z2−4z+5)2 . Ni£li imenovalca sta 2± i, torej je f(z) = 1

(z−2+i)2(z−2−i)2 .
Funkcijo f integriramo po robu zgornjega polkroga s polmerom R. Znotraj tega kroga je le singu-
larnost z = 2 + i, torej je po izreku o ostankih∫ R

−R
f(x)dx+

∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 2 + i),

kjer γ ozna£uje (pozitivno orientirano) zgornjo polovico kroºnice |z| = R. Prvi integral limitira
proti integralu, ki ga ra£unamo. Drugi integral limitira proti 0, saj je stopnja imenovalca v funkciji
f za 4 ve£ja od stopnje ²tevca. (Po izreku s predavanj sklep velja, £e je stopnja vsaj za 2 ve£ja. Da
integral limitira proti 0, pa lahko dokaºemo tudi neposredno z ocenjevanjem integrala.) Izra£unamo
²e ostanek

Res(f, 2 + i) =
1

1!
( 1
(z−2+i)2 )′(2 + i) = − 2

(z − 2 + i)3

∣∣∣∣
z=2+i

= − 2

(2i)3
= − i

4
.

Rezultat je tako

2πi ·
(
− i

4

)
=
π

2
.

2. Naj bo u : R2 → R harmoni£na funkcija in a realno ²tevilo. Dokaºi, da je potem tudi funkcija
v : R2 → R, dana s predpisom v(x, y) = u(ax+ y, x− ay), harmoni£na.

Re²itev: Za laºjo notacijo ozna£imo argumente funkcije u s s in t, torej u = u(s, t). Ra£unamo

d2

dx2
u(s(x, y), t(x, y)) +

d2

dy2
u(s(x, y), t(x, y)),

kjer je s(x, y) = ax+y in t(x, y) = x−ay. Zaradi preglednosti bomo argumente v notaciji opu²£ali,
parcialne odvode pa ozna£evali z indeksi. S posrednim odvajanjem dobimo

du

dx
= us ·

ds

dx
+ ut ·

dt

dx
= aus + ut

in
du

dy
= us ·

ds

dy
+ ut ·

dt

dy
= us − aut.

Odvajamo ²e drugi£:

d2u

dx2
= a

d

dx
us +

d

dx
ut = a

(
uss ·

ds

dx
+ ust ·

dt

dx

)
+ uts ·

ds

dx
+ utt ·

dt

dx

= a(auss + ust) + auts + utt = a2uss + 2aust + utt

in

d2u

dy2
=

d

dy
us − a

d

dy
ut = uss ·

ds

dy
+ ust ·

dt

dy
− a
(
uts ·

ds

dy
+ utt ·

dt

dy

)
= uss − aust − a(uts − autt) = uss − 2aust + a2utt.

Ko se²tejemo, dobimo
d2u

dx2
+
d2u

dy2
= a2(uss + utt) + uss + utt.

Ta izraz pa je ni£, saj je uss + utt = 0, ker je u harmoni£na.
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3. Poi²£i re²itev u(x, y) : [0, 1]2 → R parcialne diferencialne ena£be uxx + 4uyy = 0 pri robnih pogojih

u(0, y) = 0, u(1, y) = y, u(x, 0) = sin(πx), u(x, 1) = x.

Nasvet: dolo£i konstanto a, tako da bosta po uvedbi nove neznanke v(x, y) = u(x, y) + axy prva
dva robna pogoja homogena.

Re²itev: Prvi robni pogoj za funkcijo v je v(0, y) = u(0, y) + a · 0 · y = u(0, y) = 0, drugi pa
v(1, y) = u(1, y) + a · 1 · y = y+ ay. �e ºelimo, da bo drugi pogoj enak 0, postavimo a = −1. Nova
spremenljivka je tako v = u − xy. Prva dva robna pogoja sta v(0, y) = v(1, y) = 0, tretji pogoj je
v(x, 0) = u(x, 0)− x · 0 = sin(πx), £etrti pa v(x, 1) = u(x, 1)− x · 1 = x− x = 0. Ker je uxx = vxx
in uyy = vyy, je diferencialna ena£ba nespremenjena: vxx + 4vyy = 0.

Z metodo separacije v = X(x)Y (y) dobimo

X ′′

X
= −4

Y ′′

Y
= λ,

kjer je λ realna konstanta. Najprej re²ujemo ena£bo za X. Iz prvih dveh robnih pogojev dobimo
X(0) = X(1) = 0. Kot vedno se prepri£amo, da ima ena£ba X′′

X = λ pri teh dveh pogojih
netrivialne re²itve le za λ < 0, kjer dobimo re²itve λn = −(nπ)2 in Xn = sin(nπx). Re²imo
²e ena£bo −4Y

′′

Y = λ = −(nπ)2. Ena£bo preoblikujemo v Y ′′ = (nπ2 )2Y , ki ima re²itve Yn =
An cosh(nπy2 ) +Bn sinh(nπy2 ). Kon£na re²itev je tako

v =
∞∑
n=1

XnYn =
∞∑
n=1

(An cosh(
nπy

2
) +Bn sinh(

nπy

2
)) sin(nπx).

Tretji robni pogoj za v nam da

v(x, 0) = sin(πx) =

∞∑
n=1

An sin(nπx),

od koder dobimo A1 = 1 in An = 0 za n ≥ 2. Zadnji robni pogoj pa nam da

v(x, 1) = 0 =

∞∑
n=1

(An cosh(
nπ

2
) +Bn sinh(

nπ

2
)) sin(nπx),

od koder dobimo An cosh(nπ2 ) +Bn sinh(nπ2 ) = 0 za vsak n. Torej je Bn = 0 za n ≥ 2 in cosh(π2 ) +

B1 sinh(π2 ) = 0, od koder sledi B1 = − cosh(π2 )

sinh(π2 ) . Kon£na re²itev je tako

u(x, y) = (cosh(
πy

2
)−

cosh(π2 )

sinh(π2 )
sinh(

πy

2
)) sin(πx) + xy.

4. Dolo£i Fourierovo transformacijo funkcije f(x) = ( sin x
x )2 in nari²i njen graf. (Namig: lahko uporabi²

formulo f̂g = 1√
2π
f̂ ∗ ĝ, ki velja tudi za L2 funkcije.)

Z vaj vemo, da ima karakteristi£na funkcija χ[−1,1] intervala [−1, 1] transformiranko

χ̂[−1,1](ω) =

√
2

π

sinω

ω
.

Ker je χ[−1,1] soda funkcija, po formuli za inverzno transformacijo sledi

ŝinx

x
=

√
π

2
χ[−1,1].

Opomba: Funkcija sin x
x ni v razredu L1(R), ampak le v razredu L2(R). S predavanj pa vemo, da

lahko de�niramo Fourierovo transformacijo tak²nih funkcij kot limito funkcij iz L1(R) v Hilbertovem
prostoru L2(R).

�e zdaj uporabimo formulo v namigu, dobimo

f̂ =
1√
2π

ŝinx

x
∗ ŝinx

x
=

1√
2π

√
π

2

2

χ[−1,1] ∗ χ[−1,1] =
1

2

√
π

2
χ[−1,1] ∗ χ[−1,1].
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Torej moramo dolo£iti funkcijo χ[−1,1] ∗ χ[−1,1]. Po de�niciji je

(χ[−1,1] ∗ χ[−1,1])(x) =

∫ ∞
−∞

χ[−1,1](t)χ[−1,1](x− t)dt =

∫ 1

−1
χ[−1,1](x− t)dt.

Po uvedbi nove spremenljivke s = x− t ta integral postane∫ x+1

x−1
χ[−1,1](s)ds,

to pa je ravno dolºina preseka [x− 1, x+ 1] ∩ [−1, 1] (oziroma 0, £e se intervala ne prekrivata). Za
x < −2 in x > 2 je presek prazen, za 0 ≤ x ≤ 2 je enak [x−1, 1] ter za −2 ≤ x ≤ 0 enak [−1, x+ 1].
Torej je

∫ x+1

x−1
χ[−1,1](s)ds =

 0 ; |x| ≥ 2
2− x ; 0 ≤ x ≤ 2
x+ 2 ; −2 ≤ x ≤ 0

=

{
0 ; |x| ≥ 2
2− |x| ; |x| ≤ 2

= max{0, 2− |x|}.

Ko rezultat pomnoºimo s konstanto 1
2

√
π
2 , dobimo kon£ni rezultat:

f̂(ω) = max{0, 1

2

√
π

2
(2− |ω|)}.

Graf te funkcije je naslednji:

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

x

y
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3. izpit 2018/19

1. Dolo£i konstanto a ∈ R, tako da bo u(x, y) = x4 + y4 + ax2y2 realni del neke holomorfne funkcije
f : C→ C. Dolo£i ²e funkcijo f .
Re²itev: Funkcija u mora biti harmoni£na. Ko odvajamo, dobimo uxx+uyy = 12x2 +2ay2 +12y2 +
2ax2. Ko ena£imo z 0, dobimo (12 + 2a)(x2 + y2) = 0. Ker to velja za vsak x, y ∈ R, sledi a = −6,
torej u = x4 + y4 − 6x2y2.

Pi²imo f = u+ iv. Iz Cauchy-Riemannovih ena£b sledi vy = ux = 4x3 − 12xy2, torej

v =

∫
(4x3 − 12xy2)dy = 4x3y − 4xy3 + C(x).

Iz druge ena£be vx = −uy pa dobimo 12x2y − 4y3 + C ′(x) = −4y3 + 12x2y. Torej C ′(x) = 0 in je
C(x) = C konstanta. Re²itev je f(x+ iy) = x4 + y4 − 6x2y2 + 4ix3y− 4ixy3 +Ci = (x+ iy)4 +Ci
oziroma f(z) = z4 + Ci, C ∈ R.

2. Dana je funkcija

f(z) =
1

(z2 + 4)(e
zπ
4 − 1)

.

(a) Dolo£i residuum funkcije f v to£ki z = 2i in z = 0.

(b) Naj bo γ pot v C, dana s parametrizacijo

γ(t) = 3 cos t+ 3i sin t+ 2i, t ∈ [0, 2π].

Izra£unaj
∮
γ
f(z)dz.

Re²itev: (a) Ker obstaja limita

lim
z→2i

f(z)(z − 2i) = lim
z→2i

z − 2i

(z − 2i)(z + 2i)(e
zπ
4 − 1)

=
1

4i(i− 1)
=
i− 1

8
,

je Res(f, 2i) enak tej limiti. Podobno, ker obstaja limita

lim
z→0

f(z)z = lim
z→0

z

(z2 + 4)(e
zπ
4 − 1)

= lim
z→0

1

2z(e
zπ
4 − 1) + (z2 + 4)e

zπ
4
π
4

=
1

π
,

je Res(f, 0) enak tej limiti.

(b) Singularnosti funkcije f so tam, kjer je z2 + 4 = 0 (torej v z = ±2i) in kjer je e
zπ
4 − 1 (torej

zπ
4 = 2kπi oziroma z = 8ki, k ∈ Z). Znotraj krivulje γ (kroºnica s sredi²£em 2i in polmerom 3) sta
le singularnosti z = 2i in z = 0. Torej je∮

γ

f(z)dz = 2πi(Res(f, 2i) + Res(f, 0)) = 2πi(
i− 1

8
+

1

π
) = −π(1 + i)

4
+ 2i.

3. Poi²£i vse funkcije y(z), ki na zarezani okolici to£ke z0 = 0 zado²£ajo diferencialni ena£bi

z2y′′ + z(z + 1)y′ − y = 0.

Re²itev: V ena£bo vstavimo nastavek y =
∑
n≥0 anz

n+r, a0 6= 0. Ko odvajamo, dobimo

z2
∑
n≥0

an(n+ r)(n+ r − 1)zn+r−2 + z(z + 1)
∑
n≥0

an(n+ r)zn+r−1 −
∑
n≥0

anz
n+r = 0.

Ena£bo preuredimo (srednji £len zapi²emo kot dve vsoti) in delimo z zr:∑
n≥0

an(n+ r)(n+ r − 1)zn +
∑
n≥0

an(n+ r)zn +
∑
n≥0

an(n+ r)zn+1 −
∑
n≥0

anz
n = 0.

Zdaj primerjamo koe�ciente. Pred potenco z0 dobimo a0r(r − 1) + a0r − a0 = 0, od koder sledi
r(r − 1) + r − 1 = 0 oziroma r = ±1.
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Predpostavimo najprej r = −1. Pred potenco zk za k ≥ 1 dobimo ak(k − 1)(k − 2) + ak(k − 1) +
ak−1(k− 2)− ak = 0, kar se poenostavi v akk(k− 2) + ak−1(k− 2) = 0. Iz te ena£be dobimo zvezo

ak = −ak−1
k

,

ki velja za vse k razen za k = 2. Iz zveze izrazimo a1 = −a0, a3 = −a23 , a4 = −a34 = a2
4·3 ,

a5 = −a45 = − a2
5·4·3 , . . . (ker je a2 poljuben, na ta na£in dobimo obe neodvisni re²itvi). Torej je

kon£na re²itev
y(z) = z−1(a0 − a0z + a2z

2 − a2
3
z3 +

a2
4 · 3

z4 ∓ · · · ).

Prva dva £lena pi²emo posebej, v ostalih pa prepoznamo eksponentno funkcijo e−z (brez prvih dveh
£lenov in pomnoºeno z 2). Torej je y(z) = a0z

−1(1−z)+2a2z
−1(−1+z+e−z). Izraz 2a2z

−1(−1+z)
lahko pridruºimo prvemu £lenu, faktor 2 pa skrijemo v konstanto. Splo²na re²itev je tako

y(z) = ã0(z−1 − 1) + ã2z
−1e−z.

4. Naj bo f : C→ C holomorfna funkcija, za katero velja |f(z)| ≤ |z| za vsak z ∈ C. Dokaºi, da je f
oblike f(z) = az, kjer je |a| ≤ 1.

Re²itev: Funkcijo f zapi²emo kot vrsto f(z) = a0 +a1z+a2z
2 + · · · . Ko v dano neenakost vstavimo

z = 0, dobimo f(z) = 0, torej je a0 = 0. Torej je f(z) = z(a1 + a2z + a3z
2 + · · · ) oziroma

f(z) = zg(z), kjer je g(z) = a1 + a2z + a3z
2 + · · · cela funkcija. Iz neenakosti |zg(z)| ≤ |z| dobimo

|g(z)| ≤ 1 za vse z 6= 0. Torej je funkcija |g| omejena in po Liouvillovem izreku sledi, da je g(z) = a,
kjer je a konstanta, ki mora zaradi |g(z)| ≤ 1 zado²£ati |a| ≤ 1. Torej je res f(z) = az.
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Poskusni 1. kolokvij 2019/20

1. Razvij funkcijo

f(z) =
1

z(z2 − 1)(2iz2 − 1)

v Laurentovo vrsto okrog to£ke z0 = 0, ki bo konvergirala vsaj za |z| > 5. Kaj je dejansko obmo£je
konvergence dobljene vrste?

Re²itev: Ko izraz 1
(z2−1)(2iz2−1) razstavimo na parcialne ulomke, dobimo

f(z) =
1

z(1− 2i)

(
− 1

z2 − 1
+

2i

2iz2 − 1

)
=

1 + 2i

5z

(
− 1

z2 − 1
+

2i

2iz2 − 1

)
.

Prvi ulomek v ²tevcu in imenovalcu delimo z z2, drugega pa z 2iz2, nato pa oba £lena razvijemo v
geometrijsko vrsto:

f(z) =
1 + 2i

5z

(
−

1
z2

1− 1
z2

+
1
z2

1− 1
2iz2

)
=

1 + 2i

5z3

(
− (1 + 1

z2 + 1
z4 + · · · ) + 1 + 1

2iz2 + 1
(2iz2)2 + · · ·

)
.

Prva vrsta konvergira za | 1z2 | < 1 oziroma |z| > 1, druga pa za | 1
2iz2 | < 1 oziroma |z| > 1√

2
. Ko

£lene zdruºimo, torej dobimo

f(z) =
1 + 2i

5

((
− 1 +

1

2i

)
z−5 +

(
− 1 +

1

(2i)2

)
z−7 +

(
− 1 +

1

(2i)3

)
z−9 + · · ·

)
,

obmo£je konvergence pa je |z| > 1.

2. S pomo£jo izreka o ostankih izra£unaj∫ ∞
−∞

e2ix

(x2 + 1)(x− i)
dx.

Re²itev: S pomo£jo uvedbe nove spremenljivke t = 2x se integral v nalogi prevede na integral∫ ∞
−∞

4eit

(t2 + 4)(t− 2i)
dt.

De�niramo funkcijo f(z) = 4eiz

(z2+4)(z−2i) = 4eiz

(z−2i)2(z+2i) . Ta ima v zgornji polravnini singularnost le
v to£ki 2i. V tej to£ki ima pol 2. stopnje, zato je

Res(f, 2i) =
1

1!

( 4eiz

z + 2i

)′
(2i) =

4ieiz(z + 2i)− 4eiz

(z + 2i)2

∣∣∣∣
z=2i

=
5

4e2
.

Rezultat je tako ∫ ∞
−∞

f(t) dt = 2πiRes(f, 2i) = 2πi · 5

4e2
=

5πi

2e2
.

3. Naj bo u : R3 → R tak²na harmoni£na funkcija, da je tudi un harmoni£na za neko naravno ²tevilo
n ≥ 2. Dokaºi, da je u konstantna funkcija.

Re²itev: Zaradi laºjega ozna£evanja bomo parcialne odvode ozna£ili z indeksi. Izra£unamo

(un)x = nun−1ux

in odtod
(un)xx = n(un−1)xux + nun−1uxx = n(n− 1)un−2u2x + nun−1uxx.

Podobno dobimo za (un)yy in (un)zz. Ko £lene zdruºimo in upo²tevamo uxx+uyy+uzz = 0, dobimo

∆(un) = (un)xx + (un)yy + (un)zz

= n(n− 1)un−2(u2x + u2y + u2z) + nun−1(uxx + uyy + uzz) = n(n− 1)un−2(u2x + u2y + u2z).
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Po predpostavki je ta izraz enak 0. Odtod sledi, da v vsaki to£ki ~r ∈ R3 velja un−2(~r) = 0 (in
odtod u(~r) = 0) ali ux(~r)2 + uy(~r)2 + uz(~r)

2 = 0 (in odtod ux(~r) = uy(~r) = uz(~r) = 0 ali kraj²e
∇u(~r) = 0).

Denimo, da velja ∇u(~r0) 6= 0 za nek ~r0 ∈ R3. Potem velja ∇u(~r) 6= 0 na neki okolici to£ke ~r0 (saj
je ∇u zvezna funkcija). Na tej okolici mora torej veljati u(~r) = 0. To pa pomeni, da je ∇u ni£elna
funkcija na tej okolici, kar je protislovje. Dokazali smo torej, da je ∇u(~r) = 0 za vsak ~r ∈ R3, torej
je u konstantna funkcija.

4. Naj bo f(z) =
∑∞
n=0 anz

n cela funkcija brez kompleksnih ni£el, za katero velja

|f(z)| ≤ |f(z̄)|

za vsak z ∈ C. Dokaºi, da obstaja tak²no kompleksno ²tevilo c z absolutno vrednostjo 1, da je
can ∈ R za vsak n ≥ 0. (Namig: Liouvillov izrek. Funkcija f(z̄) ni nujno holomorfna. Kaj pa njena
konjugiranka?)

Re²itev: Z vaj vemo, da je g(z) = f(z̄) holomorfna funkcija, saj je njen razvoj g(z) =
∑∞
n=0 ānz

n.
Velja

|f(z)| ≤ |f(z̄)| = |f(z̄)| = |g(z)|.

Funkcija g je brez ni£el, torej lahko izraz delimo in dobimo∣∣∣∣f(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

od koder po Liouvillovem izreku sledi
f(z)

g(z)
= α

za neko konstanto α ∈ C. Ko ena£bo nazaj pomnoºimo, dobimo

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

αānz
n.

Odtod sledi an = αān za vsak n. Torej je |an| = |α| · |an|, kar pomeni bodisi an = 0 za vsak n
bodisi |α| = 1. Prva moºnost odpade, saj je f neni£elna funkcija. Torej je |α| = 1.

Vsako kompleksno ²tevilo lahko zapi²emo kot kvadrat. Pi²imo torej ᾱ = c2. Potem je an = c̄2ān.
Ko ena£bo pomnoºimo s c (in upo²tevamo |c| = 1), dobimo can = can, kar pomeni, da je can realno
²tevilo. Ker je |c| = 1, je s tem naloga re²ena.
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Predizpit 2019/20

1. Na kompleksni polravnini Ω = {z ∈ C | Im z > 0} je dana funkcija

f(x+ iy) =
sinx+ i sh y

cosx+ ch y
, x, y ∈ R.

(a) Preveri, da je f holomorfna na Ω.

(b) Poi²£i vse re²itve z ∈ C ena£be f(z) = 1.

Re²itev: Holomorfnost lahko preverimo s Cauchy-Riemannovimi ena£bami. Re²imo ²e ena£bo
f(z) = 1. Pi²imo z = x + iy, x, y ∈ R. Iz sin x+i sh y

cos x+ch y = 1 dobimo sinx + i sh y = cosx + ch y.
Ko primerjamo imaginarna dela, dobimo sh y = 0, torej y = 0. Iz primerjave realnih delov pa
dobimo sinx = cosx + ch y, torej sinx = cosx + 1. Ko to ena£bo kvadriramo in poenostavimo,
dobimo 2 cosx+ 2 cos2 x = 0, torej cosx = −1 ali cosx = 0. Prva moºnost odpade, saj funkcija f v
imenovalcu ne sme imeti ni£. Druga moºnost pa nam da sinx = cosx+ 1 = 1, torej x = π

2 + 2kπ.
Re²itve so torej z = π

2 + 2kπ, k ∈ Z.

2. S pomo£jo izreka o ostankih izra£unaj integral∫ ∞
−∞

dx

(x2 + ix+ 2)3
.

Re²itev: Razcepimo x2 + ix+2 = (x+2i)(x− i) in uporabimo formulo za uporabo izreka o ostankih
za funkcijo f(z) = 1

(z+2i)3(z−i)3 (ta ima v neskon£nosti ni£lo stopnje vsaj 2 in nima singularnosti
na realni osi). Na zgornji polravnini ima funkcija f singularnost le v to£ki i, torej je∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πiRes(f, i).

Ker ima funkcija f v i pol tretje stopnje, je

Res(f, i) =
1

2!
lim
z→i

(
f(z)(z − i)3

)′′
=

1

2

( 1

(z + 2i)3

)′′∣∣∣∣
z=i

=
1

2
· (−3)(−4)

(z + 2i)5

∣∣∣∣
z=i

=
1

2
· 12

(3i)5
=

6

35i
=

2

34i
.

Torej je integral enak

2πi · 2

34i
=

4π

81
.

3. Po Hermitovih polinomih razvij funkcijo f(x) = (2x+ 1)2 in s pomo£jo razvoja izra£unaj integral∫ ∞
−∞

f(x)2e−x
2

dx.

Pomo£: Hn(z) = (−1)nez
2

( ddz )ne−z
2

, Hn+1(z) = 2zHn(z) − 2nHn−1(z),
∑∞
n=0Hn(z) t

n

n! =

e2zt−t
2

,∫∞
−∞Hm(x)Hn(x)e−x

2

dx = 2nn!
√
πδmn

Re²itev: S pomo£jo Rodriguesove formule izra£unamo H0(z) = 1 in H1(z) = 2z, za H2 pa lahko
uporabimo npr. rekurzivno formulo in dobimo H2(z) = 4z2 − 2. Torej po hitrem premisleku lahko
zapi²emo f(x) = 4x2 + 4x+ 1 = H2(x) + 2H1(x) + 3H0(x). Integral pa je enak∫ ∞

−∞
f(x)2e−x

2

dx =

∫ ∞
−∞

(H2(x) + 2H1(x) + 3H0(x))2e−x
2

dx.

Ko oklepaj v integralu kvadriramo, me²ani £leni zaradi ortogonalnosti odpadejo. Torej dobimo∫ ∞
−∞

(H2(x)2 + 4H1(x)2 + 9H0(x)2)e−x
2

dx.

Ko upo²tevamo ²e enkrat formulo
∫∞
−∞Hm(x)Hn(x)e−x

2

dx = 2nn!
√
πδmn, dobimo, da je ta izraz

enak
22 · 2!

√
π + 4 · 21 · 1!

√
π + 9 · 20 · 0!

√
π = 8

√
π + 8

√
π + 9

√
π = 25

√
π.
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4. Naj bo Jn n-ta Besselova funkcija. Dokaºi, da za vsako kompleksno ²tevilo z velja

cos z =

∞∑
n=−∞

(−1)nJ2n(z) in sin z =

∞∑
n=−∞

(−1)nJ2n+1(z).

(Namig: uporabi rodovno funkcijo, pri £emer vstavi t = i in t = −i.)
Re²itev: Ko v rodovno funkcijo

∑
n∈Z Jn(z)tn = e

z
2 (t−

1
t ) vstavimo t = i, dobimo∑

n∈Z
Jn(z)in = e

z
2 (i−

1
i ) = e

z
2 ·2i = ezi.

Podobno, ko vstavimo t = −i, dobimo∑
n∈Z

Jn(z)(−i)n = e−zi.

Torej je

cos z =
ezi + e−zi

2
=

1

2

∑
n∈Z

Jn(z)(in + (−i)n).

Za lihe n velja in + (−i)n = 0, torej zgornja vsota te£e le po sodih n. Ko vsoto preindeksiramo z
n = 2m in upo²tevamo in + (−i)n = 2in = 2(−1)m, dobimo

cos z =
1

2

∑
m∈Z

J2m(z) · 2(−1)m =
∑
m∈Z

J2m(z)(−1)m.

Podobno je

sin z =
ezi − e−zi

2i
=

1

2i

∑
n∈Z

Jn(z)(in − (−i)n).

Tu so ni£ vsi £leni za sode n, za lihe pa po preindeksiranju n = 2m+ 1 dobimo in − (−i)n = 2in =
2i(−1)m, od koder podobno kot prej sledi tudi formula za sin z.
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1. izpit 2019/20

1. Razvij funkcijo f(z) = 3
z2+z−2 + z2 v Laurentovo vrsto okrog to£ke 0 na primernem kolobarju, tako

da bo vrsta konvergirala za |z| = 5. Kaj je konvergen£no obmo£je dobljene vrste?

Re²itev: Ulomek 3
z2+z−2 = 3

(z−1)(z+2) razcepimo na parcialna ulomka in dobimo

f(z) =
3

(z − 1)(z + 2)
+ z2 =

1

z − 1
− 1

z + 2
+ z2 =

1
z

1− 1
z

−
1
z

1 + 2
z

+ z2

=
1

z

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ · · ·

)
− 1

z

(
1− 2

z
+

4

z2
− 8

z3
± · · ·

)
+ z2

= z2 + (1 + 2)z−2 + (1− 4)z−3 + (1 + 8)z−4 + (1− 16)z−5 + · · · .

Prva od obeh geometrijskih vrst konvergira za |z| > 1, druga pa za |z| > 2, torej je konvergen£no
obmo£je kon£ne vrste |z| > 2.

2. S pomo£jo izreka o ostankih izra£unaj ∫ 2π

0

dx

cosx+ i
.

Re²itev: Uvedemo novo spremenljivko z = eix, dz = ieixdx = izdx. Izrazimo cosx = eix+e−ix

2 =
z+z−1

2 in dobimo ∫ 2π

0

dx

cosx+ i
=

∮
|z|=1

1
z+z−1

2 + i
· dz
iz

=
2

i

∮
|z|=1

dz

z2 + 2iz + 1
.

Ta integral izra£unamo z izrekom o ostankih. Ni£li imenovalca v integralu sta z1,2 = −2i±
√
−8

2 =

−i±
√

2i. Od teh dveh znotraj kroºnice leºi le z = −i+
√

2i, torej je∮
|z|=1

dz

z2 + 2iz + 1
= 2πiRes

( 1

(z + i+
√

2i)(z + i−
√

2i)
,−i+

√
2i
)

= 2πi · 1

z + i+
√

2i

∣∣∣∣
z=−i+

√
2i

= 2πi · 1

2
√

2i
=

π√
2
.

Rezultat je torej
2

i
· π√

2
= −πi

√
2.

3. Poi²£i vse funkcije u(x, t) : [0, π]× [0,∞)→ R, ki zado²£ajo parcialni diferencialni ena£bi ut = uxx
pri robnih pogojih u(0, t) = ux(π, t) = 0. Poi²£i ²e tisto re²itev, ki zado²£a za£etnemu pogoju
u(x, 0) = sin x

2 .

Re²itev: V ena£bo in robna pogoja vstavimo nastavek u = X(x)T (t). Dobimo XT ′ = X ′′T in
X(0) = X ′(π) = 0. V diferencialni ena£bi lo£imo spremenljivke:

T ′

T
=
X ′′

X
= λ.

Najprej re²ujemo ena£bo X ′′ = λX. Za λ > 0 je X = A cosh
√
λx + B sinh

√
λx. Ko odvajamo in

vstavimo pogoja X(0) = X ′(π) = 0, dobimo A = B = 0. Podobno za λ = 0 dobimo X = Ax+ B.
Ko vstavimo robna pogoja, ponovno dobimo A = B = 0. Preostane nam torej ²e moºnost λ < 0. V
tem primeru je X = A sin

√
−λx+B cos

√
−λx. Vstavimo X(0) = 0 in dobimo B = 0. Lahko torej

izberemo A = 1, torej X = sin
√
−λx. Odvajamo X ′ =

√
−λ cos

√
−λx in vstavimo X ′(π) = 0.

Dobimo cos(
√
−λπ) = 0, torej

√
−λπ = π

2 +kπ, k ∈ N0. Ko ena£bo delimo s π, dobimo
√
−λ = k+ 1

2 .
Ko izrazimo λ, dobimo lastne vrednosti in pripadajo£e lastne vektorje:

λk = −
(
k +

1

2

)2

, Xk = sin

(
k +

1

2

)
x, k ∈ N0.
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Pripadajo£e re²itve ena£be T ′

T = λk pa so Tk = Cke
λkt = Cke

−(k+ 1
2 )

2t. Kon£na re²itev je torej

u(x, t) =

∞∑
k=0

Xk(x)Tk(t) =

∞∑
k=0

Cke
−(k+ 1

2 )
2t sin

(
k +

1

2

)
x.

Pri danem za£etnem pogoju u(x, 0) = sin x
2 dobimo

sin
x

2
=

∞∑
k=0

Ck sin

(
k +

1

2

)
x,

od koder sklepamo, da je Ck = 0 za k ≥ 1 in C0 = 1. Torej je re²itev

u(x, t) = e−
t
4 sin

x

2
.

4. Naj bo Jn n-ta Besselova funkcija. Dokaºi, da za vsak z ∈ C in vsako celo ²tevilo k velja

∞∑
n=−∞

Jn(z)Jn+k(z) = δk,0.

Namig: izra£unaj produkt rodovnih funkcij
∑
n∈Z Jn(z)tn ·

∑
n∈Z Jn(z)sn, pri £emer namesto s

vstavi primeren izraz, odvisen od t.

Re²itev: Produkt rodovnih funkcij je enak∑
m,n∈Z

Jm(z)Jn(z)tmsn = e
z
2 (t−

1
t+s−

1
s ).

Ko vstavimo s = 1
t , se eksponent na desni strani izni£i, na levi strani pa je tmsn = tm−n, torej

dobimo ∑
m,n∈Z

Jm(z)Jn(z)tm−n = 1.

Dvojno vrsto preindeksiramo glede na potenco spremenljivke t. Torej uvedemo k = m − n in
izrazimo m = n+ k. Dobimo ∑

k∈Z

(∑
n∈Z

Jn+k(z)Jn(z)

)
tk = 1.

Na levi strani imamo Laurentovo vrsto v spremenljivki t, na desni pa konstanto 1. Torej so vsi £leni
v Laurentovi vrsti enaki 0, razen pri k = 0, kjer je £len enak 1. Torej je res izraz∑

n∈Z
Jn+k(z)Jn(z)

enak 0 za k 6= 0 in 1 za k = 0.
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2. izpit 2019/20

1. S pomo£jo izreka o ostankih izra£unaj ∫ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx.

Re²itev: Ra£unamo realni del integrala

I =

∫ ∞
−∞

eix

(x2 + 1)2
dx.

Ker je v imenovalcu polinom stopnje vsaj 1, je po formuli s predavanj ta integral enak 2πi krat
vsota ostankov v vseh singularnostih funkcije f(z) = eiz

(z2+1)2 na zgornji polravnini. Edina tak²na
singularnost je z = i, v njej pa je ostanek enak

Res
( eiz

(z + i)2(z − i)2
, i
)

=
1

1!

d

dz

eiz

(z + i)2

∣∣∣∣
z=i

=
ieiz(z + i)2 − 2eiz(z + i)

(z + i)4

∣∣∣∣
z=i

=
−4ie−1 − 4ie−1

16
= − i

2e
.

Torej je I = 2πi · (− i
2e ) = π

e . To ²tevilo je realno, zato je to tudi vrednost integrala v nalogi.

2. Skiciraj obmo£je
Ω =

{
z ∈ C : |z + 1| <

√
2, Re(z) > 0

}
in poi²£i biholomorfno preslikavo iz Ω na zgornjo polravnino.

Re²itev: Obmo£je Ω je kroºni odsek med kroºnico s sredi²£em −1 in polmerom
√

2 in premico
x = 0. Obe krivulji se sekata pod kotom π

4 v to£kah z = i in z = −i.
Biholomorfno preslikavo poi²£emo s pomo£jo Möbiusovih transformacij. Slikamo npr. i 7→ 0, 0 7→ 1
in −i 7→ ∞; v tem primeru dobimo preslikavo f(z) = −z+i

z+i . Ta obmo£je Ω preslika v obmo£je med
premicama y = 0 in y = x (saj je kot med premicama enak π

4 ); iz orientacije vidimo, da gre za
obmo£je 0 < arg(z) < π

4 . S preslikavo g(z) = z4 to obmo£je raztegnemo v polravnino. Rezultat je
tako preslikava

(g ◦ f)(z) =
(−z + i

z + i

)4
.

3. S pomo£jo Frobeniusove metode poi²£i tisto re²itev ena£be 4zy′′ + 6y′ − y = 0 na zarezani okolici
to£ke 0, ki je ni mogo£e raz²iriti do holomorfne funkcije na okolici to£ke 0.

Re²itev: V ena£bo vstavimo nastavek y = zr
∑∞
n=0 cnz

n =
∑∞
n=0 cnz

n+r, c0 6= 0, in dobimo

4z

∞∑
n=0

cn(n+ r)(n+ r − 1)zn+r−2 + 6

∞∑
n=0

cn(n+ r)zn+r−1 −
∞∑
n=0

cnz
n+r = 0.

Ko ena£bo delimo z zr in preuredimo, dobimo

4

∞∑
n=0

cn(n+ r)(n+ r − 1)zn−1 + 6

∞∑
n=0

cn(n+ r)zn−1 −
∞∑
n=0

cnz
n = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z. Pri z−1 dobimo

4c0r(r − 1) + 6c0r = 0,

pri zk za k ≥ 0 pa
4ck+1(k + 1 + r)(k + r) + 6ck+1(k + 1 + r)− ck = 0.

Iz prve ena£be dobimo 4r2 − 4r + 6r = 0 oziroma 2r2 + r = 0, kar ima re²itvi r = 0 in r = − 1
2 .

Glede na navodilo naloge obravnavamo le r = − 1
2 . Iz druge ena£be zdaj dobimo

4ck+1(k + 1
2 )(k − 1

2 ) + 6ck+1(k + 1
2 )− ck = 0,

43



odtod pa
ck+1 =

ck

(k + 1
2 )(4k − 2 + 6)

=
ck

(2k + 1)(2k + 2)
.

Izra£unamo prvih nekaj £lenov:

c1 =
c0
2
, c2 =

c1
3 · 4

=
c0

2 · 3 · 4
, c3 =

c2
5 · 6

=
c0
6!
.

Razberemo splo²ni £len ck = c0
(2k)! . Re²itev je torej

y = z−
1
2

∞∑
n=0

c0
(2n)!

zn =
c0√
z

∞∑
n=0

zn

(2n)!
.

Ob upo²tevanju znanega razvoja ch z =
∑∞
n=0

z2n

(2n)! (saj je ch z sodi del eksponentne funkcije ez,
sh z pa lihi) tako dobimo

y =
c0√
z

∞∑
n=0

(
√
z)2n

(2n)!
=
c0 ch

√
z√

z
.

4. (a) Dana je funkcija

f(x) =

{
x, x ∈ [−1, 1],
0, sicer.

Dokaºi, da je njena Fourierova transformiranka enaka f̂(ω) = i

√
2

π

(cosω

ω
− sinω

ω2

)
.

(b) Izra£unaj ∫ ∞
−∞

(cosx

x
− sinx

x2

)2
dx.

Re²itev: (a) Po de�niciji je

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iωxdx =
1√
2π

∫ 1

−1
xe−iωxdx.

Po integraciji per partes in vstavljanju mej dobimo

f̂(ω) =
1√
2π

(
− 1

iω
(e−iω + eiω)− 1

(−iω)2
(e−iω − eiω)

)
.

Ob upo²tevanju znanih formul eiω + e−iω = 2 cosω in eiω − e−iω = 2i sinω sledi enakost iz naloge.

(b) Po Plancherelovem izreku je 〈f, f〉 = 〈f̂ , f̂〉, torej∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2dω.

Integral na levi strani je enak
∫ 1

−1 x
2dx = 2

3 , na desni strani pa dobimo∫ ∞
−∞

2

π

(cosω

ω
− sinω

ω2

)2
dω.

Odtod sledi, da je integral v nalogi enak 2
3 ·

π
2 = π

3 .
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3. izpit 2019/20

1. Razvij funkcijo f(z) = z7

z8+3z4+2 v Laurentovo vrsto okrog to£ke 0 na kolobarju 1 < |z| < 4
√

2.
Dolo£i ²e residuum funkcije f v to£ki 0.

Re²itev: S pomo£jo parcialnih ulomkov dobimo

f(z) =
z7

(z4 + 1)(z4 + 2)
= z7

(
1

z4 + 1
− 1

z4 + 2

)
.

V imenovalcu prvega ulomka izpostavimo z4 ter v imenovalcu drugega ulomka 2. Oba ulomka
razvijemo v geometrijsko vrsto in dobimo

f(z) = z7
(

1

z4(1 + 1
z4 )
− 1

2(1 + z4

2 )

)
= z3

(
1− 1

z4
+

1

z8
∓ · · ·

)
− z7

2

(
1− z4

2
+
z8

4
− z12

8
± · · ·

)
= · · · − z−9 + z−5 − z−1 + z3 − z7

2
+
z11

22
− z15

23
± · · · .

Ker prva geometrijska vrsta konvergira za |z| > 1 in druga za |z| < 4
√

2, je obmo£je konvergence res
1 < |z| < 4

√
2.

Ostanek (residuum) funkcije v to£ki 0 je koe�cient razvoja okrog to£ke 0 pri potenci z−1. Ker je
obmo£je konvergence zgornje vrste kolobar r < |z| < R (kjer je r 6= 0) in ne kolobar 0 < |z| < R,
si z zgoraj izra£unanim razvojem ne moremo pomagati. Vendar je naloga kljub temu preprosta,
saj z = 0 sploh ni singularnost funkcije f , oziroma druga£e re£eno, funkcija f je holomorfna na
obmo£ju |z| < 1. Zato je Res(f, 0) = 0.

2. S pomo£jo Frobeniusove metode poi²£i vse holomorfne funkcije v okolici to£ke 0, ki zado²£ajo ena£bi
z2y′′ + z(z + 1)y′ − y = 0.

Re²itev: Glede na to, da i²£emo le holomorfne funkcije v okolici to£ke 0, lahko uporabimo nastavek
y =

∑∞
n=0 cnz

n. Ko odvajamo in vstavimo v ena£bo, dobimo

∞∑
n=2

n(n− 1)cnz
n +

∞∑
n=1

ncnz
n+1 +

∞∑
n=1

ncnz
n −

∞∑
n=0

cnz
n = 0.

Primerjamo koe�ciente pri posameznih potencah z. Pri z0 imamo −c0 = 0 (torej c0 = 0), pri z1 se
£leni kraj²ajo, pri zk za k ≥ 2 pa imamo

k(k − 1)ck + (k − 1)ck−1 + kck − ck = 0.

Ko izraz poenostavimo, dobimo
ck = − ck−1

k + 1
.

Ko izra£unamo prvih nekaj £lenov, dobimo

c2 = −c1
3
, c3 = −c2

4
=

c1
3 · 4

, c4 = −c3
5

= − c1
3 · 4 · 5

.

Vidimo, da je splo²ni £len ck = (−1)k+12c1
(k+1)! . Torej smo dobili

y = c1x−
2c1
3!
x2 +

2c1
4!
x3 − 2c1

5!
x4 ± · · · .

Re²itev lahko zapi²emo z elementarnimi funkcijami. Upo²tevamo, da je e−x = 1−x+ x2

2! −
x3

3! ±· · ·
in dobimo

y =
2c1
x

(
x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
∓ · · ·

)
=

2c1
x

(
e−x − 1 + x

)
.

Pi²emo lahko c = 2c1 in dobimo

y = c

(
e−x − 1

x
+ 1

)
.

Dobljena funkcija je res holomorfna v to£ki 0, saj ima tam odpravljivo singularnost.
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3. Naj bosta u in v zaporedoma realni in imaginarni del neke holomorfne funkcije f na C. Dokaºi, da
je tedaj funkcija w, dana s predpisom

w(x, y) = u(y,−x)v(−y, x),

harmoni£na na R2.

Re²itev: Zaradi bolj²e preglednosti bomo u in v ozna£evali kot funkciji spremenljivk s in t. Torej
je w(x, y) = u(s1, t1)v(s2, t2), kjer je s1(x, y) = y, t1(x, y) = −x, s2(x, y) = −y in t2(x, y) = x.
Argumente v funkcijah v spodnjem ra£unu bomo opu²£ali, parcialne odvode pa bomo ozna£ili z
indeksi.

Najprej izra£unamo ux = us ·(s1)x+ut ·(t1)x = us ·0+ut ·(−1) = −ut in vx = vs ·(s2)x+vt ·(t2)x =
vs · 0 + vt · 1 = vt. Odtod dobimo

wx = uxv + uvx = −utv + uvt.

Podobno je (ut)x = uts · (s1)x + utt · (t1)x = −utt in (vt)x = vts · (s2)x + vtt · (t2)x = vtt in odtod

wxx = −(utv)x+(uvt)x = −(ut)xv−utvx+uxvt+u(vt)x = uttv−utvt−utvt+uvtt = uttv+uvtt−2utvt.

S podobnim ra£unom dobimo wy = usv − uvs in odtod wyy = ussv + uvss − 2usvs. Tako je

wxx + wyy = (utt + uss)v + u(vtt + vss)− 2(utvt + usvs).

Ker sta u in v harmoni£ni funkciji, prva dva £lena odpadeta. V tretjem £lenu pa upo²tevamo
Cauchy-Riemannove ena£be vt = us in vs = −ut, iz katerih sledi utvt + usvs = utus − usut = 0.
Torej se vsi £leni kraj²ajo in je zato wxx + wyy = 0.

4. Za vsak n ∈ N ∪ {0} de�niramo fn(x) = xne−
x2

2 . Dokaºi, da za vsak n ∈ N velja

f̂n(ω) = (n− 1)f̂n−2(ω)− iωf̂n−1(ω)

(pri £emer je za n = 1 formula mi²ljena kot f̂1(ω) = −iωf̂0(ω)).

Re²itev: Po Leibnizovem pravilu je

f ′n = nxn−1e−
x2

2 + xne−
x2

2 (−x) = nfn−1 − fn+1.

Na tej enakosti uporabimo Fourierovo transformacijo in upo²tevamo pravilo f̂ ′(ω) = iωf̂(ω). Do-
bimo

iωf̂n(ω) = nf̂n−1(ω)− f̂n+1(ω),

od koder izrazimo
f̂n+1(ω) = nf̂n−1(ω)− iωf̂n(ω).

Ta enakost formalno velja tudi za n = 0 (kjer prvi £len na desni strani pri n = 0 odpade). Ko
namesto n pi²emo n− 1, dobimo enakost v nalogi.
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