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NENAVADNE KRIVULIJE

Najprej si bomo ogledali nekaj znanih krivulj in o vsaki povedali kaj za-
nimivega. Potem se bomo seznanili z enostavnim nafinom generiranja vseh
teh krivulj. Napisali pa bomo tudi program, s katerim bomo lahko vse te
krivulje risali in si izmisljali svoje.

1. Kochova sneZinka

Zatnimo z enakostranitnim trikotnikom (slika 1a). V prvem koraku
razdelimo vsako stranico trikotnika na tretjine, srednje odseke stranic pa
nadomestimo z novimi, za tretjino manj&imi enakostranitnimi trikotniki (slika
1b). V drugem koraku naredimo enako z vsako od stranic tako dobljenega
poligona, ki spominja na Davidovo zvezdo. Postopek lahko ponavljamo,
dokler nam to dopu%¥a natantnost risanja. Ce po nekaj korakih postopka
lahko pribliZzno vidimo, kak3en bo izgled krivulje, obris lika, e bi postopek
izvedli neskonZnokrat (slika 1e, glej 4. stran ovitka).

Krivulja, ki jo dobimo, ¥e postopek izvedemo neskon&nokrat, se imenuje
Kochova sneZinka. saj je podobna pravi sneZinki. Prvi jo je raziskoval v
zatetku tega stoletja Helge von Koch. Zelo je zanimiva, saj ima neskon&no
velik obseg, pa vendar obsega kon&no povrsino. Komur so domata geometri-
jska zaporedja, mu obsega in povrdine ne bo teZko izratunati.

Poglejmo, kak3en lik dobimo, ¢e srednje dele stranic nadomestamo s
trikotniki obrnjenimi navznoter (slike 2a do 2e). Obseg lika, e postopek
ponovimo neskon&nokrat, je enak obsegu Kochove sneZinke, povrsina lika
pa je manjga od povr3ine zatetnega trikotnika za toliko, kot je povrsina
Kochove sneZinke vetja od povrdine istega zaletnega trikotnika. Imenujmo
ta lik obratna Kochova sneZinka. Ravnino lahko popolnoma prekrijemo z
izmenjajotima se likoma Kochove sneZinkein obratne Kochove sneZinke (slika
3, glej 4. stran ovitka).

2. Peanova krivulja

Peanovo krivuljo dobimo z naslednjim postopkom. V prvem koraku
kvadratu nari¥emo diagonalo (slika 4a). V drugem koraku kvadrat razde-
limo na devet enakih kvadratov in sedaj njim narisemo vse diagonale z eno
potezo, tako da nikjer ne sekamo svoje poti (slika 4b). V tretjem koraku
naredimo enako z vsakim od manjsih kvadratov (slika 4c). Ker se na slikah 4
diagonale kvadratov v kotih stikajo, ni jasno, kako krivuljo narisemo. Jasno
pa bo, ¥e zavoje krivulje zaoblimo (slika 4cc). Krivulja, ki jo dobimo, e
postopek ponovimo neskon&nokrat, se imenuje Peanova krivulja. Opazimo,
da se krivulja z vsakim naslednjim korakom vedno bolj gosto vije po povrini,
omejeni s kvadratom. Peanova krivulja je prostor zapolnjujoca krivulja, kar
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pomeni, da gre skozi vsako totko povrsine, omejene s kvadratom. To krivuljo
je v drugi polovici prejsnjega stoletja odkril italijanski matematik in logik
Giuseppe Peano (glej 3. stran ovitka).

3. Zmajeva krivulja

Zmajevo krivuljo lahko le za a)
nekaj prvih korakov razvoja dobimo
s prepogibanjem papirja. Vzemimo b)

dolg papirnati trak, ki predstavlja
zatetek razvoja zmajeve krivulje
(slika 5a). Trak prepognimo po
polovici in odprimo do pravega kota
(slika 5b). Trak potem dvakrat za-
poredoma prepognimo po polovici c)
in ga odprimo do pravih kotov (slika
5c), trak trikrat zaporedoma pre-
pognimo po polovici... Kdor ima
izku¥nje s prepogibanjem papirja ve,|
da se papir ne da prepogniti ve kot
sedemkrat, pa naj bo %e tako tanek
in dolg.

Naj bo papir na zafetku 3e
tako dolg, je prostor, ki ga zaseda
zmajeva krivulja, po vsakem ko-
raku manjsi. Vendar pa je zma-
jeva krivulja, dobljena z neskon&no
mnogo prepogibanj. prostor zapol-
njujota krivulja, e na vsakem ko-
raku dolZino papirja ustrezno po-
daljsamo. Ce Zelimo. da je razdalja
med zafetkom in koncem zmajeve S g,
krivulje na vsakem koraku enaka,
moramo krivuljo na vsakem koraku e
podalj%ati za \/r-krat. Stiri zmajeve &
krivulje lahko lepo zloZimo skupaj,
kot prikazuje slika 6 na 3. strani
ovitka. Slika 5

Prvi je zmajevo krivuljo opisal fizik John E. Heighway leta 1960 in po
njem krivuljo imenujemo tudi Heighwayev zmaj.
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4. Sierpinskijeva preproga

a) b)

c) d)

Zatnemo z daljico (slika Ta),
potem pa v vsakem naslednjem ko-
raku vsako daljico zamenjamo z li-
kom (slika 7b), ki je sestavljen iz
osmih za tretjino kraj¥ih daljic. Ce
postopek ponovimo neskon&nokrat,
dobimo krivuljo z imenom Sierpin-
skijeva preproga. Sierpinskijeva pre
proga ni prostor zapolnjujo&a krivu-
lja. Vsota povrdin vseh ‘lukenj’ v
preprogi je enaka najmanj3i povrgini
kvadrata, ki jo potrebujemo, da vanj
vrisemo krivuljo. Torej sama krivu-
Slika 7 lja ne prekrije nobene povr3ine.




5. Hilbertova krivulja

Osnovni eiement te krivulje je
lik na sliki 8a. V prvem koraku
uporabimo &tiri osnovne elemente
in jih poveZemo med seboj s tremi
daljicami, kot prikazuje slika 8b. Za
vsak naslednji korak uporabimo za-
dnjo dobljeno sliko kot osnovni el-
ement. Krivulja, ki jo dobimo po
neskon&no mnogo korakih, se ime-
nuje Hilbertova krivulja in je prostor
zapolnjujola krivulja.

RISANJE KRIVULI

Z risanjem teh krivulj je podo-
bno kot z risanjem premice, trikot-
nika, kroga,... Vse kar narisemo, pa
naj bo %e tako natan&no, je le pri-
blizek, pripomotek za nazorno pred-
stavo ideje. Vsaka &rta, ki jo na-
risemo, ima neko debelino, kon&no
dolZino in tudi popolnoma ravna
ni. Vse zgoraj opisane krivulje so
dobljene s postopkom deljenja, po-
novljenim neskon&nokrat. Mi bomo
risali le krivulje na zaletnih stopn-
jah njihovega razvoja.

Generiranje krivulj si oglejmo
kar na primeru Kochove sneZinke,
ki je zelo enostavna. Kateri so os-
novni elementi potrebni za risanje
Kochove sneZinke? To je Sest vek-
torjev dolotene dolZine, ki jih bomo
osteviltili od 0 do 5, kot prikazuje
slika 9. Krivuljo, ki je sestavljena iz

Slika 8

a)

b)

c)

d)
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teh vektorjev, lahko sedaj opifemo z nizom vektorjev. Npr.: niz 024
predstavlja enakostraniten trikotnik (slika 1a), niz 051021324354 pa Kochovo
sneZinko na prvi stopnji razvoja (slika 1b).

Videli smo, da se na vsakem naslednjem koraku vse stranice poligona
nadomestijo z likom, sestavljenim iz ¥tirih za tretjino kraj3ih daljic. To lahko
opidemo z naslednjimi pravili: vektor 0 se nadomesti z nizom vektorjev 0510,
vektor 1 se nadomesti z nizom vektorjev 1021,... Podajmo ta pravila v tabeli:
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61024 -1 " slkao

V prvem stolpcu so celice. Vsaka celica ima svoje ime, to je 3tevilo. V
zadnjem stolpcu je podana grafi¢na predstavitev, interpretacija celic. Celicam
0 do b smo priredili vektorje s slike 9, celica 6 pa nima nobene grafi¢ne
predstavitve in smo jo oznatili z -1. V srednjem delu tabele, imenovanem
nadalinje delitve, pa so podani nizi celic, ki nadomestijo celico v naslednjem
koraku.

Celico, ki jo vzamemo kot zafetno in iz nje potem v nadaljnih korakih
razvijamo krivuljo v skladu s pravili v tabeli, imenujemo rojstno celico. Na
sliki 10 je predstavljen razvoj celice 6. Generacija oznatuje, kolikokrat celice
nadomestimo z njim ustreznimi nizi celic.

Oglejmo si sedaj program (str. 61) za risanje krivulj, ki so predstavljene
s tabelo. Program je napisan v turbo pascalu, ne bo pa ga teZko prilagoditi
za katerikoli prevajalnik na drugem raZunalniku, ki omogoZa risanje.

Ko program poZenemo, vpisemo 3tevilo smeri, t.j. vektorjev, ki so
potrebni za risanje krivulje. Pri Kochovi sneZinki je to Ztevilo 6. Potem
vpisujemo nadaljne delitve celic in za vsako celico niz konfamo z -1. Za
vsakim nizom nadaljnih delitev vnesemo 3e predstavitev celice. Vpisovanje
v tabelo kon&amo z dvema -1, prvi¢ ob prvi nadaljni delitvi celice, ki je ne
potrebujemo ve&, in drugiZ ob predstavitvi te celice.

Po vnosu osnovnih podatkov krivulje v zanki spreminjamo naslednje
parametre: dolZino celice, rojstno celico, generacijo in koordinati zafetka



program Generiranje_Fraktalov;
uses Crt,Craph;
var nadaljneDelitve:array[0..50,0..60]of integer;
predstavitev:array([0..60]of integer;
stSmeri,dolzinaCelice, generacija,rojstnaCelica,zacetekl, zacatekY i, j:integer;
grDriver, grMode:intager;
ch:char;

procedure narisi(celica:integer);
var dx,dy:intager;
bagin
if predatavitev[celica]>=0 thea begin
dx:=round (dolzinaCelicarcon (predstavitev(celicalmod
stSmeri+*2+Pi/stomari));
dy:=-round(dolzinaCalice*sin(predatavitev(celicalmad
stSmari*2+Pi/stSmeri));
if (predstavitav(celica]>=0)and(predstavitev[celical <stSmeri)
then LineRel(dx,dy)
wlse MoveRel(dx, dy);
and;
and; { narisi }

procedure krivulja(generacija,celica:integer);
var i:integer; :
bagin
if generacija=0
then narisi(celica)
else begin
i:=0;
while nadaljneDelitve[celica,i]>=0 do begin
krivulja(generacija-1,nadaljneDelitve [celica,i]);
d:mi+l;
end; { while }
and; { else }
end; { krivulja }

begin { glawmi }

ClrSer;

write('stevilo smeri = ');readln(stSmeri);

i1:=0;

repeat
Ji=0;
rapaat

write(j+1:3,'. sadaljna dalitev celica ', i.3,' = ');readlalaadaljnsDaelicvali, jl);
=1+

aatil nnllljuﬂulit‘u[‘ j-1]<0;
write('pradstavitev celice ',1:3,' = ') roadin(pradstavitav[i]);
1i=i+1;

until nadaljneDelitve[i-1,0]<0;

ch:=%0;

repeat { sgreminjanje parametrov in risanje }
write('dolzina zelice = ');readla(dolzinacalice);
write('rojscna caliza = ');readln{rojstnaCelica);
write('ganasracija = ");readln(generacija);
write('zacetek risanja X koordinata = ');readln(zacetekl);
write('zacetek risanja Y koordinata = *);readla(zacetekY);
grDriver =datect; { vstop v graficni nacia }
InitGraph(gririver,grModae,’');
MoveTo(zacetakl zacaetekY),
drivuljalgeneracija,rojatnaCalica)l;
rapant until XeyPresssd; { cakaj na pritisk katarekoli tipke }
ch:=RaadKey; { preberi katers tipka je bila pritiasnjsna }
ClosaCraph; { nazaj v tekstovni nacin }

until ch=#27; { koncaj ob pritisku na tipko ESC }

and. { glawni }

61
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generacija

0 6 brez predstavitve

A \
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W

Slika 10

risanja. Po vsakem vnosu parametrov se krivulja narige, in &e Zelimo kontati,
pritisnemo tipko ESC, drugate pa katerokoli drugo tipko.

Celice imajo lahko naslednje grafi¢ne predstavitve p, €e je Stevilo vseh
smeri enako n: &e je 0<p<n—1, potem se nari%e vektor pod kotom pz—:_.?. e
je n<p<2n —1, potem se le premaknemo v smeri p%? za dolZino vektorja,
e pa je p negativno Stevilo, celica nima predstavitve.

Podajmo ¥e tabele za ostale krivulje. ki smo jih spoznali:

Peanova krivulja
gtevilo smeri = 8 celica | nadaljne delitve | predstavitev

rojstna celica = katerakoli 0010323010 1
1{ 121030121 3
21232101232 5
31303212303 7

Zmajeva krivulja
¥tevilo smeri = 4 celica | nadaljne delitve | predstavitev

rojstna celica = katerakoli 0 01 0
121 1
223 2
303 3
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Sierpinskijeva preproga
Stevilo smeri = 4
rojstna celica =

= katerakoli od 0 do 3

celica | nadaljne delitve | predstavitev
010363010 0
121070121 1
232141232 2
303252303 3
444 4
5
6
7

555
666
17

-~ O U B W N = O

Hilbertova krivulja

Wevilo smed = 4 celica | nadaljne delitve | predstavitev

rojstna celica = 8 ali 9 0/ 1034 0
10125 1
210126 2
31037 3
4/ 6740 0
5 7651 1
6/ 7652 2
76743 3
8/ 1039 -1
0 6748 -1

Napotki za konstrukcijo lastnih krivulj

Najenostavnejsi nalin za konstrukcijo lastne krivulje je seveda, da si
nadaljne delitve v tabeli kar izmislimo. Ce nam je krivulja potem vZe&, jo
lahko poskuSamo %e izbolj3ati. Drugemu nadinu bomo rekli metoda inici-
atorja in generatorja, pri kateri je iniciator nekak¥no seme, iz katerega se
razvija krivulja po pravilih, ki jih podaja generator. Po tej metodi je dobljena
Kochova sneZinka, Peanova krivulja in Sierpinskijeva preproga. Pri Kochovi
sneZinki je iniciator enakostraniten trikotnik (slika 1a), generator pa Davi-
dova zvezda (slika 1b). Pri Peanovi krivulji je iniciator diagonala kvadrata
(slika 4a), generator pa povezane diagonale devetih kvadratov (slika 4b).
Pri Sierpinskijevi preprogi je iniciator daljica (slika 7a), generator pa lik
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na sliki 7b. Enostavno je e vzamemo za iniciator daljico, za generator pa si
izmislimo lik. Vsakemu vektorju potem priredimo celico, ki se v naslednjem
koraku nadomesti z ustrezno orientiranim likom. Konstrukcija krivulj bo
3la seveda tembolj od rok, &im bolj se bomo poglobili v delovanja samega
postopka risanja.

Ideje za raz3iritev programa

Vsako krivuljo lahko shranimo na disk v obliki datoteke. V datoteko
shranimo vse parametre potrebne za risanje krivulje, 3tevilo smeri, celotno
tabelo, rojstno celico, dolZino celice, koordinate za¥etka risanja krivulje. Tako
si prihranimo veliko dela s tipkanjem tabel v program. Ni nujno, da so celice
predstavljene z razli¢no usmerjenimi, enako dolgimi daljicami. Predstavitev
celic bi lahko bila tudi tridimenzionalna.

Ciril Pezdir
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