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ISSN 0351-6652
Letnik 18 (1990/1991)
Številka 1
Strani 56–64, III, IV

Ciril Pezdir:

NENAVADNE KRIVULJE
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NENAVADNE KRIVULJE

Najprej si bomo ogledali nekaj znanih krivulj in o vsaki povedali kaj za­
nimivega . Potem se bomo seznanili z enostavnim n a č i nom generiranja vseh
teh krivulj. Napisali pa bomo tudi program . s katerim bomo lahko vse te
krivulje risali in si izrnišljali svoje.

1. Kochova snežinka
Za čnimo z enakostranl čnirn trikotnikom (slika la). V prvem koraku

razdelimo vsako stranico trikotnika na tr etjine. srednje odseke stranic pa
nadom estimo z novimi. za t retjino manjšimi enakostrani čnirni trikotniki (slika
lb). V drugem koraku naredimo enako z vsako od stranic tako dobljenega
poligona. ki spominja na Davidovo zvezdo . Postopek lahko ponavljarno .
dokler nam to dopu š ča natan čnost risanja . Le po nekaj korakih postopka
lahko približno vidimo. kakšen bo izgled krivulje. obris lika. če bi postopek
izvedli n eskon čnokrat (slika l e. glej 4. stran ovitka).

Krivulja , ki jo dobimo, č e postopek izvedemo neskon čnokrat, se imenuje
Kochova snežlnks , saj je podobna pravi snežinki. Prvi jo je raziskoval v
z a četku tega st oletj a Helge von Koch . Zelo je zanimiva . saj ima neskon čno

velik obseg. pa vendar obse ga končno površino . Komur so doma ča geometr i­
jska zaporedj a. mu obse ga in površine ne bo težko izra čun ati .

Poglejmo, kakšen lik dobimo. če srednj e dele stranic nadorne š čarno s
trikotniki obrnjenimi navznoter (slike 2a do 2e). Obs eg lika, če postopek
ponovimo n eskon čnokrat. je enak obse gu Kochove snežinke, površina lika
pa je manj ša od površine za četn e ga trikotnika za toliko , kot je površina
Kochove sne žlnke večja od površine istega začetn ega trikotnika . Imenujmo
ta lik obratna Kochova snetinka. Ravnino lahko popoln oma prekrijemo z
i z rne njaj oč i m a se likorna Kochove snežlnke in obratne Koch ove snežlnke (slika
3. glej 4. st ran ovitka).

2. Peanova krivulja
Peanovo krivuljo dobimo z naslednjim postopkom . V prvem korak u

kvadratu nariš emo diagonalo (slika 4a) . V drugem koraku kvadrat razde­
limo na devet enak ih kvadratov in sedaj njim nariš emo vse diagonale z eno
pot ezo. tako da nikjer ne sekamo svoje poti (slika 4b) . V tretjem koraku
naredimo enako z vsakim od manjših kvadratov (slika 4c) . Ker se na slikah 4
diagonale kvadratov v kotih st ikajo. ni jasno . kako krivuljo narišemo. Jasno
pa bo. če zavoje krivulje zaoblimo (slika 4cc). Krivulja. ki jo dobimo . če

postopek ponovimo n eskon čnokrat. se imenuje Peanova krivulja. Opaz imo.
da se krivulja z vsakim nasled njim korakom vedno bolj gosto vije po površini.
omejeni s kvadr ato m. Peanova krivulja je prostor zapolnjujoča krivulja. kar
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pomeni. da gre skozi vsako točko površine. omejene s kvadratom. To krivuljo
je v drugi polovici prejšnjega stoletja odkril italijanski matematik in logik
Giuseppe Peano (glej 3. stran ovitka).

3. Zmajeva krivulja
Zmajevo krivuljo lahko le za

nekaj prvih korakov razvoja dobimo
s prepogibanjem papirja. Vzemimo
dolg papirnati trak. ki predstavlja
začetek razvoja zmajeve krivulje
(slika 5a). Trak prepogni mo po
polovici in odprimo do pravega kota
(slika 5b) . Trak potem dvakrat za­
poredoma prepognimo po polovici
in ga odprimo do pravih kotov (slika
Se). trak trikrat zaporedoma pre­
pognimo po polovici... Kdor ima
izkušnje s prepogibanjem papirja ve]
da se papir ne da prepogniti več kot
sedemkrat. pa naj bo še tako tanek
in dolg.

Naj bo papir na začetku še
tako dolg . je prostor. ki ga zaseda
zmajeva krivulja. po vsakem ko­
raku manjši. Vendar pa je zma­
jeva krivulja. dobljena z neskončno

mnogo prepogibanj. prostor zapol­
njujo čs krivulja. če na vsakem ko­
raku dolžino papirja ustrezno po­
daljšamo . Če želimo. da je razdalja
med začetkom in koncem zmajeve
krivulje na vsa kem koraku enaka.
moramo krivuljo na vsakem koraku
podaljšati za vr-krat . Štiri zmajeve
krivulje lahko lepo zložirno skupaj .
kot prikazuje slika 6 na 3. strani
ovitka .

o)

Slika 5

Prvi je zmajevo krivuljo opisal fizik John E. Heighway leta 1960 in po
njem krivuljo imenujemo tudi Heighwayev zmaj.
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4. Sierpinskijeva preproga

o)

c)

Slika l

b )

Začnemo z daljico (slika la) .
potem pa v vsakem naslednjem ko­
raku vsako daljico zamenjamo z li­
kom (slika lb). ki je sestavljen iz
osmih za tretjino krajših daljic. Če

postopek ponovimo neskončnokrat ,

dobimo krivuljo z imenom Sierpin­
skijeva preproga . Sierpinskijeva pre-j
proga ni prostor zapolnjujota krivu­
lja. Vsota površin vseh 'lukenj' v
preprogi je enaka najmanjši površini
kvadrata . ki jo pot rebujemo, da vanj
vrišemo krivuljo. Torej sama krivu­
lja ne prekrije nobene površine.



5. Hilbertova krivulja

Osnovni element te krivulje je o)
lik na sliki 8a. V prvem koraku
uporabimo štiri osnovne elemente
in jih povežemo med seboj s tremi
daljicami. kot prikazuje slika 8b. Za
vsak naslednji korak uporabimo za-
dnjo dobljeno sliko kot osnovni el-
ement. Krivulja. ki jo dobimo po
neskončno mnogo korakih. se ime-
nuje Hilbertova krivulja in je prostor
zapolnjujoča krivulja. b)

RISANJE KRIVULJ
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Z risanjem teh krivulj je podo­
bno kot z risanjem premice . trikot­
nika. kroga .. .. Vse kar narišemo . pa
naj bo še tako natančno. je le pri­
bližek. pripomoček za nazorno pred­
stavo ideje . Vsaka črta . ki jo na­
rišerno. ima neko debelino. končno

dolžino in tudi popolnoma ravna
ni. Vse zgoraj opisane krivulje so
dobljene s postopkom deljenja. po­
novljenim neskončnokrat. Mi bomo
risali le krivulje na začetnih stopn­
jah njihovega razvoja .

Generiranje krivulj si oglejmo
kar na primeru Kochove snežinke.
ki je zelo enostavna . Kateri so os­
novni elementi potrebni za risanje
Kochove snežinke? To je šest vek­
torjev določe ne dolžine . ki jih bomo
o števil čiti od O do 5. kot prikazuje
slika 9. Krivuljo. ki je sestavljena iz

Sl ika 8

c)

d l



celica nadaljne delitve predstavitev
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teh vektorjev. lahko sedaj opišemo z nizom vektorjev . Npr.: niz 024
predstavlja enakostraničen trikotnik (slika la). niz 051021324354 pa Kochovo
snežinka na prvi stopnji razvoja (slika lb).

Videli smo, da se na vsakem naslednjem koraku vse stranice poligona
nadomestijo z likom. sestavljenim iz štirih za tretjino krajših daljic. To lahko
opišemo z naslednjimi pravili: vektor Ose nadomesti z nizom vektorjev 0510.
vektor 1 se nadomesti z nizom vektorjev 1021.. .. Podajmo ta pravila v tabeli :

2 1

O O 5 1 O O

1 102 1 1

2 2 1 3 2 2 3 O

3 3 243 3

4 4 3 5 4 4

5 540 5 5

6 102 4 -1 l, 5
Slika 9

V prvem stolpcu so celice. Vsaka celica ima svoje ime. to je število. V
zadnjem stolpcu je podana grafična predstavitev. interpretacija celic. Celicam
O do 5 smo priredili vektorje s slike 9. celica 6 pa nima nobene grafične

predstavitve in smo jo označili z -1. V srednjem delu tabele. imenovanem
nadaljnje delitve. pa so podani nizi celic, ki nadomestijo celico v naslednjem
koraku.

Celico. ki jo vzamemo kot začetno in iz nje potem v nadaljnih korakih
razvijamo krivuljo v skladu s pravili v tabeli. imenujemo rojstno celico. Na
sliki 10 je predstavljen razvoj celice 6. Generacija označuje. kolikokrat celice
nadomestirno z njim ustreznimi nizi celic.

Oglejmo si sedaj program (str . 61) za risanje krivulj. ki so predstavljene
s tabelo . Program je napisan v turbo pascalu. ne bo pa ga težko prilagoditi
za katerikoli prevajalnik na drugem računalniku. ki omogoča risanje.

Ko program poženemo. vpišemo število smeri. t .j. vektorjev. ki so
potrebni za risanje krivulje. Pri Kochovi snežinki je to število 6. Potem
vpisujemo nadaljne delitve celic in za vsako celico niz končamo z -1. Za
vsa ki m nizom nadaljnih delitev vnesemo še predstavitev celice. Vpisovanje
v tabelo končamo z dvema -1. prvič ob prvi nadaljni delitvi celice. ki je ne
potrebujemo več. in drugič ob predstavitvi te celice.

Po vnosu osnovnih podatkov krivulje v zanki spreminjamo naslednje
parametre : dolžino celice. rojstno celico. generacijo in koordinati začetka



') ;readl n(s tS :r.er i);

pro gram. Cener irall j I_Fr akta lov ;
'III'. Cr t ,Gr.ph ;
var nadal j naC.l i t vl :array[O .. 60,O . . 60]of integlr ;

priditavi t ev : arrllY[O. . 60] of i nt.gar ;
. tSm..ri. doll:! na C.licl, gln.racija , r o j It naC .lic. , z:ac ItekI, tacIt ekI . i. j : i nte ger ;
grDr i v er , gr!'olode: in t i ger;
ch :char ;

proceduri nari l i(cl lic. : int eg . r) j

v ar dX,d y : integer;
beg t n

it preda t llvit av[c Il ica ]> =O t han beg i lI.
dx: =round (dol z in aC ,1i c ,," c oI ( pr ed st avi t eve c e l i caj mod

stSmeri* :2'''Pi/ . t Sm..r i» ;
dy : 2-r oun d (d o l .z: inaCe li cI*11 n (p r e ds t a vit ev [cal ica] mod

.tSmer i* :2*Pi / stSmlri» ;
it ( Fr ed . t a vi tav [ cel i ca] >=0) a nd (pr adst avi t e v [c. lic.] c s t Smer-i)

t hall L d ne Re L ( dx , ely )
el.. Nov . a . l ( dx , dy ) ;

an d ;
end ; { nar is i }

pr ocedur Ikr i "Yulj a( generac i ja . c . lica : i n teg er) ;
v a r i : in t agar;
begin

i t gen erac i j ..=0
thla aari , i ( e l l i ca)
Il,. belia

i : =O;
whi l . nadal jneOelitvl[ ellica .i]>=O do begin

krivulj a(ganerllcij Il -l, nadal j DeDelitve Icet ace , f l ) ;
i : =i+l ;

and ; { \W hi l e
en d ; { e l sl }

end ; { kr Lvu Lj e, }

bogi. { gloV1l i }
Cl rS er ;
'Nr i t Q( " e t e vt Lc llI~e r i

i : "O ;
repeat

j : ~ O ;

r ep e at;
'Hi !:: -s(j 1- 1 :3 ,' .. na d a Lj ne d eLf ce-r c el i c a ' , i : 3 . · '); r9 <l Ifl.n (.Hdll lj n-'lDal ir.v J.I [i ,jl ) ;
j : =j q ;

'.lnt i l r,a j a ljniJD eli t v e[i ,j - 11<0 ;
... ri t;a ( ·p r ·d.tllv-t c av c e l i c . ',1 :3,' ') ;r "-'l. d : n (fr ~ d s tav i t a 'd i ]) ;

L =i +1 ;
un t f I n!ld al jnaD-31itve[ i - l,O ]<O;
ch : =;O;
r epe e t { a p r e mi.n j a n j e pa ram et rov i n r i s an j a }

".A' rit B('d lJl z i :'J4 ce Lf c e ::: '); r ead Ln fdo La f na CeLd c e) ;
writ e( ' roj l5 cn a. c e La c a = ' ) ;readln ( rc j 9t :l.ACe l i ca ) ;
'..r i te ( ' g'iln"", r a cijA = ' ) ; r e a.d l .ll.(g e n.e r llc ij !'1);

'Nrit a( 'zac e til k r iaan.ja 1 koord inat. :1 ' ) ;readln (z4cetekX) ;
writ .( ' z,a cetek r i ean j e T koo rd i na t. :1 ') ; r e a dln ( z:a c e t ek Y) ;
~rDr1ver :=d ')tect; { vs t op v grd i eni nac I a }
I nitGnph(iFDrivor ,grNo d. ,, 'l ;
:-.\ o lre To ( z&c a t a :'d . :lac9t~kY) ;

~rt vu Lj a (~ lEl ~ e r ll ci j a , r o j s t na GeLf c a ) ;
r ""p 'u .t unt il K~yP rBII .ad ; { c aJo:.a.j na priti3k ka t e r eko Id t i pk .
ch :=Rtt adKtfiy; { pr ebe r I kat er .. tipk a j e b i l a pr i t i.an j ana }
čLce e č r e p h : { nll xa j v t ek s t ovni na e in }

unti l ch.='27 ; { kon c&j ob pri t isku na tipko ESC}
an d . { glavni}
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generac ijo

O 6 brez preds t avi tve

/ 1
D1 O 2 4

/I~ 11~ 11\\
O2 051021325450

/I~ /I~ /I~ /I~ ~\ /1\\ /I~fi~ /1\\~/I~~

Slika 10

risanja. Po vsakem vnosu parametrov se krivulja nari še. in če želimo končati.

pritisnemo tipko ESC. drugače pa katerokoli drugo tipko .
Celice imajo lahko naslednje grafične predstavitve p, če je število vseh

smeri enako n: če je O<p <n -1. potem se nariše vektor pod kotom p?:.'f. če

je n<p<2n - 1. potem se le premaknemo v smeri p2: za dolžino vektorja.
če pa je p negativno število. celica nima predstavitve.

Podajmo še tabele za ostale krivulje. ki smo jih spoznali :

Peanova krivulja
število smeri = 8
rojstna celica = katerakoli

celica nadaljne delitve predstavitev

O010323010 1

1 121030121 3

2 232101232 5

3 303212303 7

celica nadaljne delitve predstavitev
Zmajeva krivulja
število smeri = 4
rojstna celica = katerakoli 001

1 21

2 23

3 03

O

1

2

3



Sierpinskijeva preproga
število smeri = 4
rojstna celica =
= katera koli od O do 3
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celica nadaljne delitve predstavitev

O 010363010 O

1 121070121 1

2 232141232 2

3 303252303 3

4444 4

5 555 5

6666 6

7 777 17

celica nada ljne delitve predstavitev
Hilbertova krivulja
št evilo smeri = 4
rojstna celica = 8 ali 9 O 1034

1 0125

2 0126

3 1037

4 6740

5 7651

6 7652

7 6743

8 1039

9 6748

O

1

2

3

O

1

2

3

-1

-1

Napotki za konstrukcijo lastnih krivulj
Najenostavnejši način za konstrukcijo las t ne krivulje je seveda. da si

nadaljne delitve v tab eli kar izmislimo . Če nam je krivulja potem všeč . jo
lahko poskušamo še izboljšati. Drugemu nači nu bomo rekli metoda inici­
atorja in generatorja . pri kat eri je iniciator nekakšno seme. iz katerega se
razvija krivulja po pravilih. ki jih podaja generator. Po tej meto di je dobljena
Kochova snežinka. Peanova krivulja in Sierpinskijeva prepro ga . Pri Kochovi
snežinki je iniciator enakostraničen tri kot nik (slika la) . generator pa Davi­
dova zvezda (slika lb). Pri Pea novi krivulji je iniciator diagonala kvadrata
(slika 4a) . generator pa povezane diagon ale devetih kvadratov (slika 4b).
Pri Sierpinskijevi prepro gi je iniciator daljica (slika 7a). generator pa lik



na sliki 7b. Enostavno je h vzamemo za iniciator dafjico. za generator pa si 
h i s l imo  lik. Vsakemu vektorju potem prlredimo celico. ki se v nadednjm 
koraku nadomesti t ustrezno orientiranim fikom. Konstrukcija krivulj ba 
Sla seveda tembolj od rok, am bolj se bomo poglobili v delownja samega 
postopka risanja. 

Ideje za razltiritev programa 
Vsako krivuljo lahko shranimo na dsk v obliki datoteke. V datoteko 

shranlmo vse parametre potrebne t a  risanje krivulje. Stevilo smeri. celotno 
tabelo. rajstno celico. dolrino cellce, kaordlnate zgetka risanja krivulje, Tako 
si prihranimo vetiko dela s tipkanjem tabel v program. Ni nujno. da so celue 
predstavljene 2 razlltno usmerjenimi, enako dolgimi daljicami. Predstavitev 
di bi iahko bila tudi tridimenzionalna. 

Cldl k d i r  
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