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(A TEMATIAA

ULOMKI S STEVCEM 1

Vsako racionalno Stevilo r se da zapisati v obliki ulomkar=a/b, kjerstaa in b
celi stevili. Kakor vemo, je takih zapisov celo nesteto. Ce je r pozitiven, smemo
vzeti, da sta $tevec a in imenovalec b naravni stevili.

Vé&asih so imeli za ulomek samo tak ulomek, ki ima Stevec 1, npr. 1/2,
1/3, 1/7 so ulomki. Druga pozitivna racionalna 3tevila pa so izrazili z vsoto
ulomkov s Stevcem 1, npr.
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Na desni imajo vsi ulomki isti imenovalec. PiSemo pa lahko tudi takole:
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Imenovalca na desni sta zdaj razlicna. Podobno je
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2/3 se da izraziti tudi takole:
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Tudi tu so vsi imenovalci na desni med seboj razli¢ni.

Naravno se zdaj vsiljuje tole vprasanje:

(A) Ali se da vsako pozitivno racionalno Stevilo zapisati kot vsota ulom-
kov, ki imajo $tevec 1, imenovalci pa so med seboj razliéni?

Ulomke s Steveem 1 zapiSimo lepo po vrsti
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V tem zaporedju se ulomki manj3ajo in postanejo sCasoma poljubno majhni.
Racionalno Stevilo, ki je vsota ulomkov s Stevcem 1 in razli€énimi imenovalci,
pri cemer noben imenovalec ni veéji od n, je manjse ali kveéjemu enako §tevilu
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Stevilo s, ie vsota prvih 7 ulomkov zaporedja (1). Ce veamo n, se vsota 5, ve-
¢a, njeni sumandi pa postajajo vse manjsi. Zato je umestno tole vpraSanje:

(B) Al je vsota s,, poljubno velika, &e je n dovolj velik?

Z drugimi besedami povedano: Ali je vsota dovolj velikaga Stevila ulomkov
zaporedja (1) vecja od 10, ali celo ve¢ja od 10007

Odgovor na vpradanje (B) je pritrdilen. Vsota s,, je poljubno velika, ce je le
n dovolj velik. Torej dobimo tako velike vsote, kakor Zelimo, ¢e le seStejemo
dovolj &lenov iz (1). Tega dejstva tu ne bomo dokazovali. Hitro pa se s poskusi
prepricamo, da se vsote s,, zelo pocasi vecajo. Ce bi npr. hoteli dobiti vsoto, ki
je ve&ja od 10, bi morali sesteti okoli 10 000 ulomkov iz (1)!

Pozitivni odgovor na vprasanje (B) Se ne pomeni, da je tudi odgovor na
vprasanje (A) pozitiven. Res je sicer, da s seStevanjem ulomkov zaporedja (1)
dobimo poljubno velike vsote. Ne vemo pa 3e, ali dobimo za vsoto vsako pozi-
tivno racionalno Stevilo.

Pa si oglejmo metodo, s katero bi izrazili pozitivno racionalno 5tevilo r kot
vsoto ulomkov s Stevcem 1 in z razli€nimi imenovalci. Odstejmo od r najprej
prvi ulomek zaporedja (1). Nato odstejmo od razlike r — 1/2 drugi ulomek
1/3. Tako nadaljujmo. Ker dobimo s seStevanjem ulomkov zaporedja (1) polju-
bno velike vsote, se oditevanje po nekaj korakih gotovo konéa. Kdaj se konéa?
Dvoje je mogoce: Ali pridemo z od3tevanjem do razlike O ali pa dobimo razliko
ry, ki je manjsa od prvega ulomka v vrsti (1), ki ga nismo 3e odsteli. V prvem
primeru smo nalogo redili: Stevilo r smo izrazili kot vsoto zaporednih ulomkov
iz (1). V drugem primeru odstevanje nadaljujemo. V zaporedju (1) pois¢emo
prvi ulomek, ki je manjsi od zadnje razlike r, . Tega spet odstejemo od r; in ta-
ko nadaljujemo, dokler ne dobimo razlike 0.

Vzemimo za zgled Stevilo r = 21/20. Najprej od$tejemo 1/2

2t 1.1

20 2 20
Nato odstejemo 1/3
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20 3 60

Dobljena razlika 13/60 je manjsa od naslednjega ulomka 1/4. Prvi ulomek v za-
poredju (1), ki je manjsi od 13/60, je 1/5. Odstejmo: ga



S to metodo naj skusa bralec sam izraziti $tevilo 2 kot vsoto ulomkov s Stevcem
1 in razli€énimi imenovalci.

Doslej smo tiho privzeli, da je dano $tevilo r veéje od 1/2, Cejer<1/2,
odstejemo od r prvi ulomek iz (1), ki je manjsi od r. Potem z odstevanjem na-
daljujemo kakor prej.

Seveda se zastavlja vpraSanje, ali je naSa metoda pri vsakem pozitivhem ra-
cionalnem Stevilu r uspesna. Poskusi pri veéjih r pokaZejo, da se Stevci v razli-
kah nekaj ¢asa vecajo. Kljub temu pa nas postopek v vsakem primeru privede
do cilja. Odgovor na vprasanje (A} je namre¢ pritrdilen, ker velja izrek:

Vsako pozitivno racionalno Stevilo se da zapisati kot vsota ulomkov s itev-
cem 1 in med seboj razliénimi imenovalci.

Dokazali bomo ta izrek na koncu.

izrek zagotavlja, da se da vsako pozitivho racionalno $tevilo zapisati na opi-
sani nac¢in. Toda pri nekoliko ve¢jem r je Stevilo sumandov izredno veliko. Pri
zapisu Stevila r = 100 je npr. Stevilo sumandov tako veliko, da racuna verjetno
ne bi zmogli niti z najve¢jim racunalnikom. Pa tudi papirja za zapis bi nam
zmanjkalo. Stevilo sumandov se namre¢ izraza s Stevilko, ki ima okoli 40 cifer.

Z opisano metodo izrazimo vsako pozitivno racionalno Stevilo tudi kot
vsoto ulomkov s stevcem 1, kjer so vsi imenovalci med seboj razliéni in vsi vedji
od naprej danega Stevila m. Namesto z 1/2 zaénemo v tem primeru od3tevati z
ulomkom 1/(m+1). Kot zgled zapi§imo 1 kot vsoto ulomkov, kjer so vsi ime-
novalci vecji od 2:
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Bralec pa naj sam izrazi $tevilo 1 kot vsoto ulomkov, kjer so vsi imenovalci vec-
ji od 3 oziroma vecji od 4!

Dokaz izreka. Po opisani metodi odStevamo od danega 5tevila r zaporedne
ulomke iz (1) tako dolgo, dokler ne pridemo do razlike — imenujmo jo ry, ki
je manj$a od naslednjega ulomka v (1). Razlika r; je seveda racionalno Stevilo.
Naj bo npr. ry = a; /by, kjer sta a; in b; naravni 3tevili. Pojdimo zdaj v zapo-
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redju (1) do prvega ulomka, ki je manjsi ali enak $tevilu r;. Denimo, da je ta
ulomek 1/n. Prej$nji ulomek 1/(n—1) pa je $e veé&ji od ry. Imamo torej tale
vrstni red:

TR R
(3) ngbl in b1<n—1-

Iz prve neenacbe dobimo b; <na,, izdruge pana, <a; +b,. Torej
(4) 0<na, —b; <a

Odstejmo zdaj od ry ulomek 1/n

Tu pomeni a, = nay — by in b, =nb,. Po (4) je a, <a;. Torej smo dobili z
odstetjem &lena 1/n ulomek ry = a, /b,, ki ima manjsi Stevec kakor prejénji
ulomek ry =a, /b;.
Ce je n = 3, je dobljeno racionalno §tevilo r, manjse od naslednjega ulom-
ka 1/(n+1) v (1). Po (3) je namre&
1 1 1 1
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Pri n = 3 je produkt n{n—2) > 1. Za tak n je potemtakem n{n—1) >n + 1, Za-
to je r, <1/(n+1).Pri nadaljevanju postopka torej spet preskoc¢imo v zaporedju
(1) vsaj en ¢len. Tako dobimo pri naslednjem koraku razliko r; =a; /b3, kjer
je zopet a; < a,. Od trenutka torej, ko prvi¢ presko¢imo v (1) vsaj en élen, se
Stevci v razlikah stalno manj$ajo. Ker so naravna 5tevila, pridemo po nekaj ko-
rakih do razlike 0. S tem pa smo r izrazili kot vsoto ulomkov s §teveem 1 in
med seboj razli€nimi imenovalci. Tako smo dokazali izrek. 1z dokazovanja pa
je razvidno, da je naSa metoda vselej uspesna.

lvan Vidav





