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TINA SOVIC IN SIMON SPACAPAN

Povzetek Skripta Matematika 1 zajema osnovna znanja matematike, ki ga
potrebujejo Studentje visokoSolskih programov Fakultete za gradbenistvo,
prometno inzenirstvo in arhitekturo. V prvem delu skripte so predstavljena
poglavja iz podro¢ja analize, v drugem delu pa poglavja iz podrocja algebre.
Natancneje, zacnemo z zaporedji, kjer opredelimo osnovne pojme, kot so
omejenost, monotonost in konvergenca zaporedja. Sledi poglavije, ki na kratko
predstavi kompleksna Stevila in operacije med njimi. Nato so opisane osnovne
elementarne funkcije ter predstavljena pojma limita funkcije in zveznost.
Definiramo odvod funkcije in pokazemo njegovo uporabo pri doloc¢anju lokalnih
ekstremov. Odvodu sledi definicija integrala skupaj z njegovo uporabo. Prvi del
skripte zaklju¢uje poglavje o funkcijah dveh spremenljivk. V drugem delu
predstavimo geometrijske vektorje in operacije med njimi. V nadaljevanju
obravnhavamo premice in ravnine v prostoru. Skripto zaklju¢imo s poglaviem o
matrikah, kjer opisSemo osnovne matricne operacije, sisteme enacb in matriko
linearne preslikave.

Klju¢ne besede: * zaporedja * funkcije * odvod * integral * vektorji ® sistemi enacb
* matrike ¢

NASLOVA AVTORJEV: dr. Tina Sovi¢, asistentka, Univerza v Mariboru, Fakulteta za gradbenistvo, prometno
inzenirstvo in arhitekturo, Smetanova ulica 17, 2000 Matibor, Slovenija, e-posta: tina.sovic@um.si. dr. Simon
Spacapan, izredni profesor, Univerza v Mariboru, Fakulteta za gradbeniitvo, prometno inZenirstvo in
arhitekturo, Smetanova ulica 17, 2000 Maribor, Slovenija, e-posta: simon.spacapan@um.si.

DOT https://doi.org/10.18690/978-961-286-156-8 ISBN 978-961-286-156-8
© 2018 Univerzitetna zalozba Univerze v Mariboru
Dostopno na: http://press.um.si



Kazalo

Zaporedja
Kompleksna stevila
2.1 Definicija . . . . . ..o
2.2 Racunske operacije v C . . . . . ...
2.2.1 Sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje . . . . . . ..
2.2.2 Konjugiranje . . . . .. ... oo
2.2.3 Absolutna vrednost . . . . . .. ...
2.3 Polarnizapis. . . . . . ...
2.3.1 Koreni kompleksnih stevil . . . . ... .. ... ... ...
Funkcije
3.1 Definicija in osnovne lastnosti funkcije . . . . . .. .00 L.
3.2 Pregled elementarnih funkcij . . . . . .. ..o 000000
3.2.1 Linearna funkcija . . . . . .. .. ..o
3.2.2 Kvadratna funkcija . . . . .. ..o o000
3.2.3 Potencna funkcija . . . . .. ..o
3.2.4 Korenska funkcija . . . . . ... o000
3.25 Polinomi . . . . ... ...
3.2.6 Racionalna funkcija . . . . . .. ..o
3.2.7 Eksponentna funkcija . . . . . .. ...
3.2.8 Logaritemska funkcija . . . . . ... ...
3.2.9 Trigonometricne funkcije . . . . . .. ...
3.2.10 Krozne funkcije . . . .. . ..o
3.3 Limita funkcije . . . . . ..o
3.4 Zvezne funkcije . . . ..o
Odvod
4.1 Definicija in geometrijska interpretacija . . . . . . . . .. ... ..
4.2 Lastnosti odvedljivih funkcij . . . . . .. ..o
4.3 Vi§ji odvodi funkcije . . ... oo
4.4 L’Hospitalovo pravilo . . . . . . .. .. ... ...
4.5 Lokalni ekstremi, narascanje, padanje . . . . . . . . ... ... ..

13
13
14
14
14
14
15
16

17
17
19
19
19
20
21
22
23
24
25
27
30
31
32



vi KAZALO
4.6 Konveksnost, konkavnost in prevoji . . . . . ... ... 40
4.7 Taylorjeva formula . . . . . .. ... 0oL 41

Integral 43
5.1 Nedoloceni integral . . . . . .. ... ... 00 43
5.2 Integracijske metode . . . . . ... ... L. 44

5.2.1 Uvedba nove spremenljivke (substitucija) . . . . . . . . .. 44
5.2.2 Integracija po delih (per partes) . . . . . .. ... ... .. 45
5.3 Doloceni integral . . . . . . ..o 46

Funkcije dveh spremenljivk 53
6.1 Definicija . . . . . .. 53
6.2 Parcialniodvodi. . . . . .. ..o 54
6.3 Lokalni ekstremi funkcije dveh spremenljivk . . . . . . ... . .. 55

Vektorji 57
7.1 Osnovni pojmi . . . . . . . .. 57
7.2 Racunske operacije . . . . . .. ..o 58

7.2.1 Sestevanje vektorjev . . . . .. ..o 58
7.2.2  Odstevanje vektorjev . . . . .. ... 59
7.2.3 Mnozenje vektorja s skalarjem . . . . .. ... 000 60
7.2.4 Skalarni produkt . . . ... ..o 61
7.2.5 Vektorski produkt . . . . . ... 62
7.2.6 Mesani produkt . . ... ..o 64
7.3 Linearna odvisnost in neodvisnost vektorjev . . . . . ... .. .. 65
7.4 Analiti¢na geometrija v prostoru R* . . . . . ... ... ... ... 66
7.4.1 Enacba premice vIR® . . . ... ... 66
7.4.2 Enacbartavnine vR3 . .. ... 67
743 RazdaljevR3 . . ... ... 69

Matrike 71
8.1 Definicija in posebni primeri . . . . . .. ... 71
8.2 Racunske operacije . . . . . .. .. o 73

8.2.1 Sestevanje matrik . . . . .. ..o o000 73
8.2.2 Mnozenje matrik s skalarjem . . . . . .. ..o 73
8.2.3 Mmnozenje matrik . . .. ..o 73
8.2.4 Transponiranje matrike . . . . . . ... ..o 74
8.3 Determinanta matrike . . . .. ... ..o 75
8.4 Inverzna matrika . . . . ... ..o 79
8.4.1 Iskanje inverzne matrike s pomocjo razsirjene matrike . . . 79
8.4.2 Iskanje inverzne matrike s pomocjo adjungirane matrike . . 80
8.5 Sistemi linearnih enacb . . . . . . . .. ..o 00000 81

8.5.1 Gaussova eliminacija . . . . . . . .. ... ... ... 82



KAZALO

8.5.2 Cramerjevo pravilo
8.6 Matrika linearne preslikave

Vil



Predgovor

Skripta je namenjena Studentom prvega letnika visokoSolskega programa grad-
benistvo Univerze v Mariboru. Poglavja, ki so obravnavana v skripti so iz po-
droc¢ja algebre in analize, in sledijo uénemu nac¢rtu predmeta Matematika 1.

Student naj uporablja skripto pri ucenju in utrjevanju snovi. Ob tem naj
omenimo, da skripta ne vsebuje vseh podrobnosti, kot so recimo dokazi in iz-
peljave posameznih trditev in izrekov ter resitve primerov, za katere zelimo, da
jih Student osvoji pri predmetu Matematika 1. Zato skripta lahko sluzi zgolj
kot vodilo in dopolnilo predavanjam, kjer je snov predstavljena v celoti in kjer
so posamezni izreki tudi izpeljani in pospremljeni s stevilnimi opombami, ki jih
razlagajo.



Zaporedja

Zaporedje je funkcija iz mnozice naravnih stevil N v mnozico realnih stevil R:
a:N— R

a(n) imenujemo n-ti ¢len zaporedja in pisemo
a(n) = a,.

Zaporedja veckrat zapisujemo tudi tako, da navedemo prvih nekaj ¢lenov:

(an) = (a1, az,as,...).

Zgled 1. Navedimo nekaj znanih primerov zaporedij:

a) zaporedje reciprocnih vrednosti a, = %, oziroma a, = (1, %, %, }L, %, .. )

L . . .. . _1)n .
b) alternirajoce zaporedje reciproc¢nih vrednosti a, = u, oziroma a, =
n

1 111
(-L%-355 )
c) aritmeticno zaporedje: any1 = a, +d, a;,d € R

¢) geometrijsko zaporedje: a,.1 = qa,, a1,q € R

d) Fibonaccijevo zaporedje: a3 = as =1 in a, = ap_1 + a2 zan >3



Zaporedje (a,) je narascajoce, ce za vsak n € N velja

an—1 < a,, oziroma a, — a,_1 > 0.
Zaporedje (a,) je padajoce, ¢e za vsak n € N velja

Gp_1 > Gy, OZITOMA Gy — A1 < 0.
Zaporedje je monotono, ¢e je narascajoce ali padajoce.
Opomba 1.1. Ce v zgornjih definicijah neenakosti zamenjamo za stroge neena-
kosti, dobimo definiciji strogo naraséajocega in strogo padajocega zaporedja.
Primer 1. Ali je aritmeti¢no zaporedje monotono?

Primer 2. Ali je geometrijsko zaporedje monotono?

Primer 3. Ali je Fibonaccijevo zaporedje monotono?

14+n

573 monotono.

Primer 4. PokaZi, da je zaporedje a, =

Stevilo M je zgornja meja zaporedja (a,), ¢e za vsak n € N velja

an, < M.

Stevilo m je spodnja meja zaporedja (a,), ¢e za vsak n € N velja

m < a,.

Zaporedje, ki ima kakSno zgornjo mejo imenujemo navzgor omejeno zapo-
redje.

Zaporedje, ki ima kaksno spodnjo mejo imenujemo navzdol omejeno zapo-
redje.

Zaporedje, ki je navzdol in navzgor omejeno, imenujemo omejeno zaporedje.
Najmanjso zgornjo mejo zaporedja (a,) imenujemo natanéna zgornja meja
zaporedja ali supremum zaporedja. Oznacimo ga z

sup(ay,).

Najvecjo spodnjo mejo zaporedja (a,) imenujemo natanéna spodnja meja za-
poredja ali infimum zaporedja. Oznacimo ga z

inf(a,).
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POGLAVJE 1. ZAPOREDJA

Opomba 1.2. [z zgoraj zapisanih definicij sledi
m < inf(a,) < a, <sup(a,) <M

za vsak n € N.

2—3n
1+n -~

Primer 5. Naj bo a,, =
a) Ce obstaja, zapisi kaksno spodnjo in kaksno zgornjo mejo zaporedja (a,).
b) Poisci supremum in infimum zaporedja, ce obstajata.

Primer 6. Preuci monotonost in omejenost splosnega geometrijskega zaporedja
glede na lastnosti parametra q.

Naj bo € > 0 poljubno majhno stevilo. Odprti interval
(a—e,a+¢)

imenujemo e-okolica stevila a.

a-& a a+é& R

Stevilo a € R je limita zaporedja (a,), ¢e velja
Ve >0,3ng e N:n >ng=|a, —a| <e.

Ce je a limita zaporedja (a,), pisemo

a = lim a,.
n—o0

Opomba 1.3. Stevilo a € R je limita zaporedja (ay), ¢e so od nekega clena
naprej vsi cleni zaporedja znotraj e-okolice stevila a.

Ce zaporedje ima limito, pravimo, da je konvergentno. V nasprotnem primeru
recemo, da je zaporedje divergentno.

Stevilo s € R je stekalisée zaporedja (a,), ¢e vsaka okolica stevila s vsebuje
neskon¢no (a ne nujno vseh) ¢lenov zaporedja (ay,).

Izrek 1.4. Ce ima zaporedje vec kot eno stekalisce, je divergentno.

Izrek 1.5. Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.

11



Trditev 1.6. Ce je (a,) naraicajoce in omejeno zaporedje, potem (a,) konvergira
k supremumu. Ce je (a,) padajoce in omejeno zaporedje, potem (a,) konvergira
k infimumu.

Zgled 2. Zaporedje

1 n
an—(l—i——)
n

je konvergentno in velja lim a, = e ~ 2.71828.
n—oo

Izrek 1.7. Naj bosta (a,,) in (b,) konvergentni zaporedji in naj velja lim a, = A
n—oo

ter lim b, = B. Potem velja:
n—oo

lim (a,, + b,) = A+ B,

n—0o0

lim (a,b,) = AB,

n—o0

Opomba 1.8. Zadnja enakost izreka velja, ce je b, # 0 za vsakn € N in B # 0.

Primer 7. Pokazi, da je a,, = ;15 konvergentno zaporedje.

(=D"n
n+1

Primer 8. Ali je zaporedje a,, = konvergentno?

3n

Primer 9. lzracunaj limito zaporedja a, = 75

Primer 10. Poisci stekalisca zaporedja

111
n) — 1,—,1,—,1,—,... .
(an) < 216 )

Primer 11. Naj bo a, = # Od katerega clena naprej so vsi ¢leni zaporedja v
1—10—0k0lz'ci tocke 0 ¢

12



Kompleksna stevila

2.1 Definicija

Kompleksna Stevila so oblike

z =T+ 1y,
kjer sta x in y realni stevili. Stevilo 2 imenujemo realni del kompleksnega tevila
z in ga ozna¢imo z Re(z), y imenujemo imaginarni del kompleksnega stevila z
in ga ozna¢imo z Im(z), 7 pa je imaginarna enota, za katero velja

i =—1.

Mnozico kompleksnih stevil oznacujemo s C. Torej:

C={z+iy|z,yeR}.

Kompleksna stevila ponazorimo kot tocke v kompleksni ravnini:

Im
bboooooee a+ib
0 a R,e

13



2.2. RACUNSKE OPERACIJE V C

2.2 Racunske operacije v C

2.2.1 Sestevanje, odstevanje, mnozZenje in deljenje

Naj bo z; = a1 + by in 25 = ay + 1by. Tedaj definiramo

21 + Z9 = (CL1 + CLQ) -+ Z(bl + 52),
21 — 29 = ((11 — ag) + Z(bl — bg),
Z1 Ry = Q1G9 — ble + i(a2b1 + albg),

ﬁ . a1ao + ble _blag — CL1b2
29 a3 + b3 a3 + b3

2.2.2 Konjugiranje
Naj bo z = a + tb. Tedaj kompleksno stevilo
zZ=a—1b

imenujemo konjugirano stevilo stevila z.

2.2.3 Absolutna vrednost

Naj bo z = a+1ib. Tedaj |z| oznacuje absolutno vrednost kompleksnega stevila z,
ki je enaka razdalji kompleksnega Stevila z do koordinatnega izhodis¢a (Ce nanj
gledamo, kot na tocko v kompleksni ravnini). Iz Pitagorovega izreka sledi:

|z| = Va? + b2

Im
B b z=a+ib
|z §
0 @ Re
B 'z=a-ib

14



POGLAVJE 2. KOMPLEKSNA STEVILA

Primer 12. V kompleksni ravnini predstavi mnoZico tock:
a) {z€C|0<Im(z) <5}
b) {z € C | Im(z) = Re(z) + 1}
c) {zeC| |z| =2}
i) {zeC|1< |21 <3}
d) {z€C | Re(z) >0in |z] <4}
Primer 13. Naj bo 2y =2+ 3i in 2o = 1 — i. Izracunay:
a) z1 — 229
b) z1- 29
c) 2
¢) |z + 2o
d) (3z1 4 22)2

2.3 Polarni zapis

Kompleksno stevilo z = a + b lahko zapiSemo v polarni obliki

z =r(cos @+ isiny),
kjer je r = |z| = Va? + b% in

b

arctan ce je a >0,
— arg(z) — 7T+arctan§ ce je a <0,
L cejea=0inb>0,
-5 cejea=0in b < 0.
Im]
bbb Iz=a+zb
r=z| :
9 ; ,
0 a Re

15



2.3. POLARNI ZAPIS

Primer 14. Stevilo z zapisi v polarni obliki in ga predstavi v kompleksni ravnini.

a) z=2+3i
b) z=—-5+1
c) z=—4i

Trditev 2.1. Naj bo z; = r1(cos 1 +isingy) in zo = ra(cos ps +isin ). Tedaj
je
2129 = 11732 (cos(p1 + o) + isin(p1 + 2)) .
Trditev 2.2. Naj bo z =r(cosp +ising) inn € Z. Tedaj je
2" = 1" (cos(ny) + isin(ny)) .

2.3.1 Koreni kompleksnih Stevil

Naj bo u € C. Tedaj je /u je vsako kompleksno stevilo z, za katero velja 2™ = u.
Torej:
Vu=z2e22"=u.

Trditev 2.3. Naj bou = r(cos p+ising), ¢ € [0,27). Tedaj ima enacba Yu = =z

resitve ok o
2= Ur (cos (f + —W> + isin <£ + —W)) :
n n n n

pri cemer ima parameter vrednosti k =0,1,2,...,n — 1. Skupno torej obstaja n
razlicnih resitev.

Primer 15. Naj bo 2y =2+ 3i in 2o = 1 — i. Izracunay:
a)
b) 2z
c¢) oba korena \/z1

¢) wvse Stiri korene /z3

Primer 16. Poisc¢i vse mozZne resitve spodnjih enach:
a) 2% = 4i
b) 22 =2—3i
c) 22 +22—-22=0

16



Funkcije

3.1 Definicija in osnovne lastnosti funkcije
Funkcija f : A — B je predpis, ki vsakemu elementu iz mnozice A priredi

natanko en element iz mnozice B. V tem poglavju bomo obravnavali funkcije f,
za katere je A, B C R in jih imenujemo realne funkcije. Ce funkcija f stevilu

x € A priredi stevilo y € B, tedaj pisSemo

y = f(x)

in y imenujemo slika elementa z ali funkcijska vrednost v tocki x.
Graf realne funkcije f je mnozica tock

Ty={(z,y) eR* |y = f(x)}.

Naravno definicijsko obmocje realne funkcije f je mnozica Dy vseh = € R,

za katere je predpis f definiran.
Zaloga vrednosti funkcije f je mnozica vseh rezultatov predpisa f:

Zy ={f(x)|z € A}.

Opomba 3.1. Za realno funkcijo f lahko definicijsko obmocje in zalogo vrednosti
odcitamo iz grafa funkcije:

o Dy je projekcija grafa funkcije f na os x.

o Z; je projekcija grafa funkcije f na os y.

Zgled 3. Na sliki je graf funkcije f(x) = 1+ \/x. Razberemo lahko, da je
Dy =[0,00) in Zy = [1,00).

17



3.1. DEFINICIJA IN OSNOVNE LASTNOSTI FUNKCIJE

Dy

Funkcija f : A — B jeinjektivna, ce se razli¢na elementa iz mnozice A preslikata
v razlicna elementa iz mnozice B:

Yay,as € A:ay # as = f(a1) # f(ag).
Funkcija f : A — B je surjektivna, ce je vsak element iz mnozice B slika
kaksnega elementa iz mnozice A:
Vbe B,da€ A: f(a)=0b.
Funkcija f : A — B je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna hkrati.
Naj bosta f: B — C'in g : A — B funkciji. Sestavljena funkcija ali kompo-

zitum funkcij f in g je funkcija f o g definirana s predpisom
(f 0 9)(x) = flg(a)).
Opomba 3.2. Kompozitum f o g funkcij f in g je definiran za tiste v € Dy, za
katere je g(x) € Dy.
Funkcija f~!: B — A je obrat ali inverz funkcije f : A — B, e velja
y=flz)e [Ty =2
Opomba 3.3. Inverz f=1 funkcije f je definiran, ée je f bijektivna.

Primer 17. Doloci sestavljeni funkciji fog in go f, ter njuni definicijski obmocyi
i zalogi vrednosti.

a) f(x)=x+3, glx) =2r -5

) f(z) =2 — 3, glz) = 25

c) f(z)=¢€", g(x) =sin(z)
Primer 18. Doloci inverz funkcije f.

a) [:R=>R f(z)=2+3
b) f:]0,00) > R, f(z)=2*—1

18



POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.2 Pregled elementarnih funkcij

3.2.1 Linearna funkcija

Linearna funkcija je funkcija definirana s predpisom
f(z) =kx +n,

kjer sta k,n € R.

Graf linearne funkcije je premica.

Premica skozi tocki T7(z1,y1) in To(x2, y2) ima smerni koeficient

L — Y2 — Y1
To — Iq

Primer 19. Zapisi enacbo premice, ki gre skozi tocki Ty in T5.
a) T1(3,2), To(—1,3)
b) Ti(1,2), Tx(4,2)
c) T1(4,-2), T»(4,5)

3.2.2 Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija je funkcija definirana s predpisom
f(z) = ax® + bz +c,

kjer so a,b,c € R in a # 0.

19



3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

Graf kvadratne funkcije je parabola.

Diskriminanta: D = b? — 4ac

Nicle: x5 = %ﬁ

Primer 20. Narisi graf kvadratne funkcije f.
a) f(x)=2*>+5x+6
b) f(z)=—2*—3z+4
c) flx)=a*+x+1

¢) f(z) = —22% —4x — 2

3.2.3 Potencna funkcija

Potencna funkcija je funkcija definirana s predpisom
flx) =a",

kjer je n € Z\{0} in Z oznacuje mnozico celih stevil, torej Z = {0, £1,+2, £3,...}.

D._ R zan >0,
771 R\ {0} zan<O.

20



POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.2.4 Korenska funkcija

Korenska funkcija je funkcija definirana s predpisom

kjer jen € Ny n > 1.
Pri tem velja:

Vr=y <= v=y"

D, — R za lih n,
771 [0,00) zasod n.

151
10+

05+

-05F

I I I I I
0.5 10 15 20 25

I
30

Opomba 3.4. Korenska funkcija je inverzna potencni funkciji.
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3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

3.2.5 Polinomi

Polinom stopnje n je funkcija definirana s predisom
f(x) = anxn + a'n—lxn_1 + ...+t a1x + ag,

kjer a, #0ina; e Rzai=0,1,...,n.

Dy =R.

201 ;

/.o o5 hsvj/o

Izrek 3.5. Polinom f stopnje n ima najvec n realnih nicel. Natancneje, polinom
f stopnje n ima natanko n kompleksnih nicel, od katerih so nekatere lahko tudi
veckratne.

Posledica tega izreka je, da lahko poljuben polinom stopnje n zapisemo v obliki:

f(z) =an(x — 1) (x —29) ... (x — x),

kjer so x1, 29, ..., 2, € C nicle polinoma f.

Opomba 3.6. Linearna in kvadratna funkcija sta le posebna primera polinoma.

Primer 21. Skiciraj graf polinoma f.

a) flz)=2°—=x
b) f(x) =2 —62° — 222 + 122

22



POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.2.6 Racionalna funkcija

Racionalna funkcija je funkcija definirana s predpisom

kjer sta p in ¢ polinoma.

Dy =R\ {z | ¢(x) = 0}.

Asimptota racionalne funkcije je kvocient, ki ga dobimo pri deljenju polinoma p
s polinomom q.

Primer 22. Skiciraj graf racionalne funkcije f in zapisi njeno asimptoto.

a) fz) =5
b) flx) =35

C) f(a:) _ 2%45246

23



3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

3.2.7 Eksponentna funkcija

Eksponentna funkcija je funkcija definirana s predpisom

kjer je a > 0 in a # 1.
D; =R, Z; = R
Ce je a € (0,1), je funkcija f padajoca, sicer je narascajoca.

Pogosta in za nas posebej zanimiva primera eksponentne funkcije sta fi(x) = e”

in fo(x) =™ = (7).

Pravila za racunanje z eksponenti :
ed"=1ina' =a

e a”a¥ = a1V

Primer 23. Skiciraj graf funkcije f.

a) f(x)=2""
b) f(z) =3e"—1

¢) f(z)=(3)"

24



POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.2.8 Logaritemska funkcija

Logaritemska funkcija je funkcija definirana s predpisom

f(z) =log,(x),
kjer je a > 0, a # 1.

Dy =R*, Z; =R.

Velja:
log,(z) =y <= o’ =2

Ce je a € (0,1), je funkcija f padajoca, sicer je naradéajoca.

Opomba 3.7. Logaritemska funkcija je inverzna eksponentni funkciji.

Pravila za racunanje z logaritmi:

Opomba 3.8.
e log () imenujemo desetiski logaritem in ga oznacujemo z log(x).

e log (z) imenujemo naravni logaritem in ga oznacujemo z In(x).

25



3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

Primer 24. Skiciraj graf funkcije f.
) J(z) = log (v)
b) f(x) =logy(x +1)
¢) f(x) = 2log(x)
¢) f(x) =1—In(z)

Primer 25. Resi enacbe.

a) 2776 =32
b) 9215 = 27
c) 5273 =18

¢) 841 = 205
d) 547 = 311

) 2521 1 1253m+4

Primer 26. Resi enacbe.

a) logs(Tz + 3) = logs(5z + 9)
b) log;(x — 3) + log,(z + 3) = log,(14)
c) logy(bx +7) =5
¢) In(dx — 1) =3
d) logy(9z + 2) =
e) log,(x) + log,(x — 12) = 3
£) log,(2x + 1) = log,(z + 2) — log,(3)
g) logy(z + 1) — logy(z — 4) = 3
(

h) logg(z +4) + logg(x — 2) = logg(4x)
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POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.2.9 Trigonometri¢ne funkcije

Funkcija f(z) = sin(z)

1.0
¥
6 4 2 ‘5 2 V
-1.0
[ ] Df = R
® Zf = [_17 1]

o sin(z + 2km) = sin(x) za k € Z
e Nicle: sin(z) =0 <= v =kn,keZ

e Max: sin(z) =1 <= z =5 +2km, k€ Z

e Min: sin(z) = -1 <= v = -5 +2km, k€ Z

Primer 27. Skiciraj graf funkcije f.

a) f(z) =sin(2x + %)
b) f(x) =sin(3r — %)
c) f(z)=sin(bx + )

Funkcija f(z) = cos(x)

-0.5
-1.0

6 4 _ E
[ ] Df =R
o Zp=[-1,1]
o cos(z + 2km) = cos(z) za k € Z

27
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3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

e Nicle: cos(z) =0 <= z =5 +km kecZ
o Max: cos(z) =1 <= x=2km,ke€Z

e Min: cos(z) = -1 <= x=n+2km,k€Z

Primer 28. Skiciraj graf funkcije f.

a) f(z) = cos(2z + %)
b) f(x) = cos(3x — 7)
c) f(x) = cos(bx + )

Funkcija f(z) = tan(x)

o tan(z) = 2

e Dy =R\ {5 +kn|keZ}

o Z; =R

e tan(z + km) = tan(x) za k € Z

Nicle: tan(z) =0 <= sin(z) =0 <= v =km, k€ Z

28




POGLAVJE 3. FUNKCLJE

Lastnosti triginometricnih funkcij

Ll
»

sin(x),

cos(x)

e sin’(z) + cos’(z) = 1

o sin(2z) = 2sin(z) cos()

e cos(2z) = cos®(z) — sin®(z)

o sin(x + ) = cos(x)sin(y) + sin(x) cos(y)

e cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

v

x (rad) | z (deg) | sin(z) | cos(x)
0 0 0 1
§ol o0 | | Y
P2y
5ol 60 |
s 90 1 0
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3.2. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

3.2.10 Krozne funkcije

Krozne funkcije so funkcije, ki so inverzne trigonometricnim funkcijam.
Funkcija f(z) = arcsin(x)

|

—os|

~10}

Funkcija f(x) = arccos(x)

05

\
0 70‘5 0. 1\0
Funkcija f(x) = arctan(x)
10F
05F
4 > 2 4

05¢F
-10¢
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POGLAVJE 3. FUNKCLJE

3.3 Limita funkcije

Naj bo a € R. Okolica tocke a je vsak odprti interval s srediS¢em v tocki a.

e-okolica je mnozica
Oa) = (a—¢e,a+¢),

kjer je € > 0.

Punktirana c-okolica tocke a je okolica, ki ji odvzamemo srediséno tocko. To
je mnozica
O(a) = (a—e,a+5)\{a},

kjer je € > 0.

Stevilo L € R je limita funkcije f, ko gre  proti a, ée je f(z) tako blizu L
kakor hoc¢emo, ¢e je le x dovolj blizu a.

Natancneje:

Stevilo L € R je limita funkcije f, ko gre a proti a, ¢e za vsako okolico O(L)
Stevila L, obstaja punktirana okolica O (a) tocke a, tako da velja:

reO(a)= f(x) € O(L).
Oziroma:

Stevilo L € R je limita funkcije f, ko gre x proti a, ¢e za vsak € > 0 obstaja
0 > 0, tako da velja

O<l|r—a|l<d=|f(x)—L|<e.
Ce je L je limita funkcije f, ko gre  proti a, to zapisemo kot

lim f(z) = L.

r—a
Primer 29. S pomocjo definicije limite preveri, da velja

lim(kx +n) =n.

x—0
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3.4. ZVEZNE FUNKCIJE

Primer 30. Izracunaj limito.

2 .2
o) lim &M =2
h—0

sin(z + h) — sin(z)

b) lim

h—0 h
¢) lim cos(z + h) — cos(z)
h—0 h

Izrek 3.9. Naj bo lim f(x) = A in lim g(x) = B. Potem velja

Tr—ra r—ra

(i) lm(f(x) + g(x) = A+ B.

(ii) lim(f(z) - g(x)) = A - B.

Tr—a

(iii) Hb% - %, ée B#0.

Primer 31. Izracunaj limito.
i 22— 1
a) il_)ﬂ%(x_l +3x)

2 —
b) lim (M : 435)

r—1 Qj4 — 1

3.4 Zvezne funkcije

Funkcija f je zvezna v tocki a, ¢e velja

lim f(x) = f(a).

r—a

Oziroma:

Funkcija f je zvezna v tocki a, ¢e za vsako okolico O(f(a)) tocke f(a) obstaja
okolica O(a) tocke a, tako da velja

z € 0(a) = f(x) € O(f(a)).
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POGLAVJE 3. FUNKCLJE

Opomba 3.10. [z definicije sledi, da je funkcija f zvezna v tocki a, ce se tocke
blizu a s preslikavo f preslikajo v tocke blizu f(a).

Opomba 3.11. Graf funkcije, ki je povsod zvezna, se nikjer ne pretrga.

Izrek 3.12. Naj bosta funkciji f in g zvezni v tocki a. Potem so v tej tocki zvezne
tudi funkcije f+ g, f+g in %, kjer je g(a) # 0.

Izrek 3.13. Naj bo funkcija g zvezna v tocki a in funkcija f zvezna v tocki g(a).
Potem je v tocki a zvezen tudi kompozitum funkcij f o g.
Izrek 3.14. Naj bo funkcija [ zvezna na zaprtem intervalu [a,b]. Potem velja:

(i) Funkcija f na intervalu [a,b] doseze maksimum M.
(i1) Funkcija [ na intervalu [a,b] doseze minimum m.

(iii) Funkcija f na intervalu [a,b] doseze vse vrednosti med m in M.
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3.4. ZVEZNE FUNKCIJE
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Odvod

4.1 Definicija in geometrijska interpretacija

Odvod funkcije f v tocki z € R je tako stevilo f'(x), da velja
) — i L@ = @)

h—0 h

Ce ta limita obstaja recemo, da je funkcija f odvedljiva v tocki .

Funckija f je odvedljiva na intervalu (a,b), ¢e je odvedljiva v vsaki tocki tega
intervala.

Diferencni koli¢nik, ki nastopa v definiciji odvoda

flx+h) = fx)
h

je enak smernemu koeficientu sekante na graf funkcije skozi tocki A(x, f(z)) in
B(z + h, f(x + h)).

Y

B y=fx)
flath) 1 df

Ay=flacth)-fx)

X h x+h X

Opomba 4.1. Odvod f'(z) je enak smernemu koeficientu tangente na graf funckije
f v tocki x.
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4.2. LASTNOSTI ODVEDLJIVIH FUNKCLJ

Diferencial funkcije f v tocki x je definiran kot

dy = f'(x)dx.

Opomba 4.2. Odvod funkcije f oznacujemo tudi z

d d
foy=2=9.

. .- .o .. . d((EQ) -
Primer 32. S pomocjo definicije odvoda pokazi, da je =5— = 2.

4.2 Lastnosti odvedljivih funkcij

Tabela odvodov pogostih elementarnih funkcij

f(z) f'(x)
" na" 1
sin(x) cos(z
cos(z) | —sin(x)
tan(z) COS%S:E)
COt(ZL‘) " sin? (z)
a® a”In(a)
e’ e’

. 1
arcsin(z) =
arccos(z) | — T
arctan(z) | 7.

In(x) 1

Izrek 4.3. Naj bosta f in g odvedljivi funkciji v tocki x. Potem velja
(1) (f +9)(x) = f'(x) + g'(2),
(i) (f-9)'(x) = f(x)g(x) + f(z)g'(x),

! "(z)g(x)—f(z)g' (z . .
(111) <£) (x) = T )9(9)2(5)( )g'(@) kjer je g(x) # 0.

Iz zgornjega izreka (tocka (i7)) sledi, da za vsak ¢ € R velja (c¢f(z)) = cf'(x).

Izrek 4.4. Naj bo funkcija g odvedljiva v tocki x in naj bo f odvedljiva v tocki
g(x). Potem velja

(fog)(x)= f'(g9(x))g ().
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POGLAVJE 4. ODVOD

Primer 33. Izracunaj odvod funkcije f:

Primer 34. Zapisi enacbo tangente na graf funkcije f(x) = 2° 4+ 3x — 2 v tocki
Ty = 1.

Primer 35. V kateri tocki grafa funkcije f(x) = Inx je tangenta vzporedna
premict y = v + 37

4.3 Visji odvodi funkcije

Naj bo f funkcija in f’ njen odvod. Ce je funkcija f* odvedljiva, potem njenemu
odvodu recemo drugi odvod funkcije f in pisSemo

(f/)/ — f//
Splosneje velja

£ = (£ 0y

kjer f oznacuje n-ti odvod funkcije f za n > 2.

Primer 36. Izracunaj prve tri odvode funkcije s predpisom f(x) = sin(x) + x3.

4.4 L’Hospitalovo pravilo

Izrek 4.5 (L’Hospitalovo pravilo). Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki
okolici tocke a. Recimo, da sta funkciji g in g’ na tej okolici razlicni od 0 in da
je

lim f(z) = lim g(x) =0

r—ra Tr—ra

ali
lim f(z) = lim g(z) = 0.

r—ra Tr—a
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4.5. LOKALNI EKSTREMI, NARASCANJE, PADANJE

/

Ce obstaja lim , potem velja

z—a g’(:p)

fl@) (@)

lim —~% = lim .
e gla) v g (@)

Primer 37. S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limito.
. V2—at—u
a) lim ——
r—1 1 — X
2

b) lim

x—00 HT

4.5 Lokalni ekstremi, narascanje, padanje

Funkcija f ima v tocki zy lokalni maksimum, ¢e obstaja d-okolica tocke xg),
tako da velja

fx) < f(zo)
za vsak x € (xg — 0,29 + 0).

Funkcija f ima v tocki g lokalni minimum, ¢e obstaja d-okolica tocke xq, tako

da velja
f(z) = f(xo)

za vsak x € (xg — §,z0 + 9).

Izrek 4.6. Naj bo f odvedljiva funkcija v tocki x¢ in naj ima v tocki xqo lokalni
ekstrem. Potem velja

f/(l’o) = 0

Tocko xq, v kateri je f'(xo) = 0, imenujemo stacionarna tocka funkcije f.

Opomba 4.7. Vsak lokalni ekstrem odvedljive funkcije je stacionarna tocka.
Obratno ne velja, stacionarna tocka ni nujno ekstrem.

Izrek 4.8 (Rolleov vizrek). Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [a,b] in od-
vedljiva na (a,b). Ce je f(a) = f(b), potem obstaja tocka ¢ € (a,b), tako da
velja

f'(c) = 0.
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POGLAVJE 4. ODVOD

Izrek 4.9. Naj bosta funkciji f in g zvezni na intervalu [a,b] in odvedljivi na
(a,b). Ce je ¢'(x) # 0 za vsak x € (a,b), potem obstaja tocka ¢ € (a,b), tako da
velja

Poseben primer prejsnjega izreka je naslednji izrek.

Izrek 4.10 (Lagrangeov izrek). Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Tedaj obstaja tocka ¢ € (a,b), tako da velja

f(b) — f(a)
b—a

= f'(c).

fto)
fb)r

fa)-ee

Izrek 4.11. Naj bo funkcija f odvedljiva na (a,b).

(i) Ceje f'(x) >0 za vsak x € (a,b), potem je f naraicajoca na (a,b).

(i) Ce je f'(x) <0 za vsak x € (a,b), potem je f padajoca na (a,b).
Izrek 4.12. Naj bo funkcija f dvakrat odvedljiva na neki okolici tocke xq in naj
bo f'(xg) = 0.

(i) Ce je f"(xo) > 0, potem ima f v tocki xo lokalni minimum.

(ii) Ce je f"(xo) < 0, potem ima f v tocki xo lokalni maksimum.

Primer 38. Naj bo f(z) = 23 — 2°.
a) Zapisi intervale naracangja in padanja funkcije f.
b) Zapisi koordinate lokalnih ekstremov funkcije f.

c) Skiciraj graf funkcije f.
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4.6. KONVEKSNOST, KONKAVNOST IN PREVOJI

4.6 Konveksnost, konkavnost in prevoji

Funkcija f je na intervalu [a, b] konveksna oz. ima graf ukrivljen navzgor, ce
daljica, ki jo dolocata tocki A(zx, f(z)) in B(y, f(y)), lezi nad grafom funkcije f
za vsak x,y € [a,].

Funkcija f je na intervalu [a,b] konkavna oz. ima graf ukrivljen navzdol, ce
daljica, ki jo dolocata tocki A(x, f(x)) in B(y, f(y)), lezi pod grafom funkcije f
za vsak x,y € [a,b].

Tocko z, v kateri funkcija f spremeni ukrivljenost (iz konveksne v konkavno, ali
obratno), imenujemo prevoj funkcije f.

Izrek 4.13. Naj bo funkcija [ dvakrat odvedljiva na (a,b).
(i) Ce je f"(x) >0 za vsak x € (a,b), potem je f konveksna na (a,b).

(ii) Ce je f"(x) <0 za vsak x € (a,b), potem je f konkavna na (a,b).

Izrek 4.14. Naj bo [ dvakrat odvedljiva funkcija v tocki xo in naj ima v tocki xq
prevoj. Potem velja

f//(l'o) = 0

Primer 39. Naj bo f(z) = %3t

72

a) Doloci intervale konveksnosti in konkavnosti funkcije f.

b) Doloci koordinate prevojev funkcije f.

Primer 40. Naj bo f(z) = z%e”.
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POGLAVJE 4. ODVOD

a) Doloci intervale naracanja in padanja funkcije f.

b) Doloci koordinate lokalnih ekstremov funkcije f.

c) Doloci intervale konveksnosti in konkavnosti funkcije f.
¢) Doloci koordinate prevojev funkcije f.

d) Skiciraj graf funkcije f.

4.7 Taylorjeva formula

Naj bo funkcija f veckrat odvedljiva funkcija in n € N. Tedaj polinom

"(a (n) u
@) = f@) + e —a)+ T —ap 4+ L0

(z —a)"
imenujemo Taylorjev polinom stopnje n funkcije f (razvit okoli tocke a).

Opomba 4.15. Taylorjeve polinome uporabljajo kalkulatoryi za racunanje pri-
blizkov funkcijskih vrednosti odvedljivih funkcij.

Izrek 4.16. Naj bo funkcija f (n+ 1)-krat odvedljiva funkcija na odprtem inter-
valu I in naj bo a € I. Za vsak x € I obstaja & € I, ki lezi med a in xz, tako da

velja
F()

n+1
(n+1)! '

fx) = Qulz) +

(x —a)
Clenu f(”“)(g)
n — m(l’ — a)”“

recemo ostanek Taylorjeve formule.

Primer 41. Zapisi Taylorjev polinom stopnje 5 funkcije

fz) =e*

in priblizno izracunaj \/e. Polinom razvij okoli tocke a = 0.

Primer 42. Zapisi Taylorjev polinom stopnje 5 funkcije
f(z) = sin(z)

in priblizno izracunag sin(9°). Polinom razvij okoli tocke a = 0.
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4.7. TAYLORJEVA FORMULA

Primer 43. Zapisi Taylorjev polinom stopnje 6 funkcije

f(x) = cos(x)

in priblizno izracunaj cos(18°). Polinom razvij okoli tocke a = 0.

Ce v Taylorjevi formuli
f(@) = Qu(x) + Rn(2),

za neko okolico tocke a velja lim R, (x) = 0 za vsak x iz te okolice, tedaj za te
n—oo

tocke lahko pisemo

"o 0 £n)(g
£o) = fla) + Fla)e—a)+ T —ap =3 Dy

n=0

V tem primeru recemo, da smo funkcijo f razvili v Taylorjevo vrsto okoli tocke

a.

Opomba 4.17. Definicijsko obmocje Taylorjeve vrste funkcije f je simetricen
interval oblike (—R, R). Pri tem $tevilo R imenujemo konvergencni polmer Tay-
lorjeve vrste funkcije f.

Primer 44. Funkcijo f(z) = cos(x) razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.

Primer 45. Funkcijo f(z) = ﬁ razvyy v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 6.

Primer 46. Funkcijo f(x) = /1 + x razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.
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Integral

5.1 Nedoloceni integral
Naj bo f: D — R funkcija, kjer je D C R. Funkcija F', za katero velja
Fix) = f(x)
za vsak © € D, se imenuje nedoloceni integral funkcije f. Oznacujemo ga z

F(z) = / (o) dz.

Izrek 5.1. Ce je F(x) nedoloceni integral funkcije f(x) je njen nedoloceni integral
tudi funkcija F(x) + C, kjer je C' poljubna konstanta.

Tabela integralov pogostih elementarnih funkcij

0 | @
" gf:}l +C
Z In|z|+C
sin(z) —cos(z) + C
cos(x) sin(x) + C
Cosi(x) tan(x) + C
— Sin%(x) cot(z)
ev e’ +C
\/a;fmz arcsin(2) 4 C
72112 In|z+ Va2 +a?|+C
i = arctan(%) + C

Primer 47. Pokazi, da je funkcija
F(z) = 2° + 622 + sin(x)

nedoloc¢eni integral funkcije

f(x) = 32° + 122 + cos(x) .
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5.2. INTEGRACIJSKE METODE

Primer 48. [zracunaj naslednje integrale.
a) [2*dx
b) [ dx
¢) [z *dx
¢) [xl0%3 da
4) [ Vads
&) [(z*+ va) da
f) [(@" + 523+ 4z +11)dx
g) [4dx

Trditev 5.2. Za poljubni funkciji f in g velja

[+ o@ o= [ s@ars [ o).

Trditev 5.3. Konstanto, ki nastopa kot faktor pod integralskim znakom, lahko
nesemo pred integral:

/cf(x)dx:c/f(:p)dx, za c € R.

5.2 Integracijske metode

5.2.1 Uvedba nove spremenljivke (substitucija)

Trditev 5.4. Naj bo v = u(x) odvedljiva funkcija. Ce ima funkcija f(u) ne-
doloceni integral, potem obstaja tudi nedoloceni integral funkcije f(u(x))u'(x) in
velja

[ fdu= [ fa@) @) ds.

Primer 49. Izracunaj naslednje integrale.
a) [(x+5)*dx
b) [(x—22)"dx
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¢) [a(x*+4)"0dx
¢) [V +6dx

d) [xv/22+8dx
e) [sin(z+ 3)dx
f) [ cos(z +6)dx
9) | hde

h) f x+3 dr

5.2.2 Integracija po delih (per partes)

Trditev 5.5 (formula per partes). Naj bosta u(z) in v(x) odvedljivi funkciji.
Potem velja

Opomba 5.6. Formulo obicajno zapisemo v obliki
/udvzuv—/vdu.

Primer 50. [zracunaj naslednje integrale.
a) [xe*dx
b) [(x+6)e” dx
¢) [asin(z)dx
¢) [ xcos(z)dx
d) [xn(x)dz
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5.3. DOLOCENI INTEGRAL

5.3 Doloceni integral

Definirajmo doloceni integral funkcije f na intervalu [a, b].

Naj bo f omejena funkcija na [a, b].

Interval [a, b] razdelimo na majhne podintervale s tockami
a = 50,51,52---,81-1,5n = b7

kjer je
Sp <S5 < S < v < Sp1 < Spy

y=fx)

a=s, s, s, b=s, X

Na vsakem podintervalu [s;_1, si| izberimo tocko z.
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POGLAVJE 5. INTEGRAL

Definirajmo Riemannovo integralsko vsoto funkcije f glede na zgornjo delitev
intervala [a, b] in izbiro tock zj:

Sa(f) = Zf(xk)dk, kjer je dj, = s — Sp_1.

k=1

{9 f) / —

X X, X X,
s, 1 s, 2 s, 3 n s, x
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5.3. DOLOCENI INTEGRAL

Doloceni integral funkcije f na intervalu [a,b], ozna¢imo ga z fab f(z)dz, je
limita integralske vsote, kjer posljemo

A = max {d;}

1<k<n

proti 0.

Torej:

b n
/a f(x)dz = iiinm;f(xk)dk.

Izrek 5.7 (Newton-Leibnitzova formula). Naj bo f zvezna na [a,b] in naj bo
F(z) = [ f(x)dx. Potem velja

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Primer 51. [zracunaj naslednje integrale.
1
a) / (2% + 32 — 22 + 2) dw
0
1
b) / (22* + 2% — 2z +12) dx
—1
3
c) / (2% + 8z — 2)dx
1

&) /0 v sin(z) do

d) /0 v cos(x) dz

dx

) /2:1:3+3a:2—2:1:+2
e
. x

2 4_22 6 5
f)/a: r° + 6x + d
1 T
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Izrek 5.8 (Izrek o srednji vrednosti). Naj bo f : [a,b] — R integrabilna funkcija
i naj bo
m = inf f(x)in M = sup f(x).

z€la,b] z€la,b]

Potem obstaja ¢ € [m, M|, tako da velja

b
C:bia/ f(z)dx.

Izrek 5.9. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Potem je funkcija F, definirana
z

Fa) = [
odvedljiva in velja F'(x) = f(x) za vsak x € [a,b].
Izrek 5.10. Naj bosta f,g : |a,b] — R zvezni in naj bo g(x) < f(x) za vsak

x € [a,b]. Potem je ploscina lika, ki ga omejujeta premici x = a in v = b ter
grafa funkcij f in g, enaka

Primer 52. [zracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f(x) = /x in
g(x) = 2?.

Primer 53. Izracunaj ploséino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f(x) = x + 1
in g(x) = ze~*" na intervalu [0,2].
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5.3. DOLOCENI INTEGRAL

Primer 54. Izracunaj ploséino lika, ki ga omejujeta grafa funkeij f(x) = 4z + 16
in g(x) = 2z* + 10.

Trditev 5.11. Naj bo f : [a,b] — R odvedljiva funkcija. Potem je dolZina loka
krivulje y = f(x) od tocke A(a, f(a)) do tocke B(b, f(b)) enaka

l:/ V14 (f(x))?de.

fa)
fb)

v

Primer 55. Izracunaj dolzino krivulje

2

Z/Zg(x—l)%

zal <z <A4.

Primer 56. [zracunaj dolzino krivulje

1 1
Y= éx?’ + 51:_1

odxy =1 do xe = 2.

Primer 57. [zracunaj dolzino krivulje
y = In(cos(z))
).

20

od tocke T1(0,0) do tocke To(7,In(
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POGLAVJE 5. INTEGRAL

Trditev 5.12. Naj bo f : [a,b] — R zvezna nenegativna funkcija. Potem je
volumen vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije y = f(x) okoli z-osi, enak

V= /abﬂ'f2(il,‘)dl’.

y=fx)

Primer 58. [zracunaj volumen vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije
y=ax>—4r+5

okoli x-0st na intervalu 1 < x < 4.

Primer 59. Izracunaj volumen vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije
y=a?+1
okoli x-o0si na intervalu —1 < x < 1.

Funkcija je zvezno odvedljiva, ce je odvedljiva in je njen odvod zvezen.

Trditev 5.13. Naj bo f : [a,b] — R zvezno odvedljiva funkcija. Potem je
poursina vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije y = f(x) okoli x-osi,

enaka
P :/ 2 f(x)\/1+ (f'(x))?dx.

Primer 60. Izracunaj povrsino vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije
y=+vV9— 122
okoli z-o0si na intervalu [—2, 2].
Primer 61. [zracunaj povrsino vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije
y= ;7

okoli x-o0si, za 2 < x <5.
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Funkcije dveh spremenljivk

6.1 Definicija

Funkcija dveh spremenljivk je funkcija
f:D—R,

kjer je D C R2. Tudi v sledecih definicijah naj bo D C R2.

Graf funkcije f : D — R je mnozica

Iy ={(z,y,2) |z = f(x,y) za (2,y) € D}.

Nivojnica funkcije f : D — R na nivoju t € R je mnozica

Ny ={(z,y)| f(z,y) = t}.

Presek grafa funkcije f : D — R z xz-ravnino je mnozica
{(z,2) ] f(2,0) = z}.

Presek grafa funkcije f : D — R z yz-ravnino je mnozica

{(y,2) | f(0,y) = 2}.

Primer 62. S pomocjo nivojnic in presekov narisi graf funkcije f.
W) f(5,y) =2+
b) flx,y) = /a* +y?
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6.2. PARCIALNI ODVODI

6.2 Parcialni odvodi
Parcialni odvod funkcije f: D — R po spremenljivki x v tocki (zo, o) je

0 L B
8_;2(960,.%) = fu(xo,90) = ’1112% o + >y0}1 f (o, y0) ‘

Opomba 6.1. Parcialni odvod po spremenljivki x pove, kako hitro se funkcija f
spreminja v T-Smert.

Parcialni odvod funkcije f: D — R po spremenljivki y v tocki (zg,yo) je

0 By
a_ch(an?JO) = fy(x0, %) = }lllg(l) J(@o, 40 + i)z (0, 90)

Opomba 6.2. Parcialni odvod po spremenljivki y pove, kako hitro se funkcija f
spreminja v y-Smeri.

Primer 63. Izracunaj parcialna odvoda f, in f, funkcije f.

a) f(z,y) = 32" + zy?

b) f(z,y) =day + €

¢) flz,y) = In(zy) +e* — 3

&) f(z,y) = sin(zy) + " — x

d) f(z,y) =cos(z+y)+e¥ —3y+1
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POGLAVJE 6. FUNKCIJE DVEH SPREMENLJIVK

Totalni diferencial funkcije f: D — R v tocki (zo,yo) je

df = fu(zo,yo)dx + fy(xo, yo)dy .
Sprememba funkcijske vrednosti f: D — R v tocki (zg,yo) je

Af = f(xo+dx,yo + dy) — f(x0,Yo) -

Opomba 6.3. Za majhne vrednosti dz in dy je df ~ Af in zato
f(xo +dz, yo + dy) ~ f(z0,y0) + df

Primer 64. S pomocjo totalnega diferenciala priblizno izracunaj
a) 3-1,02% +1,02-2,953
b) 4-1,05-2,98 + 1%

Parcialni odvodi drugega reda so definirani s predpisi

0? 0 (0

T 922 Or \ oz
2f 0 (0f
fyy:a—fa—y@—y)’
2f 9 [Of
fxy:@y@x:(?_y<£>'

Primer 65. [zracunaj vse parcialne odvode prvega in drugega reda funkcije f(x,y) =
3% + xy?.

6.3 Lokalni ekstremi funkcije dveh spremenljivk

Tocka (zg,yo) je lokalni maksimum funkcije f: D — R, ce je

f(zo,y0) = f(z,y)

za vsak (z,y) iz neke okolice tocke (o, yo).

Tocka (z9,yo) je lokalni minimum funkcije f: D — R, ¢e je

f(wo,0) < f(z,y)

za vsak (z,y) iz neke okolice tocke (zg,yo).

Tocka (z9,yo) je stacionarna tocka funkcije f: D — R, ce je

fﬂc($0ay0) = fy(ﬁfo,yo) =0.

95



6.3. LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJE DVEH SPREMENLJIVK

05 -.,,yﬂﬁllll l'“““*
05 S@‘\“ ¢ Iﬂﬂﬂﬂm

Izrek 6.4. Lokalni maksimum ali minimum parcialno odvedljive funkcije f : D —
R lahko nastopi samo v stacionarni tocks.
Naj bo (xg,y0) stacionarna tocka funkcije f: D — R in naj bo

o A= fiu(70,%0)
® B = fi,(0, )
o C= fyy(@o, y0).
Potem velja:
(1) Tocka (zo,yo) je lokalni maksimum funkcije f, ée je AC—B? >0 in A < 0.
(11) Tocka (x9,v0) je lokalni minimum funkcije f, ée je AC — B* >0 in A > 0.

(iii) Ce je AC — B% < 0 potem (x0,v0) ni niti lokalni maksimum niti lokalni

Primer 66. lzracunaj koordinate vseh lokalnih ekstremov funkcije f(x,y) = 223+
6xy* — 3y — 150z.
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Vektorji

7.1 Osnovni pojmi

Vektorje si predstavljamo kot usmerjene daljice.

// \\
/ N
/ \
/
,
/
/

Zacetna in koncna tocka vektorja sta doloceni s krajis¢ema daljice. Koncno
tocko na skici oznac¢imo s puscico. Skupaj dolocata usmerjenost vektorja.

Vektorja imata isto smer, ce sta vzporedna.

Dolzina vektorja v je razdalja od zacetne do kon¢éne tocke vektorja in jo
oznac¢imo z |v].

Vektor dolzine 0 imenujemo nicelni vektor in ga oznacimo z 0.

Vektorja, ki sta enako dolga in imata isto smer ter usmerjenost sta enaka.

Vektorja, ki sta enako dolga in imata isto smer ter obratno usmerjenost sta na-
sprotna.
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7.2. RACUNSKE OPERACIJE

Vsaki tocki T'(x,y, z) v prostoru R? pripada vektor 77 = (z,y, 2), ki ga imenujemo
krajevni vektor tocke T'(x,y, z). Vektor 7r je vektor z zacetno tocko 0(0,0,0)
in konéno tocko T'(z,y, 2).

Vektor z zacetkom v tocki A in koncem v tocki B je

AB = 75 — 7.

7.2 Racunske operacije

7.2.1 Sestevanje vektorjev

Naj bo @ = (ay,a,a3) in b= (b1, by, b3). Tedaj je vsota vektorjev @ in b enaka
vektorju
Ei+b = (CLl +b1,a2+b2,a3+b3>.
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POGLAVJE 7. VEKTORJI

Lastnosti operacije seStevanja vektorjev

7.2.2 (QOdstevanje vektorjev

Naj bo @ = (ay, az,a3) in b = (by, bs, bs). Tedaj je razlika vektorjev @ in b enaka
vektorju .
a—b= (a1 —bl,ag — bg,ag —bg).
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7.2. RACUNSKE OPERACIJE

Opomba 7.1. Odstevange vektorja gje enako pristevanju vektorja —g, torej @ —
b =a+ (=b). Tako lastnosti odstevanja lahko enostavno izpeljemo iz lastnosti

sestevanja.

7.2.3 Mnozenje vektorja s skalarjem
Naj bo @ = (a1, as,a3) in k € R. Tedaj je produkt vektorja a s skalarjem k enak

vektorju
kd = (k:al, k’ag, k’ag).
2a

4 s

Lastnosti operacije mnozenja vektorja s skalarjem

Za vse a, b € R3 in vse m,n € R veljajo naslednje lastnosti.

Primer 67. Podana sta vektorja @ = (—3,5,2) in b = (2,-3,1). Izracunaj
koordinate vektorjev

a) @+
b) 2d+ 3b

¢c) 3@ —5b
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7.2.4 Skalarni produkt

Naj bosta @ = (ay, as, as) in b= (b1, b, b3) vektorja. Skalarni produkt vektorjev
a in b je enak stevilu

a- g: &1[)1 + CLQbQ + agbg.
Izrek 7.2. Naj bosta a in b vektorja v R® in ¢ kot, ki ga oklepata. Tedaj velja

@-b=al|b| cos p.

Posledica 7.3. Dolzina vektorja d = (aq,aq,a3) je enaka
d| = Vad-d=\/a}+ a3+ a3

Posledica 7.4. Vektorja a in b sta pravokotna natanko tedaj, ko velja
a-b=0.

Posledica 7.5. Kot med vektorjema a in Z;je

< 6‘5 )
@ = arccos | ——= | .
|l - [b]

Primer 68. Podana sta vektorja @ = (—3,4,2) in b= (—2,3,1).

a) Izracunaj |@| in |b).
b) Lzracunaj @-b.

c) Izracunaj kot med vektorjema @ in b.

Trditev 7.6. Naj bo projag dolzina pravokotne projekcije vektorja b na vektor @
in naj bo projzd dolZina pravokotne projekcije vektorja @ na vektor b. Cedinb
oklepata kot o, ki je mangjsi od 5, tedaj velja

@-b=|alprojb = |l;|projgc_i.
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v

Opomba 7.7. Formula velja tudi v primeru, ko je kot p med vektorjema a in b
vecji od 5. V tem primeru projzb oznacuje negativno dolZino projekcije vektorja

b na nosilko vektorja a.

Primer 69. Podani so vektorji a = (—3,4, 2),5: (—4,1,3) inc=(—-2,1,2).
a) Izracunaj dolzino projekcije vektorja d na vektor b.
b) Izracunaj dolZino projekcije vektorja a na vektor C.

c¢) Izracunaj dolZino projekcije vektorja é na vektor b.

Lastnosti skalarnega produkta

Za vse d, I;, ¢ € R3 in vsak k € R veljajo naslednje lastnosti.

7.2.5 Vektorski produkt
Naj bo @ = (a1, as,as3) in b= (b1, b9, b3). Tedaj je vektorski produkt vektorjev @

in b enak vektorju

7 gk
axb= ay ag ag | = (a263 — (13b2, a3b1 — albg, Cl,lbg — a2b1>.
by by b3
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Opomba 7.8. Vektor a x I;je pravokoten na a in b. Njegova usmerjenost je
dolocena s pravilom desnosucnega vijaka.

lirimer 70. Podani so vektorji @ = (—3,4, 2),5 = (—4,1,3), ¢ = (5,2,-3) in
d=(-2,1,2).

a) Izracunaj @ x b.

b) Izracunaj @ x c.

¢) Izracunaj @ x b.

¢) Doloci kaksen vektor, ki je pravokoten na ¢ in d in ima dolzino 1.

d) Doloci kaksen vektor, ki je pravokoten na d in d in ima dolZino 2.

Izrek 7.9. Naj bosta a in b vektorja, ki oklepata kot ¢. Tedaj je dolZina vektor-
skega produkta @ x b enaka plascini paralelograma, ki ga oklepata @ in b:

S

@ x b| = |d| - |b] - sin .

Y

Bl

Primer 71. Podani so vektorji d = (—3,4, 2),5: (—=4,1,3) inc=(—-2,1,2).
a) Izracunaj ploséino paralelograma, ki ga napenjata vektorja a in b.
b) Izracunaj ploscéino trikotnika, ki ga napenjata vektorja a in ¢.
Lastnosti operacije vektorskega produkta
Za vse a, beR3invsak k € R veljajo naslednje lastnosti.

63
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Opomba 7.10. ad x b =0 natanko tedaj, ko sta vektorja a in b vzporedna.

7.2.6 Mesani produkt

Naj bo @ = (a1, as, as), b= (b1, b, b3) in €= (c1,ca,c3). Tedaj je mesani produkt
vektorjev d, b in ¢ enak stevilu

ay ag as
(&',b,E):(ELx )5: b1 bQ b3
C1 Co2 C3

Opomba 7.11. Za poljubne vektorje a, binC v prostoru R?® velja:
(@,b,8) = —(b,a, &) = (¢,@,b) = —(a,b) = (b,¢,a) = —(b,a).

Trditev 7.12. Mesani produkt vektorjev a, bin ¢ v prostoru R? je po absolutni
vrednosti enak volumnu paralelepipeda, ki ga oklepajo ti trije vektoryi.

Opomba 7.13. Vektorji a, bin & so koplanarni (t.5. lezijo v isti ravnini) natanko
tedaj, ko je (d,b,c) = 0.

I:rimer 72. Podani so vektorji @ = (—3,4, 2),5 = (—4,1,3), ¢ = (5,2,-3) in
d=(-2,1,2).

a) Izracunaj (a,b, 7).

b) Lzracunaj (d,b,d).

¢) Izracunaj volumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektoryi EL’,E in C.

¢) Ugotovi ali so vektorji @, c in cfk;oplanarni.
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7.3 Linearna odvisnost in neodvisnost vektorjev

Naj bodo v1,v3, ... v, vektorji in A1, o, ..., A, skalarji. Tedaj vektorju
AMOL + AU + ...+ A0,

pravimo linearna kombinacija vektorjev v1,vs3, ..., v, .

Vektorji 01,03, ..., v, so linearno neodvisni, ce je
MUT + A0 4 ...+ A, = 0
natanko tedaj, ko je Ay =X = ... =\, =0.

Vektorji so linearno odvisni, ¢e niso linearno neodvisni.

Opomba 7.14. Vektorji so linearno odvisni, ce lahko enega izmed njih zapisemo
kot linearno kombinacijo preostalih.

Baza prostora R" je vsaka mnozica n linearno neodvisnih vektorjev iz R". Vsak
vektor iz R" lahko zapisemo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev.

Zgled 4. Vektorji i = (1,0,0), j= (0,1,0) in k= (0,0,1) so baza prostora R3.
Imenujemo jo standardna baza R3.

Opomba 7.15. Vsak vektor v = (a, b, ¢) lahko zapisemo kot linearno kombinacijo
vektorjev standardne baze: B

U =ai+ by + ck.
Opomba 7.16. Poljubna linearno neodvisna vektorja iz R? predstavljata bazo

ravnine R2. Poljubni trije vektorji v R? so linearno odvisni.

Opomba 7.17. Poljubni trije linearno neodvisni vektorji iz R? predstavljajo bazo
prostora R®. Poljubni stirje vektorji v R® so linearno odvisni.

Primer 73. Podani so vektorji d = (—3,4,2), b = (—=4,1,3), ¢ = (5,2,-3) in
d=(-2,1,2).
a) Izracunaj linearno kombinacijo 3d + 2b — 4¢ — 5d.

b) Pokazi, da so vektorji v; = (3,4),7s = (2,5) in 03 = (—1,3) linearno
odvisni.

c) Ugotovi ali so vektorji a, ¢ in d linearno odvisni.

¢) Preveri, ali vektorji g, cin cfsestavljajo bazo prostora R3.
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7.4. ANALITICNA GEOMETRIJA V PROSTORU R?

7.4 Analitiéna geometrija v prostoru R’

7.4.1 Enaéba premice v R?

Premica v prostoru R? je dolo¢ena s smernim vektorjem 3§ in tocko Tj.

Opomba 7.18. Do poljubne tocke T'(x,y, z) na premici p pridemo tako, da preko
krajevnega vektorja v, najprej pridemo do tocke Ty, nato pa se v smeri vektorja
S premaknemo do tocke T

Enacba premice p v smeri vektorja § = (s1, S, s3), ki gre skozi tocko To(xg, Yo, 20)
je (v razliénih oblikah zapisa) sledeca.

Vektorska oblika.
FT:FTO‘l'tg, teR

Parametri¢éna oblika.
To + 181

y0+t827t€R

z = zg+1s3

Kanonicéna oblika.
L—To Y—Y <2~ %

S1 52 53

Primer 74. Podan je vektor § = (—3,4,2) in tocke To(—2,1,2), A(0,1,-2),
B(4,-1,3), C(1,-2,5).
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a) Zapisi enacbo premice skozi tocko Ty v smeri vektorja S.
b) Zapisi enacbo premice skozi tocki A in B.
¢) Zapisi enacbo premice skozi tocki A in C.

¢) Zapisi enacbo premice skozi tocki B in C.

s premico q : %22 =

8
L
<
+
no
|

z

Primer 75. Koliksen kot oklepa premica p : %5~ = z

y+2 _ z+19
== =5

C‘Q|

3

8
L
<
+
[N}
|

z abscisno 0sjo?

[S23EN

Primer 76. Koliksen kot oklepa premica p : 5= =

m|

7.4.2 Enac¢ba ravnine v R3

Ravnina v prostoru R? je dolo¢ena z normalnim vektorjem 7 in tocko Ty. Vektor
77 je pravokoten na ravnino, ki jo doloca.

T T,
n ;
7 1,
0
Enacba ravnine 7w, ki je pravokotna na vektor @ = (a,b,c) in vsebuje tocko

To(xo, Yo, 20) je sledeca.

Vektorska oblika.
(Fp — 7)) -1 =0

Splosna oblika.
ar +by+cz=d
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Denimo, da ravnina 7 seka koordinatne osi v tocah (m,0,0), (0,7,0) in (0,0, p).
Tedaj enacbo ravnine 7, lahko zapisemo v segmentni obliki.

Segmentna oblika.

Enacbo ravnine 7, ki vsebuje tocko Ty(zo, o, 20) in je vzporedna z vektorjema
a = (ay,as,a3) in b = (by, be, bg) lahko enostavno zapisemo v parametriéni obliki
z dvema parametroma:

Parametricna oblika.

Fr =g, +od+ b, o, B €R.

Primer 77. Zapisi enacbo ravnine z normalnim vektorjem n = (—3,4,2), ki
vsebuge tocko Ty(—2,1,2).

Primer 78. Zapisi enacbo ravnine, ki je pravokotna na it = (—1,2,5) in vsebuje
tocko Ty(3,8,1).

Primer 79. Zapisi parametricno obliko enacbe ravnine, ki vsebuje tocko To(3,8,1)
in je vzporedna vektorjema d = (—2,1,—1) in b= (3,0,2).

Primer 80. Zapisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocke A(3,8,1),B(2,4,—1) in
C(5,—1,4).

Primer 81. Poisci presek premice v = (5,3, —4) +t(5,1,2) z ravnino 3x — y +
z—1=0.

Primer 82. Koliksen kot oklepa premica p : xT_l = Y2 — 2 5 rqunino s 4+y+2 =

3 5
17

Primer 83. Doloci pravokotno projekcijo tocke A(5,3, —1) na ravnino 2x — y +
z = 2.
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Enacba ravnine skozi tri nekolinearne tocke
Naj bodo Ti(z1,y1,21), To(x2, Y2, 22) in Ts(x3,ys, 23) tri nekolinearne tocke, ki
lezijo v ravnini 7. Tedaj je pogoj, da tocka T'(z,y, z) lezi na ravnine 7 enak
(TT - TT17TT1 - TTQ) 7,Tl - TTg) = 07
oziroma
r—r1 Y—h =z2—2A

To—T1 Yo—Y1 22— 21| =0.
T3 —T1 Y3 — Y1 Z3— 21

Primer 84. Zapisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocke A(3,8,1),B(2,4,—1) in
C(5,—1,4).

7.4.3 Razdalje v R?

Razdalja med dvema tockama
Naj bo T1(z1,y1, 21) in Ty(x2, ys, 22). Razdalja med T7 in T3 je enaka

ATy, Ta) = \/(x1 — 2)2 + (g1 — 12)* + (21 — )%

Razdalja med tocko in premico

Premica p naj bo dana z enacbo r; = r7, +t5. Tedaj je razdalja med tocko A in
premico p enaka

5% (ra —rn,)|

51

d(A,p) =

Razdalja med tocko in ravnino
Razdalja med tocko Ty(zo, Yo, z0) in ravnino 7 : ax + by + cz —d = 0 je enaka

_awg + byo + czo — d

om) = e m e

Primer 85. [zracunaj razdaljo med tockama A(3,8,1) in B(2,4,—1).

Primer 86. Izracunaj razdaljo med tocko A(3,8,1) in premico rp = (2,4,1) +
t(1,4,3).

Primer 87. Izracunaj razdaljo med tocko A(3,8,1) in ravnino x—2y+4z+6 = 0.
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Matrike

8.1 Definicija in posebni primeri

Matrika je pravokotna shema, ki vsebuje stevila:

a1 a12 Ce Q1n

921 a29 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... Omn

Matrika razseznosti (dimenzije) m x n je matrika, ki ima m vrstic in n stolp-
cev. Element, ki lezi v i-ti vrstici in j-tem stolpcu ozna¢imo a;; oziroma [A];;

Opomba 8.1. Pruvi indeks je indeks vrstice, drugi indeks je indeks stolpca.

Zgled 5.
3 -1 2 0
A=|5 7 =8 11
-9 5 0
Matrika A je dimenzije 3 X 4, element asz = —8.

Matrike, ki imajo nicle povsod (a;; = 0 za vse 7, j), se imenujejo nicelne matrike.

Zgled 6.

Matrika, ki ima enako Stevilo vrstic in stolpcev (n x n matrika), se imenuje
kvadratna matrika.

71



8.1. DEFINICIJA IN POSEBNI PRIMERI

Zgled 7.
3 -1 2
A=1|5 7 =8
-9 5 0

Glavna diagonala kvadratne matrike A je diagonala, ki vsebuje elemente a;;,
kjer jei =1,2,...,n.

Kvadratna matrika, ki je simetricna glede na glavno diagonalo (a;; = aj; za vse
i,7), se imenuje simetriéna matrika

Zgled 8.
3 -1 2
S=|-1 7 =8
2 -8 0

Kvadratna matrika, ki ima nicle povsod, razen na glavni diagonali (a;; = 0 za
vse i # j), se imenuje diagonalna matrika.

Zgled 9.

3 0
D=0 7
0 0

N OO

Kvadratna matrika dimenzije n x n, ki ima po glavni diagonali enice, povsod
drugod pa nicle (a; = 1 in a;; = 0 za vse i # j), se imenuje identiteta ali
identi¢na matrika dimenzije n. Oznacimo jo z [,,.

Zgled 10.

~
I

o O =

O = O

_ o O

Kvadratna matrika, ki ima pod glavno diagonalo same nicle (a;; = 0 za vse i > j),
se imenuje zgornje trikotna matrika.

Zgled 11.

-5
Z = 3
2

o O W
S 3 0o

Kvadratna matrika, ki ima nad glavno diagonalo same nicle (a;; = 0 za vse i < j),
se imenuje spodnje trikotna matrika.

Zgled 12.
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8.2 Racunske operacije

8.2.1 Sestevanje matrik

Sestevamo lahko le matrike istih dimenzij. Vsota dveh m x n matrik A in B je
m X n matrika A+ B, katere elementi so definirani na naslednji nacin:

[A+ Blij = aij + by;.

Zgled 13.

5 -2 7] 03 1]_[540 —243 74+1]_[5 1 8
1 3 =5/ 7126 —2] |[1+2 346 —5-2| [3 9 -7

Opomba 8.2. Na podoben nacin definiramo tudi odstevanje matrik.

8.2.2 MnozZenje matrik s skalarjem

Produkt stevila £ € R in m x n matrike A je m x n matrika kA, katere elementi
so definirani na naslednji nacin:

[k‘A]w = k’ . aij.

s[5 2 7]_[1b 6 21
1 3 =5 |3 9 -15

Zgled 14.

8.2.3 MnozZenje matrik

Produkt m xn matrike A in n x ¢ matrike B je m x £ matrika AB, katere elementi
so definirani na naslednji nacin:

k=1

V formuli nastopajo produkti vrstic in stolpcev.

Zgled 15.

4 6}-m =4-54+6-1=26
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Zgled 16.

9 -7 19

0 3 .[5 L 7]: 3.9 —15
26 10 -2

Opomba 8.3. Produkt matrik A in B je definiran samo v primeru, ko je Stevilo
stolpcev matrike A enako Stevilu vrstic matrike B.

Opomba 8.4. Naj bo I identiteta. Tedaj za poljubno matriko A velja AI = [A =
A.

8.2.4 Transponiranje matrike

Transponiranka m x n matrike A je n x m matrika A", katere elementi so
definirani na naslednji nacin:

[AT]yj = aji.
Zgled 17.
5 2 717 |° 1
13 5| |23
7 -5

Opomba 8.5. Pri transponiranju zamenjamo vrstice s stolpci in obratno.

Opomba 8.6. Matrika S je simetricna natanko tedaj, ko velja

ST =3.
Primer 88. Podane so matrike
2 2 1 -1 7 0 -9 7 1
A=16 -1 2| ,B=|3 —4 4 mC=]0 -1 0
0 3 =5 3 -4 0 1 -4 -1
lzracunayg:
a) 2A+ 3B
b) AB
c) BA
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¢) CB
Lastnosti racunskih operacij matrik

Za poljubne matrike A, B, C' in poljubni k,[ € R velja:
(i) A+ B=B+ A
(i) A+0=0+A=A

b (—A)= A+ A=0

i)

(i) A

(iv) k(A+ B) = kA + kB
(V) (A+B)+C =A+(B+C)
(Vi) (k+1)A=kA+1A

(vii) (AB)C = A(BC)

(viii) Al = [A= A

(ix) (A+ B)C = AC + BC

)

(x) (AT =4

Opomba 8.7. Mnozenje matrik v splosnem ni komutativno, t.j. AB # BA. Zato
moramo pri mnozZenju matrik paziti, da matrike mnozimo v pravilnem vrstnem
redu.

8.3 Determinanta matrike

Determinanta matrike je preslikava
det : R™" — R,

ki kvadratni matriki priredi Stevilo na spodaj opisan nacin.

Naj bo A kvadratna matrika dimenzije n X n. Determinanto matrike A ozna¢imo
z det(A) ali |A|, in jo zapisemo tako:

ay;r a1 ... QAip

91 A22 ... dAgp
det(A) = | .

an1 Gp2 ... Gpp
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Determinanto 2 x 2 matrike lahko izracunamo po formuli

a b
d

’—ad—bc.

Opomba 8.8. Absolutna vrednost determinante je enaka ploscéini paralelograma,
ki ga napenjata vektorja @ = (a,b) in b= (c,d).

S|

b

Determinanto 3 x 3 matrike lahko izracunamo s formulo

ay az as
bl bQ bg = (lleCg + CL3Z)1€2 -+ a2b301 - a3b201 — albgcg — a2b103 .
C1 Co C3

Opomba 8.9. Absolutna vrednost determinante je enaka volumnu paralelepipeda,
ki ga napenjajo vektorji @ = (ay,as,a3),b = (b1, be,bs) in ¢ = (c1,ca,c3).

Naj bo A kvadratna matrika dimenzije n x n.

a1y a2 ... QAip

ao1 A2 ... dAgp
A= .

Ap1 Gp2 ... Gpp
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Determinanto matrike A lahko izracunamo z razvojem po izbrani vrstici ali

stolpcu.

ay;pr a1 ... QAip

21 Q29 ... Q9
det(A) = | .

Ap1 Ap2 ... App

Razvoj determinante po ¢-ti vrstici:

n

det(A) = (=1)"a;; det(A;).

Jj=1

A;; oznacuje matriko, dobljeno iz matrike A z brisanjem i-te vrstice in j-tega
stolpca.

Opomba 8.10. Determinanto matrike lahko razvijemo po katerikoli vrstici ali
stolpcu. Zaradi enostavnega racunanja navadno izberemo tisto vrstico ali stolpec,
ki vsebuje najvec nicel.

Zgled 18. Determinanto razvijmo po prvem stolpcu:

g ; f (1) 210 1 21
=311 4 0/+3]2 1 0]=236

5140 21 3 21 3

0213

Determinanto razviymo po drugi vrstici:

g ; i (1) 3 2 1 3 1 1
=23 4 0/-1{3 1 0|=236

5 140 013 0 2 3

0 21 3

Lastnosti determinant

(i) Determinanta zgornje trikotne ali spodnje trikotne matrike je enaka pro-
duktu elementov na diagonali.
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5 2 18 5
0 -3 2 5

Zgled 19. ||~ T 1=5-(=3)-(=1)-2=30
00 0 2

(ii) Determinanta matrike se ne spremeni, ¢e vrstici/stolpcu pristejemo veckratnik
druge vrstice/stolpca.

(iii) Ce v matriki med seboj zamenjamo dve vrstici/stolpca, njena determinanta
spremeni predznak.

5 2 18 2 5 18
Zgled 20. |0 -3 2|=—-]-3 0 2
3 -1 9 -1 3 9

(iv) Ce v matriki A vrstico/stolpec pomnozimo s stevilom &, se vrednost deter-
minante spremeni na k - det A.

Zgled 21. ‘10 15‘

5-2 5-3
2 =3

2 3
(R

2 -3

Primer 89. Izracunaj determinante matrik A, B in C':

a)
-9 7 1 0
-1 7 0
a2 YUg_ls 4 4lc=]0 -1 06
1 -1 3 40 1 —4 -1 0
0 -1 2 3
b)
1 2 3 4
2 1 3
3 -3 4 -3 0 2
A‘[4 —Q}B_ _31Z§C_0—4 -1 4
06 2 0

Primer 90. Izracunaj ploscéino paralelograma, ki ga napenjata vektorja v, =
(3,4) in vy = (—4,1).

Primer 91. Izracunaj volumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji a =
(—1,3,4),b=(-3,1,4) in &= (1,0,5)
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8.4 Inverzna matrika

Naj bo A kvadratna matrika. Matrika B je inverzna matrika matrike A, ce
velja
AB=BA=1.

V tem primeru pisemo B = A~!, oziroma A = B~

Primer 92. Preveri, ali sta si matriki A in B inverzni.

-1 1 0 -4 0 -1
A=1|13 —-4 1| in B=|-3 0 -1
3 —4 0 0 1 -1

8.4.1 Iskanje inverzne matrike s pomocjo razSirjene ma-
trike

Naj bo A poljubna matrika. Inverzno matriko A~! poiséemo s pomocjo naslednjih
korakov.

1. ZapiSsemo razsirjeno matriko matrike A, t.j. [ A | I ].

2. Matriko [ A | I | postopoma preoblikujemo v matriko [ I | A~ |, pri ¢emer
smemo uporabljati naslednje tri operacije:

e Zamenjava dveh vrstic.
e Mnozenje vrstice z nenicelnih stevilom.

e Sestevanje dveh vrstic.

3. Iz desne strani razsirjene matrike [ I | A~! | preberemo iskano matriko A™!.

Primer 93. Podane so matrike

2 -1 1 -1 7 0 —9 7 1
A=|1 -1 2| ,B=|3 -4 4| mC=]0 -1 0
0 0 -1 3 —4 0 1 -4 -1

b) Resi matricno enacbo AX + B = C.
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8.4.2 Iskanje inverzne matrike s pomocjo adjungirane ma-
trike
Naj bo A kvadratna matrika dimenzije n x n. Kofaktor A;; matrike A do-

bimo tako, da v matriki A izbriSemo i-to vrstico in j-ti stolpec, nato izracunamo
determinanto dobljene matrike in jo pomnozimo z (—1)"*7.

11 . ai,5-1 (W 1,541 e a1n
Ai—11 - Ai—15-1 Gi—15 Qi—14541 --- Gi—1pn
A= A1 ce Qi 51 ;i j Q4 541 c. Qi n
Ai+1,1 -+ Qipl-1 @il Giplg+1 -+ Gipln
L An,1 e CLn’j,1 CLn’j an7j+1 e Qpn |
aia e 1,51 a1 j+1 e ain
Az’j _ (_1)i+j Qi—11 --- @j—15-1 Qi—1j541 --- Qi—1pn
’ Ait1,1 - @ig1 -1 Aitl4+1 - Qitln
ap, 1 c. Qp,j—1 Qp,j4+1 ce Apn

Adjungirana matrika A matrike A je matrika, katere elementi so kofaktorji
matrike A:

T
An A .0 Ap
A _ A‘Ql A.22 .. AQ’n
A A ... A

Izrek 8.11. Ce je matrika A obrnljiva (t.j. ima inverz), potem velja

1 -
= A.
det(A)

Afl

2 -1 1 -1 7 0 -9 7 1
A=1|1 -1 2|B=|3 -4 4|C=]10 -1 0
0 0 -1 3 —4 0 1 -4 -1
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8.5 Sistemi linearnih enacb

Linearni sistem m enacb z n neznankami ima splosno obliko:

a1y + a12%s + ...+ apr, = b
A91X1 + Q22T + ...+ A2 Ty = bQ
Am1T1 + ApoXo + ... + QT = by

Neznanke v sistemu so wy,...,z,, Stevilom a,;; € R pa recemo koeficienti sis-
tema.
Resitev sistema je mnozica Stevil zq,...,x,, ki zadoscajo vsem m enacbam
sistema.
Ce so vsa §tevila by,...,b,, enaka 0, potem sistemu recemo homogen sistem,

sicer je sistem nehomogen.

Koeficiente a;; sistema lahko zapiSemo v matriko (imenujemo jo matrika sis-

tema), Stevila by, ..., b, ter neznanke x4, ..., x, pa v vektor (stolpec):
ayp a2 ... Qip T bl
a9q g2 ... QAgpn T bQ
A= r = b=
m1 Am2 - Gmp Tn bm

Tako lahko zapisemo matri¢no obliko sistema:

X
S
I
S8

Razsirjena matrika sistema je matrika, kjer je na levi strani matrika koefici-
entov A na desni pa vektor b:

a1 12 ... QApn ’ b1
921 9292 e A2p, ’ b2
asy a3 e asny, ’ b3
|

_aml Am2 .. Amp | bm_
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Zgled 22. Sistemu enacb

r+3y—952 = 3
2+ 5y — 2z
20 —4dy+3z = 2

I
|
—

priredimo razsirjeno matriko sistema

8.5.1 Gaussova eliminacija

Gaussova eliminacija je postopek resevanja sistemov linearnih enacb. Sistemu
najprej priredimo razsirjeno matriko sistema, nato pa na njej izvedemo posto-
pek Gaussove eliminacije opisan spodaj, pri ¢emer nam je dovoljeno uporabljati
naslednje tri operacije:

e Zamenjava vrtnega reda vrstic
e Pristevanje ene vrstice k drugi

e Mnozenje vrstice z nenicelnim Stevilom ¢

Opomba 8.12. Zgornje operacije ustrezajo naslednjim operacijam na sistemu
enach:

e Zamenjava vrstnega reda enach
e Pristevanje ene enacbe k drugi

e MnoZenje enacbe z nenicelnim stevilom c

Opomba 8.13. Nastete operacije ne spreminjajo mnozice resitev danega sistema.
Postopek Gaussove eliminacije

Pri Gaussovi eliminaciji zelimo pod glavno diagonalo razsirjene matrike pridobiti
nicle. To dosezemo z veckratno uporabo zgoraj nastetih operacij. Zac¢nemo v
prvem stolpcu razsirjene matrike in s pomocjo elementa a;; # 0 eliminiramo
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(uni¢imo) vse elemente pod njim, to 8o asy, . . . G-
-(111 a2 ... Qipn | bl-

0 * N I

0 U

0 * x| %

S postopkom nadaljujemo v drugem stolpcu, t.j. s pomoc¢jo elementa v drugi
vrstici eliminiramo vse elemente pod njim:

11 a2 ... Qin | by
0 x o ...oox | %
0 0 ... * | =x
: o

[0 0 .oox [ %

S postopkom nadaljujemo vse do zadnjega stolpca, t.j. dokler ne dobimo zgornje
trikotne matrike.

Dobljena matrika ima v koné¢ni fazi obliko:

an @iz ... i | 1_31
0 axp ... a | by
0 0 ... as, | b3 :
A

(0 0 i T | b

kjer je a;; poljubno realno stevilo (lahko tudi 0).

Oblika matrike, ki jo dobimo po koncani Gaussovi eliminaciji se imenuje sto-
pnicasta oblika matrike sistema. V tej matriki nobeni dve vrstici nimata
prvega nenicelnega elementa na isti poziciji (v istem stolpcu).

Resitve sistema sedaj preberemo iz matrike v stopnicasti obliki z vzvratno sub-
stitucijo:

Iz zadnje nenicelne vrstice izrazimo zadnjo spremenljivko, t.j. z,. Iz predza-
dnje nenicelne vrstice preberemo x,_; in tako dalje vse do prve vrstice, iz katere
preberemo spremenljivko x;.

Rang matrike

Rang matrike A, ozna¢imo ga z rang(A), je maksimalno Stevilo linearno neod-
visnih vektorjev v vrsticah matrike A.
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Izrek 8.14. Rang matrike se ne spremeni, ¢e na vrsticah matrike A izvajamo
operacije, ki jih uporabljamo pri Gaussovi eliminaciji.

Opomba 8.15. Iz zgornjega izreka sledi, da je rang matrike A enak Stevilu
nenicelnih vrstic v stopnicasti obliki matrike A.

Rang razsirjene matrike [A|b], oznacimo ga z rang([A|b]), je enak Stevilu
nenicelnih vrstic v stopnicasti obliki razsirjene matrike sistema.

Izrek 8.16. Linearni sistem enach

a1 + appxe + ...+ ax, = bl
a91T1 + A922T9 4+ ...+ Aoy = bg
A1 L1+ QmaTa + ...+ QpnTyn, = b

ima resitev natanko tedaj, ko je rang matrike A enak rangu razsirjene matrike
[Ab].
(i) Ce je rang(A)=rang([A|b] )= n, potem ima sistem natanko eno resitev.

(ii) Ce je rang(A)=rang([A|b])< n, potem ima sistem neskoncéno resitev.

Primer 95. S pomocjo Gaussove eliminacije resi sistem enach.
a)
r+3y—5z = 3
2 4+ 5y — 2z
20 —4dy+3z = 2

|
|
—_

b)
r+y—4z =1
Jr+2y—2 = =3
20 —y+5z = 4

r+y—z+t =1
3xr—2y—2—-2t = —4
—2r4+y+4z—4 = -2

r+y—4z =1
20 +2y—2 = =3
dr +4y — 2z = 2
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8.5.2 Cramerjevo pravilo

Cramerjevo pravilo je formula, ki izraza resSitev sistema n linearnih enacb z n
neznankami, ki ima nenicelno determinanto matrike sistema.

Vzemimo sistem enach:

anry +aprs + ... +ap,r, = b
by

A21T1 + G22T2 + ... + A2, Ty,

A1 L1 + Qoo + ... + Gy, = by

in ga zapisimo v matri¢ni obliki Ax = b:

11 a1 ... QAip T bl
Q21  d22 ... Q2p o) by
m1 Am2 .- Gmp T bm

Naj bo A; matrika, ki jo dobimo tako, da v matriki A zamenjamo i-ti stolpec s
stolpcem b:

ai, ... bl ... Qip

asy ... b2 .. Qop
Ai -

api .. by, ... app

Izrek 8.17 (Cramerjevo pravilo). Naj bodo

a1 a2 ... Qin T b1

21 A22 ... Q92pn i) . b2
A= | . L ) r=1| .| inb=

Al Qp2 .. Opn Tn b,

Ce je det(A) # 0, ima sistem enachb Az = b natanko eno reditev. Vrednosti

spremenljivk x; (za i =1,...,n) so dolo¢ene s formulo
" det(A)
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Primer 96. S pomocjo Cramerjevega pravila resi sistem enacb.
a)
r+3y—5 = 3
20+ 5y —2z = —1
2c —4dy+3z = 2
b)

r+y—4z = 1
3r+2y—2z = —3
2r—y+5z = 4

8.6 Matrika linearne preslikave
Linearna preslikava iz R" v R je preslikava
A:R" - R™,
ki ohranja linearne kombinacije vektorjev, kar pomeni
Ao 4 By) = a A(T) + A(Y)

za vsak a, f € Rin Z, i € R".

Opomba 8.18. Linearne preslikave lahko opisemo z matrikami. Vsaki linearni
preslikavi A : R" — R™ pripada matrika dimenzije m x n.

Primer 97. Preveri, ali je preslikava A linearna.
a) Alz,y) = (22 — vy, 3z + 2y)
b) Alz,y) = (z +y,5z)

c) Alz,y) = (1+y,z—y)

Standardni primeri linearnih preslikav:

e Raztegi
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e Rotacije
e Zrcaljenja

e Projekcije

Mnozico

Ker(A) = {f e R" | A(7) = 6}
imenujemo jedro linearne preslikave A : R” — R™.

Mnozico

Im(A) ={A(Z) | 7 € R"}
imenujemo slika linearne preslikave A : R" — R™.

Primer 98. Doloci jedro linearne preslikave

A(x,y,z):(2$+y—z,3x+y,2z—x)_

Postopek iskanja matrike linearne preslikave A : R — R™

1. Izberemo bazo obeh prostorov. Naj bo By = {ej, ea,...,e,} baza prostora
R™in By = {f1, f2,-- -, fm} baza prostora R™.

2. S preslikavo A preslikamo vektorje iz baze B;. Tako dobimo slike A(ey), A(ez), . . .

ki lezijo v prostoru R™.
3. Dobljene slike razvijemo po bazi Bs:
Aler) = anfi+aoifo+ .o+ ami fm

Ales) = arnfi + asafo+ ...+ amafm

A(en) = alnfl + agan 4+ ...+ amnfm

4. Koeficiente zgornjega razvoja zapisemo v stolpce matrike:

a1 a12 e A1p

a921 a92 e A9y,
A=

m1 Am2 ... Gmnp
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Zgled 23. Zapisimo matriko linearne preslikave
A(%,y,Z) = <2$+y—2,x+y,3z—x—y)

glede na standardno bazo B = {Z, j’, E}
Slike baznih vektorjev izrazimo z bazo B tako:

A(1,0,0) = (2,1,—-1) = 2(1,0,0) + 1(0,1,0) — 1(0,0, 1)
A(0,1,0) = (1,1,-1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) — 1(0,0, 1)
A(0,0,1) = (—1,0,3) = —1(1,0,0) + 0(0, 1,0) 4 3(0,0,1)

Ko koeficiente zapisemo v stolpce, dobimo matriko :

2 1 -1
A=|1 1 0
-1 -1 3

Primer 99. Zapisi matriko linearne preslikave A glede na standardno bazo pro-
stora R3.

a) A(z,y,2) = (2x+y — 2,3 + y,2z — x)
b) A(z,y,2) = Brx+y+2z,2+y— 2,2+ 2y+ 3z)
Primer 100. Zapisi matriko linearne preslikave, ki ravnino R?
a) prezrcali preko premice y = 2w glede na standardno bazo prostora R2.
b) zavrti v smeri urinega kazalca za kot % glede na standardno bazo prostora

R2.

Trditev 8.19. Naj bosta A : R* — R™ in B : R™ — RP linearni preslikavi.
Tedaj je tudi kompozitum BA : R™ — RP linearna preslikava.

Trditev 8.20. Naj bo Ap,, matrika, ki pripada linearni preslikavi A : R™ — R™
in deluje iz baze By v bazo By ter Bg,p, matrika, ki pripada linearni preslikavi
B:R™ — RP in deluje iz baze By v bazo Bs. Tedaj je

(BA)BIB3 - BBQBS ’ A3152‘

Torej, produkt matrik linearnih preslikav B in A (v ustreznih bazah) je matrika
linearne preslikave kompozituma BA.
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Primer 101. Zapisi matriko linearne preslikave, ki ravnino R? najprej zavrti za
kot % nato pa projicira na premico y = —3x glede na standardno bazo prostora R2.

Zapisimo nekaj matrik pogostih (splosnih) linearnih preslikav v ravnini.

Trditev 8.21. Matrika rotacije ravnine R* za kot ¢ v pozitivni smeri (v nasprotni
smeri urinega kazalca) ima obliko

no_ |cos® —sinp
Y |sing cosp |’

Trditev 8.22. Matrika pravokotne projekcije ravnine R? na premico y = kx ima

obliko | L
1
Py:kac - 1 ‘l— ]’CQ |:k' k2:| .

Trditev 8.23. Matrika pravokotnega zrcaljenja ravnine R? cez premico y = kx

ima obliko
7 1 1— k2 2k
vERE T R | 2k K21

Delovanje matrike linearne preslikave

Naj bo A matrika linearne preslikave A : R” — R™ glede na bazi {e1, ey, ..., €,}

n {flava"'afm}' Ce je
T =aaie +ages + ...+ ape,

in
A(f) = Blfl +52f2 + 5mfm7

potem velja

Qq 51
A 052 _ @2
Qo Bm

Primer 102. Zapisi matriko linearne preslikave, ki projicira tocke na premico
y = —2x glede na standardno bazo prostora R?, nato pa izracunaj, kam se s to
preslikavo preslika tocka T(v/2,V/3) . Smiselnost dobljenega rezultata graficno
prevert.
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