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322 Matematika

MANDELBROTOVA IN JULIAJEVE MNOZICE

Matematika si ljudje ponavadi predstavljajo kot zamisljenega in raztrese-
nega ¢loveka, oblecenega v zastarela ter malce premajhna oblaéila, kako
zgolj s kredo v roki na tablo izpeljuje teZzavne in navadnemu smrtniku pov-
sem nerazumljive matematicne teorije. Kot ni dima brez ognja, je tudi v
tej predstavi kanéek resnice. Kljub temu pa je veéina sodobnih matema-
tikov odkrila, da je sem in tja poleg krede in lastnega genija koristno pri
svojem delu uporabiti tudi modernejsa sredstva, denimo racunalnik. Hu-
domusni bralec bi sicer pripomnil, da so do tega spoznanja prisli le tisti,
ki jim primanjkuje bodisi krede bodisi genija, vendar ostaja dejstvo, da
S0 se s pojavom in razvojem racunalnikov pospeseno zaéela razvijati tudi
nekatera matematiéna podroéja. Eno taksnih je tudi podroéje fraktalov
in kaosa, kamor lahko uvrstimo tudi pri¢ujoéi prispevek.

Fraktali in kaos so se zelo hitro uveljavili tudi v nematematiénih kro-
gih, saj jih ponavadi spremljajo presenetljivo lepe in zanimive slike, ki
lahko navdusijo gledalca zgolj s svojo estetsko vrednostjo. Nekaj lepih
primerkov fraktalov se je pojavilo tudi Ze v Preseku (glej prispevek Ma-
tija Lokarja o praprotih v 1. stevilki letnika 1995/96 in Milana Ambrozica
o Newtonovi metodi v 5. stevilki istega letnika).! Tokrat bomo predsta-
vili fraktale, ki se imenujejo po matematikih Juliaju in Mandelbrotu. Ker
je Presek tudi list za mlade matematike, je prav, da poskuSamo mate-
matiéno ozadje, ki se skriva za lepimi barvnimi slikami, ¢im razumljiveje
predstaviti.

Nasa zgodba se bo odvijala v mnozici kompleksnih stevil €, ki si jo
bomo predstavljali kot ravnino — vsakemu kompleksnemu stevilu = + iy
pripada tocka s koordinatami (z,y) v ravnini. S kompleksnimi stevili
znamo racunati:

(z+iy)+(utiv) = (z+u)+i(y+v), (z+iy)(utiv) = (2u—yv)+i(zv+yu)
in jim dolo¢iti absolutno vrednost

|2+ iyl = Va2 + 2,

ki v resnici predstavlja oddaljenost slike kompleksnega stevila od koordi-
natnega izhodisca.

! Fraktale nahajamo tudi v naravi. Zanimiv primerek kazeta fotografiji na naslov-
nici in II. strani ovitka.
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Juliajeve mnoZice
Za izbrano §tevilo ¢ € € definirajmo kvadratni polinom

Pz)=2%+ec.

Taksen polinom nam preslikuje tocke kompleksne ravnine nazaj v komple-
ksno ravnino, zato lahko za poljubno stevilo zy € € opazujemo zaporedje

zs, 71 = Pe(z), 23 = Pe(z1),.-., Zny1 = Pe(Zn);---

Temu zaporedju recemo orbita tocke zy, tocki zy pa seme orbite.
Dogodi se lahko dvoje:

1. orbita lahko séasoma pobegne dale¢ od izhodisca, ali z drugimi bese-
dami, mnozica {|zg|, |z1|, ...} Je neomejena,

2. orbita ostane na nekem omejenem podroéju kompleksne ravnine, kar
pomeni, da je mnozica {|zg|, |21],-..} omejena.

Mnozico tistih semen, katerih orbite so omejene, ozna¢imo z J. in ji
recemo Juliajeva mnozica pri parametru c.

Za pokusino si oglejmo primer Juliajeve mnozice pri parametru ¢ = 0.
Tedaj je orbita poljubnega semena z; € € enaka kar zq, 23, 2, 2§, . . ., torej
By = za‘“. _Od tod sledi analogna formula za absolutne vrednosti |z,| =
= |z0|*". Ce za seme izberemo Stevilo znotraj enotskega kroga (|zo| < 1),
bo oéitno tudi za orbito veljalo |z, | = |20]?" < 1, kar pomeni, da je taksno
seme gotovo element Juliajeve mmnozice, saj je njegova orbita omejena.
Velja pa tudi obratno: ¢e za seme izberemo Stevilo zp zunaj enotskega
kroga (lzo] > 1), se bo orbita (z,) oddaljevala od izhodis¢a prek vseh
mej z vecanjem Stevila n. To pa pomeni, da je Juliajeva mnozica 7, prl
parametru ¢ = 0 enaka kar enotskemu krogu (s srediséem v izhodiscu in
polmerom 1).

Nié posebnega, boste rekli, samo zelo zapleten naéin definiranja enot-
skega kroga. Mnogo bolj zanimivo pa postane, ¢e za parameter c izberemo
kaksno drugo kompleksno stevilo.

.
'

Slika 1. Slika 2.
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Slika 3. Slika 4.

Poglejmo si slike 1, 2, 3 in 4. Struktura teh Juliajevih mnoizic je
ze mnogo zapletenejsa. Na sliki 1 imamo mnozico . pri parametru
e¢ = 0.15 4 1.254, torej pri parametru, ki je relativno blizu izhodis¢u kom-
pleksne ravnine. Tu je Juliajeva mnozica do neke mere e podobna krogu.

Precej drugacno situacijo imamo na sliki 2, kjer smo za parameter
izbrali ¢ = 0.340.5¢. Tu je struktura Zze mnogo zapletenej$a in rob mnozice
J. Je dobil znaéilno fraktalno obliko — ¢e bi sliko povecevali v okolici kakéne
robne tocke, bi odkrivali vedno finejse podrobnosti in strukture, ki bi na
pogled zelo spominjale na zacetno sliko. Ko parameter ¢ oddaljujemo od
izhodii¢a, postaja mnozica J. vse tanj$a in nekje se zgodi, da razpade na
prah nepovezanih tock, ki se sasoma skoraj popolnoma razkadi in izgine
z nase slike.

Ce slike 1, 2, 3 in 4 pogledamo podrobneje, opazimo, da so vse Ju-
liajeve mnozice omejene. Ali je to zgolj nakljugje ali velja splosneje? V
resnici velja splosno. Prepricajmo se!

Naj bo e € € parameter mnozice 7, in z R oznacimo vecje od &tevil 2
n |e|. Vzemimo seme z lastnostjo |zg| > R. Dokazali bomo, da je njegova
orbita neomejena in da zato ne pripada Juliajevi mnozici 7.. Tako se
bomo prepric¢ali, da je vsa mnoZica J. res znotraj kroga okoli izhodisca s
polmerom R.

Definirajmo ¢ = |zg| — 1. Ker velja |zg| > R > 2, veljatudi ¢ > 1. Za
poljubno naravno stevilo k& ocenimo

el _ | el | | = el _ |

|C|
= |zp| — —
!kl k|

|2k|

S pomoéjo te formule in indukeijo dokaZimo, da za poljubno naravno
stevilo & velja

(1)

|zk| B

[2zk41] > glzx] - (2)
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Za k=0, nam (1) pravi:
|21] le|

1

IZB[ > Izﬂl - |30| > |ZD| -1=gq,

in e zgornjo neenakost Se mnozimo s stevilom |zg|, Ze dobimo trditev (2)
za primer k = 0. Vzemimo sedaj poljubno naravno stevilo n in pred-
postavimo, da trditev (2) drii za stevila k < n. Ce bomo s pomogjo te
predpostavke dokazali, da velja tudi za stevilo & = n, nam bo princip
matematicne indukcije zagotovil veljavnost formule (2) za vsa naravna
stevila k. Po indukcijski predpostavki velja

lzn| > qlzn-1] > ¢*lzn—2| > ... > ¢"|20] > 20

Zato velja tudi _!z_c,.f > —o1- Upostevajmo se formulo (1) za k = n in
ocenimo

|zn41] le| le|
— >z -2z —— > |20 - 1=1¢.
Iznl _.l I lznl._,lﬂl |20| Iﬂi q

S tem je formula (2) dokazana za stevilo k = n, in s tem za vsa naravna
stevila k. Od tod sledi zveza

|zn| > qlzn—1] > ¢*|2n—2| > ... > ¢"|z|

za vsako naravno stevilo n. Ker geometrijsko zaporedje (¢"),¢ raste prek
vsake meje za ¢ > 1, je orbita semena 2y neomejena in zato taksSno seme
ne pripada Juliajevi mnozici. S tem smo omejenost Juliajevih mnozic
dokazali.

To dejstvo nam zelo olajsa risanje mnozice J. s pomodcjo racunalnika.
Ce zelimo za neko kompleksno stevilo zp preveriti, ali je element Juliajeve
mnoZice, zaporedoma ra¢unamo elemente z, njegove orbite in takoj, ko za
neko naravno stevilo n dobimo oceno |z,| > max{2, |¢|}, lahko zatrdimo,
da zp ni element Juliajeve mnozice.

Mandelbrotova mnozica

Kot vidimo na slikah 1 do 4, niso vse Juliajeve mnozice povezane. Ce
bi imeli na razpolago veé primerov, bi opazili, da je Juliajeva mnozica
povezana natanko tedaj, ko vsebuje tocko 0. Na podlagi tega kriterija
lahko lo¢imo parametre ¢ € € v dve druzini:

1. na tiste ¢ € C, za katere je 0 € T, in je zato J. povezana mnozica,

2. na tiste ¢ € C, za katere 0 € 7., in je zato [J. nepovezana mnozica.



326 Matematika

Mnozico kompleksnih &tevil ¢ iz prve druzine imenujemo Mandelbro-
tova mnoZica in jo oznacimo z M:

M:{CEG, Uejc}.

Ce torej zelimo za dano kompleksno stevilo ¢ preveriti, ali pripada Man-
delbrotovi mnozici, moramo preveriti, ali je orbita semena zg = 0 pri po-
linomu P, omejena. Taksna orbita je oblike

20=0, 21=0*+e=¢, n=+¢c, m=(+c)?+¢c, ... (¥

Ce ugotovimo, da absolutne vrednosti elementov taksne orbite ostanejo
omejene (ne rastejo prek vsake meje), je Stevilo ¢ element Mandelbrotove
mnozice. Podobno kot pri Juliajevi mnozici se lahko tudi tu prepricamo,
da taksna orbita gotovo ni omejena, ¢e kateri od njenih elementov postane
po absolutni vrednosti veéji od stevila 2. Zato je v resnici dovolj preveriti,
ali so vsi elementi orbite omejeni s §tevilom 2. Ker je stevilo ¢ samo tudi
element orbite (x), lahko sklepamo, da se Mandelbrotova mnozica nahaja
v krogu okoli izhodis¢a s polmerom 2.

Za zgled preverimo, ali je stevilo —2 element Mandelbrotove mnozice.
Oglejmo si orbito semena 0 pri ¢ = —2:

0, -2, (-2)2~-2=2,22-2=2 2 2, ...

Orbita se ustali pri &tevilu 2 in je zato omejena, to pa pomeni, da je
-2eM.

Oglejmo si sedaj sliko 5, kjer je Mandelbrotova mnozica predstavljena
s ¢rno barvo. Rob Mandelbrotove mnozice je fraktalen — blize si ga ogle-
dujemo, bogatejso strukturo lahko opazimo. Na sliki 6 smo poveéali del
slike 5 okoli tocke —0.76315 — 0.08855i za priblizno 1000-krat. MnoZica
M je sicer povezana, a jo vendar lahko razbijemo na veé komponent, ki
se med seboj dotikajo le v eni tocki. Najvedja komponenta ima obliko
krivulje srénice, ostale pa so okrogle in so razporejene ob robu najveéje.
Konci posameznih komponent so okraseni e s tankimi laski, ki pa jih na
sliki zaradi preslabe resolucije Zal ni najbolje videti.

Kako narisati Mandelbrotovo ali Juliajevo mnozico?

Odgovor je preprost — z raéunalnikom. Kako? Presenetljivo enostavno,
le definiciji obeh mnoiic je treba upostevati. Denimo, da Zelimo na za-
slonu prikazati Juliajevo mnozico 7, pri izbranem ¢ € €. Kot vemo, je
zaslon razdeljen na m x n tock, ki je vsaka lahko obarvana z eno od barv
0,1,2,...,b. Ponavadi pomeni 0 ¢rno barvo in jo porabimo za barvanje
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mnofzice J., ostale pa za barvanje zunanjosti. Stevila m,n,b so seveda
odvisna od zmogljivosti racunalnika in programskega jezika, v katerem
programiramo. Vsaki toc¢ki zaslona priredimo ustrezno tocko dela kom-
pleksne ravnine, ki ga Zelimo predstaviti na zaslonu. Za vsako od teh
m X n tock moramo preveriti, ali pripadajo mnozici 7, ali ne. V ta na-
men izberemo neko dovolj veliko naravno stevilo N, ki bo predstavljalo
maksimalno stevilo iteracij, ki jih bo racunalnik izvedel.

Za vsako od m x n tock kompleksne ravnine, denimo zg, pri¢nemo
racunati zaporedje

Ingl = z,"; +c.
Dolo¢imo stevilo R tako, da bo veljalo R > 2 in R > |¢|. Ce pri nekem
stevilu k& dobimo oceno |zx| > R, to pomeni, da tocka zy ni element
mnozice J. in racunanje naslednjih ¢lenov zaporedja (z,) lahko opu-
stimo. Zanimive barvne uéinke dosezemo, ¢e taksno tocko obarvamo z
neko barvo, ki je odvisna od stevila k, denimo z barvo (kmodb)+1, lahko
pa poskusimo tudi s kaksno drugo funkcijo stevila k.

Ce stevila |z;| ostanejo omejena s Stevilom R za vse k < N, lahko
domnevamo, da tocka zg pripada mnozici 7., in zato pripadajoco tocko
na zaslonu obarvamo z barvo 0 (érno).

Podobno predstavimo na racunalniku Mandelbrotovo mnozico M.

Vsaki tocki zaslona zopet priredimo ustrezno tocko kompleksne ravnine
in za vsako od njih, denimo ¢, preverimo, ali ostaja zaporedje

— —_— el
ZO—O, zn+1—zﬂ+cs

omejeno po absolutni vrednosti s stevilom 2. Ce zaporedje pri nekem
stevilu k& pobegne iz kroga okoli izhodisca s polmerom 2, pobarvamo ustre-
zno tocko na zaslonu neko barvo, ki naj bo odvisna od k, ¢e pa zaporedje
ostane omejeno z 2 za vse k < N, tocko poérnimo.

Na takSen nacin dobimo seveda le priblizno podobo Mandelbrotove
in Juliajevih mnozic. Vegje stevilo iteracij N izberemo, blize je podoba
resnici. Tako smo pri sliki 7 postavili stevilo iteracij na 100, pri sliki 8,
kjer so nas zanimale finejse podrobnosti, pa kar na 1000.

Primoz Potoénik



Slika 6.




Slika 8.






