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Aperiodic Binary Sequences with Good
Autocorrelation Properties: Low Peak
Side-lobe Levels Values

In this short review paper, aperiodic binary sequences
with good autocorrelation properties are presented. The
Peak Side-Lobe Level (PSL) value of a binary sequence
should be as small as possible. Algorithms for tackling
this optimization problem have difficulties when search-
ing for long binary sequences with low PSL values due
to the huge search space. Our main focus is an analysis
of the best-known results in the literature for aperiodic
binary sequences of selected lengths.

1 Uvod

Binarna zaporedja z dobrimi avtokorelacijskimi last-
nostmi so zelo uporabna v praksi. Sre¢amo jih v fiziki,
kemiji, digitalnih komunikacijah, procesiranju signalov
in kriptografiji. Iskanje binarnih zaporedij glede na de-
finirane kriterije je znan in precej dobro preucen prob-
reznja (Peak Sidelobe Level, PSL) [17] in MF (Merit fac-
tor) [16].
V splosnem lo¢imo dve vrsti avtokorelacij in sicer:

* periodi¢ne in
* aperiodi¢ne ali neperiodicne.

V tem Clanku se bomo omejili le na aperiodi¢ni prob-
lem binarnih zaporedij in na metriko najviSjega stran-
skega reznja. Bralec, ki Zeli izvedeti ve¢ o drugi metriki
(merit factor) in nedavnih rezultatih, je napoten na litera-
turo: [4, 6, 10].

Pri danem binarnem zaporedju S

82(807517-"751471)7 (1)

kjer L oznacuje dolZino binarnega zaporedja, imajo ele-
menti s;,4 € {0, L — 1} vrednost +1 ali —1.

Aperiodi¢na avtokorelacijska funkcija binarnega za-
poredja S pri zamiku k je definirana kot:

L L—1.
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Metrika, s katero opiSemo kvaliteto binarnega zaporedja,

rana [18]:
PSL(S) = ifiax |Ci(S)|- 3)

Cilj je poiskati binarna zaporedja, ki imajo minimalno
vrednost PSL. Cy imenujemo glavni reZenj, ostali
(Ck,k =1,2,..., L — 1) pa predstavljajo stranske reZnje.
Stranski reznji so simetri¢ni, kar lahko vidimo tudi v
enacbi (2), in se pojavijo na obeh straneh ob glavnem
reznju.

Nadaljevanje Clanka je sledece. V 2. poglavju pri-
kazemo izracun vrednosti na primeru kratkega aperi-
odi¢nega binarnega zaporedja. V 3. poglavju opravimo
pregled najnovejse literature na podrocju iskanja aperi-
odi¢nih binarnih zaporedij z nizkimi avtokorelacijskimi
lastnostmi in podamo pregled najboljsih znanih binarnih
zaporedij z nizkimi vrednostmi PSL glede na dolZino za-
poredij. V 4. poglavju opravimo analizo rasti najboljsih
vrednosti PSL za zaporedja izbranih dolzin do velikosti
priblizno 2000. Sledi zaklju¢no poglavje, kjer izposta-
vimo smernice za nadaljnje raziskave.

2 Zgled

PrikaZimo izracun avtokorelacijskih funkcij na binarnem
zaporedju s sedmimi elementi (L = 7):

S = (50,51, 52,53, 54, 55, 56)-

S pomocjo enacbe (2) izracunamo avtokorelacijske funk-
cije Cy:

C1 = 8051 + 5152 + 5283 + 8354 + 8455 + 8556,

Cy = 5082 + 5183 + 5254 + 5355 + 5456,

C3 = 5083 + 8154 + 5255 + 5356,

C4 = 8084 + 5155 + 5256,

Cs = 8085 + 5156,

06 = 50S6-

Clen Cjy smo izpustili, saj ni vklju€en v enacbo (3). Ome-
nimo, da ima vsak C}, natanko L — k elementov. Za nekaj



primerov zaporedij za L = 7 izraCunajmo vrednosti PSL:

S =(1,1,1,1,1,1,1), PSL = 6;
S=(-1,-1,-1,1,1,1,1), PSL = 4;
S=(1,- 1,1,1,171,1) PSL = 3;
S=(1,1 -1,1,-1), PSL = 1;

Za zadnja dva primera zaporedij so avtokorelacij-
ske funkcije prikazane na sliki 1. Zaporedje, kjer je
PSL = 1, je tudi optimalno za dolZino 7 in je znano
kot Barkerjevo zaporedje. Omenimo Se, da je najdaljse
binarno Barkerjevo zaporedje (zaporedja s PSL = 1)
znano za L = 13.

Pri majhnih vrednostih L (kratka binarna zaporedja)
lahko optimalno (minimalno) vrednost PSL izratunamo
z eksaktnim algoritmom, s katerim izraCunamo vrednost
PSL za vse mozne razvrstitve —1 in 1 v danem binarnem
zaporedju. Vseh moZnosti je 2%, zato problem iskanja
binarnih zaporedij z nizkimi avtokorelacijami spada med
probleme z eksponentno ¢asovno zahtevnostjo.

3 Pregled literature in znanih najboljSih
vrednosti PSL

Ker je problem iskanja dolgih binarnih zaporedij ekspo-
nentne narave, se raziskovalci in znanstveniki lotevajo
naslednjih moznosti pri reSevanju problema iskanja za-
poredij z dobrimi avtokorelacijskimi lastnostmi:

* konstrukcijske metode in
* hevristi¢ni algoritmi.

Konstrukcijske metode [7] omogocajo, da z dokaj prepro-
stimi postopki nacrtujemo binarna zaporedja, lahko tudi
zelo dolga, to je za poljubno dolZino (nekatere konstruk-
cijske metode imajo omejitve, npr. mozno jih je uporabiti
le za dolZine L = 2", n € N), a imajo tako dobljena bi-
narna zaporedja vrednosti PSL, ki so precej oddaljena od
optimalnih vrednosti. Konstrukcijske metode poznamo
ze od leta 1950 [7].

Hevristi¢ni algoritmi prav tako ne zagotavljajo, da bi
vedno nasli binarna zaporedna z najmanj$imi moZnimi
(optimalnimi) vrednostmi — lahko pa uspejo najti solidne
reSitve. Tudi s hevristi€nimi algoritmi se lahko lotimo
iskanja zaporedij, ki so nekoliko daljSa. Hevristi¢ne al-
goritme lahko dalje razdelimo v dve skupini. Prvi med
postopkom iskanja uporabljajo le eno reSitev (npr. simu-
lirano ohlajanje) in jo postopoma poskuSajo izboljSevati,
drugi pa so populacijski algoritmi, ki med preiskovanjem
uporabljajo vec reSitev, ki jim reCemo populacija. Pri-
meri populacijskih algoritmov so: evolucijski algoritmi,
algoritmi za optimizacijo z roji delcev itd. Pri iskanju bi-
narnih zaporedij so u€inkoviti tudi hevristi¢ni algoritmi,
ki uporabljajo le eno reSitev in vkljucujejo mehanizem
ponovnih zagonov (restartov) [S5]. Uporabo hevristi¢nih
algoritmov za iskanje binarnim zaporedij z nizkimi vred-
nostmi stranskih reznjev najdemo v [6, 12].

Barkerjeva zaporedja so splo$no znana zaporedja, ki
imajo odli¢ne aperiodi¢ne avtokorelacijske lastnosti, ven-
dar je velikost najdaljSega poznanega Barkerjevega zapo-
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Slika 1: Primera avtokorelacijskih funkcij s PSL = 3 in

PSL = 1 zabinarni zaporedji dolzine L = 7.

redja enaka 13, kar pa je ponavadi premalo za uporabo v
prakti¢nih aplikacijah.

K.U. Schmidt [24] je predlagal konstrukcijsko me-
todo za aperiodi¢na binarna zaporedja z vrednostmi PSL,
ki niso vi§ja od v/L1In(2L) in njihove vrednosti PSL bi
naj rastle z redom +/L In(In L), vendar slednje ni doka-
zano.

Obstaja precej konstrukcijskih metod, a nobena od
njih ne zagotavlja, da bi generirana binarna zaporedja
imela najniZjo mozno vrednost PSL [12].

Precej racunskega napora je bilo vloZenega v iska-
nje binarnih zaporedij z nizkimi vrednostmi PSL [19,
22, 24]. Dandanes so najboljSe znane vrednosti PSL (ki
bi naj bile tudi optimalne) za binarna zaporedja dolZine
86 < L < 105 objavljene v [22].

Za daljSa zaporedja so poznane le najboljSe znane
vrednosti (ang. best-known results) in pregled literature
naredimo glede na dolZino zaporedij:

* rezultate za zaporedja 106 < L < 300 najdemo v
[6, 12, 13],

¢ za izbrane dolzine na intervalu 301 < L g 4000 v
prispevkih [6, 7, 8, 9, 13, 15, 21, 23, 25],

* za nekatere dolZine L od 4000 do 8191 v prispev-
kih [2, 3] in

* zanajdaljSe (tudi do dolZine 10°) lahko najdemo v
literaturi: [6, 7, 11, 20].

V zadnjem casu je bilo objavljenih precej ¢lankov o
binarnih zaporedjih in zanimivo je, da v teh clankih
lahko zasledimo precej$nje izboljSanje eksperimental-
nih rezultatov, ki niso le odraz povecane zmogljivosti
racunalniSkih sistemov.

4 Rast najboljSih znanih vrednosti PSL

Pri binarnih zapored;jih raziskovalce in znanstvenike za-
nima (asimptoti¢na) odvisnost vrednosti PSL od njihove
dolzine. Kot zanimivost povejmo, da matemati¢ni dokazi
potekajo v smeri preucevanja ne le izbranih razredov za-
poredij, ampak vseh binarnih zaporedij. V literaturi za-
sledimo, da je rast vrednosti PSL skoraj vseh binarnih



« NajboljSa znana vrednost PSL
2 4 -1.5592+0.7452 x/L, R*=0.9970
--- WL
8 -
—
[%2]
oL o
N
S -
o

800

LN BAARH RARAN RARRS NAARY RARAS RARAY RAARI NARM) RARMY
1000 1200 1400 1600 1800 2000

L

Slika 2: Rast vrednosti PSL glede na dolZino binarnih zaporedij (L) za L = m?,4 < m < 44, m € N.

zaporedij dolZine L:
O(VLInL).

Matemati¢ni dokaz najdemo v [1], v [14, 18] pa naj-
demo eksperimentalni dokaz, ki temelji na racunalniskih
poskusih. Izraz skoraj vseh uporabljamo, saj obstajajo
razredi binarnih zaporedij, ki odstopajo od enacbe (4),
npr. binarna zaporedja, kjer imajo vsi elementi vrednost
+1.

Prav tako zanimivo vpraSanje se glasi: kako je z ra-
stjo najboljsih znanih vrednosti PSL v odvisnosti od nji-
hove dolzine? Preden nadaljujemo, opozorimo na dve za-
devi: v enacbi (4) nastopajo skoraj vsa binarna zaporedja
(v tem primeru govorimo o rasti povpre¢nih vrednosti)
in da so optimalne vrednosti PSL znane za L < 105.
V nadaljevanju bomo na slednje vprasanje odgovorili za
izbrane dolZine binarnih zaporedij do velikosti priblizno
2000. Za omenjene dolZine so se v zadnjem casu v litera-
turi pojavili algoritmi, ki dokaj uspes$no reSujejo problem
iskanja binarnih zaporedij z dobrimi avtokorelacijskimi
lastnostmi.

Slika 2 prikazuje aproksimacijo trenutno znanih naj-
boljsih vrednosti PSL aperiodi¢nih binarnih zaporedij, ki
imajo dolZino:

“

L=m? m¢c{4,5,---,44} 6)
in jo primerja z rastjo v/L. Torej izbrane vrednosti L so
16, 25, 36, ..., 1936 in za njih velja, da je m? < 2000.
Dobljene vrednosti PSL najdemo v literaturi: [13] ter [6]
(dodali smo Se nekaj izracunanih vrednosti nasih zadnjih
raziskav). Opazimo lahko, da je VL (na sliki 2 oznaceno
z modro barvo) precej vi§je, kot je aproksimacija naj-
boljsih znanih vrednosti PSL (na sliki ozna¢eno z rdeco
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barvo). Omenjena aproksimacija sledi krivulji, ki jo pri-
kazuje enacba (6):

0.7452V'L — 1.5592 (6)
Sama aproksimacija s kvadratnim polinomom se lepo
ujema, saj je statisti¢na vrednost R? = 0.997. Iz do-
bljenega pa Zal ne moremo sklepati, kako je z rastjo naj-
boljsih binarnih zaporedij pri zelo velikih dolZinah, npr.
L > 109, saj pri teh dolZinah postanejo tudi najboljsi he-
vristi¢ni algoritmi ¢asovno prevec zahtevni in seveda tudi
premalo zmogljivi.

Matematic¢ni dokaz ali pa vsaj racunalniski eksperi-
menti tako ostajajo odprti pri ugotavljanju rasti vrednosti
PSL aperiodi¢nih binarnih zaporedij.
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Slika 3: Primer avtokorelacijskih funkcij s PSL = 31 za bi-

narno zaporedje dolZine L = 1936.

Na sliki 3 vidimo primer avtokorelacijskih funkcij za
binarno zaporedje dolzine L = 1936 (442> = 1936).



Glavni rezenj Cy je na sliki odrezan. Stranski reznji so
simetri¢ni glede na glavni reZen,;.

5 Zakljucek

V preglednem c¢lanku smo predstavili aperiodi¢na bi-
narna zaporedja z nizkimi avtokorelacijskimi vrednostmi,
kjer smo se omejili na nizke vrednosti stranskih reZnjev
oziroma vrednost PSL.

Opravili smo pregled nedavnih prispevkov, kjer smo
se fokusirali na iskanje neperiodi¢nih binarnih zapore-
dij z nizkimi vrednostmi PSL in trenutno znanimi naj-
boljSimi rezultati za izbrane dolZine do velikosti priblizno
2000. Na omenjenem intervalu smo opravili aproksima-
cijo najboljsih vrednosti. Dobljena aproksimacija sledi
krivulji 0.7452v/L — 1.5592, ki je niZja (to je boljia) kot
VL.

Hevristi¢ni algoritmi, ki jih zasledimo v literaturi,
imajo teZave pri reSevanju iskanja aperiodi¢nih binar-
nih zaporedij z nizkimi vrednostmi PSL zaradi veliko-
sti iskalnega prostora, ki se glede na dolzino zaporedja
povecuje eksponentno.

Nadaljnje raziskave na tem podrocju lahko potekajo
v smeri opravljanja eksperimentov za vi§je dolZine binar-
nih zaporedij z uporabo zmogljive racunalniske strojne
opreme, katere zmogljivost se povecuje iz dneva v dan.
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