MATEMATIKA

SLIKA 2.
Parter in balkon s skupno 2N = 210 sedezi

Vecjega dobimo z isto trojico za yu = 3, in sicer x =
1l,y=7,z=10in N = 27.

Za pitagorejsko trojico (12,35,37) inu =1 je x =
11,y = 18,z = 23 in N = 105. S tem smo naSli
sedeZni red z 210-imi sedeZzi, 105-imi v parterju in
105-imi na balkonu (slika 2).

Takih zgledov je neSteto. V poStev pride vsaka pri-
mitivna pitagorejska trojica (a, b, ¢) in liho Stevilo p.
Nekaj primerov je zbranih v tabeli 1, ki je urejena
glede na narascajoce N in je lahko direktorju gleda-
lis¢a v pomoc¢ pri nacrtovanem sedeZnem redu.

Naloga. DokaZzi, da je Stevilo N v naSi nalogi vedno
deljivo s 3.
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Uvod

Skupina prijateljev zivi vzdolz daljSe lokalne ceste.
Za skupna srecanja Zelijo izbrati tak kraj x, da bo
skupna poraba oz. kar skupna prevoZena razdalja
¢im manjS$a. Jim lahko pri izbiri tega kraja kako po-
magamo?

Srecanje vzdolz premice

Zravnajmo v mislih cesto v premico in opremimo
kraje ob tej cesti s koordinatami

" gy <a»<---<any. 1)

Za poljuben realni x lahko izracunamo vsoto
n

= S(x) =) |x—ail, )
i=1

ki nam pove vsoto razdalj tocke x od tock a;.

Primer. Vzemimo

" (a1,az,a3,a4,as) = (2,4,7,8,13).

Potem jenpr. S(5) =3+1+2+3+8=17.

Poskusimo poenostaviti izraz za S(x). Tocke
ai,...,a, nam razdelijo premico na (najve¢) n + 1
intervalov. Od teh sta prvi in zadnji neomejena. Vze-
mimo k med 1 in n — 1 in si oglejmo zoZitev Si(x)
funkcije S(x) na interval [ak, akx+1]. Za x na tem in-
tervalu velja ay < x < a4 in zato (upoStevamo Se
definicijo absolutne vrednosti)

> (aj - x) 3)

k
= Sk(x) =D (x—ai) +
i=1 j=k+1

k n
=k-(m-k)x->ai+ > aj

i=1 j=k+1
=2k -—n)x — Sk + (Sn — Sk)
=2k —n)x + (Sy — 28y),
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kjer smo oznacili Se Sy = Zle a; in podobno S, =
>, a;. Opazimo lahko, da je zoZitev Sk (x) pravza-
prav linearna funkcija spremenljivke x s koeficien-
tom (2k — n) in stalnim ¢lenom (S;,, — 2Sk). Zgornja
izpeljava velja tudi za oba neomejena intervala in zo-
zZitev So(x) na intervalu (—o0,a;] ter zozitev S, (x)
na intervalu [ay, ).

Funkcija S(x) je torej odsekoma linearna. Sose-
dnje zozitve Si(x) in Ski1(x) imajo v toCki apiq
enako vrednost, saj je razlika vrednosti enaka

= Skr1(aks1) — Sk(ax+1)
= (2(k+1) —n)ags1 + Sn — 28k
—(2k —n)axs1 — Sn + 25k
= 2ag+1 — 28k+1 + 2S5k = 2ak+1 — 2ak+1 = 0.

Iz enakosti (3) razberemo tudi, da funkcija S (x)
pada na intervalu [ag,ax+1] za k < n/2, saj je tam
koeficient 2k — n ustrezne linearne funkcije negati-
ven ali pa kve¢jemu 0. Podobno S (x) narasSca na in-
tervalih [ay,ar+1] za k = n/2, saj je tam koeficient
2k — m pozitiven ali pa enak 0. Meja pa je ravno
pri k = n/2 (ko je n sodo Stevilo).

Funkcija S (x) torej na nekaj levih intervalih pada,
saj so zoZitve Sy (x) tam padajoce in nosijo sosednje
zozitve v skupni tocki enako vrednost. Na ostalih
desnih intervalih pa funkcija S(x) narasca (podoben
razlog). Velja torej:

= Ce je n liho §tevilo, potem funkcija S(x) doseze
minimum v tocki an+1),2.

= Ce je n sodo §tevilo, potem funkcija S(x) doseze
minimum na intervalu [a, 2, an/2+11.

Primer take funkcije S(x) = |[x—2|+|x—4|+|x—7|
kaze slika 1. Na njej je razviden minimum v tocki
x =4inS54) =2+ 0+ 3 = 5. Zanimivo je, da je
za lihi n optimalna tocka odvisna samo od srednje
vrednosti an+1),2, ni¢ pa od ostalih vrednosti. Za
sodi n pa je optimalna tocka poljubna na intervalu
med dvema srednjima tockama [an;2, an;2+11-

Srecanje prijateljev krajanov

Vzemimo sedaj, da Zivi v kraju s koordinato a; kar
pi € N prijateljev. Skupaj je torej p = >, p; vseh
prijateljev, ki bi se radi srecali. Kako reSimo tak
problem? Vzemimo npr. (a;,az,a3) = (2,4,7) in
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SLIKA 1.
Sx)=|x-2l+|x -4+ |x -7|

(p1,p2,p3) = (3,1,5). Problem prevedemo na prej-
Snjega tako, da prijatelje iz istega kraja navedemo
veCkrat: za prvi kraj trikrat, za drugi kraj enkrat,
za tretji kraj petkrat. Tako dobimo zaporedje b =
(2,2,2,4,7,7,7,7,7) z reSitvijo bs = 7 in S(7) =
3x5+1x3+5x0 = 18. Tako vidimo, da kraji z ve-
¢jim Stevilom prijateljev vlecejo optimalno tocko x
k sebi.

Kam postaviti Solo?

Vzemimo sedaj blokovsko naselje, po katerem se gi-
bljemo zgolj v vodoravni in navpicni smeri (slika 2 -
tloris). V nekaterih tockah Zivijo dijaki, ki bodo obi-
skovali Solo. Kam jo postaviti, da bo skupna vsota
razdalj do Sole ¢im manjSa? Tu ima vsaka tocCka
dve koordinati, recimo (ai,b;). Razdalja do tocke
(az, by) je tu definirana kot |a» —a;| + |b» — b1|. Pra-
vimo ji tudi Manhattan metrika.

Kako pois¢emo optimalno tocko sedaj? Funkcija
S(x,y) ima sedaj dva argumenta in velja

M=

= S(x,y) =D (Ix —arl + |y —bkl) = 4)
k=1
n n
= > Ix—akl+ > |y — bl =
k=1 k=1

= Sa(x) +Sp(¥)

kjer smo z S;(x) in Sp(y) oznacili ustrezni dve
vsoti. Vidimo, da dvorazseZni problem razpade na
dva, med seboj neodvisna enorazsezna problema, ki
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SLIKA 2.
Sola v blokovskem naselju

ju Ze znamo reSiti od prej. Primer na sliki 2 ima
devet (¢rnih) tock, katerih urejene a koordinate tvo-
rijo zaporedje (2,2,3,4,6,6,8,9,9), urejene b koor-
dinate pa tvorijo zaporedje (1,2,3,3,4,4,5,7,7).
Optimalna (rdeca) tocka za Solo nosi torej koordi-
nati (6,4), funkcija S(6,4) pa ima vrednost S;(6) +
Sp(4) = 21 + 14 = 35. Podobno kot prej lahko razsi-
rimo problem optimalne tocke na kraje, v katerih je
po vec dijakov hkrati.

Stirje prijatelji

Stirje skavti so se na obseZni ravnini oddaljili drug
od drugega. Sedaj se Zelijo srecati tako, da bo nji-
hova skupna hoja ¢im krajsa. Razdalja je tukaj obi-
Cajna evklidska razdalja, tj. dolzina zveznice dveh
tock, ki jo izracunamo po Pitagorovem izreku. Pri-
vzemimo, da njihovi poloZaji A, B, C in D tvorijo ogli-
Sca konveksnega Stirikotnika. Naj bo tocka E prese-
CiSCe diagonal AC in BD, F pa poljubna druga tocka
v notranjosti Stirikotnika. Oglejmo si sliko 3.

Ker je tocka E preseciSCe diagonal, gre najkrajSa
pot od tocke A do tocke C preko tocke E. Poljubna
druga pot od tocke A preko tocke F do tocke C je
daljsa od prve (trikotniSka neenakost). Podobno ugo-
tovimo, da je pot od tocke B preko tocke E do tocke
D krajSa kot pot od tocke B preko tocke F do tocke
D. Res je torej E iskana optimalna tocka. Natanc¢ni
bralec lahko premisli robni primer, ko je tocka F
na eni od diagonal. Primer nekonveksnega Stiriko-
tnika tu opustimo.

SLIKA 3.
Stirje prijatelji

Trije prijatelji

Poglejmo si Se primer treh prijateljev. Ta bo tezji
od predhodnega. Denimo, da so se trije skavti odda-
ljili drug od drugega v tocke A, B in C. ISCemo takSno
optimalno tocko F, da bo vsotarazdalj FA+FB + FC
minimalna. Povejmo vnaprej:

= [z optimalne toc¢ke F vidimo stranice trikotnika
AABC pod koti 120°.

Oglejmo si najprej pomozni Vivianijev izrek. Vze-
mimo poljuben enakostranicni trikotnik AA’B’C’ in
poljubno notranjo tocko G.

= Vsota razdalj od tocke G do stranic enakostranic-
nega trikotnika AA’B'C’ je neodvisna od izbire
tocke G.

Res. TocCka G porodi tri trikotnike AA’'B'G,
AB'C'G in AC'A’G, katerih vsota ploScin je oc¢itno
enaka ploSc¢ini enakostrani¢nega trikotnika AA’B’C’
(slika 4). ViSine teh treh trikotnikov zadoScajo enac-
bi av, +avy +av. = 2P, kjer je a stranica trikotnika
AA'B’'C’, P panjegova ploS¢ina. Enakost delimo z a
ter preberemo: vsota viSin je 2P/a, kar je neodvisno
od izbire tocke G. Dokazano.
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SLIKA 4.
Vivianijev izrek

Poglejmo sedaj Se sliko 5. Na njej je osnovni triko-
tnik AABC ter tocka F, iz katere Ze vidimo stranice
trikotnika pod koti 120°.

Trikotniku AABC priredimo pomozni trikotnik
AA'B’'C’ tako, da nacrtamo v tockah A, B in C pra-
vokotnice na daljice FA, FB in FC. PreseciSca teh
pravokotnic med sabo poimenujmo A’, B" in C’. Kot
pri tocki A’ je Cetrti kot v Stirikotniku A’CFB in meri
360° — 120° — 2 X 90° = 60°. Podobno ugotovimo
za kota pri tockah B’ in C’. Torej je AA’B'C’ enako-
stranicni trikotnik.

Opazimo, da so tri rdece daljice s krajiS¢em F raz-
dalje do oglis¢ A, B in C v trikotniku AABC, hkrati
pa tudi razdalje do stranic trikotnika AA’B'C’. Vze-
mimo sedaj Se poljubno drugo tocko G in iz nje po-
tegnimo zelene daljice GH, GI in GJ pravokotno na
stranice A'B’, B'C' in C'A’.

Tri zelene daljice pa so prav tako razdalje do stra-
nic trikotnika AA'B’C’, zato po Vivianijevem izreku
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SLIKA 5.

Fermat-Toricellijeva tocka F

velja FA+FB + FC = GH + GI + GJ. Zelene razdalje
GH, GI, GJ pa so krajse od ¢rnih razdalj GC, GA, GB,
saj je npr. GI pravokotna na B'C’, GA pa ne. Torej
je FA+ FB+ FC < GC + GA + GB, pri ¢emer je bila
G poljubna druga notranja tocka. Res je torej F op-
timalna to¢ka. Pravimo ji tudi Fermat-Toricellijeva

tocka.

Opomba. Ta razmislek velja za trikotnike, ki imajo
vse kote najveC 120°. Ostale primere tudi tu opu-
stimo. Enostavno konstrukcijo to¢ke F in nekaj do-
datne analize najde bralec v viru [2].
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