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Mnozice

Kot Ze sam naslov pove bomo v tem poglavju predstavili mnozice in osnovne
operacije z njimi. Se pred tem pa se bomo seznanili z osnovnimi prijemi iz

matematicne logike.

1.1 Matematicna logika

Za razumevanje formul, izrekov, dokazov in izpeljav, s katerimi se bomo sre-
¢evali v tem ucbeniku, je potrebno osnovno znanje iz logike, predvsem pravila
sklepanja. Zato bomo v tem delu predstavili nekaj osnovnih pojmov matema-

ticne logike.

Osnovni pojem v matematicni logiki je zagotovo izjava. Izjava je trditev, ki je
lahko resni¢na ali neresni¢na. Izjave bomo v nadaljevanju oznacevali z malimi

tiskanimi ¢rkami p, q,r, . ..

Primer 1.1 Poglejmo primer dveh izjav.
Izjava p: 55 je liho stevilo. Ta izjava je resnicna.

Izjava q: 55 je prastevilo. Ta izjava je neresnic¢na.



Izjave glede na to, ali jih je mogoce razdeliti na enostavne sestavne dele, delimo

na enostavne izjave in sestavijene izjave.
Primer 1.2 Izjavi p in ¢ sta enostavni izjavi.

Primer 1.3 Vsota stevil 3 in 5 je osem je enostavna izjava.

Ce je bil véeraj cetrtek, potem je danes petek je sestavljena izjava.

Enostavne izjave lahko z logi¢nimi operacijami povezemo v sestavljene izjave.
Kako je s pravilnostjo sestavljene izjave najlazje prikazemo s pravilnostno
tabelo. Tako bomo v nadaljevanju predstavili osnovne logi¢ne operacije in
njihove pravilnostne tabele. Kot oznako za pravilnost oziroma nepravilnost

izjav bomo uporabljali stevili 1 oziroma 0.
NEGACIJA

Oznaka za negacijo je = . Negacija izjave —p je resni¢na natanko tedaj, ko je

P neresnicna izjava.

P[]

1
0

Primer 1.4
Izjava —p: 55 je sodo Stevilo. Ta izjava je neresnicna.

Izjava —q: 55 ni prastevilo. Ta izjava je resnicna.

DISJUNKCIJA

Oznaka za disjunkcijo je V. Sestavljena izjava p V ¢ je resni¢na natanko tedaj,

ko je resni¢na vsaj ena od izjav p ali q.



plalpVa]
1[1]1
1]0]1
0111
0100

Primer 1.5 Izjava pVq: 55 je liho stevilo ali prastevilo. Ta izjava je resnic¢na.

Primer 1.6

Ali so sestavljene izjave
L. (=p) Vv,
2. ~(pVva),
3. (=p) V (=9),
4. =(pV (~q))

resni¢ne ali neresnicéne?

Hitro lahko preverimo, da je le tretja izmed nastetih izjav resnic¢na, ostale pa

SO neresnicne.

KONJUNKCIJA

Oznaka za konjunkcijo je A (v nekateri literaturi se za konjunkcijo izjav p in
q uporablja tudi oznaka p & ¢.) Sestavljena izjava p A ¢ je resni¢na natanko

tedaj, ko sta resnic¢ni obe izjavi p in q.

b

[ pAq]
1

P14
1]1
110
01
0]0

0
0
0

Primer 1.7 Izjava p A q: 55 je liho stevilo in hkrati prastevilo. Ta izjava je

neresnicéna.



Primer 1.8

Ali so sestavljene izjave
L (=p) Ag,

2. ~(pNa),

3. (=p) A (=g),

4. =(p A (=g))

resni¢ne ali neresnicéne?

Hitro lahko preverimo, da je le druga izmed nastetih izjav resni¢na, ostale pa

SO neresnicne.

IMPLIKACIJA

Oznaka za implikacijo je =. Sestavljena izjava p = ¢ je neresni¢na natanko
tedaj, ko iz resni¢ne izjave p sledi neresni¢na izjava q. V vseh ostalih primerih

je ta izjava resnicna.

Primer 1.9
Izjava p = q: ce je b5 liho stevilo, potem je 55 prastevilo. Ta izjava je
neresnicna.

[zjava q = p: ce je b5 prastevilo, potem je 55 liho stevilo. Ta izjava je resnic¢na.

Primer 1.10

Ali so sestavljene izjave

1. =(qg = p),



2. (—p) = q,
3. (pVaq)=p,
4. (p=q) Vg

resni¢éne ali neresni¢ne?

Prva in zadnja izjava sta neresni¢ni, druga in tretja pa resnicni.

EKVIVALENCA

Oznaka za ekvivalenco je <. Sestavljena izjava p < ¢ je resnicna natanko

tedaj, ko sta p in ¢ obe resni¢ni ali obe neresnicni izjavi.

Primer 1.11 Izjava p < q: 55 je liho stevilo natanko tedaj, ko je 55 prastevilo.

Ta izjava je neresni¢na.

Primer 1.12

Ali so sestavljene izjave
L. (=p) & (—9),
2. (~(p=q)Vy,
3. (p=a) Mg,
4. ((pNg) = p) = (—q)

resni¢ne ali neresnicéne?

Druga in cetrta izjava sta resnic¢ni, prva in tretja pa neresnicni.
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Za konec razdelka omenimo Se dva kvantifikatorja, ki izhajata iz matema-
ticne logike. Prvi je univerzalni kvantifikator, ki ga oznacujemo z oznako V.
Univerzalni kvantifikator srecujemo v izjavah, ki veljajo za vse elemente dane
univerzalne mnozice. Drugi je eksistencni kvantifikator, ki ga oznacujemo z
oznako 3. Eksistenc¢ni kvantifikator uporabljamo, kadar ho¢emo povedati, da

neka izjava velja za vsaj en element dane mnozice.

Primer 1.13 Zapis
Ve : 2e€N = 22> 0

pove, da imajo vsa naravna Stevila pozitivne kvadrate.

Primer 1.14 Zapis
dr : x €N A 22 =9

pove, da obstaja naravno Stevilo, katerega kvadrat je enak 9.

1.2 Mnozice

Mnozice bomo oznacevali z velikimi tiskanimi ¢rkami A, B, ..., elemente mno-
zice pa z malimi ¢rkami a, b, . .. Elemente mnozice lahko bodisi nastejemo
A ={a,b,c,d},

pogosto pa mnozico opiSemo z lastnostjo, ki karakterizira njene elemente. Na

primer, mnozico vseh sodih naravnih Stevil lahko opiSemo na naslednji nacin
A={a : a=2k, ke N},

Ce element a pripada mnozici A, to zapisemo kot a € A. Ce pa a ni element
mnozice A, to zapisemo kot a ¢ M. Mnozico, ki ne vsebuje nobenega elementa,

imenujemo prazna mnoZica. Prazno mnozico obi¢ajno ozna¢imo s simbolom ()

ali {}.
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Primer 1.15 Mnozica A vsebuje vsa naravna Stevila od 1 do 10. Potem
pisemo

A=1{1,2,3,...,10} ali A={a]a<10, a €N}

Mnozica A je podmnoZica mnozice B, ¢e je vsak element mnozice A tudi ele-
ment mnozice B
ACB <= (VYa) (ae A = € B).

Ce zelimo pri tem poudariti, da mnozica A ne izérpa celotne mnozice B, potem
piSemo

ACB.
V takem primeru pravimo, da je mnozica A prava podmnoZica mnozice B.

Primer 1.16 Naj bosta dani mnozici A = {1,2,3,4,5,6} in B = {2,4,5}.
Potem je B C A.

11



Slika 1.1: BC A

Primer 1.17 Naj bo A mnozica vseh celih stevil in naj bo B mnozica vseh

sodih stevil. Tedaj je B prava podmnozica mnozice A, sajje B C Ain B # A.

Primer 1.18 Prazna mnoZica ) je prava podmnozica vsake mnozZice A z vsaj

enim elementom.

Pri obravnavi se vedno omejimo na elemente neke univerzalne mnozice, ki
vsebuje vse objekte, ki nas pri nekem matematicnem premisljanju zanimajo.
Univerzalno mnozico bomo oznacevali s simbolom U. Univerzalna mnozica bo

za nas najveckrat kar mnozica vseh realnih stevil.

Operacije med mnozicams

Z mnozicami lahko tudi racunamo. Osnovne operacije med mnozicami so
unija, presek, razlika, komplement in karteziéni produkt. V nadaljevanju bomo

opisali vsako od nastetih operacij.

1. Unija mnozic A in B je mnozica vseh tistih elementov, ki so vsaj v eni

od mnozic A ali B

AUB={z : € AV z € B}.

Primer 1.19 Naj bosta dani mnozici A = {a,b,c} in B = {d,e, f, g}.
Potem je AU B = {a,b,c,d,e, f, g} (slika 1.2).
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Slika 1.2: AU B

2. Presek mnozic A in B je mnozica vseh tistih elementov, ki so hkrati v

mnozici A in v mnozici B
ANB={z : € A N z € B}.

Primer 1.20 Naj bosta dani mnozici A = {a, b, ¢, f,g}in B ={d,e, f, g}.
Potem je AN B = {f,g} (slika 1.3).

Slika 1.3: AnB

Ce je presek mnozic A in B prazen (AN B = ()), pravimo, da sta mnozici
Ain B disjunktni.

Primer 1.21 Mnozici iz primera 1.2 sta disjunktni.

Primer 1.22 Naj bosta dani mnozici A = {z,y,z} in B = {q,w}.
Potem je AN B = () (slika 1.4). Torej sta mnozici disjunktni.
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Slika 1.4: Disjunktni mnozici

Slika 1.5: A\ B

3. Razlika mnozic A in B je mnozica vseh tistih elementov, ki so v A in

niso v B

A\B={zx : z€ A N z ¢ B}.

V nekateri literaturi se za razliko mnozic A in B uporablja oznaka A—B.

Primer 1.23 Naj A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} in najbo B = {2,4,6,8, 10}.
Potem je A\ B ={1,3,5,7,9} (slika (1.5)).

Primer 1.24 Naj bo A mnozica vseh naravnih veckratnikov stevila 3

in B mnozica vseh sodih naravnih stevil. Potem je A\ B mnozica vseh

lihih naravnih veékratnikov stevila 3.
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Primer 1.25 Najbo A ={1,2,3,4} innaj bo B = {2,4,10}. Dolo¢imo
naslednje mnozice AN B, AUB, A\ Bin B\ A.

(i) ANB ={2,4},

(i) AUB ={1,2,3,4,10},
(i) A\ B ={1,3},
(iv) B\ A = {10}.

Hitro lahko pokazemo, da velja
ANB=BNA in AUB=BUA.

Ta lastnost seveda ne velja za razliko mnozic, kar se lepo vidi na zgornjem

primeru.

Prav tako velja
AN(BNC)=(AnB)NnC in AU(BUC)=(AUuB)UC.

Ta lastnost ponovno ne velja za razliko mnozic.

. Komplement mnozice A (glede na univerzalno mnozico U) je mnozica

vseh tistih elementov, ki so v U in niso v A
A={z el : = ¢ A}
Torej je

A°=U\ A.

Primer 1.26 Naj bo sedaj univerzalna mnozica mnozica vseh naravnih
stevil in A mnozica vseh sodih naravnih stevil. Potem je seveda A€

mnozica vseh lihih naravnih stevil.

Primer 1.27 Naj bo dana univerzalna mnozica U = {a,b,c,d,e, f,g}
in naj bo dana mnozica A = {e, f, g}. Hitro lahko vidimo, da je A C U
in A° = {a,b,c,d} (slika 1.6).
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Slika 1.6: A¢

5. Kartezi¢ni produkt mnozic A in B je mnozica vseh urejenih parov (a, b),

kjer je prva komponenta a iz mnozice A in druga komponenta b iz mnozice

B
Ax B={(a,b) : ac A N be B}
Pri tem je potrebno poudariti, da urejen par (a,b) v splosnem ni enak
urejenemu paru (b, a).
Primer 1.28 Naj bo A = {1,2,3} in B = {a,b}. Potem je
Ax B = {(1,a),(2,a),(3,a),(1,b),(2,a),(3,a)},
BxA = {(a1)(a,2),(a,3),(b1),(b2),(b3)}

Ker se z zamenjavo vrstnega reda mnozic spremenijo urejeni pari, karte-

ziéni produkt A x B v splosnem ni enak kartezicnemu produktu B x A.

Zapisimo Se nekaj preprostih lastnosti operacij z mnozicami.

AC (AUB) B C (AUB)

(ANB)C A (ANB)C B

(ANA)=A (AUA)=A

(AN0)=10 (Aud)=A
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
(AN B)*= A°U B° (AUB) = A°N B°

16



Primer 1.29 Najbodo A = {6,9,11,12,14,21}, B={2n : n€ N A n < 8}
inC ={4n—1 : n € N An <4}. Dolo¢imo mnozici (CNB)\Ain (AUB)NC.

Najprej moramo seveda zapisati elemente mnozice B in elemente mnozice C.
Ker je n € {1,2,3,4,5,6,7} in so v mnozici B elementi oblike 2n, je B =
{2,4,6,8,10,12,14}. Podobno razmisljamo v primeru mnozice C. Ker je n €
{1,2,3,4} in so v mnozici C' elementi oblike 4n—1, je C' = {3,7,11,15}. Torej
je

(CNB)\A=10
in

(AUB)NC = {11}.

Druzino vseh podmnozic mnozice A imenujemo potencéna mnoZica mnozice A
in jo ozna¢imo s simbolom P(A). Hitro lahko opazimo, da vsaka potencna
mnozica vsebuje prazno mnozico in celotno mnozico A, saj za vsako mnozico
Avelja C Ain A C A.

Denimo, da ima mnozica A natanko n elementov. Pri vsaki od podmnozic
dane mnozice imamo za vsak element mnozice A natanko dve moznosti: ali
ga vklju¢imo v podmnozico ali ne. Iz tega hitro sledi, da je vseh podmnozic

natanko 2.

Primer 1.30 Naj bo A = {1,2}. Potem je
P(A) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.
Vseh podmnozic mnozice A je 2% = 4.

Primer 1.31 Naj bo A = {a, b, c}. Potem je

P(A) ={0,{a},{b}.{c},{a,b} . {a, c}, {b,c} . {a,b,c}}.

Vseh podmnozic mnozice A je 2% = 8.
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2

Preslikave

Naj bosta A in B dve neprazni mnozici. Preslikava f, ki slika iz mnozice A v
mnozico B, je predpis, ki vsakemu elementu iz prve mnozice priredi element

iz druge mnozice. Pri tem uporabljamo zapis
f:A— B.

Mnozici A pravimo definicijsko obmocje preslikave f. Oznacevali ga bomo z
oznako Dy. Definicijsko obmocje funkcije je torej mnozica, na kateri je funkcija
definirana. Zaloga vrednosti preslikave f pa je podmnozica mnozice B, v kateri
so slike vseh elementov iz mnozice A (torej iz definicijskega obmocja funkcije).

Oznacevali jo bomo z oznako Zy.

V nadaljevanju bomo obravnavali le preslikave, ki slikajo iz neke podmnozice
realnih Stevil v mnozico realnih stevil. Takim preslikavam f : R — R pravimo

realne funkcije.

2.1 Realne funkcije

Realna funkcija je preslikava f : R — R. Najbolje je opisana analiticno s svojo

18



eksplicitno enacbo

flz)=y.
Stevilo y je torej vrednost funkcije f v tocki z. Véasih realno stevilo = imenu-
jemo tudi neodvisna spremenljivka, Stevilo y pa odvisna spremenljivka. Kot smo

zapisali pred zacetkom tega poglavja, je definicijsko obmocje realne funkcije f

podmnozica realnih stevil, na kateri je funkcija definirana
Dy={zeR : f(z) e R}

Zaloga vrednosti funkcije f pa je mnozica vseh vrednosti, ki jih funkcija za-
vzame
Zr={yeR : dzeDy, f(x) =y}

Graf funkcije f (oznacili ga bomo z Gy) je mnozica vseh urejenih parov oblike
(x, f(x)). Torej velja

Gr={(z,y) : x€Ds,y= f(x)}.

To mnozico urejenih parov navadno graficno predstavimo v pravokotnem ko-
ordinatnem sistemu. Na ta nacin najbolje upodobimo funkcijski odnos med

odvisno in neodvisno spremenljivko.

Primer 2.1 Naj bo f(z) = = + 3. To je linearna funkcija in njen graf je
premica. Definicijsko obmocje in zaloga vrednosti funkcije f so vsa realna
Stevila

Dy=R, Z;=R.

Primer 2.2 Naj bo f(z) = 1. Potem je

Dy =R\ {0}, Z; =R\{0}.

Primer 2.3 Doloc¢imo definicijsko obmocje funkcije

dx — 22

f(x) = /In

19



Slika 2.1: f(z) =2

Takoj lahko opazimo, da mora biti izraz pod korenom nenegativen, kar lahko

zapisemo kot
4 — z° -0
5 20
Ker je logaritem nenegativen natanko tedaj, ko je njegov argument vecji ali

In

enak 1, velja

Ay — 22

3

Torej mora veljati
v —dx+3=(z—1)(z—3)<0.

Resitev zgornje neenacbe je 1 < x < 3. Definicijsko obmocje funkcije f je

zaprti interval [1, 3].

Naj bo f realna funkcija. Potem je funkcija f narascajoca, ce je
11 < zp = f(21) < f(22),

in je strogo marascajoca, Ce je

Ty < 1y = f(11) < f(22).

20



Funkcija f je padajoca, e je

T < 29 = f(x1) > f(22),
in je strogo padajoca, Ce je

r1 < 9 = f(x1) > f(22).

Pravimo, da je funkcija f monotona, ¢e je (strogo) narascajoca ali (strogo)

padajoca.

Primer 2.4 Naj bo f(x) = 2z + 1. To je linearna funkcija s pozitivnim

smernim koeficientom k& = 2 in je zato strogo narascajoca.

Slika 2.2: f(z) =2z +1

Primer 2.5 Najbo f(z) = 222—3. Naintervalu (—oo, 0] je funkcija padajoca,

na intervalu [0, 00) pa narascajoca.

Realna funkcija f je na intervalu I navzgor omejena, ¢e obstaja tak M € R,
da je
flz) <M, Vzel.

Funkcija f je navzdol omejena na intervalu I, ¢e obstaja tak m € R, da je
m < f(x), Vzel.

21



Slika 2.3: f(z) = 22? — 3

Pravimo, da je M zgornja meja, m pa spodnja meja funkcije f na intervalu
I. Funkcija f je na intervalu I omejena, Ce je navzgor in navzdol omejena.
Najmanjso zgornjo mejo M funkcije f imenujemo natancéna zgornja meja. Naj-
vecjo spodnjo mejo m funkcije f imenujemo natancna spodnja meja.

Ce je natan¢na zgornja meja M funkcije f tudi funkcijska vrednost, potem je
M maksimum funkcije f na [

M = max f(x).

xel
Ce je natancna spodnja meja m funkcije f tudi funkcijska vrednost, potem je
m minimum funkcije f na [

m = mel?f(x)

Primer 2.6 Naj bo f(z) = 2? + 2. Maksimum funkcije f na intervali [—1, 1]

je 3 in minimum 2.

Tocka T'(xg, f(xo)) je lokalni maksimum funkcije f, ¢e v poljubno majhni
okolici realnega stevila zg velja f(x) < f(xo). Tocka T'(xo, f(zo)) je lokalni
minimum funkcije f, ¢e v poljubno majhni okolici realnega stevila zy velja

f(z) > f(xp). Lokalni maksimum in lokalni minimum sta lokalna ekstrema
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funkcije f.

Definirajmo Se niclo, pol in asimptoto realne funkcije f. Realno Stevilo g je
nic¢la funkcije f, ce je f(zo) = 0. Tocka xy je pol funkcije f, ¢e funkcija f v
2o ni definirana, v poljubno majhni okolici tocke xqy pa se funkcija priblizuje
pozitivni ali negativni neskonénosti. Asimptota funkcije f je krivulja h kateri
se funkcija f priblizuje, ko gre x priti pozitivni ali negativni neskonc¢nosti.

Primer 2.7 Naj bo f(x) = 22;21. Funkcija f ima dve ni¢li z = 1 in x =

—1. Pol funkcija f doseze pri realnem Stevilu x = —2. Njeno asimptoto

pa izracunamo tako, da delimo polinom v Stevcu s polinomom v imenovalcu
(x2 — 1) : (z + 2) in dobimo x — 2 ter ostanek 3. Asimptota je torej premica

y=1x—2.

Funkcija f definirana na simetricnem intervalu I (na primer I = (—a,a) ali

I = [a,—al) je soda, ¢e je

in je liha, Ce je
f(@) = —f(==), Veel

Spodnji primeri bodo pokazali, da je graf sode funkcije simetricen glede na y

os, graf lihe funkcije pa je simetricen glede na koordinatno izhodisce.

Primer 2.8 Naj bo f(r) = 2?. Ker je

je f soda funkcija.

Primer 2.9 Naj bo f(z) = 23. Ker je

je f liha funkcija.
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Slika 2.4: f(z) = 2*
0.6}
0. 4;

0.2¢

Slika 2.5: f(z) = 2*

Primer 2.10 Funkcija f : R — R, definirana s predpisom f(z) = = + 2, ni
niti soda niti liha. Namre¢, f(—x) = —x+2in — f(z) = —x — 2. 1z tega sledi,
da je f(—z) # f(z) in f(—z) # —f ().

Ce obstaja tako stevilo w € R, da za vsako realno stevilo  velja

[l +w) = f(z),

potem je f periodi¢na funkcija s periodo w. NajmanjSo pozitivno periodo
imenujemo osnovna perioda. Funkcija f je torej periodicna, ¢e njen graf vsakih

w enot zacne ponavljati nek vzorec.

Primer 2.11 Naj bo f(z) = sinz. Ker je f(z) = f(z +27) = f(x +4m) =
f(z —2m) ..., je f periodi¢tna funkcija z osnovno periodo 27. Podobno lahko

razmislimo za funkcijo g(x) = cosz.
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Ukrivljenost funkciy

Funkcija f je na intervalu I konveksna, ¢e je njena vrednost v vsaki tocki

manjSa od sekante grafa funkcije f.

Slika 2.6: f(z) = 2* + 3, konveksna funkcija

Funkcija f je na intervalu I konkavna, ¢e je njena vrednost v vsaki tocki vecja

od sekante grafa funkcije f.

Slika 2.7: f(z) = —2% + 9, konkavna funkcija

Iz definicije lahko opazimo, da je funkcija f konveksna natanko tedaj, ko je

— f konkavna.

Primer 2.12 Kvadratna funkcija f(x) = 22242 je ne celi realni osi konveksna.

Kvadratna funkcija f(x) = —222 + 2 je ne celi realni osi konkavna.
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Funkcija f ima v xy prevoj, Ce obstaja taka okolica tocke xg, da je f na eni

strani te tocke konveksna, na drugi pa konkavna.

Primer 2.13 Funkcija f(z) = 23 ima v tocki T'(0, 0) prevoj, saj je na intervalu

(—00,0) konkavna, na intervalu (0, c0) pa konveksna.

Kompozitum funkcij

Naj bosta f: X — Y ing:Y — Z realni funkciji (X,Y,Z C R). Kompozitum
funkcij f in g je funkcija go f : X — Z definirana s predpisom

(go f)(x) = g(f(x))

za vsak x € X. Pri tem moramo paziti, da kompozitum g o f ni nujno enak
funkciji f o g. Kompozitum f o g v dolocenih primerih sploh ne moremo

definirati, kar je odvisno od mnozic Z in X.

Primer 2.14 Podani sta funkciji f(z) = 2% in g(x) = v/2* — 2. Potem je

(g0 f)(z) = g(f(x)) = 9(2*) = V/(2?)? =2 = Va® - 2.

Po drugi strani pa je

(fog)(x) = flg(x)) = f(Va? —2) =a® - 2.

Inverzna funkcija

Naj bosta X in Y podmnozici realnih stevil. Funkcija f : X — Y je injek-
tivna, ce se dva razlicna elementa iz mnozice X vedno preslikata v dva razli¢na

elementa iz mnozice Y. Torej,

Ty # vy = f(22) # f(12).

Funkcija f : X — Y je surjektivna, ¢e je vsak element iz mnozice Y slika
vsaj enega elementa iz mnozice X. Funkcija f je bijektivna, ce je injektivna in

surjektivna.
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Primer 2.15 Naj bo f(z) = 3z — 4. Kot predstavnik linearnih funkcij je

funkcija f bijektivna funkcija, torej je injektivna in tudi surjektivna.

Primer 2.16 Naj bo f(x) = 22?. Ta funkcija ni injektivna, saj je f(—1) =
f(1) = 2. Prav tako ni surjektivna, saj so njene funkcijske vrednosti nenega-

tivna realna Stevila.

Primer 2.17 Naj bo f(z) = 2® + 1. Ta funkcija je injektivna in prav tako

surjektivna. Torej je f bijektivna funkcija.

Naj bo f : X — Y bijektivna funkcija. Potem obstaja taka funkcija f=! :
Y — X, da velja

za vsak x € X In

za vsak y € Y. Funkcijo f~! imenujemo inverzna funkcija funkcije f. Pri tem
poudarimo, da je funkcija obrnljiva (ima inverzno funkcijo), natanko tedaj, ko

je bijektivna.

Primer 2.18 Najbo f(z) = 22+3. To je linearna funkcija, je bijektivna in je
zato tudi obrnljiva. Njeno inverzno funkcijo izracunamo tako, da zamenjamo

vlogi spremenljivk x in y ter zapiSemo
r=2y+3.
Ce iz zgornje enakosti izrazimo y, dobimo
1
= —(x —3).
y=5(z-3)
Torej je f~H(z) = 3(z — 3).

Primer 2.19 Naj bo f(z) = £=2. Poi§¢imo njeno inverzno funkcijo. Tako kot
v prejsnjem primeru, bomo najprej zamenjali vlogi spremenljivk x in y in nato

iz tako dobljene enakosti izrazili y. Torej,



Ce zgornjo enakost pomnozimo z 5 — y, dobimo
oziroma
r +4=1y+yzx.

Iz tega sledi, da je y = 5;”:14. Torej je f~'(x) = 2£E2

2.2 Limita in zveznost

V tem razdelku bomo spoznali dva temeljna pojma iz teorije realnih funkcij.
Najprej bomo definirali limito in zapisali nekaj osnovnih limit. Nato pa bomo

s pomocjo limite definirali Se zveznost realnih funkcij.

Naj bo realna funkcija f definirana v okolici tocke a, razen morda v sami tocki
a. Realno stevilo L imenujemo limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0
obstaja tako stevilo 6 > 0, da je |f(z) — L| < € za vsak = # a z lastnostjo
|z —a| < 0. Pri tem pisemo
L = lim f(z).

Pri iskanju limite si lahko pomagamo z naslednjim vprasanjem: H kater:i vred-
nosti se f(x) pribliza, ée se z vrednostjo x z leve ali z desne strani dovolj
priblizamo a? Pa si kar na konkretnih primerih oglejmo, kako racunamo lim-

1te.

Primer 2.20 Naj bo dana funkcija f : R — R s predpisom f(z) = £=8L

z—9
Potem je

: . x* =381
glnlirfl) f@) = slnlgfl) x—9

— lim (x —9)(z+9)

z—9 x—9
= lir%(:v +9)
= 18.

28



Primer 2.21 Naj bo dana funkcija f : R — R s predpisom f(z) = —oet

x2+4+3z+2"
Potem je
x?—1
li = lim ————
o J(x) ot 22+ 3x+2
1 -1
-1
e—=1 (z+ 1)(z+2)
-1
= lim
z——12 + 2
= -2

Primer 2.22 Naj bo dana funkcija f : R — R s predpisom f(r) = -5 — 2

r—2 x3-8°

Potem je
. . 1 12
. 22+ 2 —8
= lim
=2 (x — 2)(2? 4+ 2z + 4)
~ im (x —2)(z+2)
1
= 5

Analogno kot zgoraj lahko definiramo limiti v neskonénem.

Naj bo f definirana na intervalu (a, c0). Funkcija f ima limito L, ko gre x proti
neskoné¢no, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak M > 0, da je neenakost |f(x) —L| < €

izpolnjena za vsak x > M.

Naj bo f definirana na intervalu (—oo,b). Funkcija f ima limito L, ko gre
x proti negativni neskoncnosti, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak m < 0, da je

neenakost |f(z) — L| < € izpolnjena za vsak z < m.

Naj bo lim,_, f(z) = A in naj bo lim, ., g(x) = B. Potem velja
(i) lim, .(f(z) £ g(x)) = A+ B,

(i) lim,—o(f(x) - g(a) = A- B,
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(iii) lim,_, % =4 e je B # 0.

Zapisimo nekaj pomembnejsih limit.

sin x =1

1. hmm_@ o

2. lim, o L= — |

8|~

4. lim, o(l+z)z =e
In(1+4=x) 1

- =

9. hmx_@

6. lim, ,, &2 =1

Inzx

a®—1
T

7. lim,_ =Ina
Na primerih bomo pokazali, kako uporabiti zgoraj zapisane enakosti.

Primer 2.23 Izracunajmo lim, g —=

sin(2z) *
. T : 2x
lim —— = lim —
z—0 sin(2x) z—0 2sin(2x)
1 2x
= —-lim ——
2 2—0sin(2x)
1
2

1
T

Primer 2.24 Izrac¢unajmo lim, o(1 + 2x)=.
lim(1+20)> = lim(1+20)%

— (N 222
B (2g§0(1+2x) )

= e
Primer 2.25 Izrac¢unajmo lim, . ESZT_l
br __ 1 5 S5r __ 1
lim ¢ = lim M
x—0 €T z—0 5%
6510 _
= 5-lim
z—0 bx
= blne=



Zveznost funkciy

Naj bo funkcija f definirana na okolici tocke a. Pravimo, da je f zvezna v
tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja tako stevilo 0 > 0, da je |f(x) — f(a)| <€, e
je |x —al < 6.

V definiciji zveznosti funkcije f v tocki a se skrivajo naslednje tri zahteve.

1. Obstajati mora limita L = lim,_, f(x).

2. Funkcija mora biti definirana v tocki a.

3. L= f(a).
Funkcija f je torej zvezna v tocki a, ¢e je njen graf v tej tocki nepretrgan. Pri

tem nepretrganost grafa pomeni, da je funkcija f definirana v tocki a in da

obstaja ustrezna limita, ki je enaka funkcijski vrednosti f(a).

Ce sta funkciji f in ¢ zvezni v tocki a, potem so v tej tocki zvezne tudi funkcije

fxg, fg,cf, 5. V zadnjem primeru mora biti seveda g(a) # 0.

Realna funkcija f je zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki svojega definicijskega
obmocja. Oziroma, povedano bolj ohlapno, funkcija je zvezna, ¢e je njen graf

nepretrgana krivulja.

Podajmo Se nekaj primerov nezveznih funkcij.

Primer 2.26 Naj bo
r+2; <1
ro)={ 5

x’; x>1

Funkcija f ni zvezna v tocki x = 1.

Primer 2.27 Funkcija

ni zvezna v tocki x = 0.
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Primer 2.28 Naj bo funkcija f definirana s predpisom

flz) = 3r—8; <4
)| logsg(z+a+1); x>4

Dolo¢imo parameter a tako, da bo funkcija f zvezna.

Funkcija f bo zvezna, ¢e bo zvezna v vsaki tocki svojega definicijskega obmocja,
torej na vsej realni osi. Tako lahko takoj opazimo, da bo realno stevilo 4 tista
tocka, s pomocjo katere bomo doloéili parameter a. Ker je f(4) =3-4—8 =4,

mora veljati

lim f(x) = lirrilogz,,(x +a+1)=logs(4+a+1) =4,

r—4

oziroma
54 a=3%

Iz tega sledi, da je a = 76.

2.3 Pregled elementarnih funkcij

V zadnjem delu poglavja o realnih funkcijah bomo na kratko preleteli osnovne
lastnosti elementarnih funkcij. Pri tem se ne bomo spuscali v same podrob-

nosti, saj predvidevamo, da jih je bralec spoznal v okviru srednjesolke snovi.
Polinomi

Polinomi so funkcije definirane s predpisom
f(@) = anz™ + ap_12" '+ .. 4+ ayx + ao,

kjer so a; € R (imenujemo jih konstante) za vsak i = 1,2,...,n. Ce je a, # 0,
pravimo, da je f polinom stopnje n. Stevilo a,, imenujemo wvodilni koeficient

polinoma. Resitvam polinomske enacbe
flz) =0
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pravimo koreni polinoma f. Obicajno namesto o korenih govorimo kar o niclah

polinoma.

Naj bodo z1,xs,...,2, (ne nujno razlicne) nicle polinoma f(z) = a,z™ +

Ap_12" 1 4+ ...+ a1z + ag. Potem lahko f zapisemo kot produkt faktorjev

flz) =an(x —z1)(x —29) -+ - (T — ).

Ce se faktor (z — x3) pojavi m-krat v razcepu, pravimo, da je x; m-kratna

nic¢la polinoma f (npr. f(z) = a,(x —x1)(x —x3) - (x — )™+ (x — z3,)).

Primer 2.29 Polinom f(z) = z* — 423 — 22 + 42 je cetrte stopnje in ga lahko
zapisemo kot f(z) = z(x —4)(z — 1)(x + 1). Polinom ima $tiri nicle: z; = 0,

I2:4,JZ3:1, 1'4:—1.
Korene polinoma druge stopnje
f(x) = ar? + bz +c

(a,b,c € R, a # 0) poiséemo s pomocjo formul

—b+Vb?% — 4ac

o= 2a
—b —V/b? — 4dac
Ty = .
2a

Izraz pod korenom imenujemo diskriminanta
D = b* — 4ac.
Glede na vrednost diskriminante lo¢imo tri moznosti.
1. Ceje D > 0, potem je x1 # x5 € R.
2. Ce je D =0, potem je 1 = 25 € R.

3. Ceje D < 0 potem je ;1 = 73 € C. V tem primeru polinom nima realnih

nicel.
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Slika 2.8: f(z) = —2®> —2+6, D >0
4
3

2

-3 -2 -1 1

Slika 2.9: f(z)=2*+22+1,D=0

Primer 2.30 Naj bo f(z) = —2?—2+6. Potem je D = v/b? — 4ac = 25 > 0.

Nié¢li sta 1 = 2 in z9 = —3.
Primer 2.31 Naj bo f(x) = 2?4+ 2z + 1. Potem je D = 0. Nicla je z = —1.

Primer 2.32 Naj bo f(x) = 2*> + 2+ 1. Ker je D < 0, polinom nima realnih

nicel.

N W A~ OO N

-3 -2 -1 1 2

Slika 2.10: f(z)=2*+2z+1,D <0
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Racionalne funkcije

Kvocient dveh polinomov p in ¢ imenujemo racionalna funkcija

Racionalna funkcija je definirana povsod, kjer je ¢(x) # 0. Nicle ima v tistih
realnih stevilih z, ki zadoscajo enakosti p(z) = 0. V tockah, kjer pa je ¢(x) = 0,
pa ima funkcija f pole. Asimptoto funkcije f dolo¢imo tako, da polinom p

delimo s polinomom gq.

Primer 2.33 Naj bo
2 —r—6
flw) = 3+ 22 —20x

Nicli funkeije f sta z; = 3 in x5 = —2. Definicijsko obmocje je R\ {—5,0,4}.

2

Slika 2.11: f(z) = —£—5=8

x34+22—-20x
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Eksponentna funkcija

Eksponentna funkcija je funkcija definirana s predpisom
f(z)=a", a>0.

Ker je 17 = 1, naj bo osnova a # 1. Eksponentna funkcija je definirana za vsa

realna Stevila (D = R) in je povsod pozitivna (Z; = R™).
1. Cejea>1,je f(x) = a® strogo naraicajoca funkcija, saj velja

T < Ty — a"' < a™.

Primer 2.34 Graf eksponentne funkcije f(x) = 2% vidimo na sliki (2.12).

-3 -2 -1 1 2

Slika 2.12: f(z) = 2"

2. Cejea<1,je f(x) = a® strogo padajoca funkcija, saj velja

T < Ty — a"' > a™.

Primer 2.35 Graf eksponentne funkcije f(z) = (3)* vidimo na sliki
(2.13).
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\

-2 -1 1 2 3

Slika 2.13: f(z) = (1)*

Logaritemska funkcija

Naj bo f: R — R* eksponentna funkcija, torej
f(z)=a", a>0,a#1.

Ker je f bijektivna funkcija, obstaja njej inverzna funkcija f~! : RT — R.

Imenujemo jo logaritemska funkcija in piSemo
f(z) =log, z.

Torej velja

f(fH(x)) = d®® =z, Vo eRT,
in

f'(f(z) =log,a” =z, VzeR.

Potemtakem velja

y=log,r <= a’ =u.

Logaritemska funkcija ima niclo v tocki 1, saj velja

0=log, v +=a"=1=u.

Izpeljimo nekaj lastnosti logaritma.

1. log,(zy) = log, x + log, y, x,y > 0,

aloga(my) = qy = CLlogazalogay _ alOg“ z+log, v
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2. logaf = log,x —log,y, x,y > 0,

y x T
loga xr = 1Oga r=)= 1Oga —Y)= 1Oga —)+ loga )
( y) (y ) (y)

3. log,z¥ =ylog,z, x>0,y €R,

y
alogam = Y = (alogax)y — aylogam

Kadar je osnova enaka stevilu e govorimo o naravnem logaritmu in piSemo
log,z =Inz.

Graf logaritemske funkcije dobimo z zrcaljenjem eksponentne funkcije preko

premice y = x.

Primer 2.36 Graf funkcije f(z) = Inz (Dy = (0,00), Z; = R) vidimo na
sliki (2.14).

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Slika 2.14: f(z) =Ilnx

Trigonometrijske funkcije

V nadaljevanju bomo definirali trigonometrijske funkcije sinus, kosinus, tan-

gens in kotangens, in sicer najprej za kote na intervalu [0, 27].

Na enotski kroznici (s polmerom 1 in sredis¢em v koordinatnem izhodiscéu)
si izberemo poljubno tocko T'(a,b). Ce skozi to tocko potegnemo poltrak z

zacetkom v koordinatnem izhodis¢u, je med tem poltrakom in med pozitivno
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smerjo osi z dolo¢en natanko en kot, ki ga ozna¢imo z = (dogovorimo se, da
bomo kote vedno merili od pozitivnega dela osi & v smeri nasprotni gibanju

urinega kazalca).

Kotne funkcije definiramo na naslednji nacin:

e kosinus cosr = a,
e sinus sinx = b,
e tangens SBL — tanx,

CcCos T

cosx
sinx

e kotangens = cot x.

Za poljubne kote definiramo trigonometrijske funkcije na slede¢ nacin:
cosx = cos(x + 2km),

sinz = sin(x + 2km),
tanz = tan(x + k),
cot x = cot(x + k),

kjer je k poljubno celo stevilo (kK € Z). Opazimo, da so vse stiri funkcije
periodi¢ne, prvi dve z osnovno periodo 27, drugi dve pa z osnovno periodo 7.

Prav tako lahko opazimo, da je kosinus soda funkcija,
cosx = cos(—x),

sinus pa liha funkcija,

sinx = —sin(—xz).
Iz tega sledi, da sta tangens in kotangens lihi funkciji,
tanz = —tan(—x), cotz = — cot(—x).

Poglejmo si Se nekaj najpogostejsih zvez med kotnimi funkcijami. Po Pitagorovem
izreku velja, da je

cos’x +sin’z = 1.
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[zracunajmo

9 sinfz cos’z +sin’x 1
I+tan"r =1+ —— = 5 = —.
cos* x cos* T cos* x

Podobno velja za kotangens, zato imamo zvezi

9 1
14+ tan“z = T
COS“ X
1+ cot’z = ——.
Simm- T

Zapisimo Se adicijska izreka
sin(x + y) = sinx cosy + cos rsin y,
cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y.
Od tod izpeljemo
sin(z —y) = sin(z + (—y))

= sinx cos(—y) + cos zsin(—y)

= sinxcosy — cosxsiny,

cos(r —y) = cos(x+ (—y))
= COSZ cos(—y) —sinx sin(—y)

= COSZCOSY + coSTsiny.
Iz adicijskih izrekov izpeljemo tudi sinus in kosinus dvojnih kotov

sin(2x) = sin(z + z)
= sinxcosx + cosxsinx

= 2sinxcosz,

cos(2x) = cos(x + x)
= cosxcosx —sinzsinx

= cos’x —sin’z.
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Prav tako nam adicijski izreki dajo naslednji zvezi:

. T . T .

8111(5 —1z) = 8i o cos — cos 3 sina = cos,
(77 ) m +si ™ . .
cos(— — x) = cos — cos + sin — sinz = sin x.

2 2 2
Podobno velja
sin(§ —

tan(z—x): (3 ) :Cf)sx:cotx

2 cos(f —x) sinz

- ! '

cot(= —x) = —— = tanz.

2 tan(§ — )

Poglejmo si grafe trigonometrijskih funkcij. Kosinus in sinus sta definirana na
celi realni osi, medtem ko tangens ni definiran v ni¢lah cosinusa (xr = %”, k €

7), kotangens pa v nic¢lah sinusa (z = km, k € Z).

1t

0.5}

-0./5¢

-1t

Slika 2.15: f(z) =sinz
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-0.5¢

-1

Slika 2.16: f(x) = cosx

30

20¢

)

L

-20¢

-30+

Slika 2.17: f(z) = tanx
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30
20

0

-2 2
_10
_20

-30¢F

Slika 2.18: f(x) = cotx
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3

Zaporedja

V tem poglavju se bomo posvetili preslikavam, ki slikajo iz mnozice naravnih
stevil v mnozico realnih stevil. Take preslikave imenujemo zaporedja realnih

stevil ali kar zaporedja.

3.1 Definicija zaporedij

V tem razdelku bomo spoznali definicijo zaporedij in njihove osnovne lastnosti.

Naj bo f : N — R preslikava mnozice naravnih stevil v mnozico realnih stevil.
Funkcija f nam torej vsako naravno stevilo n preslika v neko realno stevilo

f(n) € R. Dogovorimo se, da namesto f(n) piSemo enostavneje a,, torej

a; = f(1),ae = f(2),...,a, = f(n),...

Stevila ay, as, ..., a,,... tvorijo zaporedje

(a1, a9, ..., a4n,...)
s prvim ¢lenom a;, drugim ¢lenom aso, ... ter splosnim c¢lenom a,. Stevila
1,2,...,n,... so indeksi ¢lenov. Ce imamo podan splosni ¢len a,, potem

izracunamo posamezne Clene zaporedja tako, da namesto n vstavljamo konkretne
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vrednosti 1,2, ...

Zaporedje s splosnim ¢lenom a,, bomo na kratko oznacili z {a,}52 ;.
Primer 3.1
L.a,=n: (1,2,3,...) = {n}>,

2 ap=(—1)" (=1,1,-1,1,..) = {(-1)"}=,

3.oan =5 (2,50 = {5 L

Naj bo M neka podmnozica naravnih stevil. Potem cleni a,,, m € M, tvorijo
podzaporedje zaporedja {a,}>2 ;. Ce je mnozica M konéna, potem je podza-
poredje {am}men konéno, ¢e pa je mnozica M neskonéna, pa je to podza-
poredje neskonéno. Ce je zaporedje konéno (ustrezna preslikava je definirana
na neki konéni podmnozici naravnih stevil), lahko njegove ¢lene preprosto
nastejemo. S takimi zaporedji se ne bomo posebej ukvarjali. Za nas bodo

pomembnejsa neskonéna zaporedja.

Primer 3.2 Najbo (—1,1,—1,1,...) = {(—1)"}22, in M mnozica vseh sodih
1

naravnih §tevil. Potem je {a,, }men = (1,1,1,...).

Omejenost zaporedij

Zaporedje {a,}22, je navzdol omejeno, ¢e obstaja tako realno stevilo m, da
noben ¢len zaporedja ni manjsi od tega Stevila. Stevilo m imenujemo spodnja
meja zaporedja. Najve¢jo med spodnjimi mejami imenujemo natancna spodnja

meja zaporedja.

Zaporedje {a,}>2; je navzgor omejeno, Ce obstaja tako realno stevilo M, da
noben ¢len zaporedja ni vecji od tega stevila. Stevilo M imenujemo zgornja
meja zaporedja. NajmanjSo med zgornjimi mejami imenujemo natancna zgornja

meja zaporedja.

45



Zaporedje, ki je navzgor in navzdol omejeno, imenujemo omejeno zaporedje.
Za omejeno zaporedje torej obstajata taki realni stevili m in M, da za vsako

naravno Stevilo n velja ocena

m<a, <M.

Primer 3.3 Pois¢imo natancéno zgornjo in natanéno spodnjo mejo zaporedja

s splosnim ¢lenom
n—+2

n+3
Zapisimo splosni ¢len zaporedja v obliki

anp =

3—1 1
nto-1_

n-+3 _n—|—3.

Qn

Ker se vrednost ulomka #3 z vecanjem Stevila n zmanjsuje, se ¢leni zaporedja
vecajo. Tako lahko takoj re¢emo, da je prvi clen zaporedja a; = % hkrati tudi
natan¢na spodnja meja tega zaporedja. Noben ¢len zaporedja ni manjsi od %.
Ce pa bi k stevilu % pristeli poljubno majhno pozitivno Stevilo € , bi bil prvi
¢len zaporedja manjsi od Stevila % + €.

Kako pa je z zgornjo mejo zaporedja? Natancéna zgornja meja zaporedja je
zagotovo Stevilo 1, saj noben ¢len zaporedja ni vecji od 1. Ce od stevila 1
odstejemo poljubno pozitivno stevilo €, obstajajo ¢leni zaporedja, ki so vecji

od stevila 1 — e. Kako pa lahko to dokazemo? ReSimo neenacbo
1—€e<a,.

Vstavimo splosni ¢len v zgornjo neenakost

1
l—e<1-— .
¢ n+3
Iz tega sledi, da je
1
<€,
n+3 ‘
oziroma
- <n+3.
€



Torej lahko zapisemo

1
- —3<n.
€

Ce je n veji od stevila % — 3, je pripadajoci a, vecji od 1 — €. Takih ¢lenov
pa je v danem zaporedju neskonéno mnogo.
Omenimo Se, da je natancna spodnja meja % ¢len zaporedja, natanéna zgornja

meja 1 pa ni ¢len zaporedja, saj so vsi ¢leni strogo manjsi od 1.

Monotonost zaporedij

Zaporedje {a,}°°, je naraséajoce, ¢e za vsako naravno stevilo n velja
Qnp, S Ap41-
Zaporedje {a,}5°, je padajoce, Ce za vsako naravno Stevilo n velja
Qnp, Z Ap41-
Zaporedje {a, }°° je strogo naraicajoce, ¢e za vsako naravno stevilo n velja
Ay < Ap1-
Zaporedje {a, }°° je padajoce, Ce za vsako naravno Stevilo n velja
Ap > Apg1-
Zaporedje {a,}5°, je konstantno, ¢e za vsako naravno stevilo n velja

Ay — an+1 .

n+2

o3+ Lo zaporedje je

Primer 3.4 Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, =
strogo narascajoce, saj za vsako naravno Stevilo n velja

- n+3 n+2 1
" n+4 n+3 (n+4)(n+3)

Up41 — Gp > 07

0ZIrOoMa Ay 41 > Ay,

Vecina zaporedij pa je takih, da niso niti narasc¢ajoca, niti padajoca. Tako je

na primer zaporedje (—1,1,—1,1,...) = {(=1)"}2,.
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3.2 Konvergentna zaporedja

V tam razdelku se bomo ukvarjali z neskon¢nimi zaporedji, pri katerih se za¢no
dovolj pozni cleni priblizevati nekemu stevilu. Definirali bom pojem stekalisca

ter si pogledali, kdaj je zaporedje konvergentno.

Stekalisce zaporedja

Naj bo € > 0 neko pozitivno realno stevilo. Potem odprti interval (a — €, a4+ €)

imenujemo e-okolica tocke a.

Naj bo {a, 2, zaporedje. Stevilo s imenujemo stekalisce zaporedja {a, }> |,
¢e poljubna e-okolica tocke s vsebuje neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Pri
tem je pomembno omeniti, da je lahko izven te okolice kon¢no ali neskonéno

mnogo ¢lenov zaporedja.

Primer 3.5 Dano naj bo zaporedje s splosnim ¢lenom

n
n+2

a, = (=1)"

Pri tem zaporedju se ¢leni s sodim indeksom obnasajo kot zaporedje s splosnim
clenom 5, cleni z lihim indeksom pa kot zaporedje s splosnim clenom — 5.
Iz tega sledi, da ima dano zaporedje dve stekaliséi: 1 in —1 (¢leni s sodim

indeksom se kopicijo pri 1, ¢leni z lihim indeksom pa pri —1).

Naslednji izrek, katerega dokaz bomo izpustili, povezuje zgornjo definicijo z

omejenimi zaporedji.

Izrek 3.1 Vsako neskoncno omejeno zaporedje ima vsaj eno stekalisce.

Limita in konvergenca

V nadaljevanju se bomo posvetili zaporedjem, ki imajo natanko eno stekalisce.
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Stevilo a je limita zaporedja {a,}5°,, ¢e poljubna e-okolica tocke a vsebuje
neskon¢no mnogo ¢lenov zaporedja, izven te okolice pa je le konéno mnogo

¢lenov zaporedja. Na kratko to zapiSemo na naslednji nacin

a = lim a,.
n—oo

Pravimo tudi, da zaporedje {a, }22 , konvergira k stevilu a, zaporedje {a,}2>,

je konvergentno.

Limita, je torej edino stekaliS¢e zaporedja. Zaporedje, ki nima limite, imenu-

jemo divergentno zaporedje.

Primer 3.6 Hitro lahko pokazemo, da zaporedje {+}22, konvergira k stevilu
0, oziroma
1

lim — = 0.
n—oo 1

Enako velja za zaporedje s splosnim ¢lenom ni,c, kjer je k poljubno naravno

Stevilo

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj lastnosti konvergentnih zaporedij, ki

nam bodo pomagale pri rac¢unanju limit.

Izrek 3.2 Naj bo {a,}5°, konvergentno zaporedje z limito a. Potem velja

1. Ce zaporedju dodamo ali odvzamemo koncéno mnogo clenov, tma novo

zaporedje spet limito a.
2. Vsako neskoncéno podzaporedje je konvergentno in ima limito a.
8. lim, oo kay, =k -lim, oo, = k- a
4. limn_)ooi = m =1 (a,#0,a#0)
Izrek 3.3 Naj bosta {a,}>2, in {b,}>2, konvergentni zaporedyji
Jman=as Jmb=b

Potem velja
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1. lim, . (a, + b,) = lim, . a, +lim, . b, =a+0b
2. lim, oo (a, — b,) = lim, o a, — lim,, oo b, =a —b
3. lim,, o (a, - by) = lim, o ay, - lim, .o b, =a-b

Jo iy 9 = lamtn — a0 (240 p £ ()

limp— o0 bn

Primer 3.7 Zaporedje s splosnim ¢lenom

n®+2n—3

ay =
4n?

je konvergentno, saj je

2
a. = n n2 — n n2
" 4n? 4
in je
i a _hmwm1+hmwm%—thmj%_1+O—0_1
n—oo lim,, .o 4 N 4 4

Primer 3.8 Izracunajmo limito zaporedja s splosnim ¢lenom
a, =Vn:i—n—n.

Zapisimo najprej splosni ¢len v obliki kvocienta

. :(\/m-n)(\/m+n): -n
" vnZ—n+n V2 —n+n

Po deljenju Stevca in imenovalca z n dobimo

—1
ay, =

1-141
Torej je

1
lim a, = lim

-1 -1
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V nadaljevanju bomo omenili Se posebno Stevilo, ki je definirano s pomocjo

limite.
Stevilo e

Stevilo, ki ga oznac¢imo s ¢rko e, igra v matematiki in tudi v drugih vedah

pomembno vlogo. To stevilo je definirano z limito zaporedja, ki ima splosni

()
a,=(14+—-] .
n

1 n
e = lim (1+— )
n

¢len

Torej

n—oo

Brez dokaza omenimo, da je zaporedje {(1 + 1)"}°°, omejeno in monotono

rastoce.

Primer 3.9 Izracunajmo limito zaporedja s splosnim ¢lenom

1 2n—+1
a=(14+— .
a < + Qn)

Zapisimo splosni ¢len v obliki

1\ 1
=1+ =) (1+=—).
“ ( + Qn) ( + Qn)
Ker je lim, . (5) =0, je
li 1+ ! 1
im — ) =1
n—oo 2n
Torej je
1 2n
lim a, = lim (1+—> 1 =e,

n—00 n—00 on

2n
saj je lim, .o (1 + ﬁ) =e.
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Primer 3.10 Izracunajmo limito zaporedja s splosnim ¢lenom

n n
ay = )
n+1
Zapisimo splosni ¢len v obliki

n+1-—1\" 1 \" 1 \"*! 1\
n-+1 n-+1 n-+1 n-+1

Ker je limnﬁoo(ﬂ%rl) =0, je
—1
lim (1 — L ) =1
n—00 n+1
Torej je

1 n+1 1 —(n4+1)-(=1)
lim a, = lim {1 — 1=1lm (14 — =e !
n—o0 n—o00 n+1 n—00 —(n+1)

—(n+1)
saj je lim, .. (1 + ﬁ) =e.

3.3 Aritmeticno in geometrijsko zaporedje

V tem razdelku bomo posvetili pozornost dvema posebnima predstavnikoma
zaporedij: aritmeticnemu in geometrijskemu zaporedju. Ti dve zaporedji sta

Se posebej pomembni za ekonomiste, saj sta sestaven del finan¢ne matematike.

Aritmeticno zaporedje

Zaporedje {a,}>° | imenujemo aritmeticno zaporedje, ¢e je razlika (diferenca)

dveh zaporednih ¢lenov stalna
Gy — Q1 =Q3 — A4 = ... = CQpy1 —Qp = ... =d
Splosni clen aritmeticnega zaporedja je torej
an, =a; + (n—1)d.
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Vidimo, da je vsak ¢len aritmeti¢nega zaporedja dolocen s prvim ¢lenom in

diferenco. Torej lahko aritmeti¢no zaporedje zapisemo kot
(a1,a1 +dya; +2d,...,a1 + (n—1)d,...).

Ce je d > 0, je zaporedje navzgor neomejeno, zato ni konvergentno. Podobno,
¢e je d < 0, je zaporedje navzdol neomejeno in zato ni konvergentno. Ce pa je
d = 0, vsi ¢leni sovpadajo s prvim ¢lenom in je zato zaporedje konvergentno z

limito a;.

[zracunajmo Se vsoto s, prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja
Sp=a1+ax+asz+ ...+ ay,,
oziroma
Sp=a1+ (a1 +d) + (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n — 1)d)

ali
Sp = ap + (@, —d) + (a, —2d) + ... + (a, — (n — 1)d).
Po sestetju zadnjih dveh enach dobimo
2s, = (a1 + a,) + (a1 + a,) + ...+ (a1 + ap).
Dvoclenik a; + a,, se na desni strani enakosti pojavi n-krat, zato je
n n

Sp = =(a1 +a,) = 5

5 (2a; + (n — 1)d)).

Primer 3.11 Dolo¢imo stevilo z tako, da bodo stevila z, 2o +2 in 22 +4x +4

prvi trije ¢leni aritmeticnega zaporedja.

Po definiciji aritmeticnega zaporedja mora veljati
2z +2) —z= (2" +4x+4) — 2z +2).
Ce zgornjo enakost malo preuredimo, dobimo enacbo
>+ =0,
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oziroma
z(x+1) =0.

Imamo torej dve resitvi: z = 0 in z = —1. Ce je = 0, potem dobimo za-
poredje (0,2,4,...). To je aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom 0 in diferenco
d = 2. Ceje x = —1, potem dobimo zaporedje (—1,0, 1,...). To je aritmeti¢no

zaporedje s prvim ¢lenom —1 in diferenco d = 1.

Geometrijsko zaporedje

Zaporedje {a,}>° | imenujemo geometrijsko zaporedje, ¢e je kvocient dveh za-
porednih ¢lenov stalen

az as _ OGpy1

a  a  a
Ce ozna¢imo kvocient s ¢, je splosni ¢len geometrijskega zaporedja

n—1
a, = a1q .

Vidimo, da je podobno kot pri aritmetic¢nih zaporedjih vsak ¢len geometrijskega
zaporedja dolocen s prvim c¢lenom in kvocientom. Torej lahko geometrijsko

zaporedje zapisemo kot

(al,alq,alqz, cea1q" )

Ce je 0 < q < 1, je zaporedje potenc

(1aQ7q27"' 7qn_17“')

monotono padajoce in omejeno. Torej je natancna spodnja meja m tega za-
poredja tudi njegova limita. Ce pomnozimo vsak ¢len zgornjega zaporedja s g,

dobimo njegovo podzaporedje

(Q7q27q3""7qn7“')

Limita tega podzaporedja je po eni strani enaka limiti zaporedja {¢"'}°2,, po
drugi strani pa je njegova limita mq (glej izreke o konvergentnih zaporedjih).
Tako imamo enac¢bo

m =mq,
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iz katere dobimo m = 0. S tem smo pokazali, da je
fig, " =0
za 0 < g < 1. Za vrednosti —1 < ¢ <0 je
Jim gl =0
in zato je tudi
Tim [¢"| =0,
saj je |¢"| < |q|™ za vsa naravna Stevila n. Torej je tudi v tem primeru

lim ¢"' = 0.

n—oo

Ce pa je ¢ = 1, velja

lim ¢" ' = lim 1" ! = 1.
n—oo n—oo

S tem smo pokazali, da je

{0 ;lal <1

. RT n—1 __ n—1 __
lim a, = lim a;q —Cllnlmq 11 :q=1

i
n—oo n—oo —00

Ce je ¢ = —1, zaporedje

(1,q,q27 gt J)=00,-11,..., (—1)”_1, o)

ni konvergentno. V primeru, ko pa je |q| > 1, je zaporedje s splosnim ¢lenom

n—1100
n=1

|g|™ neomejeno in je zato geometrijsko zaporedje {a1q divergentno.

Poisc¢imo Se vsoto s, prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja
Sp=a1+aq+agd+.. . +ad" t=a(l+q+d+... .

Ce pomnozimo obe strani enakosti s ¢ in novo enakost odstejemo od zgornje,

dobimo
sn(l—q) = a1 (1 —q").

Ce je ¢ # 1, potem je

1—q"
Sp = 1 )
l—q
cepajeqg=1,je
Sp = Nay.
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Primer 3.12 V geometrijskem zaporedju je ¢etrti ¢len 24 in kolicnik 2. Zapisite

splosni ¢len zaporedja in izracunajte vsoto prvih 5 ¢lenov zaporedja.

Po definiciji geometrijskega zaporedja velja
ar-¢¢ =a, -8 =24.
Torej je a; = 3. Po zgornji enachi je
1—2° —31
=3- =3-|— ) =093
s (75) - (55)

3.4 (Geometrijska vrsta

Naj bo {a,}>2, poljubno neskonéno zaporedje. Ce povezemo ¢lene tega za-

poredja z znakom +, dobimo vrsto
o0
a1+a2+a3+...—|—an+.‘.:Zan .
n=1
Clen a, imenujemo splosni élen vrste.

Vrsti > 7 | a, priredimo zaporedje delnih vsot
S1 = a1

So = a1 + as

Zaporedje {s,}22, je lahko konvergentno ali pa tudi ne. Ce je in je njegova

1 an, konvergentna, Stevilo S pa imenujemo

limita S, pravimo, da je vrsta »_
vsota vrste. Ce pa zaporedje delnih vsot divergira, potem pa pravimo, da je

tudi vrsta ) | a, divergentna.
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Primer 3.13 Vrsta ), 1 je divergentna, saj je njeno zaporedje delnih vsot

(1,2,3,...) neomejeno in zato nima limite.

Iz definicije limite sledi, da morajo v konvergentni vrsti posamezni ¢leni kon-
vergirati proti 0, oziroma

lim a, =0 .

Pri tem poudarimo, da je to samo potreben pogoj, ne pa tudi zadosten pogoj

za konvergenco vrste. Vzemimo na primer vrsto

1 1 1
I+ —=+—+...+4—=+...

Vi st m

Ocenimo n-to delno vsoto

=/n.

1 1
Sn=1+—=+—+.
V2 VB \/' \/'
Zaporedje delnih vsot torej z narascajo¢im n raste preko vseh meja in zato

vsota ni konvergentna. Po drugi strani pa je

hm—:O.

n—o00 \/_

V nadaljevanju bomo posvetili pozornost le posebni vrsti in sicer geometrijski
vrsti. Prav zato se tukaj ne bomo ukvarjali s splosno teorijo. Tako tudi ne
bomo omenili kriterijev, ki nam pomagajo presoditi, ali je neka vrsta konver-
gentna ali ne. Radovedni bralci pa se seveda lahko s splosno teorijo seznanijo

v navedeni literaturi.

Naj bo (a,aq,aq?, ...) = {aqg" '}, geometrijsko zaporedje s prvim ¢lenom a

in kvocientom ¢g. Potem vrsto
ataqg+ag®+...+ag" ... :an"’l
imenujemo geometrijska vrsta, q pa kvocient geometrijske vrste.

Vemo 7e, da je n-ta delna vsota geometrijskega zaporedja {aq™ '}, enaka




Naj bo |g| < 1. Potem je lim,,_.., ¢" = 0, in je zato

a

lim s,, =

Ce pa je |¢| > 1, limita lim,_., ¢" ne obstaja in zato tudi limita lim,_. s,
ne obstaja. Torej, ¢e je |q| < 1, potem je geometrijska vrsta ay oo ¢" "
konvergentna in je njena vsota S = lf—q, ¢e pa je |q| > 1, je vrsta a Zf;l gt
divergentna.

Primer 3.14 Ali je vrsta ) -, 5= konvergentna?

Hitro lahko opazimo, da je zgornja vrsta geometrijska vrsta s prvim clenom %

in kvocientom ¢ = % Ker je izpolnjen pogoj |q| = % < 1, je vrsta konvergentna,

njena vsota pa je

Primer 3.15 Ugotovimo, za katera realna Stevila x je vrsta
i (:c — 1)"
—~\r+1

konvergentna, ter izracunajmo njeno vsoto.

Zgornja vrsta je seveda geometrijska vrsta s prvim ¢lenom in kvocientom a =

q = i—ﬂ Konvergentna je za vsa realna Stevila x, ki zadoscajo naslednjemu
pogoju
z—1
= <1
u r+1 ’
oziroma
e —1| <|z+1].

Zgornjo neenakost analiziramo.
1. Za z < —1 neenacba preide v neenacho 1 —z < —z — 1, ki ne velja.

2. Za —1 < x < 1 neenacba preide v neenacho 1 —x < x + 1, iz katere

dobimo 0 < z.

3. Za x > 1 neenacba preide v neenacho x — 1 < x + 1, ki ne velja.
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Torej nasi neenachi ustrezajo vsa pozitivna realna Stevila x. Iz tega sledi, da

je vrsta Zf;l(z—:)” konvergentna za vse x > 0. Njena vsota je po obrazcu

a r-—1 . x-1 x+1 x—1
l—q z41 1-22% 241 z4+l-z+1 2

S:
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Odvod

V tem poglavju se bomo ukvarjali s tako imenovanim diferencialnim racunom.
Spoznali bomo definicijo odvoda, njegov geometrijski pomen in tehnike ra¢unanja.
S pomocjo odvoda bomo analizirali realne funkcije ter poglavje zakljucili s

prakti¢nimi primeri optimizacijskih nalog.

4.1 Definicija in geometrijski pomen odvoda

Naj bo f neka realna funkcija in z( stevilo iz definicijska obmocja funkcije f.
V praksi pogosto opazujemo dinamiko funkcije f na nekem majhnem intervalu

od z¢ do xg + h. Oznacimo prirastek neodvisne spremenljivke x z
Ax =h
in prirastek odvisne spremenljivke y z

Ay = f(xo + h) — f(0).

Nas bo v nadaljevanju zanimalo predvsem razmerje (koli¢nik) med prirastkom
odvisne in neodvisne spremenljivke

Ay Af  f(@o+h) = f(zo)
Az Az h ’
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in ga imenujemo diferencni kolicnik.

Ce obstaja limita diferenénega koli¢nika

h—>0 Az  h—0 h dx

pravimo, da je funkcija f v tocki xy odvedljiva. Vrednost limite f'(x) imenu-
jemo odvod funkcije f v tocki zy. Ce je funkcija odvedljiva v vsaki tocki svojega

definicijskega obmocja, pravimo, da je odvedljiva.

Naj bo f odvedljiva funkcija. Potem je na definicijskem obmocju s predpisom

z— f(z)

definirana nova preslikava, ki ji recemo odvod funkcije f.

Primer 4.1 PokaZimo, da je funkcija f(z) = 2 odvedljiva na celi realni osi.
Ce upostevamo zgornjo definicijo, je potrebno pokazati, da za vsako realno

Stevilo x obstaja limita

_ 3_ .3
i LEFR = @) @R =2
h—0 h h—0
Torej je
3 2 2, 3y _ .3 2 2 13
f’(x)zlim(x + 32°h + 3xh? + h°) —x :hm?)xh—l—?)xh +h
h—0 h h—0 h

= ]llir%(SIQ + 3zh + h?) = 32°.

Zgornji racun velja pri poljubni vrednosti neodvisne spremenljivke x, s ¢imer
smo trditev pokazali.

Podobno kot v zgornjem primeru bi prisli do zakljucka, da je za vsak n € N
n—1

(™) = nx

Potencne funkcije so torej odvedljive na celi realni osi.
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Geometrigski pomen odvoda

Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki zy. Potem je enacba sekante na graf
funkcije f skozi tocki (zg, f(xo)) in (xo + h, f(zo + h)) enaka

f(zg+h) — f(x) f(xo+h) — f(xo)
TR (x — ) = f(wo) + . (x — zp).

y = f(xo) +

Ce si narisemo primerno sliko in opazujemo, kaj se dogaja s Sopom sekant,
ko gre h po pozitivnih ali negativnih vrednostih proti 0, lahko hitro opazimo,
da je z vrednostjo odvoda v tocki xy enolicno dolo¢en smerni koeficient tiste
premice, v katero preideta oba dela omenjenega Sopa sekant. Premico, ki jo
dobimo po opisanem limitnem postopku, imenujemo tangenta na graf funkcije

f v tocki xg.

Torej velja ugotovitev: Ce je funkcija f v proucevani tocki z, odvedljiva, je z
vrednostjo odvoda enolicno dolocen smerni koeficient tangente na graf funkcije

v proucevani tocki. Enacba tangente je

y — f(wo) = k(x — o)

oziroma
y — f(xo) = f'(wo)(x — x0) -

Ko bomo znali racunati z odvodom, bomo uporabili zgornjo ugotovitev v
konkretnih primerih. Pa se kar lotimo pravil, ki nam bodo pomagala pri

racunanju.

4.2 Racunanje odvoda

Odvod funkcije y = f(z) izracunamo naceloma tako, da upostevamo zgoraj
zapisano definicijo (izracunamo limito ustreznega diferenc¢nega koliénika). Iz

definicije pa lahko izpeljemo naslednja splosnejsa pravila.
Lo (k- f(x) =k f(z),
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2. (f(x) +g(@) = f'(x) + ¢ (2),
3. (f(z) —g(2)) = f'(x) = ¢'(x),
4. (f(x)-g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)g (2),

/
(M) _ F@e@) @)@

g(x) g%(z)

ot

Z neposrednim rac¢unanjem po definiciji in uporabo zgoraj zapisanih pravil

dobimo naslednjo tabelo odvodov najpomembnejsih elementarnih funkcij:

—_

y=k = ¢y =0,

-1
2. y=a" = y =na"",

3. y=a" = y' =a"lna,

4. y=¢€" = y =e€",

_1
zlna’

5. y=log,z = ¢ =

6. y=lnr — ¢ = .

Inx

Zapisimo Se odvode trigonometrijski in ciklometri¢nih funkcij:
1. y=sinx = ¢’ =cosuz,

2. y=cos — y = —sinuz,

3. y=tgr = y’:@,
1

sin?

4. y=ctgr = ¢y = —

x?

5. y =arcsine = ¢y = \/1;_7,

_ A |
6. y = arccos — ¢y = T

_ _ 1
7. y=arctgr = Yy = 73,
1

8. y=arcctgr = Y = —75 .
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Primer 4.2 Izracunajmo odvod funkcije

y =z

Ce funkcijo napisemo na naslednji nac¢in

y =z =12,

[NIE

je po zgornjem pravilu
1
PN

Primer 4.3 Naj bo f(z) = 23Inz + \/x. Potem je

<
I
8
[NIES
I
S
[NIES

1 1 - 1
f@) =@ +22) =322 Inz —I—x?’g + §x71 =2*(3lnx + 1)+ §x7.

Primer 4.4 Naj bo f(z) = £=L. Potem je

Cos T

2> =1, 2wcosx—a*(—sinz) x(2cosz + wsin)

fi@) =( ) = =

CcOoS T cos? x cos? x

Odvod inverzne funkcije

Naj bo = = g(y) inverzna funkcija odvedljive funkcije y = f(x) in naj bosta

oba odvoda % in ‘;—‘; razlicna od ni¢. Potem velja
dx 1
dy W
dy dx
oziroma
, 1
Y

Odvod posredne funkcije
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Naj bo y = f(g(z)) in naj bosta u = g(z) in y = f(u) odvedljivi funkciji.
Potem velja

dy _dy dz
dv  dz dx

oziroma

Primer 4.5 Izracunajmo odvod funkcije
y=1Inv1-—uax3.

Po zgornjem pravilu je

32
2(1 —a3)

, 1 1
Yo M- o/l

Ker je odvod naravnega logaritma x reciproéna vrednost te spremenljivke, je

(=32%) = —

odvod poljubnega izraza reciprotna vrednost tega izraza (v nasem primeru
V1 —23). Ker pa v tem izrazu 8e nastopa « (izraz je funkcija neodvisne spre-
menljivke x), reciproéno vrednost izraza pomnozimo z njegovim odvodom.

Tako postopno nadaljujemo dokler ne pridemo do neodvisne spremenljivke.
Primer 4.6 Naj bo f(z) = e*"****2_ Potem je

4 3
fila) = 2Ty et g 302),

Primer 4.7 Naj bo f(z) = sin(z3 + z). Potem je

fl(z) = COS(’ R ‘)(’ T3+ ‘)' = (gzlc31 +1) cos(x§ + x).

Oglejmo si se dva primera uporabe geometrijskega pomena odvoda.
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Primer 4.8 Zapisimo enacbo vzporednice k tangenti na graf funkcije
4o — 4o + 1
J(w) = 2+ Tr+6

v tocki T'(1, o), ki poteka skozi koordinatno izhodisce.
Ker je smerni koeficient tangente na graf funkcije v tocki 7'(1, yo) enak odvodu

funkcije v izbrani tocki, moramo najprej izracunati odvod

s\ 322% 4 461 — 31
@) = (22 4Tz +6)?

Ce vstavimo v zgornjo enakost z = 1, dobimo

47
k= f(1)=—.
Torej je smerni koeficient tangente % in je enacba tangente oblike
47 n
=—x+n
Y= 106

Ker pa imata vzporedni premici enak naklonski koeficient in iS¢emo premico

skozi tocko O(0,0), velja
47

~ 196
iz Cesar sledi, da je n = 0. Enacba vzporednice je torej

a7
~ 106"

0 -0+ n,

Y

Primer 4.9 Naj bo f(z) = Inz. Zapisimo enacbo tangente in normale na
graf funkcije f v tocki zo = 2.
Ker je f'(x) = 1, je smerni koeficient tangente f'(2) = %, smerni koeficient

normale pa —ﬁ = —2. Enacba tangente je

1
y = §(x—2)+ln2,

enacha normale pa
y=—2(x—2)+In2.
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(x—2)+In2 y=—-2(x—2)+1n2

Slika 4.1: y =Inzx, y = %

Odvodi visjega reda

Ce je za odvedljivo funkcijo f tudi njen prvi odvod f' odvedljiva funkcija,
potem s ponovnim odvajanjem dobimo odvod drugega reda, oziroma drug:
odvod funkcije f in piSemo f”. Analogno dobimo tretji odvod f”, ... Torej je

n-ti odvod funkcije f odvod funkcije f™1, oziroma
f () = (F"V) ()

Primer 4.10 Izracunajmo tretji odvod funkcije f(x) = z°.

Po pravilu za odvajanje potenc je

f'(x) = 5at,

f"(x) = 202°
in

" (z) = 60z°.

Sami lahko doma preverite, da ima funkcija f vse odvode od Sestega dalje
enake 0. V splosnem imajo vsi polinomi le konéno mnogo od ni¢ razlicnih

odvodov, saj se z vsakim odvajanjem stopnja polinoma za eno zniza.
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Primer 4.11 Naj bo f(x) = ze**!. Izracunajmo drugi odvod funkcije f.

f/<$> — eachl +x€x+1 — ez+1(1—|—x)

f'(x) = e (1+2)+e (1 +z) =2"T(1+2).

4.3 Diferencial

Diferencial neodvisne spremenljivke x je enak njenemu prirastku, torej
dr = Ax.
Diferencial funkcije f pa je produkt
dy = df = f'(z)dx.

Pri majhnih spremembah neodvisne spremenljivke x je pri odvedljivih funkci-
jah tangenta blizu grafa funkcije. Zato lahko diferencial funkcije df uporabimo
kot priblizek za spremembo funkcijske vrednosti Af, ki jo povzroc¢i sprememba

neodvisne spremenljivke za dx. Zapisano z matemati¢nimi znaki
Af =df = f'(z)dx
oziroma
flz +dr) =~ f(x)+ f'(x)dx .

Kako pa to pravilo uporabimo v prakticnih primerih? Za zaetno vrednost
spremenljivke x izberemo tako vrednost, da je racunanje funkcijske vrednosti
in vrednosti odvoda funkcije v tej tocki ¢im enostavneje. Poleg tega naj bo dx

¢im manjsi, da bo aproksimacija dobra.
Primer 4.12 S pomocjo diferenciala izrac¢unajmo priblizno vrednost /98.

Funkcija, katere vrednost ocenjujemo, je 1/z, njen odvod pa ﬁi Torej ima v

nasem primeru zgornji obrazec obliko

1
\/1:+dx~\/5+mdx.
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Tocka, v kateri znamo izracunati vrednost funkcije in njenega odvoda, je z =

100. Ustrezna sprememba neodvisne spremenljivke je tedaj dr = —2. Tako je

1 1
VI8 ~ v100 + -2)=10——=9,9.
2\/100( ) 10

4.4 Analiza realnih funkcij

V tem razdelku se bomo spopadli z izreki, s katerimi bomo opisali najpo-
membnejse lastnosti odvedljivih funkcij. S Taylorjevo vrsto bomo spoznali
aproksimacijo poljubne (dovoljkrat odvedljive) funkcije s pomocjo polinoma.
Dobljene rezultate bomo na koncu uporabili pri analizi realnih funkcij. Tako
bomo ilustrirali uporabnost diferencialnega racuna in se na prakti¢ni ravni
lotili risarskih nalog. Omenimo Se, da bomo dokaze zapisanih izrekov izpustili,
saj bo za nas pomembna predvsem prakticna uporaba odvoda pri reSevanju

ekonomskih problemov.

Bralec lahko sam doma poskusi dokazati naslednji izrek.
Izrek 4.1 V vseh tockah, kjer je funkcija f odvedljiva, je tudi zvezna.

Izrek 4.2 (Fermat) Naj bo funkcija f definirana na intervalu [a, b in odvedljiva
na (a,b) ter naj bo ¢ € (a,b). Ce funkcija f zavzame v tocki ¢ lokalni maksi-

mum ali lokalni minimum, potem je f'(c) = 0.

Fermatov izrek nam pove, da ima tangenta na graf funkcije f v lokalnem mak-
simumu oziroma lokalnem minimumu smerni koeficient 0, torej je vzporedna z
abscisno osjo. Tockam, v katerih je prvi odvod enak 0, imenujemo stacionarne
tocke. Velja torej: ce ima funkcija f v tocki c lokalni ekstrem, potem je c

stacionarna tocka. Obratno ni nujno res.

Primer 4.13 Naj bo f(z) = 23. Potem je f'(z) = 3z in f’(x) = 0 natanko
tedaj, ko je x = 0. Vendar v stacionarni tocki z = 0 funkcija f nima lokalnega

ekstrema.

S pomocjo Fermatovega izreka lahko dokazemo razli¢ne izreke o povpreéni vred-

nosti.
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Izrek 4.3 (Rolle) Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija na intervalu [a,b] in
odvedljiva na intervalu (a,b). Ce je f(a) = f(b), tedaj obstaja vsaj ena taka
tocka c € (a,b), da je f'(c) = 0.

Izrek 4.4 (Lagrange) Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [a, b] in odvedljiva

na intervalu (a,b). Potem obstaja taka tocka c € (a,b), da je
f(b) = f(a) = f(c)(b—a).

Izrek 4.5 (Cauchy) Naj bosta funkciji f in g zvezni na intervalu |a,b] in

odvedljivi na intervalu (a,b). Potem obstaja taka tocka c € (a,b), da je

Taylorjeva formula

V nadaljevanju bomo zapisali Taylorjevo formulo, s pomocjo katere bomo
aproksimirali odvedljive funkcije s polinomi. To nam bo pomagalo pri racunanju

vrednosti zapletenih funkcij.

Izrek 4.6 (Taylorjeva formula) Naj bo f vsajn—+1 krat odvedljiva funkcija na
odprtem intervalu I in naj bo a € I. Potem za vsak v € I obstaja tak z € I,

ki lezi med a in x, da je

O SR G R0 )

f(@) = f(a)(z — a)
kjer je
f(”H)(Z)(x _ a>n+1
(n+1)!

V Taylorjevi formuli imenujemo R,,(x) ostanek, izraz na desni pa razvoj funkcije

Rn@) =

f v Taylorjevo formulo v okolici tocke a. Ce je f polinom, je R,(x) =01in je

"L B (a)(x — a)k
oy = 3o Moo=t

Taylorjevo formulo imenujemo tudi Taylorjeva vrsta. Ce je lim,_o Rn(z) = 0,

je vrsta konvergentna.
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Primer 4.14 Razvijmo funkcijo f(z) = e~® v Taylorjevo vrsto v okolici tocke

a = (. Izracunajmo najprej odvode:
fl(x)=—e", f(x)=¢" f"(x)=—e",...
[zracunajmo Se vrednosti v tocki 0
f0) =1, f(0) ==1, f"(0) =1, f"(0)=-1,...

Torej je Taylorjeva vrsta za funkcijo f

Zapisimo Se nekaj primerov razvoja funkcij v Taylorjevo vrsto v okolici tocke
a=0.
x? 3 z"
1. 6$:1+$+g+§+"‘+ﬁ+...

. 3 5 _1n712n71
2. Sln$:l'—§—,+5§)—'—|—+()—w

(2n—1)!
x2 14 -1 n71x2n72
3. cosx:1—5+z+"‘+( ()Qn—2)!
2 3 4 (71)n—1xn

4. 1n(1+x):x—%+%_%+...+ 4.

n

5. arctanx:x—x—+x—g_%+...+(

V nadaljevanju bomo povezali prvi odvod odvedljivih funkcij z monotonostjo.
Izrek 4.7 Naj bo funkcija f : (a,b) — R odvedljiva. Tedaj velja

1. f'(z) >0 za vsak x € (a,b) <= [ narascajoca,

2. f'(x) >0 za vsak x € (a,b) => f strogo narascajoca,

3. f'(x) <0 za vsak x € (a,b) <= [ padajoca,

4. f'(x) <0 za vsak x € (a,b) = f strogo padajoca.
Naslednji primer pokaze, zakaj v drugi tocki izreka ne velja ”ekvivalenca”.
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Primer 4.15 Naj bo f(z) = 23. Potem je f'(z) = 32% Funkcija je strogo
narascajoca na definicijskem obmocju, vendar ne velja f'(0) > 0.

Torej, ce je f strogo narascajoca funkcija na intervalu I, ne sledi nujno, da je
f'(x) > 0 za vsak z € I. Podobno, ¢e je f strogo padajoca na intervalu 7, ne

sledi nujno, da je f'(x) < 0 za vsak z € [.
Kako pa poiséemo in dolo¢imo lokalne minimume in lokalne maksimume funkcije?

Izrek 4.8 Naj bo funkcija f (n+1)-krat zvezno odvedljiva na neki okolici tocke
To i naj bo f'(xg) = f'(wo) = ... = fO D (xg) = 0 ter f™(xy) # 0. Potem

velja

1. ¢e jen sodo stevilo in je f(xg) < 0, potem ima f v zo lokalni maksi-

mum,
2. cejen sodo Stevilo in je f (xq) > 0, potem ima f v xq lokalni minimum,

3. ¢ce je n liho Stevilo, potem f v xg nima lokalnega ekstrema (v tej tocki je

prevoj funkcije f).

Za nas bo pomembna predvsem naslednja trditev.

Naj bo f odvedljiva na neki okolici tocke zy in naj bo f'(z¢) = 0. Tedaj velja
1. ¢eje f"(x9) < 0, potem ima f v xo lokalni maksimum,
2. ¢eje f"(xo) > 0, potem ima f v o lokalni minimum.

Primer 4.16 Poiscimo lokalne ekstreme funkcije

f(fL') — $63w+1.

Najprej pois¢imo stacionarne tocke. Ker je f'(x) = e3*1(1 + 3x), je . = —%
resitev enacbe f’(z) = 0.
Ker je f"(x) = 31 (6+9x), je f"(—3) > 0, iz Cesar sledi, da ima f vz = —3

lokalni minimum.

Tudi ukrivljenost funkcij (konveksnost, konkavnost) je povezana z odvodom.
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Izrek 4.9 Naj bo funkcija f dvakrat odvedljiva na odprtem intervalu I. Potem

velja
1. f"(x) > 0 za vsak x € [ <= f je konveksna na I.
2. f"(z) <0 za vsak x € [ <= [ je konkavna na I.

Izrek 4.10 Ce odvedljiva funkcija v stacionarni tocki nima lokalnega ekstrema,

1ma v njej prevoj.

Primer 4.17 Naj bo f(z) = ze3*t!. Dolo¢imo intervale konveksnosti in
konkavnosti funkcije f.

Ker je f"(z) = e3*™1(6 + 9z), je po zgornji definiciji funkcija f konveksna na
2 2

intervalu [—2,00) ter konkavna na intervalu (—oo, —3]. V tocki # = —2 ima

funkcija f prevoj.

Zdaj imamo ze zadosti informacij, da se lahko lotimo podrobne analize odvedljivih

funkecij.

Primer 4.18 Podrobno analizirajmo racionalno funkcijo z ena¢bho

x—1
Jw) = T+ 2
in skicirajmo njen graf.
Pois¢imo najprej nicle funkcije
fla)=2— L 1=0 < 1
x) = = r—1= r=1.
T+ 2

Nicla je torej x = 1 in je prvega reda. Ulomljena racionalna funkcija ima pole
v ni¢lah svojega imenovalca (seveda ob predpostavki, da polinoma v stevcu
oziroma imenovalcu nimata skupnih linearnih faktorjev, ki je v nasem primeru

o¢itno izpolnjena). Ker je
rT—2 &= xr=-2,

ima funkcija f v o = —2 pol prvega reda. Kot ze vemo, je pol edina tocka na

realni osi, v kateri ulomljena racionalna funkcija ni definirana, tako da velja
Dy =R\ {-2}.
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Ce polinoma z — 1 in z + 2 delimo, dobimo

x—l_l 3
r+2 r+2°

Torej je asimptota grafa funkcije f vodoravnica y = 1.
Lotimo se sedaj analize s sredstvi diferencialnega racuna. Za prvi odvod

izracunamo, da velja
3
() = ——= >0,
fz) (x +2)?
kar pomeni, da je funkcija povsod na definicijskem obmocju naras¢ajoca. Prav
tako lahko opazimo, da funkcija nima lokalnih ekstremov, saj je f'(x) # 0 za
vse v € Dy. Kako pa je s prevoji, konveksnostjo in konkavnostjo? Izracunajmo

drugi odvod 6
"
f'(@) = “wrop

Ker je f”(x) > 0 za vsa realna stevila x, ki so manjsa od —2, je na intervalu
(—o0, —2) funkcija konveksna. Podobno je f”(x) < 0 za vsa realna Stevila
x, ki so ve¢ja od —2. Torej je na intervalu (—2,00) funkcija konkavna. Ker
drugi odvod nikjer na definicijskem obmoc¢ju Dy ni enak ni¢, funkcija f nima
prevojev.

Zdaj imamo zbrane vse informacije, potrebne za risanje grafa funkcije f.

/ ,

-6 4 2 o 2 4

Slika 4.2: f(z) = 2%

x+2

Primer 4.19 Podrobno analizirajmo racionalno funkcijo z enac¢bho




in skicirajmo njen graf.

Najprej poiscimo ni¢le in pole dane funkcije. Ocitno ima funkcija samo eno
niclo v tocki = 0, ki je tretjega reda, ter nobenega pola, saj je 2% + 3 # 0 za

vsa realna Stevila x. Iz tega sledi, da je Dy = R. Ker je

x3 3z

213 @213’

je simetrala lihih kvadrantov y = x asimptota.
Z odvajanjem je v tem primeru nekoliko vec dela, je pa dobra vaja v premeta-
vanju izrazov in izpostavljanju skupnih faktorjev, ki naj ga bralec opravi last-
noroc¢no. Torej, (a2 )
, x4(x* +9

f(z) = IR >0
za vsa realna sStevila x. Iz tega sledi, da je funkcija povsod naraScajoca. Ker
je

f(2)=0 < 2 =0,

je T1(0,0) stacionarna tocka. Izrac¢unajmo Se drugi odvod

6x(3+ z)(3 — z)
(22 + 3)3

f'(x) =

Ker je 6x(3+ 2)(3 —z) = 0 natanko tedaj, kojex =0 aliz = =3 ali z = 3, so
tocke T71(0,0), To(—3, f(—3)) in T5(3, f(3)) prevoji obravnavane funkcije. Na
obmocju (—oo, —3) U (0, 3) je funkcija konveksna, saj za x € (—oo, —3) U (0, 3)
velja f”(z) > 0. Podobno je funkcija na intervalu (—3,0) U (3, 00) konkavna,
saj je tam f”(x) < 0.

Zdaj se lahko lotimo risanja grafa funkcije.

4.5 Optimizacijske naloge

V tem poglavju bomo predstavili nekaj moznosti za uporabo matematicnih

orodij pri iskanju optimalnih (minimalnih ali maksimalnih) vrednosti funkcij.
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Slika 4.3: f(z) = &

243

Da bomo lahko vse probleme resili z metodami iz diferencialnega racuna, ki

smo jih spoznali, bodo vse funkcije zadosti pohlevne in odvedljive.

Primer 4.20 Poisc¢imo za funkcijo f(z) = 2* — 22% + 6 globalni minimum na

intervalu [—2,0].

Poiscimo najprej stacionarne tocke funkcije f
f'(z) = 42® — 42 = 0,
oziroma
4a(x* — 1) = 0.

Resitve zgornje enacbe so x = 0,1, —1. Ker pa iS¢emo minimum na intervalu
[—2,0], sta za nas zanimivi le tocki x = —1 in # = 0. Izra¢unajmo Se drugi
odvod funkcije f

f"(z) = 122° — 4.

Ker je f”(0) = =4 < 0 in f"(—1) = 8 > 0, doseze funkcija f minimum le za
x = —1. Iskana tocka je torej T'(—1,5).

Primer 4.21 Med vsemi pari Stevil, katerih vsota je S, najdimo tisti par,

katerega vsota kvadratov je najmanjsa.
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Oznacimo iskani stevili z x in y. Vemo torej, da je x +y = S. Iz te enakosti

lahko izrazimo y: y = S — x. Poleg tega pa mora biti vsota
oyt =2+ (S —2)* = 22" — 225 + §°

najmanjsa. Is¢emo torej minimum funkcije f(z) = 222 — 225 + S%. Ce to
funkcijo odvajamo, dobimo f/(z) = 4z — 2S. Ce prvi odvod ena¢imo z 0,
dobimo z = 2. Drugi odvod funkcije f je f”(z) = 4 in velja f”(5) = 4 > 0.
s
o

Torej funkcija f doseze minimum v tocki x = =. Iz tega sledi, da je iskani par

., S

Primer 4.22 Med vsemi kvadri, pri katerih je dolzina dvakratnik Sirine, vsota
viSine, dolzine in Sirine pa je enaka 900, pois¢imo tistega, ki ima najvecjo pros-

tornino.

Oznacimo Sirino kvadra z z, dolzino z y in visino z z. Iz podatkov vemo, da
jey=2xinx+y+ 2z =900. Ce v zadnjo enakost vstavimo y = 2x, potem je
r+2x+2z =900, oziroma z = 900 — 3z. Prostornina kvadra je enaka produktu
Ty -z, oziroma x - 2z - (900 — 3z) = 1800z* — 623. Istemo torej maksimum

funkcije f(x) = 18002% — 623. Izracunajmo prvi odvod
f'(x) = 3600x — 1822
in ga enacimo z 0
3600z — 18z% = 18x(200 — x) = 0.

Ker je x sirina kvadra, je edina smiselna resitev x = 200. Z drugi odvodom
lahko preverimo, da funkcija f res zavzame maksimum pri x = 200 (f”(200) <

0). Torej ima iskani kvader sirino 200, dolzino 400 in visino 300.

Zadnji primer nam bo pokazal, kako lahko metode iz diferencialnega racuna
uporabimo pri ugotavljanju uc¢inkovitosti in uspesnosti poslovanja. Primer je
povzet po (Cibej, 2005).
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Primer 4.23 Neko podjetje proizvaja en sam izdelek. Odvisnost stroskov od

obsega proizvodnje ¢ je opisana s funkcijo
C(q) = 2¢* + 16000000,
povprasevanje po njegovih proizvodih pa je dano z enac¢bo
q= —%p -+ 10000,

kjer p oznacuje ceno ene enote proucevanega proizvoda. Zanima nas, kaksen
je optimalen obseg proizvodnje.

Kaj v tem primeru sploh pomeni izraz optimalen? Zavedati se moramo, da
imajo razlicni ljudje lahko povsem razlicne cilje in s tem tudi razlicne poglede
na optimalen obseg proizvodnje. V nasem primeru bomo za namensko funkcijo
izbrali kar razliko med izkupickom od prodaje P in pripadajoc¢imi stroski C,
kar bi lahko imenovali kar dobicek D. Ta je odvisen od obsega proizvodnje q.
Pri tem privzamemo, da celotno proizvedeno koli¢ino izdelkov tudi prodamo.

Imamo torej enakost
D(q) = P(q) = C(q) = q-p—C(q).
Ceno p lahko izrazimo iz enacbe povprasevanja
p = —2q + 20000,
kar nam da za dobic¢ek naslednjo funkcijo obsega proizvodnje
D(q) = q - (—2¢ +20000) — (2¢* + 16000000)

oziroma
D(q) = —4q2 + 20000q — 16000000.

Zgornja funkcija ima stacionarno tocko pri tistem obsegu proizvodnje, kjer je
njen odvod enak 0
D'(q) = —8q + 20000 = 0,

iz. cesar sledi, da je ¢ = 2500. Ker je D”(2500) = —8, ima funkcija D v

stacionarni tocki maksimum. Zato je

= D(2500) = —4 - 2500% 4 20000 - 2500 — 16000000 = 9000000
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maksimalni dobicek, ki ga podjetje pri danih pogojih lahko doseze, ¢e proizvaja
in seveda tudi prodaja 2500 enot svojega proizvoda; prodaja ga v skladu z

enacho povprasevanja po ceni
p(2500) = —2 - 2500 + 20000 = 15000

za enoto.
V realnosti pa nas dostikrat zadovolji ze to, da smo z obsegom proizvodnje na

intervalu, kjer pokrivamo vse stroske

P(q) = C(q)

oziroma
—2q2 + 20000q > 2q2 + 16000000,

od koder dobimo z resevanjem zgornje kvadratne neenacbe interval

1000 < g < 4000.
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5
Matrike

Teorija matrik je zagotovo eno izmed najpomembnejsih podrocij matematike,
ki v zadnjih desetletjih pridobiva na pomenu tudi na podro¢ju ekonomije, man-
agementa, druzboslovnih in drugih naravoslovnih znanosti, saj lahko s pomocjo
matrik na enostaven nacin uredimo najrazli¢nejse podatke. Tako bomo zadnje
poglavje v tem uébeniku posvetili matrikam. Spoznali bomo njihove osnovne
lastnosti, sestevanje, odstevanje in mnozenje matrik, determinante matrik in
inverzno matriko. Poglavje bomo zakljucili z reSevanjem sistemov linearnih

enach.

5.1 Osnovne lastnosti matrik

Pravokotno shemo stevil, razvrscenih v vrstice in stolpce, imenujemo matrika.

Tako je
a1 a12 Ce Q1n
921 A9 ... QAgp
A= a3 az ... a3
| Am1 Am2 ... Qmp ]

matrika dimenzije m x n. Prvi podatek m nam pove stevilo vrstic, drugi n pa

80



stevilo stolpcev. Oba skupaj dolocata dimenzijo (ali red) matrike.

Primer 5.1 Matrika

2 -1 0
A‘L 3 —2]

je primer matrike dimenzije 2 x 3. Vcasih ob imenu matrike oznacimo tudi

njeno dimenzijo. V nasem primeru bi torej uporabili oznako As, 3.

Matriko, ki ima enako Stevilo vrstic kot stolpcev, imenujemo kvadratna ma-
trika. Tako je

1 21
B=]-10 3
3 4 5

kvadratna matrika dimenzije 3 x 3. V nadaljevanju bomo pokazali, da lahko
kvadratne matrike iste dimenzije med seboj sestevamo (odstevamo) in mnozimo,

vsota (razlika) in produkt pa sta spet matriki iste dimenzije.

Za nase potrebe bomo elemente matrike izbirali le iz mnozice realnih stevil,

vrstice in j-tega stolpca. Tako je v zgornjem primeru a;s = —1 element, ki

lezi v prvi vrstici in drugem stolpcu matrike A.

Dve matriki sta enaki natanko tedaj, ko imata enaki dimenziji in so istolezni

elementi v obeh matrikah enaki.
Primer 5.2 Matriki
2 7 i 2 7
A—{O _3} in B_[O _9]
nista enaki, saj asg # bas.

Kvadratna matrika je zgoraj trikotna, ce je a;; = 0 za vsak ¢ > j, torej

a1 Q21 ... Qg1
0 ag2 ... Qp2
0 0 Ann
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Kvadratna matrika je spodaj trikotna, ce je a;; = 0 za vsak 7 < j, torej

a1 0 Ce 0
12 Q29 ... 0
A1p Q2p ... QApp

Poseben primer trikotnih matrik je diagonalna matrika. Kvadratna matrika je

diagonalna, ¢e so vsi elementi izven diagonale enaki 0, torej

d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... d,

Diagonalna matrika, za katero je a; = 1 za vsak i, je enotska matrika. Pona-

vadi jo oznac¢imo z I,

1 0 . 0

01 . 0
I = .

0 0 . 1

V mnozici matrik dimenzije m X n vpeljemo dve racunski operaciji mnozenje

matrike s skalarjem in vsoto matrik, ki ju bomo v nadaljevanju opisali.

MnozZenje matrik s skalarjem

Matriko mnozimo z realnim Stevilom k tako, da vsak element matrike pomnozimo

sk

ayy ... Qip k’a,u . k:aln

Aml -+ Qmn kaymi ... kamn

SRR

Primer 5.3
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Primer 5.4

0 3 0 -15
-5 4 —-1|=1]-20 5
-3 2 15 —10

Nasprotno matriko matrike A (ozna¢imo jo z —A) dobimo tako, da matriko A

pomnozimo z —1. Tako je

ai;y ... Qip —aiy ... —Qip
—A=-1] : | =

Am1 -+ Amn —Qp1 ... —Amn

Sestevanje matrik

Matriki A in B dimenzije m X n seStejemo tako, da seStejemo vse istolezne

elemente

ayy ... Qip bll . bln ai + bll c. a1, + bln

aml --- Amn bml bmn am1+bm1 amn—i—bmn

Podobno je tudi

ai; ... Qip b11 Ce bln alp — b11 N A1y — bln
A-B=| : R | =

Am1 .- Amn bml bmn aml—bml amn—bmn
Primer 5.5 Naj bo

a0 L] we-]2 0]

Potem je i
2 6
-2 2 |

A+B= [

in 5 4
S

Za zgoraj opisani operaciji veljajo naslednja pravila.

1. A+ B=B+ A,
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2 k-A=A-k

w

A+ (B+C)=(A+B)+C,
4. k-(h-A) = (k-h)-A,

5. k- (A+B)=k-A+k-B,
6. (k+h)-A=k-A+h-A,

kjer sta A in B matriki istega reda in k in h poljubni realni stevili.

Oznacimo z 0 matriko, ki ima vse elemente enake 0, torej

0 ... 0
O:Omxn: : :
0O ... 0

Tako matriko imenujemo nicelna matrika in velja
A4+0=A

za vsako matriko A iste dimenzije kot je matrika 0.

V nadaljevanju se bomo posvetili Se eni operaciji med matrikami, to je mnoZenju

matrik, ki pa ni izvedljivo za vse pare matrik.

Mmnozenje matrik

Matriki Ay, xp in By, lahko mnozimo, ¢e je Stevilo stolpcev prve matrike enako

Stevilu vrstic druge matrike, torej p = ¢. Produkt
Amxp : Bpxn = men

je matrika reda m x n, ki ima v i-ti vrstici in j-tem stolpcu element

p
(C)is =) auby; -
k=1
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Primer 5.6 Naj bosta dani matriki

2 =3
a-[122) w2
1 0

Prva matrika je reda 2x 3 in druga 3x2. Ker je Stevilo stolpcev matrike A enako
stevilu vrstic matrike B, lahko izracunamo produkt A - B. Ce upostevamo

zgoraj zapisano pravilo za mnozenje matrik, dobimo

1.2+42-2+2-1 —3) 42 (—4)+2-0
A~B:0M:{ ( )0 (_( )

1-
1-240-24(=1)-1 1-(-3)+

4)+(-1)-0
Torej je
8 —11
Podobno lahko izracunamo produkt B - A
-1 47
B-A=| -2 4 8
1 2 2
Primer 5.7 Naj bosta dani matriki
-8 —1 1 -3 2 0
A= -3 -4 1 in B=1] 2 1 9
1 -2 3 0 1 -2
Potem je
22 —-16 —11 8 -5 -1
A-B= 1 -9 =38 in B-A=| —-10 —24 30
-7 3 =24 -5 0 =5

Zgornja dva primera sta pokazala, da matri¢cno mnozenje v splosnem ni komu-

tativno

AB + BA.

Lahko se celo zgodi, da za matriki, ki ju lahko zmnozimo v danem vrstnem
redu, produkt s faktorjema v obrnjenem vrstnem redu sploh ne obstaja. Ce
pa obstajata oba produkta (A- B in B-A) in velja AB = BA, potem pravimo,

da matriki komutirata.
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Primer 5.8 Naj bosta dani matriki
3 =5 . 20
A= { 17 ] in B= { 0 2 ] .

6 —10
2 14

Ker je AB = BA, matriki A in B komutirata.

Potem je

A

B-A:[6 —10}

2 14

Za dani matriki A in B ter poljubno realno stevilo k veljajo naslednja pravila.
1. A-B# B- A,
2. k(AB) = (kA)B,
3. A(BC) = (AB)C,
4. A(B+C)=AB + AC,
5. (A+ B)C = AC + BC,
6. A-0=0-A=0,

7AI=1-A=A

Za konec omenimo Se eno operacijo, ki jo lahko izvedemo na poljubni matriki

A.

Transponiranje matrik

Matriko A transponiramo tako, da v matriki zamenjamo vrstice in stolpce. Naj

bo A matrika dimenzije m x n. Transponirana matrika matrike A je matrika

aijr a1 ... Ami

A12 Q29 ... Am2
AT =

A1y, A2y ... QAmn

Hitro lahko opazimo, da je ta matrika dimenzije n x m.
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1 -1 0

Primer 5.9 Naj bo A = [ 3 0 1

].Potemje Al =1 -1 0

Zapisimo Se nekaj lastnosti transponiranja.
1. (A+ B)T = AT + BT,
2. (kAT = kAT,
3. (AT)T = A,
4. (AB)T = BT AT,

kjer je A poljubna matrika in k poljubno realno stevilo.

5.2 Determinanta

V nadaljevanju tega poglavja bomo definirali determinanto kvadratne matrike
A in nasteli nekaj njenih osnovnih lastnosti, ki jih bomo potrebovali v nasled-

njih poglavijih.

Determinanta matrike A je realno stevilo, ki ga obic¢ajno oznac¢imo na

naslednji nacin

ay;; a1 ... Qaip

a921 Q29 ... QA9pn
det A = ]

Ap1 Ap2 ... QGpp

Pri tem je potrebno poudariti, da je determinanta definirana samo za kvadratne
matrike. Determinanta je torej preslikava iz mnozice kvadratnih matrik v
mnozico realnih Stevil: vsaki kvadratni matriki priredimo natanko doloceno

realno Stevilo.

Zaradi enostavnosti definirajmo najprej determinanto matrike A dimenzije 2 x

2.

1 12 = Q11922 — A12Q
11422 12021

21 (22 21 (22

det(A) = det [ e } =
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Determinanto matrike A reda 2 x 2 izra¢unamo torej tako, da od produkta
elementov na glavni diagonali odstejemo produkt elementov, ki ne lezita na

njej.

Primer 5.10 Naj bo

Potem je det A=1-2—(-3)-2=28.

Opisimo Se postopek za izra¢un determinante matrike A dimenzije 3 x 3.

aj; a2 Aas
detA = det 921 Q929 Q93

a3; azz ass
a1l aiz2 Az ailr aig
= Q21 dAg2 (23 21 Qa22
a3 daz2 G33 azy as2
= (11022033 + Q12023031 + G13021032

—(asyanars + asaae3a11 + a33021a12)

2 3 -1
Primer 5.11 Najbo A= | 0 4 —1 |. Potem je
5 =2 1
2 3 —-1]2 3
detA = |0 4 —-1| 0 4
5 —2 1 5 —2

= 2:4-143-—1-54+(=1)-0-(=2)
—(5-4-(=1)+(=2)- (=1)-2+1-0-3)
= —7+16=09.
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V nadaljevanju bomo opisali postopek, kako izracunamo determinanto poljubne

n X n matrike A.

Naj bo n > 2 in in A matrika dimenzije n x n. Z D;; oznac¢imo determinanto
tiste matrike, ki jo dobimo, ¢e v matriki A izpustimo i-to vrstico in j-ti stolpec.
Determinante D;; imenujemo poddeterminante matrike A. Determinanta ma-

trike A je definirana s predpisom

det A = a;1 D1 —apnDys +
+ ...+ alj(—l)Hlej + ...+ aln(_l)n+1D1n-

Zgornjo enakost imenujemo razvoj determinante po prvi vrstici. Izkaze se, da
lahko determinanto razvijemo po poljubni vrstici ali stolpcu - vrednost je vedno
enaka. Ce determinanto matrike A izra¢unamo z razvojem po i-ti vrstici, tedaj
za vsak k = 1,...,n element a;; pomnozimo s pripadajoco poddeterminanto

D;;, katere predznak je dolocen z (—1)"*. Torej je
det A = Z(—l)”kallek
k=1

Podobno lahko determinanto matrike A izracunamo s pomocjo razvoja po j-

tem stolpcu

det A = Z(—l)k+jaijkj.
k=1

Ponavadi determinanto matrike izracunamo s pomocjo razvoja po tisti vrstici

ali stolpcu, ki ima najvec¢ nicel, saj si tako delo olajsamo.

Poglejmo si sedaj bolj natancéno, kako bi izracunali determinanto matrike A

dimenzije 3 X 3 z razvojem po prvi vrstici.
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ailr G2 413 ailr G2 013
det A = det 21 Q929 Q923 = | G921 Q929 Q93

a3; asz2 G33 a31 azz Aas3

= (=D)"'ai1 D11 4 (=1)"Pa1aDis + (1) Pas3 D13
Q22 Qa23
agz2 a33

= a11(a22a33 - CL23CL32) - a12(az1a33 - a23a31) + a13(a2la32 - a22a31)-

Q21 Q22
a31 a3z

Q21 Q23

+ a13
31 Aa33

= ai — Q12

Bralec lahko sam preveri, da je tako dobljen rezultat enak stevilu, ki bi ga
dobili, ¢e bi racunali determinanto matrike A po postopku, ki smo ga opisali

v zacetku poglavija.

Primer 5.12 Naj bo

1 3 =2
A= -1 0 1
2 0 =3

Ker sta v drugem stolpcu dve nicli, je najlazje izracunati determinanto matrike

A z razvojem po drugem stolpcu:
det A = (=1)'*23D15 + (—=1)*20Dqy + (—1)*t20D3y

—11‘

:_3‘2 -3

Torej je det A = —3.

Primer 5.13 Naj bo

21 =25
02 —-17
A= 50 0 3
1 2 -1 0

Ker sta v tretji vrstici dve nic¢li, je najlazje izrac¢unati determinanto matrike A
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z razvojem po tretji vrstici:

det A = (=1)**'5D3; + (=1)*"20 - D3y + (—1)*"30 - D3 + (—1)***3Dsy

1 -2 5 21 =2
= 95|12 -1 7|-3|0 2 -1
2 =10 1 2 -1

= 5((=1)*"12D3; + (=1)**2(=1) D3y + (—1)**30D33)

=3((=1)"*12Dy; + (=1)*"0Dg; + (—1)*1D3)

2 5 1 5

= 5(2’—1 7‘“‘2 7’)
2 1 1 =2
3(2‘2 _1'+1'2 > ’)

= 5(-18—-3)—-9=-114
Torej je det A = —114.
Zapisimo Se nekaj lastnosti determinant.

1. Ce v matriki zamenjamo poljubni vrstici oziroma stolpca, se s tem de-

terminanti spremeni predznak, njena absolutna vrednost pa se ohrani.

2. Ce poljubni vrstici oziroma stolpcu pristejemo poljuben (nenicelni) veckratnik

kake druge vrstice oziroma stolpca, se determinanta ne spremeni.

3. Ce v matriki pomnozimo vse elemente neke vrstice (nekega stolpca) z
realnim Stevilom k, je vrednost determinante dobljene matrike k-krat

vrednost determinante prvotne matrike.

4. Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e stolpce matrike zamenjamo z

vrsticami, oziroma, e matriko transponiramo

det A = det AT
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5. Ker je det A = det AT, lahko vse operacije, ki jih delamo na vrsticah,

delamo tudi na stolpcih (in obratno).

6. Ce so v dani matriki vsi elementi neke vrstice ali stolpca enaki 0, je tudi

determinanta enaka 0.

7. Determinanta matrike je enaka 0, ¢e sta v njej dva stolpca ali vrstici

enaki.

8. Ce je vrstica v matriki mnogokratnik kake druge vrstice, ima determi-

nanta vrednost 0. Enako velja tudi za stolpce.

5.3 Inverzna matrika

S pomocjo determinante lahko za nekatere kvadratne matrike izracunamo pri-
padajoCo inverzno matriko. Inverzna matrika kvadratne matrike A je taka
matrika A71, da velja

ATTA=AAT = 1.
Ce taka matrika A~! obstaja, potem pravimo, da je matrika A obrnljiva, ma-

triko A~! pa imenujemo inverzna matrika matrike A.

[zkaze se, da obstajajo tudi take nenicelne kvadratne matrike, ki niso obrnljive
(torej, nimajo inverzne matrike). Iz pravila za racunanje inverzne matrike (glej
spodaj) pa takoj sledi naslednji pogoj: kvadratna matrika je obrnljiva natanko
tedaj, ko je njena determinanta enaka 0.

V nadaljevanju bomo opisali postopek za izracun inverzne matrike.

Naj bo A kvadratna matrika in det A # 0. Potem je

(“1)™'Dy, (~1)*2Dy, ... (~1)"D,

1 1 (—1)2+1D21 (—1>2+2D22 A (_1)2+nD2n
T det A : : ; ’

(=1)"" D, (=1)"2D,y ... (=1)"™D,,
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kjer so D;; poddeterminante matrike A”.

Hitro lahko preverimo, da je po zgornji definiciji inverzna matrika 2 x 2 matrike

A (det A # 0) enaka

Al = ai; Q12 _1: 1 Qg2  —012
az1 Q22 a1 — G012 | —G21  an |
Primer 5.14 Naj bo
1 0
A= [5 _3}.
Potem je
1 _
Al 301 _ % O1 '
1-(=3)—=5-0| =5 1 T -3
Primer 5.15 Naj bo
1 2 -1
A=13 2 -1
21 1
Ker je det A = —6, obratna matrika A~! matrike A obstaja. Torej:
1 3 2
AT = 2 2 1
-1 -1 1
2 1 2 1 2 2
Dy = 1 1‘:3 Dyp = 1 1):3 Dy3 = 1 _1’20
3 2 1 2 1 3
Dar=1 1‘:5 D=1 _, 1':3 Das=1_4 —1’:2
3 2 1 2 1 3
Da= 19 1‘:_1 Daz =1 4 1‘:_3 D =14 2':_4
] ( 1)1+1D11 (—1)1+2D1 (_1)1+3D13
A7l = 5 (—1)*' Dy (=1)*"2Dyy (—1)*"3Dyg
_( 1)3+1D31 (_1)3+2D3 ( 1)3+3D33
3 -3 0
= 5 -5 3 =2
| -1 3 —4




Ni tezko preveriti, daje A- At =A"1. A=1.

Primer 5.16 Naj bo

5 1 =2
A=12 3 -1
1 -1 0
Potem je
1 -1 2 5
At="1-12 1
-5 6 13

Primer 5.17 Naj bosta dani matriki

5 1 . -3 2
A:{23} in B—[_l 4}.
Resimo matri¢no enacho AX = B. Torej, poiskati zelimo matriko X, ki

zadosca pravkar zapisani enakosti

AX = B
ATAX = A'B
IX = A'B
X = A'B.
Ker je
1 [ 3 -1
,1__
4 _13{—2 5 }
je

Primer 5.18 Naj bosta dani matriki

3 0 . 2 =5
[ 0] wose[2 3]

Resitev matricne enache XA = B je

1[ 21 15
X‘é{—w 211'
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5.4 Sistemi linearnih enacb

Za konec bomo posvetili pozornost Se sistemom linearnih enach. Opisali bomo
postopek, kako lahko s pomocjo matrik resimo splosen sistem m linearnih enacb

7 n neznankami.

Sistem m linearnih ena¢b z n neznankami

111 + 1209 + ... + ATy = bl
211 + A22%9 + ... + QonT, = bz
Am1ZT1 + Q2% + .. AppTy = bm

lahko zapisemo z matri¢no enacho
AX =B,

kjer je A matrika koeficientov sistema dimenzije m X n,

a1 a19 N AT

a921 9292 Ce Aoy,
A= ,

Am1 Am2 ... Qmn

stolpca

I by
X = : in B=

Ty, bm,

pa sta matriki neznank ter desne strani sistema. Ce matriki A dodamo se

stolpec B, dobimo razsirjeno matriko sistema

a1 a2 ... Qp ’ bl

921 929 o Qop ’ bz
[A|B] = o

Ul Qm2 - Gpn | b
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Resitev sistema je vsaka taka n-terica stevil xq,xs,...,x,, ki ustreza vsem
zgoraj zapisanim enacbam. Pravimo, da je sistem resljiv, ¢e ima vsaj eno

resitev. V nasprotnem primeru je neresijiv.

Ena od metod resevanja sistemov linearnih enach je tako imenovana Gaussova
eliminacijska metoda: z mnozenjem enach s primernimi faktorji in odstevanjem
ene enacbe od druge postopoma eliminiramo posamezne neznanke. Na koncu
nam ostane v eni od enacb samo Se ena neznanka. Njeno vrednost izracunamo
in vstavimo v drugo enacbo, iz nje dolo¢imo drugo neznanko, ... Ta postopek

nadaljujemo tako dolgo, dokler ne izracunamo vrednosti vseh neznank.

Kljucni element zgoraj opisanega postopka je eliminacija, ki jo bomo v bistvu
nespremenjeno izvajali tudi sedaj, vendar v nekoliko bolj formalni obliki. Pa

si oglejmo, kako lahko s pomoc¢jo matrik resimo sistem linearnih enacb.

V matriki [A|B] najprej poiséemo vrstico, ki ima na skrajni levi nenicelni el-
ement (lahko se zgodi, da ima matrika v prvih ¢ — 1 stolpcih same nicle in je
iskani nenicelni element Sele v i-tem stolpcu) in jo zamenjamo s prvo vrstico.
Ce ima druga vrstica pod tem nenicelnim elementom niclo, jo pustimo, sicer
od nje odstejemo prvo vrstico, ki jo pomnozimo s takim kvocientom obeh
prvih ¢lenov, da bo na tem mestu v drugi vrstici nicla. Na podoben nacin
"delamo” nicle na preostalih mestih v i-tem stolpcu. Prva vrstica in prvih ¢
stolpcev so tako v zeljeni obliki, na preostalem delu matrike pa cel postopek

ponovimo.

Pri tem postopku smemo narediti naslednje:
e zamenjati smemo poljubni vrstici med sabo,
e poljubno vrstico smemo mnoziti z neni¢enim realnim stevilom,

e poljubni vrstici smemo pristeti ali odsteti kako drugo vrstico ali veckratnik

druge kake vrstice.

Pri teh operacijah se mnozica resitev sistema ne spremeni.
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Osnovna ideja zgoraj opisanega postopka je torej ta, da zelimo izniciti elemente
v levem spodnjem kotu razsirjene matrike, da postane ¢imbolj podobna zgoraj
trikotni matriki (glej matriko spodaj), nato pa izracunamo vrednosti neznank

od spodaj navzgor.

* |

0 x* |
[A|B] = 00 * ... % |

Dol S

100 0 oo [ x|

Primer 5.19 Resimo spodnji sistem enacb.

r4+2y—z =1
r+y+2z = —1
r—2z = 2

Najprej zapisimo razsirjeno matriko sistema

1 2
31 2 | -1
10

1 2 -1 ] 1
5 5 4
0 =3 35 | —3

0 -2 -1 | 1

Drugo vrstico pomnozimo z —3

1 2 -1 |1

0 5 -5 | 4

0 -2 —1 | 1



V naslednjem koraku drugo vrstico pomnozimo z 2 in tretjo vrstico pomnozimo
SO

1 2 -1 |1
0 10 —10 | 8
0 —-10 =5 | 5

Sedaj tretji vrstici pristejemo drugo in dobimo poravnano matriko

1 2 -1 | 1
0 10 —10 | 8
0 0 —-15 | 13
Dobljeno matriko lahko zapisemo Se v lepsi obliki - drugo vrstico delimo z 2
12 -1 | 1
05 =5 | 4
00 —15 | 13
Resitve sistema dobimo tako, da zaporedoma resujemo enacbe, ki ustrezajo

vrsticam od spodaj navzgor. Torej, iz tretje vrstice dobimo

—15z =13,
iz Cesar sledi z = —%. Vrednost spremenljivke y dobimo iz druge vrstice
S5y — bz =4.
Ce upostevamo vrednost spremenljivke z, sledi y = —%. Vrednost spre-

menljivke & dobimo iz prve vrstice
r+2y—z=1.

S pomocjo dobljenih rezultatov lahko izracunamo, da je x = %. Resitev danega

sistema je torej
4 1 13

V splosnem ima lahko vsak sistem linearnih ena¢h Ax = b neskonéno mnogo

resitev, natanko eno reSitev ali pa nobene resitve.
Primer 5.20 Resimo naslednji sistem enach

r+2y—z =1
ox —y+2z = —3
r—2y+z = T.
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Zapisimo razsirjeno matriko sistema

1 2 =11 1
[AIB]=|5 -1 2 | =3
1 -2 1 | 7
Uporabimo Gaussovo eliminacijsko metodo.

e Drugi vrstici pristejemo prvo vrstico, ki jo pomnozimo z (—5).

e Tretji vrstici odstejemo prvo vrstico

1 2 -1 1 1 2 -1 1
0 —-11 7 | -8 |~|0 —-11 7 | -8
1 -2 1 | 7 0 -4 2 | 6

e Tretjo vrstico pomnozimo z 11 in ji pristejemo drugo vrstico, ki jo pomnozimo
z (—4)

Primer 5.21 ReSitev sistema

dor — 2y —3z = 2
—2r—-y+52 = 3
—r+4+2y—4z = 5

je
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