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Predgovor

Ta knjiga je nastala kot u¢ni pripomocek k predmetu Dinamika masnih sistemov, ki spada
v ucni program Fakultete za elektrotehniko, racunalnistvo in informatiko, smer Mehatronika,
na Univerzi v Mariboru.

Za razumevanje knjige je potrebno relativno skromno predznanje. S podrocja mehanike
je koristno poznavanje osnovnih pojmov iz statike in kinematike. S podro¢ja matematike pa je
potrebno poznavanje osnov vektorskega in diferencialnega racuna.

Zaradi preglednosti in lazjega branja so matemati¢ni in drugi objekti pisani z razli¢nimi
pisavami. Kolikor se je dalo, so uporabljena naslednja pravila oznacevanja:

o skalarji: a,b,c...a, B,y
o vektorji in matrike (tenzorji): a,A,b,B...z,Z,a,B,y...
o tocke: A,B,C...Z

UM, Fakulteta za strojnistvo 1
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1 M ATEMATICNE IN MEHANSKE
OSNOVE

Namen:

= Opredeliti osnovne predpostavke in dogovore.

» Osveziti matemati¢ne pojme, ki jih bomo najbolj potrebovali.
= Osveziti najbolj nujne teme iz podrocja kinematike.

Cilj:
S pridobljenim znanjem bo Student sposoben predelati in razumeti snov naslednjih poglavij.

1.1 Osnovne predpostavke in dogovorli

V okviru te knjige bomo privzeli naslednje dogovore in predpostavke:

Telesa bomo obravnavali kot homogena. Najve¢ opravka bomo imeli z nedeformabilnimi
oziroma togimi telesi, razen kadar ko bo posebej poudarjeno, da je obravnavano telo
deformabilno oziroma (v nasem primeru) elasti¢no.

Vse mehanske sklope, kot so na primer lezaji, mehanske vezi in podpore, bomo obravnavali
idealizirano: ni zraénosti, ni trenja in podobno.

Za opis gibanja bomo ve¢inoma uporabljali Kartezijev koordinatni sistem.

Za opis mehanskega dogajanja v ravnini bomo uvedli fiksno ortonormirano vektorsko bazo
(e, e, ) in koordinatni sistem Oxy, slika 1.1.

Slika 1.1: Ortonormiran koordinatni sistem Oxy v opazovani ravnini

UM, Fakulteta za strojnistvo 3
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Dogovorimo se e, da bomo bazo (e, , e, ) in koordinatni sistem Oxy orientirali vedno tako,
kot kaze slika. Zaradi tega dogovora bomo risanje koordinatnega sistema pogosto opuscali.
Prav tako bomo obicajno opuscali risanje vektorske baze.

Za opis gibanja v prostoru vektorsko bazo (e,,e,) razsirimo z vektorjem
e, = e, X e,, ki dolo¢a tretjo os, os z (slika 1.2). Baza (e,,e,,e,) je ortonormirana in
doloc¢a desnosuc¢ni koordinatni sistem Oxyz, ki ga imenujemo Kartezijev koordinatni sistem.

Slika 1.2: Ortonormiran koordinatni sistem Oxyz v prostoru

Razen fiksnega koordinatnega sistema Oxyz bomo uvedli e gibljivega Quvw. Vektorsko
bazo gibljivega sistema bomo oznacili z (e,,e,,e, ). Ravninski razli¢ici fiksnega in
gibljivega koordinatnega sistema sta prikazani na sliki 1.3.

@) e, X
Slika 1.3: Fiksni koordinatni sistem Oxy in gibljivi koordinatni sistem Quv

Kot se bo izkazalo v nadaljevanju, je uvedba gibljivega koordinatnega sistema koristna zato,
ker lahko s tem opis gibanja v mnogih primerih zelo poenostavimo.

1.2 Matematié¢ne osnove

Z uporabo fiksnega koordinatnega sistema Oxyz lahko poljuben vektor a zapisemo kot
a=a,e,+ae,+ae, (1.1)
kjer so (ex,ey,ez) bazni vektorji koordinatnega sistema. Ker v tem koordinatnem sistemu

velja
1 0 0
e, = H,ey = H,ez = [0 (1.2)
0 0 1

UM, Fakulteta za strojnistvo 4
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lahko zapis vektorja a skrajsamo na

ax
a = [ay] (13)
a’Z
oziroma
a= [ax ay az]T (1.4)

Skalarje ay, a, in a, imenujemo koordinate vektorja a.
Pri ravninskih problemih imamo v glavnem opravka z vektorji, za katere velja a, = 0.
Zaradi racionalnosti v takih primerih vektor a pisemo tudi kot

a=|q] (L5)

Pozor: Ce tak vektor uporabimo v vektorskem produktu, ga je treba pred tem obvezno razgiriti
s tretjo koordinato a, = 0.

V izracunih pogosto potrebujemo tudi normo ali dolzino vektorjaa, ki je skalar in jo
izraCunamo

a=lall =+/a +a} + a2 (1.6)
Z uvedbo dodatnega gibljivega koordinatnega sistema Quvw lahko poljubni vektor a
zapiSemo na dva nacina, in sicer kot
a=a.e, t+a,e,+ae, 1.7)
ter kot
a=aque, +a,e,+a,e, (1.8)

kjer so (e,,e,,e, ) bazni vektorji gibljivega koordinatnega sistema, ki so spremenljivi in
odvisni od ¢asa. Opozorimo na dejstvo, da so koordinate a,, a, in a, vektorja a v fiksnem
koordinatnem sistemu v splo§nem Stevil¢no druga¢ne od koordinat a,,, a,, in a,, istega vektorja
v gibljivem koordinatnem sistemu.

Definirajmo $e operacije med vektorji in matrikami. Skalarni produkt dveh vektorjev a
in b, slika 1.4, je skalar c, ki se izracuna kot produkt dolzin obeh vektorjev in kosinusa
vmesnega kota (vmesni kot je kot a, ki ga vektorja oklepata, ¢e izhajata iz skupne zaCetne
tocke)

ab=abcosa=c (1.9)

Skalarni produkt lahko izracunamo tudi kot vsoto produktov istoleznih komponent obeh
vektorjevainb

ab=a"b=a.b,+a,b,+ab,=c (1.10)

Skalarni produkt vektorja s samim seboj lahko zapisemo kot a - a = a®.

UM, Fakulteta za strojnistvo 5
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a
y o
-
e, b
O e, X

Slika 1.4: Vektorja a in b v koordinatnem sistemu Oxy

Iz definicije skalarnega produkta je ocitno, da je njegova vrednost enaka nic, Ce sta vektorja a
in b med seboj ortogonalna.

Vektorski produkt vektorjev a in b je vektor c, slika 1.5, Ki je pravokoten na ravnino, ki
jo tvorita vektorja a in b. Njegova absolutna vrednost je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga
dolocata vektorja a in b.

ax] [bx] [ avbe—asby
axb= ay] X |by| =|—(axb, —a,by)| =c (1.11)
[a, b, axb, — a, b,

Slika 1.5: Vektorski produkt vektorjevainb

Absolutna vrednost vektorskega produkta je enaka produktu norm obeh vektorjev in sinusa
vmesnega kota, oziroma |la X b|| = absina . Od tod sledi, da je vektorski produkt enak
vektorju nic, ¢e sta vektorja a in b med seboj paralelna.

Produkt matrike A dimenzije 3 x 3 in vektorja b dimenzije 3 da vektor ¢ dimenzije 3, Ki
ga izratunamo kot

Ab = |G21 Gz ay3 az1by + azyby + azsh, | = ¢ (1.12)

asz1 Qs ass a31b +a32b +a33bz

11 a12 a13]l “ |:a11b +a12b +a13b
y| =

1.3 Kinemati¢ne osnove

V tem poglavju bomo na kratko predstavili tiste teme iz podro¢ja kinematike, ki jih bomo nujno
potrebovali pri opisu dinamike togega telesa.

UM, Fakulteta za strojnistvo 6
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1.3.1 Opis gibanja to¢ke na osnovi gibljive baze

Eden najbolj uporabnih nacinov opisa gibanja toc¢ke je s pomocjo gibljive baze. Motiv za tak
nacin opisa je v tem, da gibljivo bazo namestimo tako, da kompleksnejSe gibanje razstavimo na
dve enostavnejsi gibanji. To nam mnogokrat precej poenostavi zapis krajevnega vektorja in
nato tudi izracun hitrosti in pospeskov tocke.

Uvedimo fiksni koordinatni sistem Oxyz z bazo (e,,e,,e,) in gibljiv koordinatni
sistem Quvw z bazo (e, ,e,, e, ), slika 1.6. Lego izhodis¢a Q gibljive baze podaja krajevni
vektor ry, njeno vrtenje v prostoru pa naj podaja vektor kotne hitrosti w.

Krajevni vektor tocke A lahko zapiSemo kot

r=ro+p (1.13)
Vektor p lahko na osnovi gibljive baze izrazimo kot
p = ue, +ve, + we,, (1.14)

pri ¢emer smo z (u, v, w) oznadili lokalne koordinate tocke A — koordinate A glede na gibljivo
bazo (e,,e,, e, ).

X
Slika 1.6: Opis gibanja na osnovi gibljive baze

Hitrost to¢ke A dobimo, kot vedno, z odvajanjem krajevnega vektorja po ¢asu
V=", +p=v,+ue, +ve, +we, +ué, +ve, +we, (1.15)

Izpeljava izrazov za odvode baznih vektorjev (e, , e, , e,, ) po ¢asu se verjetno najenostavneje
naredi na osnovi sklepanja o lastnostih odvoda vektorja po skalarju. Oglejmo si poljubno
situacijo, in sicer iz takega zornega kota, da bosta vektorja e,, in w lezala v opazovani ravnini,
slika 1.7.

1z teorije vemo, da je odvod vektorja po ¢asu enak vektorju, ki kaZe v smeri gibanja vrha
vektorja, Ce bi tega risali iz fiksne tocke. Ali drugace: €, kaze v smeri gibanja vrha e, ¢e bi
tega risali iz fiksne tocke. V narisani situaciji je o¢itno, da morata biti smer in orientacija €,
enaka smeri in orientaciji vektorja w X e,. Glede norme odvoda pa je znano naslednje: norma
odvoda vektorja po skalarju (¢asu) je enaka absolutni hitrosti gibanja vrha vektorja e, ¢e bi
tega risali iz fiksne tocke.

UM, Fakulteta za strojnistvo 7
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ravnina (€y, €y)

Slika 1.7: Izra¢un odvoda baznega vektorja e,
V narisani situaciji je jasno, da je (pri fiksirani tocki Q) absolutna hitrost vrha e, enaka
|lw]|||e, |l sina. To pa je natanko norma vektorja w X e,,. 1z tega torej sledi
€, =wXe, (1.16)
s podobnim sklepanjem pa lahko ugotovimo Se
e, =wXxXe,, e, =mwXe, (1.17)
Z upostevanjem teh ugotovitev lahko hitrost to¢ke A torej zapisSemo kot
vV =v, t+ue, +ve, +we, + w X (ue, + ve, + we,) (1.18)
oziroma
V=Vy+tV,+t@Xp (1.19)
Pri obravnavanem opisu gibanja lahko torej na hitrost tocke A gledamo kot na vsoto naslednjih
treh komponent

e v, — hitrost izhodis¢a Q gibljive baze,
e v, = ue, + ve, + we,, — hitrost A napram gibljivi bazi (e, , e, , e, ) — relativna hitrost in
e m X p — hitrost A zaradi vrtenja gibljive baze (e, , e,, e, ) s kotno hitrostjo w.
Pospesek tocke A dobimo, kot obi¢ajno, z odvajanjem vektorja hitrosti po asu. Sledi
a=vy+tv,+toXp+wXp (1.20)
oziroma

a=a, +ie, + ve, + we, +ué, + vé, + we,, + ® x (ue, + ve, + we,,) +
w X (ue, +ve, + we,) + X (ué, + vé, +we,,) (1.21)

Po preureditvi dobimo

a=agp + (iie, + Ve, +we,) + 2w X (e, + ve, +we,,) + ® X (ue, + ve, +we,,) +
+w X (o X (ue, + ve, + we,,)) (1.22)

oziroma
a=apgta, +20XVv, +®Xp+wxX(wxp) (1.23)

Na pospesek tocke A lahko torej pri tem opisu gledamo kot na vsoto naslednjih petih
komponent:

UM, Fakulteta za strojnistvo 8
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e a, —pospesek izhodisca Q gibljive baze,

e a, =iie, + Ve, +we, — pospesek A napram gibljivi bazi (e,,e,,e, )— relativni
pospesek,

e a.=2w XV, — pospesek A zaradi spreminjanja njene obodne hitrosti kot posledico
spreminjanja krivinskega polmera tira — Coriolisov pospesek,

e a, =wXp — pospesek A zaradi spreminjanja njene obodne hitrosti kot posledico
spreminjanja kotne hitrosti w - tangencialni pospesek in

e a, = w X (w X p) — pospesek A zaradi ukrivljenosti tira — normalni pospesek.

Na koncu poudarimo, da so zgoraj omenjene komponente (tako pri hitrosti, kot tudi pri
pospesku) odvisne od izbire koordinatnega sistema. Drugacna izbira gibljive baze da namre¢
drugacne vrednosti komponent hitrosti in pospeska pri istem gibanju.

1.3.2 Opis gibanja telesa

Zelo primerno izhodi$¢e za opis gibanja telesa v prostoru predstavlja opis gibanja tocke na
osnovi gibljive baze. Ce namre¢ gibljivo bazo (e, , e, ,e,,) pritrdimo na opazovano telo, lahko
lego, hitrost in pospesek poljubne toc¢ke A telesa, slika 1.8, izrazimo z enacbami, ki smo jih
spoznali v prejSnjem poglavju.

Slika 1.8: Opis gibanja telesa v prostoru

V skladu s povedanim lahko torej lego poljubne tocke A telesa zapiSemo kot
XQ
Yo
ZQ
Pri tem so (u,v,w) lokalne koordinate tocke A, ki so odvisne od tega, katero tocko telesa

opazujemo. Druge koli¢ine pa so tiste, ki dolocajo pozicijo in zasuk telesa v prostoru, in sicer
v naslednjem smislu:

r=ro+p= + (ue, + ve, +we,,) (1.24)

e pozicijo telesa doloca lega tocke Q oziroma parametri xq, yo in zg,
e zasuk telesa doloca gibljiva baza, oziroma bazni vektorji e, , e, ine,, .
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Treba se je spomniti, da ima prosto telo v prostoru 6 prostostnih stopenj: 3 za pozicijo in 3 za
zasuk. Trije primerni parametri za dolo¢anje pozicije so ocitno x,, Yo in z,. Pri rotacijah pa se
pri izbiri primernih parametrov zaplete. Vektorji e,, e, in e, imajo namre¢ skupaj 9
komponent, ki jih je ocitno treba izraziti samo s 3 parametri. Ta postopek imenujemo
parametrizacija prostorskih rotacij.

Moznosti, kako parametrizirati rotacije, imamo ve¢. Vsaka od njih ima svoje dobre in
slabe lastnosti. Zgolj za ilustracijo omenimo le naslednji dve varianti:

e parametrizacija z uporabo Eulerjevih kotov in
e parametrizacija z rotacijskim psevdovektorjem.

Ce vektorje e, , e, in e,, po stolpcih zloZimo v matriko, dobimo rotacijsko matriko
R=[e,:e,ie,] (1.25)

Zaradi tega lahko reCemo, da zasuk telesa v prostoru dolo¢a njegova rotacijska matrika R,
parametrizacijo zasukov pa imenujemo tudi parametrizacija rotacijske matrike.

1.3.3 Rotacijska matrika in preslikave komponent

Za konec si oglejmo le nekaj najpomembne;jsih lastnosti rotacijske matrike. Fiksni in gibljivi
koordinatni sistem naj imata isto izhodiscno tocko, eden napram drugemu pa sta lahko poljubno
zavrtena. ry,, naj oznacuje lego neke tocke A, izrazeno v fiksnem koordinatnem sistemu; Iy,
pa naj oznacuje lego iste tocke A, izrazeno v gibljivem koordinatnem sistemu. V takem primeru
lahko dokaj enostavno pokazemo, da velja

Iyyz = Rrypy (1-26)

Rotacijska matrika predstavlja torej preslikavo med koordinatami iste tocke, izrazenimi v dveh
koordinatnih sistemih, ki sta med seboj poljubno zavrtena. Pokazati je mogoce, da je matrika R
ortogonalna matrika. To pomeni, da ima vedno inverzno matriko, in ta je enaka njeni
transponiranki. Torej velja R™1 = R, iz esar sledi, da velja tudi

Tow = RTTyy, (1.27)
Ni pa rotacijska matrika uporabna le pri preslikavi vektorjev. Z njeno uporabo lahko
preslikujemo tudi objekte viSjega reda, kot so na primer tenzorji (drugega ali vijega reda).
Razlaga pomena pojma tenzor presega okvir tega ucbenika. Za nas naj bo zaenkrat dovolj le to,

da lahko preslikavo (vztrajnostnega) tenzorja iz enega koordinatnega sistema v drugega
naredimo z uporabo rotacijske matrike R, in sicer kot

]xyz = R]uvaT (1.28)

kjer je Jyy, vztrajnostni tenzor, izrazen v koordinatnem sistemu xyz, J,,,,, pa je isti tenzor,
izrazen v zasukanem koordinatnem sitemu uvw. V obratni smeri je preslikava naslednja

Juvw = RT]xyzR (1.29)
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2 D INAMIKA TOGEGA TELESA

Namen:

= Spoznati osnovne zakone dinamike za masni delec.

* Spoznati pojme gibalna in vrtilna koli¢ina ter delo, mo¢ in energija.
» Spoznati splo$ne zakone dinamike za masni delec in telo.

Cilj:
S pridobljenim znanjem bo Student sposoben enostavnejse dinamic¢ne probleme iz tehniSke
prakse pravilno formulirati in resiti.

Glavne oporne tocke:

= Osnovni zakoni dinamike: trije Newtonovi zakoni za masni delec.

= Splosni zakoni se izpeljejo iz osnovnih zakonov dinamike ter se nanaSajo na gibalno in
vrtilno koli¢ino ter delo, mo¢ in energijo.

2.1 Masni delec in telo

Osnovni zakoni dinamike so formulirani za masni delec, vendar pa lahko iz njih izpeljemo
zakone, ki veljajo za telo.

Masni delec imenujemo rockasto telo s konéno maso m. Z besedo fockasto poudarimo,
da so dimenzije telesa tako majhne, da lahko:

e zanemarimo vse vplive, Ki so posledica rotacije telesa, in

o prijemalisca vseh zunanjih sil prestavimo v teZisce telesa.

Morda se zdi, da takSen model telesa ni kaj prida uporaben v praksi, vendar pa se izkaze,
da temu ni tako. V mnogih prakti¢nih primerih se zaradi vezi (vodila, podpore ...) telesa lahko
gibljejo samo premo, medtem ko je rotacija preprecena. Razen tega lahko pogosto prijemaliSca
zunanjih sil brez Skode prestavimo v teziSce telesa. V takih primerih lahko opazovano telo
upraviceno obravnavamo kot masni delec, slika 2.1.

| vzmet

telo
()]

| dusilec

Slika 2.1: Dinamiénih vplivov rotacij tukaj ni — telo lahko obravnavamo kot masni delec
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Seveda se pa situacija spremeni, ¢e se opazovano telo lahko vrti in so vplivi zaradi rotacije
taksni, da jih ne moremo zanemariti, slika 2.2. VV takem primeru moramo nas objekt obravnavati
kot telo s kon¢nimi dimenzijami in kon¢no maso m.

Slika 2.2: Dinami¢ni vplivi rotacij so tukaj veliki — teles zato ne moremo obravnavati kot
masne delce

Za dinamicno obravnavo teles potrebujemo nekaj pomoznih koli¢in. Najpomembnejse
med njimi so: prostornina in masa telesa, krajevni vektor rezisca, osni vztrajnostni momenti in
deviacijski vztrajnostni momenti telesa.

Prostornino in maso telesa B raGunamo z izrazoma
V=/[ av

2.1)
m= [ pdV=[ dm

Kjer operator fB oznacuje integracijo po celem telesu, dV je diferencial prostornine, p pa je

gostota snovi telesa. Produkt dm = pdV imenujemo diferencial mase telesa.
Tezisce telesa je tocka, ki ustreza masnemu sredisc¢u telesa, ¢e je gravitacijsko polje
konstantno. V tem primeru lahko krajevni vektor tezi§¢a izraCunamo kot

rp = [, rdm (2.2)
kjer je krajevni vektor poljubne tocke telesa oznacen z r.

VoW v

V praksi si lahko racunanje tezis¢a pogosto poenostavimo, ¢e upoStevamo lastnost
aditivnosti integrala. Poenostavljeno povedano to pomeni, da lahko integracijo po celem telesu
nadomestimo z vsoto integracij po njegovih sestavnih delih. V ta namen razdelimo opazovano
telo B skupne mase m na n delov B, ... B, zmasami m, ... my, kjerjem = Y., m;, slika 2.3.

4
7

{ Bi,m 7 B, m
Z { ,/ ,
4 4

, ’
4 /

e T Y

Slika 2.3: Razcep telesa B na sestavne dele Bi lahko olajSa racunanje tezisca

/
,/ Bi, m

Zaradi lastnosti aditivnosti integrala lahko zapisemo

J, rdm =31, fBi rdm; (2.3)
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Ker pa je
fBi rdmi = m;I'r; (24)

kjer je rp; tezis¢e dela B;, sledi
Die  TTiMy (25)

_yn _
rrm= Y rrym; > Iy = m

Ta izraz za racunanje tezisca telesa B je dokaj koristen, saj je v praksi pogosto lazje izracunljiv
kot osnovni izraz z integralom po celem telesu.

V zvezi s tezisCem telesa je koristno izpeljati Se eno pomembno relacijo, ki se izkaze za
zelo koristno pri izpeljavi splosnih zakonov mehanike za telo. V ta namen zapisimo definicijo
teziS¢a telesa in jo nekoliko preuredimo, kot sledi, slika 2.4.

mry = [, rdm = [ (rp +p)dm (2.6)

A%

Kjer je p vektor, ki kaze od tezis¢a telesa do tocke podane z r.

Slika 2.4: Razcep krajevnega vektorja r na (ry + p)

Vektor ry je neodvisen od integracije po telesu, iz ¢esar sledi
mry =rp [, dm+ [, pdm = mrp + [, pdm (2.7)
Ocitno mora veljati
J, pdm =0 (2.8)

oziroma z besedami: ¢e vektor, odmerjen iz tezis¢a telesa do poljubne tocke, integriramo po
celotnem telesu, bo rezultat vedno enak nic.
Osni vztrajnostni moment telesa, je definiran kot

Jo = f; rdm (2.9)

kjer desni spodnji indeks a oznacuje os, glede na katero moment raCunamo, B oznacuje telo,
dm je diferencial mase (masa elementarnega dela) telesa, 7, pa je oddaljenost dm od osi «a.

Kot primer si oglejmo izra¢un osnega vztrajnostnega momenta mase homogene
pravokotne prizme za os z, ki gre skozi geometrijsko sredisc¢e prizme, slika 2.5. Dimenzije
prizme so a X b X c, gostota materiala pa je enaka p.
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U
> -
<

xv

Jo = [, v?dm = [, (x* +y?) p dxdydz
a b
Jz = pe(b [*ax?dx + a [2,y*dy)
2 2

1 1 1
], = pc (Ea3b + Eb3a) = —m(a® +b?)

V praksi si pri racunanju osnih vztrajnostnim momentov obi¢ajno pomagamo z
vztrajnostnimi  momenti teles pravilnih geometrijskih oblik. Formule za izraGun teh
vztrajnostnih momentov je zato dobro imeti izpeljane vnaprej. Morda najbolj uporabne od teh

A%

formul, kjer m oznacuje maso telesa, vse osi pa gredo skozi tezisce teles, slika 2.5, so naslednje:

. S 1 Z  n?
e zavalj polmera 7 in viSine h: J, = ~mr?, ], = m(+ + =)
v oN oy . 1 1
e za kvader dolzine a, viSine b in §irine c: J, = Em(b2 +c%), ]y = Em(a2 + c?)

e za tanko dolgo palico dolZine [: ], = %ml2 (os y je pravokotna na geometrijsko 0s in
r—0)

c !

h a
Slika 2.5: Telesa pravilnih geometrijskih oblik

Za izraun vztrajnostnega momenta okoli 0si, ki ne gre skozi tezisc¢e telesa, lahko
uporabimo Huygens-Steinerjevo pravilo (izpeljava ni tezka in jo bralec lahko naredi sam), ki
ga zapiSemo kot

Jo =] +e*m (2.10)

Pri tem je J, vztrajnostni moment glede na (netezi$¢no) os a, J; je vztrajnostni moment glede

na vzporedno tezi$¢no os t, e je razdalja med osmi, m pa je masa telesa, slika 2.6.
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*a It

1 mf—-» Jo=Jc te*m

e

> »
l >

Slika 2.6: Uporaba Huygens-Steinerjevega pravila
Deviacijski vztrajnostni moment telesa je definiran kot

Jap == [, aBfdm (2.11)

kjer indeksa a in 8 oznacujeta izbrani (medsebojno ortogonalni) osi, « in B v integralu pa sta
koordinati materialnega delca glede na ti dve izbrani osi. Opozorimo na naslednji dejstvi:

e iz definicije ocitno sledi, da je J,5 = Jga,
e (e je vsaj ena od ravnin ay ali By simetrijska ravnina telesa, velja J,3 = 0.

Ce osi a, B in y ortogonalnega koordinatnega sistema izberemo tako, da so vsi deviacijski
momenti enaki ni¢, to je, Jop = Jgy = Jyo = 0, potem osi a, f in y imenujemo glavne
vztrajnostne osi telesa. V primeru, da gredo vse glavne vztrajnostne osi skozi tezisce telesa, jih
imenujemo centralne glavne vztrajnostne osi telesa.

Kot primer si oglejmo prizmo mase m v neki izbrani legi, glede na koordinatni sistem xy,

slika 2.7. Deviacijski vztrajnostni moment mase, glede na osi x in y, se izra¢una kot

b 1
Joy = — fB xydm = —pc fo foaxy dxdy = _Zmab (2.12)
y A
C
m
b X
| i~ »
< 3 >

Slika 2.7: Deviacijski vztrajnostni moment telesa

Osni in deviacijski vztrajnostni momenti telesa, zlozeni v matriko dimenzij 3 X 3,
predstavljajo tako imenovani vztrajnostni tenzor J telesa

]x ]xy ]xz
] = ]yx ]y ]yz (213)
Jox Jzy Iz
Razlaga pomena pojma tenzor presega okvir tega u¢benika. Za nas naj bo zaenkrat dovolj

le to, da lahko preslikavo (vztrajnostnega) tenzorja iz enega koordinatnega sistema v drugega
naredimo z uporabo rotacijske matrike R, kot je to opisano v prvem poglavju.
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2.2 Osnovni zakoni dinamike

Osnovni zakoni dinamike so trije Newtonovi zakoni, ki veljajo za masni delec. Na osnovi teh
treh zakonov lahko namrec izpeljemo vse druge zakone (zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine ...),
ki jih imenujemo splosni zakoni dinamike.

2.2.1 Newtonovi zakoni za masni delec

Prvi Newtonov zakon
Prvi Newtonov zakon, ki ga imenujemo tudi zakon vztrajnosti (ali inercije), lahko zapiSemo
tako:

¢ Masni delec, na katerega ne delujejo nobene zunanje sile, ohranja svoje stanje mirovanja
ali translatornega enakomernega gibanja.

Lastnost masnega delca, da ohranja svoje stanje, ¢e nanj ne delujejo zunanje sile, imenujemo
vztrajnost ali inercija delca.
Drugi Newtonov zakon

Drugi Newtonov zakon, ki mu re¢emo kar osnovni zakon dinamike, je Newton formuliral na
osnovi gibalne koli¢ine, Euler pa ga je kasneje zapisal v bolj znani obliki, in sicer:

F =ma (2.14)
Z besedami bi ga lahko opisali tako:

% Masni delec mase m, na katerega delujejo zunanje sile z rezultanto F, se giblje s takim
pospeskom a, da je produkt ma enak F.

Pospesek delca in sila, ki nanj deluje, sta torej sorazmerna vektorja; njuna smer in orientacija
sta vedno enaki. Sorazmernostni faktor predstavlja maso delca.

Tretji Newtonov zakon
Tretji Newtonov zakon, ki ga imenujemo tudi zakon akcije in reakcije, lahko zapiSemo tako:

+ Dva masna delca delujeta drug na drugega s silo enake intenzitete in smeri, vendar
nasprotne orientacije.

To velja ne glede na gibalno stanje obeh delcev, torej tako pri pospesevanju kot tudi v stanju
mirovanja.

2.2.2 Uporaba Newtonovih zakonov na sistemu delcev in na
zveznem telesu kon¢nih dimenzij

Newton je svoje zakone zapisal za masni delec. Da lahko te zakone prevedemo tudi v obliko,
Ki velja za telesa konénih dimenzij, je zelo koristno uvesti sistem masnih delcev, slika 2.8. Ta
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je sestavljen iz N masnih delcev z masami m;, i = 1 ... N. Posamezni delci so med seboj lahko
povezani z vezmi ali pa tudi ne. Vsak delec m; je lahko obremenjen z zunanjo silo F; in s silami
f;; v vezeh, ki veZejo delce. Za sile v vezeh iz tretjega Newtonovega zakona sledi:

% Ce na delec m; deluje vezna sila f;;, potem na delec m; deluje nasprotno enaka vezna sila

f, = —f

Jji ij*

Slika 2.8: Sistem masnih delcev

Tezis¢e sistema masnih delcev je podano z enacbo:
1ynN
Iy = — X Iy (2.15)

kjer je m = YN, m; skupna masa sistema, r; pa je krajevni vektor oziroma lega masnega delca
m;. Ce to enacbo mnozimo z m in dvakrat odvajamo po ¢asu, dobimo

mar = LIl m;a; (2.16)
Kjer je a; pospesek tezisca sistema.
Uporabimo zdaj drugi Newtonov zakon za masni delec m;. Ta se glasi: F; + Y. f;; =

m;a,. Pritem X f;; oznacuje vsoto vseh veznih sil, s katerimi drugi delci delujejo na delec m,;.
Ce to enacbo vstavimo v prejsnjo, dobimo:

mar = Y- (F; + X ;) (2.17)

Za konec se moramo samo $e spomniti, da vezne sile f;; nastopajo paroma in da je vsota vseh
teh sil v sistemu enaka ni¢. Ker je torej Y12, Y, f;; = 0, sledi

F = mar (2 . 18)

kjer F = YN, F; oznacuje rezultanto vseh zunanjih sil, ki delujejo na sistem. Za sistem delcev

torej velja, da je vsota vseh zunanjih sil enaka produktu skupne mase in pospeska teZisca

sistema. To enacbo lahko interpretiramo kot drugi Newtonov zakon za sistem masnih delcev.
Kadar na sistem delcev ne delujejo zunanje sile, je torej pospesek tezis¢a enak nic. 1z tega

sledi, da mora biti v odsotnosti zunanjih sil hitrost teZiS¢a sistema konstantna. Ali drugace, ¢e
je XN, F, =0, sledi:

vy = konst. (2.19)
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vev v

To pomeni, da brez vpliva zunanjih sil rezisce sistema delcev ohranja konstantno hitrost, ki je
lahko seveda tudi enaka ni¢. Torej tak sistem lahko, na primer, miruje, se giblje enakomerno
premo, enakomerno rotira okrog ene od glavnih teziscnih osi ali pa opravlja Se kak$no drugac¢no
gibanje. V vsakem primeru je vektor hitrosti tezis¢a zagotovo konstanten, ¢e nimamo vpliva
zunanjih sil.

Sistem masnih delcev lahko prevedemo na zvezno telo koncnih dimenzij, ¢e privzamemo

N — oo inm; = dm, kjer dm oznacuje diferencial mase telesa, slika 2.9.

B

Slika 2.9: Zvezno telo B kon¢nih dimenzij in njegov diferencial mase dm

Zamenjava m; — dm formalno pomeni, da je treba vsak operator za sestevanje po N
delcih sistema zamenjati z integralom po celotnem telesu B oziroma

L= (2.20)

V splosnem lahko ugotovimo, da po opravljenih zamenjavah vse enacbe, ki smo jih
izpeljali za sistem delcev, smiselno veljajo tudi za telo kon¢nih dimenzij. Drugi Newtonov
zakon se torej za telo koncnih dimenzij lahko zapise kot

F = mar (2.21)
Ali z besedami: vsota vseh zunanjih sil, ki delujejo na telo, je enaka produktu mase telesa in

Vv v

pospeska njegovega tezisca.

2.3 Splosni zakoni dinamike in njihova uporaba

Z uporabo Newtonovih zakonov lahko nacelno resimo vse probleme klasi¢ne dinamike. Vendar
pa se v praksi izkaze, da je reSevanje mnogih problemov precej enostavnejse, ¢e namesto
osnovnih zakonov uporabimo njihove izpeljanke — torej zakonitosti, ki jih izpeljemo iz
Newtonovih zakonov in jih imenujemo splosni zakoni dinamike. V tej knjigi bomo obravnavali
le nekaj najpomembne;jsih.

2.3.1 Zakoni o gibalni koli¢ini

Masni delec

Za masni delec z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, slika 2.10, definiramo gibalno kolic¢ino K
kot
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K =mv (2.22)

Ce levo in desno stran gornje enacbe odvajamo po &asu (in upostevamo, da je masa konstantna),
dobimo

dK _ d(mv) ﬂ .
@ a Mg Tma (2.23)

Ce upostevamo, da je produkt ma enak rezultanti F vseh zunanjih sil (drugi Newtonov zakon),
pa sledi

dK

B F (2.24)
Gornja ena¢ba nam pove, da je hitrost spreminjanja gibalne koli¢ine enaka rezultanti zunanjih
sil. To enacbo imenujemo tudi zakon o spremembi gibalne kolicine (v diferencialni obliki). Z
besedami ga lahko opiSemo tako:

% Casovni odvod gibalne koli¢ine masnega delca je enak vsoti vseh zunanjih sil, ki delujejo
na masni delec.

4 - 2 o
X % T 9. tirgibanja

Slika 2.10: Gibalna koli¢ina masnega delca

Pomnozimo zdaj gornjo enacbo z diferencialom casa dt ter levo in desno stran
integrirajmo od stanja 1 (v ¢asu t;) do stanja 2 (v ¢asu t,). Dobimo

fi dK = [* Fat (2.25)
Iz tega ocitno sledi
K,— K, = ffj Fdt (2.26)

kjer sta K; in K, gibalni koli¢ini masnega delca v trenutku t,; oziroma t,, integral na desni
strani gornje enacbe pa imenujemo impulz ali sunek sile. Gornjo enacbo, Ki jo imenujemo tudi
zakon o spremembi gibalne kolicine (v integralski obliki), lahko torej z besedami opiSemo tako:

s Sprememba gibalne koli¢ine masnega delca v ¢asovnem intervalu od t; do t, je enaka
impulzu sile v tem istem ¢asovnem intervalu.

Iz gornje razlage je ocitno, da se bo gibalna koli¢ina masnega delca ohranjala, kadar bo F = 0.
V takem primeru je namre¢ tudi impulz sile enak ni¢ in torej velja

kar imenujemo zakon o ohranitvi gibalne kolicine.
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Telo

Gornje enacbe, ki smo jih izpeljali za masni delec, lahko v nekem smislu posplosimo tudi na
telo koncnih dimenzij. Gibalna koli¢ina telesa B je enaka vsoti gibalnih kolicin vseh njegovih
delcev. Torej lahko zapisemo

K= [, vdm (2.28)

Kjer je v hitrost diferenciala mase dm.

Slika 2.11: Na telesu B izberemo tocko Q

Izberimo na telesu B poljubno toc¢ko Q, slika 2.11. Iz poglavij o kinematiki vemo, da
lahko hitrost v poljubne tocke telesa vedno zapisemo kot

V=V +wXp (2.29)
kjer je vy hitrost tocke Q (translacija telesa), w je kotna hitrost vrtenja telesa (rotacija telesa)

okrog osi, ki gre skozi Q, p pa je vektor od tocke Q do diferenciala dm, slika 2.11. Po
vstavljanju te relacije v izraz za gibalno koli¢ino dobimo

K= [ (vo+wxp)dm=v, [ dm+ox[ pdn (2.30)

Drugi ¢len na desni strani enacbe vsebuje integral fB pdm. Ce tocko Q izberemo v teziscu
telesa, se pravi, Q = T, dobimo [, pdm = 0. Razen tega vemo, da je [, dm =m, iz Cesar
sledi

K =mv; (2.31)
Gibalna koli¢ina telesa je torej enaka produktu mase telesa in Zitrosti njegovega tezisca in je

torej neodvisna od rotacije telesa okrog njegove teziséne osi, slika 2.12. Ce dobljeno relacijo
odvajamo po ¢asu, dobimo zakon o spremembi gibalne koli¢ine telesa (v diferencialni obliki)

dK
S =mar =F (2.32)

kjer je F rezultanta vseh zunanijih sil, ki delujejo na telo, a; pa je pospesek teziscéa telesa.

UM, Fakulteta za strojnistvo 20



B. Harl, M. Kegl, T. Karner: Dinamika masnih sistemov 2 Dinamika togega telesa

Slika 2.12: Gibalna koli¢ina telesa

Smiselno lahko seveda zapiSemo tudi zakon o spremembi gibalne koli¢ine telesa v integralski
obliki

K,— K, = fttlz Fdt (2.33)

Telo spremenljive mase

V tehniski praksi ni malo situacij, kjer je potrebno analizirati gibanje telesa, ¢igar masa se med
gibanjem zvezno in bistveno spreminja. Primer tak$ne situacije je gibanje rakete z motorjem na
tekoce gorivo. V takSnih primerih je potrebno gibalne enacbe zapisati z ustreznim upostevanjem
vpliva masnega toka, zaradi katerega se masa telesa spreminja (nara$ca ali upada).

Slika 2.13: Gibanje telesa s spremenljivo maso

Oglejmo si situacijo na sliki 2.13. Tezis¢e telesa mase m se giblje s hitrostjo v. Znotraj
Casovnega intervala dt na telo deluje zunanja sila F, v telo pa tr¢i tudi masni delec mase dm,
Ki se giblje s hitrostjo v,,,. Masni delec se pri trku spoji s telesom, katerega masa je po trku torej
enaka vsoti m + dm. Zaradi delovanja zunanje sile in trka se spremeni tudi hitrost telesa;
njegovo tezisce se po trku giblje s hitrostjo v + dv.

Za opisano situacijo lahko zapisemo zakon o spremembi gibalne koli¢ine sistema (telo +
delec) znotraj Casovnega intervala dt. Ta se glasi

(m+dm)(v+dv) — (mv+ dmv,,) = Fdt (2.34)

V tej enacbi se med seboj iznicita dva produkta mv, razen tega pa lahko zanemarimo tudi
diferencialno koli¢ino visjega reda dmdv = 0. Z upostevanjem slednjega lahko zakon
preoblikujemo v

mdv + dmv = dmv,, + Fdt (2.35)
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Ce dobljeno ena¢bo delimo z dt, dobimo na levi strani Easovni odvod gibalne koli¢ine telesa
spremenljive mase. Zakon o spremembi gibalne koli¢ine telesa spremenljive mase se torej v
diferencialni obliki lahko zapise kot

dK

S = 1wy, +F (2.36)

kjer m = ‘;—T predstavlja masni tok zaradi katerega se spreminja masa opazovanega telesa. V

tej enaCbi na desni strani nastopa vektor v,,, Ki predstavlja hitrost delcev masnega toka. V
tehniski praksi ta hitrost obicajno ni znana, dokler ne poznamo hitrosti gibanja telesa. To je
dokaj neugodna situacija, ki se ji lahko izognemo, ¢e to enacbo predelamo v nekoliko drugacno
obliko.

Za predelavo gornje enacbe najprej upostevamo, da lahko ¢asovni odvod gibalne koli¢ine

zapisemo kot % = ma + mv. Z upostevanje te relacije lahko po preureditvi dobimo
ma =m(v,, —v) +F (2.37)

Kjer izraz v oklepaju (v,,, — v) = v,. predstavlja relativno hitrost delcev masnega toka, merjeno
napram telesu. Slednjo enacbo lahko torej zapisemo tudi kot

ma =mv, + F (2.38)

To je zelo uporabna enacba za izraun gibanja rakete. Na desni strani nastopata namre¢ razen
zunanje sile F $e masni tok m in relativna hitrost v, izpusnih plinov raketnega motorja. Obe
slednji koli¢ini sta torej parametra raketnega motorja in predstavljata znana podatka. Ce lahko
rezultanto F zunanjih sil (gravitacija, zracni upor ...) dovolj dobro ovrednotimo, izracun
trenutnega pospeSka rakete torej ni ve¢ problemati¢en. Produkt mv, ima enoto sile in ga
imenujemo tudi potisk motorja.

2.3.2 Zakoni o vrtilni koli¢ini

Masni delec

Opazujemo masni delec z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, slika 2.14. Vrtilno koli¢ino masnega
delca, izracunano glede na fiksno toc¢ko O, definiramo kot

Lo =rxmv (2.39)
kjer je r krajevni vektor masnega delca.

Slika 2.14: Vrtilna koli¢ina masnega delca

UM, Fakulteta za strojnistvo 22



B. Harl, M. Kegl, T. Karner: Dinamika masnih sistemov 2 Dinamika togega telesa

Kar takoj opozorimo na dejstvo, da je vrtilna koli¢ina delca odvisna od izbire tocke O (0ziroma
izhodis¢a koordinatnega sistema). Ce koordinatni sistem premaknemo, se torej spremeni tudi
vrednost vrtilne koli¢ine delca.

Odvajajmo vrtilno koli¢ino po ¢asu. Dobimo

%zvxmv+r><ma (2.40)

Ker je prvi vektorski produkt na desni strani enak ni¢ in ¢e upostevamo drugi Newtonov zakon,
sledi

dLo
? =rXF (241)
oziroma
dLo
- M, (2.42)

kjer smo z M, oznacili rezultanto momenta vseh zunanjih sil na delec. Pri tem mora biti
moment zunanjih sil izra¢unan glede na to¢ko O. To enacbo imenujemo zakon 0 spremembi
vrtilne kolicine (v diferencialni obliki). Z besedami jo lahko opisemo tako:

% Casovni odvod vrtilne koli¢ine (izradunane glede na tocko O) masnega delca je enak
momentu vseh zunanjih sil (izraCunanemu glede na tocko 0), ki delujejo na masni delec.

Pomnozimo gornjo enacbo z diferencialom ¢asa dt ter levo in desno stran integrirajmo
od stanja 1 (v ¢asu t;) do stanja 2 (v ¢asu t,). Dobimo

L t
fLOOf dLy = ft: M, dt (2.43)
1z tega ocitno sledi
t
LOZ — L01 == ftlz Modt (244)

Kjer sta Ly, in Ly, vrtilni koli¢ini masnega delca v trenutku t; oziroma t,, integral na desni
strani gornje enacbe pa imenujemo impulz ali sunek momenta sile. Gornjo enacbo, ki jo
imenujemo tudi zakon o spremembi vrtilne kolicine (v integralski obliki), lahko torej z besedami
opiSemo tako:

s Sprememba vrtilne koli¢ine masnega delca v ¢asovnem intervalu od t; do t, je enaka
impulzu momenta v tem istem ¢asovnem intervalu.

Iz gornje razlage je ocitno, da se bo vrtilna koli¢ina masnega delca ohranjala v vsakem
Casovnem intervalu, v katerem bo M, = 0. V takem primeru torej velja

LOZ - LOl (245)
kar imenujemo zakon o ohranitvi vrtilne kolicine.

Telo

Enacbe, ki smo jih izpeljali za masni delec, lahko smiselno posplosimo tudi na telo koncnih
dimenzij. Kar takoj povejmo, da je izpeljava zakonitosti, ki so vezane na vrtilno koli¢ino telesa,
precej zahtevna. Na sre¢o se stvari nekoliko poenostavijo, ¢e se dogovorimo, da bomo vrtilno
koli¢ino telesa racunali le glede na posebej izbrane tocke telesa.
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Zacnimo s splosno definicijo. Vrtilna koli¢ina telesa B, izracunana glede na izhodisce O
koordinatnega sistema, slika 2.15, je podana z izrazom

Lo = [, rxvdm (2.46)

Kjer je r krajevni vektor diferenciala mase dm, v pa je njegova hitrost.

Slika 2.15: Razcep krajevnega vektorja r na (r, + p)

Splosen izraz za vrtilno koli¢ino je obiCajno razmeroma tezko izraCunljiv. Tukaj si
pomagamo tako, da na telesu B izberemo tocko Q, slika 2.11. Vrtilna koli¢ina telesa B,
izracunana glede na Q, se lahko zapiSe kot

Lo=[, pxvdm= [ px(vo+wxp)dm (2.47)

Kjer je v hitrost tocke Q telesa, w je kotna hitrost rotacije telesa okrog osi, ki gre skozi tocko
Q, p pa je vektor od tocke Q telesa do diferenciala dm. Dobimo

Lo = [, pdmxvy+ [, px(wxp)dm = [, pX (wXp)dm (2.48)

kjer smo privzeli, da je fB pdm X v, = 0. Ta relacija je izpolnjena takrat, kadar je tocka Q
izbrana tako, da velja vsaj eden od naslednjih pogojev:

e Tocka Q je fiksna tocka. V tem primeru namre¢ v vsakem trenutku velja vy = 0 in gornja

relacija je o€itno izpolnjena. Kot primer take tocke lahko navedemo tocko na fiksni osi
rotirajocega telesa.

e Tocka Q je tezisce telesa. V tem primeru je namre¢ [ p pdm = 0 ingornja relacija je ocitno
spet izpolnjena. Pri tem ni pomembno, ali se tezisce telesa giblje ali ne.

Od zdaj naprej bomo predpostavljali, da tocka Q izpolnjuje vsaj enega od navedenih pogojev.
Kraj$i raCun nam pokaze, da lahko integral fB p X (@ X p)dm zapiSemo kot
Jo px (0 Xp)dm =]Jo (2.49)

Kjer je J vztrajnostni tenzor telesa, izracunan glede na osi, ki gredo skozi to¢ko Q telesa. Torej
velja

Ly =Jo (2.50)

Vrtilna koli¢ina telesa, izraCunana glede na njegovo tocko Q, je torej enaka produktu
vztrajnostnega tenzorja telesa in vektorja njegove kotne hitrosti in je torej neodvisna od
translacije telesa. Z odvajanjem te enacbe po Casu in izpeljavo, ki presega okvir te knjige, lahko
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dobimo
0 = jo +]@ = M, (2.51)

kjer M, oznacuje moment vseh zunanjih sil, ki delujejo na telo, izracunan glede na tocko Q.
Pozor: Ta enacba velja le, ¢e to¢ka Q izpolnjuje vsaj eno od predhodno navedenih zahtev.

Uporaba te enacbe pri poljubnem gibanju telesa ni ravno enostavna. Tezaven je predvsem
gasovni odvod J vztrajnostnega tenzorja. Tukaj si pogosto pomagamo tako, da izraéunamo
vztrajnostni tenzor J,.,, glede na gibljivo bazo, ki jo prednostno izberemo tako, da njene osi
predstavljajo centralne glavne vztrajnostne osi telesa. Ce v isti gibljivi bazi izrazimo e vektor
kotne hitrosti telesa w,,,,,,, lahko z uporabo rotacijske matrike R vrtilno koli¢ino telesa glede
na fiksne osi izrazimo kot

LQ = R]uvaTRmuvw = Rlyyw ®uw (2.52)

kjer smo upostevali, da je RTR = I. V mnogih inZenirskih situacijah sta koli¢ini Jyp, iN 0y
glede na cas konstantni, kar pomeni, da sta njuna ¢asovna odvoda enaka ni¢. V takem primeru
se odvod vrtilne koli¢ine lahko izracuna relativno enostavno, in sicer kot

dL .
d_tQ = Rlypw ®ypw = MQ (2-53)
kjer R oznacuje ¢asovni odvod rotacijske matrike.

V tehniski praksi imamo na sre¢o pogosto opravka z razmeroma enostavnimi situacijami.

Dve taki pogosti situaciji sta:

e Telo rotira okrog osi a, ki gre skozi tezisce telesa in ima fiksno smer. Pri tem je rotacijska
0s (in torej tudi tezice telesa) lahko tudi pospesena. Primer taksne situacije bi lahko bilo
kotaljenje valja po strmini.

e Telo rotira okrog osi a, ki gre skozi fiksno tocko telesa in ima fiksno smer. Primera takSne
situacije bi bila rotacija vztrajnika na gredi in nihanje telesa v ravnini okrog fiksne tocke.

V obeh navedenih situacijah lahko za vrtilno koli¢ino ugotovimo, da se njena komponenta L,
Vv smeri 0si a zapise kot
LQa = JaWq (2.54)

Kjer J, oznaCuje osni vztrajnostni moment mase telesa glede na os a, w, pa je kotna hitrost
vrtenja telesa okrog «, slika 2.16.

Slika 2.16: Vrtilna koli¢ina pri rotaciji telesa okrog osi fiksne smeri

V danih razmerah je J, konstanten in je torej njegov casovni odvod enak ni¢. Razen tega pa je
konstantna tudi smer vektorja w. Zakon o spremembi te komponente vrtilne koli¢ine Se torej v
obravnavani situaciji glasi
dLgq
dt

= JaWa = Myq (2.55)
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kjer je My, komponenta (v smeri osi a) rezultante momenta vseh zunanjih sil, ki delujejo na
telo, izraCunana glede na tocko Q. Z uporabo integracije lahko ta zakon zapisemo Se v
integralski obliki

t
LQ(XZ - LQal = ftlz MQadt (256)

ki pravi, da je sprememba (osne komponente) vrtilne koli¢ine enaka impulzu navora zunanjih
sil okrog osi a.

2.3.3 Zakoni o mehanski energiji

2.3.3.1 Delo in mo¢é

Obravnavajmo tocko T, ki se giblje po nekem poljubnem tiru. Krajevni vektor tocke T
ozna¢imo z r, njen diferencialno majhen pomik vzdolZ tira pa z dr. Na toc¢ko T naj deluje sila

F.
LT y
y ”—. --\\
1’ #7 dr \\\ 2
' r+dr .
tir gibanja T
XV
Slika 2.17: Delo sile na diferencialnem pomiku dr
Kolicino

dA =F-dr (2.57)

imenujemo diferencial dela, ki ga je opravila sila F pri pomiku to¢ke T iz lege r (v ¢asu t) v
legor + dr (v ¢asu t + dt). Skalarni produkt F - dr je pozitiven, kadar je kot med F in dr oster,
in negativen, ¢e je ta kot top. Opravljeno delo sile je torej

e pozitivno, ¢e sila '‘pomaga’ pri gibanju tocke, oziroma
e negativno, ¢e sila 'zavira' gibanje.
To tudi pomeni, da je v primeru, ko je sila F pravokotna na pomik dr, opravljeno delo enako
nic (skalarni produkt dveh pravokotnih vektorjev je enak nic).

Celotno delo, ki ga sila F opravi v kon¢nem ¢asovnem intervalu od trenutka t; do trenutka
t,, dobimo z integracijo gornje enacbe in ga lahko izrazimo kot

Ap = f*F-dr= fttle-vdt (2.58)

kjer smo upostevali, da je dr = vdt.

V tehniski praksi se pogosto zgodi, da se tocka T giblje po premici, sila F, ki nanjo deluje,
paje v ¢asovnem intervalu od t; do t, konstantna. V takem primeru lahko delo, ki ga je opravila
sila F v intervalu od t; do t,, izrazimo kot

A12 = Fuu12 (259)

Kjer je u,, pomik tocke T v opazovanem Casu, F, pa je komponenta sile F v smeri pomika u,.
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Drug pogost primer v tehniski praksi je, da se tocka T giblje po kroznici, sila F, ki nanjo
deluje, pa v Casovnem intervalu od t; do t, povzroca konstantni moment M, (glede na os
rotacije). V takem primeru lahko delo, ki ga je opravil moment M, v intervalu od ¢; do t,,
izrazimo kot

A1y = Mypq, (2.60)

Kjer je @1, kot zasuka tocke T v opazovanem Casovnem intervalu.

Delo, ki ga sila opravi, je med drugim odvisno od dolzine t, — t; opazovanega ¢asovnega
intervala. Vendar nas v praksi pogosto ne zanima samo skupno opravljeno delo, ampak tudi,
kako hitro naraSc¢a delo, ki ga opravlja neka sila. V ta namen vpeljemo skalarno koli¢ino, ki jo
imenujemo moc¢. Definirana je kot odvod dela A, ki ga opravlja neka sila, po ¢asu t oziroma

dA

p== (2.61)

Z upostevanjem definicije za diferencial dela dA = F - dr dobimo

Fdr dr
P_E_F.E_F.V (262)

Trenutna mo¢, ki jo dovaja sila F, je torej enaka skalarnemu produktu vektorjev sile F in hitrosti
v njenega prijemaliSca. |1z tega lahko izpeljemo naslednji ugotovitvi, ki ju pogosto rabimo v
praksi:

Prvi¢: Ce pri translatornem gibanju s potovalno hitrostjo v na sistem delujemo s silo F,
(v smeri gibanja), je trenutna mo¢, Ki jo dobavlja sila F,, enaka

P=Euv (2.63)

Drugi¢: Ce pri rotacijskem gibanju s kotno hitrostjo w na sistem delujemo z momentom
M,, okrog rotacijske osi, je trenutna mo¢, ki jo dobavlja moment M, enaka

P=M,w (2.64)
2.3.3.2 Kineti¢na energija

Masni delec

Opazujmo masni delec z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, slika 2.18. Skalarno koli¢ino W, Ki
jo definiramo kot

Wy =5 mv? (2.65)

kjer v2 predstavlja skalarni produkt vektorja hitrosti s samim seboj, imenujemo kineticna
energija masnega delca.

Y.

3 ~=>tir gibanja
7 T

Slika 2.18: Kineti¢na energija masnega delca
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Odvod kineti¢ne energije po ¢asu nam da

AWk _ Moy W :
— = 22v L =mv-a (2.66)

od koder po mnozenju z dt in upostevanju, da je vdt = dr, dobimo
dW, =F-dr =dA (2.67)

kjer je F rezultanta zunanjih sil na masni delec, dA pa je diferencial dela, ki ga opravi F na
pomiku dr. Ta enacba pomeni, da je diferencialna sprememba kineticne energija enaka
diferencialu dela, ki ga je opravila rezultanta zunanjih sil, ki delujejo na delec.

Integrirajmo zdaj levo in desno stran enacbe od stanja 1 (v ¢asu t;) do stanja 2 (v ¢asu
t,). Dobimo

Wiz = Wir = AW = Ay, (2.68)
Z besedami bi to lahko opisali tako:

% Sprememba kineticne energije masnega delca v izbranem ¢asovnem intervalu je enaka delu,
ki ga v tem istem ¢asovnem intervalu opravi rezultanta zunanjih sil, ki delujejo na delec.

Ce je torej vlozeno delo pozitivno, potem kineti¢na energija delca naraste, v nasprotnem
primeru (vloZeno delo je negativno) pa kineti¢na energija delca upade.

Telo
Kineti¢na energija diferenciala mase dm telesa se lahko zapiSe kot
AW, = >v2dm (2.69)

kjer je v hitrost diferenciala mase dm. Z integriranjem teh prispevkov po celem telesu B dobimo
1zraz za kineti¢no energijo telesa

Wy ==, vidm (2.70)
Kot smo to Ze veckrat naredili, tudi tokrat hitrost v poljubne tocke telesa razcepimo na
V=Vyt+twXp (2.71)

kjer je vy hitrost tocke Q (translacija telesa), w je kotna hitrost vrtenja telesa (rotacija telesa)
okrog osi, ki gre skozi Q, p pa je vektor od tocke Q do diferenciala dm. Po vstavljanju te relacije
v izraz za kineti¢no energijo telesa, dobimo

1 2
szsz(vQ+u)><p) dm 27
=%v§f3 dm+vQ-(oo><fB pdm)+%f3 (w X p)2dm

Ce to¢ko Q izberemo v feziscu telesa, se pravi, Q = T, potem imamo fB pdm = 0. Razen tega

pa vemo, da je (w X p)? = r2w?, Kjer r oznacuje oddaljenost delca telesa od rotacijske osi, @
pa je norma rotacijske hitrosti. 1z tega sledi

Wy = >mv + = w? (2.73)

kjer je m masa telesa, J pa je osni vztrajnostni moment telesa glede na teziscno rotacijsko os,
podano z vektorjem kotne hitrosti wr.
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Izpeljava zakona o spremembi kineti¢ne energije za telo je dokaj enostavna za telo, ki
rotira okrog osi fiksne smeri. V tem primeru je osni vztrajnostni moment J telesa glede na to os
konstanten, konstantno smer pa ima tudi vektor kotne hitrosti w;. Ce upostevamo te okolis¢ine,
lahko izraz za kineti¢no energijo telesa odvajamo po Casu ter integriramo od stanja 1 (v ¢asu
t;) do stanja 2 (v ¢asu t,) in dokaj enostavno izpeljemo

Wiz = Wyr = AW = Ay, (2.74)
kjer je vlozeno delo A, ,, Ki ga opravijo zunanje sile na telo, enako
Ay = ft"f F,vpdt + ft";"’ M, wrdt (2.75)

Vv v

Pri tem je vy potovalna hitrost tezisca telesa, F, je komponenta rezultante zunanjih sil v smeri
gibanja teziS¢a, M,, je rezultanta momenta zunanjih sil okrog rotacijske osi, wy pa je kotna
hitrost rotacije telesa okrog tezis¢ne 0si.

2.3.3.3 Potencialne energije

V tehniski praksi je obicaj, da delo, ki ga vlagajo nekatere vrste zunanjih sil, izracunavamo na
osnovi ustreznih potencialov. Ker se tak potencial v nekem smislu obnasa podobno kot energija
opazovanega sistema, se zanj pogosto uporablja izraz potencialna energija. Tukaj bomo na
kratko omenili samo dve vrsti potencialne energije; to sta:

e potencialna energija W,4, s katero izracunavamo delo, ki ga opravi teZa oziroma
gravitacijsko polje, in

e potencialna energija W, s katero izratunavamo delo, ki ga opravijo sile, ki so posledica
elasticnih deformacij (deformacijska energija).

Z izrazom potencialna poudarimo dve posebni lastnosti teh energij, in sicer:

e Kolicina energije je odvisna od lege masnega delca v prostoru.
e Sprememba energije pri spremembi lege masnega delca je odvisna samo od zacetne in
koncne lege, ne pa tudi od tega, po kaksni poti je delec potoval od zacetne v konéno lego.

Opazujmo delec z maso m, ki ga premaknemo od vertikalne koordinate y, do koordinate
¥, Slika 2.19a. Pokazemo lahko, da je pri tem (neodvisno od oblike poti gibanja) sila teze
opravila delo A; = —mg(y, — y1), Kjer smo z g oznacili velikost gravitacijskega pospeska.
Ce spremembo potencialne energije W, 4 definiramo kot

AWpg = —Ag =mg(y2 — y1) (2.76)
lahko zakon o spremembi kineti¢ne energije preuredimo v naslednjo obliko
AW, + AW, = A7, (2.77)

Pri tem je AW, sprememba kineti¢ne energije, AW, , je sprememba potencialne energije, A,
pa je delo rezultante vseh zunanjih sil razen sile teze. Ta enacba je uporabna tudi za telo koncnih
dimenzij, le da v tem primeru y predstavlja vertikalno koordinato fezisca telesa. lzbira
referencne lege s koordinato y = 0 je poljubna. V tehniski praksi so namre¢ vedno zanimive le

spremembe potencialne energije, Ki ustrezajo spremembi lege masnega delca ali telesa.
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l gravitacija @ (0)

Slika 2.19: Potencialni energiji W, 4in W,

Opazujmo masni delec m, ki se lahko giblje v horizontalni smeri, slika 2.19b. Na podlago
je pritrjen z linearno vzmetjo togosti k z enoto [N/m]. Uvedimo koordinato x, ki meri
horizontalno lego delca tako, da je x = 0, ko je vzmet nedeformirana (sila vzmeti na telo je
enaka ni¢). V tem primeru lahko velikost sile pri poljubni legi delca zapisemo kot

F =kx (2.78)

Ce delec premaknemo od koordinate x; do koordinate x,, pri tem elasti¢na sila v vzmeti opravi
delo 4, = —k(x? — x?)/2. Ce spremembo potencialne energije Wpe, definiramo kot

AW, = —A, = =) 2.79)

2

lahko zakon o spremembi kineti¢ne energije preuredimo v naslednjo obliko
AW, + AW, = AS, (2.80)

Pri tem je AW, sprememba kineti¢ne energije, AW, je sprememba elasticne energije, AT, pa
je delo rezultante vseh zunanjih sil razen elasticne sile vzmeti. Za telo kon¢nih dimenzij, ki se
lahko giblje translatorno in je pritrjeno na linearno vzmet, velja enaka enacba.

Kadar imamo opravka s telesom, ki se lahko vrti okrog fiksne osi in je pritrjeno na
linearno torzijsko vzmet, je situacija na¢eloma podobna, le da so tukaj vpletene rotacijske
koli¢ine. Velikost momenta v torzijski vzmeti je enaka

M =k (2.81)

Kjer k; oznacuje torzijsko togost vzmeti z enoto [Nm/rad], ¢ pa je zasuk telesa, merjen iz lege,

pri kateri je vzmet nedeformirana (navor vzmeti na telo je enak ni¢). Spremembo potenciala pri
zasuku od kota ¢, do kota ¢, lahko v tem primeru zapisemo kot

AW, = _ ke(93-07) (2.82)

pe 2
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3 M EHANSKA NIHANJA

Namen:

= Spoznati osnove mehanskih nihanj.

* Spoznati osnovne gradnike nihajo¢ih mehanskih sistemov.

= Zapisati diferencialno enacbo gibanja nihajo¢ega mehanskega sistema.
= Resiti enacbo gibanja sistema.

Cilj:
S pridobljenim znanjem bo Student sposoben opisati in analizirati enostavnejSe nihajoce
mehanske sisteme in njihov odziv, s poudarkom na nedusenem in dusenem lastnem nihanju.

Glavne oporne tocke:

» Osnovni gradniki: telo, vzmet in dusilec.

» Diferencialna enacba gibanja sledi iz Newtonovih zakonov.
» Nihanja: lastna/vsiljena in nedusena/dusena.

3.1 Uvod in definicije

Kadar se telesa ali sistemi teles ponovljivo gibljejo okoli svojih ravnovesnih leg, govorimo o
mehanskem nihanju. Enostavnejse nihajoce sisteme lahko modeliramo kot sistem masnih delcev
ali togih teles, ki so med seboj povezana z veznimi elementi, kot so na primer vzmeti in dusilci,
slika 3.1. Precej bolj zahtevni sistemi pa so sestavljeni iz deformabilnih teles, vendar obravnava
takih sistemov presega okvir te knjige.

oM Iy

@ X ;kzz

Slika 3.1: Primer nihajocega sistema — poenostavljen model vozila

Pri mehanskem nihanju imamo torej opravka z gibanjem sistema okrog ravnovesne lege.
To pomeni, da moramo Vv sistemu imeti tako imenovane povratne sile, ki sistem vracajo v
ravnovesno lego. Te sile obicajno izvirajo iz elasticnih podpor in elasticnih veznih elementov,
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Ki jih v najbolj enostavnih primerih modeliramo z uporabo linearnih elasticnih vzmeti, slika
3.2. Razen povratnih sil v nihajocem sistemu praviloma nastopajo vsaj Se disipacijske sile, ki
so posledica trenja in drugih vrst izgubljanja energije sistema. V najbolj enostavnih primerih te
sile modeliramo z uporabo linearnih dusilnih elementov.

Kadar pri nihanju na sistem delujejo le povratne in disipacijske sile, govorimo o lastnem
nihanju. Ce pa na nihajo¢i sistem razen teh sil delujejo $e aktivne sile, govorimo o vsiljenem
nihanju sistema.

Nihajo¢emu sistemu, na katerega ne delujejo aktivne sile, njegova amplituda in s tem tudi
energija nihanja s ¢asom upadata. Razlogi za to so trenje in druge vrste energijskih izgub. V
nekaterih situacijah so te izgube lahko tako majhne, da jih lahko v modelu nihajo¢ega sistema
zanemarimo. Tak model ne vsebuje dusilnih elementov, njegova energija pa se pri odsotnosti
zunanjih sil ohranja. Tak$no nihanje imenujemo redusen0 nihanje. V nasprotnem primeru,
kadar izgub energije ne moremo zanemariti, pa je model nihajocega sistema treba opremiti z
dusilnimi elementi, ki poskrbijo za disipacijo energije sistema. Tak$no nihanje imenujemo
duseno nihanje.

Amplituda
Vzmet odmika
@
—— @ }_ ..................... Y
Telo
e A
Ravnovesna Skrajna Skrajna
lega spodnja lega zgornja lega

Slika 3.2: Neduseno mehansko nihalo — telo na elasti¢ni vzmeti

Pri mehanskih nihanjih se vzorci gibanja posameznih delov sistema pogosto periodi¢no
ponavljajo v dolo¢enih ¢asovnih intervalih. V takih primerih govorimo o periodicnem nihanju.
Casovni interval Ki je potreben, da nihajoci del opravi en popolni cikel oziroma nihaj (na primer
pomik iz skrajne spodnje lege v skrajno zgornjo lego in nazaj v skrajno spodnjo lego),
imenujemo nihajna doba ali perioda nihanja. Stevilo nihajev na enoto ¢asa pa imenujemo
frekvenca nihanja. Frekvenco nihanja f lahko izracunamo iz periode nihanja T kot

f=x (3.)

Med nihanjem se odmik posameznega dela nihajoCega sistema, merjen iz ravnovesne
lege, s Casom spreminja. Maksimalni odmik od ravnovesne lege imenujemo amplituda nihanja.

Najpomembne;jsi elementi, ki jih uporabljamo pri modeliranju nihanj enostavnejsih
mehanskih sistemov, so: telo, vzmet in dusilka.

3.1.1 Telo

Pri nihajocem sistemu z besedo telo ozna¢ujemo masni element, ¢igar vztrajnostnih vplivov na
dinamiko nihanja ne moremo zanemariti. Karakteristi¢ni parametri telesa so njegova masa in
njegovi vztrajnostni momenti mase. Te koli¢ine smo v predhodnih poglavjih ze obravnavali.
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3.1.2 Vzmet

Z besedo vzmet obicajno oznacujemo tako imenovan linearni vzmetni element. To je elasti¢ni
element brez mase, ki izkazuje linearno karakteristiko.

Za obi¢ajno linearno vzmet slednje pomeni, da je povezava med raztezno silo F in
raztezkom x vzmeti linearna

F = kx (3.2)

kjer proporcionalni faktor k predstavlja togost vzmeti z enoto [N/m], raztezek x pa je merjen
tako, da je vzmet nedeformirana pri x = 0.

Situacija je podobna za linearno torzijsko vzmet. Tukaj je povezava med sucnim
momentom M in kotom zasuka ¢ vzmeti linearna

M = kt(p (3'3)

Kjer k. oznacuje torzijsko togost vzmeti z enoto [Nm/rad], ¢ pa je kot zasuka telesa, merjen
tako, da je vzmet nedeformirana pri ¢ = 0.

Za vsako linearno vzmet velja, da je idealno elasticna. To pomeni, da obremenitev in
razbremenitev vzmeti poteka brez disipacije energije oziroma brez energijskih izgub.

Pri modeliranju nihajocih sistemov vzmetni elementi nadomesc¢ajo elasti¢ne podpore in
elasti¢ne vezi med nihajocimi telesi in podlago. Elasti¢na podprtja in vezi so pogosto izvedeni
z elastiénimi konstrukcijskimi elementi, kot je na primer osno, upogibno ali torzijsko
obremenjena elasti¢na palica. Za takSne elemente moramo na osnovi njihovih geometrijskih in
materialnih parametrov izracunati togost pripadajo¢ega vzmetnega elementa.

3.1.2.1 Togosti konstrukcijskih elementov

Togost osno obremenjene elasti¢ne palice

Pri osno obremenjeni palici je raztezek x palice v odvisnosti od staticne osne F podan z enacbo

L

kjer je L dolzina palice, A je velikost njenega prereza, E pa je elasti¢ni modul materiala. Ce to
enacbo za raztezek primerjamo z ustrezno enac¢bo vzmetnega elementa, F = kx, sledi, da je
togost osno obremenjene palice enaka

k=2 (3.5)

To je togost, ki jo uporabimo, ¢e v nihajo¢em sistemu osno obremenjeno elasti¢no palico
modeliramo z vzmetnim elementom, slika 3.3. Seveda to lahko naredimo le, kadar je masa
palice dovolj majhna, da lahko njene vztrajnostne vplive na dinamiko nihanja zanemarimo.

palica (B vzmet

telo 2, ‘I & ‘IX

Slika 3.3: Osno obremenjena elasticna palica v vlogi elasti¢nega elementa
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Togost upogibno obremenjene elasti¢ne palice

Pri upogibno obremenjeni palici je precni poves x vrha palice v odvisnosti od staticne pre¢ne
sile F podan z enacbo

x=LF (3.6)

"~ 3EI
Kjer je L dolzina palice, I je vztrajnostni moment njenega prereza glede na tezi$¢no os upogiba,
E pa je elasticni modul materiala. Ce to enac¢bo za precni poves primerjamo z ustrezno enacbo
vzmetnega elementa, F = kx, sledi, da je togost upogibno obremenjene palice enaka

3EI
k_L_3

(3.7)

To je togost, ki jo uporabimo, ¢e v nihajo¢em sistemu upogibno obremenjeno elasti¢no palico
modeliramo z vzmetnim elementom, slika 3.4. Seveda to lahko naredimo le, kadar je masa
palice dovolj majhna, da lahko njene vztrajnostne vplive na dinamiko nihanja zanemarimo.

palica

telo ) ‘ 1

> |
I X
Slika 3.4: Upogibno obremenjena elasti¢na palica v vlogi elastinega elementa

Togost torzijsko obremenjene elasti¢ne palice

Pri torzijskem nihanju vlogo vzmeti opravlja linearni torzijski vzmetni element, pri katerem je
odvisnost med kotom zasuka ¢ torzijske vzmeti in obremenitvenim torzijskim momentom M,
podana z enacbo

M, = k@ (3.8)

Kjer je k, torzijska togost vzmeti z enoto [Nm/rad].
Pri torzijsko obremenjeni palici je zasuk ¢ vrha palice v odvisnosti od stati¢nega
torzijskega momenta M; podan z enacbo
L

Y = G_ItMt (3.9)

Kjer je L dolzina palice, I; je torzijski vztrajnostni moment njenega prereza, G pa je Strizni
modul materiala. Ce to enacbo za zasuk primerjamo z ustrezno enacbo vzmetnega elementa,
M, = k., sledi, da je togost torzijsko obremenjene palice enaka

ke = =% (3.10)

To je togost, ki jo uporabimo, ¢e v nihajocem sistemu torzijsko obremenjeno elasti¢no palico
modeliramo z vzmetnim elementom, slika 3.5. Seveda to lahko naredimo le, kadar je masa
palice dovolj majhna, da lahko njene vztrajnostne vplive na dinamiko nihanja zanemarimo.
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palica SN vzmet
S < @
telo ) =)

Slika 3.5: Torzijsko obremenjena elasti¢na palica v vlogi elasti¢nega elementa

Torzijsko obremenjene palice imajo pogosto okrogli prerez. Za okrogli prerez s premerom d je
torzijski vztrajnostni moment I, enak polarnemu vztrajnostnemu momentu I,, oziroma

L=l =22 (3.11)

3.1.2.2 Nadomestna togost skupine vzmeti

Nihajoci sistemi pogosto vsebujejo vec€je Stevilo vzmetnih elementov. Pri tem se pogosto
izkaze, da lahko posamezno skupino vzmeti zamenjamo z enim samim vzmetnim elementom,
ki pa mora izkazovati ekvivalentno oziroma ustrezno nadomestno togost. Ce nam to uspe, smo
s tem poenostavili tako model nihajocega sistema kot tudi zapis pripadajocih diferencialnih
enacb gibanja.

Nadomesc€anje skupine vzmeti z nadomestnim vzmetnim elementom je odvisno od
lastnosti in konfiguracije obravnavane skupine in ga moramo izvesti v skladu s konkretno
situacijo. Pri tem si lahko pomagamo z ugotovitvami, Ki sledijo iz zamenjave sistema dveh
vzmeti, Ki sta lahko vezani

e vzporedno ali pa
e zaporedno.

Ti dve zamenjavi si je zato koristno ogledati natan¢neje.

Nadomestna togost vzporedno vezanih vzmeti

O vzporedni vezavi dveh vzmeti 1 in 2, slika 3.6, govorimo takrat, kadar imata obe vzmeti ves
Cas nihanja enaka raztezka

X1 =X, =X (3.12)

V tem primeru lahko sile v vzmeteh zapisemo kot

F, = kix (3.13)
F, = kyx (3.14)

Skupna sila, ki deluje na nihajoce telo, je torej enaka
F=F +F,=kix+kyx =(k;+ky)x (3.15)

Enaka sila bi delovala na telo, ¢e bi namesto vzmeti 1 in 2 uporabili nadomestno vzmet s
togostjo k, ki izpolnjuje pogoj
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k =k, +k, (3.16)

Izkaze se, da lahko ta rezultat celo posplosimo. Nadomestna togost vec¢jega Stevila vzporedno
vezanih vzmeti je namre¢ enaka vsoti togosti posameznih vzmeti ali drugace

k=% ki (3.17)

Ix

Slika 3.6: VVzporedna vezava dveh vzmeti 1 in 2 ter nadomestni vzmetni element

Nadomestna togost zaporedno vezanih vzmeti

O zaporedni vezavi dveh vzmeti 1 in 2, slika 3.7, govorimo takrat, kadar imamo v obeh vzmeteh
ves Cas nihanja enako silo

Fi,=F,=F (3.18)
V tem primeru raztezka v obeh vzmeteh izpolnjujeta enacbi
F =kyx; (3.19)
F =kyx, (3.20)
Skupni raztezek obeh vzmeti je torej enak
x=2x +%x, = F(kll + klz) (3.21)

Natanko toliksen pomik telesa bi izmerili, ¢e bi namesto vzmeti 1 in 2 uporabili nadomestno
vzmet s togostjo k, ki izpolnjuje pogoj
1 1 1

Izkaze se, da lahko ta rezultat celo posploSimo. Nadomestna togost vecjega Stevila zaporedno
vezanih vzmeti je namre¢ enaka

= 2
k=s (3.23)
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k1 XlI

k2 XZI N k
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Slika 3.7: Zaporedna vezava dveh vzmeti 1 in 2 ter nadomestni vzmetni element

3.1.3 Dusilka

Z besedo dusilka obicajno oznacujemo linearni dusilni element. To je element brez mase, ki je
namenjen disipaciji energije in izkazuje linearno karakteristiko. Slednje pomeni, da je
povezava med raztezno silo F in raztezno hitrostjo x dusilke linearna

F=cx (3.24)

kjer proporcionalni faktor ¢ predstavlja dusilno konstanto z enoto [Ns/m].

Linearna dusSilka omogoca najbolj enostaven nacin za priblizno modeliranje tako
namenskih dusilnih mehanskih sklopov (na primer oljni dusilci v amortizerjih) kakor tudi vse
vrste nezazelenih energijskih izgub (na primer drsno trenje in zra¢ni upor). V obeh primerih je
ta element tisti, ki povzroca disipacijo energije oziroma nepovratne energijske izgube,
slika 3.8.

vzmet vzmet I.I.I dusilka

° [x ° Ix
Slika 3.8: Nihajo¢ sistem, modeliran brez disipacije in z disipacijo energije

Podobno kot pri vzmeteh lahko teoreticno tudi pri dusilkah veéje skupine dusilnih
elementov nadome$¢amo z enim ekvivalentnim oziroma nadomestnim elementom. Vendar pa
so vecje skupine dusilcev v praksi precej redke, zato posebna obravnava takih situacij verjetno
ni smiselna oziroma upravicena.
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3.2 Lastna nihanja sistemov z eno prostostno
stopnjo

Kot smo ze omenili, 0 lastnem nihanju govorimo takrat, kadar na gibajo¢ sistem delujejo le
povratne in disipacijske sile brez prisotnosti aktivnih sil. Studijo lastnosti in obnasanja takih
sistemov bomo obravnavali na vzorénem modelu, Kjer lahko togo telo translatorno niha samo v
eni smeri, slika 3.9. V tem modelu je togo telo obi¢ajno postavljeno na valjcke, za katere
privzamemo, da so brez mase in omogocajo translatorno gibanje telesa brez kakr$nih koli
energijskih izgub. To pomeni, da za disipacijo energije skrbi izklju¢no dusilni element.

Slika 3.9: Vzor¢ni model z 1 PS za $tudij lastnega nihanja

Masa telesa vzorénega modela je podana z m, togost linearno elastine vzmeti je k,
konstanta dusilca pa je enaka c. Lego telesa podaja koordinata x, ki je merjena tako, da je pri
x = 0 sila v vzmetnem elementu enaka ni¢. 1z tega sledi, da je velikost sile v vzmetnem
elementu enaka |F| = k|x|. Ker je lega telesa natan¢no podana le z 1 koordinato, pravimo, da
ima sistem 1 prostostno stopnjo (1 PS).

3.2.1 NeduSeno lastno nihanje
Nedusene lastno nihanje je nihanje brez disipacije energije. Predstavimo ga lahko z uporabo
vzorénega modela, pri katerem odstranimo dusilko, oziroma zahtevamo, da je

c=0 (3.25)

Na tak sistem deluje v horizontalni smeri samo ena sila, in sicer sila vzmetnega elementa. Njena
komponenta x je enaka F, = —kx, slika 3.10.

Slika 3.10: Model za neduseno lastno nihanje in zunanje sile v smeri x

Za opis gibanja tega sistema uporabimo Newtonov zakon za smer x oziroma zakon o spremembi
gibalne koli¢ine. Ta se glasi

miX = F, = —kx (3.26)
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To enacbo obicajno nekoliko preuredimo, in sicer tako, da vse ¢lene prestavimo na levo stran
enacaja ter obe strani delimo z maso telesa. Od tod dobimo diferencialno enacbo nedusenega
mehanskega nihala z eno translatorno prostostno stopnjo

.k
x+;x—0 (3.27)

Z matemati¢nega stalis¢a je to homogena linearna diferencialna ena¢ba drugega reda s
konstantnimi koeficienti. Pri tem je x neznana funkcija, ki predstavlja ¢asovno odvisen pomik
telesa iz ravnovesne lege, ¥ pa je njen drugi odvod po Casu. Iz Cisto prakti¢nih racunskih
razlogov konstanto k/m, Ki stoji pred neznano funkcijo x, zamenjamo s pomozno koli¢ino

w? == (3.28)

m

Z uvedbo te koliCine se torej diferencialna enacba obravnavanega sistema glasi
¥+ w?x =0 (3.29)

Taks$ne diferencialne ena¢be ne moremo resiti z direktno integracijo, ampak je treba poiskati
tako imenovani nastavek za njeno resitev. Nastavek, ki resi naSo diferencialno enacbo, se lahko
zapisSe kot

x = A cos wt + B sin wt (3.30)

kjer sta A in B zaenkrat Se neznani konstanti, t pa je ¢as. Iz nastavka za reSitev diferencialne
enacbe je ocitno, da je x zamaknjena sinusoida oziroma harmonicna funkcija, pomozna
koli¢ina w pa predstavlja lastno krozno frekvenco nedusenega nihanja, slika 3.11.

10f
/ \ /

A\
Pomlk \\‘ // \\ // \\\ / /

Slika 3.11: Lastno nihanje nedusenega sistema je harmonic¢na funkcija

Lastna krozna frekvenca w sistema je povezana s frekvenco f in periodo T nihanja. Ta
odvisnost je podana z

w=2nf =2 (3.31)

Na koncu sta ostali nedoloceni le $e konstanti A in B v nastavku za resitev diferencialne

enacbe. Ti dve konstanti izraCunamo iz zacetnih pogojev. Stevilo razpolozljivih zaletnih

pogojev mora ustrezati redu diferencialne enacbe. Nasa diferencialna enacba je drugega reda,

kar torej zahteva dva zacetna pogoja. Najpogosteje se ta dva pogoja podajata v obliki naslednjih

enacb
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x(0) = xg
x(0) = %o
Kjer sta x, in %, znana lega in hitrost telesa v ¢asu t = 0. Ce v ta dva zaGetna pogoja vstavimo

nastavek za reSitev, dobimo sistem dveh navadnih linearnih enac¢b za neznani konstanti 4 in B.
Resitev teh dveh enacb nam da pravilne vrednosti za ti dve konstanti.

(3.32)

3.2.1.1 Eliminacija staticne obremenitve

Lastno nihanje se odvija brez prisotnosti aktivnih zunanjih sil. Vendar pa obstajajo situacije, ko
lahko aktivno zunanjo silo eliminiramo in na ta na¢in nihanje vseeno obravnavamo kot lastno
nihanje. TakSna situacija je prisotnost staticne o0ziroma casovno neodvisne zunanje
obremenitve, kot je na primer lastna teza.

Slika 3.12: Eliminacija statiéne obremenitve z uvedbo nove koordinate

Obravnavajmo primer enostavnega nihala, pri katerem mora sila v vzmeti prevzeti tudi
tezo telesa, slika 3.12. Naj bo koordinata y, ki meri lego telesa, enaka nic takrat, ko je vzmet
nedeformirana (sila v vzmeti je enaka ni¢). Diferencialna enacba nihanja sistema v vertikalni
smeri se torej lahko zapise kot

my = —ky + mg (3.33)

Uvedimo zdaj novo koordinato x = y — xg, Kjer je x, = mg/k staticni poves telesa pod
vplivom lastne teze. Ce upostevamo to definicijo in dejstvo, da je ¥ = ¥, lahko diferencialno
enacbo predelamo v

mi = —k(x + x5) + mg = —k(x + mg/k) + mg (3.34)
iz Cesar sledi
mi +kx =0 (3.35)

To pomeni, da lahko staticno aktivno obremenitev eliminiramo preprosto z uvedbo nove
koordinate, ki meri lego telesa iz staticne ravnovesne lege. Po eliminaciji lahko nihanje
obravnavamo kot lastno nihanje brez prisotnosti aktivnih zunanjih sil.

3.2.1.2 Rotacija okrog fiksne osi

Vse ugotovitve, vezane na lastna nihanja, smo izpeljali za sistem, kjer lahko telo niha
translatorno, lega telesa pa je podana s translatorno koordinato x. Vendar pa imamo v praksi
pogosto opravka tudi s takimi sistemi, kjer nihajoce telo rotira okrog fiksne osi, njegova lega
pa je podana s kotno koordinato ¢. Kadar imamo opravka z lastnim nihanjem, je taksno telo
razen v rotacijski osi podprto tudi z elasticnimi vzmetmi, ki okrog rotacijske osi povzrocajo
povratni moment sil

M= —k,p (3.36)
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Pri tem je k; nadomestna torzijska togost elasti¢nih vzmeti, kot ¢ pa je merjen iz staticne
ravnovesne lege sistema.
Za opis gibanja tega sistema uporabimo zakon o spremembi vrtilne kolicine, ki se glasi

Jo =M=~k (3.37)

kjer je J aksialni vztrajnostni moment telesa okrog rotacijske osi. To enacbo preuredimo
podobno kot pri translatornem nihanju in dobimo diferencialno enacho nedusenega
mehanskega nihala z eno rotacijsko prostostno stopnjo

@+ %q) =0 (3.38)

Iz matemati¢nega stalisca je ta enacba enakega tipa kot diferencialna enacba translatornega
nihanja, le da je zdaj neznana funkcija kot ¢, ki predstavlja ¢asovno odvisen zasuk telesa iz
ravnovesne lege, ¢ pa je njegov drugi odvod po ¢asu. Tako kot pri translaciji tudi tukaj
vpeljemo lastno krozno frekvenco w Ssistema, in sicer z relacijo

w? =" (3.39)
Diferencialna enacba obravnavanega sistema Se torej glasi
@+ w?p=0 (3.40)
Nastavek, ki resi naSo diferencialno enacbo se lahko zapise kot
¢ = Acoswt + Bsinwt (3.41)

kjer sta A in B integracijski konstanti, ki ju dobimo iz zacetnih pogojev, t pa je Cas. Zasuk telesa
pri rotacijskem lastnem neduSenem nihanju je torej, enako kot pri translaciji, harmonicna
funkcija Casa.

3.2.2 Duseno lastno nihanje

Duseno lastno nihanje je nihanje z disipacijo oziroma z izgubami energije. Predstavimo ga
lahko z uporabo vzorénega modela, pri katerem zagotovimo dusenje z zahtevo

c>0 (3.42)
Na tak sistem delujeta v horizontalni smeri le dve sili, in sicer sila vzmetnega elementa in sila

dusilnega elementa. Njuni komponenti x sta enaki F, = —kx in F; = —cx, slika 3.13.
Fv
——

)
—
Fg

Slika 3.13: Model za duseno lastno nihanje in zunanje sile v smeri X

Za opis gibanja tega sistema uporabimo Newtonov zakon za smer x 0ziroma zakon o spremembi
gibalne koli¢ine. Ta se glasi

m¥ =F,+F; =—kx —cx (3.43)
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To enacbo obi¢ajno nekoliko preuredimo, in sicer tako, da vse ¢lene prestavimo na levo stran
enacaja. Od tod dobimo diferencialno enacbo dusenega mehanskega nihala z eno translatorno
prostostno stopnjo

mi+cx+kx=0 (3.44)

To je linearna diferencialna enac¢ba drugega reda s konstantnimi koeficienti. Nastavek za reSitev
ima obliko

x = XeMt (3.45)

kjer je X Se nedoloCena konstanta, A pa neznan parameter. Po vstavljanju tega nastavka v
diferencialno enacbo dobimo

mXA2e + cXe? + kXe? =0 (3.46)
Ce to enacbo delimo z Xe?t, dobimo kvadratno enacbo
mA%+cd+k =0 (3.47)

Ki jo mora obvezno izpolnjevati parameter A, da bo uporabljen nastavek za reSitev ustrezen.

Resitvi te kvadratne enacbe sta
k
M2 = =omt G (3.48)

M2=-pxiq (3.49)

kar pogosto zapiSemo v obliki

kjer je
c

P=5 (3.50)

2m

a= - =2 (3.51)

Pri tem koli¢ina q predstavlja lastno krozno frekvenco, Tp pa je perioda dusenega nihanja.
Opazimo lahko, da je v primeru zanemarljivo majhnega dusenja, ¢ = 0, frekvenca g enaka
krozni frekvenci w nedusenega lastnega nihanja.

Duseno lastno nihanje je precej odvisno od tega, kolika je vrednost koeficienta duSenja ¢
glede na mejno oziroma kriti¢no vrednost cy.., Ki Jo imenujemo koeficient kriticnega dusenja.
Kriti¢na vrednost dusenja nastopi, ko sta resitvi karakteristicne enacbe 4, in 4, realni in enaki.
V tem primeru je g = 0, od koder lahko zapisemo enacbo za izracun ¢, in Sicer

. k
9= GR?—5 =0 (352)
Od tod sledi
Crr = Zm\/% = 2mw (3.53)

kjer je w lastna krozna frekvenca nedusenega sistema.
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Glede na vrednost koeficienta duSenja ¢ razlikujemo tri oblike duSenja:

e nadkriticno dusenje (c > cy,): resitvi karakteristiéne enacbe A, in A, sta realni in razli¢ni,
splosna resitev diferencialne enacbe gibanja pa je naslednja

x = AeMt 4 Betat

(3.54)
® fkriticno dusenje (¢ = cy,): resitvi karakteristiCne enacbe A; in A, sta realni in enaki, kar
pomeni, daje g = 0in

Sistem s tak$nim duSenjem ne niha, pomiki pa se s ¢asom priblizujejo vrednosti nic.
C
M=, = —ckr — _

2m

(3.55)
Resitev diferencialne enac¢be gibanja zapiSemo kot

x = AeMt 4+ Btetet

(3.56)
uporabni za inzenirske aplikacije, saj dosezejo ravnotezni polozaj brez oscilacij v
najkrajSem moznem casu.

Tudi pri sistemu s kriticnim duSenjem le-ta ne niha. Sistemi s kriti¢cnim dusenjem so pogosto
e podkriticno dusenje (c < cy,): resitvi karakteristicne enacbe A; in A, sta kompleksni in

konjugirani. Z uporabo Eulerjeve formule, e = cosy + isiny, lahko splosno resitev
diferencialne enacbe v tem primeru zapiSemo v naslednji obliki:

x = e P(A cos(qt) + B sin(qt))
ogledati.

Ta situacija je za inzenirsko prakso najbolj zanimiva, zato si jo je vredno natancneje

(3.57)

Primer odziva mehanskega nihala s podkriticnim dusenjem je prikazan na sliki 3.14.
Vidimo lahko, da se amplituda nihanja zaradi duSenja postopoma zmanjsuje. Casovni interval
med dvema zaporednima (pozitivnima ali negativnima) amplitudama je konstanten in je enak
periodi duSenega nihanja Tp. Simboli t; in x; oznacCujejo Case ekstremnih (amplitudnih)
odmikov in njihove vrednosti.

1.0

\\
Pomik \
\
|I|I TD
CEIT ’4—’
\ -
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\ B I o 15 n = %
\ i 25
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Slika 3.14: Lastno nihanje podkriticno dusenega sistema

V inzenirski praksi je hitrost zmanjSevanja amplitud pogosto zelo pomemben podatek. Za
oceno te hitrosti uporabljamo koli¢ino A = In

Xi

i ki jo imenujemo logaritemski dekrement. Ta
L

koli¢ina predstavlja naravni logaritem koli¢nika dveh zaporednih amplitud. Z uporabo nastavka
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x = e P(Acos(qt) + B sin(qt)) in dejstva, da je t;,, = t; + Tp, lahko izraz za logaritemski
dekrement zapiSemo v obliki

ki je mnogo bolj uporabna za izracunavanje vrednosti logaritemskega dekrementa.

3.3 Lastna nihanja sistemov z veC prostostnimi
stopnjami

Do zdaj smo obravnavali nihanje mehanskih sistemov z le eno prostostno stopnjo. V praksi so
takSni sistemi Se kar pogosti, vendar pa imamo mnogokrat opravka tudi s tak$nimi sistemi, ki
Imajo vec prostostnih stopenj. Odziv takih sistemov lahko obicajno izraGunamo le z uporabo
ustreznih numericnih postopkov, Ki presegajo okvir te knjige. Zaradi tega si bomo v
nadaljevanju ogledali le postopek dolo¢evanja lastnih frekvenc in lastnih nihajnih oblik
neduSenega sistema z vec¢ prostostnimi stopnjami. Lastne frekvence in lastne nihajne oblike
sistema predstavljajo namre¢ pomembne parametre sistema, katerih poznavanje nam koristi pri
obravnavi tako neduSenih kot tudi dusenih nihajoc¢ih sistemov. Razen tega lahko z uporabo teh
koli¢in zapiSemo tudi zakon nihanja nedusenega sistema z ve¢ prostostnimi stopnjami.

Izpeljavo splosnih enacb bomo zaceli na vzor¢nem modelu z dvema prostostnima
stopnjama, slika 3.15.

X1 X2
k1 W kz W k3
AWM @ )-wvww— @ ’-wvww—l
L% L% - -

Slika 3.15: Vzor¢ni model z dvema prostostnima stopnjama

Lego teles v vzorénem modelu dolo¢ata dva parametra:

e x,, ki predstavlja lego telesa z maso m,, in
e x,, ki predstavlja lego telesa z maso m,.

Opazovani sistem ima torej dve prostostni stopnji. Za dolocitev diferencialnih enacb gibanja
zapiSemo Newtonov zakon za vsako telo posebe;j

my¥; = —kyxq + ky(xy — x1) (3.59)
maX, = —ky(x; — x1) — ksx, (3.60)
1z Cesar sledi
my¥, + (ky + ky)xg —kyx, =0 (3.61)
myi, — kyxy + (ky + k3)x, =0 (3.62)
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Ce ti dve enacbi predelamo v matri¢no obliko, dobimo

[ml mZH ] [kl—;f i kz_fsz [iﬂ=0 (3.63)

Mi +Kx =0 (3.64)

kjer je M masna matrika sistema, K je togostna matrika sistema, X je vektor pospeskov, X pa je
vektor koordinat oziroma prostostnih stopenj sistema. Rang vpletenih matrik in vektorjev
ustreza Stevilu prostostnih stopenj obravnavanega sistema.

Ce imamo opravka z nihajo¢im sistemom z N prostostnimi stopnjami, ta matriéna enacba
predstavlja sistem N linearnih diferencialnih ena¢b drugega reda. Iskanja lastnih frekvenc
takSnega sistema se lahko lotimo z uporabo nastavka v obliki

oziroma

x = Xsin wt (3.65)
kjer je X vektor konstant. Po vstavljanju tega nastavka v sistem diferencialnih ena¢b dobimo
[K—w?M]X=0 (3.66)

Iz takega sistema enacb lahko izraCunamo netrivialen oziroma od ni¢ razli¢en vektor X edino v
primeru, ko je karakteristicna matrika [K — w?M] singularna. Drugade povedano, za
netrivialne reSitve moramo zahtevati, da je determinanta te matrike enaka nic¢ oziroma

det[K — w?M] = 0 (3.67)
Zasistem z N prostostnimi stopnjami lahko iz te enacbe izratunamo N lastnih frekvenc sistema
w;, i=1..N (3.68)
Ko so lastne frekvence w; znane, lahko iz naslednjih sistemov enacb
[K— w?M]X; =0, i=1..N (3.69)
izratunamo Se N lastnih vektorjev oziroma lastnih nihajnih oblik sistema
X;, i=1..N (3.70)

Vektorji X; so medsebojno ortogonalni glede na masno matriko M, kar pomeni, da je produkt
X;"MX; = 0¢&ei #j.

Znane lastne frekvence w; in lastne nihajne oblike X; nihajo¢ega sistema nam omogocajo
zapis sploSnega nastavka za resitev diferencialnih enacb gibanja sistema z N prostostnimi
stopnjami. Ta nastavek se lahko zapiSe kot

X = ?,:1 Xi(Ai cos w;t + Bi sin (A)it) (371)
kjer so A; in B; integracijske konstante, ki jih izra¢unamo iz zacetnih pogojev
x(t =0) =x,
%(t = 0) = X, (3.72)

Za to lahko uporabimo enacbi, ki ju izpeljemo z upoStevanje ortogonalnosti lastnih nihajnih
oblik. Ce namreg nastavek za resitev mnozimo z leve z X;” M, po preureditvi dobimo

X;TMx,
X;TMX;

A, = (3.73)
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X;TMx,

L - wiXiTMXi (374)

kjer je X;"Mx, produkt zagetnih pomikov z vektorjem nihajnih oblik (izradunan glede na
masno matriko M), X;" Mx, je produkt zaGetnih hitrosti z vektorjem nihajnih oblik, X;” MX; pa
je produkt vektorja nihajnih oblik s samim seboj. Izra¢un konstant A;, B;, i = 1, ..., N ham da
torej zakon nihanja nedusenega sistema z N prostostnimi stopnjami.

3.4 Vsiljena nihanja sistemov z eno prostostno
stopnjo

Pri vsiljenem nihanju na nihajo¢ sistem delujejo razen povratnih in disipacijskih sil e razne
vrste aktivnih sil, ki obi¢ajno niso odvisne od trenutne lege ali hitrosti sistema. Te sile so lahko
posledica:

e raznih procesov znotraj opazovanega sistema (npr. vrtenje neuravnove$enega rotorja
elektromotorja) ali

e vplivov drugega sistema na na$ opazovani sistem (npr. tresljaji podlage, na katero je pripet
nas opazovani sistem).

Studijo lastnosti in obnaganja takih sistemov bomo obravnavali na vzorénem modelu, Kjer lahko
togo telo translatorno niha samo v eni smeri, slika 3.16. Gre za enak model, kot smo ga imeli
pri obravnavi lastnih nihanj. Edina razlika je prisotnost zunanje aktivne sile F, ki je odvisna od
Casa.

m | F=F({)
E—

Slika 3.16: Vzoréni model z 1 PS za studij vsiljenega nihanja

Diferencialno enac¢bo gibanja takega sistema lahko zapisemo kot
mX+cx+kx=F (3.75)
Kjer je F = F(t) ¢asovno odvisna sila, ki zajema vse aktivne zunanje vplive na sistem. Splo$na

reSitev take diferencialne enacbe je sestavljena iz dveh delov:

e homogenega dela, xj, in
e partikularnega dela, x,,,
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tako da imamo
X =xp+ X (3.76)

Partikularni del resi originalno diferencialno ena¢bo, homogeni del pa pripadajo¢o homogeno
enacbo mx + cx + kx = 0.

Sila F je aktivna sila, ki lahko mirujo¢ sistem spravi v gibanje. Zato pravimo, da F
predstavlja vzbujanje dinami¢nega sistema. V inzenirski praksi imamo opravka z razli¢nimi
oblikami vzbujanja dinami¢nih sistemov, vendar je dale¢ najpomembnejSe harmonicno
vzbujanje. Tak$no vzbujanje je definirano s harmonic¢no funkcijo, ki jo lahko v splosni obliki
zapisemo kot

F = Fy sin(Qt + @) (3.77)

Pri tem konstanta F,, predstavlja amplitudo sile vzbujanja, Q je krozna frekvenca vzbujanja, ®
pa fazni zamik vzbujanja. V nadaljevanju bomo obravnavali izklju¢no harmoni¢no motnjo, za
fazni zamik pa bomo zaradi enostavnosti kar predpostavili

d=0 (3.78)
Ta predpostavka nima pomembnih posledic za ugotovitve, ki bodo sledile.

3.4.1 NeduSeno vsiljeno nihanje

Za opis nedusenega vsiljenega nihanja lahko uporabimo diferencialno enacbo vzorénega
modela, ¢e privzamemo, da je ¢ = 0. Ker smo predpostavili harmoni¢no motnjo brez faznega
zamika, se enacba gibanja zapiSe kot

mX + kx = F, sin(Qt) (3.79)

Ce to enaébo delimo z m in uvedemo pomozne koli¢ine

w=J§, f=2 (3.80)

¥ + w?x = f sin(Qt) (3.81)
Nastavek za resitev je v tem primeru

X =xp+x,, xp =Acos(wt) + Bsin(wt), x, = Csin(Qt) (3.82)

dohimo

Integracijski konstanti A in B se izraCunata iz zaCetnih pogojev, konstanto C pa dobimo z
vstavljanjem partikularnega dela resitve x,, v diferencialno enacbo. 1z tega sledi

c=—1L (3.83)

w2-02

Ce bi §el Q — 0, dobimo kvazistatino obremenitev sistema. V tem primeru je konstanta C

Fo . . o C e .
enaka Cy; = é = ;0 in predstavlja odmik sistema od ravnovesne lege pri stati¢ni obremenitvi.
Koli¢nik
c 1
- [2l == (3.84)

. . Q . . . v IV ey . -
Kjer je r = —, imenujemo dinamicni faktor ojacenja. Ta koli¢ina predstavlja relativno mero za
velikost amplitud vsiljenega nihanja. Z inzenirskega stalis¢a je zelo koristen graf faktorja v
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odvisnosti od koli¢nika frekvenc r, slika 3.17.

1
1—1r2

ﬁz’ ]!

-7 =

[l oo tcococcoosoocooooo o N

Q
2 3 W
Slika 3.17: Dinami¢ni faktor ojacenja v odvisnosti od koli¢nika frekvenc

S slike vidimo, da faktor dinami¢nega ojacenja, in s tem tudi amplituda nihanja, narasca preko
vseh meja takrat, ko gre r — 1 oziroma Q. — w. Ta pojav, ki je lahko usoden za normalno
delovanje sistema, imenujemo resonanca.

Teoreti¢no imamo opravka z resonanco takrat, kadar je frekvenca vzbujanja enaka lastni
frekvenci sistema oziroma Q = w. V praksi pa so seveda problemati¢ne tudi situacije, ko sta
obe frekvenci sicer razli¢ni, vendar se bistveno ne razlikujeta. Namre¢, kadar imamo
Q =~ w, lahko na dinami¢nemu sistemu opazimo periodicno narascanje in upadanje amplitud
nihanja. Ta pojav, ki ga imenujemo podrhtavanje sistema, je lahko zaradi obcasnih prevelikih
amplitud prav tako usoden za dinamicni sistem. V tehniSki praksi se je zato vedno treba
izogibati situacijam, ko je Q ~ w. Za ilustracijo podrhtavanja sistema je na sliki 3.18 prikazan
odziv sistema, pri katerem je O = 1,2 w.

Pomik:;

Slika 3.18: Podrhtavanje sistema kot posledica Q = w

3.4.2 DuSeno vsiljeno nihanje

Dusenja v opazovanem sistemu v praksi pogosto ne moremo zanemariti, kar pomeni, da imamo
¢ > 0.V takem primeru se diferencialna enacba vzorénega modela s harmoni¢nim vzbujanjem
zapise kot

mx + cx + kx = F, sin(Qt) (3.85)
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Ce to enacbo delimo z m in uvedemo pomozne koli¢ine

_ _h i — |k _
w—\/;, f=— p=5-, 4= [-—D* (3.86)
dobimo
¥ + 2px + w?x = fsin(Qt) (3.87)

Ce predpostavimo podkriti¢no dusenje, ki se pojavlja v veéini inzenirskih sistemov, se nastavek
za reSitev zapise kot

x=xp+x,, x,=e P(Acos(qt) + Bsin(qt)), x, =Csin(Qt—y) (3.88)

Konstanti A in B se izraCunata iz zaCetnih pogojev; konstanti C in y pa dobimo z vstavljanjem
partikularnega dela resitve x,, v diferencialno enacbo. 1z tega sledi

_ f _ _ 2pQ
T J(w2-02)2+ap2?’ y = tan™ (wZ—QZ) (3.89)

Dinamicni faktor ojacenja je pri duSenem sistemu
c
Cst

1
= Taorizracie (3.90)

kjer smo uporabili § = % inr =2,

w
Dinamicni faktor ojacenja je torej pri dusenem vsiljenem nihanju odvisen od koli¢ine §,
ki je sorazmerna koeficientu dusenja c. Graf odvisnosti 8 od r in & prikazuje slika 3.19. Vidimo
lahko, da bo z inZenirskega stalis¢a blizina resonance oziroma frekvenc Q in w problemati¢na

pri vrednostih 6 < % medtem ko postane vpliv resonance pri vrednostih & >§ prakti¢no
zanemarljiv.

Y
<

Slika 3.19: Dinami¢ni faktor ojacenja v odvisnosti od r in §
Na koncu je dobro opozoriti §e na naslednje dejstvo: homogeni del resitve dinami¢nega
odziva gre zaradi dusenja vedno proti ni¢, ko gre Cas proti neskon¢nosti. Ali drugace
t>o0=x,-0 (3.91)

V praksi to pomeni, da bo po dolo¢enem (prehodnem) ¢asu AT, merjenem od zacetka vzbujanja
sistema, njegov odziv prakti¢no enak partikularnemu delu resitve. Ali drugace
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t>AT=>x, = 0> x = x, (3.92)

Zaradi tega odziv sistema v ¢asu t < AT imenujemo prehodni odziv, odziv v ¢asu t > AT pa
stacionarni odziv sistema. Na sliki 3.20 je prikazan tipi¢en primer vsiljenega nihanja z
dusenjem, pri katerem se jasno loc¢ita prehodni in stacionarni del odziva sistema.

Pomik prehodni stacionarni
' odziv odziv
~ v% -..L.(. Cas

Slika 3.20: Prehodni in stacionarni odziv sistema

3.4.2.1 Primer vsiljenega nihanja z inercijskim vzbujanjem

Pogost vzrok nihanja sistemov so neuravnovesene vrtece se mase, ki povzrocajo inercijsko
vzbujanje. Na sliki 3.21 je prikazan primer, kjer masa m,, krozi s kotno hitrostjo Q na razdalji
e okoli fiksne osi na telesu mase my. Diferencialna enacba gibanja sistema je

(mg+my)y+cx+kx=0 (3.93)

kjer y oznaduje lego teziica celotnega sistema mase mg + m,,. Ce zapiSemo izraz za teziice
sistema

(mg + my)y = mex + my,(x + e sin(Qt)) (3.94)
tega dvakrat odvajamo in vstavimo v izvorno diferencialno enacbo sistema, dobimo
(ms + my)X + cx + kx = m,eQ? sin(Qt) (3.95)

Vidimo lahko, da ta enacba ustreza splosni diferencialni enachi za vsiljeno nihanje s
harmoni¢nim vzbujanjem, pri ¢emer je mg + m,, = m in m,eQ? = F,.

X,
. esin(Qt)
c Ms ///’_\\_{mu
: e
l/ c/ )
\\\ g}//
k \\\\_’///

Slika 3.21: Sistem z inercijskim vzbujanjem

To pomeni, da vse enacbe, ki veljajo za harmoni¢no vzbujan sistem, smiselno veljajo tudi za
sistem z inercijskim harmoni¢nim vzbujanjem.
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3.4.2.2 Primer vsiljenega nihanja z vzbujanjem podlage

Drug pogost vzrok vsiljenih nihanj je vzbujanje s premikanjem podlage, na katero je pripet
opazovani dinamicni sistem.

R S -

Slika 3.22: Sistem z vzbujanjem prek podlage

Primer tak$nega sistema je prikazan na sliki 3.22. Ce je pomik podlage y harmoni¢na
funkcija y = Y sin(Qt), lahko diferencialno ena¢bo gibanja zapiSemo kot
m# + cx + (ks + kp)x = k,Y sin(Qt) (3.96)

Ocitno tudi ta enacba ustreza splosni diferencialni enachbi za vsiljeno nihanje s harmoni¢nim
vzbujanjem, pri Cemer je ks + k, = kink,Y = F,.
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4 ANALITICNA DINAMIKA

Namen:

= Spoznati Newton-Eulerjev pristop.

= Spoznati D'Alambertov princip.

= Spoznati posplosene 0z. generalizirane koordinate ter posplosene sile.

= Spoznati princip virtualnega pomika, virtualnega dela ter uporabe virtualnega dela v
statiki in dinamiki.

= Spoznati Lagrangeevo enacbo in njeno uporabnost.

Cilj:

S pridobljenim znanjem bo Student sposoben zapisati gibalne enacbe sistema z razli¢nimi

uporabljenimi metodami.

4.1 Uvod

Kot ze samo ime pove gibalne enacbe opisujejo gibanje mehanskega oz. dinamic¢nega sistema,
ko je ta podvrzen nekim zunanjim silam in ali momentom. TakS$en sistem ima lahko odprto
kinemati¢no verigo, kot jo imajo roboti, ali pa ima zaprto kinematicno verigo, kot jo imajo npr.
Stiri zgibni mehanizmi. Gibalne enacbe ne opisujejo samo gibanje sistema, temve¢ podajajo
tudi potrebne navore in ali sile za Zeljeno gibanje po predpisani poti, hitrosti ali pospesku.
Lahko podajajo tudi pospeske, hitrosti in poti iz podanih navorov na motorju.

Pridobivanje gibalnih ena¢b dinami¢nega sistema je za inZenirja mehatronike pomembno
iz ve¢ vidikov. V kolikor zelimo dimenzionirati motor dinaminega sistema, potrebujemo
gibalne enacbe. S pomocjo gibalnih enacb izratunamo kolikSen navor je potreben na motorju
za premagovanje gibanja po predpisani trajektoriji. Gibalne enacbe so prav tako pomembe pri
vodenju dinami¢nih sistemov. V kolikor zelimo voditi dinami¢ni sistem s pomoc¢jo regulacije,
potrebujemo gibalne enacbe, ki jih zapisSemo v Laplaceovem prostoru ter tako dobimo stopni¢ni
odziv dinami¢nega sistema. S pomoc¢jo stopni¢nega sistema izberemo ustrezen regulator za
vodenje obravnavanega sistema. Prav tako s pomocjo gibalnih enacb dobimo ustrezne
reakcijske sile v vezeh s pomoc¢jo katerih po tem ustrezno dimenzioniramo vezni element.

Klasic¢en pristop, ki Smo ga do sedaj Ze spoznali, je pridobivanje gibalnih enacb s pomocjo
Newtonovih zakonov, Se posebej z uporabo Newtonovega drugega in tretjega zakona.
Newtonov pristop je vektorski pristop z uporabo prostih diagramov teles, kot bo to prikazano v
nadaljevanju. Pri tem vedno dobimo poleg gibalnih enac¢b za dinamiéni sistem $e reakcijske
enacbe v podporah oz. vezeh dinami¢nega sistema.

Analiti¢en pristop, na drugi strani, ne zahteva poznavanja Newtonovih zakonov. S
pomocjo skalarne veli¢ine dela, ki je razdeljeno na kineticno in potencialno energijo ter
zakonom o ohranitvi energije in uporabo Lagrangeevega pristopa enostavno pridemo do
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gibalnih enacb dinami¢nega sistema. Z omenjenim pristopom pridemo do minimalnega Stevila
gibalnih enacb dinamicnega sistema brez reakcijskih sil. Lahko pa iz pridobljenih gibalnih
enacb pridobimo reakcijske sile v vezeh in podporah.

Dinamicni sistemi so dinami¢no vzbujani kar pomeni, da je podan navor, ki poganja
sistem in je potrebno poiskati odziv sistema v smislu opravljene poti, hitrosti, pospeska ali
generirane sile. Na drugi strani lahko na dinamic¢ni sistem delujejo zunanje sile in nas zanima
potreben navor na motorju, ki bo premagoval zunanje sile po v naprej predpisani trajektoriji.

Ce zelimo pridobiti odziv dinami¢nega sistema moramo resiti gibalne ena¢be. Gibalne
enacbe dinamicnega sistema sO po navadi navadne diferencialne enacbe drugega reda. Za
pridobivanje odziva jih je potrebno integrirati. Analiticno je tezko najti reSitev zato v vecini
primerov uporabljamo numeri¢ne metode. Vecinoma se za to uporablja metoda Runge-Kutta.

V nadaljevanju se bomo osredoto¢ili na obravnavo ravninskih dinamiénih sistemov.

4.2 Prostostne stopnje dinamic¢nih sistemov

Izraz prostostne stopnje oznaCuje najmanjSe mozno Stevilo polozajnih parametrov, ki
popolnoma opisejo dinami¢ni sistem. Povedano drugace, ¢e dinami¢ni sistem potrebuje
najmanj dva podatka, da popolnoma opisemo dinamic¢ni sistem, potem ima ta sistem dve
prostostni stopnji. Industrijski robot ima Sest prostostnih stopenj oz. $est servo motorjev, Kjer s
prvimi tremi motorji doseze vse pozicije toke v prostoru z zadnjimi tremi motorji pa vse
orientacije to¢ke v prostoru. Batni mehanizem ima samo eno prostostno stopnjo saj lahko z
zasukom pogonske rocice dolo¢imo vse kote in polozaj batnice.

4.3 Pridobivanje gibalnih enacb s pomocjo
Newton-Eulerjevega pristopa in
D'Alambertovega principa

4.3.1 Newton-Eulerjev pristop

V nadaljevanju bomo pridobili gibalne enacbe dinamicnega sistema s pomocjo Newton-
Eulerjevega pristopa, ki ga ze poznate, vendar ga niste nikoli tako poimenovali saj v vecini
primerov uporabljamo kar izraz Newtonov pristop. Prosto togo telo i v ravnini ima tri prostostne
stopnje kar lahko opiSemo s tremi podatki R;y, R;y in 8;, kot to prikazuje slika 4.1. Za
pridobivanje dinami¢nega modela telesa tako potrebujemo tri neodvisne diferencialne enacbe
drugega reda, ki opisujejo neomejeno gibanje togega telesa v ravnini.
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=

Ry X

v

Slika 4.1: Prosto togo telo v ravnini

Ve v

Newton-Eulerjev pristop tako pridobi naslednje tri enacbe za gibanje tezis¢a togega telesa v

ravnini.
n
Z, Fijx = mia;y
j=1

n
z. Fijy = miaiy (41)
j=1
m ..
- My =]:6;
j=1

Pri tem sta prvi dve enacbi Newtonovi enac¢bi pridobljeni iz izreka o gibalni koli¢ini, tretja pa
je Eulerjeva enacba, pridobljena iz izreka o vrtilni koli¢ini. Od tod tudi izraz Newton-Eulerjev

pristop.
4.3.2 D'Alembertov princip

D'Alambertov princip pravi, da so vztrajnostne sile in vztrajnostni momenti togega telesa enaki
vsoti vseh zunanjih sil in vsoti vseh zunanjih momentov, ki delujejo na togo telo. Slika 4.2
prikazuje grafi¢no upodobitev principa.

F.
l& i m;Q;y i
Fa M
\ e ‘\ Ji6; MiQix
M;y \

Fy3
Slika 4.2: Grafi¢na upodobitev D'Alambertovega principa.

Pri Cemer se sile F;;, F;,, F;3 in momenta M;;, M;, obravnavata kot zunanje sile in zunaniji
momenti. Izrazi m;a;,, m;a;, in J;6; pa predstavljajo vztrajnostne sile obravnavanega telesa. V
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kolikor bi zapisali enacbe glede na D'Alambertov princip, bi pridobili popolnoma identi¢ne
gibalne enacbe, kot smo jih pridobili v enacbi (4.1).

4.3.3 Newton-Eulerjev pristop in diagram prostih teles

Pridobivanje gibalnih enacb dinami¢nega sistema togih teles s pomoc¢jo Newton-Eulerjevega
pristopa poteka s pomoc¢jo diagrama prostih teles. Predstavljajte si, da so tri toga telesa med
sabo povezana z vezmi oz. sklepi. Diagram prostih teles pridobimo tako, da telesa med sabo
razdruzimo, Kjer vezi nadomestimo z reakcijskimi silami oz. silami v vezeh, na vsako telo pa
nariSemo $e Sile in momente, ki vplivajo na telo. Za vsako posamezno telo tako zapiSemo tri
enacbe v obliki enacbe (4.1). Usmeritve posameznih sil predvidevamo. Ce smo se pri usmeritvi
zmotili, bomo kot rezultat dobili negativno vrednost.

// //
y m1a1y£ £
/é i 9 /"
y / F ]1 1/ mlalx
y . Fiox 12y [/
e i E 12x
Fiay
a) Dinamic¢ni sistem b) Diagram prostih teles

Slika 4.3: Dinamicni sistem in diagram prostih teles

V nadaljevanju si bomo pogledali pridobivanje gibalnih enacb dinamicnih sistemov z odprto
kinemati¢no verigo, kot jo imajo npr. industrijski roboti.

Primer 4.1: Za dvoosni manipulator na sliki 4.4 zapisi gibalne enacbe s pomocjo Newton-
Eulerjevega pristopa, e so znani 6, in 85 ter 8, in 6.

Slika 4.4: Dvoosni manipulator

V kolikor zelimo zapisati gibalne enacbe dvoosnega manipulatorja s pomocjo Newton-
Eulerjevega pristopa je potrebno narediti diagrame prostih teles, kot to prikazuje slika 4.5. Za
telo 2 in telo 3 zapiSemo ravnoteZne enacbe.
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F12x

F12y
Slika 4.5: Diagram prostih teles dvoosnega manipulatorja

Pri zapisu ravnoteznih enacb za drugo telo moramo upostevati, da vse momente pri tem pristopu
opazujemo okoli tezi$c¢a telesa 2.
Fiax = Fa3x = M0y
Fiay —myg — Fp3yy = Mpay,y (4.2)

l l l l ..
Flzxgzsin 0, — Flzyizcos 6, +M, + F23x525in 0, — F23y52cos 0, =J,60,

Pri zapisu ravnoteznih enacb za tretjo telo ponovno upostevamo vse momente okoli tezis¢a
telesa 3.
Fy3x = M3z,
Fy3y, —m3g = mzas,

] ; (4.3)
F23x?35in93 _F23y53C0593 +M3 :]3é3
Iz obeh zgornjih enacb lahko izrazimo potreben moment na posameznem motorju.
.. l l l l
My = J,0, — Fipy = sin 6, + Fipy — 05 0, — Fyay —sin 6, + Fy3,,—cos 6,
2 2 2 2 (4.4)

) l3 . l3
M3 =]393 - F23x551n 03 + F23y3COS 63

Poglejmo, koliko neznank imamo sedaj v zgornjih enacbah. Neznanke so:
My, M3, Fi2x, Fi2y, Fa3x, F23y, Q2x, G2y, A3y, Q3. Tore] imamo 6 enacb in 10 neznank. Dodatne

Stiri enacbe dobimo, ¢e s pomocjo kinematike zapisemo pospeske tezisca telesa 2 in 3 po xiny
0si. Tako dobimo 10 enacb in 10 neznank. S tem sistem enacb postane resljiv.

Opazimo lahko, da z Newton-Eulerjevim pristopom pridobimo $e enacbe za reakcijske sile v
vezeh oz. sile v posameznih podporah. Poznavanje teh sil je v dolo¢enih primerih Zeljeno, kadar
npr. zelimo dimenzionirati posamezen element moramo poznati sile v podporah. V vecini
primerov pa je dovolj, ¢e poznamo samo gibalne enacbe za posamezno prostostno stopnjo
dinami¢nega sistema.

V nadaljevanju si bomo pogledali pridobivanje gibalnih enac¢b dinamiénih sistemov z
zaprto kinemati¢no verigo.
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Primer 4.2: Za §tiri zgibni mehanizem, kot je prikazan na sliki 4.6, izpeljite gibalne enacbe s
pomo&jo Newton-Eulerjevega pristopa, &e so znani 6,, 65 in 6,, 6,, 6; in 8, ter
F;.

g 1—3’/ » :9"‘_'\— 3 \.‘ ..... -

A,:;'T;"":': ......... 3, sk

§ A
/'/ \\
l 2//'
.@‘ S \'\ l 4
MZA’_7\ N . X
0 ! / \ C
P X .,

Slika 4.6: Stiri zgibni mehanizem

Ponovno je potrebno izdelati diagrame prostih teles in za posamezno prosto telo zapisati
ravnotezne enacbe v obliki enacbe (4.1).

Slika 4.7: Diagram prostih teles $tiri zgibnega mehanizma

Pri zapisu ravnoteznih enacb za drugo telo moramo upostevati, da vse momente pri tem pristopu
opazujemo okoli teZiS¢a telesa 2.
Fiox = Fazx = M0y
Fiay —myg — Fp3yy = Mpay,y (4.5)

Fiox %sin 6, — Flzy%zcos 0, + M, + Fys %Zsin 6, — F23y%cos 0, = J,6,
Pri zapisu ravnoteZznih enacb za tretjo telo ponovno upoStevamo vse momente okoli teZiS¢a
telesa 3.
Fozx + F3x — F3ap = m3azy
L F23yl3 msg + Fs, 15343/ = M3aszy L ) (4.6)
Foay isin 03 — Fp3y Ecos O3 + F34y Esin 03 — F34y > cos 03 = 305

Enak postopek izberemo tudi pri zapisu ravnoteznih enacb za Cetrto telo.
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F3ax — Fiax = MyQyy
F34y —mMyg — Fi1y = Myayy (4.7)

l l l .
4 . 4 4 . 4
F34x ism 04 — F34y icos 0, + F41x§sm 04 — Fy1y icos 0, + M, =],6,

Ta postopek da 9 enacb. V kolikor vstavimo v zgornje enacbe $e izraze za pospeske in vstavimo
enacbe v momentne enacbe, dobimo sistem 8 enacb, ki podajajo reakcijske sile v podporah, in
momentno enacbo iz katere lahko izrazimo potreben moment ali pa kotni pospesek, odvisno
kaj tocno nas zanima.

4.3.4 D'Alambertov princip in uporaba metode prerezov

V nadaljevanju bo prikazan postopek uporabe D'Alambertovega principa in metode prerezov
0z. ravnovesja podsistemov na obeh prej Ze prikazanih primerih.

Primer 4.3: Za dvoosni manipulator zapiSite gibalne enacbe s pomocjo D'Alambertovega
principa in uporabo metode prerezov, ¢e so znani 8, in 85 ter 6, in 65.

F12x
Podsistem 2

Slika 4.8: Dvoosni manipulator, metoda prerezov in ravnotezje podsistemov

Vsak prerez naredimo pri posameznem sklepu zacensi pri zadnjem sklepu. S tem dobimo prvi
podsistem. Po tem naredimo $e en prerez pri sklepu 1. Tako dobimo drugi podsistem. Za oba
podsistema zapiSemo ravnotezne momentne enacbe glede na tocko prereza, kjer upoStevamo
D'Alambertov princip.

Za prvi podsistem tako zapiSemo ravnotezne enacbe okoli tocke A. D'Alambertov princip pravi,
da je vsota vseh zunanjih momentov enaka vsem vztrajnostnim momentom.
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ZMZM = ZMVM
l

M; — m3g§cos 05 = J20, + m3a3y§cos 05 — m3a3x§sin 05 (4.8)

. l
Mz = J303 + (m3a3y + m3g)§3cos 05 — m3a3x§sin 05

Za podsistem 2 zapiSemo momentne ravnotezne enacbe okoli tocke O s pomocjo

D'Alambertovega principa.
Z Mzy = z Myy
l

l
M, + M3 — ngizcosﬁz — msg (lz cos 0, +E3cos 03>

L,
2

l
— M3Azy (lz sin 6, + gsin 93)

. .. l
=]292 +]393 —MyAyy sin 92 + mzazyEZCOS 92 (49)

l
+ msas, (lz cos 6, + écos 03)

V kolikor enac¢bo (4.8) vstavimo v (4.9) dobimo spodnjo enacbo.

N I, [ .
M, =J,0, — m2a2x§sm 0, + (mag + mzazy)izcos 6, — Mm3as,l, sin 6, (4.10)

+(m3g + m3a3y)l2 cos 0,

Kot lahko opazimo, z uporabo metode prerezov pri mehanizmih z odprto kinemati¢no verigo,
pridobimo toliko gibalnih enacb kot ima mehanizem prostostnih stopen;.
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Primer 4.4: Za stiri zgibni mehanizem zapiSite gibalne enacbe s pomocjo uporabe

D'Alambertovega principa in uporabo metode prerezov, &e so znani 6,, 83 in 8, 6,, 85 in 6,
ter Fs.

............. 3. )
/ \
Prerez 2 %/'
Y '\'\ l4—
A
-l M,
“\ Cc -
N -
Prerez3
FIZX
Podsistem 1 Podsistem 3 v

Slika 4.9: Stiri zgibni mehanizem, metoda prerezov in ravnoteZzja podsistemov

Pri zaprto zan¢nih verigah moramo narediti pri ro€ici 2 dva prereza, torej pri obeh sklepih. S
tem dobimo prvi podsistem. Od tukaj dalje pa v vsakem sklepu naredimo prerez in pridobimo
nov podsistem. Postopek prikazuje slika 4.9. Najprej zapiSemo ravnotezne enacbe za podsistem
1 okoli to¢ke A z upoStevanjem D'Alambertovega principa.

ZMZM = ZMVM
l

Fiaxly sin 0, — Fipyl; cos 6, + ngizcos 0, + M, (4.11)

.. [ l
= J,0, + mzaZxEZSin 0, — mzazygzcos 0,

Za podsistem 2 zapiSemo ravnotezne enacbe okoli tocke B z upostevanjem D'Alambertovega
principa.
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ZMZM = ZMVM

F12x(l2 Sin 62 + l3 Sin 93) - Flzy(lz coSs 92 + l3 coS 93)

l l
+m,g (52 cos 0, + l; cos 93) + M, + nggsin 05

3
+ (msg — Fay) = €05 03 (4.12)

2
— Myay, (52 cos 0, + I3 cos 93) + J565 + m3a3x§sin 04

l3
— M30asy, 5 cos 05

.. l
=]292 + moQyy (_ZSln 62 + l3 sin 93)

Za podsistem 3 zapiSemo ravnotezne enacbe okoli tocke C z upostevanjem D'Alambertovega

principa.
Z Mzy = Z Myy
l

—Fpyd + My + myg (—2 cos 0, + 13 cos 03 + 1, cos 04>

2
l
+ F3, (%sin 05 + 1 sin 94)
l3 l4
+ (msg — Fay) (E cos 03 + 1, cos 04) + My + m,g—cos 6,

) L . . (4.13)
=]292 + mzaz_x (ESln 92 + l3 sin 63 + l4, sin 04)

l ..
— Myayy, (EZ cos 0, + I3 cos 03 + 1, cos 04> + /565
l l
+ mszas, (%sin 03 + I, sin 64) — msas, (53 cos 03 + 1, cos 94>

.. l l
+]4,94, + m4a4x545in 04 - m4a4y§4COS 64

Kot lahko opazimo, v zgornjih treh enacbah Se vedno nastopata dve reakcijski sili v podpori O.
Zal, se z uporabo metode prerezov ne moremo popolnoma znebiti reakcijskih sil pri zaprto
zan¢nih kinemati¢nih mehanizmih.

V zgornjih primerih so bili podani klasi¢ni pristopi za pridobivanje gibalnih enacb odprtih in
zaprtih kinemati¢nih mehanizmov. V kolikor so znani posamezni zasuki in pospeski teles lahko
s pomocjo gibalnih ena¢b izraCunamo generirane momente in sile v podporah. V kolikor so
znani momenti in zunanje sile lahko iz gibalnih enacb, s pomo¢jo metod numeri¢nih reSevanj
navadnih diferencialnih enacb drugega reda, pridobimo zasuke in pospeske posameznih teles.

4.4 PosploSene oz. generalizirane koordinate

Za namen uporabe analiticne mehanike potrebujemo vpeljavo oz. uporabo posploSenih oz.
generaliziranih koordinat. Posplosene koordinate so bilo katere koordinate, ki jih izberemo za
opisovanje tocke oz. objekta v prostoru. Po navadi poznamo koordinate x,y in z. Lahko
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izberemo tudi polarne koordinate, torej r in ¢ ali pa cilindri¢ne koordinate r, ¢ in z. Pri izbiri
koordinat moramo paziti na sledece:

1.Ni nujno, da izberemo kartezi¢ne koordinate.

2.Morajo biti med seboj neodvisne.

3. Morajo popolnoma opisati sistem.
Ce povzamemo, posplosene koordinate so neodvisne koordinate, ki popolnoma opisejo
opazovani sistem. Poglejmo si primer dvojnega nihala.

Primer 4.5: Izbira ustreznih posplo$enih koordinat na primeru dvojnega nihala.

O X o) X
\ A
y | y [
Q@ L @z,‘\y L
92"
v \\.\(xz'YZ) \ 2>
A : N
a ' A
&b 03 4, b
A . . ,’ A
N (x3,¥3) N
a) Izbira kartezi¢nih koordinat b) Izbira posplosenih koordinat

Slika 4.10: Izbira a) kartezi¢nih in b) posplosenih koordinat

V kolikor sedaj Zelimo opisati Sistem na zgornji sliki, lahko to naredimo na ve¢ naéinov. Prvi
nadin je, da izberemo kartezi¢ne koordinate in tako potrebujemo $tiri podatke x,, y, in x5, ys.
Poglejmo, ali so te med seboj neodvisne? Z drugimi besedami, ¢e izberem podatek x, ali je
potem y, prosto dolo¢ljiv? Opazimo lahko, da temu ni tako. Clen 2 ima v naprej znano dolZino
[, kar pomeni, da e izberemo x, potem podatek za y, dobimo z upostevanjem Pitagorovega

izreka y, = + 1,2 + x,2. Tako hitro ugotovimo, da takSen izbor koordinat ne more dati

posplosenih koordinat. Dvojno nihalo ima dve prostostni stopnji. Ze ta podatek nam mora
povedati, da za opisovanje sistema potrebujemo dve posploseni koordinati. Lahko si za opis
sistema izberemo kot med ¢lenom 2 in y osjo ter kot med ¢lenom 3 in navidezno osjo podalj$ano
od ¢lena 2, kot to prikazuje zgornja slika. Izbrana kota oznac¢imo z 6, in 85. Ta dva kota sta
sedaj med sabo neodvisna. Ce dolo¢imo enega izmed njiju, se drugi lahko prosto vrti. Prav tako,
¢e dolo¢imo oba, smo s tem popolnoma opisali sistem, Saj Se sistem ne more ve¢ Vvrteti 0z.
premakniti. S tem lahko zagotovo trdimo, da sta kota 6, in 8; posploseni koordinati zgornjega
sistema. Posplosene koordinate splosno oznac¢imo s ¢rko g;. Tako bi zgoraj opisani sistem
opisali s q(t) = (q1(t), q2(t)), pri Cemer sta q,(t) = 6,(t) Iin g,(t) = O5(t). Vemo, da sta
obe spremenljivki kota casovno odvisni spremenljivki, zato lahko posplosene koordinate
zapisemo kot q = (q4,q2). Ker bomo v nadaljevanju uporabljali Lagrangeeve enacbe in
Lagrangeev pristop, moramo pojasniti na kaksnih dinami¢nih sistemih lahko ta pristop sploh
uporabimo in na katerih bi bilo potrebno uporabiti drugaéno metodo.
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4.5 Holonomni sistemi in holonomne vezi

Holonomni dinami¢ni sistemi so takSni sistemi kjer za opis sistema potrebujemo toliko
podatkov, kolikor ima sistem prostostnih stopenj. En takSen primer je bil podan Ze v primeru
4.5. Poglejmo primer klasi¢nega industrijskega robota s 6 prostostnimi osmi. Kot veste, ¢e zelite
dolo¢iti pozicijo in orientacijo vrha robota, po tem potrebujete to¢no 6 podatkov oz. zasukov
posameznih motorjev. Tako hitro ugotovimo, da je industrijski robot holonomni sistem.
Holonomni sistemi imajo holonomne vezi med posameznimi elementi sistema. Holonomne
vezi se nanasajo na omejitve konfiguracije oz. konstrukcije, torej gre za geometrijske omejitve.
Z drugimi besedami omejujejo gibanje sistema tako, da ustrezno zmanjsajo prostostno stopnjo
sistema. Da je vez holonomna, mora biti izrazena s funkcijo, ki vsebuje posplosene koordinate
in Cas.
C(qll qz, -+ qn, t) = C(q' t) =0 (414)

Enacba (4.14) tako predstavlja enacbo holonomnih kinemati¢nih omejitev posameznih vezi kjer
je € matrika neodvisnih omejitvenih enab posameznega sklepa sistema, Ki je odvisna od
posplosenih koordinat in ¢asa.

Prav tako so holonomne vezi lahko &asovno odvisne ali pa ¢asovno neodvisne. Casovno
odvisnim vezem pravimo rheonomne, c¢asovno neodvisnim pa skleronomne vezi. Poglejmo
primer.

Primer 4.6: Zapisite enac¢bo vezne tocke V;, v globalnem koordinatnem sistemu ter dolocite

ali je vez rheonomna ali skleronomna.
\a/\ b
V12
Ty -

anl, .---Je
P

N
\

Slika 4.11: Primer holonomne vezi

Za zapis enacbe vezne tocke V;, moramo zapisati pozicijo tock T; in T, glede na globalni
koordinatni sistem. Za to potrebujemo dva krajevna vektorja. Enega, ki gre skozi tezis¢e prvega
elementa do vezne tocke in drugega, ki gre skozi tezis¢e drugega elementa do vezne tocke. Ta
dva krajevna vektorja morata biti med sabo enaka saj opisujeta isto tocko.

x;+acosB; —(x, —bcosB,) =0 (4.15)

v, +asin6; — (y, —bsinb,) =0 '
Kot lahko vidimo iz zgornje enacbe gre za geometrijsko omejitveno vez, kjer ¢as ne nastopa
eksplicitno, spremenljivki za oba kota pa sta Se vedno ¢asovno odvisni. Torej gre za holonomno
vez, ki je hkrati tudi skleronomna. V kolikor bi v vezno to¢ko V;, vgradili motor bi se zapis za
zasuk telesa dva spremenil. Ta takrat postane eksplicitno ¢asovno odvisen 8, = c - t, Kjer je ¢
konstanta zasuka, t pa je ¢as. Kar pomeni, da je to sedaj holonomna vez, ki je hkrati tudi
rheonomna, torej eksplicitno ¢asovno odvisna. Enacba (4.15) se tako preoblikuje v enacbo
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(4.16).

x; +acos@; —(x; —bcos(c-t))=0 (4.16)
y1 +asin@; — (y, —bsin(c-t)) =0 '

4.6 Neholonomni sistemi in neholonomne vezi

Neholonomni sistemi so dinami¢ni sistemi, ki potrebujejo za opis sistema ve¢ podatkov, kot
imajo Stevilo prostostnih stopenj. Prav tako imajo neholonomni sistemi neholonomne vezi. To
S0 vezi, kjer je poleg posplosenih koordinat in ¢asa potrebno definirati tudi hitrosti.

€492 -+ 9 q1, 42 - -+ 4nit) = €(q,4, 1) = 0 (4.17)
Zgornja enacba tako predstavlja enacbo neholonomnih kinemati¢nih omejitev posameznih vezi

Kjer je € matrika neodvisnih omejitvenih enac¢b posameznega sklepa sistema, Ki je odvisna od
posplosenih koordinat, posplosenih hitrosti in ¢asa. Poglejmo primer.

Primer 4.7: Avtonomno vozilo ima v ravnini tri prostostne stopnje, x,y, 8. Vozilo se lahko
pomika naprej in nazaj ter krmili s pomocjo sprednjih koles. Tako imamo samo dve krmilni
veli¢ini s katerima lahko pridemo iz pozicije 0 v pozicijo 1 ali 2, kot to prikazuje slika 4.12. To
sta hitrost vozila in zasuk sprednjih koles.

° Pozicija 2
\ 3 } \
s

Pozicija 1

Slika 4.12: Primer neholonomnega sistema

Za opis takSnega sistema potrebujemo zacetne podatke o poziciji sistema, torej posploSene
koordinate v katere je vkljucen zasuk @, hitrost sistema in ¢as. Samo tako lahko iz pozicije 0
preidemo v pozicijo 1 ali 2. Tako ugotovimo, da poziciji 1 in 2 nista odvisni samo od pozicije
vozila, temve¢ tudi od poti po kateri je to vozilo priSlo v doloc¢eno pozicijo.

V nadaljevanju se bomo posvecali samo holonomnim sistemom.
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4.7 Virtualno delo

V nadaljevanju bo predstavljen princip virtualnega dela. Virtualno delo omogoca izpeljavo
gibalnih enacb brez omejitvenih oz. reakcijskih sil v podporah. Na podlagi skalarne veliCine
dela tako pridobimo gibalne enac¢be. Dobimo minimalno Stevilo gibalnih enacb, ki je enako
Stevilu prostostnih stopenj dinami¢nega sistema. Da lahko zapiSemo virtualno delo moramo
najprej definirati virtualni pomik in posplosene sile.

4.7.1 Virtualni pomik

Virtualni pomik je definiran kot infinitezimalno (neskon¢no) majhen pomik, ki je skladen s
kinemati¢nimi omejitvami sistema. Virtualni pomiki so imaginarni/navidezni, saj bi se naj
zgodili, ko ¢as miruje. Virtualni pomik lahko obravnavamo kot parcialni odvod, kjer je Cas
fiksen, se ne spreminja. Vektor pozicije zapisemo kot r = r(q, t), kjer je q vektor posplosenih
koordinat. Ce Zelimo pridobiti virtualni pomik je potrebno vektor pozicije odvajati. Tega
odvajamo kot totalni odvod in dobimo enac¢bo (4.18).

dr drdq oOr

—=— — 4.18
dt 0qdt * ot (4.18)
Enacbo pomnozimo na obeh straneh z dt.
dar=aq+Lar (4.19)
"=9¢4%1 " 5 '

Pri virtualnem pomiku r ni eksplicitna funkcija ¢asa, zato zadnji ¢len odpade. Prav tako za
zapis virtualnega pomika uporabimo grsko ¢rko §. Tako se enacba (4.19) pretvori v enacbo
(4.20) kar predstavlja definicijo virtualnega pomika.

or

=— 4.20
or 7q éq (4.20)

Primer 4.8: Izracunajte virtualni pomik to¢ke A prostega telesa v ravnini ¢igar pozicija je
zapisana z uporabo gibljive baze, kot kaze slika 4.13. Vemo, daje e,, = [cos 8 sin8]Tine, =
[—sinf cos@]". Tako zapiSemo zaletno pozicijo tocke A glede na globalni koordinatni
sistem O.

Slika 4.13: Za izracun virtualnega pomika uporabimo krajevni vektor tocke A prostega telesa
Vv ravnini.
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r=1rg+7Tes=7¢ tue, +ve, (4.21)
Od zacetne pozicije sedaj poiS¢emo virtualni pomik s parcialnim odvodom, kjer odvod
zapiSemo z grsko ¢rko §.

Or = 01y + 8rgs = 619 + 6(uey) + 6(ve,)

or = 5rq +us [0 0] 4 vo [~ S

Sr=6ryg+u [_C;ingﬁ] 56 — v [Z?; g] 56 (4.22)

ar=oro+ [0y “oimello] %

4.7.2 Odvisne in neodvisne koordinate

V sistemih imamo vedno odvisne in neodvisne koordinate. Poglejmo si primer.

Primer 4.9: Za batni mehanizem izpeljite virtualne zasuke in pomike za kot 65 in r,,. glede na
zasuk 6,.

Batni mehanizem ima samo eno prostostno stopnjo. Tako ima samo eno neodvisno koordinatno,
koordinato 68,. Koordinati 85 in 1, pa sta odvisni koordinati.

Slika 4.14: Virtualni pomik za batni mehanizem

Za opis pozicije tocke B bomo sesteli vektorje od izhodiscne tocke preko tocke A do tocke B.
Po tem poiS¢emo virtualni pomik s pomo¢jo parcialnega odvoda.

Tgp =To4 +Tysp
[n(;)x] _ [lz cos 62] + [13 cos 03] /s

[, sin 6, I3 sin 65 (4.23)
[5r4x] _ _lz sin 92 692] n I:—lg sin 93 593]
01 [lcos6,60, l5 cos 03 665

Iz zgornje enacbe lo¢imo odvisne in neodvisne koordinate tako, da dobimo na levi strani
virtualni zasuk in pomik §65 in ér,,, na desni pa virtualni zasuk §6,.

—13 sin 64 693] + [—57«4x] _ l, sin 6, 692]
—l3; cos 05 665 0 l, cos 6,60,
—l;sin 6, —1] [693 _ [lz sin 92]59

—l3cos60; 0 |[67y, l,cos 0,72

Pois¢emo inverzno matriko 2x2 na levi strani in jo pomnozimo na obeh stran zgornje enacbe.

(4.24)
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S tem pridemo do kon¢ne resitve.

6631 _ [, sin@,
[5r4x] ~ l3c0s 60, [13 cos 0; —lgsin 93] [lz cos 8,
6065 l, cos 6, 50
57‘4x] l5 cos 0 [lzl3 sin(8, — 93)] 2
Zgornja enacba tako opisuje kolik$na je sprememba virtualnega zasuka in pomika 665 In 1y,
¢e se zgodi virtualni zasuk 6.

] o0 (4.25)

Primer 4.10: Za stiri zgibni mehanizem zapisite virtualna zasuka 6685 in 66, glede na virtualni
zasuk 66,. Stiri zgibni mehanizem ima samo eno prostostno stopnjo. Neodvisna koordinata je
tako 6, odvisni koordinati pa sta 65 in 6,.

Slika 4.15: Virtualni zasuki stiri zgibnega mehanizma

Postopamo identi¢no, kot v prejSnjem primeru. Za opis gibanja tocke C uporabimo vektorski
pristop. Sestejemo vse vektorje od izhodis¢a O skozi to¢ki A in B do tocke C.

Tc =TostTsp +Tpc
11] _ [lz cos 62] [13 cos 03] [14 cos 04] /6
l,sin@, l5sin 0 lysinf,
[0] _ [—lz sin@, 60, — l3sin6; 6605 — 1, sin 6, 504]
l,cos0,60, +13c050560;+1,cos0,60,
Iz zgornje enacbe izrazimo na levi strani virtualna zasuka 665 in §6, na desni pa virtualni zasuk
60,.

(4.26)

l35in03605 + 1,sin0,80,]1  [lysin6,66,

I3 cos 03 663 + 1, cos 6, 604] ~ |, cos 6, 692] (4.27)
[13 sinf; 1, sin 04] [663] _ [k sin@z] 50 '
l;c0s0; l,cos0,]160,]  |l,cosB,] "7

PoiS¢emo inverzno matriko 2x2 na levi strani in jo pomnoZimo na obeh stran zgornje enacbe.
S tem pridemo do kon¢ne resitve.

593] _ 1 lycos8, —l,sin 94] [—lz sin 92] 50

8641 131, sin(65 — 0,) L=l cos 03 l3sinf; | (1, cos6,] "7 (4.28)
[593] _ 1 Ll sin(0, — 92)] 560 '
60,1 151, sin(65 — 6,) L,15 sin(6, — 63)] ~ 2

Zgornja enacba tako opisuje kolikSna je sprememba virtualnega zasuka §65 in §6,, ¢e se zgodi
virtualni zasuk 66,.
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4.8 Virtualno delo in posploSene sile

Koncept virtualnega dela je v analiticni mehaniki pomembno orodje. Sile in momente ne
moremo med sabo seitevati, saj predstavljajo razli¢ne fizikalne veli¢ine. Ce pa sile in momente
pretvorimo v delo, v tem konkretnem primeru v virtualno delo, pa lahko njihovo opravljeno
virtualno delo enostavno med sabo sestejemo. Virtualno delo zapisemo kot SW'.

Virtualno delo sile je definirano kot skalarni produkt vektorja sile in virtualnega pomika
prijemalisca sile.

Virtualno delo momenta je definirano kot skalarni produkt momenta in virtualnega zasuka
telesa.

Tako lahko virtualno delo sil in momentov zapisemo, kot je prikazano spodaj, Kjer je F vektor
rezultante zunanjih sil in M vsota vseh zunanjih momentov.

SW = FT8r + M&6 (4.29)

4.8.1 PosploSene sile

Z vpeljavo virtualnega dela pridemo tudi do izraza posplosene sile. PosploSene sile predstavlja
izraz, ki zajema vse zunanje sile in momente zapisane v posplosenih koordinatah. Na spodnji
sliki imamo prikazan vpliv zunanje sile in zunanjega momenta na prosto gibajoce se telo v
ravnini.

Slika 4.16: Virtualno delo zunanje sile in zunanjega momenta na prosto gibajoce se telo

Zapisimo virtualno delo zunanjih sil in zunanjih momentov.

SW = F'8rp + M56 (4.30)
Izrazimo virtualni pomik toc¢ke P na katero deluje sila F s pomocjo gibljive baze.
_ —sinf —cosO][u
51p = 61 + | MEE (4.31)

cosf —sinf o
Zgornji zapis tako vstavimo v enacbo (4.30) in dobimo spodnji zapis.

6w = FT (57 + [‘Ci”;’ :‘;‘i’;g (%] 56) + M50
e [ e
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V zgornji enacbi Qy predstavlja vektor posplosenih zunanjih sil in Qg predstavlja zunanje
vplive, ki so povezani z rotacijo telesa. Ker po navadi zapiSemo pozicije vektorjev zunanjih sil
v posplosenih koordinatah, lahko za prosto telo izberemo koordinate q; = x, g, =y inqs =
6. Tako dobimo naslednji izraz kjer je Q vektor vseh posploSenih zunanjih sil vklju¢no z
zunanjimi momenti in q je vektor vseh posplosenih koordinat.

6W = Q16q1 + Q26q2 + Q36q3
4+ Qa1 (4.33)

Primer 4.11: Zapisite virtualno delo zunanjih sil in momentov, ki delujejo na batni mehanizem
glede na virtualni zasuk &6,.

Slika 4.17: Virtualno delo zunanjih sil in momentov na batnem mehanizmu

Najprej zapiSemo virtualno delo posameznih zunanjih vplivov za posamezno telo in jih med
sabo seStejemo.

SW = M50, + F3"6r; + F,674, (4.34)
Za tem potrebujemo virtualni pomik za vektor r.

S l, cos 8, + (I3/2) cos 03]
¢ 7 li,sin 8, + (13/2) sin 6,

51' _ _lz Sin 02 602 - (13/2) Sin 93 593] (435)
€7 11,cos6,80, + (I3/2) cos 05 565
Virtualni pomik vstavimo v enacbo (4.34).
OSW = M,60, — Fsuly sin 0, 66, — F3,(13/2) sin 03 603 + F3,, 1, cos 6, 56, (4.36)
+F3,,(l3/2) cos 05 603 + Fu014y '
Pridobljeno enacbo zapisemo v matri¢ni obliki iz katere izpostavimo §6,, §65 in 67y,
M, — Fsxl; sin 0, + F3,,1; cos 6, T 50,
W = [—Fs,(I3/2) sin 05 + F3,(I3/2) cos 65 [603] (4.37)
F4_ 5T4x

Trenutni zapis virtualnega dela $e ni ustrezen, saj $e vsebuje odvisne koordinate. Ce Zelimo
zapisati virtualno delo zunanjih vplivov glede na neodvisno koordinato §6,, moramo §65 in
&1y, zapisati v odvisnosti od §6,. To smo Ze storili v primeru 4.9 kar uporabimo tudi v tem
primeru. Tako dobimo konéen izraz za virtualno delo izrazeno z virtualnim pomikom neodvisne
koordinate 66,.
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ow
M, — F3,1; sin 6, + F3,, 1, cos 6, r 1
. (4.38)
= [—F3,(I3/2) sin 05 + F3,(I3/2) cos 05 —l; cos 6, /13 cos 63 56,
F, —l,l5 sin(6, — 63) /15 cos B4

Skalarni produkt obeh matrik lahko zapiSemo splosno, Kjer Q predstavlja vse posplosene
zunanje sile, ki vkljucujejo tudi moment.

SW =Q56, (4.39)

Primer 4.12: Zapisite virtualno delo zunanjih sil in momentov, ki delujejo na Stiri zgibni
mehanizem glede na virtualni zasuk §6.,.

Slika 4.18: Virtualno delo zunanjih sil in momentov na $tiri zgibnem mehanizmu

Najprej zapiSemo virtualno delo posameznih zunanjih vplivov za posamezno telo in jih med
sabo seStejemo.

SW = M,80, + F3"6r; + M,66, (4.40)
Za tem potrebujemo virtualni pomik za vektor r¢, ki pa je v konkretnem primeru kar enak
virtualnemu pomiku v prejSnjem primeru.

—1,sin 8,60, — (l5/2) sin 05 664

Orc = [, cos 6,80, + (I3/2) cos 05 565 (4.41)
Virtualni pomik §r; vstavimo v enacbo (4.40).
OSW = M,60, — Fsuly sin 0, 66, — F3,(13/2) sin 03 603 + F3,, 1, cos 6, 56, (4.42)

+F3,,(l3/2) cos 65 663 + M,60,
Trenutni zapis virtualnega dela $e ni ustrezen, saj vsebuje $e odvisne koordinate. Ce Zelimo
zapisati virtualno delo zunanjih vplivov glede na neodvisno koordinato §6,, moramo §65 in
66, zapisati v odvisnosti od §6,. To smo Ze storili v primeru 4.10 kar uporabimo tudi v tem
primeru. Tako dobimo koncen izraz za virtualno delo izraZeno z virtualnim pomikom neodvisne
koordinate 66,.
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lz Sin(94 - 92)

5 ,60, 3xlo SiN 6, 60, 3x(13/2) sin 63 I3 sin(6; — 6,) 06
I, sin(0, — 6,)
Fayly cos 0, 80, + Fay,(13/2) cos 6 66, (443
+ F3,1, cos 6,80, + 3y( 3/2) cos 03 l;sin(6; — 6,) 2 ( )

lz SiTl(@z - 93)
47 60,
l, sin(6; — 6,)
Virtualni pomik 66, lahko izrazimo in tako pridemo bo posplosenih zunanjih sil Q.

l,sin(6,— 6
6W == [Mz - F3xlz Sin 92 - F3x(l3/2) Sin 93 lz S ( 4 2)
3

+ F3,1; cos 6,

in(6s — 64)
l, sin(6, — 6,) l, sin(0, — 63) (4.44)
F3,(13/2 0 60
+ 3)/( 3/ )COS 3 l3 Sin(93 - 94) 4 l4, Sin(93 - 94) z

4.8.2 Virtualno delo konservativnih in nekonservativnih sil

Dolocene sile, ki se pojavljajo v dinami¢nih sistemih se ohranjajo, dolo¢ene pa ne. Silam, ki se
ohranjajo pravimo konservativne sile. Silam, ki se ne ohranjajo pa pravimo nekonservativne
sile. Med konservativne sile spadata gravitacijska sila ter sila, ki se pojavi v vzmeti. Obe sili se
ohranjata. Gravitacijska sila je konstanta po celotnem opazovanem prostoru v katerem se giblje
dinamic¢ni sistem. Sila v vzmeti pa se ohranja tako dolgo, dokler se sila ne povrne nazaj v
zaCetno ravnovesno stanje. Virtualno delo gravitacijske sile prikazuje spodnja enacba Kjer je
predznak negativen, saj gravitacija deluje v obratni smeri od predvidene y koordinate.

W = —mgdy (4.45)
Virtualno delo sile v vzmeti pa prikazuje spodnja enacba. Virtualno delo v sili piSemo kot
pozitivno. Predznak vzmeti definira raztezek, e je raztezek pozitiven, bo virtualno delo
pozitivno in obratno.

SW = kxéx (4.46)
Virtualno delo nekonservativnih sil smo zZe zapisali v prej$njih primerih vendar jih nismo
poimenovali tako. Nekonservativne sile so vse zunanje sile, zunanji momenti in momenti,
generirani z motorji, ki delujejo na opazovani dinami¢ni sistem. Virtualno delo
nekonzervativnih zunanjih sil zapiSemo, kot prikazuje enacba (4.30).

4.8.3 Virtualno delo reakcijskih sil v podporah

Reakcijske sile, ki se pojavljajo v podporah, sledijo 3. Newtonovemu zakonu akcije in reakcije.
Zato je virtualno delo reakcijskih sil v podporah vedno enako ni¢. Poglejmo primer rotacijskega
sklepa.
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X FPJ//*FPU

Slika 4.19: Virtualno delo reakcijskih sil v podporah

Kot lahko vidimo v tocki P na telo i deluje sila Fpj;. Prav tako v isti tocki P deluje na telo j sila
Fp;j, Ki pa je nasprotno usmerjena kot sila na telo i. Virtualno delo posameznih reakcijskih sil
posameznih teles tako znaSa §W; = —Fp;61p In SW; = Fp;;67p, pri Cemer sta sili Fpj;; = Fp;;.
V kolikor sestejemo virtualno delo posameznih teles dobimo, da je virtualno delo enako nic.

W = SWl + SWI = —ijl-Srp + Fpijérp =0 (447)

4.9 Princip uporabe virtualnega dela v statiki oz.
staticnem ravnotezju

4.9.1 Virtualno delo v statiki

V nadaljevanju si bomo pogledali princip uporabe virtualnega dela v statiki 0z. stati¢cnem
ravnotezju. Dostikrat se zgodi, da imamo dinami¢ni model a nas zanima trenutni navor ali
potrebna sila, ki vzdrzuje dinami¢ni sistem v statiénem ravnotezju. V taksnih primerih se
princip virtualnega dela izkaze za zelo uporabnega. Na telo i naj deluje sistem zunanjih sil in
sistem zunanjih momentov, kot to prikazuje slika 4.20. Ta sistem sil in momentov, ki prav tako
vsebuje reakcijske sile, lahko zamenjamo z ekvivalentno silo (rezultanto) in ekvivalentnim
momentom, ki predstavljata skupek vseh zunanjih sil in zunanjih momentov.
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Slika 4.20: Princip uporabe virtualnega dela pri stati¢cnem ravnotezju

Virtualno delo vseh zunanjih sil lahko zapiSemo kot:

SW, = Fi;"6r, + Fip 6ry+...+F, 61, + (Miy + Mip+... +M;,,)86; (4.48)
V zgornji enacbi je r, vektor prijemalis¢a posamezne zunanje sile. Virtualno delo zunanjih sil
lahko zapiSemo tudi kot vsoto.

n m
j=1 j=1
Zapisimo sedaj virtualno delo ekvivalentne zunanje sile in ekvivalentnega zunanjega momenta.
SW, = F;,”6r, + M,;,56; (4.50)

Virtualno delo vseh zunanjih sil in momentov mora tako biti enako virtualnemu delu
ekvivalentne zunanje sile in ekvivalentnemu zunanjemu momentu W, = SW,.

n m
Z Fij' 1) + <Z Mij> §6; = F,' 87, + M;,66; (4.51)
j=1 j=1
V kolikor je telo v statiénem ravnotezju po tem velja naslednji pogoj.
F,,”=0,M,=0 (4.52)

Prav tako velja pogoj:
F,.,"6r, =0,M;866; =0 (4.53)
Tukaj je potrebno poudariti, da virtualni pomik in virtualni zasuk ne moreta biti enaka nic, saj

sta po definiciji oba mozna in skladna z omejitvami. S tem pridemo do konéne ugotovitve, da
je virtualno delo zunanjih sil in momentov pri staticnem ravnotezju enako nic.

FieTSTe + MieSBi =0

S =0 (4.54)

4.9.2 Pridobivanje ravnoteznih enacb

Naj bo sistem n,, togih teles podvrzen sistemu zunanjih sil in momentov ter zapisan tako, kot
prikazuje enacba spodaj.

F=[F,"F,..F,” M = [M, M, ...M,,]” (4.55)
Virtualno delo sistema zunanjih sil in momentov tako zapisemo kot:
n T m
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Pri tem lahko pomik 7 in 8; zapiSemo v odvisnosti od posploSenih neodvisnih koordinat q;.

ri =1;(q;),6; = 0;(q;) (4.57)
Virtualni pomik in zasuk tako znasata:
or; 00;
o5r; =—L68q;,60, = —L5q;, 458
KT T T (59)
Z upostevanjem zgornje enac¢be dobimo iz enacbe (4.56) zapis
70T 20;
SW, = ( TS BT M, a—q’) 5q;. (4.59)
Tega lahko okrajSano zapiSemo kot
W, = Q,4q;, (4.60)

kjer je @, vektor posplosenih zunanjih sil. V kolikor je sistem v staticnem ravnotezju pridemo
do naslednje enacbe.

W, = Q,6q; =0 (4.61)
Kot smo Ze dejali, definicija virtualnega pomika ne dopusSca, da je ta enak ni¢. Tako ostane
edina moznost, da je Q, vektor posploSenih zunanjih sil enak nic.

Q=0 (4.62)
V vektorju Q, je toliko ravnoteznih enacb, kolikor ima opazovani sistem prostostnih stopenj.

Primer 4.13: Za prikazan sistem na sliki 4.21 je potrebno s pomocjo virtualnega dela poiskati
potreben moment M,, da bo sistem v statiénem ravnotezju.

Slika 4.21: Batni mehanizem v statiénem ravnotezju

Potrebno je zapisati virtualno delo vseh zunanjih sil in momentov, kot tudi virtualno delo
gravitacije. Vse to mora biti enako ni¢. Samo takrat bo sistem v stati¢nem ravnotezju.

OW, = My60, — myg8ryy, — M3gdrsy, + Fu614, = 0 (4.63)
V zgornji enacbi je potrebno zapisati vse virtualne pomike glede na neodvisno koordinato 6,.

12y = (1/2) sin 6, — 613y, = (I3/2) cos 6, 56,
13y =l sin0, + (I3/2) sin B3 — 813y, = I cos 6, 660, + (13/2) cos 63 605 (4.64)
Tay = lp cos 0, + 130505 = 61y, = =1, 5in 0, 56, — I3 5in 05 665
Kot lahko opazimo, v zgornji enacbi Se vedno nastopa odvisna koordinata 5. To odpravimo s
pomocjo geometrijske relacije dveh trikotnikov v batnem mehanizmu, kot to prikazuje spodnja
slika.
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Slika 4.22: Geometrijska relacija dveh trikotnikov znotraj batnega mehanizma

Za skupno visino V obeh pravokotnih trikotnikov lahko zapisemo naslednjo relacijo.

l2 Sin 92 = _l3 Sin 93 (465)
To spremenimo v virtualni pomik in izrazimo §65;.
l, cos 8,60,
=—— 4.66
965 5 cos 65 (4.66)

Zgornji izraz vstavimo v enacbo (4.64).

l
01y = (EZ) cos 0, 86,
l, cos 6, l, cos 6,
T 2= T 2
6T4x = _lz sin 92 692 + lz coSs 92 tan 63 662
= (=1, sin 0, + 1, cos 0, tan 63)66,
Zgornje izraze sedaj vstavimo v enacbo (4.63) in tako dobimo konéno enacbo.

57‘3y = lz coS 92 692 - (467)

l, cos 6,

2 (4.68)
+ F, (=1, sin 8, + 1, cos 0, tan 03)] 66, =0

M, —m,g(l,/2) cos 8, —mzg

Kon¢ni izraz lahko zapisemo kot §W, = Q,60, = 0, Kkjer je Q, izraz posplosenih zunanjih sil.
Ta izraz bo enak ni¢ samo v primeru, ¢e bo Q, enak nic, saj virtualni zasuk ne more biti enak
ni¢. Iz Q, lahko sedaj izrazimo potreben moment na motorju, da bo batni mehanizem v
statiénem ravnotezju.

l, cos 6,

7~ F,(=1l,sin 0, + I, cos 0, tan6;)  (4.69)

M, = m,g(l,/2) cos 0, + m3g
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Primer 4.14: Za dvoosni manipulator prikazan na sliki 4.23, ki je v staticnem ravnotezju,
poiscite potrebna momenta na motorju, ki vzdrzujeta ravnotezje.

*F.

Slika 4.23: Dvoosni mehanizem v stati¢cnem ravnoteZju

Zapisimo virtualno delo sistema, Ki zajema zunanje sile in momente ter vpliv gravitacije.

6]/]/2 = M2692 - m2g51'2y + M3663 - m3g57”3y + F3T6r3p =0 (470)
V zgornji enacbi je potrebno zapisati vse virtualne pomike glede na neodvisni koordinati 8, in
0s.

12y = (I3/2) sin 6, — 613y, = (I3/2) cos 6, 56,

13y =l sin B, + (I3/2) sin 63 — 813, = I, cos 6, 60, + (I3/2) cos 03 565 (4.71)
l, cos 0, + 15 cos 0, —1,5in 0,80, — I3 5in 65 505 '
Tp3 = [12 sinB, + I3 sin 93] = 0Tps = | 1 cos 0, 66, + Ly cos 05 565 ]
Pridobljene virtualne pomike vstavimo v enacbo (4.70).
W, = M,66, —m,g(l,/2) cos 0,56, + M350,
—m3g(l, cos 0,660, + (l3/2) cos 5 663) 4.72)

+ F3T _lz Sin 92 602 - l3 Sin 63 503]

l, cos 0,60, + 15 cos 05605
Iz zgornje enacbe izpostavimo vse izraze, ki so vezani na virtualni zasuk 66, in §65 loceno in
tako pridemo do kon¢ne enacbe.

oW, = [Mz —m,g(l,/2) cos 6, — msgl, cos 0, — F3,1, sin 6,
+ F3,1; cos 02]692 (4.73)
+ [M3 —m3zg(l3/2) cos 05 — Fs,l3 sin 03 + F3,, 15 cos 93]603
Ker gre za stati¢no ravnotezje, morata biti izraza v oklepajih enaka ni¢, saj virtualna zasuka po

definiciji ne moreta biti enaka ni¢. Iz tega dobimo izraz za potreben moment na posameznem
motorju, da bo dvoosni manipulator v staticnem ravnotezju.

M, = myg(l,/2) cos 6, + m3gl, cos 0, + Fs,l; sin 0, — F3,1; cos 6,

M3 = m3g(l3/2) coS 93 + ngl3 sin 93 — F3yl3 coS 93 (474)
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4.10 Princip uporabe virtualnega dela v dinamiki

4.10.1 Virtualno delo v dinamiki

Uporaba virtualnega dela v dinamiki temelji na D'Alambertovem principu. Vpliv zunanjih sil
in zunanjih momentov na sistem mora biti enak vztrajnostnim silam in vztrajnostnim
momentom opazovanega sistema. To je osnova s pomocjo katere izpeljemo uporabo principa
virtualnega dela v dinamiki. D'Alambertov princip zapisemo, kot prikazujeta spodnji enacbi.

F,—mia; =0
i i (475)
- . . - - Mi _]iei = O -, = - -
V kolikor zelimo sestevati Sile in momente moramo le te spremeniti v virtualno delo. To storimo
tako, da zgornjo enacbo s silami pomnozimo z virtualnim pomikom ter zgornjo enacbo z
momenti pomnozimo z virtualnim zasukom.

Fi —ma; = 0/5ri
M; —Ji6; = 0/66;
S tem spremenimo sile in momente v virtualno delo in jih lahko med sabo preprosto sestejemo.

(Fi - miai)&‘i + (Ml —]191)691 =0 (477)
Virtualno delo razdelimo na delo, ki ga opravijo zunanje sile in zunanji momenti in na virtualno
delo, ki ga opravijo vztrajnostne sile in vztrajnostni momenti.

(Fi(STi + Ml69l) — (miai&‘i +1191691) =0
6W, = Fi6r; + M;66; (4.78)
SM/U = miaiSri +]101691
SW,—6W, =0

(4.76)

V kolikor imamo v sistemu n teles zgornjo enacbo preuredimo.

n n
SW,; — z SW,; = 0 (4.79)
i=1 i=1
Iz enacbe (4.79) ugotovimo, da je virtualno delo zunanjih sil, ki delujejo na sistem teles enako

virtualnemu delu vztrajnostnih sil obravnavanih teles.
4.10.2 Pridobivanje gibalnih oz. dinamié¢nih enacbh

Naj bo sistem n;, togih teles podvrzen sistemu zunanjih sil in momentov zapisan tako, kot
prikazuje enacba spodaj.

F=[F,"F,”...F,"| .M =M M,.. M, (4.80)
Virtualno delo sistema zunanjih sil in momentov tako zapisemo kot:
n m
_ T

Na sistem n;, togih teles delujejo tudi vztrajnostne sile in vztrajnostni momenti, ki jih zapisemo
z virtualnim delom, kot prikazuje enacba spodaj.
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Mp .
J

Pri tem lahko pomik r; in 6; zapiSemo v odvisnosti od posploSenih neodvisnih koordinat g;.

r; =71;(q;),9; = 6;(q:) (4.83)
Virtualni pomik in zasuk tako znasata:
or; 00;
J J
—=6q;,60;, = —6q; 4.84
74, 8q;,60; 24, 6qi, (4.84)

Z upos$tevanjem zgornje enacbe tako dobimo iz enacb (4.81) in (4.82) enacbo (4.85) za virtualno
delo zunanjih sil in zunanjih momentov ter vztrajnostnih sil in vztrajnostnin momentov.

SW, = nFTar+Zm 606
VAT T ’0q 1

np or; . 00;
oW, = z mja]a +]] ]aql 4q;

Izraza iz zgornje enacbe lahko kra_] Se zaplsemo s pomocjo vektorja posploSenih zunanjih sil Q,
in vektorja posplosenih vztrajnostnih sil Q,,.

6VVZ = Qz;6ql

W, = Q," 4q;
Ker mora biti virtualno delo zunanjih sil enako virtualnemu delo vztrajnostnih sil lahko konéen
izraz zapiSemo, kot to prikazuje spodnja enacba.

SW, — W, = (Q,' — Q, )8q; =0 (4.87)

Virtualni pomik po definiciji ne more biti enak ni€ zato sledi, da je vektor posploSenih zunanjih
sil enak vektorju posploSenih vztrajnostnih sil.

Q;=0Qy (4.88)

61"]' =

(4.85)

(4.86)

Primer 4.15: Za batni mehanizem na sliki 4.24, na katerega delujeta zunanji moment in zunanja
sila, pridobite gibalne enacbe s pomocjo virtualnega dela.

MyQyy

Slika 4.24: Uporaba virtualnega dela za pridobivanje gibalnih enacb batnega mehanizma

Batni mehanizem ima samo 1 prostostno stopnjo, kar pomeni, da pri¢akujemo samo eno gibalno
enacbo, kjer je 6, neodvisna koordinata. Najprej je potrebno zapisati virtualno delo vseh
zunanjih sil in zunanjih momentov glede na neodvisno koordinato 6,. To smo storili Ze v
primeru 4.13. Enac¢bo (4.69) Se enkrat uporabimo.
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l, cos 6,
2 (4.89)
+ F, (=1, sin 6, + 1, cos B, tan 93)] 66,

V naslednjem koraku je potrebno zapisati virtualno delo vseh vztrajnostnih sil in vztrajnostnih
momentov, ki delujejo na batni mehanizem.

W, = My —myg(l;/2) cos 6, —msg

SW, = mua, 61, + J,0, + maasT61r; + J305 + mya,, 01y, (4.90)
V zgornji enacbi virtualni pomik ni izraZzen glede na neodvisno koordinato. Virtualne pomike
zapisemo glede na neodvisno koordinato.

L, LY .
(5) cos 6, — (5) sin 6, 66,
2 = lz d 61‘2 = lz
(E) sin 0, (E) cos 0,60,
I3
l, cos 6, + (—) cos 03
ry = 2 (4.91)

l
l,sin 6, + (5) sin 65

P —l,sin 8, 60, — (l5/2) sin 0, 693]
37 [1,c0s0,86, + (I3/2) cos 65 60,
Tyx = Ly 0505 + 13 co0s 05 = 61y, = =1, 5in 0,60, — l535in 05 504

V zgornjih ena¢bah imamo S$e¢ vedno virtualno delo zapisano v odvisnih koordinatah.
Spomnimo se razmerja, ki smo ga Ze uporabili pri primeru 4.13. To uporabimo tudi v tem
primeru in tako pridobimo sledece enacbe za virtualne pomike.

P —(l,/2) sin 6, 692]
271 (1,/2)cos 6, 56,
P [—lz sin 8, 66, + (1,/2) cos 6, tan 6, 692] (4.92)
3 (1,/2) cos 6, 60,

5T4x = _lz sin 92 692 + lz coS 92 tan 63 602

Virtualne pomike izrazene iz zgornje enacbe vstavimo sedaj v enacbo (4.90), Kjer po
preurejanju dobimo spodnjo enacbo za virtualno delo vseh vztrajnostnih sil in vztrajnostnih
momentov.

(SVVU = [_m2a2x(l2/2) sin 92 + mzazy(lz/Z) coS 92 +]2é2
+ mzaz, (=1, sin 6, + (I;/2) cos 6, tan 63) + mzas,(1,/2) cos 6,

.. l,cos0, (4.93)

~ )39 ose, + myuay, (=1, sin 8, + 1, cos 0, tan 65)]66,

Izraz v oglatem oklepaju iz zgornje enacbe predstavlja posplosene vztrajnostne sile Q,,, ki se
pojavljajo na bathem mehanizmu. Sedaj je virtualno delo zunanjih sil in zunanjih momentov v
enacbi (4.89) in virtualno delo vztrajnostnih sil in vztrajnostnih momentov v enacbi (4.93)
zapisano glede na virtualno delo neodvisne koordinate §6,. Tako lahko ti dve enacbi med sabo
odStejemo in njuna razlika mora biti enaka nic.

SW, — SW, = 0

02562 - Qv562 = (Qz - Qv)692 =0
Ker virtualni pomik ne more biti enak ni¢ nas to pripelje do kon¢ne gibalne enacbe, ki opisuje
gibanje batnega mehanizma na katerega delujeta zunanji moment in sila.

(4.94)
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l, [, cos 0, )

M, —m,g (E) cos 0, —msg > + F,(—1,sin 0, + 1, cos 0, tan 63)
l l ..

= —Mydy, (é) sin 0, + mya,, (%) cos 0, + J,0,

L2 (4.95)

2
+ m3a3y(l2/2) coSs 92 _]3

+ msas, (—lz sinf, + ( ) cos 0, tan 93>
. l,cos0
93 2 2
5 cos 05
+ myay, (=1, sin 8, + 1, cos 6, tan 63)

Primer 4.16: Za dinamic¢ni sistem dvoosnega manipulatorja na sliki 4.25, na katerega deluje
zunanja sila in zunanja momenta motorjev, je potrebno pridobiti gibalne enac¢be s pomocjo
virtualnega dela.

Slika 4.25: Uporaba virtualnega dela za pridobivanje gibalnih ena¢b dvoosnega manipulatorja

V primeru 4.14 smo Ze definirali virtualno delo vseh zunanjih sil in zunanjim momentov vendar
jih sedaj ne enacimo z ni¢, temve¢ z virtualnim delom vztrajnostnih sil in vztrajnostnih
momentov. Prepisemo enacbo (4.73).

oW, = [Mz —m,g(l,/2) cos 6, —msgl, cos 0, — F3,1, sin 6,
+ F3yl, cos 6,66, (4.96)
+ [M3 - m3g(l3/2) coS 93 - F3xl3 Sin 93 + F3yl3 coS 93]693
Zgornjo enacbo lahko poenostavimo.
SW, = Q4260; + Q,360; (4.97)
Zapisimo virtualno delo vztrajnostnih sil in vztrajnostnih momentov dvoosnega manipulatorja.
W, = mya,Tér, + 1,0, + maasT6r; + J30, (4.98)
V zgornji enacbi virtualni pomik ni izrazen glede na neodvisni koordinati. Virtualne pomike
zapiSemo glede na neodvisni koordinati 6, in 65.
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Ly Ly .
(5) cos 6, — (3) sin 6, 66,
r, = - 0r, = I
(52) sin 6, (52) cos 6, 60,
l
l, cos B, + (53) cos 0 (4.99)
1‘3 = d

l
l,sin6, + (53) sin 65

_[—lysin6,60, — (I3/2) sinB3 66,
1 1lyc056,686, + (I3/2) cos 65 56, ]

Virtualne pomike izrazene iz zgornje enaCbe vstavimo sedaj v enacbo (4.98), Kjer po
preurejanju dobimo spodnjo enacbo za virtualno delo vseh vztrajnostnih sil in vztrajnostnih
momentov.

ors

l l ..
oW, = [—m2a2x Ezsin 0, + myay, EZ cos 0, + J,60, —msas,l, sin 6,
+ msas,l; cos 92] 66, (4.100)

l l ..
+ [—m3a3x§sin 0; + m3a3y§cos 03 + J305| 505

Ce zgornjo ena¢bo poenostavimo, dobimo preprosti izraz.

W, = Qy260; + Q3503 (4.101)
Iz definicije sledi, da mora biti virtualno delo zunanjih sil enako virtualnemu delu vztrajnostnih
sil. Tako lahko ena¢imo enacbi (4.96) in (4.101).

oW, = W,
Q22605 + Q33603 = Q,,60; + Q3605 (4.102)
(sz - Qv2)692 + (Qz3 - Qv3)603 =0
Zopet velja, da virtualni pomiki ne morejo biti enaki ni€. Tako je edina moZnost, da sta izraza
v oklepajih enaka ni¢ oz. enaka drug drugemu. Za neodvisno spremenljivko 6, tako dobimo
sledeci izraz.

l
M, — ngizcos 0, — msgl, cos 0, — Fzxl; sin 8, + Fs, 1, cos 0, =

l l ..
_m2a2x %Sln 92 + mzazyEZCOS 92 +]292 - m3a3xl2 Sin 92 (4103)
+ mgazyl; cos 6,
Za neodvisno spremenljivko 85 pa dobimo izraz zapisan spodaj.
l
M3 —msg = cos 03 — Fsxl3sin 03 + F3, 13 cos 0; =
2 (4.104)

[ l ..
—m3a3x§sin 0; + m3a3y§cos 03 + J50;
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4.11 lzpeljava Lagrangeeve enacbe

4.11.1 Lagrangeeva enacba

Lagrangeeva enacba je Se eno moc¢no orodje za pridobivanje gibalnih enacb opazovanega
dinamiénega sistema. Z uporabo kineti¢ne in potencialne energije s pomocjo Lagrangeeve
enacbe pridobimo enako Stevilo gibalnih enacb, kot ima sistem prostostnih stopenj. Izpeljavo
Lagrangeeve enacbe izpeljemo s pomocjo uporabe virtualnega dela vztrajnostne sile na togem
telesu.

SW, = | p;i"6r;dV; (4.105)
Vi
V zgornji enacbi p; predstavlja gostoto togega telesa, r; predstavlja globalno pozicijo poljubne
tocke na togem telesu zapisane z generaliziranimi koordinatami, dV; pa predstavlja volumen
togega telesa. lzraz fV_ p;dV; = m; predstavlja maso togega telesa. Globalno pozicijo poljubne
to¢ke 1; je potrebno zapisati s pomoc¢jo posplosenih koordinat in izraziti virtualni pomik
poljubne tocke glede na posplosene koordinate.

or;
r; =1;(qt) - 6r; = a—qlaq (4.106)

Virtualni pomik iz zgornje enacbe vstavimo v enacbo (4.105) iz katere lahko zapiSemo izraz za
posploseno silo.

oW, = f piT; 6qu

awv Q,,Taq (4.107)

. 7 OT; or; r ..
Q, = j;ipiri EdVi = j;ipi <%) r;dV;

Za izpeljavo Lagrangeeve enacbe je potrebno zapisati hitrost tocke r;.
or;dq Oor; O0r; or;
" =—q+— 4.108
Ti=Gqdr "ot aqd ot (4.108)
Za izpeljavo Lagrangeeve enacbe potrebujemo tudi parcialni odvod od ;.
01"1- _ d (E)ri X arl)
3 _aq\aq 1 ot
or; 0 ((’)ri _)+ 0 <ari>
dq 0q\dq aq \ ot

Pravilo parcialnih odvodov omogoca, da v zadnjem ¢lenu zgornje enacbe vrstni red odvajanja
parcialnih odvodov zamenjamo. Zadnji ¢len tako postane nic.

ar; 0 (ari ')+ 0 (ari) 0 (6r>
dq 0q\dq at\aq/) oat\aq

(4.109)

oF, 8 (or (4.110)
aq  oq (% )
To enacbo razpisemo in pogledamo vrednosti parcialnih odvodov.
61"i _ d ari . ari d . (4111)

94 0q0q ' 9904
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Prvi €¢len na desni strani zgornje enacbe je enak ni¢, saj vektor r; ne vsebuje hitrosti
generalizirane koordinate ¢. Drugi ¢len na desni pa je kar enak parcialnemu odvodu vektorja
T; po posploseni koordinati q.

d ari .

g oq =
ori o or (4.112)
aqaq1 ™~ aq

Tako pridemo do pomembne relacije parcialnih odvodov polozaja in hitrosti po posplo$enih
koordinatah in posplosenih hitrostih.

or-  or:
ori _ori (4.113)
dq 0q
Zgornjo enakost uporabimo v enacbi (4.107).
= f (ari)T FdV; = f (ah)T FdV (4.114)
Q, = Vipi 7 rdV; = Vipi 4 rdV; :

V pridobljeni enacbi Se vedno nastopa pospesek. Tega se znebimo s pomocjo naslednjega
odvoda.

d [01\" d (01" N\
S i = () i (2 g 4.115
dtl(@i]) rll dt(aq) rl+(aq) T (4.115)

Iz zgornje enacbe izrazimo zadnji ¢len na desni strani, saj ta prestavlja vrednost znotraj integrala
v enacbi (4.114) kjer nastopa pospesek #;.

oF\" d [ 01\ d (07
(—l> = (—l) T ——(—l> T (4.116)
aq dt|\dq dt\odq
V zgornji enacbi sedaj uporabimo relacijo, ki smo jo izpeljavi v enacbi (4.113), za zadnji ¢len
na desni strani.
or\" d [ 01\ d (ory"
(52) #==|(52) 7| -2 (5=) # (4.117)
aq dt|\dq dt\dq

V drugem ¢lenu na desni strani zgornje enacbe lahko zamenjamo vrstni red odvajanja ter v obeh
¢lenih na desni strani vstavimo vektor hitrosti #; v parcialni odvod.

<61'~i)T . d (ai'i)T, a (d )T_
aq) "' ac|\ag) T T aql\ac’) T
(ari)T L dfo (7 a (i1,
aq) "' T daclag\ 2 aq\ 2
Zgornji izraz vstavimo v enacbo (4.114) ter zamenjamo vrstni red integriranja in odvajanja.
_ j d[o (v a (i
Qv = v laclog\ "2 aq\ 2
d

_ G, f rl-TridV G, f riTridV
Q= 24 Vipi 2 Vil "3 Vipi >4V

T
2
Iz definicije uporabe virtualnega dela v dinamiki in D'Alambertovega principa vemo, da morajo

biti posploSene vztrajnostne sile enake posplosenim zunanjim silam Q,, = Q,. Tako dobimo

(4.118)

dv,

(4.119)

.. wi e e . . 1 . T. . ey .
V zgornji enacbi je izraz z integralom fv- Pi dv; = Smry T = T; enak kineti¢ni energiji.
15
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naslednji izraz.

d (0T\" T
= _(a_.l) _ (&) (4.120)
dt\dq dq

Ta izraz Se ni kon¢na Lagrangeeva enacba, saj v njem potencialna energija Se ne nastopa
eksplicitno. Vektor zunanjih posplosenih sil vsebuje tako konservativne kot nekonservativne
zunanje sile. Kot konservativne zunanje sile smo navedli, da sta to gravitacija in sila vzmeti.
Sila vzmeti nas trenutno ne zanima toliko, kolikor nas zanima gravitacijska sila. Vemo, da je
potencialna energija povezana z gravitacijsko silo. To zapiSemo s posploseno koordinato.

Vi =m;gq (4121)
Zunanje posploSene sile tako razdelimo na konservativne in nekonservativne.
d (0T\" (9T\"
— — (L) (2 4.122
Qz = Qo + Qnk dt(aq) (6q) (4.122)

Gravitacijsko konservativno silo dobimo, ¢e enac¢bo (4.121) parcialno odvajamo glede na q ter
dodamo negativni predznak, saj v veéini primerov gravitacijska sila deluje v nasprotno smer od
postavitve koordinatnega sistema.
GI'AN
__(%% 4.123
Qo (0q ) ( )
Zgornji izraz vstavimo v enac¢bo (4.122) in po preurejanju dobimo slede¢o enacbo.

(6Vi)T N _d (6Ti)T (6Ti)T
aq Qvk =7 aq aq

_d (o -\ (o~ 1)\
QNK_%( 0q >_< 0q )

V zgornji enacbi izraz T, =V, =L predstavlja Lagrangeeano, ki je razlika med kineti¢no in
potencialno energijo opazovanega sistema. S tem pridemo do kon¢ne Lagrangeeve enacbe, Ki
pravi, da je vektor generaliziranih nekonzervativnih zunanjih sil enak izrazu, ki vkljucuje
kineti¢no in potencialno energijo sistema, kot je prikazano spodaj.

d (L\" /oL\"
_<__) - <_) = Qux (4.125)
dt \oq dq

Spomnimo Se, da vektor nekonzervativnih posploSenih sil pridobimo s pomocjo zapisa
virtualnega dela nekonzervativnih sil zapisanega z virtualnim pomikom po posploseni

koordinati q.

(4.124)

SWNK = QTNK(Sq (4126)
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Primer 4.17: Na primeru dvoosnega manipulatorja, na katerega delujejo zunanja sila in zunanja
momenta, uporabite Lagrangeevo metodo za pridobivanje gibalnih enacb opazovanega sistema.

Slika 4.26: Dvoosni manipulator in Lagrangeeva enacba

Pri Lagrangeevi metodi potrebujemo kineti¢no in potencialno energijo opazovanega sistema.
Kineti¢na energija posameznega elementa je tako translacijska kot rotacijska energija.

T = %mzrzTrz + %]2922 + %m31"3T1'”3 + 5136'23 (4.127)
Potlej zapiSemo potencialno energijo sistema.
V =mygr,, + msgrs, (4.128)
ZapiSemo virtualno delo zunanjih nekonservativnih sil in momentov.
SWyk = My86, + M3865 + F3"61p (4.129)

Preden vstavimo vse te izraze v Lagrangeevo enacbo, je te izraze potrebno razpisati za
posamezne vektorje pozicije 15,73, 72y, T3y, 6Tp.

(l,/2) cos 62] ) —(1,/2)6, sin 6,
rz = . d 1"2 = .
(13/2) sin 6, (1,/2)0, cos 6,

1'3 — lz CO.S 92 + (13/2) C.OS 93] N 1,'3 — l_lzez Sin 92 - (l3/2)93 Sin 03] (4130)

l,sin6, + (I5/2) sin 64 1,0, cos 0, + (I13/2)05 cos 05

_ [lz cos 6, + I3 cos 63] L ST = —l,sin 0, 60, — I3 sin 05 603]

P11, sin0, + 15 sin 6, TP =1, cos 0,86, + s cos 85 565
Te izraze sedaj vstavimo v enacbe (4.127), (4.128) in (4.129). Za kineti¢no energijo tako
dobimo sledeco enacbo.
1 L. 2, 11 .
T=§m2 (—592817192) +<592C0592) +E]29 2+
2

1 . L . . l; .
—ms l<_1292 sin@, — 5393 sin 93> + (lzez cos 0, + 5393 cos 93)

2
4,131
. ] L (4131

1 .
513923

Po preurejanju dobimo naslednjo enacbo za kineti¢no energijo.
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1 L% 1 .
T=Em2 (?2) 022 +E]2022+

2 (4.132)
1 . I3\" ., . 1 .,
Emg 129 2+<§) 6 3+lzl3COS(62_93) 9293 +§]30 3
Za potencialno energijo dobimo sledeco enacbo.
l l
V= ngizsin 0, + msyg (lz sin@, + Essin 93> (4.133)

Za virtualno delo nekonservativnih zunanjih sil in momentov po preurejanju dobimo enacbo
prikazano spodaj.

SWNK = M2692 + M3693

+ [F5cos @3 F3sin@s]” —l;sin 0, 60, — l3sin 65 593]

l,cos6,60, + 13cos 03605 (4.134)
SWNK = [M2 - F3 coS (p3 lz sin 92 + F3 sin g03 l2 coS 92]602
+ [M3 — F5 cos @3 13 sin 05 + F5 sin @3 I3 cos 051505
Sedaj lahko zapisSemo Lagrangeeano L =T — V.
1 ., 1.
L=T-V= Emz (EZ) 922 + 512922
1 : I3\ . .
+5ms [13922 + (53) 025 + 1,15 cos(0, — 65) 9293l (4.135)

1 A2 l2 . . l3 .
+ 5]39 3 —MmMyg Esm 0, —msg (lz sin @, + Esm 93>
Enacbi (4.135) in (4.134) vstavimo v enacbo (4.125). Ker imamo sistem z dvema prostostnima

stopnjama, imamo dve neodvisni koordinati 8, in 65. Tako je vektor posplosenih koordinat
enak q = [0, 65]7. Lagrangeevo enatbo bomo tako dvakrat obravnavali za vsako neodvisno
spremenljivko posebej. Najprej uporabimo Lagrangeevo enacbo za neodvisno spremenljivko
0,. Lagrangeevo enacbo tako zapiSemo, kot prikazuje spodnja enacba.

d (0L oL
%(£> ~(55) = Qux®2) (4.136)

Najprej je potrebno poiskati parcialni odvod Lagrangeeane po Kotni hitrosti 6,.

oL L\ . : | :

30, - M2 (%) 6, + 20, + m3l50, + §m3l2l3 cos(6, — 63) 63 (4.137)
2

Po tem izvedemo ¢asovni odvod zgornje enacbe.

(k) - (12)2+ AL
dt 692 =|\m; > J2 + m3l5 )6,
1 . DN s
- §m3lzl3 Sin(92 - 63) (92 - 63)63 (4138)

1 ..
+ Em3lzl3 cos(0, — 65) 65
Nazadnje izvedemo $e parcialni odvod Lagrangeeane po zasuku 6,.
L 1 ) . L,
30, =~ Em3l2l3 sin(6, — 03) 6,05 —m,g 5 cos 6, —msgl, cos 9, (4.139)
2

Sedaj izraze iz (4.139), (4.138) in del enacbe (4.134) za 6, vstavimo v enacbo (4.136). S tem
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pridobimo prvo gibalno enacbo nasega sistema.

I\ L1 "
(mz (EZ) +]2 +m3l%> 92 +Em3l213 COS(QZ _93) 93
1 . C N s
- §m3lzl3 sin(6, — 65) (92 - 93)93 + (4.140)
1 .. l
§m3lzl3 sin(8, — 63) 6,605 + ngzzcos 0, + mygl, cos 6, =

M, — F5 cos @3 1, sin 8, + F3 sin @3 1, cos 0,

Sedaj ponovimo celoten postopek odvajanja s parcialnimi in ¢asovnimi odvodi za drugo
neodvisno spremenljivko 65.

d (dL oL
E(a_e‘v) ~(557) = Q@ (4.141)

Najprej je potrebno poiskati parcialni odvod Lagrangeeane po kotni hitrosti 5.

oL I3\* | _
o5 - M3 (—) 05 + J305 + =msl, 15 cos(6, — 65) 0, (4.142)
005 2 2

Po tem izvedemo Casovni odvod zgornje enacbe.

d [ oL I\% .. I | »
E @ =mgs (E) 63 +]363 + §m3lzl3 COS(02 - 93) 02 -

1 (4.143)
Em3l2l3 SiTl(@z - 93) (92 - 93)0.2
Nazadnje izvedemo Se parcialni odvod Lagrangeeane po zasuku 65.
L 1 ] . L5
- = _m3l213 Slﬂ(@z - 03) 0203 - m3g —COoS 93 (4144)
d60; 2 2

Sedaj izraze iz (4.144), (4.143) in del enacbe (4.134) za 65 vstavimo v enacbo (4.141). S tem
pridobimo drugo gibalno enacbo nasega sistema in tako pridobimo obe gibalni enacbi, ki
opiseta dinami¢ni odziv dvoosnega manipulatorja.

2

I .1 "
<m3 (33) +]3> 05 + Em3lzl3 cos(6, — 63) 0,

1 . C N
- Em3lzl3 sin(6; — 63) (92 - 93)92 - (4.145)

1 . l
Emglzlg Siﬂ(@z - 93) 9293 + m3g§3COS 63

= M3 — F3 cos @3 l3sin 05 + F3 sin @3 I3 cos 05

4.11.2 Upostevanje sile vzmeti pri Lagrangeevi metodi

V poglavju 4.8.2 smo definirali konservativne in nekonservativne sile. Pri tem smo dejali, da
sila vzmeti spada pod konservativne sile tako kot sila gravitacije. Kot tak$no jo pri Lagrangeevi
metodi vklju¢imo k potencialni energiji. Poglejmo si primer.
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Primer 4.18: Za vzmetno nihalo z vzmetno konstanto k, na sliki 4.27 zapisite gibalne enacbe
sistema z uporabo Lagrangeeve metode.

Slika 4.27: Vzmetno nihalo in Lagrangeeva metoda

Sistem ima dve prostostni stopnji kar pomeni, da bosta za opis sistema potrebni dve gibalni
enacbi. Prav tako potrebujemo dve posploSeni koordinati. Podobno, kot v primeru 4.5, tudi
tukaj izbira x in y koordinate ni ustrezna, saj koordinati med sabo nista neodvisni. Za opis
sistema si izberemo polarne koordinate z enotskima vektorjema e,. in eg,. V smeri e, imamo
razdaljo r,. Ta opisuje pozicijo vzmeti. Za vzmet je pomembno, da vemo njeno zacetno lego.
S tem namenom razdaljo r, razdelimo na r, = ry + r(t), Kjer r, opisuje zacetni raztezek
vzmeti, r(t) pa trenutni odmik od zacetne lege. Tako je prva posplosena koordinata enaka r(t),
druga pa je kar zasuk vzmetnega nihala 6,(t). To sta dve med seboj neodvisni generalizirani
koordinati.

Za uporabo Lagrangeeve metode potrebujemo kineti¢no in potencialno energijo sistema.
Kineti¢na energija je tako sestavljena iz translacijske in rotacijske energije.

1 1 .
T = Emz‘f'zz + Emzrzzgzz (4146)
V kolikor odvajamo razdaljo r,,, potem dobimo 7, = r(t).

1 1 .
T =2 mai () +5my(ry + ()20, (4.147)
Potencialna energija v tem primeru vsebuje $e energijo vzmeti, ki pa je odvisna samo od

trenutnega raztezka.
1
V = _ng(ro + T(t)) cos 02 + Ekzr(t)z (4148)

Ker na sistem vzmetnega nihala ne deluje nobena zunanja nekonservativna sila, v tem primeru
ne potrebujemo princip virtualnega dela, da bi pridobili nekonservativne sile zapisane v
posplosenih koordinatah.

Nadaljujemo z zapisom Lagrangeeane in uporabe Lagrangeeve enacbe.
1 1 .
L=T-V= Emzf(t)z + Emz(ro + r(t))2922 + m,g(ry + r(t)) cos 6,

1
—Ekzr(t)z
Lagrangeeano vstavimo v Lagrangeevo enacbo in najprej odvajamo po prvi posploSeni
koordinati r(t).

(4.150)
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oL ot
d(aL)— (e (4.151)
e \or(t)) ma (6) '
oL .2
0] =m,(ry +1r(t))0, + m,gcos b, — k,r(t)
Zgornje izraze vstavimo v Lagrangeevo enacbo in dobimo prvo gibalno enacbo.
m,#(t) —my(ry + r(t))ézz —myg cos b, +k,r(t) =0 (4.152)
Sedaj odvajamo Se po drugi posploseni koordinati 8, (t).
oL .
— =m,(ry + 1 (t))%0
o = M+ ()%,
d (0dL s .
— (= = 2m,(ry + 7 (t))7(t) 0, + my(ry + 7(t))%6, (4.153)
dt\ao,
L

a9, = —m,g(ry + r(t))sin0,

Zgornje izraze vstavimo v Lagrangeevo enacbo in dobimo Se drugo gibalno enacbo. S tem smo
popolnoma opisali vzmetno nihalo s pomocjo Lagrangeeve metode.

m, (1o + 1(t))?0, + 2m, (g + ()7 (t)8, + myg(ry + r(t)) sinf, = 0 (4.154)
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