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DIRICHLETOV PRINCIP

Pri reSevanju raznih problemskih nalog, Se posebej pri tistih, ki zahtevajo dokaz
obstoja objektov z neko dolo¢eno lastnostjo, nam pogosto pomaga Dirichletov
princip, imenovan po nem$kem matematiku P.G.L. Dirichletu (1805 — 1859).
Ta preprosti princip ima ve¢ popularnih imen, na primer: “problem zajékov
in kletk”, “problem Skatel in kroglic'” in podobno. Lahko ga formuliramo ta-
kole:

Ce je v n Skatlah spravljeno ve¢ kot n kroglic, potem mora vsaj ena Skatla vse-
bovati veé kot eno kroglico.

Z nekaj primeri bomo sedaj ilustrirali uporabo tega principa.

ZGLED 1. Dokazimo, da sta med desetimi slué¢ajno izbranimi naravnimi $tevili
vsaj dve taki $tevili, da je njuna razlika deljiva z 9.

RESITEV. Pri deljenju naravnega tevila z 9 je lahko ostanek eno izmed $tevil:
0,1, 2, .. 7, 8. Ker imamo 10 §tevil in s tem tudi 10 ostankov, ki pa lahko
zavzamejo najve¢ 9 razli¢nih vrednosti, nam Dirichletov princip pove, da imata
vsaj dve med desetimi izbranimi Stevili isti ostanek pri deljenju z 9. Oznaéimo
ti dve $tevili z ny in n, in s érko r njun skupni ostanek pri deljenju z 9. Tedaj
imamo

ny=9+r in ny,=9m+r

kjer sta m in k naravni Stevili. Zato je njuna razlika ny — n, = 9(k —m) deljiva
z 9. Dokaz je s tem koné&an.

ZGLED 2. V razredu je 20 u&encev. Pri $olski nalogi iz matematike nihée od
ucencev ni napravil ve¢ kot 5 napak. Dokazimo, da so vsaj tirje u¢enci napra-
vili isto $tevilo napak.

RESITEV. Razvrstimo uéence v “Skatle”, tako da v isto "Skatlo” spravimo
ucéence, ki so napravili enako 3tevilo napak. Ker so uéenci napravili 0,1, 2, 3,
4 ali b napak, je takih ""$katel” Sest. V za nas najbolj neugodnem primeru bi bi-
li v vsaki "Skatli” po trije uenci, torej dva ostaneta (20=6.3+2). Na osnovi
Dirichletovega principa obstaja "Skatla’’, v kateri so vsaj §tirje uéenci, kar je bi-
lo potrebno dokazati.

ZGLED 3. V pravilnem dvanajstkotniku pobarvamo nekatere izmed diagonal.
Dokazimo, da obstajata vsaj dve oglis¢i, v katerih se kon¢uje enako Stevilo po-
barvanih diagonoal.
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RESITEV. V vsakem ogli§éu se konéuje 9 diagonal. Zato imamo v vsakem
ogli3éu 10 moznosti za $tevilo obarvanih diagonal. Oglis¢ (“’kroglic”) pa je 12.
Po Dirichletovem principu obstajata vsaj dve ogliséi z istim Stevilom obarvanih
diagonal.

ZGLED 4. V kvadratu s stranico 1 je poljubno razvriéenih 51 toék. Ali je moz-
no med njimi poiskati tri to¢ke, ki jih pokriva krog s polmerom 1/7?
RESITEV. Dani kvadrat v obliki 3ahovnice razdelimo na 25 kvadratov s strani-
co 1/6. Dirichletov princip nam pove, da obstaja kvadrat, ki skupaj s svojimi
stranicami vsebuje vsaj 3 togke. Ker je 2/7 veéje od v/2/5, lahko ta kvadrat po-
krijemo s krogom polmera 1/7.

Ce vam je Dirichletov princip s svojo preprostostjo in uéinkovitostjo vieé,
se lahko samostojno lotite reSevanja naslednjih problemov.

1. Jugoslavija ima manj kot 23 milijonov prebivalcev in veé¢ kot 7000 naselij.
Dokatzite, da imata vsaj dve naselji enako Stevilo prebivalcev.
2. Koliko najmanj naravnih Stevil je potrebno vzeti, da bi med njimi gotovo
obstajali dve $tevili, katerih razlika je deljiva s 57
3. V kvadratu s stranico 1 je izbranih 101 toék, tako da nobena trojica izmed
teh toék ne lezi na isti premici. DokaZite obstoj trikotnika z ogli&i v treh
izmed teh toék in s povriino, manj$o od 0,01,
4. V omari imamo 4 pare rjavih in 4 pare érnih &evljev. Koliko najmanj
¢evljev je potrebno na slepo vzeti iz omare, da bi imeli vsaj en par &evljev iste
barve?
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