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NoJTCIMOTIIZ O

FIATERTIAA
UPORABA KOMPLEKSNIH STEVIL V RAVNINSKI

GEOMETRUI = drugi del

V prvi §tevilki Preseka smo definirali kompleksni nagib premice skozi togki «

in B kot x = E_ fl_. Dokazali smo tudi naslednji trditvi:
Premici sta vzporef:lxni natanko tedaj, ko sta kompleksna nagiba enaka.
Premici sta pravokotni natanko tedaj, ko sta kompleksna nagiba nasprotna.
Tako smo se pripravili na obravnavo trikotnika v kompleksni ravnini.
Naj bodo tri razlitna kompleksna 3tevila «, B in v oglid€a trikotnika. Pred-
postavimo lahko, da leZi sredid€e trikotniku ofrtane kroZnice (ozna&imo ga z
o) v koordinatnem izhodi¥€u (torej o = 0) in da je polmer tega kroga enak
1. Tedaj je ax = BB =7 = 1. Ce pri teh pogojih izraéunamo kompleksni
nagib premice, na kateri leZita togki a in 3, dobimo

f-a_ pod—app
p-= B-&

Podobno dobimo za nosilki drugih dveh trikotnikovih stranic.

=—af .

Oglejmo si sedaj nekaj zanimivih rezultatov:

e Recimo, da je trikotnik enakokrak z vrhom pri . V tem primeru je premica
skozi y in — simetrala daljice med o in B in je zato pravokotna na premico
skozi & in B. S kompleksnimi nagibi to zapiSemo

1= _ .2
) Otﬁ .
7= (-7)

Dokaz lahko preberemo nazaj tudi v obratni smeri.

Torej: trikotnik je enakokrak (z vrhom pri «y) natanko tedaj, ko velja za oglisZa
zveza o8 = 2.

e Kako bi izratunali noZise viSine iz v v poljubnem trikotniku?
. Mnm—-— _ PHP-a _
Nozig€e oznalimo z i in zapi§imo zvezii —— = —= = aff in
N1 = B—a

. S prvo zvezo smo zahtevali, da je premica skozi v in 11

B=a o=

B-a m-a
pravokotna na premico skozi a in 3, z drugo pa, da leZi y; na premici skozi
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a in B. Sistem (z neznankama <y in 77) reSimo in dobimo

a+pB+y—aBfy

M= 5

Podobno dolo€imo 3e ostali dve noZiséi.

e Tudi vidinska totka k trikotnika ne dela tezav:

v ; . L. K= —a
Zapi&imo pogoja pravokotnosti vi$in na dve stranici: — I = —g — =
K=" —
. k—p ¥—a i . ’
= affin —= = ———— = ay. Sistem reSimo in dobimo k = a+ B+ 1.
K — T—-a

Enostavno preverimo, da smo zadostili tudi pogoju pravokotnosti vi§ine na
: . K—a v—p8
tretjo stranico! ———— = — = = Bv.
R-& 7-P

a+pB+7

e TeZiile trikotnika lahko zapiSemo takoj: 7 = 3

Vidimo, da leZijo totke o, 7T in k na isti premici. To premico imenujemo
Eulerjeva premica.

e Oglejmo si Se neko karakteristiéno lastnost enakokrakih trikotnikov:
Naj bo trikotnik enakokrak z vrhom 7. Potem je Eulerjeva premica pravo-

kotna na osnovnico in lahko zapisemo x g = a8. Tudi tu velja obrat:
a+ B+ o o 5 2
b xp= _—_+_ = af z nekaj radunanja izpeljemo a8 = v~.
Trikotnik je torej enakokrak (z vrhom -y) natanko tedaj, ko za nagib Eulerjeve
premice velja x g = of8.

e Na tej premici leZi tudi sredis€e kroZnice devetih tock; tega si bomo sedaj
ogledali.

Naj bo 2 razpolovis€e daljice od @ do B. Torej y2 = #. Podobno

ozna&imo %e oy in G2,

Naj bo 3 razpolovisZe daljice od v do . Torej y3 = L =7+ Z +ﬁ.

Podobno ozna&imo %e a3 in B3. 2 2
Hkrati z Ze izraunanimi noZis&i vidin (totke a1, B1,7v1) smo tako definirali
devet togk: oj, Bi, vi (i=1,2,3).

Vse te totke leZijo na isti kroZnici, kar ni tezko videti, saj so vse enako od-
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daljene od totke § = Eﬂﬂ,

Izrafunajmo najprej tri razdalje: |y; — 8| = | — aB7/2| = 1/2

|v2 =8| =|—/2|=1/2in |y3 —&| = |v/2| = 1/2. Ostalih Zest razdalj pa
nam pravzaprav ni treba rafunati, saj lahko v gornjih treh enabah dvakrat
cikliZno zamenjamo 3tevila o, B in .

Sredi¥€e § tega kroga s polmerom 1/2 pa seveda leZi na Eulerjevi premici.

A

h.
ey ll‘\
T et W

KroZnica devetih totk

e Oglejmo si 8e en primer uporabe kompleksnega nagiba:

Trikotniku z oglis€i o, B in 7

oértamo kroZnico. Spet lahko pred- A
postavimo, da leZi sredi¥€e trikot- / o

niku oErtane kroZnice v koordinat- | \
nem izhodi¥%u in da je njen polmer i 4 "\
enak 1. ‘/ " N\
Na kroZnici izberemo togko £. Pra- wf e A W
vokotne projekcije te totke na pre- % =
mice nosilke posmeznih stranic oz- s
naéimo z o', B in 4/. Dokazali bo- N :
mo, da leZijo te to€ke na isti premici; s SUUE )
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imenujemo jo Simsonova premica.
Izra&unali smo Ze

yoatBtE—apt g

_at+y+é—ayt
> = ;

2

I mf

ﬁ_ = af+y€. Zaradi

7B

Z nekaj ralunske spretnosti hitro vidimo, da je

ik B
simetrije velja tudi ’Y_, o:_f = af3v€, kar pa ¥e pomeni, da so totke o, B’
v -«

in 4 kolinearne.

o VeZ truda in ra&unske spretnosti pa zahteva izra&un sredi¥Za trikotniku
vértane kroZnice, ki ga ozna€imo s o.

Navedimo samo rezultat: o = /af8 + /By + /7. Priizraunu kvadrat-
nega korena ,/uv izberemo vedno tisto Stevilo, ki leZi na sredini pozitivno
orientiranega loka od w do v.

e Za zakljuZek pa izpeljimo Ze eno karakteristino lastnost enakokrakih trikot-
nikov:

Trikotnik je enakokrak natanko tedaj, ko leZi sredie vErtane kroZnice na
Eulerjevi premici.

Pois€imo najprej enatbo za nagib premice skozi o in o

_VeB+ By + /e
i R T
VeB ' /By ' ya
_aBA+Byva+avB
va+ B+ /A

Trikotnik je torej enakokrak natanko tedaj, ko je xo = xE.
V ta namen si oglejmo izraz o — xg. Z veliko mero potrpeZljivosti izradu-
namo razliko teh dveh ulomkov in Stevec tako dobljenega ulomka razstavimo.
lzraz v 3tevcu je (VBv — a)(/7a — B)(VaPB — v)v/aBy. Odtod lahko
preberemo dokaz v obe smeri.

Uporaba kompleksnih Stevil v geometriji ni tezka — zaheva nekaj misel-
nega napora in precej racunske spretnosti.

o

Matjaz Zeljko





