MATEMATIKA

Na napakah se ucimo ali
Malfattijev problem
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NADA RAZPET

- Geometrijske naloge reSujemo tako, da si naj-
prej nariSemo skico, pri kateri pa vcasih Ze uposte-
vamo nekatere predpostavke. Kaj pa ce le-te niso
pravilne? Nekaj podobnega se je zgodilo italijan-
skemu matematiku Malfattiju. Ta je leta 1803 v
delu Memoria sopra un problema stereotomico ob-
javil naslednji problem (slika 1): Dana je pokoncna
trikotna prizma iz nekega materiala, npr. marmor-
ja. KaksSna naj bo medsebojna lega treh izrezanih
valjev, ki imajo enako viSino, kot je prizma, da bo
ostanek materiala najmanjsi [1]?

Malfatti je prostorski problem prevedel na ravnin-
skega in v istem delu zapisal: Kako naj iz trikotnika
izrezemo tri kroge tako, da bo njihova skupna plo-
S¢ina najvecja?

Malfatti je bil preprican, da je vsota ploSc¢in tako
vertanih krogov, kot je to na sliki 1, tudi najvecja,
ampak izkaze se, da to ne drZi. Vendar je Ze kon-
strukcija teh krogov svojevrstni matematicni izziv, s
katerim se bomo spopadli tudi mi.

Malo zgodovine

Malfatti ni bil prvi, ki je zastavil ta problem. Ze leta
1384 naj bi ga reSeval italijanski matematik Giglio di
Cecco da Montepulciano. Njegov rokopis hranijo v
Biblioteca Comunale degli Intronati v Sieni. Pravijo
tudi, da je leta 1703 Jacob Bernoulli reSeval ta pro-
blem za enakokraki trikotnik. Kako v trikotnik vcr-
tati tri med seboj dotikajocCe se kroge, je leta 1811
objavil Joseph Diaz Gergonne, leta 1826 Jacob Stei-
ner in leta 1853 Karl Schellbach. Vec¢ najdemo v [2].

Problem so poznali tudi na Japonskem ([3]). Tam
je matematik Naonubu Ajima v 18. stoletju reSeval
naslednji problem: Kako v trikotnik v¢rtamo tri med
seboj dotikajoce se kroge? (slika 2)

SLIKA 1.
Zgoraj: prizmi so vcrtani trije valji. Spodaj: trikotniku so vCrtani
trije krogi.

SLIKA 2.
Ajimov problem treh trikotniku vértanih krogov
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Ajima je ploS¢ino trikotnika izrazil s Heronovo
formulo, izracunal polmer trikotniku vértanega kro-
ga, nato pa z uvedbo novih spremenljivk izra¢unal
polmere posameznih krogov. Racun je podoben kot
pri izracunu obrnjenega Malfattijevega problema, je
pa zahtevnejsi in obseZen. Ajima je po izracunu na-
vedel Se poseben primer: ¢e merijo stranice a = 507,
b =3751in ¢ = 252, potem je ¥; = 64, > = 56,25, in
13 = 36.

Obrnjen Malfattijev problem

Tudi na lesenih tablicah (sangaku), ki so obeSene na
stenah japonskih templjev, najdemo primer, ki je ne-
kaksen obrnjen Malfattijev problem: #;, v» in ¥3 so
polmeri treh med seboj dotikajocCih se krogov (glej
sliko 2). Konstruiraj trikotnik, ki se dotika vseh treh
krogov, in mu vcrtaj krog. Izrazi polmer vcrtanega
kroga s polmeri vy, v» in v3. Pri reSitvi naloge je bilo
zapisano opozorilo: Racun je dolg, reSitev pa rela-
tivno preprosta. Skicirajmo, kako je japonski mate-
matik Omura Kazuhide v knjigi Sanpo Tenzan Tebi-
kiguza (izSla leta 1841) z angleSkim naslovom Alge-
braic Methods of Geometry resil to nalogo.

Nekaj priprave

V trikotnik vértamo krog s srediS¢em S in polmerom
¥, na sliki 3 oznacen z rdeco barvo, in tri med seboj
dotikajoce se kroge s srediSci Sq, S» in S3 ter ustre-
znimi polmeri 7y, 7> in 3.

Daljici AM in AM’ sta odseka na tangentah, zato
je AM = AM’. Stirikotnik AMS>M’ je deltoid. Tudi
Stirikotnika BT S3N in CPS; P’ sta deltoida (na sliki 3
so deltoidi sivo obarvani).

Najprej trikotniku ABC odreZemo te tri deltoide
(slika 4).

Nato s Skarjami zareZemo Se po daljicah S5y, SS>
bljeni lik dopolnimo do pravokotnika, kot kaze slika
5.

DolZine daljic TP, P’M’ in MN so razdalje med
dvema dotikaliS¢ema krogov s stranicami trikotnika
ABC. Izracunajmo eno od teh razdalj.

Pomagamo si s skico 6. Trikotnik S>HS3 je pravo-
kotni trikotnik in zanj velja

= (2 +73)2 = [S3HI? + (12 — 13)%,
|S3H|? = IMN|? = 471,73,

MATEMATIKA
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SLIKA 3.
Obarvane deltoide odrezemo.
SLIKA 4.
Osrednji del razrezemo in lik razgrnemo.
= MN =27r73. (1)

Ugotovili smo, da je razdalja med dotikaliS¢ema kro-
gov ravno dvakratnik korena iz produkta polmerov
dotikajocih se krogov (enacba 1). Zato velja

" TP +P'M' + MN = 2( /1113 + /1172 + /1273).

Stirikotniki TPS;S3, P’M’S>S; in MNS3S, so tra-
pezi, v vsakem sta osnovnici kar ustrezna polmera,
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SLIKA 5.
Razgrnjeni lik dopolnimo do pravokotnika.
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SLIKA 6.
Racunanje razdalj med dotikaliS¢ema dveh sosednjih krogov

viSine pa razdalje med dotikali$¢i, zato so ploScine
trapezov:

= p1=p(TPS5153) = (r3 +711)/1377,
p2 =p(P'M'S:81) = (11 + )12,
p3 = p(MNS3S2) = (12 + 13)/1273.

Da dobimo plosc¢ine oznacenih petkotnikov, moramo
k ploS¢inam trapezov dodati Se plos¢ino osrednjega
trikotnika S$75>S3. Izracunamo jo po Heronovem
obrazcu. Pri tem so stranice a; = v1 +v¥3, b1 =71 +1
in ¢; = 7> + 73 in polovica obsega ¥; + 1> + 73:

= p(8515283) = \/(1’1 + 72 +13) (117273).

Izracunajmo Se plosSc¢ine dopolnilnih trikotnikov (na
sliki 5 so oznaceni ¢rtkano). Vsi so pravokotni triko-
tniki. Ena kateta je vedno enaka razliki dveh polme-
rov, drugo pa moramo izracunati.

Ozrimo se na sliko 3. Daljici BJ in BK sta enako
dolgi, saj sta to odseka na tangentah iz ogliS¢a B

na trikotniku vértanega kroga. 1z istega razloga sta
enako dolgi tudi BN = BT, saj sta tudi to odseka na
tangentah kotu B vCrtanega kroga. Zato velja:

= BJ=BK, BN=BT = KT=]JN=x,

A] =AL, AM =AM = MJ=M'L=x,,
CL=CK, CP'=CP = PL=PK-=x3.

Razdalje med dotikaliS¢ema krogov s stranicami so:

= PT =213 =Xx1+X3
MN = 2./1r3 = X1 + X2
M'P' =2 /11 = X2 + X3. (2)

Iz sistema treh enacb (enacbe 2) s tremi neznankami
izratunamo xi, x> in x3:

" X1 = V3V P21V3 — V21,
X2 = /T2V3 + /12¥1 — /1377,
X3 = 13V + /12V1 — \/1273.

ZapiSimo ploscine dodanih trikotnikov (slika 5):
= P(S3H1S) = 5~ r3)x1 = p(SHAS3),
p(SH2S1) = %(7’ - 711)X3,
p(SH3S2) = %(7’ —72)X2.
PloS¢ino pravokotnika TNH4H; izracunamo na

dva nacina. Prvi je kar po osnovnem obrazcu za ra-
Cunanje ploScin, to je s produktom obeh stranic:

" pp = 2vr (1371 + /1112 + /T2o13). 3)

Drugi pa z vsoto ploscin trapezov, osrednjega trikot-
nika in dodanih trikotnikov:

= pp=p1+p2+p3+p(515:253) + p(S3H1S)+
p(SH4S3) + p(SH251) + p(SH3S2). (4)

Z malo racunske spretnosti lahko iz enacb (3) in (4)
dobimo kon¢ni rezultat:

.o 2,\/111213 .
VAT T = TR AT

Polmer trikotniku vcrtanega kroga smo izrazili s pol-
meri treh dotikajoc¢ih se krogov.
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Malfattijev izracun in konstrukcija

Poglejmo, kako je Malfatti konstruiral svoje tri kroge
[4]. Vemo, da srediS¢a krogov lezZijo na simetralah
kotov. Ce poznamo $e odseke x, v in z (slika 7), po-
tem znamo kroge nacrtati. Vse uporabljene oznake
lahko preberemo na sliki 7.

Problem bomo resili, ¢e najdemo x, y in z, to so
razdalje od oglis¢ do dotikaliS¢ posameznega kroga
s stranicama, ali povedano drugace, ¢e poznamo tan-
gentne odseke.

Vpeljimo oznake in zapiSimo osnovne povezave,
ki jih poznamo Ze iz prejSnjih primerov:

= w = AE = AF, t = BF = BD,
u=CD=CE PQ =2/,
a=t+u, b=w+u, c=w+t
. a=BC=AQ:+Q1D1 +D:C=>

t+u=y+2/rr+z,
b=AC=AP1+P1E1 + E1C >
w+U=x+2/N7r3+ 2z,
c=AB=AP+PQ+QB =
w+t=x+2/11r2+ .
1z relacij
= AAPS, ~ ANAFS ABS>Q ~ ABSF

s podobnimi trikotniki dobimo:

(5)

in

. n_r n_Y
x ! y ot
2
rix X
nr = Y, am=r2
wt wt
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SLIKA 7.
Malfattijev racun polmerov krogov

Na enak nacin
= ABS>Q ~ ABSF

[vz
V13 =1L
2 tu
in

= AAPS; ~ AAFS

zX
JATs =7

uw
Pri tem smo z v oznacili polmer vértanega kroga, z
¥1, 72 in 73 pa polmere ostalih treh krogov. Zame-
njamo izraze pod koreni v enacbah (5), ki vsebujejo
polmere krogov, z novimi izrazi in dobimo

-x+y+2r,/Q=w+t,
wt
yz
+z+2r\/=—=t+u,
y+z T‘/tu u
x+z+21q/ﬁ:u+w. (6)
uw

Pri tem so v, w, t,u koliCine, ki so doloCene s triko-
tnikom ABC (polmer vértanega kroga in odseki na
njegovih tangentah, to je na stranicah trikotnika). Iz
sistema treh enacb (6) izrazimo x, y in z (Malfatti je
za izracun baje potreboval nekaj strani):

in ACS3Dy ~ ACSD =

in ACS3D1 ~ ACSD =

s 2x=wAt+uU—1+ V2 w2 -2+t
N

2y =wHt+u—r—Vr2 + w2 +Vr2 + t2-
N

2z=wHt+u—7r—Vr2+ w2 —Vr2 + 12+

Vre +u2,

PRESEK 45 (2017/2018) 2




MATEMATIKA

%

r = ANl = Af(l

Yy = BNQ = BK'Q

C'C"=a+b+c
C'H=(a+b+c)/2=s
MI'=SC+SB+ SA+r
MT—C'H=VW =2m

e
c’ b A (=3 a C
7 C ~
' s=(a+b+c)/2 T~ i Ao Y T ________ . -
VR i N SLIKA 8.
sC SB 1SA T Malfattijeva konstruk-
V i . LW cija treh krogov
2m
Velja: krog s srediS¢em v S in polmerom m. Krog seka si-
metrale kotov v tockah N1, N> in N3. Velja:
= — /2 2 — /2 2
SA=VrEH WS SB=NTE L, = ANj=SA-m=x BN.=BS-m=1y
SC=vVr2+u?2 w+u-+t=s. CN3 =SC—-m = z.
Naj bo NariSemo kroZne loke iz ogliS¢ trikotnika A, Bin C z

" 2m=SA+SB+SC+7r—s.
Potem velja

" 2SA-2m=SA+SA-SA-SB-SC—-7r+s
=SA-SB-SC—-1r+s5=2x.

Torej je
= x=SA-m.

Odseke na stranicah trikotnika x, y in z torej lahko
zapiSemo kot
" x=SA-m, y=SB-m, z=SC-m.
Konstrukcija je razvidna iz slike 8. Trikotniku
ABC nariSemo simetrale kotov in poiSCemo prese-
CiS¢e S. Veértamo mu krog s polmerom v. Stranico
¢ na obeh straneh podaljSamo za b oziroma a. Dol-
Zina daljice C'C"" je obseg trikotnika ABC. Razpolo-
vimo daljico in dobimo polovico obsega (dolZina da-
ljice C'H). PoiS¢emo vsoto SC+SB+SA+v,toje MT,
od nje odStejemo pol obsega s in dobimo VW = 2m.
Razpolovimo daljico VW in dobimo m. NariSemo

ustreznimi polmeri ANy, BN> in CN3. Dobimo tocke
Ki, K> in K3. Iz toc¢ke K7, K» in K3 nacrtamo pravoko-
tnice na stranice. Kjer te pravokotnice sekajo sime-
trale kotov, so srediSca krogov Si, S» in S3. Polmeri
krogov so potem: v; = S1Kyq, 12 = $2K> in r3 = S3K3.
Ugotovili smo, da se lahko iz navidez preproste
naloge marsikaj nau¢imo. O tem, kakSna je pravilna
reSitev Malfattijevega problema, pa kdaj drugic.
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