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(RTEMATIBA

100 LET PEANOVIH AKSIOMOV

Leta 1891 je italijanski matematik in logik Guiseppe Peano (1858-1932)
objavil aksiome za naravna $tevila, ki jih po njem imenujemo Peanovi aksiomi.
V resnici jih je povzel po nemskem matematiku Richardu Dedekindu (1831-
1916), ki jih je tri leta prej objavil v svojem delu Kaj so in &emu sluZijo §tevila.
Torej bi bilo bolj po¥teno, &e bi jih imenovali Dedekind-Peanovi, & e ne kar
Dedekindovi aksiomi.

Poglejmo jih!

{. 45 sanavwo Feurlo

ar . ; . =

2. haky wonarwo Sl w g, matoas
; ’ ' \
ho wnega morledacki, v (W' =wed),

3. 4 mi marledmiks mobewega Sunloy.
= - f ' - -

2. Ce ® m,rw,qumg m =% fcu.tq
morledmiha waka , M2 tudy Mol
g hL).

5 Viehs muorced, Vv hatou g 4 v by
h ki Menlow, v web S 717 ))
m, wthuge Mo, A Funli, .

Prvi 8tirje so tako preprosti, da nimamo &esa dodati. Tudi peti je
razumljiv. Pove, da mnofZica, ki mu ustreza, vsebuje 3tevilo 1, pa njegovega
naslednika 2 in nato 3 kot naslednika 3tevila 2 itd. Ogitno pride na ta naéin
s€asoma vsako naravno Ztevilo na vrsto, torej vsebuje taka mnoZica res vsa
naravna Stevila. SrednjeSolci poznate ta aksiom pod imenom na&elo popolne
ali matematicne indukcije. Je zelo mo&no dokazovalno sredstvo v matematiki.
Ce doka¥emo, da velja neka lastnost za Stevilo 1 in da velja za naslednika n’,

kakor hitro velja za Stevilo n, potem lahko na njegovi osnovi sklepamo, da
velja ta lastnost za vsa naravna 3tevila.
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Denimo, da bi radi dokazali trditev, da so vsa $tevila oblike 7712482n+1,
kjer je n poljubno naravno Ztevilo, deljiva s 3tevilom 57. Za n = 1 trditev
velja, ker je

73 4+8%=855=15.57.

Za n = 2 je vrednost izraza petmestno 3tevilo, za n = 3 %e sedemmestno.
Oé¢itno je, da bi bilo deljivost s 57 zamudno preverjati celo za posamezen in
niti ne velik n. S Peanovim petim aksiomom bomo preverjanje hitro opravili
za vsa naravna Stevila naenkrat. Za n = 1 smo trditev Ze dokazali. Dokazati
moramo ¥e: Ze ¥tevilo 57 deli 7712 4 82711 potem deli tudi ¥tevilo 72 4
+ 827"+1 Kier je n’ = n+ 1. Poglejmo:

?n!+2 4 82n'+1 - 7n+3 + 82n+3 - ?(7n+2 + 82n+1) 457 82"-{-1_

Drugi sumand na desni ima faktor 57, prvi sumand je s 57 deljiv po pred-
postavki. Torej je 3tevilo res deljivo s 57.

Na strani 83 vas &aka za spremembo Ze geometrijska naloga, pri kateri
tudi lahko uporabite na&elo popolne indukcije.

Verjetno vas je zgornja naloga prepri¢ala o pomenu petega aksioma. Kaj
pa prvi Stirje? Tako preprosti so, da se zdi, da bi lahko shajali tudi brez njih.

Vendar je pomembna tudi skupna vloga vseh petih aksiomov. Z njimi
namret lahko izpeljemo vso teorijo naravnih 2tevil, vse pomembne lastnosti
njihove strukture. Ce razen tega za neko mno¥ico ugotovimo, da ustreza
Peanovim aksiomom, potem smemo sklepati, da imajo njeni elementi lastnosti
naravnih $tevil. Pravimo tudi, da je opazovana mnoZica izomorfna mno#ici
naravnih Ztevil.

Dandanes uporabljamo aksiomatsko metodo skoraj na vseh matematiénih
podro&jih: v verjetnostni teoriji, teoriji grup, matematiéni logiki, teoriji mnoZic
... Pravimo, da je v doloZeni teoriji podan sistem aksiomov. To je sistem
odnosov, katerega osnovni elementi so:

e aksiomi;
e pravila, s katerimi lahko izpeljemo nove odnose;
e izpeljani odnosi, v matematiki so to izreki, leme, posledice ...

Pri tem mora sistem aksiomov izpolnjevati doloZene pogoje. Biti mora
neprotisloven, kar pomeni, da z istimi aksiomi ni mogoZe priti do sklepa,
da je neka trditev hkrati resni€na in neresni€na. Poleg tega mora biti sistem
tudi popoln, to je, v njem mora biti vse potrebno za izoblikovanje teorije ali
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strukture, na katero se nana3a. Lepo je tudi, da ni preseZka aksiomov, Zeprav
ni ni€ hudega, & se to zgodi. V praksi to zadnje pomeni, da je v sistem
vklju€en tudi tak aksiom, do katerega lahko pridemo iz preostalih aksiomov,
da torej aksiomi med seboj niso neodvisni. Prav tako je zaZeleno, da je v
sistemu kar najmanj aksiomov, ki naj bodo & mbolj preprosti.

Pomen aksiomov v znanosti je prvi opazil starogriki uenjak in filo-
zof Aristotel (384-322 p.n.8.), ki je poloZil temelje 3tevilnim znanstvenim
panogam. Sodil je, da morajo biti na vseh znanstvenih podro&jih izjave in
izreki, ki so sami po sebi ofitni in jih ni treba dokazovati, temveé so podlaga
in dajejo najbistvenej$e na podro&ju posamezne vede.

V matematiki je prvi sistem aksiomov postavil Evklid (3. stol. p.n.3.)
v svojih Elementih. Nana$a se na geometrijo in je bilo mo€ z njim izpe-
ljati vse dotlej znane geometrijske ugotovitve. Ustrezno geometrijo po njem
imenujemo evklidska geometrija.

Skoraj vsi Evklidovi, pa tudi 3tevilni aksiomi kasnej%ih dni so preprosti
in razumljivi. Dolgo je nasploh veljalo, da so aksiomi ofitne resnice, same
po sebi tako jasne, razvidne in logiéne, da jih ni mogo€e dokazati s e bolj
preprostimi izreki. Dandanes ni ve& nujno tako. V sodobni matematiki so
aksiomi temeljne, izhodne trditve, ki jih vzamemo kot pravilne, &etudi niso ne
dokazane in ne ravno ofitne. Aksiome postavljajo na podlagi izkuZenj, potem
ko se nabere dovolj znanja in spoznanj z nekega matematiénega podrogja.
Tedaj poskugajo matematiki to znanje sistematizirati tako, da ga oblikujejo
v sistem aksiomov. V&asih nastanejo novi aksiomi in sistemi aksiomov tudi
zato, da bi premostili teZave, ki so se pojavile v dotedanjem aksiomatskem
sistemu doloZenega podrogja.

Marija Vencelj





