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232 Matematika

PRVO SRECANJE S FIBONACCILJEVIMI STEVILI

Verjetno marsikdo med vami Ze pozna Fibonaccijeva stevila, saj tudi Pre-
sek pogosto pise o njih. Tako sta v lanskem letniku iz&la dva ra¢unalnisko
obarvana prispevka o izra¢unavanju posplosenih Fibonaccijevih stevil.
Gotovo pa so med bralci tudi taki, ki Fibonaccijevih stevil e niso srecali.
Predvsem njim je namenjen ta prispevek, kar pa seveda se ne pomeni, da
ni primeren tudi za poznavalce. V matematiki je namrec tako, da je zelo
koristno, ¢e isto strukturo spoznamo z razliénih vidikov. Pogosto se nam
namre¢ dozdeva, da neki pojem dobro razumemo, pa se kasneje izkaze, da
smo v resnici ta pojem razumeli le delno ali povréno.

Zakaj se ta stevila imenujejo Fibonaccijeva

Zgodba se zaéne leta 1202, ko je Leonardo iz Pise, bolj znan po psev-
donimu Fibonacci, napisal knjigo Liber Abacci in v njej zastavil sloviti
problem o zajcih. Pravzaprav je ohranjena le druga izdaja knjige iz leta
1228. Kakorkoli ze, vprasanje je naslednje:

Par zajcev, ki je star vsaj dva meseca, vsak mesec skoti en par zajcev.
Koliko parov zajcev imamo po enem letu, ¢e zacnemo z enim parom na
novo skotenih zajcev?

V prvem mesecu imamo torej en par zajcev. V drugem mesecu imamo
§e vedno samo ta par, saj zajca iz para Se nista dopolnila dveh mesecev.
V tretjem mesecu imamo nato dva para: zacetni par in par, ki sta ga
skotila. V naslednjem mesecu imamo tri pare: tista dva iz prejsnjega me-
seca ter par, ki ga je skotil za¢etni par. Namesto da sedaj nadaljujemo s
takim razmisljanjem, se rajsi kar vprasajmo, koliko parov zajcev imamo v
12. mesecu. Najprej ugotovimo, da imamo v 12. mesecu vse pare zajcev,
ki smo jih imeli v 11. mesecu (saj v nalogi ni nobenega pogoja o umrlji-
vosti). Koliko pa je novih parov? Vsak par, ki je dopolnil dva meseca,
je skotil en par. Takih parov pa je ravno toliko, kot je bilo vseh parov v
10. mesecu. Torej, v 12. mesecu imamo toliko parov, kolikor jih je bilo v
10. in v 11. mesecu skupaj. Celo veé, razmislek, ki smo ga naredili, velja
za poljuben mesec in ne le za dvanajstega.

Naj bo F), stevilo parov zajcev v n-tem mesecu. Ugotovili smo, da
je Fi=1,F,=1, F3=2, Fy =3 in F)5 = F}; + Fjp. Celo vet, za vsak
n > 2 velja F,, = F,,_; + F,,_,. Fibonaccijeva Stevila so torej stevila, ki
so definirana takole:

Prvi dve Fibonaccijevi Stevili sta enaki 1: F} =11in Fy = 1.

Za vse n > 2 je n-to Fibonaccijevo stevilo vsota prejsnjih dveh: F), =
=F, 1+ 2.
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Pravimo, da so Fibonaccijeva stevila podana z rekurzivno formulo.
Prvih nekaj Fibonaccijevih stevil je:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, . ..

Vidimo torej, da imamo v 12. mesecu 144 parov zajcev, po 12. mesecu pa
jih je ze 233. Skratka, mnozijo se kot zajci.

Kje se najdemo Fibonaccijeva stevila
Sestevamo z enicami in dvojkami

Za poljubno naravno Stevilo n se vpraSajmo, na koliko razliénih nac¢inov
ga lahko zapisemo kot vsoto samih enic in dvojk. Na primer, stevilo 5
lahko zapisemo na naslednjih 8 nacinov:

S5=1+4+1+4+1+1+1

5=1+1+1+2

b=14+142+1

5=1424+1+1

5=2+14+1+41

5=1+2+42
5=2+1+42
5=2+4+2+1

Oznacimo stevilo zapisov stevila n z a,,. Gornji primer torej pravi as = 8.
Bralec naj sedaj poskusi zapisati vse nacine za Stevilo 6, mi pa zapiSimo
vse nacine za Stevila do 5:

1=1 (ﬂ-l = 1)!

2:]-}—]:2(02:2),

3=1+4+14+1=1+2=2+1 (a3 =3),

4=14+14+141=14+142=1424+1=24+14+1=2+42 (ag =5)
Stevilo naéinov po vrsti je torej 1, 2, 3, 5, 8, 13; slednje naj bi bralec
preizkusil sam. To pa je, z izjemo manjkajocega prvega Fibonaccijevega

stevila Fy, prav prvih nekaj Fibonaccijevih stevil. Dokazimo, da to velja
tudi v splosnem.
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Poglejmo si vse zapise Stevila n z enicami in dvojkami. Razdelimo
zapise v dve skupini: na tiste zapise, ki se zaénejo z 1, in na tiste, ki se
zacnejo z 2. Zapisov, ki se zagénejo z 1, je prav toliko, kot je zapisov Stevila
n— 1, kar sprevidimo z odstranitvijo zacetnih enic. In dalje, zapisov, ki se
zacnejo z 2, je prav toliko, kot zapisov stevila n — 2. Torej imamo zvezo
p = ap—1+ap—z. Ker je a; =1 in ay = 2, lahko zakljuéimo, da je stevilo
zapisov gtevila n z enicami in dvojkami enako F,,,, na kratko a,, = Fj, ;1.

Hodimo po stopnicah

Stopnisce je sestavljeno iz n stopnic. Na ko-
liko razliénih nac¢inov se lahko povzpnemo do
vrha, ¢e na vsakem koraku prestopimo eno
ali dve stopnici?

Naj b, oznacuje iskano stevilo, O¢itno
velja by = 1 in by = 2. Ce smo na prvem
koraku prestopili eno stopnico, imamo b,
nacinov do prihoda na vrh, ée pa smo na
prvem koraku prestopili dve stopnici, imamo
do konca b,_; moznosti. Torej, b, =
= b,_1 + by_2 in zopet lahko zakljuéimo, da
je b:'1 =Lt

Dodajmo k temu primeru, da ga nam
pravzaprav ni bilo potrebno reSevati. Do-
volj bi bilo uporabiti enega najljubsih trikov
matematikov: problem prevedemo na Ze znani, reSeni primer. Vsak naj
sam premisli, da je problem s stopnicami pravzaprav samo preoblecen
problem z vsotami iz enic in dvojk.

Bl PRESToPIL
Eno ALl DVE R

Zlagamo kovance

Imamo n enakih kovancev. Zanima nas, na koliko razliénih na¢inov lahko
kovance zlozimo drugega ob drugega v eno ali dve vrsti. Pri tem mora
veljati, da sta pod kovancem v zgornji vrsti vedno dva kovanca v spodnji
vrsti. Na sliki 1 imamo prikazanih vseh 8 naéinov, kako lahko zlozimo 6
kovancev.

oo o & o

Slika 1. Sest kovancev v dve vrsti
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S ¢, oznac¢imo Stevilo na¢inov, na katere lahko zlozimo n kovancev v
dve vrsti. Slika 1 nam torej pove, da je ¢g = 8. Vsak bo sam brez tezav
preveril, dajee; =1, 0 = 1, €3 = 2, ¢4 = 3 in ¢5 = 5. Zacetek zaporedja
stevil ¢, se torej ujema s Fibonaccijevimi §tevili F,,. V resnici za vsak n
velja ¢, = F,,. Tega tu ne bomo dokazali, omenimo pa, da je ta lastnost
Fibonaccijevih stevil v tesni zvezi s slavnim Pascalovim trikotnikom.

Stejemo debele mnozice

Konéno mnozico naravnih Stevil imenujemo debela, ¢e je vsak njen ele-
ment vsaj tako veliko stevilo, kot ima mnozica elementov. Na primer,
mnozici {4,7,12,99} in {3,4,5} sta debeli, medtem ko mnozici {1,2} in
{2,99,100} nista debeli. Dogovorimo se tudi, da prazno mnozico obrav-
navamo kot debelo mnozico.

Z d,, oznagimo stevilo debelih podmnozic mnozice {1,2,...,n}. Na
primer, d; = 8, saj ima muozica {1, 2, 3,4} naslednje debele podmnozice:

0, {1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {2,4} in {3,4}.

Verjetno ne bo nihée posebej presenecen, ¢e kar povem, da je dy = 2,
d; = 3, d3 =5, dg = 8 (kot ze vemo) in d5 = 13. Kot vse kaze, velja
d,, = F, 1. Kako pa bi to dokazali?

Morda bo najlazje tako, da prevedemo problem debelih mnozic na
zlaganje kovancev v dve vrsti. Idejo, kako to naredimo, razlozimo kar na
primeru za dy. Vzemimo Sest kovancev (4 + 2, tj. n + 2), jih postavimo
v vrsto in v zgornjo vrsto od drugega mesta dalje zapisimo Stevila od 1
do 4 (glej sliko 2). Postavitev vseh Sestih kovancev v vrsto ustreza prazni
mnozici. Nato preértajmo prvi kovanec, ki ga moramo zato postaviti v
gornjo vrsto na oznacena mesta. Ce to naredimo na vse mozne nacine,
dobimo mnozice {1}, {2}, {3} in {4}. Nazadnje preértajmo prva dva
kovanca. Na vse mozne nacine ju postavimo v gornjo vrsto, kar nam da
Se mnozice {2, 3}, {2,4} in {3,4}. Torej smo ugotovili, da je dy = ¢g = Fg.
Razmislek, ki smo ga naredili za ta primer, lahko brez tezav ponovimo za
poljuben n, torej res velja d,, = F, 2.

1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4

Slika 2. Z debelih mnozic do zlaganja kovancev
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Nekaj preprostih lastnosti Fibonaccijevih stevil
Sestejmo nekaj prvih Fibonaccijevih stevil:

1+1=2

1+142=4
1414243 =7
14+14+2+3+5=12
141424+3+54+8=20

Ce dobljene vsote dobro pogledamo, opazimo, da dobivamo za ena zmanj-
sana Fibonaccijeva Stevila. Dokazimo, da to velja za vse n. Upostevajmo,

da je F, = F,,_y + F,,_o, oziroma F,,_s = F,, — F,,_,. Zato imamo:
F] = F;; == F2
B =F—F;
F3 - F5 == F4

F’n.—l :Fr1.+1_Fn
Fn: n.+2_Fn.+1

Sedaj sestejemo leve strani in desne strani gornjih enakosti. Na levi do-
bimo F; + Fy + ...+ F),, torej izraz, ki nas zanima. Na desni strani pa
se skoraj vsi éleni paroma odstejejo, ostane nam le F,_o — Fy. Ker je
Fy = 1, smo tako pokazali:

FA+F+.. ..+ F,=F,42—1.
Na podoben naéin, kot smo dokazali zadnjo enakost, lahko dokazemo tudi

naslednje lastnosti Fibonaccijevih §tevil. Bralca vabim, da jih poskusa
pokazati sam.

Fi+Fs+Fs+...+ Fap_g+ Fop_1 = Fop .
Npr.: 14+2+5+ 13+ 34 + 89 = 144.

B+ Fs+Fe+...+ Fono+For=Fanp1— 1.
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Npr.: 1+3+8+214+55=88=89—1.

FI-FB+F—Fi+...4+Fp 1 —Fop=—Fp,_1+1.

Npri:1—-14+2-3+5—-8+13-214+34—-56=-33=-34+1.

Sedaj pa sestejmo Se kvadrate prvih n Fibonaccijevih stevil. Uposte-
vajmo, da velja

F2 = FoFy = Fa(Fay1 — Fac1) = FoFoy1 — FoFoy
in zapisimo:
F2=1=FF,
F2 = FyFs — FyF
F? = F3Fy — F3F,

F,L:_l =Fﬂ—lFﬂ _‘Fn—an—2
F::FnFn+l_FnFn—l

Sestejemo leve in desne strani pa dobimo
Fl+FZ+F2+...4+F2=F,Fpy:.

Npr.: 1+1+4+9+4+25+64+ 169 =273 = 13- 21.

Podobnih identitet s Fibonaccijevimi stevili je Se zelo veliko, vendar
naj omenjene za prvo srecanje s temi stevili zadoscajo.

Clanek smo zaceli s problemom o razmnozevanju zajcev. Resnici na
ljubo povejmo, da Fibonaccijeva stevila nimajo kakega posebnega pomena
pri vzreji zajcev, med drugim tudi zato ne, ker problem zanemarja umr-
ljivost. Po drugi strani pa so Fibonaccijeva Stevila izjemno pomembna v
matematiki, saj obstaja posebna veja matematike, ki se ukvarja samo s
problemi, povezanimi s temi stevili.

Sandi Klaviar





