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Aus den Vorreden su den fritheren Auflagen.

%cgﬁg[id) ber Gliederung des Inbaltes war idh von dem Streben geleitet,
bie ovganijde Entwictlung des Bafhlenbegriffes und die baduve) bedingte fortjdyreitende
Greiterung der Opevationgbegriffe dem Sehitler zu mbglichit Flavem Bewujst-
fein ju bringen. SIndem mnatuvgemd zuwerft die niederen RedmungSavten mit
abjoluten gangen Bahlen behanbelt werben, wird, damit die inverfen Opera-
tionen, bic Gubtraction und die Divifion, unter allen Wmitdnden ausgefithrt
werden fonnen, auf die Nothwendigfeit Hingewiefen, die algebraijden, gebrodyenen
und ircationalen Bahlen in bie Nedynung eingufithren. GEhenfo evdfinet bet
ven Dhoheren Hedmungsavten bdie NRadbicierung, indem fie in der Reife bder
gangen, gebrodjenen und irvationalen algebraijchen Bahlen nicht immer aus-
fithrbar erjdheint, dad newe ebiet der tmagindren Sahlen. Jedbe newe Bahlen-
form tritt dabei al8 ‘eine hohere Stufe in dev Crweiterung des Jahlengebictes
auf, fo swar, bdaf8 der auf ihr gewonnene Begriff alle vorfergehenden in
fid) umfafst.

Mit ber fortidyreitenden Cntwicflung bde8 Babhlenbegriffed miijjen audy
oie Begriffe der Operattonen allmdahlich crweitert erden, fo daf8 fie aud) auf
die meue Babhlenform amwenbdbar werben und dafs ftetd in der neuen Definition
die fritheren alé Defondere Fille enthalten {ind. Bugleidh muid jedesmal nad-
gewiefernt werbent, dafé die Lehride, weldhe fiir die fritheven Bafhlen abgeleifet
wurben, aud) fiie die newe Bahlenform _g‘i'[tig':ﬁnh, woburd) denjelben eine immer
audgedehntere Anwendbarfeit gefichert wird, -

Gowie im gangen, ift aud) im eingelnen auf eine organijdhe Gliedernng
be8 Stoffes BVedadht gemommen worben. Bei jeder newen Operation wirden
guerft die Verbindungen der neuen Reduungsform mit fidh jelbft 1und mit der
entgegengefeten Operation derfelben Stufe, wenn bdieje jhon vorgefommen
ift, fodamn bdie BVerbindungen der nemen Operation mit den Operationen der
niedrigeren Stufen in Unterfuchung gejogen. Die eingelnen Lefridte wurden
dabei fo georduet, dajs Bujammengehdriges in nativlidher Aufetnanderfolge
sufommengeftellt evjdheint, und dafé die Analogic der gleidartigen Site auf
den verjdjiedenen Recynungsftufen leich)t iiberblictt werden fanm.

Die Grfldrung der irrationalen Baflen, welthe frither der Lehre von
den Wurgeln eingefiigt war, wurde Hier paffender jhon bei dent BVerhiltnifen
incommenfurabler Grdfen, wo die mewe Bahlenform gum erftenmale auftritt,
oufgenommen. it diefe gednbderte Stellung waven einige vorbereitende Sie
fiber die umendlic grofien und die unendlid) fleinen Grdfen, fowie dtber die
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®rengen ber Bevdnderlidhen erforderlich, welde fid) iibrigens aud) in der
®eometrie vortheilhaft verwevten laffen, wm bdort die Miefjung ded Kreifes und
ver frummflachigen Rorper unter Bugrumbdelegung ded Gremzbegriffes cbenjo
fiveng ol8 mittelft ber #blichen inbivecten BVeweife, aber mit weit grdferer
Riirze su erledigen.

Die tmagindren und complexen Bahlen find Dei der Lehre von ben
Wurzelgrofen mur formal behandelt wordern, wdhrend die geometrijhe Dar-
ftellung diefer Bahlen und bder algebraifhen Operationen mit denfelben am
Sdluffe des theorvetijhen Theiles den Gegenftand eines befonderen Anhanges bilbet.

Die dem Bude beigegebene Aufgaben-Sammiung wurde bedeutend ver-
mehrt und nad) denm fortjdhreitenden Stufen bes Unterrichtes {yftematifch
georduet. Wiv befifen gwar filr die allgemeine Avithmetit fehr wertoolle
Beifpiel-Sammlungen; wenn id) gleichwohl meinem Lehrbuche aud) Hbungé‘
Aufgaben beifiige, fo gejchieht e8 in ber Uberzengung, dafé eine Sammlung
pon Aufgaben, bdie jid) genou an den Stufengang des Lehrbudhes anjdlieft,
gang befonbers geeignet erfdheint, dem Unterricht ju forbern, indem fie bdem
Sdjitler die Moglichfeit und die befte Gelegenheit bietet, die evfanmien theo-
retifhen Lefren Sdyritt jitr Sdritt fofort an pafjenden Beifpielen zur llfmng
und Amwendung ju bringen.

Borwort ur cinundywangigfen Auflage.

Die vorfiegende Auflage untevjcheidet fidh vom ben zwei vorfhergeherden
pauptidchlich nur duvd) die gednbderte Anordmuing des Lehritoffes, welde Hier
mit genauer Beadhtung des nemen Lehrplanes fitv Gymmafien getroffen wurde
und welhe mit fehr geringen Uusnahuen auch) dem Novmal-Lehrplane fiiv
Realjchulen entpridyt.

PNeu aufgenommen wurde bei den hoheren Gleichungen, die fih auf
quabratifhe suritcfithren lafjen, bdie volfftdndige Aufldjung der binomijdhen
Gleichungen dritten und vierten Grades, bei den Lebensverficherungs-Redmungen
bie Beftinumung der Pramienvejerve, und im Anhange die Lehre von den
hoheren mumerifhen Gleichungen. Ferner ift die Moivre’jche Formel aud) in
ihrer Geltung fiiv das Nadicieren aus eimer compleren Bahl dargejtellt und
babet bie Bielbeutigfeit eimer Wurzelgrdfe nachgewiefen worbden.

®raz, im Jult 1885.
Der Perfaffer.
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Ginlertung.

Sk Scbw Object, dag aud Theilen berfelben Avt befteht oder aus
foldhert beftehend gebacht werden fann, wird Gro e genamnt. Jebe Grife ijt
einer Bermehrung ober Bevminderung fahig. Die Wiffenjdhaft von den Grofen
heifit Mathematil.

Dic Pienge der in einer Grofe enthaltenen gleidartigen Theile nennt
man dte Duantitdt der Grdfe. Wm eine Grofe in Begiehung auf ihre
Quantitit s beftimmen, nimmt man eime befannte Grofe derfelben At als
Ginfheit an und unterjucht, wie oft diefelbe in ber ju beftimmenden Grofe
enthalten ift. Der Ausdrud, weldher diejes angibt, beifit Zahl.  Infofern
cine ®rdfie durdy etne Bahl ausdgebdriictt wird, nennt man fie eine Zahlgrofe.

Jener Theil der Mathematif, welder fich mit der Unterfuchung der
Bahlgrofen bejddftigt, Heipt Avithmetit,

§. 2. Jedbe Bahlenbildung begiunt mit dem Sepen der Cinheit. Smbdem
man ju der Einbeit nod) eine Einbeit, ju der daburd) gebildeten Bahl-mwiecder
eine Ginfeit und fo fort Hingufeht, evhilt man bdie NReihe der natiirliden
Aahlen. :

Man fann die natiirliche Bahlenveihe bildlih darftellen, indem man auf
eine gevadbe RLinie von dem Punfte O aus nad) eimer beftimmten Ridhtung
gleiche ©treclen auftrdgt; bdie Cndpunite diefer Stredfen verfinnlichen die auf
eimanber folgenden Sahlen.

01 RS RRORS SIS SRisal 1T gt

e = e R 3|

Gine folde Linie joll Bahlenlinie heifen.

Wir werben fpiter, fo wie in dem Gebiete der Bablen neue Balhlenformen auftveten
werden, aud) an der Sablenlinie Hasd angefangene Bild entjprecdiend vervollftinbigen.

Die Cinbeit felbjt, jowie jede durch iviederfoltes Setien bderfelben
gebilbete Bahl wird eine gange Bahl gemannt. Um angugeben, dafs feine
Ginbeit gefetst fei, bedient man fid) des Ausdrudes Null (0). Die Null it
bafer al8 der Ausgangspunft jeder Bahlenbildung su betradten,

Moénit, Avithmetit und Algebra. 1
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In ber natiivlichen Baflenveihe entfteht jedbe Bafhl aud ber vorher-
gehenben durd) Hingufitgen eimer Einfeit, und aus der folgenben duvc) Veg-
nehmen einer Ginhett. Durd) das Himgufitgen, bezligli) Weguehmen einer
Ginheit von einer Bahl zur andern fortidjreitern, Beifpt 3ahlen; das erftere
vorwdrtézihlen, das legteve riidfwdrtszahlen. Jemes fann an Dder
natiiclichen Bahlenveihe ofne Enbde fortgefest werden, biejes nur, bid aud) die
erfte Ginfeit weggenomuten und man gur Rull gelangt ift.

§. 3. Bablen, weldhe eine Dejtimmte Weenge von Ginfeiten ausdriicten,
heifen befonbdeve Bahlen; fle werden duvd) Ziffern begeidhnet. Bahlen,
welche ivgend eine Wienge von Einbeiten bdarftellen, Heiffen allgemetine
Bablen; fie werden bdburd) Bucdhftaben ausgebdriidt. Sahlen, welde erft
beftimmt werdben jollen und bdaher nodh) unbefannt find, Dbegeichnet man
gewdlulich mit den lefiten Budijfaben des Alphabetes.

Je nachpem die Arvithmetif nur befonbdere ober aud) allgemeine Bahlen in
Betradytung zieht, heift jie die befondere oder die allgemetine Arithmetit.

§. 4. Wird betm ABdhlen die Avrt der Ginbeit gamy unberiictiditigt
gelaffert, fo Geifen bie baburch gebildefen Babhlen veime ober unbenannte
Bahlen; wird aber beim Bdhlen auch die Art der Einbeit ausgedritctt, jo ent-
ftehen benmannte Bahlen. Wan erhilt demmad) durd) amaliges Sehen der
unbenannten Einfeit die unbenamnte Bahl a, durcd) amaliged Seken einer
penannten Ginfeit E die bemanmnte Bafhl ak, in welder E bdie Benen:
nung heift. ‘

§. 5. Bwei Bahlen (iberhoupt swei Grofen), weldye diefelbe Mienge von
Ginbeiten enthalten, Heiflen ecinander gletd). Um anjugeigen, dajd a und b
gleidh find, jdyreibt man a =-b; in biefem Falle ift immer aud) b = a.
Gin Ausdruc von dev Form a = b heift eine Gleidung; b =a ift die
Umiehrung der Gleidung a = b.

Bwei Bahlen (iiberhaupt swei Grofen), welche nicht diefelbe Nienge von
Ginbeiten enthalten, Deiffen ungleich, und jwar heifit diejenige, ju der nod)
etivad fhingugefetst werden mujs, um die andeve Hervorzubringen, die fleinere,
bie andere die grofere. Dajé a grofer al8 b ift, driict man durd) a > b
aug; in diefem Falle ift and) b Hetner ald a, was durd) b << a begeidnet wird.:
Ausdriice von der Form a > b ober b << a nennt man Ungleidungen.

Begetchnen a und b gwei beliebige Iahlen (oder Grdfien), fo mujs ent-

weder a > b, oder a = b, ober a <<b fein, wofitr man aud jdhreibt a % b.

§. 6. Bon gegebenen Bahlen duvc) vorgefdhriebene Verbindbung derjelben
s einer andern gefuchten Bahl iibevgehen umd letstere badurd) beftimmen,
beipt vechuen. Die Bahl, su welder man durd) das Redynen gelangt, Heifit
bag Nefultat der Rednung, Jede Darftellung einer Rechnung in Seichen
Deifit eine Formel. Jede Redpenvoridyrift, fiiv welde cine bejondere Be-
seidynung eingefithet ift, heifit eine Operation.
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Sn eine Bahlenverbinding an bdie Stelle der allgemeinen Bahlen (Bud-
ftaben) bejondeve Raflemwerte jeten und mit diejem bdie vorgefdhriebenen NRed-
nungen ousfithren, heift fubftituieven.

Das Adhlen ift bie einfadite Art des Redmens; alle anbdeven Red)-
nungsoperationen fomnen daraus abgeleitet werden.

Das Fortfdyretten in der nativlichen abhlenveihe von eimer gegebemen
Aahl aus um eine gegebene Bahl von Einbeiten Dheifit die Addition; bie
Umtehrung diefer Operation die Subtraction. Die Addition gleider Safhlen
heifit Multiplication, und die Umiehrung derfelben Divifion. Die Wiul-
tiplication gleidher Bafhlen fithrt auf Bahlen hoheren FRanges; bdie ednung,
ourch) weldpe diefe gefumbden iwerden, feifit die Potemzierung, aus bderen
Wmtehrung fih die Radicierung (das Wurzelausziehen) und die Loga-
vithmicrung ergeben.

Die Gejese bder hier angedeuteten Opervationen ju untevjudjen, bilbet
die Hauptaujgabe dev Arvithmetif. Die Lehre dber die Anmwendung diefer
®ejetie auf die Lojung von Aufgabem, indem man die Bezichungen wifdhen
pent unbefannten und befannten Bahlen durch Gletchungen ausdriidt und aus
biefen die Werte fiir die unbefarnmien Bahlen fucht, heift Algebra,

Hiufig werden diefe beiben Theile dev Mathematit ald Ganges mit dbem gemeinjdaft-
lidjen Namen allgemeine Avithmetil begeichnet.

8. 7. Dic Mathematif ftist ihre Lehren oauj gewifje Sate, bdie man
wnmittelbar afl8 wabhr anerfennt, die daher nicht bewiefen zu werben brauden,
aber aud) micht bewiefenn werden fonnen. Solde Grundwabhrheiten werden
Grundfdse (Axiome) genannt.

Siitze, deven Jidhtigleit erjt aus” anderen, bereitd ald walhr anerfannten
©iten Hergeleitet werden muis, heifen Lehridpe; bdiefe miiffen bewiefen
werbert.

§. 8 Allgemeine mathenatijhe Grundfdge. [y

1. Jeve Grdfe ift jic) felbft gleid). jo :

2. Sind jwei Grifien einer dritten gleidh,~ fo find fu: auch unter ein-
ander gleich.

3. Werben mit gleiden Grofen gletdhe %eranberungen nnrgennmmen,
fo ethdlt man gleiche Grofen. /

4. Das Gange it gleid)- allen feinen Zf)cﬂen 3ufa1nmcngenommen

5. Dag Gange ift grsﬁer uIB ein Theil beéielﬁen

fg'“l\w u'\'w-“f \p‘:n"?“"“ ‘?L‘ ”‘f’" a‘ F" ’7"‘. "
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Crjter Abjdynitt,
Avnition und Subtraction.

I. Adodition mif abfoluten ganjen Jaklen.

Loa90 il Su etner Zahl a eine Zahl b addieven heifit, eine
Aahl c judhen, weldhe fo viele Einbeiten enthalt, als a und b- jujamnten.
Man fdreidt a 4+ b ==c und nennt a und b die Summanden und a 4+ b
pic Gumume; ¢ heift der Wert ber Summe.

Um anguseigen, bdafs eine Bahlenform oder Bahlenverbindung als ein
®anges, al8 cine eingige Zabhl angejehen werden foll, jdhliet man dicfelbe
swifdgen Klammern ein.

Der Wert der Summe a + b fann  biernach) and) duvd) den einge-
flammerten Ausdrud (a 4 b) dargeftellt werbden.

Um bie Adbdition jweier Bahlen a und b auszufithren, jdreitet man
in ber Bahlenveihe von a ausgehend um jo viele Cinbeiten vorwdrts, alg threr
b enthilt; die Bahl, ju der man dabdurch gelangt, ift die gejuchte Sunrme.

Jolgefuy. it ein Summand 0, {o ift dbie Summe dem an-
pern Summanden gleid). '

O04+a=4a a4+0=4a 04+0=0

2. Unter der Summe mehrever Bahlen verfteht man die Sumime,
weldje evhalten wird, indem man ju der Summe der beiden erften Zahlen bdie
britte, gu der nemen Summe die vierte Jafhl, u. {. w. addiert. €S it demmady

a+b+e= (a+b)+e
a+b+ect+d=[a+hb) 4+ec]+d ujf

§. 10. Gine Summe, welde entjteht, indem man bdiefelbe allgemeine
Rahl dfters alé Summand fest, wird abgefitrzt daduvd) bezeichnet, dafjs man
oie allgemeine Bahl mur einmal anjdhreibt und vor bdiefelbe bdie 3ahl jest,
weldhe angeigt, wie vielmal die allgeneine Zahl al8 Summand vorfommt; 3. B.

a+a-+a-+a-+a=>da.

3n dem Ausdbrucde Sa heifit damm a bdie Hauptgrofe und 5 ber
Coefficient.

Der Coefficient fann aud) eine allgemeine Bahl fein; 3. B.

ma=a -+ a -+ a -+ a-..mmal).
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Ausdriicfe, welde diefelbe DHauptgrofe Haben, Heifen gleidhnamig,
3 B. Ha und 6a, 3x undb x. Ausbriide, welde verjdjiedene Hauptgrofen
Yaben, heifen ungleidnamig, 3. B. 3a und Tb, dHx und dy.
§ 11. Gine Summe bletbt unverdndert, wenn man die Sum:-

manden unter einander vevtaujdt. (‘.?Daﬁ Commutationdgefets der
Adbition.) iy

/ 3— b ‘I‘ a 5_ &
a—}~b+c—a—§—c—]—b b+a+e b—}-c—l—a—-...
Denn die Bahl der in den Summanden enthaltenen Einheiten bleibt
diefelbe, in weldher NReihenfolge fie aud) vorfommen mbgen; e8 mujs daber
aud) der Wert der Summe derjelbe bleiben.

Berbindung der Addbition mit fid) [elbft.

§ 12. 1. Bu etner SGumme wird eine Sahl addiert, indem
man fie ju einem der @ummanbeu addiert.,
(a—{—b c-—-(a—l—c)—[—b-—a-{—(b—l—c)
2. Bueiner Bahl wird eine Summe abdiert, indbem man die
Gummanden eingeln adbiert.
a+(b+ec)=(-+b)+c=(-+c)+b
@Die Richtigleit diefer zwei Sate, welde die Afjociationsdgejete der
Adpition bilden, folgt ummittelbar aus dem Commutationsgefese in § 11.°
§ 13. Glethnamige Ausdriice werden abdbiert, indem man
ifre Coefficientenn abdbiert und bdie erhaltene Summe als Coeffictenten vor bdie
gemeinjame Hauptgrofe jekt.
ma -+ na = (m 4 n)a.
Beweis. ma =a 4 a -+ a 4 .. (mmal),
na =a -+ a4 a-+ .. (nmal),
baher ma +na=a +a + a +..(m + n)mal = (m 4 n)a.
3.9, 3a +4a = (8 + 4)a = Ta.

Berbindung von Gleidjungen und Ungleihungen durdy die Addition,

§ 4. 1. Gleides 3u Gleidem adbdiert qibt Gleides. -
St'a="b und e =4, fo 1fta-|—c—b+d
Folgt unmittelbar aus §. 8, 3\
2. ®Oleidhes ju Ungleichem addievt gibt Ungleiches mit dem-
jelben Ungleidhheitszetchen.
Jgta>bubdece=d jotitadc>b-+d
Beweis. €8 fei w die Bahl, welhe man ju b addieven mujs, um a u
ethalten, alfo a =b 4+ w, fo ift nad) 1. a +c=b + w 4+ d. RNun ijt
b+wi+d>b+d (§ 8 5), jolglih) au) a ¢ >b 4+ d.



6

3. Ungletdjes su Ungleidhem mit demfelben Ungleichheits-
getchen addiert gibt Ungleidhes mit cben jo geftelltem Ungleich
heitdzetchen.

Sta>bube=>d, jfoiftat+ec=>b-d

Beweis. C8 fei c=d +w, fohat mannadh) 2. a+e>b 4+ d + w.

Juniitb4+d+w=>b-d@§ 8 5), folglich um fo mehr a 4 ¢ >b + d.

I1. Subfraction mit abfoluten gangen Jahlen.

§. 15. Bon einer 3ahl a eine ahl b fubtrahieven heift, aus
a al8 ber Summe jweier Zahlen und b al dem einen Summanden den andern
Gummanden ¢ juden. Man jdreidt a — b = ¢ und nennt a den M-
nuend, b den Subtrahend und a — b die Differens; c ober aud) der
eingeflammerte Ausdruct (a — b) heifit der Wert der Diffevens (Reft).

Gine Differeny ift aljo ein Ausdrud fiir diejenige Bahl, zu
welder der Subtrahend addiert dem Minuend gibt; ober es ift

(a—Db)+ b =a.

Um bdie Subtvaction jweter Bahlen a und b auszufithren, jdreitet
man in der Bahlenveihe vom Minuend a aus um fo viele Cinheiten uriic,
wie der Subtrahend b angeigt; bdie Bahl, zu welder man dadburd) gelangt,
ift die gefuchte Diffevens.

Die Subtraction fann an der natiivlidien Sahlenveihe nur damn aus-
gefithrt werben, wenn der Subtrahend nicht grdfer als der Winuend ift, indem
man fonft, weil die nativliche Bahlenreife riidwdrts mit 0 abbricht, vom Mii-
nuend nicht uwm o viele Ginbeiten juriictjchretten Eonnte, wie der Subtrahend
anzeigt.

Bei den folgenden Sden werden wir daher vorldufig vorausieten, dajs
bie Gubtvahenden bder vorfommenden Diffevenzen nicht grofer al8 ihre
Weinuenden find.

§. 16. Aus bdem Begriffe der Subtraction evgeben fid) nachitehenbde
Solgefage. 1. Adbiert man u der Diffevenyi zweter Bahlen
[bden ©Subtrahend, fo erhdalt man den Minuend.
{ (a— b -l=b = a; b+ (a—b)=a.
‘ 2. Subtrahiert man von der Summe jweier Jahlen den
Jeinen Summanden, fo erhdlt man den jweiten Summanden.
1 (a+b)—a=hb; (a +b) —b = a.
3. Cineg 3ahl bleibt unverdndert, wenn man diefelbe Zahl
311 thr addtert und von ihr jubtrahiert.
a=(a+b)—b; a=1(a—Dhb) + b
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Die Addition und bdie Subtraction find dbemnad) eimanbder enmtgegen-
gejet; leteve ift eine inverfe Operation der erftevem. JIn der commu-
tativen Gigenjdaft dev Abddition [iegt ber Grumd, bdajé e8 s derfelben mur
eine inverfe Opevation gibt; e8 ift gleihviel, ob bdev erfte obder der zweite
Gunmand gefud)t wird, da man beide unter fich vertaujchen Famm.

4. 3t bder Subtrahend bdem Minwend gletdh, jo ijt die
Differeny gletd) Null

a —ia=—,0
5. 3t der Subtrahend 0, jo ift die Differenz dem Wi

nuend gleid.
a—0=a 0—0=0|

Perbimdung der Jubtraction mit fidy felbf und ;nit der Addition.

( 18, 17. Bon einer Summe wird eine Zahl jubtrahiert, indem
‘man fie vont einem der Summanden fubtrafievt.
' (@+b—c=@—c)+b=a+t'b—c)

Beweis, a) Soll (a — c¢) + b die vidhtige Diffeven; der Bahlen a + b
und ¢ fen, jo mui8 man, wenn man zu ihr den Subtrahend ¢ addiert, den
Minend a -+ b erhalten (§. 15). Nun ijt wirklid

{(a—c)+bl+e=ta—c)+el+Db(§.12,1)=a -4 Db (§. 16, 1),
alfo (a — ¢) -+ b eime ridtige Lojung der Aujgabe.

b) Gbenfo ift

fat+(b—c)t+ec=a+{b—c)+ect(§121)=a-4b(§16,1),
alfo 1ft auch) die pweite Form a + (b — ¢) der Differeny richtig.
( Solgefa. Soll 3u einer 3afhl eine zweite addiert und eine
sbritte dbavon fubtrafiert werden, fo ift e8 fiir das Refultat

f?

g[euf)gtihg, inwelder Reihenjolge manaddiert ober qu;trnl[Jterii:ﬂ/’J

(8. 18, Bu einer Differens wird eine 3afhl addiert, indem man

fie su dem Wiinuend adbdiert oder von demt Subtvahend jubirabiert.
a—b)+ec=(@+e)—b=a—(b—ec)

Beweis. Dafé (a—b) e =(a 4 ¢)—Db ift, ergibt {ich aus §.17, Folgej.

Aus bder Grfldvung einer Differeny (§. 15) ldfst fich ferner folgern,
baf8 auth a — (b — ¢) = (a — b) + ¢ ift; denn

[(a—Db)+el+ (b—c)=(a—b)+[c+ (b—0c)] § 12 1)

=(a—Db)+b (§16,1) = a.

8. 19. Bon ciner Diffeveny wird eine Zahl jubtrahiert,
indem man fie von dem Minuend jubtvabiert oder zu bem Subtrahend addiert.
(a—b)—c=(a—c)—b=a~— (b + c).

Beweis, Sowoh)l (a —ec) — b al8 a — (b 4 c) entfpridht der in
§. 15 fiiv bie Differen; aufgeftellten Grildrung. Denn ed ift
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{fa—ec)—bl+e=y@a—c)+ec)—b(§18) =a—>b (816, 1);
und ebenfo
fa—b+e)l+ec=a—{(b+ec)—c} (8 18) =a—Db (§.16,2).
Solgefay. Sollen von eimer Zahl jwei Bahlen jubtrahiert
werden, jo darf man entweder diejelben eingeln in beliebiger
Reihenfolge, oder aud) jogletd) ihre Summe jubtrahicven. :

§.20. 1. Bon einer Fahl wird eine Summe iubtraf]tert indent
man die Summanbden eingeln jubtvabiert.

a—((b+e)=(a—b)—e=(@a—c)—b

Grgibt fid) durch Umbehrung der in §, 19 bewieferten Gleidhungen.

2. Bu einer Bahl wird cine Differens addiert, indem man
ven Winuend addiert und den Subtvahend jubtrahiert.

a+(b—c)=(@+b)—c=(a—c)+b.

Folgt durc) Umlehrung der Gleidhungen in §. 17.

3. Bon einer Zahl wird eine Diffeveny jubtrvahiert, indem
man den Winuend fubtvahievt und den Subtrahend abdbiert.

a—(b—c)=(@—b)4+ec=(+c)—h

Crgibt fid) durc) Wmbehrung aus §. 18.

§. 21, 1. Gine Summe bleibt unverdndert, wenn man zu
vem einen Summanden eine Bahl abdiert und von dem andern
Gummanbden diefelbe Zahl jubtrahiert.

&s it
a+b=a3+{b—c¢) + ¢} (§.16,3) = (a + ¢) + (b — ¢) (§. 12, 2);
a+b=a-+4{b-+e) —ec}§16,3) =(a—c)+ (b+ c)(§ 20, 2).

2. Gine Differens bleibt unverdnbdert, wenn man zu dem
Minuend und dem Subtrahend diejelbe Zahl addiert ober von
beidben diefelbe Zafhl fubtrabhicrt.

@8 ijt
a—b=a—{(b+c)—c}(§16,3) =(a +c¢)— (b + ¢) (§ 20,3);
a—b=a—{(b—c)4c}(§16,8) =(@—c)— (b — c) (§20,1).

§. 22, Gletdhnamige Ausdriicde werden fubtrabhiert, indem

an die Coefficienten fubtvabiert und die erhaltene Differens ald Coefficienten
or die gemeinjame Hauptgrofe jett.
- ma—na = (m—n)a.
Beweis. ma =a -+ a + a 4 ... (mmal)
na=—a -+ a-+a-+...(nmal)
bafler ma —na=a+a-+a-+...(m—n)mil = (m —n)a.
3 B. ba—2a = — Da = Ba.

§. 23. Oollen in eimer bduvd) die Feihen - und — vorgefdhricbenen

Berbindung von Jahlen die dabdurch angejeigten Operationen in der Reihen-
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folge, wie diefe Bahlen mit ihren Reichen von [inf8 nad) vedyts vorfommen,
volfzogen werden, fo fann man, ofne der Veftimmtheit dadurd) Abbrudy u
thum, die Rlammern weglaffen. Hiernad) fann man
[@4b) +e] Fd=a4b ¢4
[(@a—Db)+c]—d=a—b-+ec—d,
[@—b)—e¢]—d=a—b—c—d jeten.

Gin Bahlenausdbrud, welder mehreve durcd) Addition umd Subtraction
verbundene Beftanbdtheile enthalt, Geift ein mefhrgliedriger Ausdrud
over etn Polynom. Die eingeliten Beftandtheile feiffen Glieder, und jwar
bie mit bem HRetchen - verfehenen die abdbditiven, bdie mit dem Beiden —
perfehenen bie fubtractiven Glicder bdes Ausdrucdes. Das mit feinem
Beidien verfehene erjte Glied wird ald additiv angejehen.

Gin jweigliedriger Ausdbrud wird insbejondere ein Binom, ein drei-
gliedriger ein Trinom genannt. Cin Ausbrud, welder nur ein Glied enthilt,
beifit ein eingliedviger Ausdrud oder cin Monom,

Jolgefage. 1. In einem mehrgliedvigen Ausdrude ift die
Jethenfolge der additiven und fubtvactiven Glieder gang will:
fitr lid).

golgt aus §. 11, §. 17, Folgef., und §. 19, Folgef.

2. Jever mefhrgliedrige Ausdruc (d4f8t fid)in eine Differens
verwanbdeln, deven Minuend die Summe aller additiven, und
veren ©ubtrahend die Summe aller jubtractiven Glieder ift

a+b—ec+t+d—e=a+bt+d—c—e
=(@a+b+d —(c+ e (§ 19, Folgef.).

§ 24. 1. Buceiner Bahl wird ein mehrgliedriger Ausdrud
abbiert, indbem man bie Glieder desfelben eimgeln ju der Zahl abdiert oder
von ihr jubtvahiert, je nadhdem fie in dem Ausdrude additiv ober jubtvactiv
vorfommen.

a+b—c—d+e—f)=a4+b—c—d+t+e—*f
Beweis. a +(b—c—d 4 e—f)
=a+[b+ e —(c+d+ D § 23 Folge. 2)
[a+ (b + )] — (c + d +f) § 20, 2)
at+bte—e—d—1f(§ 12, 2, und §. 20, 1)
=a+b—c—d+4e—f (§ 23, JFolgef. 1).

2. Bon einer Zahl wird ein mehrgliedriger Ausdruc jub-
trafiert, indem man die Glieder desfelben eimjeln von der Bahl jubtrahievt
ober ju ifr adbbiert, fe nachbem fie in dem Ausdructe additiv obder jubtractiv
porfommen.

a—b—c—d+e—f)=a—b+c4+d—eff
Der Beweid wird dhnlich), wie bei dem vorfhergehenden Sate, gefithut.

Il
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§. 25. 1. Jeder mit Klammern eingefchloffene Ausdruct fann ohne Klam-
mern dargeftellt werben, inbem man, wenn vor der Klommer das Beiden -
jteht, die Rlammernm ofjue alle weitere Vevdnbderung wegldjst, dagegen, wenn
vor der Rlammer das Beidhen — fteht, allen Gliedern, die eingejdyloffen waven,
bie entgegengefekten Reidhen gibt.

Wan nennt diefe Umformung dag Aufldfen der Klammern,

3. 8. a— [2b 4+ Bc — 4d))

=a—[2b 4+ 3¢ — 4d]
=a—2b — 3¢ + 4d.

2. Umgefehrt Eonnen in jedem melhrgliedrigen Ausdrude mehreve Glicder
in eine Rlammer gefest werden, indem man, wenn die Klammer nad) dem
Beidhent + beginnt, alle Glieder mit unverdnderten Beichen innerhalb derjelben
folgen (4i8t, dagegen, wenn die Klammer nach) dem Beichen — beginnt, jedem
ber eingefdhloffenen ®lieder das entgegengefette Heichen gibt.

3. Gin mehrglicdriger Ausdbrud, in weldem gleidhnamige Zahlen
vorformmen, wird anf einen einfacheren Ausdrucd veducievt, indem man
juerft dic adbitivem, baun die jubtractiven gleidnamigen Bahlen addiert und
ofe jweite Summe von der erften jubtvahiert. 3. B.

6&—5&——33—1—85\.*2&_(63,—]—83.)—(:)3,—]—331.—}—2&)
e =149 — 10a = 4a.,

“Perbindung von Gleidyungen und Hngleidyungen durdy die Subtraction.

§. 26. 1. ®leidhes von Gleidhem jubtrafhiert gibt Gleides.
Jta=bube=d, foita—ec=b—4d
Folgt unmittelbor aus §. 8, 3.
2. Gletches von Ungleidhem jubtrafhiert gibt Ungleidpes
tt bemfelben Ungleidheitszeicdhen.
Jta>bumbe=d, joifta—ec>b—d
Bewets, Wirve nidht a — ¢ >b —d, jo miljdte a —e <b —d fein;
bannt wdve bejiiglich ouch (a —e) +e=(h—d) +d (§ 14, 1 und 2),
daher a = b (§ 16, 1), was gegen die Vorausjepung ift.
3. Ungleides von Gleidjem jubtvahiert gibt Ungleides mit
Jentgegengefetstem Ungleidheitszeidhen. g/ Oublruids
1 St a=Dbumd c>d, foit a—ec<b-Ld
Beweis, Wire a — e = b — d, {o mitjste in betden Fillen (a — e)
+e>0b—d) +d (S 14, 2 und 3), daher a > b (§ 16, 1) fein, was
gegen bie Borausfetung ift.
4. Ungleidhes von Ungleidem bei entgegengefesten Un-
gletdhheitszeichen jubtrapiert gibt Ungleiches mit dem Ungleid:
hettgzeidhen des Winuends.
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Ma>bubec<d joita—e=b—d
Beweis, Wive a — e =b — d, o miifste in betben Fdllen (a — c)
+e<(b—d)+d (§ 14, 2 und 3), dbaher a << b (§. 16, 1) fein, was

gegent die Vorausfetung ift.
9, 7, A

II1. @rwetferuug ves allengebiefes onrd) die Subfraction.
1. Negative Sahlen.

§. .2’7 Bisher wurde (§. 15) bei jeder Diffeven; a — b bdie Voraus-
feung gemacht, dafs der Subtvahend b nidht grofer als der Minuend a ift.
Jft b > a, fo ijt die gejudhte Diffeven; a —b in ber Jeihe ber natiilichen
Bablen nidht ju finden; die Subtvaction ijt tn diefem Bahlengebiete nnmdglid.
@oll dic Subtraction fiiv gang belicbige Werte des WMiinuends und des Subs
trahends moglich gemadht werden, fo {ind wir gendthigt, unfer Babhlengebict
st erweitern und in dasjelbe a — b fitr den Fall, daj8 b > a ift, alg eine
newe  Bahlenform aufjunchmen. Diefer nemen Bahlenform werden wir
eire folche BVedeutung geben, dajs bie Gefetse, welche bei der Subtvaction fiir
bie al8 natiicliche Bahlen vorausgefeisten Diffevenzen entwictelt wurben, aud
fiir die men etngefithrten Babhlen ihre Giltigleit behalten. (Princp der Er-
haltung der Operationsgefete.)

Wenbdet man auf die Differeny a —b, wo b=1a -+ n fei, den Sat
in § 20, 1, am, fo echilt man

a—b=a—(a+n=(@—a)—n=0—n,
ober, wenrt man die newe Diffeveny 0 — n durd) — n ausbdriidt,
a~—b=-—n,
$ Die mit dem Vorvzeidhen — verfehene Bahl — n nennt man eine
‘4 megative 3aI)[ 3m Gegenjate ju den megativen Bafhlen werben bann bie
bigherigen Sabfen ber matitvlichen Bablenveihe pofitive Bahlen genannt
cund al8 folde mit bem Vorzeiden 4 verfehen.

Die Bedeutung einer negativen Bahl ergibt fidh aus der Gleidhung
0—n= —n, cous welder nad) dem allgemeinen Begriffe einer Diffeven;
(—n)+n=0
folgt (§. 15). Gine negative Zahl — n bedbentet aljo eine Bahl, welde
mit der natiirlichen (pofitiven) Bahl n durd) die Addition verbunden O gibt.
Da fid) hiernad) die Bahlen 4n und —n in ihrer Vereinigung duvd) die
E’lbbttwn gegenfeitig aufheben, I)ct[éen fie cinanber entgegengefett.

Um die pofitiven und die mnegativen Bahlen an einer eingigen Baflen-
reihe bavjuftellen, braucht man nur die urfpriinglide Reihe der Bahlen, welde
vont 0 ous durd) bas Vorvwirtdzdahlen gebildet wurdem, o zu erweitern, bajs
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oas Rdhlen im entgegengefebsten Sinme, b. i. das Ritdwdriszahlen, weldes
bigher bei O feine Gremge fand, nun aud) iiber O hinaus, und zwar in den
negativen Rahlen fortgefetst wird. Daduvd) entfteht die jweifeitige Rahlenreihe
g g D gl Vs ann s Bt
in weldjer je zwei vormdrts und rvitdwdrts von O gleichweit abitehende Sahlen
einanber entgegengefetst find.
Die hier begrimdete Crweiterung des Bahlengebietes (dfst fich gang ein-
fod) an der Rahlenlinie verfinnlichen. ;
— 5 g SO S o e

L s e e e

y 0 x

Wm von der Bahl 5 bdie Bahl 3 zu fubtvahieren, {dreitet man vedts in
ber Aablenlinie von bder Stelle 5 um 3 Einbetten zuritt; man gelongt ju
ber ©telle x, und e it x =5—3 = 2.

Jit wmgetehrt von der Bahl 3 die grofere Rafhl & ju jubtrahieven, fo
miifster, damit die Subtvaction ausgefithrt werden fomme, links von O nod
Punfte ltegen, ju weldhen man dann durd) das Fortidhreiten nady viidwdrts
gelangen wiirde. Verldngert moan daher die urfpriingliche Bafhlenlinte fiber den
Unfangspunft O hinaus in bder entgegengefehten Ridtung, trigt aud) Bier
gleih grofie ©trecten auf und fdjreitet jodann von 3 aus um 5 Ginfeiten
suriict, fo gelangt man ju der Stelle y, und e8 ift y =3 — 5; zu derfelben
Stelle fommt moan aud), indem man von 3 aus guerft um 3, und dann nod
um 2 Ginbeiten guviidjcyreitet; mithin ift oud) y =8 —3 —2=0—2,
wofiir man — 2 jdreibt, folglih) 3 — 5 = — 2.

Durd) diefelbe Schlujsweife dftberseugt man fid), dajs je swei gleicheit
vom Nuillpuntte entfernte Stellen der Bahlenlinie duvc) diejelbe Sahl bezeidinet
werbent, daj8 jedod) die Bahlem, weldhe auf derjenigen Seite, die ber urjpriing-
lichen Nichtung entgegengefebst ift, liegen, bas beftanbdige Bovzeihen — Haben,
Dann muj$ man aber ben Balhlen in der urjprimglichen Ridtung der Sahlen-
finte dad Boreiden - geben; denn johreitet man von O tn der urfpritnglichen
Richtung um 2 Ginbeiten vorwdrts, jo gelangt man zu der Stelle 0 4+ 2 = - 2,

§. 28 Die mit Vorgeicheri verfehenen Rahlen werben rvelative ober
algebraifde Babhlen gemannt, im egenjate ju bden Sahlen ohne Bor-
seichen, weldhe abjolute Bahlen heifen.

Jede algebraijdhe Bahl Defteht aus cinem BVorzeiden und eimem ab-
foluten Werte,

Dag Bovgeiden + pilegt man al8 felbftverfiindlidy dovi wegzulaffen, two e8 ohue
Stirung be8 Sinnes und ded Jujemmenhanges einer Redmung gefdehen fanm.

§. 29.) Grofien, wie Bewegung nad) vorwdrtd und nad) rvichodrts,
Steigen und Fallen, BVermbgen und Sculden, Hohe iiber umd unter dem
Meevesipiegel, Beiten vor und nad) Chrifti Geburt 1. dgl, welde in dem
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eitert und in dem entgegengefesten Sinne gejdhlt werden finnen, jo dajs gleid)-
viel von beiden Adhlungen O gibt, Heiffen entgegengejette Grifen. Sn
ber Mathematit beseichnet man bdie eine von jwei entgegengefetiten Grofen,
gleichoiel welde, aber conjequent, mit -, die andeve mit —.

Hitte man 3. B. die Beit, wann ein Creignis C ftattfand, aus folgender
Angabe ju vedyren: a Jahre nad) Chrifto fand ein Greignis A jtatt, b Jahre
fpdter ein Greignis8 B und c Jafhre frither al8 B das Creignis C; jo wire
ver gefuchte Beitpunft x — a + b —c. Kime nach Cinjetung der Werte fiir
a, b, ¢ ein Refultat — n jum Vorjdein, jo hiefe dies: bas Ereignis C
jand n Jahre vor Chrifto ftatt.

/Hdﬁ[i[l;cmcm Gin negativer Wert — n fiiv ecine gejuchte Grofe x
Bedeutet ftets, daf8 bie Grofe gemeffen wird durd) n Einheiten, aber in einem
Sinne, weldjer dem urfpriinglid) in die Redmung eingefithrien entgegengefetst ijt.

- P

2. Adbition und Subtvaction mit algebraifhen gangen Jahlen. 4

§. 30. Der durd) die Aufnahme bder negativen Balhlen erweiterte Bahl-
begriff hat zur Folge, bafé aud) die Begriffe der Operationen an-
gemeffen erweitert werben mitffen, damit fie aud) auj algebraijde Sahlen
anwendbar werbden. S

Bwet algebraifde Bahlen adbdieren heift bieicyge Bahl fuchen,
weldje jo viele pofitive und o viele negative Ginbeiten enthalt, al8 die beiden
SGummanbden jujammen. Diefer Erildrung gemdf mufs die in §. 9, I firv
bie Ausfiihrung der Addition gegebene Vorfdhrift bei algebraijchen/Fahlen
bafin erieitert werden, dafé man in der Sahlenveihe vom erften Summand
aus in derjenigen RNidtung, welde das Borzeichen des jweiten Summands
angibt, um fo viele Ginfeiten fortjchreitet, wic ber abfolute Wert diejes
swetten Summands angeigt.

Folge[ibe. 1. Abbdition einmer pofitiven Bahl ift Abdition des
abfoluten Wertes devjelben; Adbdition eimer negativen Iahl ijt
Gubtraction bes abjoluten Wertes derfelben.

Bebeutet b eine abjolute Bahl, jo ift

at+(+b=a+tb  a-t(—b) =adlb

2. Bwei gleid) begeidhmete Zafhlen werden addiert, ndem man
thre abjoluten Werte abddiert und diefer Summe das gemeinjame Bor-
seidgent gibt. '

(+8) + by = (a +b), (—a)+(—b)=—(a+b)

3. Bwei ungleid) bejeichnete Zafhlen werden adbdiert, indem
man den fleineren abfoluten Wert von dem grdferen fubtrabiert und diefer
Differeny das Bovseidhen des groferen abjoluten Wertes gibt.

(+8)+ (=B =1 (a—b), ober = — (b —a),
(—a)4 (+ b) = — (a — b), odber = + (b — a).
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4. Bwei entgegengefette ahlen geben zur Summe Null
(heben fidh gegenfeitig auf).

(+a)+(—a)=0 (—a)+ (+a)=0

§. 31. Fiir dba8 Subtrahieren algebraifder Bahlen bleibt die
in §. 15 aufgeftellte allgemeine Grifdvung unvevdnbdert giltig. €8 bdarf mur
bie bdort fiir bdie Ausfiihrung der Gubtvaction gegebene Vorjdrift bei
algebraifdien Bahlen dahin qusgedehut werden, dafd man in der Bahlenveihe
vom Mimeend aus in devjemigen Ridjtung, welde der durch das Borzeichen
be§ Gubtrafhends ausgedriicften entgegengefest ift, um fo viele Einbeiten fort-
fdhreitet, wie Der abfolute Wert des Subtrahends anzeigt.

Solgefake. 1. Subtraction einmer pojitiven Zahl ijt Sub-
traction de8 abfofluten Wertes derfelbenm; Subtraction eimer
negativen afhl ift Addition des abjoluten Wertes derjelben.

DBeveutet b eine abjolute Bahl, fo ift

a—(+b)=a—h, a—{(—b)=a+h

2. Bwet algebraifde 3ahlen werden jubtrafhiert, indem man

sum unverdnderten Minuend den Subtvahend mit entgegengejetstem Borgeichen

* abbiert.

(+a) — (+b) = (+ a) — b = (+ a) + (— b) (§. 30, Folgej. 1),
(+ a) —(—b)y=A(4a) + b= (+ a) + (+ b),
(—a)— (+ b)=(—a) —b={(—a) 4+ (—b),
(—a)—(—b)=(—a) +b=(—a) + (+ b).

§. 32. Gine Summe, deren Summanden algebraijdhe Bahlen find, heift
~ eine algebraijde Summe; ;. B.

fha) + (— b)) + (— ¢) k(4 + (— 1)

Die Diffeveny je zweier algebratjcher Sahlen Fanu al8 eine algebraijche
@umme davgeftellt werben (§. 31, Folgej. 2).

LFeber mehraliedbrige Ausdrud fann in eine algebraifde
Stimme verwanbdelt werden, ndem man die Rechnungszeichen als Vor-
geicdhent betvachtet und dann die Bahlen ald Summanden annimmt.

a—b—oc+d=(+a)+(=b+(—e)+(+d

Folgt aus §. 30, Folgef. 1.

2. Umgefehrt: Jebe algebraijdhe Summe fann in einen mehr-
gliedrigen usdrucd verwanbdelt werden, indem man die Abditions-
geidpen umd die Klammern wegldjst und dann bdie BVorgeiden als Redmungs-
seichen anfieht.

+a)+—b+—+(HH=a—Db—c+d

3. Gine algebraifdhe Summe bleibt unverdndert, wenn man
bic Gummanbden unter einander vertaujdt.

Golgt aud 2. und 1. mit Bugiehung des §. 23, Folgef. 1.
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§. 33. Man ift itberetngetornmmen, bei algebraijdhen Summen bdie Adbditions-
seichen und die Rlammern fiir die eingelnen Summanden wegzulafien. In diefer
Sorm untericheidet i) eine algebraijdhe Summe von einem mehrgliedrigen
Ausdruce nur dadurd), dajs die Rednungszeichen + und — bded lepteren in
oer erfteren al8 Borzeidjen, d. i. die abdditiven umd jubtvactiven Glieder des
lesteren in ber evfteren bejiiglich al8 jpofitive und negative Summanbden zu
betvachtenn find. Auf den Wevt beider fat diefe verfdhiecdene Bebeutung der
Aeichent, wie aus §. 30, Folgefa 1, erhellet, feinen Einfluis.

Darvaus folgt mit Ricdficht auf § 24, 1 und 2:

1. Bu einer Bafhl wivd eine algebraijdhe Summe abbiert,
indem man thre eimgelnen Summanden mit unverdnderten Voreichen zu der
Bahl himufiigt.

2. PBon einer Zahl wird eine algebraijde Summe fub-
trafhiert, inbem man ihre eingelnen Summanden mit entgegengefetiten Bor-
seidhen su der Bahl himufitgt.

§. 34. Alle fitr die abfoluten Bahlen abgeleiteten Sde iiber die
Gummen und Diffevengen laffen i) jhlieflid) auf das Commutationsgefets
per Addition (§. 11) juritctfithren. Diefes Gefets gilt aber (nadh) §. 32, 3)
aud) fiiv algebraijhe Bahlen; folglich gelten alle bigher fiir die abfo-
[uten gangen 3ahlen erwiejenen Sdke aud fiir die algebraijden
ganzen 3afhlen.

Bufie. 1. Die Ungleichheit zweter Babhlen (§. 5) mufs nun dabhin

erfldrt werden, dajs von zwei Jahlen dicjenige die Eleineve it, 3u weldher man
eie pofitive Bahl addieven mujs, um bdie andeve ju erhalten. It m > n,
fo it —m<<—mn. JFerner ift alfgemein +m >0, —m <0 und
— m << ~- D,

‘ 2. Die vorftehende Grildrung mufs man fefthalten, wenn die Sibe iiber
die Berbindung von Gleidjungen und Ungleidhungen durch die Adbition umd
Gubtraction (§§. 14 und 26) auf algebraifdhe Sahlen ausgedehut werden jollen.




Bueiter Abjdnitt,
Multiplication wnd Dibision.

I. Wultiplication mit abfofufen ganzen Jahlen.

s.35. 1. Cine bl a mit einer 3ahl b multiplicieren Beifit,
a fo vielmal al8 Summand feken, al8 b Ginbeiterr enthilf. Vean nernt a den
WMultiplicand, b den Multiplicator und beide Factoven; die Bahl,
welche man burd) das Wiultiplicieven erhilt, heift das Probduct. Das Product
ift bemnad) eine Summe gleicher Summanden; der Multiplicand ft einer diefer
gleichenn @ummanben; der Multiplicator zeigt an, wie viele folhe Swmmanden
gefeist werben follen. Der Multiplicand fann eine benannte Bahl feim; ber
Wultiplicator ift immer eine unbenannte 3ahl. Das Product aus bdem Multi-
plicand a und dem WMultiplicator b bejeidhnet man durd) a X b, oder a.b
(d. i. a bmal), ober, wenn beide Factoven allgemeine Bahlen find, aud) blof
ourd) a b.

Das Product pweier ganger Aahlen wird aud) ein Vielfaches bes
Multiplicands genannt. 3. B. 12 = 4.3; 12 ijt dag 3fache von 4.

Solgefihe. a) Jit der Multiplicand 1, fo ift das Product bem
Multiplicator gleich.

b) 3ft der MWultiplicand 0, fo ift aud) das Product 0.
S e By 0rss—i().

e ———

ber dritten, bas mewe Probuct mit der vierten Zahl, u. {. w. multiplictert.
Hiernad) ijt

\ a.b.¢c = (ah).e;

avbucad = [(d b)e]d, a5 ). .
= §. 36. Gin Product, befjen Factoren _e_i__qg_r‘@er.g[ej‘d] finb, wird abge-
“tiiryt dadurd begeidyet, dafs man nur einen Factor anjdreibt und ihm vedts
oben die Bahl beifett, weldhe angeigt, wie vielmal bderfelbe vorfommt; 3. B.:
Ry G W
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Ein Product gleicher Factoren heifit eine Potens; die Anzahl der gleidhen
Factoren heifit dev Potenzerponent, aud) blof Exponent, und der Factor,
der fo vielmal vorfommt, afs ber Grponent angeigt, die Bajis oder Graumd-
?&IJ.I 3n ber Poteny am, weldhe gelefen wird: ,a _31irinten“ (Poterns
erhobent) oder ,a mit m potengiert”, ift a die Bajis, m der Grpoment. Die
soeite Poteny a® nennt man insbefonbdere aud) dag Quadrat, die dritte a?
ben Cubus von a.

Wenn in cinem mehrgliedrigen Ausdrude mefrere Potengen derjelben
Bafis vorfommen, jo pflegt man wegen der leidjteren llherﬁtf)t bie eingelnen
®lieber nady den Potengerponenten zu ordnen, indem man entweder mit der
- bochiten Poteny anfingt und dann’ immer niedrigere Potenzen folgen [djst, ober
indem man pon der niedrigiten Poteny bder gemeinjamen Bafis u immer
hoheven Potenzen itbergeht. IJm erften Falle Heifit der Ausdbrud nach fal-
lenbden, im jweiten nadh) fteigemden Potengen der gemeinfamen Bafis
geordmet. So it 3. B. der Ausdruct

x* — 4x%y 4 6x*y? — 4xy® + y¢

nad) fallenden Potemgen von x, und ugleih nad) fteigenden Potengen pe_\ y
nenroie

1

éﬂ. Gin Product bleibt unverdndert, wenn mal

Sactoren unter einmander vertaujdht. (Das Commutationsgefet
der Multiplication.) R

€8 fet a mit b ju multiplicieren. Bilbet man b Reihen, deven jede a

Cinfeiten enthdlt, ndmlid

: 2= oy SR QUEL KM ESR LR e 17y

Sy T i L AR e o

A TR i

(b mal),
fo erhilt man offenbar gleid) viele Ginfeiten, ob man die Ginfetten aller Hori-
sontalreihen, ober bie Ginbeiten aller Verticalveihen 3ahlt. Jm erften Falle
erhilt man a bmal, alfo a.b, tm weiten b amal, aljo b.a. €8 ift daher
sbi—ilv. 2.

Der Sap gilt aud) fiir Iebe belicbige Zafhl von Factoren. Da ndmlic
in dem Producte mehrerer Factoren je gwet auf einander folgenbde Factoren
bet ungednderter Stellung der itbrigen vertaujht werden bditefent, fo fann bduveh
wiederfoltes Bertaujdhen jweier foldjer Factorem jeder Factor an jede vor-
gejdyricbene Stelle gebracht werden. o it 3. B. fiiv drei Factoren

: 25 b0, =paneibe—=lc:a. b =ic. buge=brc.a = biasc

$ier wurde vovausdgefest, dajs die %}actm’en unbenanmt find. Jft der
Meultiplicand eine benannte Bahl aXl, wo E die Benennung bejeichuet, fo
hat man aE.b = (ab)E = (ba)E; allein e8 ift aud) bE.a = (ba)E

Motnit, Avithmetit und Algebra.
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folglid) aE.b + bE.a (§. 8, 2). Man darf aljo aud) in diefem Falle bie
Factoven verwedyjeln, jobald dabet die Benennung des Wultiplicands auf den
fritheren Multiplicator, der nun als Multiplicand auftvitt, dbertragen wird.
S R o b= 5 {L7x'8 =140
i"‘. Solgefay. DerCocfficient)fann als Factor der Hauptgrofe,
wor welder cr fteht, betradtet werbden.
3a —=a-+a-+a=a.3=3.a
Sufah. Damit dem Commutationggefetse der Multiplication alfgemetne
®iltigteit gewalrt bleibe, mujs man aud
o — a1 und O.a—"a.0
annehutert diivfen. Dadurch erhalten dann auch die Augdriide a.1 und a.0,
welde nad) der im §. 35 gegebenen Grflarung der Wiultiplication feinen Sinn
haben, ibhre gang beftimmte Bebentung. €8 ift namlich
— a.l=1la=a _ umd 2alli—= 0. a=—"10s=bh.
a) Gine 3Rahl mit}j}\ multipliciert gibt fid) felbft um

Broducte.
C;) Cine Zahl mit O multipliciert gibt O jum Producte.

Berbindung der Mulliplication mit fich [elbft.

§ 38. 1. Gin Prodbuct wird mit einer Bahl multipliciert,
tndemt man einen Factor mit thr multipliciert.

(alblic =laclih ='a:(bc)

2. Gine 3ahl wird mit einem Producte multipliciert, indem
man fie mit dem eimen Factor, und das crhaltene Product mit dem anbern
Factor multipliciert, ™\

a.lbe) = (ab).c = (ac).b.

Diefe jwei Sie, weldje, die Affociationsgefese der Multipli-
catton beifen, folgen unmittelbar aus dem in §. 37 evwiefenen Commu-
tatwnré/gg[ggm\ gy,;:;,_,: { '

§. 39. Potenzen derfelben Bafis werden multipliciert,
indem man die gemeinfame Bafis mit der Summe der Exponenten potenziert.
AT gniesiamiin

@a“‘.&“ Ll a.alal sl (el aiana . v (dial)
='dya.a. V(o A m) el = queka;

Berbindung der Multiplication mit der Addition und Subtraction.

g §. 40. 1. CGine Summe wird mit einer Jahl multipliciert,
inbem man jeden Summanbden mit diefer Zahl multipliciert und die Theil-
erohucte abdiert.

: (a4+b).m=am 4 bm.
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Beweis, (2 + b)m = (a +b) + (@ + b) + (a -+ b) + .. (mnal)
—a-+a-+a-+..(mmi)+b-+b-+b-+..(mmal § 11)
— am + bm.

2. Umgelehrt: Bwei Producte, welde einen gemeinjomen
Factor haben, werden abdiert, indem man dle Summe der nidyt
gemeinfamen Factoren mit dem gemeinjomen Factor multipliciert.

a@m + bm = (a 4 b).m.

§. 41. 1, Gine Differens wird mit einer afhl multipliciert,
indemt man den Minuend und den Subtrahend mit dicfer Jafhl multipliciert
und dag pweite Product vom evften jubtrahiert.

(a —b).m — am — bm.

Der BVeweis wirh dhnlid) wie ju §. 40, 1 gefiihrt.

2. Umgetehrt: Bwet Producte, weldeeinengemeinfamen Factor
haben, werden jubtrahiert, indem man bdie Differen; der nidht gemein-
fomen Factovew mit dem gemeinjomen Factor multipliciert.

; am —bm = (a — b).m.

Die dburd) §. 40, 2 und §. 41, 2 ausgedritcften Operationen nennt nwan
ba8 Hervausheben des g/z;zgeﬁi‘pfamen Gactordz

§. 42 /1. Cinlgy’ :ﬁ.pk{ﬁ‘ﬁ%bwﬁlgt einer @uamme multipliciert,
inbent man (o{ mit jeden’Sumawanden multipliciert und die Theilproducte addiert.

a.(m + n) = am -+ an.

Beweis. a.(m + n) = (m + n).a § 37) = ma -+ na §. 40, 1)

b/f"{f'é-t“k. — am _‘{— an (&??f:q;

2. Eink Bahl wird mit einer Differens multipliciert, indem
man fie mit dem Ninwend und dem Subtrahend multiplictert und von bem
erften. Producte dbad jweite jubtrahiert.

a.(m —mn)= am — an.

Der Bewets ift dem vorigen analog.

Die in den §§. 40—42 angefiifrien Sife fheiffen die Digtributions-
gefetre ber Multiplication.

§. 43. 1. Gin mehrgliedriger Ausbrud wird mit einer Bajhl
multiplicievt, indbem nian jedes Glied desjelben mit diejer Bahi multipliciert
und ven eingelmen Probducten die Beichen der Glicder des WMultiplicands gibt.

(@—b—c+d—ef=af—bf—cf | df —ef.,

Folgt aus §. 40, 1 und §. 41, 1.

2. €ine Bahl wird mit einem mehrgliedrigen Ausdbrude
multipliciert, inbem man fie mit jedem ®liede besjelben multipliciert umnd
bie eimgelnen Producte abdditiv oder fubtractiv jujammenitellt, je nachdem fie
aus der Miultiplication mit abddbitiven oder fubtractiven ®ledern hervorgehen.

a(b—c—d-+e—f)=ab—ac—ad + ae—af

Folgt aus §. 42.

9%
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3. €in mehrglicdriger Ausdbrud wird mit etnem mehrglie-
prigen Ausdrude multipliciert, indem man den gangen Multiplicand,
b. i. jedes Glicd desjelben, mit jebem Glicde des WMultiplicators multipliciert
-und die eingelnen Producte additiv obder jubtractiv jujammenitellt, fe nadhdem
oie begiiglichen Factoren gleiche oder verjchiedene Redynungszeichen Haben.
(a=ht+cld—e—f)=gd< bd—}~cd—-ae~{—be—-cc—af—}~bf—-—cf

olgt aus 1 umd 2,

§. 44. Bet mehrgliedrigen Ausdritden, welde nad den
Potengen derjelben Bafis fortjdhreiten, crhilt man, wenn dicjelben
gleidhartig georduet find, durd) die Multiplication des Multiplicands mit den
eingelnen Glicdern deg WMultiplicators Theilproducte, welche cbenjo geordruet”
find.  Man jdyreibt diefe Theilprodbucte, um fie leichter ju vebducicren, o am,
baj8 ihre gleidnamigen Glicder unter einamnder zu ftehen fommen. 3. B.:

4a® — 3a — 4 Multiplicand
3a® — Ta - 5 Multiplicator
“12ab— 958" 1240
— 28a% | 21a* 4 28a
+ 20a® — 15a — 20
122 — 37a® +f 29a® + 13a — 20 PBroduct.

Bufay. Insbefondeve erhilt man:

1. (a+b)*=(a + b)s(a 4+ b) = a* + 2ab -+ b?% und
_ 2. (a—Db)!=1(a —Db)s(a—Db)=a®— 2ab 4+ b% b. h.

" Das Quabrat ber Summe ober der Diffeven; zweier Rahlen ift
sgleid) ber Summe der Quadvate diejer Bahlen, beziiglid) ver-
“mehrt oder vermindert um das doppelte Product berjelben.

3. (a + b)y(a — b) = a* — b?; b. B
- Das Product aus der Summe und der Differens zweier Zahlen
ift gletd) der Dijfeveny threr Quadrate.

4, (a® — ab + b* (a - b) = a® + b®.

(a® 4 ab 4 b*) (a — b) = a® — b*
(a® — a®b 4 ab® — b? (a + b) = a* — b
(a® 4+ a*b 4+ ab® 4+ b?® (a — b) = a* — b4

§. 45. Aug den Siten der vorhevgehenden Pavagraphen laffen fidh fit
die Beftimmung des Productes von ivgend gwei Gliedern beliebiger Ausdriicte
folgenbe NRegeln ujammenfaffen:

1. Ridjidtlich des Betchens ift das Probuct zweter Glicder additiv
ober fubtractiv zu feben, je nachdem bdiefe Glieder gleihe oder verjchiedene
NRedymungszeichen haben.

2. Der Coefficient des Prodbuctes aweier Gliecder ift dag Product
aus den Coefficienten diejer Glieder; denn

Sa.4b = 3.a.4.b = 3:id.a.b = 123D,

-]‘O')Ut
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3. Die Hauptgrofe des Productes zmweier Glieder erhdlt man, indem
man bdie Factoven, welde in den Hauptgrofen diejer Glieder vorfommen (in
alphabetijdher Ordnung) neben einander ftellt.

Peebindung von Gleidyungen und Hngleidhungen durd) die Multiplication.

8 46. 1. ®letches mit Gleidem multipliciert gibt Gleides.

3t a =T b @ = d ot aic =Ibd (518 25

2. Gletches mit Hng[ndem multipliciert gibt Ungleidhes
mit pemjelben Ungleichheitszeichen.

Sftia =="b:imb i d, fo Mji‘ac>Pd.

Beweis. €8 jei ¢ =d + w, fo it (nadh) 1) ac = b(d 4 w), oder
ac="bd+bw (§ 42, 1). Jun it bd bw=>bd (§. 8, 5), fomit aud
gie = bd.

3. Ungleiches mit Ungleidjem bet bemjelben Ungleidhheits-
jeidhen multipliciert gibt Ungleidhesd mit bemieihun Ungleid:-
heitszeidyen.

St a>bund ¢ > d, fo ift ac > bd.

Der Beweis ift unter Suziehung von 2 und §. 42, 1 bem vorigen dhnlich.

I1. Divifion mit abfoluten ganjen Sablen.

§. 47. Gine Bahl a durd) einme Zahl b dividbicven feifit, aus a
alg dem Producte zweier Fahlen und b als dem einen der Factoven den anbdern
actor fudjen. Man nennt das gegebene Product a ben Dividend, den
gegebertent Factor b den Divifor, bden gejudjfen Factor den Quotienten,

md begeichnet den lesteren mit a:b ober

Gin Quotient ift alfo ein Ausdbrucd fiiv dicjenige Zahl, welde
mit bem Divijor multipliciert den Dividend gibt; oder es ift

a
*b*.b = &.

Die Divifion ift, wenn der Multiplicator ald Divijor gegeben ift, tm
Begriffe wefentlic) verjhieden von ber Divifion, in welder der Multiplicand
al8 Divifor gegeben ift. Jm ervjten Falle ift die Divifion ein Theilen,
wobei der Theil gefucht wivd, welcher fo vielmal genontmen, wie der Divijor
angeigt, dem Dividend hervorbringt; der Divifor ift in diefem Falle eine unbe-
nannte 3ahl, der Dividend Yamm auc) eine Bewennung Haben, welche dann
aud) der Quotient erhilt. 3. B. 15 fl.:3 =5 fl. Jm jweiten Falle it
bie Diviftont ein Mejfen, (Verhilinis), wobei unterfucht wird, wie vielmal
ber Divifor in bem Dividend enthalten ift; ift Hier dev Divibend bemanut, jo
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mufs aud) der Divifor benannt, unbd swar mit dem Dividend gleidhnamig fein;
ber Quotient ift etne unbenannte Bahl. 3. B. 15 fl. : 3 fl. = 5.

Der Quotient, al8 reine Bahl betvachtet, ift fedoch bet gleichem Dividend
und gleidem Divifor in beiden Fdllen derfelbe (§. 37), jo dafs man et der
Entwidlung der Divifionsgefetie diefe beiden Avten der Divifton nid)t weiter
s untericheiben braudt.

Um bdie Divifion audzufithren, fudt man entweder in der Bahlen-
vethe biejenige Bafhl auf, weldje fo vielmal gefetst, wie der Divtfor amgeigt, den
Dividend gibt; oder man fubtrahiert wicverholt den Divifor juerit vom Dividend,
bann von dem jebesmal crhaltenen NRefte fo oft als mibglich; die ahl, welche
anzeigt, wie vielmal die Subtvaction vervidhtet werden fanm, ift der Quotient.
Die Divifion sweier Sahlen fann an der natitrlichen Bahlenveihe nur dann
ausgefithrt werden, wenn der Dividend ein Biclfaches des Divijors (§. 85, 1) ijt.

Wir werden daher bei den folgenden Siten vorldufig vorausjeten, dafs
bie Divtdenden der vorfommenden Quotienten Bielfacdhe ihrer Diviforen find.

§. 48. fLolgefate. 1. Multipliciert man den Quoticnten jweier
Bahlen mit bem Divifor, jo erhilt man den Dividbend.

(agalohi=s bila s blt="a,

2. Dividiert man dag Product jweier 3ahlen durd den einen
Factor, jo exhdlt man ben andern Factor.

aiblsa =y s =t

3. Gine Bafhl bleibt unverdndert, wenn man jie mit einer
Bahl multiplictert und durd) dbicjelbe Z3ahl dividiert.

2= (a Dby A= s

Die Multiplication und bdie Divifion find demnad) einander entgegen-
gefeflst; lebteve ift eime inverje Operation der erfteven, und zwar die ein-
3ige, da e$ wegen der Vertaujdhbarfeit jweier Factoren gleidigiltig ift, ob der
erfte Factor oder der zweite gejudyt wird.

4, Jede Bahl durd) fid) jelbft dividievt gibt 1 jum Quotienten.

e Tethelii S0 ali=— gy
5. Jebe Bahl dburd) 1 dividbievt gibt fich felbft jum Quotienten:
A sli="a5 i ==l

6. Gin Quotient, dejjen Dividend Null, und dejjen Divijor
pon Null verfdieden ift, ift gleich Null

0:a=0% beain" 0.8 =10,

7. Gin Quotient, deffen Dividend von Null verjdieden,
und defjen Divifor Null ift, ift unmdglid.

a : 0 ober —g— iit, wenn a niht Null ift, unmdglich; denn 8 gibt feine

Aabl, weldhe mit O multipliciert, das Product a gibt.
ik 8. Gin Quotient, deffen Dividend unud Divijor Null {ind,
Cift unbeftimmt,
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0:0=a, wo a ecine belicbige Bahl bedeutet; denn a.0 = 0.
Der Ausdrud —g— ift daher ein Symbol der Unbeftimmifheit.

Berbindung der Divifion mit fich felbft und mit der Multiplication.

8. 49. Gin Product wird durd) eine Sahl dividiert, indem
/man einen ber Factoven dbuvc) fie dividiert. . 'S
ab b Lie= ae)- /gl

P_—b=a.— at
c c (]

Beweis. a) St b der vichtige Quotient der Bahlen ab und ¢, fo

mufd e mit dem Divijor ¢ multipliciert, den Dividend ab geben (§. 47).
N 1t wirf[id)
e, bl {% }.b (§. 38,1) = a.b (. 48, 1).

b) Gbenjo ift aud) a.> ein ridtiger usdruc fitw dem uotienten
ab
—L—", benn

{a.%}.c = a{fl:c} (§.98,1) = a.b (8. 48, 1).

Solgefoh. Solleine 3ahl miteiner jweiten multipliciert und
dburd) eine dritte dividbiert werden, fo ift es gletdgiltig, in
weldher Reihenfolge man multipliciert und dividiert.

§ 50. Cin Quotient wird mit einer Bahl multipliciert,
indem man bden Dividend mit ihr multipliciert ober den Divifor durd) fie
dividiert.
ac a

B bt

a
K.C
Beweis. Dajs .o = 57 ift, ergibt fich aus §. 49, Folgej.
Aus ber Grildvung eines Quotienten (§. 47) [Gj8t fich fermer folgern,

= .c ift; demn
{%.c}.(b:c) =4 -{o-0: c)} @. 38, 1)

=2.b§ 48 1) =a

§ 8L Gin Quotient wird durd) eine Zahl dividiert, indem
man den Dividend durd) fie dividiert, oder den Divijor mit thr multipliciert.

EI._ 4 o a:c a

BEOS S Ly T b
Beweis. Beide Formen des Quotienten entfpredien der in § 47 auf-
geftellten Grtldvung bdesjelben. Denn es ift



Bo= {0 (6 50) =2 (5. 48, 1), und aug)

T i 60 = 645,

Jolgefal. Soll eine Zahl durd) jwei Zahlen dividiert werbden,
jo dbarf man entweder durd) diefelben eingeln in beliebiger
Reihenfolge, oder auch fogleid) durch ihr Broduct dividieren.

§ 52. 1. Gine 3ahl wird durd) ein Product dividiert, indem
man fie durd) dem einen Factor, und den crfhaltenen Quotienten durd) den
andern Factor bdividiert,

a a a
E:'b':c:F:b‘

Crgibt fid) dburd) Umtehrung der in §. 51 bewicjenen Gleidhungen.

2. Gine Bahl wird mit einem Quotienten multiplictert,
indem man fie mit dem Dividend multipliciert und durch den Divifor dividiert.

b ab a
8.—=—=—.b.
c e ¢

Jolgt durd) Mmiehrung der Gleichungen in §. 49.
3. Cine 3ahl wird durd) einen Quotienten dividiert, indem

man fie duvd) dben Dividend dividievt und mit dem Divifor multipliciert.
ac
ai =3¢ =

Crgibt fich duvd) Umbehrung aus §. 50.

§. 53. 1. Gin Product bleibt unverdnbdert, wenn man bden
cinen Factor mit einer Sahl multipliciert und ben andern durd
biefelbe Bahl dividiert.

abi=wma. (bae)=iazclabe.
Gs ift
ab=a.{(b:c).c) (§ 48,3 =ac.(b:c) (§ 38, 2);
ab=a.{(b.c):c} (8.48,3) = (a:¢c).bec (§ 52, 2).
/2. Gin Quotient bleibt unverdndert, wenn man den Divi:
bend und dem Divifor mit derjelben Bahl multipliciert oder
beide burdh) diefelbe Bahl divibdiert.

ar gl ae o ath

Gs it
= 5. 48, 3) = £ (8. 52, 3);
=g 6489 =4t 6521,

Die voranjtehenden Sife iiber bie Divifion §§. 49—53 find gany amalog den Siben
itber bie Subtraction §§. 17—21.

§. 54. Potengen bderfelben Vajis werden bdividiert, indem
man von dem GEypomenten deé Dividends bden Grpomenten ded Divijors
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jubtvafiert und bdie gemteinfome Bafid mit der Differeny bder Exponenten
potenziert.
R L i
Beweis. Damit fier die Divijion nadh) §. 47 ausfithrbar fei, mufs vor-
ausgejest werden, daf8 n micht grofer alé m fet. Wan febe m =n 4 w,
obet m —n = w, wo aud) w = O fein fann; dann ift
At igl—— gl R glio— gl g% s gl (&, "5)
— a¥ (5. 48, 2) = am— 2,
Bufal. Nach diefem Sabe ift
R e unb pliEsalt—snll
Da aber die Ausdriife a' und a® nad) der im §. 36 gegebenen Grild-
tung einer Poteny feinen Sinn haben, fo mujs fiir diefelben, damit der obige
@ap aud) fiiv die angefithrten zwet Falle Geltung behalte, erft die Vedeutung
fejtgeftellt werben. MNach dem bisher entwicdelten Divifiondgejeten ift nun
af+1:gm — g unb a®: a® = 1; folglid) ijt al gleidhbedentend mit a, und
a% gleihbebentend mit 1.
a) Die erfte Poteng ciner Zahl ijt diefer Zahl felbft gletd.
b) Die nullte Potens einer Bahl ift gletch 1. .

e Perbindung der Divifion mit der Addition und Subtraction:

§. 55. 1. Gine Gumme wird durd eime Bahl dividiert, tndem
T man jeben GSummanden duvd) fie dividiert und die fo evhaltenen Theilquotienten

bbiert.
/ a4+b _ a b
Gy ey

N m

ﬁmm+%+%+m=%ﬂm+%mﬂwﬁb=a+b@%@.
2. Umgefehrt: 3wei Quotienten mit gleidhem Divijor werden
adpiert, tndbem man die Summe threr Dividenden duvd) ben gemeinfamen
Divifor dividiert. :
§. 56. 1. Gine Differeny wird durd) eime Bahl dividiert,
\ tmbem man den Winuend und den Subtvahend durd) bdiefelbe bividiert umbd

bon demt erften Duotienten den zweiten fubtvahiert.
: a—b b

a
m m

o~

= —.
s iafle b : b

mmm{%umaym:gbm—ﬁym@ALU:a-h@A&u

2. Umgelehrt: Bwei Quotienten mit gleichem Divifor werbden

fjubtrafhiert, indem man bdie Diffeven; ihrer Dividenden duvch den gemein-

jamen Divifor bdividiert,

§. 57. Cin mehrglicdriger Ausdrud wird durd) einme Jahl
pividiert, indem moam jebes Glicd desfelben durc) diefe Zahl bdividiert und
oen eingelnen Quotienten die Rechnungsjeidhen der Glieber bes Dividends gibt.



a—b—c¢c4+d—e a b [ d e
m "m m m m m "

Die Richtigeit diejes Saties ergibt fidh aus §. 55, 1 und 56, 1.
§. 8. €8 fei der Quotient —%, wo A und B mebrgliedrige, und 3war

gleihartig georduete usdriicfe bedeuten, zu entwiceln. Da der Dividend A
bag Product aus dem Divifor B und dem Quotienten ift, jo ift nach) §. 43, 3
und §. 44 das erfte Glicd in A dag Product aus bem erften Gliede in B
und dem evften Gliede im Quotienten. Man findet dafer das evjte Glied q
bes Quotienten, indem man bas erfte Glied des Dividends durd) das erfte
®fied des Divifors dividiert, und e8 ift
i =1 =i,

wo x den 1od) fef)[enben M)eﬂ bes Lutottenten vorftellt.  Bur BVejtimmung
bort x Dat man

x= 4 —q==2_ 295488 =259 56, 2);

B B
daher ijt
A p— ]
BT B
Pan erhilt aljo den nodh) fehlenden Theil des Quotientent, inbem man
mit dem erften Gliede des Quotienten den Divijor multipliciert, das erhaltene
Broduct von dem Dividend jubtvahiert und den Rejt burd) Den SDitJiim. dividiert.

Auf der wieberholten Amvendung dev %nrme[ = -]— diE g bevithet

nun folgendes Berfafhren fiir das Divibdieren 3mete1 meﬁlghchnger
Ausdrirde:

Man dividiere, naddem bdie Glicder des Dividends und ded Divifors
gleichartiy georbnet wurden, dag erfte Glied des Dividends durch das erite
©lied ded Divijors; dadurd) erhilt man bas erfte Glicd des Luotienten; mit
oiefemt Thetlquotienten multipliciere man den gamzen Divifor und jubtrabiere
dag Product vom gangen Dividend. Mit dem Refte verfahre man dann ebenjo,
wie mit dem urfprimglidhen Dividend, wm das jweite Glicd des Vnotienten
gu erhalten, u. f. f.

3. B.: (Ba®— 4ab —4b%: (Ba + 2b) = a — 2b

3a® | 2ab
= Eahi— 4k
— 6ab — 4b®
+ aF

Bufoh. Jusbefondeve crhdlt man:
(@*—b%:(a+ b)=a—Dhb, und
(a* —Db*:(a—b)=a+ b; b b



Die Difjereny der Vuadrate gweier Bahlen dividiert durd
dic Summe ober dic Differeny diefer Bahlen gibt begliglid) die
Differeng oder die Summe devjelben Jafhlen.

§. 59. Mit Ricfidt auf die vorhergehenden Site laffen fih gur Be-
ftimmung de§ Quotienten zweier Glieder Delicbiger Ausbrinte folgende Regeln
sujommenitellen:

1. Begiiglich des Beidjens ift der Quotient jweier Glicder abdditiv oder
fubtractiv 3u feten, fe nachdem bdic Dbeiden Glieder gleiche oder vevichiedene
Rednungszeichen haben. (Folgt aus §. 43 und §. 48, 2.)

2. Der Coefficient des Quotienten jweier Glieder ift der Quotient
ber Coefficienten diefer Glicder.

3. Dic Hauptgrofe bdes Quotienten weier Glieder ift die @aupt
gw{ge bes Dividends nach Weglajjung bderjenigen Factoren, welhe auch tm
Divifor vorfommen, und war in gleicher Angzahl, ol fie tm Divijor ent
balten find.

Perbindung von Gleichungen und HUngleichungen durd) die Divifion.
8. 60. 1. Gleidhes dburd @Icic[)eé bividbiert gibt Gletdhes.
Site s —bsinhEci=—xd, 0 1ft—— (8. 8, 3).

2. Ungleidjes durcdh Gleidjes b1n1b1ert gibt ilng[eld}cs mit
bemijelben Ungletchheitszeichen.

Sft a=b md ¢ =d, fo ift LR
Beweis, Wiire nidyt —i‘— {n mitjste L = 2 fein; bdann wire Dbe-

sighidy andy L.e=2.d (8. 46, 1 b 2), baber a=Db (§ 48 1), was
gegent die BVoransjepung ift.

3. ®leiches durd) Ungleidhes dividiert gibt Ungletdhes mit
entgegengefesitem Ungleidhheitsgeichen.

Sft a = b wnd ¢ > d, fo ift < .

Beweis. Wiire %"; ., fo miifste in beiden Fdlfen >.c > %.d (§. 46,

2 unbd 3), daher a = b (§. 48, 1) jein, was gegen bdie BVovausjetung ijt.
4, Nngleidhes dburvd) Ungleiched mit entgegengejesrtem Un-
gletdheitszeidhen dividiert gibt Ungleidhed mit dem evjten Un-
gleidheitszeichen.
3ft a>b ud ¢ < 4, fo ift &> 2.

Beweis, Wire % = % fo mitféte in betben Fdllen %.c == -zd (§. 46,

2 und 4), daher a << b (§ 48, 1) fein, was gegen die Vorvausfetung ift.




11, 2Aenltiplication wud Divifion mif algebraifden ganjen 3abhlen.
§. 61. Jjt der Multiplicator eine pojitive 3afhl 4+ n, aljo gleidh ber
abfoluten 3ahl n, jo ergibt i) jdhon aus der allgemeinen Gréldrung der Mul-
tiplication in & 35:
(+a).(+n) =(4+a)n=+a-+a+a-..amal) = + an, und
(—a).(+n)=(—a)n=—a—a—a—..(oml) =—an.
Dagegen hat die Meultiplication mit einem negativen Multiplicator
— n nad) der obigen Grilirung feinen Sinn. Damit aud) eine jolde Multi-
plication Bedeutung erhalte, darf man nur den durd) die Formel a (m — n) =
am — an ausgedriicften Safy, bder in § 42, 2 fiir m > n bewicfen wirde,
auc) dann al$ fortbeftehend gelten laffen, wenn m = o wird. Wan exhilt dann

(+a).(—n) =(+ a).(0 —n) =a.0 —an =0 — an = — an, und
(—a).(—n)=(—a).(0o—n)=—2a.0 — (—a.n) =0 — (—an)
= 0 4+ an = 4 an.

Mit einer negativen Bahl multiplicieren feift demmad), bdas
Gntgegengefetste ded Multiplicands mit dbem abjoluten Lerte des WMultiplicators
multiplicieren.

Die voranjtehenden Ergebnifje

(+ a).(+ n) = + an, (— a).(+ n)
(—a).(—n) =+ an, (+a).(—n)
fann man in den folgenden Sats jujammeniafjen:

Bwei gleid) bezetchnete Factoren geben ein pofitives, zwet
ungleic) bejeidynete Factoven geben etn negatives Product

Solgefite. 1. Dad Product jweter algebraifdjer Jahlen bleibt
ungednbdert, wenn man diefelben unter einander vertaujdt.

€ tit a.t-b=zab, unb +b.-tg==ha == ab (§36);
baber =a.4+ b=+ b.z=a. Gbenfo folgt ==a.—b=—Dh.=*a.

2. Das Product von beliebig vielen pofitiven Bafhlen ift
pofjitin.

3. Dag Product von lauter negativen Jahlen ift pofitiy,
wenn die Anzahl der Factoren ein Bielfadhes von 2 ift, fouit
negativ.

§. 62. Fiir die Divifion algebraijher Bahlen gilt der Sats:

Der Quotient jweier algebraifder Zahlen ift pojitiv oder
negativ, jenacdhdem diejelben gleiche odber verjdyiedenc Borzeiden
haben.

= —an,
= — an.

(d= ) (- by =i gl 9 (@) s (- b) =gy
(+a):(=b=—q (—a):(—b=+4q
o q ben abfoluten LWert des Luotienten bdarftellt.
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Beweis. 3t ber Dividend (bad Bro duct) pofitiv, jo miijfen, wie aus §. 61
folgt, der Divifor und der Quotient (die beiden Factoven) gleich begeichnet fein;
alfo ift (+ a): (+ b) = + q und (+ a): (—b) = —

3it ber Dividend negativ, jo miijjen Divijor und Juotient verjdyiedene
Bovzeiden haben; alfo ift (—a): (4-b) = — quud (—a) : (—b) = 4 q.

§. 63, Alle fitr die Prodbucte und Quotienten abfoluter Bahlen erwiejenen
@ite laffen fih aus den Commutationsgefeten

a-+b=">b-+a (§ 11) und
Aabi=1bl.a (S8,
o a und b abjolute gange ahlen bedeuten, durc) blofe Umformungen herleiten.
Da mun diefe ywet Gefese auch fiiv algebraijdhe Bahlen ridtig find (§. 32, 3
undb §. 61, Folgef. 1), jo gelten alle fiir abfo[ute ganze Rahlen
hemwienen ©ae ftber die Producte und Quotienten aud fiiv
algebratide gange 3ahlen.

Snsbefondere gelten die Sdte itber die WMultiplication und Divifion mehr-
gliedbriger usdriicte (§§. 43—45 und 57—5H9) and) fliv algebraijche Summen;
mur miiffen die abditiven und fubtractiven Glieder (mit Ritdjidt auf §. 33)
hier al8 pofitive unbd negative Summanden betradytet werbden.

3n. Begiehung auj bdie Sate itber die Verbindung von Gleichungen und
Ungleihungen (§. 46 und 60) gilt die in §. 34, Buf. 2, gemadte Bemerfung.

IV. Bablenfyfteme.

Bahlenfyfteme fberhaupt.

§. 64. lUnter einemt Bahlenjyftem verjteht man eine folde Dar-
ftellung der befonberen Bablen, mitteljt welder nady einem beftimmten Gejete
bure) verhiltnismigig wenige Bahhvodrter und Bal]fgetd)en jeve Deliebig grofie
Aahl ausgedriictt werden fann.

Um ein Bahlenfyjtem zu bilden, 3dhlt man in der natitvlichen Rafhlenveihe
nur b8 ju einer beftimmten, jedoch 1 iiberichreitenden Zafhl b, welde man
wod) unmittelbar auffafjenn wifl, und welde die Grundzahl oder Bafis des
Rahlenfpjtems Deift. Betvadhtet man diefe ald eine meme Einfeit und
fommt dann beim weiteven Bdhlen auf eine Jahl, welde diefe neue Einbeit
fo vielmal enthilt, wie die Bafis angeigt, alfo auf die Zafhl b.b =b% fo
fieht man diefe wieder al8 eime mnewe Einheit oder al8 Cinheit der nddit
Hoheren Orvdnung an. Gelangt man bei jortgejetstem Bdahlen zu einer Bahl,
weldhe die hohere Einbeit b* fo vielmal enthdlt, wie b angeigt, aljo ju der
Babl b%.b = b® fo Wit dieje als Cinheit einer nod) hoheren Ord-
nung angefehenr. Durd) Fortjetung diejes BVovganges fann man neue Ein-
Detten tmmer Hohever Orvduung bilden.



Die auf einander folgenden Ginbeiten b, b®, b... erjdeinen af8
Potenzent der Bafis b und heifen, den Crponenten derfelben gemdf, Ginbeiten
der evften, zweiten, dritten, .... Ordnung, obder audy des erften,
sweiten, dritten,... Ranges, jum Unterjdhiede von der uripriinglidhen
Ginbeit, die man, weil 1 = b* (§. 54, Buf.) ift, auch Ginheit des nullten
Ranges nennen fann.

§ 65. Jede Zahl fann al8 ecine Summe von Theilen darge:
ftelltwerden, deven jeder die Ginfheit eines beftimmten RNanges,
verfehen mit einem Coefficienten, welcher fleiner als die Bafis
ift, enthalt. !

Beweis, Jjt b® die hodjte Cinbeit, weldhe in der gamgen Bahl N vor-
fommt, fo fann man

N =a,b> < N,
feten, wo ap << b und N, << b fein mujs. Ebenjo fann man weiter jeten:
N f==roy SGIHT el NI 0D g & o <= b NG il
Nol==tap 2 s Br SR N - tod e &g = il </hi=as
Ny gr=="Gb N o0 alifes T NI i e
N = b EEiag e s g fopta << b

Gubftituiert man nach) und nad) dte Werte von N, N,,.. . No—g, No

in N, fo erhdlt man

N=asb* 4 ay_1b2—1 4+ a,_3b? 2+ ... 4 a,b%+ a,b + a,
wobet iibrigens von den Coeffictenten an_1, an- 9, ... a,, a, einige ober aud
alle O jein founen. '

Diefer Ausdrud ift daher die allgemeine Form fitv jede beliebige
gamze Bahl in dem HBahlenfyjteme, deffen Bafis b ijt.

Wm nun in diefem Syfteme alfe beliebigen gangen 3ahlen zu benennen,
geniigt e, bloff denjenigen 3aflen, welthe fleiner al8 b find, fowie den auf
einander folgenden Potenzen von b befondere Namen zu geben. Um in diejem
©yjteme alle beliebigen Bahlen fdriftlid) darzuftellen, Dbedarf e nur
bejonderer Reichen (Biffern) fitr die Bahlen, weldhe Eleiner ald b find, und des
Betdpens O fiir das Nichtoorhanbdenjein einer bejtimmten Poten von b, jomit
gufammen fo vieler Riffern, wie die Bafis b angeigt.

Da man jede gange Bahl, die grofer ald 1 ijt, al8 Bajis cines Rahlen-
fyjtems wabhlen fann, fo laffen fich ungdhlig viele verjchiedene Bahlenfyitene
berjtellen.

" Dekadifhes Babhlenfyfem.

§. 66. Das gegemwdrtig allgemein gebrauchlicge ahlenfyjtent™ ift das
defabifdye, deflen Bajfis zehn (befa) ift.
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Sn diefern driicft man die evften neun Bahlen, Siner, mit den befannten
Aahhvodrtern cing, jwei, drei, vier, fiinf, jehs, jieben, adt, neun aus und nennt
bic Ginheit des erften, zweiten, drittem, viertem, ... anges begitglic) einen
Rehner, einen Hunbderter, cinen Taufender, civen Fehntaujender,...
Berbinbdet man mit jeren Jahlwdrtern die Benemmungen der aufeinander folgenden
defadijdhen Ginfeiten, fo fann daburd) jede beliebig grofie Bahl benannt werden.

Wm die defabdijchen Bahlen jdhriftlic) davguftellen, geniigen bdie Riffern fit
dic erften neun Bablen: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 3u benen noch die O fommt,

Begeidnet man mit a, b, e, ... p, q r ivgend eine der Jahlen O,
1, 2,...8 9, jo ift der Ansdrud

r.10" | q.107—1 4 p.102—2 4 ... 4 ¢.10° |- b.10 4 a
die allgemeine Fovm einer defadiffjen gamgen Bafhl. Man Fivyt aber diefe
Form dahin ab, dajd man bdie Addbitionszeichen und bdie defabifden Einleiten
10, 10% 10% .. wegldjst und nur bdie Goeffictenten (Biffern) anfdreibt, und
jedber Biffer einen zehnfacden Wert amweist, wenn man fie tn die ndchfte
Rangjtelle nach linfs verfest. In diefem Sinme ift 3. B.

35684 = 3.10* + 5.10% + 6.10* 4- 8.10 - 4, ober
= 30000 4 5000 + 600 + 80 - 4.

§. 67. Bet jeder Biffer einer nach der angegebenen Scjreibiweije aus-
gebriiciten defadifhen Bahl mujd man aufer bdem eigentlichen 51f1,erwelte
aud) ben Stellenwert ober Rang beriictfihtigen. Der Rang ciner Biffer.
witd durd) den Grpomenten derjenigen Poteny von 10 beftimmt, weldhe diey .o
betadife Ginbeit jener Stelle ift; man fann daber diefen Erpomenten vom 10,
ben Rangerponenten der Biffer nenmen. 3. B. in 35684 hat die Siffer
6 bden Rangexponenten 2, die hodhte Biffer 3 den Rangerponenten 4.

Solgefite. 1. Der Rangerponent der Hodhften Riffer einer bdefadifdien
gamzen Babl ift um 1 fleiner als die Angahl der Iiffern.

2. Bebdeutet N eine defadifche gange Bahl, deven hochite Biffer den Ramng-
expontentent n Hat, aljo eine (n 4 1) 3iffrige gange Babhl, fo ijt

N =z N TG

§. 68. Dic befannten Vovjdriften fiir dag Redynen mit defadifchen
gomzenn Bahlen beruhen auf den Sien, welde fiir das Redynen mit mehr-
gliedbrigen Ausdriicen, die nach bden Potengen bderjelben Bafis georduet {find,
gelten, wobet jedod) wegen der einfacheren Darftellung der defadijden Zahlen
burch) neben etnander gefdricbene Biffern auf bden &Rang oiefer Biffern jtets
RNidficht genommen werden mujs.

@ransformation der 3ablen aus eivem Sablenfyfreme in ein anderes.

§. 69. Die beim Sdreiben defadifher Bablen eingefithrte Abkiivzung
tritt in entjprecjenver BWeife audh) beim Anfchreiben dev Jahlen in einem nicdt-
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defabifthen Bahlenfyiteme ein. So bedeutet 5342, im Syjteme der Grundyahl
6 gejchrieben, was wir durd) 5342 [6] ausdriicden wollen,
5.6% 4 3.6% 4+ 4.6 + 2.

Auch) bdie Rechnungsoperationen mit nichtdefadifhen Bahlen werden nach
ben gleidien Gefetsen, wie bie mit defabifhen Sahlen, ausgefiihrt.

Aufgaben. 1. Gine tn einem nidytdefadifden Zahleniyfteme
gejdriebene 3ahl tn dag defadifde Bahleniyjtem zu iibertragen.

Man bilde bie anf einanbder folgenden Cinfeiten bes gegebenen Syftems,
multiplicieve jede devfelben mit dev Biffer des Detveffenden Ranges und abdieve
die Producte.

it 3 B. 32013 [4] n das defadijhe Bahlenfyjtem u dibertragen, fo
hat man

40 —1 3.256 = 768
41 =4 2. 64 = 128
42 — 16 1. 4= 4
4% — 64 SRR
44 — 956 903

alfo 32013 [4] = 903 [10].

2. Gine Bahl des befabifdien Bahleniyftems in ein nidt-
defabdifjhes Bahleniyjtem, defjen Bafis gegeben ift, su iftber-
fragen.

Wean bilde bdie auf einanbder folgenden Gineiten des rnewen Shjtems.
Dann dividieve man die gegebene Zahl duvch die Hichite diefer Cinfeiten, weldhe
tn thr enthalten ijt, den. RNeft duvd) die ndchittleinere Ginbeit, den neuen Reft
buvd) bdie weiter folgende Gimbeit, u. §. f. Die gefundenen Quotienten jind
bte Biffern ber gegebenen Bahl in dem neuen Syjtene.

Jit 3. B. die defadifhe Bahl 487 in das Syftem der Grumdyahl 6 zu
itbertragen, fo hat man

69 = 1 487 + 216 =2
Gl =4 B8 h =l
6% = 36 11 Repi =g
(IR =121 e =

aljo 487 [10] = 2131 [6].
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V. Sheilbarkeit der 3ahlen.

§. 70. Gine 3abhl a heifit dbuvd) eine anbdere Bahl b theilbar, wenn
fie durd) bdiejelbe dividievt eine gange Babhl jum Quotienten gibt. Der Divi-
bend a Dheift in biefem Falle ein Vielfades (§ 35, 1) von b, und b ein
Mafi von a.

Gine Zohl, welthe nur durd) die Giubeit und duveh fich felbft theilbar
ift, wird eine abjolute Primzahl, aud) blof Primzahl gemannt; jede
andeve Bahl heifst eine jujommengefetste Sahl.

Gine Bahl, durd) weldje zwet ober mehrere andere Bahlen theilbar find,
wird ein gemeinfames Weaf diefer Bahlen gemannt. Unter dem groften
gemeinfamen Mafe mehrever Bahlen verfteht man die grofte Rabi,
ourd) weldje diefe Bahlen theilbar finb. Bafhlem, welde aufer der Einbeit fein
gemeinjomes Waf Hoben, Geifen Primzahlen gegencinander oder vela=
tive Primgahlen.

Gine Bahl, welde durch zwei obder mebrere anbdere Bahlen theilbar ift,
heift ein gemeinjames Bielfades diejer Babhlen. Unter dem tleinften
gemeinfomen Bielfodhenw mehrerer Bahlen verfteht man bdie fleinfte
Bahl, welde durd) alle jene Bahlen theilbor ijt.

3t eine Bahl a durd) eine anbere b nidht theilbar, fo heifst die Bahl r,
weldje evhalten wird, wenn man von demr Dividende a bas grofte Bielfache
von b, weldes darin vorfommt, 3. B. bq, jubtvabhiert, der Rejt der Divi-
- fion. @8 ift aljo r = a — bq, und daher a = bq + r.

1. Gemeinjames Mafy der Sahlen.

§ 71. 1. Jedes gemeinjame Paf jweier oder mehrever
Babhlen ift aud) ein Maf ithrer Summe.

Beweis. 8 fei m ein Maf der 3ahlen a, b, c. Sefit man a 1 m = ¢,
b:m=2§ c:m=y, wo & B, » gange Sahlen bedeuten, jo ift a = me,
b=mg, ¢c=my, utd a + b + ¢ = me + mpf + my; folglid
(@a4+b-+¢):m=@a-+ B+ y fomit m ein Waff von a + b + c.

: 2. Jeves gemeinfame Maf zweier Zahlen ift aud) etn Maf
ihrer Differens. _

Beweis. C8 feia:m—cundb:m = B; bann ift a = me, b=m4,
umd a —b =mae— mp; folgliy (a —b): m = « — f.

3. Jeded Maf einer Zahl ift audh ein Maf jedes Dielfaden
der Zahl.

Beweis. €38 jei a:m = e; damn ift a =mae ud ap =mpe;
folglih) ap:m = pe

§. 72 Aufgabe. Das grifte gemeinjame Maf sweier Jahlen
ju finden. 3

Moinit, Avithuetit und Algebra. 3



Mian bdividiere die grofere der beiden Bahlen duvd) die fleinere, jodanun
bent Divifor durd) den Divijionsveft, den mewen Divijor durch den newen Reft,
. . f., big endlid) cine Divifion ofne Reft aufgeht; der leste Divifor ijt das
grifite gemeinfame Maf der zwei gegeberen Fabhlen.

Beweis. Sind a und b, wo a > b, die wei gegebenen Fahlen und gibt

a:b den Quotienten q, mit dem Refte r,,

L5t ron " Qo » " i Tor
rl . ]'f_’ n 1] qs " " (1] r;;r
Teil¥y o 7 [ PR ¥ i g b E

jo fat man, wenn v, = O angenomimen iwird,

; at—="brg," ¥, unb Al ==

b=r ¢+ 1 " b—rq, =1,
I =Tyq; T " I~ ez —1s
Yo — T3 qy " r,—ryq, = 0.

Aunddjt 1t Har, dajs man bet fortgefetstem Dividieven endlich auf einen
Rejt = O fommen miiffe, weil der jedesmalige Meft eine ‘gamze Zahl und
wenigftend um 1 fleiner al8 der Divifor, weldjer der vorfergehende Hejt war,
fein mujs. s

3t mm r, = 0, fo folgt, wenn man die oben (infs ftehenden Gleidhungen
pont unten anfongend betradjtet, dafé r, ein Waf von r,, daher (nad) §. 1)
aucy von dem Bielfachen r,qy, alfo and) ein Niaf von der Summe ryqy + 1y,
b. i. von r, ijt; dajs r, fermer ein Wafl von r, q,, alfo aud) von r, g, +r,,
. . von b, und endlich aud) ein Maff von bq,, fomit aud) von bq, 4,/
b. . von a ift. ry ift demnach ein gemeinjomes Maf von a und b.

@8 fei anbererfeits m irgend ein gemeinjomes Miaf von a und b.
Dann folgt durd) Betvachtung bder oben rvecdhts ftehenben Gleichungen: m ift
cin Maf von bem Bielfadhen bq,, alffo auch von der Diffeven; a — baq,,
b. i. von r,; baber ift m aud) ein Maf von r, q,, alfo aud) vou b —r q,,
. 1. von ry; danm ift m aud) ein Maf von r,q, alfo audy von r, — r,q,,
b. 1. von ry. Hieraus folgt, dajs m nidht grofer ald r, fein fann, dajs mithin
r, bag grofte gemeinfame Maf von a und b ijt.

Das hier angegebene BVerfahren, ju a und b das grdfte gemeinjome
Mafy u finden, pilegt man die Kettendivifion fiir a und b ju
nennen,

Beifpicle.
1) Wm das gr. g. Piaf von 1134 und 3654 ju finden, Hat man

3664 : 1134 = 3 mit dem Refte 252 ober 1134|3654 |3
1134+ a2 =4 ., T i 126/ 252 |4
25T L =2 G AT i 0 02

gr. g. Maff = 126.



2) &8 foll das gr. g. Maf von 3a® — 2a® — 3ab® +a 4+ 2b°+ b

und a® — b?* gejudht werden.
(3a® —2a% — 3ab®4-a 4+ 2b* + b): (a? — b?) = 3a — 2

gt i — 3ab®

- - (a®* —Db?% : (a + b)) =a—b.

— 234+ a4+ 2b%+ b

— 22 4 2b*? Das gejuchte gr. g. Maf ift alfo

Ir ‘ - ber leite Divifor a + b.

+ a 4+ b Rejt.

§. 78. Aus der im §. T2 begriindeten Kettendivifion swifden swet Jahlen
- ergeben fich nac)jtehende Folgefdafe:

1. Jedes gemeinjame NMaf zweier Jahlen ift aud) ein Maf des griften
gemeinjamen iafes derfelben.

Folgt aug dem gweiten Theile des Beweifes ju §. 72

2. 3ft bei ber Rettendivifion fiir a und b der leste Divifor gleid) 1,
fo find a und b relative Primzahlen; und umgelehrt.

3. ©indb a und b relative Primzahlen, fo ift das gudfte gemeinjame
Maff von ap und bp gleidh) p.

Denn die RKettendivijion fiiv a und b gibt ald leten Divijor 1; feit
man nun in diefer Kettendivifion ftatt a und b die Zahlen ap und bp, d. i
multipliciert man jede der in § 72 angefithrten Gleidungen mit p, jo wird
ber lepte Divifor, aljo bdas grofte gemeinjame Mafy von ap und bp,
gleid) p.

Auj analoge Weife (d§st fidh) folgern:

4. @ind a und b relative Primgahlen, fo ift dad grofte gemeinjante
Meaf von ap und b aud) das grdfite gemeinjome MWaff von p und b.

Bon dem Sate 4. madht man Haufig bei der Anuffucdhung des groften
gemeinjamen MaRes weter allgemeiner Ausbdritcfe Amwendung, indem man,
um die Qettendivifion ausfithren ju fonmen, einen der Deiden Ausdriide mit
etner Bahl multipliciert oder durd) cine Bahl bividiert, weldhe su dem andern
Ansdruce velativ prim ijt.

Beifpiel. Man fude das gr. g. Maf von

10x® 4+ 14x — 12 und Tx? + 22x 4 16.

Damit die Divifion der beiben Ausdriide in gangen Bahlen ausgefithrt
werden fonne, multipliciere man ben erften mit 7, welde Bahl fein Neaf des
sweiten Angdrucked ift; man hat dann

(7T0x® 4 98x — 84): (Tx* 4 22x + 16) = 10
70x* 4 220x + 160

— 122x — 244.
g
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Wird der Reft — 122x — 244 durd) die Bafhl — 122, welde fein
Maf des fritheren Divifors ift, bdividiert, wobdburd) man x 4 2 erhilt, fo
ergibt fich al8 iweitere Redynung:

(Tx*4+22x 4+ 16):(x+2)=7Tx 48§

Tx® -l d=x

+ 8x + 16 Das gr. g. WMa it alfo x 4 2.
4+ 8x - 16

0

§ 74. 1. Gin Quotient, welder mit jeder von jwei vela-
tiven Primgahlen multipliciert eine gange Bahl zum Producte
gibt, ift jelbft eine ganze Zahl.

Beweis. E8 jeien a und b relative Brimzahlen und bdie Producte
(p:q) aund (p:q) b gange Bahlen. Dann find auch) ap : q und bp:q
gange Bahlen und ift fjomit g ein gemeinfames Maf von ap und bp.
Awijchert den Bahlen ap und bp ift aber, da a und b velativ prim find, p
bag grofite gemeinfame Maf (§. 73, 3); mithin ift q ein Maff von p
(§ 3, 1), und daber der Quotient p : q eine gange Bahl.

2. 3ft eine 3ahl durcdh jwei velative Primzahlen theilbar,
fo tjt fie and) durd) das Product derfelben theilbar.

Beweis, €8 felen a und b relative Primgahlen und p:a und p: b
ganze Bahlen. Dann find aud) (p:ab) b und (p: ab) a gange Bahlen; alfo
muj8 nac) 1. auch der Quottent p : ab eine gange Bahl fein.

3. 3t cin Product yweier Factoren durd) eine 3ahl theilbar,
welde gegen den einen Factor eine velative Primzahl ift, jo muis
ber jweite Factor durd) diefe Zahl theilbar fein,

Beweis. G8 fei ap durd) b theilbar und b gegen a eine relative
Primzahl. Da ap:b und bp: b, ober (p:b) a und (p:b) b gange Bahlen
find, mujs nac) 1. aud) p: b eine gange Bahl fein.

4. 3t eine Bahl gegen zwei oder mefhrere andere Bahlen
cine velative Primzahl, jo ift fie e8 aud) gegen dasd Product
perjelben.

Beweis. ©8 fei m eine velative Primzahl gegen a, b und c. Wire
abe :m eine gange 3ahl, o miijste nach 3. auch be : m, und dann aus dem-
jelbenn Grunde aud) ¢ :m eine gamge Bahl fein, was jedod) der Annahme
widerfpricht.

5. Die Potenjen zweier rvelativer Primzahlen find felbft
velative Primzahlen.
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Beweis. Sind a und b rvelative Primgahlen, fo muj nad) 4. aud) a
gegen bb, fermer bb gegen aa, ebenjo aa gegen bbb, u. {. w., allgemein
a™ gegen b® eine relative Primzahl feir.

§. 75. Aufgabe. Das grofite gemeinjame Waf mehrever
Bahlen zu finten.

3ft bas gr. g. Maf der Bahlen a, b, ¢ und d zu finden, fo fuche man
suerft bas gr. g. Maf vort a und b, diefes fet m; dann judhe man bdas
gt. g. Maff von m und c, diefes fei n; endlich jude man dag gr. g. Maf
vont n und d, diefes fei p; p ift bann bas gr. g. Weaf vont a, b, ¢, d.

Beweis. Nad) der Borausfepung enthilt m alle gemeinjomen Primfactoren
von a und b; n enthilt alfe gemeinfamen Factoven von m und e, aljo aud
bort a, b und ¢; p endlich enthilt alfe gemeinjamen Factoren von n und d,
folglidh aud) von a, b, ¢ und d; p ift alfo dag gr. g. Maf von a, b,
c und d.

Beifpiele. 1) Wan jude das gr. g. Maf von 1554, 3552 und 5143.

1554| 3552 |2 22215143 |23
222 4443 0| 703
02 31716

222 ift dag gr. g. Viaf von 1564 umbd 3552; 37 it bas gr. g. Weafy von
222 und 5143, aljo aud) von 1554, 3552 und 5143.

2) Man jucdje das gr. g. Map von

3x? — 2xy — by?, 2x* 4 9xy + Ty? und 2x* — 2y2.

A8 das gr. g. Maf von 3x* — 2xy — Hy* unb 2x* + Ixy + Ty’
erthilt man x + y.

Bon x + y und 2x* — 2y*? it ferner x 4 y bdasd gv. g. Maf, weldes
vaher gugletdh) dag gr. g. Viaf der gegebemen drei Ausdriicke ijt.

2. Gemeinfames Bielfadhes der Jahlew,

§. 76. Aufgabe. Das fleinfte gemeinfame Vielfache 3weter
Bahlen 3u finden.

Wean fuche u den wet gegebenen Bafhlen das gr. g. Weafs, bdivibdiere
burd) diefed eime der betben Bahlen und multipliciere mit dem Quotienten die
andere; dag Product ift das gejudhte fleinfte gemeinjame Bielfade.

Beweis. €8 feien a und b die gegebenen Bahlen. Haben bdiefe fein
gemeinfamed Meaf, fo ift ihr Prodbuct ab felbft jugleih ihv fL g. Biel:
facges. ©ind aber a und b nidht velative Primgahlen, fo fet m ihr gr. g.
Maf, und gwara:m =, b:m=p, wo ¢ und § feinen gemeinfamen
dactor mehr enthalten fonmen; man hot damn a = me, b = mp. Jedes
Bielfacdhe von a mufé alfo die Factoren m und e, jedes Bielfache vox b mujs
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dbic Factoven m und B, und daher jedes gemeinfame Bielfache von a und b
bie Factoven m, e und f enthalten; das Product mun, weldes nur diefe drei
Sactoven enthilt, witd das Eleinfte g. BVielfache von a und b fein. Das .
g. Bielfache von a und b ift alfo
i s—"mre. b =lalbsim)
— i, o ——hilam)
Aeifpiele. 1) Man jude das . g. Bielfache von 648 und 972.
648| 972 (1 324 ijt das gr. g. Maf.
0. 324 ‘2
648 : 324 = 2; 972.2 — 1944, ober
972 : 324 = 3; 648.3 = 1944;
. g. DBielfades — 1944, :

2) G8 joll bdag fl. g. Bielfade von 9atx? — 4b2y*t und Jatx?
— 1222 bxy? + 4b2y* gefunden werben.

Dasg gr. g. Mafy diefer Ausdritde ift 3a®x — 2by% Man Hat dann

(Yatx® —12a2 bxy? 4+ 4b%y%) : (Ba?x — 2by?) = 3a’x — 2by?;
baber ift (9atx? — 4b?y%) (Ba2x — 2by?)
= 27afx% — 18atbx’y? — 12a2b2?xy* 4 8biy®
bag gefuchte £l. g. Bielfade.

§. 77. Anfgabe. Dasg fleinfte gemeinjome Bielfadhe melh-
vever Bafhlen zu finden.

Wean fudje zuerjt das fl. g. Bielfache zweier Bahlen, dann das fL g.
Biclfache des eben gefundenen Bielfachen und der dritten Fahl, und fahre auf
bieje Avt bi§ jur lesten gegebenen Rafhl fort. Das zulest gefunbdene L g.
Biclfache 1ft jugleich) das (. g. BVielfache aller gegebenen Bahlen.

Beweis analog mit dem Beweije in §. 75.

=
3. Theilbarfeit defabdijdher Bahlen.

§. 78. Gine befadifde Bahl N ift durch p theilbar, wenn
pic Summe der Producte aus ihrven cingelnen Zifferm und den-
jenigen Reften, welde aus der Divifion ihrer defadifden Ein-
hetten dburd) p entjtehen, dburd) p theilbar it

Beweis. €8 fet die defadijde Bahl

N=a+b.10 +¢.102 4 ... + k.10"
gegebent, in welder, a, b, c,...k bdie aufeinander folgenden Aiffern von dev

Rechten gegen bdie Linfe begeidmen. Dann ijt

N Ve B 10
T =sm+b e T4k

)
3 10 S T To 10n Tn
3it mum ?:ql—{-—i, == qz—g-—l—;, ?2%"}“?;

fo hat man
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.N,
p
pher

:a.—ip—+b(q1+—;j—)+c(qz+—';--)+.-.+k(qn+§})

a. ot A Erg
f‘ =bg +cq+ .. +kqu + 3—1-+—b£"'ﬂ:%ﬁ_~—+*~r~.

Die 3ahl N ijt aljo durd) p theilbar, wenn die Productenjumme
S=a.l-+br,+er,+ .. +kra
burdh) p thetlbar ift. e RS I
3t 3. B. su untevfudjen, ob 415702 durch 7 theilbar fei, jo findet man
fit p =7 nad) der Ordmumng die Rejte 1, r, =3, r, =2, 1, =6, 14
=4, r, = 5, u. {. w. Man hat alfo
415702 ... Bab,
546231 ... Refte.

Da mm S=2.14+-0.34+7.245.6-4+1.4+4 4.5="T0 durd
T theilbar ijt, fo ift audy die Rafhl 415702 durch 7 theilbar.

Befondere Regeln.

§ 79. 1. Gine defadifdhe Bal ift durd) 2 oder duvd) 5 thetl-
bar, wenn ifhve niedrigjte Biffer begiiglich dburd) 2 oder 5 theils
bar tit.

Demnt fowoh! fiiv p = 2 al8 fiir p = d witbr, =1, = .. =0, aljo
= a

Bufat. Zahlen, weldhe durd) 2 theilbar jind, heifien gevade, alle ibvigen
ungerabe Bahlen. Die allgemeine Form fiiv bdie geraben Bahlen ift 2 m,
fiir dic ungeradben 2m 4 1 odber 2m — 1, wo m ivgend eine ganmze Bahl
jetn fonm,

2. Gine defadifdhe Bahl ift duvd) 4 theilbar, wenn ihre
niedrigiten jwei Biffern al8 ahl betradtet durd 4 thetlbar jind.

Tiewt fitvp = 4 with r, = 2, 1= 75 = «=0; alfp.8 == 2b.
a 4 2b it aber (nadh § 71, 2) duvd) 4 theilbar, wenn die um 8b ver-
groferte 3ahl a - 10b durd) 4 theilbar ift.

3. Gine defadijde Zafhl ift durd) 3 ober durd) 9 theilbar,
wenn ihre Jiffernjumme beziiglich duvch) 3 ober bdburd) 9 theil
bar ift.

Denn jowohl fiiv p =3 alsflicp =9 it ry =1, =13= .. =1,
aer S=a—+b+c ...

4, Gine defadijdhe Bahl ift duvd) 11 theilbar, wenn bdie
Differeny ywifden den Biffermjummen in den ungeradem umnd
in den gevaden ©Stellen durd) 11 theilbar ift.

Bivp =1 i rf =S rgetoifiss o o= 10 b oy s e L ol gD

et 10 < @ de A0 @l sl 108 5 17

e
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Die Summe ift aber (nach § 71, 1) durd) 11 theilbar, wemt bdie .
um 11b + 11d 4 11f + .. verminderte Bahl
a—b+e—d4+e—f4 ...,
odet ad+c+e+..)—hb4+d4+f4..)
ourd) 11 theilbar ift.

4, Primzahlen und sufommengefeste Sahlen.

§. 80. Jjteine 3ahl n fleinerals dbag Quabdrat einer andern
Bahl a und ift n mit Ausfdlujs der Ginheit durd) feine Bahl
unter a thetlbar, jo ift n eine Primzahl.

Beweis. Gefeit, n fei durd) ivgend eine Jahl p theilbar, fo fonnte mur
p>a jein. @8 fet mm n:p=x, alfo n = px, wo x cine gange Bahl
begeidynet; bann wire aud) n : x = p, alfo n durd) x theilbar. Aus n < a2,
und p > a folgt aber n:p << a, oder x << a. €8 miifste dafer unter bder
obigen Annahme n durd) eine Bahl x < a theilbar fein, was gegen bdie Bor-
audfepung ift. n mufs alfo eine Primzahl fein,

§. 81. Aufgabe. Alle Primzafhlen bis zu einer gegebenen
®renge zu beftimmen.

MNan bilde die Tuabrate der natiivlichen Jahlen, bHi8 das leste Quadrat
die gegebeme Gremge itberfdreitet:

1, 4,9, 16, 25, 86, 49, 64, 81, 100 ...

G8 find bann Primzahlen dicjenigen Bahlen ywijden 1 und 4, weldje mit
Ausjchlufs der 1 duvcy feine Bahl unter 2 theilbar {ind, alfo 1, 2 und 3;
fermer diejenigen afhlen jwifhen 4 und 9, die mit Ausjdhlujs der 1 durd
feine Bafhl unter 3 theilbar find, aljo 5 und 7; u. j. w.

Die Ridtigleit folgt aus §. 80.

§. 82 Jebe gufammengefesste Bahl (djst fich), und jwar nur
auf eine Art, in lauter Primfactorven zerlegemn.

Beweis. Jede jufammengefeste Zahl a mujs wenigitensd in zwei Factoren
gerlegt werden fonnen, wobet der Factor 1 ausgefchlofien bleibt; biefe laffen
fich, wenn fie sujammengefeste Bahlen find, wieder in Factoven jerlegen, bdie
entweder fdyon Primgahlen oder felbjt wieder jujammengefetste Bahlen find;
wird im lepteren Falle das Berlegen fortgejest, fo mujsd man, ba bdie Factoren
tmmer fleiner werben, endlich lauter Primzahlen ald Factoren erhalten. Sind
nun m, n, p, q, r de gefundemen Primfactoven, vom demen einige aud
gleich fein fonmen, jo {ind diefelben aud) die etnzigen abfoluten Primzahlen,
devenn Product bie Rahl a ift. Denn liefe fid) a aud) in die Primfactoven
s, t, u, v, bie vou m, n, p, q, r verjhieden find, erlegen, fo miijste
mnpqr = stuy, und bdaher mnpqr:s = tuv, alfo munpqr durd s
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theilbar fein, was jedoch, da abfolute Primzahlen aud) relativ prim {ind, nad
§. 74, 4, nidit moglic) ijt.

§. 83. Anfgabe. Gine jujommengefeite Zahl in ihre Prim:
factorem 3ut 3erlegen.

Pan bdividiere die gegebene Bahl durd) die fleinfte Primgahl, dburd) bie
fie thetlbar ift, 1 nicht mitgerechnet; bem Quotienten dividiere man iwieder
. durd) bie fleinfte Primgabhl, durd) bdie er theilbar ijt, die frithevre Primzahl
nidht audgenommen, und verfahre fo mit jedem folgenden Quotienten, bid man
enbdlich auf eimen Quotienten fommt, der felbjt eine Primgahl #it. Die nad
und nach) angewendeten Diviforen und der legte Quotient find die Prim-
factoren, aus bdemen dic vorgelegte Bahl befteht.

Jit 3. B. 630 in Primfactoren zu jerlegen, fo hat man:

63011 2 = 315" oper | 630]2

315 : 3 = 105 3153
1053= ‘g8 1058
oG 0 e 355

M

aliDEBa0E= 22 31 S == TS 05— 8 3 ehi— 5 (B D .

Bufafy. M alle Factoren eimer Bahl ju finbden, zerlege man diefelbe in
thre Primfactoven, multiplicieve mit dem jweiten Primfactor den erften, dann mit
- bem britten Primfactor die vorhergehenden jwet Primfactoren unbd den erhalteren
sujommengefetsten Factor, und jofort mit jedem folgenden Primfactor alle vor-
Dergehenden Prim= und jujommengefesten Factoren. 3. B.

210/2
1053, 6
355, 10, 15, 30
17, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210.

§. 84. Aufgabe. GCinen allgemeinen HBahlenausdbrud in
Factoren ju gerlegem

Bei eingliedbrigen Ausdriiden ftellen die emzelnen Bud)jtaben
felbjt die Primfactoren vor; enthalten fie Pontenzgrofen, jo wird die Bafis o
oft al8 Factor gefetst, al8 ber Grponent amjeigt. 3. B.

duibio p=vm. thney 2Ll mamfi=s 300 e s B

Fitr die Rerlegung ber Polynome in Factoren laffen fich feine allge-
meinen Regeln geben; es follen daher hier nur haufiger vorfommende fpecielle
Fdlle betrachtet werden.

1. Gin Polynom, deffen alle Glicder ein gemeinjames Maf haben, wird
nad) §. 40, 2, und §. 41, 2, in gwei Factoren zerlegt, indem man dag gemein-
fame Mafy al8 den einen Factor heraushebt und ald ben andern Factor ben
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Quotienten fefst, welder aus der Divifion des gegebenen Ausdritces durdh
jenes gemeinjome Yo hervorgeht. 3. B.:
1) 3ax — 4bx = x (Ba — 4h),
2) 20x* — 16x% + 12x2 = 4x? (6x* — 4x + 3).
2. 3nsbejonbdere folgt aus §. 44, Bujab:
1) a® 4+ 2ab 4+ b> = (a +Db) (a + b),
2) a®—2ab +b>=(a—D>b) (a —b),
8) a —b® + (a + b) (a — b);
ferner allgemein: ‘
4) g2m-+1 + b°m+] o {& + b) (agm — g2m—1 b + ar2m—2 b'_’. = + b%m)l
5) aam+1 | X% b2m+1 (a 2P b a:!m _+_ a?m—l b _|__ a)f.’m—2 bz _+_ s _,_E_ bﬂm)l
6) a?m — b2 —=(a | b) (a¥m—1 —am—2} | gm-8p2__  __ pim-1)
7) a2m —hom — (a —b)am—l g2m-2] 4 gim—8 ]2 4 | pem—1)
3. Gin Trinom von der Form x?Emxytny?® fann in jwei Factoren

[ biuftg dadurd) gerlegt werden, dajs man den Coeffictentent m des weiten @[wbeé

fe nadjdem n pofitio oder megativ ift, al8 die Summe oder al8 die Differeny

“gweter Bahlen darftellt, bdie alé Product n geben, und hierauf die gemein-

famen Factoren heroushebt. 3. B.:
1) x? 4+ 6x+8=x+ 4+2Dx+8=x21L4x +2x+ 8
=xExE+H+2x+4) =x+4 x4+ 2.

2) x*—bxy+46y’=x*—B+42)xy 4 6y’=x*—3xy—2xy+|6y2

=lx (x—3y) —2y (x—3y) =(x—3y) (x—2y).

) a®+3a—10=2a>+ 5 —2)a—10 = a? + Ha — 2a — 10

=a(a+5—2 (a4 5 = (a5 (a—2)

§. 85. Aufgabe. Das grofite gemeinfame Maf gweier ober
mehrever Zahlen mittelft Zevlegung in Primfactoven ju
finden.

Man zerlege jede ber gegebemen Bahlen in thre Primfactoren und Hebe
unter diefen bdiejenigen Factoren Peraus, welde in allen Bablen gemeinjom
vorfommen, unb 3war jeben fo oft, al8 er in jeder bdev gegebemen Bahlen
enthalten ift; dad Probuct diefer Factoven ift das gefudhte gr. g. Waf.

Beweis. Das fo gebildete Product ift, da alle Factoren bdedjelben in
jammtlichen gegebenen Bahlen enthalten find, gewif8 ein gemeinfomes Maf
derfelben; e8 ift aber aud) das qeofte, weil, fjobald man nod) einen Factor
hingufitigen wiivde, duvd) biefes Prodbuct nidht mehr alle gegebenen Bahlen
theilbar wdren.

Beifpiel. Suche das gr. g. Maf von 300 und 420,

B0 ==2:2.8:5.5, gt: g Maf=2.2.3.6,= 60,
420/—12.2:3.5.13
§. 86. Aufgabe. Dag fleinjte gemeinjame Vielfade
mehrever Bafhlen mittelft Bevleguug in SISrtmfactmen ju
finden.



Wan gerlege alle gegebemen Bahlen in ihre Primfactoven und nehme
aus diefen alle verfdyiedenen Factoren, und jwar jeden jo oft, ald cr in ivgend
einer gegebenen Bahl am ofteftenn vorfommt; dag Product diejer Factoren ift
bas gefuchte £ g. Bielfache.

Beweis, Das fo gebildete Product ift, da e8 alle Factoren einer jeden
oer gegeberent Bahlen enthilt, offenbar ein gemeinjames Bielfaches derfelben;
¢ ift aber aud) das fleinjte g Bieljade, weil man feinen jener Factoven weg-
laffen darf, ohne daj8 das Product aufhdrven witrde, durd) alle gegebenen Iafhlen
thetlbar ju fein.

Beifpiel. Wan fucdhe das fl. g. Vielfache von 60, 108 und 1050.

BOE= 3G
e — 256 5,
1050 = 2.3.5.5.7;
£l g Bielfadies = 2.2.3:818.5: 5.0 = 18900;

§. 87. Haben von eimer NReihe gegebemer Bahlen zwei ober mehrere
ein gemeinjames Maff, jo fann man, ofne bdad £l g. Vielfache su dndern,
anjtatt diefer Bablen ihr gemeinfomes Meafy nur einmal, und jugleich die
Quotienten jeken, weldhe ous der Divifion jemer Zahlen durd) das gemein-
jame Maf Dervorgehen (Veweis ju §. 76). It fermer eine der gegebenen
Baplen ein Maff von einer andern grdfeven, fo fann die fleinere Bahl ofme
Underung des £l g. Bielfachen gany unberiidfichtigt gelafien werbden.

Hierauf beruht folgendes praftijdhe Berfahren, das . g. Biel-
fadje mehrerer Bablen mittelft Berlegung in Primfactoren ju finden:

Man laffe in der Reihe dev gegebemen Bahlen bdiejenigen weg, welde
tn anbeven guofieren ofme Nejt enthalten find, bividieve von den ibrigen fo
vicle al8 moglicd) durch) eine abjolute Primzahl und fdhreibe bdie Quotienten
jowie bie nicht theilbaren Bahlen unter die fritheren Zahlen. Ebenjo verfahre
man mit der mewent und jeder etwa folgemben NReihe, bid man ulekt nur
velative Primzahlen erhdlt. Das Product bdiefer (ehteren und bder abjoluten
Primgahlen, duvch welde dividiert wurbe, ift das gefuchte £l g. Vicljache.

Beifpicl. Man judje das fl. g. Bielfache vou 2, 3, 4, 18, 24, 32, 45, 50.

2, 3, 4, 18, 24, 32, 45, b0
g, 12, 16, 45, 252
6, 8 45 252
3, 4,45, 252
4 9, 5
tl. g. Bielfaches = 4.9.5.2.2.2.5 = 7200.
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VI. €rweiternng des 3allengebietes ourd) die Divifion als Theilfung.
®ebrodhene Bahlen.

§. 88. Bisher wurde (§. 47) bei jedem Quotienten - vorausgefesit, dajs
et Dividend a ein Bielfaches des Divijors b, dafjs alfo a eine der Zahlen b, 2,
3b, 4b,... ift, weil nur in bdiefem Falle die Divifion an ber Reihe der gangen
Bablen auggefithrt werden fonnte. Soll die Divifion fiiv gany beliehige Werte
pe8 Divibends und des Divijors miglid) gemadyt werben, jo ift man genbthigt,
%— fitr den Fall, o a Fein Bielfaches von b ift, al8 cine neuwe Jahlenform
in die Arithmetif einjufithren.

Nan nennt in diefem allgemeinen Sinne, wo a fein Bielfacdhes von b ijt,
den Quotienten % im ®egenfate ju den bigher betvachteten ganzen Babhlen
eine gebrodyene Babhl oder einem Brud); a heifit der dfhler, b ber
Nenner des Brudjes.

Die newe Bahlenform wird nun fo definiert werden, dajd den Gefeten,

welche bei der Divifion fiir die al8 gange Jahlen vovausdgefesten Quotienten
abgefeitet wurben, aud) fitr die Briidhe die Giltigleit gewahrt bleibe.

LWenbdet man auf den Duotienten %, pem man aud) die Form I—b-l geben
fann, den @afy in §. 49 an, fo erhilt man

a _1l.a il

T S Tt
Die Bedentung des Brudhes % ergibt fich dann qus bdem bduvd) bdie
®leichung %. b =1 ausgebdritten Begriffe eines Duotienten; b. 1 %—

bebeutet eine Bahl, welde bmal alé Summand gefest 1 gibt.  Theilt man
oafjer eine Ginbeit in b gleiche Theile, fo ftellt ein joldher Theil, bda er

bmal a8 Summand gefett wieder die Einbeit gibt, die Zahl % bor. Der

Bruch A — 1 o Dbedeutet damm die Bahl, welche entjteht, indem man bdie
b b

Ginfeit in b gleihe Theile theilt, unmd eimen foldhen Theil a mal als
Summand feit.

Yritdhe find dbaher Zahlen, bdeven Einfeit ausdriidlich als ein Theil
ber urfpriinglidhen Ginheit angegeben ift. Der Nenner jeigt an, in wie viele
gleiche Theile die urfpritngliche Ginbeit getheilt werben folf, damit ein foldjer
Theil die nene Cinbeit des Brudhes gebe; der Bdfhler zeigt an, wie vielmal
oer Brud) die durd) den Nenner gegebene Einbeit enthilt.
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W den gebrochencn Bahlen aud) in der Bahlenveihe ihre entfprechende
Stelfung anguweifen, mujs man fir einen beftimmt‘en Neuner b die Reibe der
gangen Bablen in fid) dadurd) erweitern, daf$ man Ren Abjtand je zweier auf-
einanbder folgenden Zahlen diejey Reihe, d. 1. jede ukfpriinglidhe Einbeit, duvds
Ginfdaltung nener Sahlen in fo viele gleiche Theile thetlt, wic der Nenmer b
angeigt, und einent folden Theil al8 eifre-ewe Cinbeit onnimmt, um mit ihr
su 3dblen; man erhdlt dadburch die Bahlenreihe
; 2 4 5
"_72'!'_'4};;—%!_%!—-—%"; 0f +%y ”‘T" ﬁ!‘r+"g'r+_b'r +'f)'r I
weldhe die Bahlenveihe der b tel gemannt wird. L
Die durd) Cinjdhaltung von Britchen auegefﬁqte Aaplenreihe heifit die
Brudzahlenveihe fiir den begiiglichen Nenner. Soldje Rethen fonmen duvd)
Baplenlinien verfinnlicht werden. So hat man fitr die Reihe det Drittel:
-2 e +11 © s ;
4 Tl

5 .
2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 +3 +3 3

§. 89. Gin Brud), weldyer Eleiner als 1, beﬁe%t;, Sﬁ[)[er alfo fleiner alg
ber MNenmer ift, heiRt ein edhter Brud), jeder andepe in unedyter Brudh.

Gin Buud, defen Bahler eine defadifhe ganje B4R, wnd deffen Nemmer
nannt; jeder ambere

. Brud) Geiftt ein gemeiner Brud.

1. Gemeine Briide.

Allgemeine Jdke.
8. 90. Aus dem Begriffe eines Brudjes folgt:
1. Jeber Brud) gibt mit feinem Nennmer multipliciert den
Bdhler zum Producte. ‘ ‘
1 a
“‘B‘hb:l’ —E—.b:a.
2. Bon zwei Briden, die gleide Nenner haben, ijt jenmer
ber grofieve, welder ben groferen Bdhler hat.
3. Bon jwei Briichen, die gleiche Bdahler haben, ift jenmer
per griofeve, melher ben fleineven Nenner hat.
§. 91. 1. Jeder unedhte Brud) fann in eine Summe qus
etner gangen Zahl und einem edten Brude verwanbdelt werden.

3it a>b, foift = =a:b =q+ %, wo q bie grofte gange Bahl,
weldye in dem Quotienten a : b vorfommt, und r den Divijionsreft, daher ;,
weil r<<b fein mujs, cinen edyten Brud) vorftellt.

EGin Ausdbrut von der Form q -+ ib Deifit eine gemifdite ahl.
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2. Jebe gange Bahl fann in der Form cines Brudes mit
gegebenmem MNenner darvgeftellt werden, indem man das Product aus
ber gangen Bahl und dem gegebemen Nenner of8 den Bdhler des Brudyes
anntmutt,

8 ift a =2 (8 48, 3).

Gin Brud), bdeffen dhler ein Bielfaches des Nemmers, der alfo einer
gangent Bahl gleic) ift, Deift ein uneigentlider Brud.

3. Cin Brud) bleibt (feimem LWerte nad)) unvevdnbdert, wenn
man Zdhler und Nenner mit derjelben Bah{ multipliciert oder
beide durd) dicfelbe Bafhl dividbiert.

+=1==1 (5 53, 2)

§. 92. Aufgaben. 1. Ginen gegebenen Brud) auf einen gege:
benen nemen Nenner ju bringen, welder ein Bielfadhes des
fritheren Nenners ift.

WMean dividiere den memen Nemmer duvch den fritheren Nenmer und
multipliciere mit bem Quotienten den fritheren Bdhler; das Product ift der
gejuchte newe Jdhler.

Die Ridptigteit der Aufldjung folgt aus §. 91, 3.

Um 3. 8. = auf den Nenner bm ju bringen, Yat nan

am
-

2. Bwei ober mehreve Brithe aunf den fleinften gemein-
jamen Nenner ju bringen.

Vian fuche bdas fl. g. Bielfache der Nenmer der gegebemen Briide,
weldpes augleich der neme fl. g. Nenmer ift, und bringe (nach Aufg. 1) die
gegebenen Briiche auf diefen newen Nenner.

Beifpiel. €8 follen die Briiche -, f]:-né, f,% auf ben fl. g. Nennmer
gebraght werden.
Dag fl. g. Bielfadhe aller Nenner, immt ber Il g. Nenner, ift 4be>d.
Man erhdlt dann
it 2o 0, Bay, 1 a0 B0 quy b
2b = 4be*d’ 4bec~ 4be?d’ e¢?d ~ 4beZd’
3. Ginen Brud), defjen Bdhler und Nenner ein gemein:
famed Maf haben, abyutiivzen, d. 1. ofne i’[nberlmg des LWertes durd)
Eleinere Bahlen auszudriicen.

Man dividiere Zdhler und Neuner durd) ihr gemeinjames Maf.
dam  2am, 12abx’ 4ab
‘8 B. BB "Sbn’ fbacx®  bex

bm:b=m; a.m =— am; alfo %:
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Gin Brud), bdeffen Bdhler und Nenmer velative Primgahlen find, heipt
auf die einfadite Form gebradt.

Bufo. Durd) dag Abfiiven aﬁgemein'er DBritde foann Haufig ofe fiiv
befontbere Subftitutionen in bcnie[ben ouftretenbe Unbeftimmitheit heﬁnben

werden.  So gibt der Bruch - 559, Jir x = a ben unbejtimmten 23331t

Durd) das Abtitrzen aber etI]aIt man

x2—a? (x4a)(x—a) x-+4a
=R T A =) A )

weldjer Brud) fiir x = a den bejtimmten Lert % — a annimmt.

Recymungsoperationen mit gemeinen Britdjen.
§. 93. Britde mit gleidhen Nennern werden abbiert, indem
man ihre Bdhler addiert und bdiefer Summe den gemeinfamen Nenner gibt.

a i a—|—b
e (§- 59);
m __ an e an+in_
e
§ 94. Dic Gumme zweter Britde bleibt unverdndbert, wenn
man die Summanden mit einander vertaujdt.

Forl L& [l bm __ an+4bm __ bm--an
Gs ijt ;;_I—“— +an” i Sy Banin (8. 11)
bm an a -
& mm mn (8- JL)) y ;1_ (8 91’ 5)

; §. 95. Bwet %rud)e mit gleiden %ennetn werden jub:
trahievt, indbem man bdie Zdhler jubtrahiert und der Differeny den gemein-
jomen enner gibt.

a b an bm ’m—-bm

m A~ mn mn _mn

Bufat. Snsbefonbdere erhdlt man

a1 a—1I a--b —b
= ";'3:12),1mbaucf) + —b =2

Gs ift affo a — 2FL = 2D 1 b geift desfald -~ dag

avithmetifde Mittel pwifhen a und b.

§ 96. Gin Brud) wird mit einer ganzen Jahl multi
plicievt, inbem man den Bdhler mit ihr multipliciert oder dem Nemnuer
burd) fie bividiert.

—.m=="=_2 (g 50)

) b L o)
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2. Gin Brud) wird durd eine gonze ahl dividiert, indem
man den Bdbler duvd) fie dividiert ober den Nenmer mit thr multipliciert.

a 2. 2 5
e e T

§. 97. Die Multiplication einer Bahl mit einem Brudye hat nad
ber i §. 35 aufgeftellten Grildrung der Multiplication feinen Sinn. Diefelbe
muj8, bdamit aud) die Meultiplication mit einem Brudje Bedeutung erhalte,
entjprechend erweitert werden, was mit Ritdfiht auj §. 52, 2, in folgenbder

Weife gefchieht: Cine Zahl a mit einem Brude % multtplicieren
feifit, bem fovielten Theil von a, wie der Nenmer n des Bruches angeigt,
jovielmal al8 Summand feten, wie der Bdhler m bdes Brudes angeigt.

Aus diefer Crilarung ergeben jicdh) folgende Sdte:

1. Gine Bahlwicrd miteinem Brudemultipliciert, indem man
fic burc) den Menner dividiert und den Quotienten mit dem Bdhler multipliciert.

m a am

SN T S
2. Gin Brud) wird mit einem Brude multipliciert, tnbdem
man demt Producte der Bahler dad Probuct der NMenmer al8 Menmer gibt.
a n a & a m
- (—b-.n). m=-.m@ 9,2 =233 9%, 1).
3. Dad Product zweier Britche bleibt unverdandert, wenn
man die Factoren unter einander vertaujdt.

+ === §3)=2.2 (ud 2)
§. 98. Wenn zwei Safhlen gum Producte 1 geben, jo heifit jede ber
untgefehrte oder veciprofe Wert ber anbderm.

So it a . % =1, = .= =1, baler --31_ der umgefehrte Wert

von a, — ber umgefelrie Wert von -

§. 99. Fiiv die Divifion dburd) einen Brud) ergibt jich:

1. Gine 3ahl wird durd) einen Bruch dividiert, indem man
fic burd) dem Bdhler dividiert und den Quotienten mit dem WNenmer multi-
pliciert, ober inbem man jie mit dem veciprofen Werte ded Bruches multipliciert.

S i) a n
ki

Beweis. €3 ijt (% 1 n) . =a, und ou (a%) . =a

2. Gin Brud) wird durd) einen Brud) dividbiert, indem man
ihm mit dem rveciprofen Werte desfelben multipliciert, oder indem ntam dem
Quotienten der Bdhler den Duotienten der Nenner al8 Nemuer gibt.
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©8 it -1‘:- : —El b % (nach 1); ober
& v e a o F EE Sl a:m
TR T (“b . I]l) + I (nad] 1) — T L= T al

' ' aabh, 4 s 9 VAt W
Hiernad) ift —io=a:b

.. der Quotient jweier Britde mit gleiden Nennern ift gleid
pem Quotienten ihrer Jdhler.

§. 100. Gin Brud), deffen dhler oder Nenmer, oder beide jugleid) wieder
Britde find, heift ein gebrodener Brud. Gv ift nidhts anderes, als eine
angezeigte Divifion von Briichen, und fann daber in einen gewdhnliden Brud)
verwandelt werben, indem man dieje Divifion wirtlid) ausfiihet. 3. B.

a a

m'_a.b_a‘aﬁ.m_an.gﬁ_a_b_an

BT ey el e e dtealies et B et ok frme e e
n EY

§ 101 Alle bisher fitr die gangen Bahlen erwiefenen Lehr-
fage gelten aud fiiv die gebrodenen Bahlen.
Denn alle jene Lehridte beruhen auf den Commutationsdgefeten
a-+b=D>b-+a und
aslE==Ihi Ta

diefe zwet Gefesie aber gelten, wie tn § 94 und §. 97, 3 bewiefen wurde,
and) fitv Briide.

2, Decimalbriide.

§. 102, Die allgemeine Form cines Decimalbrudyes (§.89) ift o, W
A und m belicbige defadifhe gange Bahlen bezeichnen,

Die Decimalbriihe werden ohne Nenner angejdrieben; man
braucdjt nur im Bapler von der Rechten gegen die Linfe fo viele Biffern
burd) einen Punft, den Decimalpunft, abjujdhneiden, als der Potens-
expontent vor 10 im Nenner Ginbeiten enthilt. Sollten nidt genug Biffern
porhanden fein, um fie abjchneiden zu fomnen, fo werden die fehlenbden linfs
ourd) Nullen erfetst; ebenjo ergingt man aud) die Stelle vor dem Decimal-
puntte, wenn fiiv diefelbe feine Biffer dibrig bleibt, dburd) die Null. 3. B.

T, e 5483 _ . i eter
o = 18317, 45 = 0-5483, —- = 0°00037.

Die Biffern rechtd nad) dbem Decimalpuntte werben Decimalen genannt,

= ftellt dbemnad) einen Decimalbrud) mit m Decimalen dar.

Moénil, Arithmetit und Algebra, 4
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gﬂgeid)net man in dem Decimalbruche 1‘:" weldjer 4 Decimalen enthdlt,

bie Bahl vor dem Decimalpunft duvd) m, unbd bdie Decimalziffern in der
Orbdrung gegen die Rechte dburd) e, B, ¢, d, jo ijt
A=m.10* + o.10° 4+ .10 + y . 10 4 4, dafer
A m.104 - &.108 102} y.10 4 & o d
e

@8 bebdeutet alfo die Zahl, weldhe lints vor dem Dectmalpuntte fteht, eine
gange 3ahl; die erfte Decimale bedeutet Jehutel, bie sweite Hunubertel,
bie dritte Taufenbtel, die vierte Befhutaujendiel u. f. 1.

On einer nac) dem defadifhen Bahlenfyfteme (§. 66) gefdyricbenen ganzen
Bahl bedeutet fede Riffer an der ndditfolgenden Stelle gegen die Redte den
10tenr Theil von dem, was fie an der vorhergehenden Stelle gilt. Dasdfelbe
®efets findet auc) bei den Decimalen ftatt, da ein Jehutel der 10te Theil von
einremt Giner, ein Hundertel der 10te Theil von eimem Rehutel u. . w. ijt-
Die Dectmalbritche find aljo eine Crweiterung des defadifdhen Zahlen:
iyftems in ber Art, dajs die NReife der befadifchen Bahlenovdnungen ... ..
Taufender, Huuderter, Jehner, Giner nidht mehr mit den Einern abbridyt, jou-
dbern fic) nach demfelben efetse, indemt jede niedrigeve Ginbeit al8 ber zehnte
Theil einer Ginbeit der nddjit Hoheven Ovdnung angenommen wird, nodh
unter die Giner hinab in Behnteln, Hunbderteln, Taufendteln,. .. fortfett. Der
Dectmalpuntt fdyeidet die urfpriimgliche Reihe der Bahlemordmungen von diefer
Hortjesung.

Hiernad) ift

16100 L BII0F e 10 L Bop 2 B S SN

bie alfgemeine Form einer 3ahl des defadijdhen Syftems, wo E, a, b, c...
bie Biffern der Einer, Rehuer, Hunderter, Taufender, ..., und &, f, y, ...
die Biffern der Aehntel, Hundertel, Taufendtel ... begeichnen.

Folgefite. 1. Der Wert eines Decimalbruches wird nidyt gednbdert, wenn
man den Decimalen ved)ts beliebig viele Mullen anhingt.

2. Der Wert jeder Decimalzahl ift Eleiner al8 eine Einbeit ber ihrer
hodjiten geltenden Riffer unmittelbar vorausgehenden hoheren Stelle; 3. B.

000783 < ;-

Perwandlung eines gemeinen Brudjes in einen Decimalbrud),

§. 103. Um einen gemeinen Brud ;— in einen Decimalbrud

ju verwanbdeln, dividiere man den Bdhler a bdurd) ben Nenner b und
bringe tm Quotienten nac) den Gangen, an deren Stelle bei einem edjten
Brude eine Null gefest wird, den Decimalpuntt an. Dem fid) ergebenbden
fowie jedem etwa tweiter folgenden Refte Hange man eine Null an und jetre
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bie Divifion fort, bis diefe enbdlich ofhme Neft aufgeht oder, wemn biejes nicht
einfritt, bi§ man die gewiinjdte Anzahl Decimalen erhalten Hat.

Beweis. €8 ift
a a,10m a.10m:b
e rmes e & B2
Wenn man nun bet dem oben vorgejeidhneten Divifionsverfafren an die
betreffenden Refte nad) und nach m Nullen anhdngt, wasd dasfelbe ift, alsd
wenrt man ju dem Bdhler a auf einmal m Nulfen hingugefiigt hatte, jo wird
baburd) a mit 10m multipliciert; unmd inbem mon dann bie tm Quotienten
a.10m: b erhaltenen lepten m Biffern a8 Decimalen annimmt, wird dicfer
Lotient dburd) 10™ bdividiert,

88 53=580:4=075 B = 320.:.125 —2-632
20 790
0 400
250
0

Bufage. 1. Damit fic) ein gemeiner Brud) —:— i einen Decimalbrud) genau

vermwandeln faffe, mujs a . 10™ bei hinreichend grofem m durd) b theilbar
fetn. Diefes ift aber, wenn a und b velotive Primgahlen find, nad) §. 74, 3
nur dann mbglid), wenn 10™ durch b theilbar ift, 0. h. wenn b feinen von
2 und 5 verjdhiebenen Factor enthilt,

B allen Fallen, wo der Nennter b entweder die Factoren 2 und 5 gar
nidht, ober aufer denfelben mod) andeve bavow verjchiedene Primfactoren

enthilt, famm der auf die einfacjjte Form gebracyte Brud) - durd) feinen

endlichen Decimalbruch davgeftellt werben.” E8 [a{8t fich jedod) tmmer ndbe-
rungsweife ein Dectmalbrud) entwicfeln, welder von dem gegebenen gemeinen
um weniger verjchieden ift, a8 jede nod) jo fleine gegebene Bafhl. Denn ijt
a.10® duvd) b nicht theilbar, fo fann der Quotient al8 eine gemijdjte Jahl
angefehen werben. Sest man alfo
. 10m
S —pt g
-wo r << b ift, fo ijt
Ates D r a o R o
G (0 s b N T

Da mm r<<h, alffo — << 1, fo mujs

T

el ;
< 4o feut.  Der

b b.10m
Unterichied wifchen dem gemeinen Brude % und dem Decintalbrudhe 1-03,5 ift
alfo fleiner al8 1;—m' 0. 1. fleiner alg eine Ginbeit der legten nod) entwictelten

Decimalftelle; er [@{8L fich daher, da m beliebig grof, dbaber I;_m beliebig tlein

gemadyt werben fann, fleiner maden, al8 fede moch) jo fleine angebbare Bahl.
4%
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2. Bird ein Brud), der fid) unicht genou duveh einen Decimalbrud) day-
jteflen [df8t, ndberungdweife in einen jolden verwanbdelt, fo muj8 man Dei
fortgejester Divifion, da ber et tmmer fleiner als der Divifor iff, wieder
einent von den fritheren Reften erhalten, von weldem an fih) dann weiter bdie
ndmlichen Biffern im Quotienten und diefelben NRefte wie vorher ergeben. 3. B.

S =18:87=0486486 ... 0 =56:76= 074666 ...

Dectmalbriiche, in denten fich eine beftimmte Anzahl von Biffern in der
felben Ovdnung wiederholt, nennt man peviodifdhe, und die tmmer wieder-
fehrende Biffernfolge die Periobde.

Bei den periodijden Decimalbritchen find jwei Fdalle ju unterjheiden:
entieder  beginnt die Periode unmittelbar nad) dem Decimalpunite, ober e8
gehen der Periode nod) andere Decimalen voraus. Jm erften Falle Heift der
Decimalbrud) vein peviodifdy, tm pweiten gemifdht periodijd.

WNean pilegt die Periode nur eimmal angujchreiben, jedoch die erfte uud
legste Biffer derfelben mit davitber gefesten Puntten su begeichnen.

Berwandlung cines Decimalbrudjes in einen gemeinen Brud).

§ 104, 1. Gin endlider Decimalbrud) wird in einmen
gemeinen Brud) verwanbelt, tndbem wman bdenjelben in der Form eines
gemeinen Brudyes anid;reibt und diefen, wenn e8 angelt, abffwst 3. B.

3 R e TBER 1y
(&5 = 100 31326 = 31 1000 — 31

2, Gin rein penobtfcf)er Decimalbrud mtrb in einen
gemeinen Brud) verwandelt, indem man ald Bdhler bdie Biffern bder
Periode und al8 Nenner eine Jahl feht, welhe mit fo vielen 9 gefhricben
wird, al8 die Periode Biffern hat.

Beweis, Driicft man bdie Biffern der Periode durcd) b und thre Anzahl
purd) n aus, jo ift der gefuchte periodifche Decimalbrud

b b b b
X = qou T 1om T om T qom -
Multipliciert man bdiefen Ausdrud mit 10°, o erhdlt man
b b
210" =b + = + 5w + a + -+

©ubtrahiert man nun den fritheven Nusbruc von dem lefiten, fo folgt
x.10° — x = b, ober (10 — 1) x = b,

und bam&sﬁ i Wlij‘
sl B sl P JaEmei s b 18
3‘ 8' 0 6 £ '_9'_ ot ?, 15 1351 = 15 9‘.1_9- — 15

3. Gin gemijdyt peviodifder Decimalbrud) mt’cb in einen
gemeinen Brud) verwanbdelt, indbem man bdie der Periode vorangehenden
Decimalen jommt der Periode ald gange ahl jujammenftellt, davon bdie der



PBeriode vorangehenden Decimalen, ebenfalls ols gange Bahl betrachtet, jub-
trahtert und diefe Diffeveny ald Bahler, als Nenner aber eine Jahl annimmt,
bic mit o bvielen 9, al8 bdie Periobe Riffern enthilt, und fo vielen rechts
folgenden Nullen, al8 Decimalen der Periode vorangebhen, gefdhrieben ift.

Beweis, €8 jeien b die Riffern der Periode, n die Anzahl devfelben, fermer
a die ber Beriode vorangehenden Decimalen und m ihre Anzahl; dann ift der
gefuchte Decimalbrud

a b

A= 0w + 1nm+n = 10m+"n + 10m+3n —I' i
iD?uIttp[lctelt man  diefen Ausdruct juerft mit 10m+2, daun mit 107, fo
erhalt man

m-rn — n _.1_)u b
x.10m+0 — 4 10 +b+10n+T0—35+

b b b '
x.lﬂ‘“ = @& +-1-6—E+1'6§;+ﬁ£'+...
Durd) Subtraction der legten wei Ausdriide ergibt fid)
x. 100+ — x 10m = 3.10* - b — a,
ober x.10™ (10 — 1) = (a.10" 4~ b) — a,
__(a.10n 4 D) —a
o ion

s s 2156 — 2 213 71
3. 58- 0 210 == —996* = m == m.

und daraus

Redungsoperationen mit unvollfdndigen Decimalbrichen.

§. 105. Sudem wir bie allgemeinen BVor{driften fitv das Redymen mit
Decimalzahlen als befannt vovausfehen, werden wir fhier nur die bei den
Rechnungsoperationen mit unvollftindigen Decimalbritchen ficd) evgebenden Ab-
Fiivgungen ndher unterjuden.

Stellt ein Decimalbruch ivgend einen Bahlemwert, der entweder aus
ber Rechnung felbft oder aus ciner angeftellten Meffung Hervorgegangen it
nidt vollig genau, fondern blof ndherungsweife dar, fo heift ev ein
unvolljtdndiger Decimalbrud), im Gegenfobe su cinem vollftdndigen
oder gefdhloffencn, der in feinen Bahlen vollfommen genau ausgedriict ift.

Dajs ein Decimalbrud) unvolljtindig ift, wird durd) angebangte Puntte
angebdeutet; 3. B. 3-14..

Nudy ein gefcf)[oﬁener Dectmalbeud) fann, wenn fitv eimen beftimmien
Bwed eine geringere Genauigleit geniigt, zu eimem unvolljtdndigen abgefitrzt
werdert, wenn man eine oder mehrere feimer lepten Decimalziffern weglajst.

Die Differeny swijchen einem unvolljtdndigen Decimalbrude und dem
genauen Baflenwerte, den er angendhert bdarftellt, Heifit der Fehler bes
Decimalbruches. In den meiften Fallen ift der Fehler felbft nicht genau
Deftimmbar; er wird bann dadurd) beurtheilt, dafé man eine Grofe angibt,
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welde der Fepler nidyt evveichen oder wenigitens nidht iiberjdhreiten fann. BDiefe
®rofie beifit eime Fehlevgrenze des gendherten Decimalbruches.

In Begiehung auf die Fehlergrenze beim Abfiivzen eines Decimalbrudyes
ergibt fih aus dem 2. Folgefatie ju § 102 Nadjjtehendes:

1. 3t die erfte weggelaffene Biffer fleiner al8 5, fo betrdgt der Fehler
weniger al8 eine Halbe Einfett der lesten nod) betbehaltenen Stelle.

2. Jft bdie erfte weggeloffene Biffer grofer al8 5, ober 5 mit nady-
folgenden geltenden Biffern, o ift der Fehler grofer al8 eine halbe, aber tleiner
al8 eine gange Einfeit der legten beibehaltenen Stelle. Man fann dabher aud)
in diefem Falle den Fehler des abgefitrzten Decimalbruches Eleiner als eine
halbe Ginfeit Der lepten beizubehaltenden Stelle madjen, tndem man die Biffer
an diefer Stelle um 1 erhdht (corvigiert). :

3. 3t bie erfte weggelajjene Biffer 5 mit nachfolgenden MNullen, jo ijt
e8 gleidgiltig, ob man die lefste beibehaltene Biffer unverdndert (dj8t oder um
1 exhoht; der Fehler ift in beiden Fallen ecine Halbe Einbeit diefer lepsten Stelfe.

Gin  unvollftandiger Dectmalbrud) fanmn daher imumer bdurd) einen
gejchlofferen mitelligen Dectmalbrud) a fo genau davgeftellt werben, dafs der
Fehler eine halbe Ginbeil der mien Stelle nidht diberjchreitet, dajs aljo

a.. jwifden a — g

2 * 10m
bebeutet 3. B.
5-83.. eine 3ahl zwifhen 5-8256 - und 5-835,
GR830L hny S B28005 Yo B30,

Der Grad der Genauigfeit einer angendherten Zahl hingt
nidht alfein von der Fehlergrenge, jondern aud) von der Grdfe der Bahl ab;
er wir gewdhnlid) durd) die Angabe beftimmt, wie oft die doppelte Fehler-
gremse, b. i. eine Ginbeit der miedrigften Stelle der anmgendberten Zahl in
biefer enthalten ift. $iernach ift die Genauigleit der Bahl 9°32.. gleid
9:32:0°01 = 932. Bon swei angendbherten Jahlen heifit daher diejenige bdie
genauere, welhe in Cinbeiten ihrer mniedrigften Stelle ausgedriidt eine
grofiere Gejammizahl diefer Ginbeiten darjtellt. So find 3. B. die Sahlen
5:74.. und 0-574, wiewohl fie nidyt diefelbe Fehlergrenze bhaben, gleich
genait, da jebe HT4 Einbeiten ifver niedrigften Stelle enthdlt; dagegen ift
6-825.. genauer alg 43°9.., ba 6825 > 439 ijt. Jede vollftinbdige Sahl ift
gemauer al8 trgend eine angendbherte.

Beim Necdhnen mit unvoliftandigen Decimalbvitden ift 8 von Widitig-
feit, ju wiffernr, mit weldem Grade der Buverldjfigleit das Rednungsrejultat
in jedbem Falle beftimmt werden fonme, woraus {ih) bdann auch umgefehrt
folgern [df8t, welde Genauigleit die gegebemen Bahlen Gaben miiffen, damit
oa8 Jefultat 618 su einer beftimmten Decimalftelle verldfslich gefunbden werde.

und a -+ —; . T(% liegt. Unter biefer Borausjesung



Abdition und Jubtraction unvolltandiger Derimalbriidye.

§. 106. 1. Da die Summe mehrerer unvolfftdndiger Dectmalbriiche
nur in jenen Stellen verldfelih) fein fann, welde i jedem Swummanbden ver-
bitegt find, fo firgt man alle Summanden auf gleid) viele Decimalitellen ab.
Die %e[)Ietglenge ber Gumme ift dbann, dba die Fehler aller Summanbden
mbglicher Weife tn demfelben Sinne wirfen fonnen, gleid) jo vielen Halben
Ginbeiten der leten Stelle, als die Bahl der Summanden angibt.

2. Audh beim Subtvahieren unvollftindiger Decimalbriiche fiirzt man
diejelben auf fo viele Decimaljtellen ab, al8 in jeder der beiden Bahlen ver-
bifrgt find. Die Fehlevgrenge der Diffevens betrigt dann eine Einbeit
der [esten Stelle.

Abgekiirste Multiplication.

§. 107, BWill man das Product gweier mehritelliger Decimalzahlen nicht
vollftindig, jonbern mur bid ju einev beftimmten Stelle entwideln und in bdie
Redynung feine diberflitffigen Bahlent einbegichen, fo iwendet man bie abge-
fiiryte Multiplication an. Darunter verfteht man folgendes Verfahren:

1. Man fetst dic Einer des Meultiplicators unter bdie niedrigite Decimal=
ftelfe des Multiplicands, welde im Producte nod) angeftvebt wird, und jdjreibt
baneben bie iibrigen Biffern des Multiplicators in umgefehrter Reihenjolge;
bann Baben die Producte aus je zwei unter einanbder ftehenden Riffern gleichen
Rang mit der niedrigiten im Producte verfangten Biffer.

2. Wean multipliciert mit jeder Biffer des umgefehrt gejchricbenen Neultipli-
catorg die gerabde dariiber jtehenbde jowie die weiter folgenbden hoheren Biffern des
Multiplicands und fdyreibt bdie dabdurch erhaltenen abgefiirzten Thetlproducte
fo an, bajs ifre nicorigften Riffern, da fie von gleidem Range jind, unter
einanber zu jtehen fommen. Um jedod) die nicdrigite Biffer eines jeden Theil-
probuctes mdglichjt ficher ju erhalten, multipliciert man bei der Gntwidhing
desfelben jundd)jt nody die erfte im Multiplicand weggelafjene Biffer und addiert
bie daraus fid) ergebenden ;‘;el)nel ald Eorvectur zu ber niedvigjten 3iffer
ped Theilprobuctes.

3. Die abgefiivgten Theilproducte werben addiert.

Die Fehlevgrenze ded abgefiirzten Productes betvdgt fo viele Halbe Ein-
heiten ber miedrigiten Stelle, al8 bdie Anzahl der Theilprobucte angibt. Man
fann aber bdie Fehlevgrenze meift bi8 auf eine Halbe Cinbeit diefer Stelle
herabbritden, wenn man in jedem Theilproducte nicht die niedrigjte verlangte
Stelle covrigiert, fondern nod) die ihr folgende nicbrigere ARiffer moglichit
genau entwidelt und bdie aus bder Summe bdiefer Biffern fih ergebende
Gorvectur ervft tm Eubproducte beviicfidytigt.

&8 fei 3. B. das Prodbuct 48-179 X 13-5645 bis auf 3 Decimalitellen
st entmideln.



b) 48179 c) 48179

a) 48179 X 13-5645 54 6521 54 6531

48 179 48 1790 48 1790

14 4537 14 4537 144537
240895 2 4090 2 4089 5
289074 2891 28907
1921716 193 1927
200 o L £t
653-52410455 653°525. . 653-524. .

8n a) ift die Multiplication vollftindig ausgefiihrt, in b) abgefitrst auj
3 Dectmaljtellen mit der Corvectur der eingelnen Theilprobucte (Fehlergrenge
0-002), in c) abgefiivgt mit der Cutwicdlung der 4ten Decimalftelle und mit
entfprechender Corvectur des Cudproductes (Fehlergrenze 0-0002).

§. 108, Das Probuct gweier unvollftindiger Decimalzahlen fann Hochjtens
mit derjenigen Genauigfeit angegeben werden, weldhe dbas Probuct des minber
genauen Factors mit Dder hochften Biffer ded anbdernm Factors erhilt; diefes
Prodbuct aber ift in der niedrigften Stelle unficher und erjt in der vorlepten
Stelle bis auf eine Hhalbe Einbeit derfelben verbitrgt.

Um daher vad Product jweier unvollftdndiger Decimal:
sahlen mit erveichbarer Genaunigfeit u beftimmen, nehme man
pen umgenauerven Factor um Wultiplicand, febe unter feime vorlete HBiffer
bie hod)fte geltende Hiffer des amdern Factors, die itbrigen Biffern besfelben
aber in wmgelehrter Ordbnung, und multipliciere fodann abgefiiryt. 3. B.

1) 2:916.. X 4-378.. 2) 4517 X 6863. .
SN BTBY 715 4
11 66 4 2745 2
87 5 343 2
20 4 69
23 PN Tideg
T e S0,

Bur Bejtimmung der Fehlergrenge ded Producted zweier uns
vollftdndiger Decimalzahlen a.. und b. ., deven Fehlevgrenzen besiiglich
e und g find, hat man

(a'=Ec) (b= —aib ="=="a 8 =k hiec - 0.

Die Fehlergrenze ift aljo, ba das Glied «f al8 gegen bie ftbrigen ver-
jhwindend Flein weggelaffen werben fann, im ungiinftigiten Falle, wo « und
B gleichbeseichmet find, gleich

ap + be

Um demnach die Fehlevgrenze ded Productes u evhalten, multiplicievt
man jeden Factor (in der Praxis gewdhulih nur deffen Hodyite Stelle) mit
ver Fehlergrenge des andern Factord und abbdievt diefe Probducte.
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3ft ber eine Factor a eine vollftdndige Bahl, aljo « = 0, jo ift die
Fehlergrenze des Probductes gleich a f.
J3n bem obigen Beijpiele 1) ift die Fehlevgrenge des Probductes =— 3 X
0:0005 + 4 > 0°0005 = 0-0035; in dem Beifpiele 2) ift die Fehlergrenze
55 0:005 = 0:025,

Abgekitryte Divifion.

§. 109, BWill man ben Quotienten weier mehritelliger Decimalzahlen
mit Bermeidung jeder dtberflitfigen Rechnung nur bi8 ju einer beftimmten
Decimaljtelle entwideln, o bebient man fih der abgefitvzten Divijion.
Diefe ift die Umfehrung bder abgetitvgten Multiplication und befteht in
folgendemt Verfahren:

1. Man fudt die erjte Biffer des Quotienten und beftimmt tbten Rang.
Aus dem Range diefer Riffer und aus bder Anzahl der im Quotienten ver-
langten Decimalen evgibt fidh), wie viele geltende Biffern des Quotienten man
im gangen 3u beftimmen Hat. WMan nimmt dann o viele hodhite Biffern des
Divifors, alg ihrer der Tuotient enthalten joll, al8 erften Divifor an.

2. Bet jeder folgenden Divifion (A8t man, anftatt zu dem Reft eine
neue Riffer oder eine Null dagu zu feven, im Divifor vedhts eine Biffer weg,
multipliciert jedod) mit jeber meuen Biffer des Quotienten jundchft die erfte im
Divifor weggelaffere Biffer und nimmt qus dem Ergebuifie die Corvectur fiiv
pag Product aus dem abgefurgten Divifor und der entfprechenden Riffer des
Luwtienten.

3. Diefes Berfahren wivd fortgefest, bis mit der Divifion burcij die
erfte Biffer des Divijors bdie Rednung abjchlieft.

E8 fei 3. B. der QVuotient 125-083563 : 8:195 bis auf 2 Decimal-
ftelfen 31 entwideln.

a) Bollftindige Divifion. b) Abgetiirste Divifion.
125:08 | 35663 : 8-195 = 15°2634 125083563 :8- 1,95 = 15°26. .
43133 4313
21585 215
511956 52
217863 3
32780
0

§. 110. Der Quotient gweier unvollftdndiger Decimalzahlen fann nidyt
genauer fein al8 die ungenauere diefer Safhlen.

Um bdaber den Quotienten weier unvollftdndiger Decimal
jafhlen mit erveidhbarer Genanigleit ju beftimmen, nimmt man
im Dividend und im Divifor nur o viele Stellen in Betvacht, ald die
ungenawuere dev betden Bahlen geftattet, und dividiert abgetiirzt. 3. B.
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1) 14847..:6:245..=23-77.. 2) 17837(.:5 27436 = 3:382. .

23 47 2014
483 432
46 10

1

Sind alfgemeint a.. und b.. zwei wnvollftdndige Decimalbriiche, « die
Fehlergrenze des erften, [ die Fehlergrenze bdes gmeiten fo hat man jur
Beftimmung bder Fehlergrenge des Dunttcnteu — bent Ausdrud

i ab-{;bav—abT-Lfg‘ :Elm:Fuﬁ
T AR TGLp 0 bEEH”

Im ungiinjtigiten Falle find « und B entgegengefelst bezeichnet; daun ift,
wenn man tm Nenner S als gegert b verjchwindend flein vernachldjjiget, die
Fehlergrenze gleidh

b :
—“—%E—E, ober (oc -+ —;;— s ﬁ}:b‘

Um dafher die Fehlergrenze des Quoticnten ju evhalten, multipliciert man
in ber Prapis bden auf jeine DHodhjte Stelle abgefitrzten Quotienten mit dev
Fehlergrenze bes Divifors, abdbievt jum Producte die Fehlergrenge deg Divi-
bend8 und bdividiert die Summe durd) die hHichite Stelfe des Divifors.

3it der Dividend a ecine vollftindige Decimalzahl, alfo « =0, fo ift

dte Fehlergrense bes Quotienten = f: b

3ft der Divijor b eine vollftindige Decimalzahl, aljo f =0, jo ijt
o : b bdie Fehlergrenze ded Luotienten.

3n bem obigen DBeifptele 1) ift bdie Fehlevgrenze bdes Vuotienten
(20 X 0:0005 4 0-005) : 6 = 0-0025; in bdem Beifpicle 2) ift 0-0005:
5 = 0-0001 bie Fehlergrenge.

VIL. Anendlid) grofe nuud unendlid) Rleine Gripen und Gremjwerte
der Peranderliden.

§. 111, Grigen, dbenen man wdihrend einer Redpmung over Entiwidhing
cinten beftimmten unverdnbevlidien Lert Deilegt, Hetfen conftant, im Gegen-
fjoge zu dem vevdmbderlichen oder vaviablem Grvdfen, weldhe jeden
beliebigen, ihrer Natur angemeffenen Wert annehmen Eonnen.

Eine vevdnderlihe Grope (Bahl), berem abfoluter Wert jo tm Wad)fen
begriffen ift, dbajé er grofier wird, al$ jebe belicbige abfolute Conftante, heifpt
unendlid) groff. Wan begeidymet fie durc) oo.

Eine vevinderliche Grofe (Bahl), deren abjoluter Wert fo im Abnehmen
begriffen ift, bajé er fleiner wird, al8 jede beliebige abfolute Conftante, feifit
unendlich fleim.
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feefige. 1. Die Summe einer endliden Anzahl vonunendlid
fleinen Summanden ift unendlid) flein.

Sind & v, ¢ ... unendlicdh) fleine Grdfien, und ift ihre Anzahl m eine
endliche Bahl, jo ift audh) & + v 4 ¢ 4 .. unendlid) flein, d. i. Fleiner al8
jebe belicbige Conftante c. Denn theilt man ¢ in m beliebige conftante Theile
& B ¥ -.., fo wird

S i B eI s I R WE A G L NE ER RS e)

2. Gin Brodbuct, defjfen Multiplicand unendlid) flein, und
pejfen Multiplicator eine conftante, von Null verjdiedene Fahl
ift, ift unendlich flein.

Folgt aug 1.

3. Gin Product, bdejfen Multiplicand conftant und von
Rull verfdieden, und deffen Multiplicator unendlid) flein ift,
ift unendlich flein.

Um ju beweifen, daf8 fiir ein unendlid) fleine n dad Prodbuct An fleiner

alg eine beliebige Conftante C wird, darf man mur n << —ii—- wihlen; dann
witdb An < C.

4, Gin Quotient, dejjen Dividend conjtant und von Null
perjdyiedben, und bcffcn Divifor unendlid) grof ift, ift unendlid
bletian

Um zu beweifen, baié - filr cin uneub[ic[) grnﬁeﬁ n fleiner al8 irgend
gine Gonftante C wird, wihle man n i G bann mub = < C.

5. Gin Quotient, deffen i}tntbenb conftunt und von Null
verjdhieden, und dejjen Divijor unendlid) tlein ijt, ift unendlid
grof.

Der Beweis ift analog dem Beweife ju 4.

§. 112. Wenn eine verdnberlide Grofe X bet fortwdhrendem Zu- ober
Abnehmen fich einer conftanten Grofe A, ohne diejelbe i erveichen, fo ndbert,
oaf8 die Diffevens swifden thmen unendlich) flein wird, jo heifit A ber Greny-
wert (limes) von X. Diefe Begiehung wird ausgedriickt durd

LimiX =="A,

Der Grengwert einer unendlich Fleinen Grdfe ift Null. Jedody ift Null
jelbjt nicht unendlich flein, da Null nicht verdnderlich, fonbern conftant 1ft

Sufoly. Aug dem Sate 4, in §. 111, ergibt fich

hm%:(} e — oo,
Wird diefe Beziehung, wie e8 Hiufig gejdjieht, Firzer durd) die Gleidung
1
i D

ausgedritdt, jo ift hier unter dem Beichen O nidht die abjolute Null, fondern
eine unendlich fleine Bahl su verftehen.



60

3n vemfelben Sinne gebraud)t man aud) den rveciprofen Ausdruc

1

0

weldher in bdiefer Auffaffung mit dem in §. 48, 7 angefithrten Sae nidht im
LWiderfpruche fteht.

§. 113, fehefige. 1. Devr Grengwert einer Summe ift gleid) ber
Gumme der Grenzwerte der Summanden.

2. Der Grengwert eines Productes ift gleidh bem Producte
ber Grengwerte der Factoren.

3. Der Grenzwert eined Quotienten ift gleidh dem Quo-
tienten bdes Grengwertes des Dividbends durd den Gremzwert
bes Divifors.

Gind A und B bdie Grempwerte pweier jujammengehoviger Verdnder-
lichen X und Y, unbd find £ unbd » pojitive und negative Bablen, die fidh der
Full ndhern, wenn X und Y fidh den Grempwerten A und B ndhern, fo
fann man X = A + &€ und Y = B 4 v feten. Dann ift

XY = A =B (@41,
XY —AB + (A’l) + B§ -|— E’U),
X AR A

YR FE T
Nahern fid) mum X und Y ihren Grempwerten A und B, alfo & umd
v ber Null, jo werden (§. 111, 1 und 3) £ + v, Av + BE + Ev, BE— Avw
unendlid) flein; baber ift
1) lim X+ Y)=IlimX 4+ limY,

—

2) e XY =i 2 TS,
3) lim % = }:—E%

§. 114. Sind jwei conftante Groffen Grengwerte devjelben
Bervdnderlichen, jo find jie einander gleid.
3ft A =1lim X und B = lim X, fo ift A = B.
Denn wire dem abfoluten Werte nad) A > B, fo mifste dem abjoluten
Werte nad) A > X > B fein. Man theile nmun A — B in wei ungleiche
Theile, von benen der fleinere m fei; dbann wird
A—X <m,
X — B << m, baber
A — B < 2m, und umfjomelhr
A — B << A — B, wa8 unmiglich ijt.
Solgefat. Gine conftante Grofe ift alé Grenzwert einer ver-
dnderlichen Grofe vollftdndig beftimmt.
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VIII. PBerfaltuiffe und Proportionen,

1. Berhiltnijje.
Bablenverhaltniffe.

§. 115, Unter dem Verhaltnifje jweier Zahlen a und b perfteht
man den QDuotienten derfelben im Sinme der meffenden Divifion (§. 47),
b. 1. bie Angabe, wie vielmal b in a enthalten ift. Der Quotient a : b ober

T wird als BVerhiltnis gelefen: a verhilt fih su b, oder Hirger: a zu b.

Den Dividend a nennt man das Borbderglied, den Divijor b dad Hinter-
glicd des Verhaltniffes.

Rwei Verhiltniffe, welde denjelben Rahlemwert haben, find -einander
gletd.

Das durd) Bertaujdung der Glieder cined Verhdltnifjes a : b entftehende
Berhiltnis b : a Deifit dag umgefehrte ober veciprofe Berhiltnis ber
Aahlen a und b; im Gegenfake zu demjelben wird dann a: b das gerabde
Berhdltnis diefer Bablen genannt.

Aus dem Begriffe eines BVerhiltnifjes folgt:

1. Das Borderglied cines Berhdltnifjes ift gleid) dem
Dintergliede multipliciert mit dem Quotienten (§. 48, 1).

2. Das Hinterglied eines BVerhdaltniffes ijt gleid) dem
Bordergliebe dbividiert dbuvd) dem Quotienten (§. 48, 2).

3. Gin Verhdaltnis bleibt (feinem Werte nadh)) unvevdmbdert,
wenn man Border- und Hinterglied mit derjelben Zahl multi:
pliciert, ober beide durch diejelbe Bahl dividiert (§. 53, 2).

Durd) Amwendbung ded 3. Saked faun man a) fedes Berhdltnis, deffen
Glicder Briiche enthalten, mit gangen Balhlen darftellen; b) jedes Verhiltnis,
befien ®lieder ein gemeinfames Mafy Haben, durc) diefed abfiivzen.

§. 116. Multipliciert man in jwet ober mehreren Verhiltniffen alle
Borberglieber und ebenjo alfe Hinterglieder mit einander, fo bilden die Producte
ein neues Verhiltnis, weldes im Gegenjate ju den gegebenen cinfaden
Berhiltniffen ein jufommengefegtes Verhdltnis genannt wird.

Gind 3 B. a:b

e ud
e f cinfacdje Berhiltnifie,

fo xft— ace: bdf ein jujammengefetstes Verhiltnis.

Grifenverhiltnifle.
§ 117. Bwijden jwei Grofen fann nur dann ein BVerhdlinis ftatt-
finden, wenn diefelben gleidyariig find. Das BVerhdltnis weier gleidhartiger
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Grofen ift gleichbedeutend mit dem Verhiltniffe zweier unbenannter Zabhlen,
weldhe ausdriicten, wie vielmal eine dritte Grofe bderfelben Art al8 Ma in
jeber ber betben Gridfien enthalten ift.

Aufgabe. Dag grofte gemeinjame Maf jweier gleidartiger
®rofien ju finden.

Man nefhme, wenn A und B die gegebenen Grofen find, von ber grogeren
A bdie fleinere B jo oft weg, al8 e8 angeht; fodann in gleidher LWeife von B
bent etwa geblicbenen Rejt R,, von bdiejfem Hefte R, wieder den meuen Rejt
R,, u. {. w. Kommt man bet einer diefer Wieffungen auf einen Reft R, = 0O,
jo ift der lepte nidt verfhwinbende Jeft R._i dasd gr. g. Maff der beiden
gegebenen Grofen.

Die Begritnbung diefes BVerfahrens, das mit dem in § 72 angegebenen
Borgange bei der Aujfindung des gr. g. Mafes sweier Bahlen fibeveinftimmt,
ijt anafog mit dem bort gefithrien Veweife.

Hier werden war aud), wie bei der Aufjuchung bdes gr. g. WMafes
gweier gangen Bafhlen, die NRefte ftets fleiner, man muis jedod) nidht immer,
wie ‘dort, (hlieflich etnen NReft = O erhalten. Wenn -man Dbei demr obigen
Lerfahren niemald auf einen Reft = 0 fommt, fo weit man die Meffungen
aud) fortfesen iwiirde, o Dhaben bie beiben Grofen fein gemeinjomes Maf.
Cin Beijpiel jweier joldher Gvdfen bieten bdie Hypotenufe und die Kathete
eintes gleicdhichentligen redytwinfligen Dretecfed (Geometrie §. 107).

Awei Grofen, welde ein gemeinjomes Mafy haben, Heifen commen-
jurabel; zwei Grofen, weldhe fein gemeinjames Maf Hoben, incommen:
jurabel

§ 118. 1. Das BVerhdltnis zweier commenfurabler Grofen
ift entweder eine gange obder eine gebrodjene Jahl

Gind die Groffen A und B commenfurabel, und ift ihr gemeinjames
Maf in A mmal, in B nmal enthalten, jo ift %:9:, noolnB fitr ben Fall,

baj8 m duvd) n theilbar ift, cine gange Bahl, jonft einen Bruch darftellt.

2. Das Berhdaltnis zweier incommenjurabler Srifen fann
a) weber eine ganze nod) etne gebrodene Jahl fein; e8 [d18t {id
jebod) b) als Grengwert eines verdnderliden Brudes mit jedbem
beliebigen Grade der Genauigleit beftimmen.

a) Sind A unbd B jwei incommenjurable Grofen, jo fann weder % =
nod) %::;—n jetn; Denn im erften Falle wave dann B jelbft, im jweiten f ein
gemeinfames Niafy von A und B, was gegen die Vovausfepung ift.

b) Theilt man B in n gleidie Theile und nimmt einen {oldhen Theil %:

wiederholt von A weg, bis ber letste Reft fleiner wird ald %f-, jo bat man,
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wenn died nad) mmaligem Wegnehmen der Fall ift,
A>m. 2upA<m+1).7,
folglidy nad) §. 60, 2

On diefem Falle legt alfo dag Berhiltnis ,% swifhen zwei Briichen
& 1, oeren Unterjchied Tll, wennt man n hinldnglich groff annimmt,

beltebig flein gemadit werben fonn. Das BVerhiltnis %— ift demmach Dder

m

™ und
n

Grengwert, dem fidh der verdnbderliche Brud I: um fo mehr ndbert, fe

grofer n wird, alfo
A . %
- = lim :—1, wentt n — oo Wird,

2. Grweiterung ded Sahlengebictes durd) die Divifion ald Mefjuug.
Jrrationale Bahlen.

§. 119. Das Diefien jweter incommenjurabler Gvofen fithrt auf Ver-
pdltniffe, die fid) durd) die bisher betvachteten Bablen nidht ausdriiden lafjen;
man ift deshalb gendthigt, den Bahlenbegriff entjprechend zu erweitern. Diefes
gefchieht dburch Einfithrung der irvattonalen Bahlen.

Gine irvatiomale Babhl ift eime Babhl, weldhe fic) weder durd) eine
gange noch) durd) eine gebrochene Bahl, fonderm mnur als Grengwert eines
verdnderlidhen Brudjes ausbriiden [djst. Die Werte, welde bdiefer verdnber-
liche Bruch annimmt, indem er fih) der Grenge ndahevt, Heifen Ndherungs-
werte der trrationalen Bahl. IJm Gegenjae ju den irvationalen Bahlen
werden die bigher betrachteten Bahlen, dic gamzen und gebrodjenen, rationale
Aahlen genanut.

Hiernad) ift (§. 118) das Berhaltnis jweier Grofen A und B, wenn
fie commenfuvabel find, eine vationale Zahl, dagegen, wenn fie incommen-
jurabel find, eine irvationale Bahl. Das Beidhen fiir die irrationale Sahl
-—g— ift lim —l:i, wo n ohne Ende junmimmt und m die grofte gamge Sahl

angibt, welde fiir den jedesmaligen Wert von n in dem Quotienten A : —15:—

m

> - find fitr irgemd einen Dejomberen

enthalten ift. Die Britche % und
‘ 1
Wert von n auf -~ Senaue Niherungswerte diefer irvationalen Jahl.

Ein peviodijder Decimalbrud) ift eine vationale Jabl (§. 104, 2 und 3),
Aud) die irvationalen Bahlen fonmen durd) eine Sahlenlinie verfinnlicht
werdent. Gine unbegrenste gerade Qinie ftellt durd) bie vort einem ifrer Punkte,
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bem Anfangspuntte, ju beiden Seiten gleich weit abjtehenden Puntte die Reihe
per pofitiven und mnegativen gangen Bahlen dar. Werdben jwijden je wei
Punfte diefer- Linie beliebig bviele ebenfall8 gleid) weit von einander entfernte
Puntte eingejdhaltet, fo wird durch diefe die Neihe der Briiche mit belichigen
Nennern dargeftellt. IJe mehreve folche Punfte man einjdaltet, bdefto ndher
viidenn fie aneinanbder, bis fie bei einer ing Unendlide fortjdyreitenden Ein-
jchaltung, wie die irvationalen Bahlen e8 fordern, in einme ftetige Rahlenlinte
fibergefen. ©o lange man fid) auf die vationalen Bahlen bejdyrdntte, Hatte
man immer nod) nidht alle Punfte der Linie; erft bie irvationalen Bahlen in
Berbindbung mit den rvationalen loffen jeben Punft ber Linie al8 die Verfinn-
lidung eimer Bahl erfcheinen.

§. 120. Mit irvationalen Bahlen vedhmen heift, mit ihren
Nédherungdwerten rechnen und den Grengwert juchen, von weldhem dasd Rejultat
unendlid) wenig differiert, wenn die NdbherungSwerte der frrationalen Zabhlen

pon ifren renzwerten jelbjt unendlich wenig differieven.
' Da nady diejer Erildrung die Refultate der Rednungen mit ivvationalen
Bafhlen durd) die beziiglichen Rechnungsvejultate threr Ndherungswerte beftimmt
werden, biefe aber rationale Bahlen find, fo gelten alle fiir vrationale
Rahlen erwiejenen allgemeinen Operationdgefee and) fiir die
irrationalen Bahlen.

3. Proportionen.

8. 121, Die Gleichitellung zweicr gleicher Verhiltuifle heipt eime Pro-
portion. Jfta:b=qunb c:d=gq, o ift aud) a:b = c: d; diefer
Ausdruct ijt eine Proportion und wird gelefen: a verhilt fid) ju b, wie fid)
¢ st d verhilt, oder fitrzer: a ju b, wie ¢ ju d. Das erjte Glied a und
pag vierte d nennt man bie dufeven, bad jweite b und dag britte ¢ bdie
inneren Glieder; aud) heiffen a und ¢ bie Bovderglieder, b und d die
Hintevglieder der Proportion. Dasd vierte Glied indbefondere wird die
vierte Proportionale zu den drei erften Glicbern genannt.

" @ind in einer Proporvtion die inmeren Glicder gleid), fo Heifit bdiefelbe
eine ftetige Proportion, 3. B. a:b =Db:c. Das innere Glicd b wird bdie
mittlere (geometrijhe) Proportionale ober dag geometrifche Mittel
3 a und ¢, und c die dritte ftetige Proportionale ju a und b genannt.

Grofenproportionen.

§. 122. ©ind bdie Glicder einer Proportion lauter unbenannte Sahlen,
fo bheift diefelbe ecine Bahlenproportion, fonjt heipt fie eine Grdofen-
proportiom.

Wenn zwet Avten von GSrdfen jo von einander abhingen, dajé ju einer
mfaden Grofe der einen Avt aud) eine mfadje Gvofe der andern Avt gehivt,
fo beifgen bie beidben Arten von Grofen gerade proportioniert; 3. B, Ware
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und Preis. Wenn dagegen ju der m facdhen Grofe dev einen Art nmur der mte
Theil von der Grofie der amdern vt gehort, fo heifen die bLeiden Arten von
Grdfen verfehrt proportioniert; 3 B, bdie Bahl der Wrbeiter und bdie
Arbeitszeit bei gleidher Leiftung.

fehrfoh. Sind jwei Arten von Grifen fiiv je jwei commen-
furable Werte der einmen Art gerade oder verfehrt proportioniert,
jo jind jie e8 aud fiir je jwei incommenjurable Werte derjelben.

Beweis. a) E8 feien A und A’ jwei Grdfen der einen Avt, B und B’
bie ugehorvigen Grdfien eimer anderm von der erften abhdngigen Avt, und
8 fei fiir bem Fall, dafé A und A’ commenjurabel find, A:A’ = B:B".

Wm 3u beweifen, daf8 die Verhiltniffe A A’ und B:B’ aud) daun
gletdh fein miiffenr, wenn A und A’ incommenjurabel find, theilt man A’ in
n gleidhe Theile, wo n beliebig grof angenommen werben fann, und nimmt

einent folchent Theil % von A mmal, d. i. fo oft weg, al8 es angeht; bdann
bleibt, dba A und A’ incommenjurabel jind, von A nod) cin Reft iibrig, der
jedod) leiner als 2 ift; s ift daher

mA' (mn[—l)A’ e < <_m_-|-1
wo  der unterfc't)teb % 3wifchen 1:% und —nlﬂ burcf) Bergroferung von n
belichig flein gemacht werden famn. Da "—ln— b{m'"l)ﬁ commeniumbc[
find, fo find nad) der %nrauéiegung bie ju ’P-n-m A und (m_'" A gepbrigen
@rbfen der pweiten At =, B und (m"" )B, und muf8 and)
—'11‘B:<B<(m+1)B ober = < <Ii—|—'—1 fein.

Die irvationalen %erf)artmne - umd S fmb pemnad) Grenzwerte bes-
felbent verdnbderlichen Vrudjes ;, folglich nacE) §. 114 einander gleid.

b) Gbenfo wird der Beweis gefithrt, wenn die beiden Arten von Srogen
verfelyrt proportioniert find.

‘ 3n bden Bhier folgenden Untevjuchungen Eoumen wir und daher auf Pro-

porttonen befdhranten, deven Berhiltniffe vational find.

Bojichungen unter den Glicdern einer Proportion,

g 123, 3n jedber Bafhlenproportion ift das Product der
duferen Glieder gleic) dem Producte der inneven Glieder.
@3 fei a:b=c:d Multipliciert man bdie Duotientengleidung
abd __ bed

d mit bd, fo erhilt man —— = ——, und folglih ad = be.

Moenil, Arithmetit und Algebra. )

a



66

Solgefite. 1. Jn einer ftetigen Bahlenproportion ift das
Quabdrat der mittleren Proportionale gleid) dem Producte der
beiben andbeven Glieder.

Stastb—=b cfoititibE = ac:

2. Jebes dufere Glied einer Bahlenproportion ift gleid
pem Probducte bevr beiden inmeren Glieder dividiert durd) das
anbere dufiere ®lied; und jedes innerve Glied ift gletdh dem Pro-
pucte der beidben dufeven ®lieder bdividiert durd das andere
tnnerve Glied.

Jit a:bﬂc'd baf)er ad“—-bc, fo ijt

ad ad

a—" d— ,unbb_-—c=?.

§ 124. Aus zwei gleiden Producten Ydjst fich eine Pro-
portion bilben, indbem man bdie Factoren ded einen Probuctes
ju dufieren, die Factorven bded anbern Productes zu inmeren
Gliedern madt.

€8 fei ad = be, daher aud) be = ad. Dividiert man diefe gleidhen
Ausdriide folgeweife durd) bd, e¢d, ab und ac, fo ergeben jid) folgende
Proportionen:

g b ==t s Caid=="sr "))
atie — biedd bitid =180}
d b —jci 2 ¢ ta—=d ib;
d il =biiia; b ai= diic;

~§. 125, Gine Proportion aufléfen Heifit, aus drei gegebenen Gliedern
etner Proportion dag nod) unbefannte Glied finden.

a) EGine Proportion wird aufgelsst, indem man aud dem Ber-
filtuiffe, deffen beide Glieder gegeben find, den Quotienten fucdht und aus
dicfem und dem gegebenen liede ded anbern Verhiltniffes (nach §. 115, 1
oder 2) dad unbefannte Glied beftimmt, {

b) Gine 3ahlenproporiion wird am cinfadhften nadh) §. 123, Folgey. 2,
aufgeldst.

Aus x : 2 =15 : 3 findbet man L

a) 156:3 =5, x = 2.5 = 10; ober —

b) x = 2% = 10; vaer

10 :2 = 15: 3 bie vollftdndige Proportion.

Hmformung von Proportionen,

§ 126. 1. Jebdbe Bafhlenpropovtion bleibt ridpttg, wenn man
a) bie tuneven Glieder unter jich, b) die dufeven Glicder unter
fid), ¢) die inmeven Glieber mit den duBeren vertaufdt.
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G fei a:b =-c:d, daher ad = be. Dann finden nadh §. 124 audy
folgende Proportionen ftatt:
a)wearc==lhed
b)sed dibi—" ik
c) ubr e —=xd  c}
Die Umformung c¢) Yann man aud) mit jeder GSrofenproportion, bdie
Umformungen a) und b) nur mit foldhen Grofenproportionen vornehmen, in
denen alle Glieder gleidhartig find.

2. Gine Proportion bleibt ridhtig, wenn man ein duferes
und ein inneves ®lied mit derfelben Bahl multipliciert, oder
beide burd) diefelbe Bahl dividiert.

Folgt aus §. 115, 3, uud §. 126, 1.

Durch Anwendung diejes Saties fann man a) jede Proportion, in welder
DBritdhe vorfommen, mit ganmgen Sahlen bdarftellen; b) jebe Proportion, in
weldher ein dufiere8 und ein inneres ®lied ein gemeinjames Maf Haben,
burc) diefes abfiirzen.

§ 127. 1. 3n jeder Proportion verhalt jich die Summe oder
Differens der erftenm zwei Glieder jum erften oder jweiten, wie
dpie Summe oder Differens der leften wet Glieder jum dritten
ober viervten.

Sftatb=c:d, a=Dhg, c=dq, {o hat masn

{a = b) : & =g buhq <= 4 =-1) 5,
(o =E'd)ed =dq £ drtdg = (q == 1): q; boljee
(a=Eb): a = (c==d)i: c.
Auf dbhnlihe Weife erhilt man
(=)t b = (e 2= id) o ds

2. 9n jedver Proportion verhdlt fidh die Summe der erften
swei Glieder zu derven Differens, wie die Summe bder lehten
jwei Glieber ju deren Diffjerens.

Es ijt

(@a+b):(a—b)=((mq+b):(bg—b =(q+1):(q—1),
e+ d)ife—d)=(dq + d):(dqg—d)=(q4+ D:{qg—1;
baber
(a4+Db):(a—b)=(c+ d):(c—d).

3. 3n jeber Proportion gleidhartiger oder unbemannter
Aafhlen verhdlt fid die Summe oder Differeny der Vorder-
glieber jur Summe oder Diffeven; der Hinterglieber wic jedes
Borderglied ju jeinem Hintergliede.

LVertaujd)t man in der Proportion a : b = e : d die tneven Glicder,
fo erhilt man a:c=Db:d. Nad L. ift dbann i

(2=l el == (bi == d) A,
5*
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und nach Lertaufdhung der inneven Glieder

(az=¢):(b=*d)=a:b; folglih auch
(A== )t (br==id) e d.

Berbindung mehrever Proportionen,

§. 128, Werdben mehr al8 ywet Verhltniffe einander gleichgefest, fo
entfteht cine fortlanfende Proportion; 3 B.

ado == by S=i6v P =ites
Diefe fortlaufende Proportion jdreidt man aud) jo an:

abese o e =St P
wobei alle Borderglieber auf einer, alle Hinterglieber auf der anbern Seite
deg Gleichheitsseichens ftehen.

On  jeber fortlaufemden Proportion gleidjartiger obder
unbenannter Jahlen verhdalt jich die Summe aller Borderglieder
jur Gumme aller Hintevglieder, wie ivgend ein LVorberglied
3u feinem Hintergliede.

Hat man die fortlaufende Proportion

aym=bin=—ec1p,
fo folgt aus §. 127, 3
@+b+4e):mt+nt+p=a:m
=nhs i
‘=c:p.

§. 129, 1. Wenn man in zwet ober mehreren ISahlen-
proporvtionen bdie gleidhjtelligen Glieder mit einander multi-
plictert, fo bilben bie Producte wieder eine Proportion.

&ind die Proportionen

g b ==lel #d

e —=hok

m:n= P or
gegeben, jo ift ad = be, fk = gh, mr = np. Multipliciert man bdiefe
Productengleidungen mit einander, o ergibt fid)

adfkmr = beghnp, oder afm . dkr = bgn . chp,
und hievaus nach § 124
afm i bgn = chp: dkr.

Man fagt, die leste Proportion jei aus den gegebenen jufammengejest.

2. Wenn man die gleidhftelligen Glieder zweier Jahlen-
proportionen durd) einander dividiert, jo bilben die Quotienten
wieder eine Proportion.
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Jft d 9= eiadhnd
f =11k,
fo jat man ad =be und fk = gh. Dividiert man bdie erfte Probucten-
gleidhung durch die jweite, jo erf]iilt man
ad be 5 d b ¢
I iy

und hievaus

Harmonifhe Proportionen. -

§. 130. Drei Bahlen a, b, ¢ Dbilden eine I)ntmon/ii/d{ PBroportion,
wentt (a—b):(b—c) =a:c ift; b heifit daun diemmittlere harmo-
nifde Proportionale ober bag havmonijde E)J}ittc[ swifchen a und e.

Aufyabe. Bu zwei gegebenen 3af)Ie,n ‘dic dritte harmonijd
proportionierte ju finden. /

Mg (a—Db):(b—c)=a:c w’[gt ac —be =ab —aec, daher

1 Lhe
) a—ﬁ——c__bf
,i ab
2) /9- = und
4 2ac
F b=ss

Die dritte Gleichung gibt den Saks:

Das Harmoniihe Mittel zwijden zwei Zahlen ift gleid
dem bnppe[tenf}v{;ucte perfelben dividiert durd) thre Summe.

Rergleidiung spijchen dem avithmetijdhen (§. 95, Bujabs), bem geometrifden (§. 121
und §. 123, Folgef. 1) und dem Havnronijden Miittel. 17

4. Anwendung der Proportionen.

Angewandte Aufgaben mit einfadyen Berhaliniflen.

§. 131. Die Lojung von Proportionsaufgaben, deren Grofen in ein-
fachen BVerhiltniffen ftehen — bdie jogemamnte einfacdhe Regeldbetri —
beruht auf folgendem Sape, welder fih unmittelbar aus dbem Begriffe der
gevadert und verfehrten Proportionalitdt ergibt:

Sind zwei Avten von Bahlen gevade ober vevfehrt propor-
tioniert, fo ift bas Berhdltnis jwijden je zwei Bahlen der einen
Art beziiglich gleidh dem geraden ober bem umgefehrien BVer-
haltniffe swifden den jwei ugehdrigen Zahlem der andern Art

§. 132. Gin Betrag, der fid) auf die 3ahl 100 bezieht, wird Procent
genannt. Bei der Procentrednung rednet man entweder von, oder auf,
ober in Hunbdert, je nacdhbem die Wenge, von weldher die Procente bejtimmet
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werben, mit der Grumndzahl 100 jelbft, oder mit 100 vermehrt um das
PBrocent, odber mit 100 vermindert um das Procent gleidartig ift

Bejeidhnet p das Procent und \g Yent @1trag pont der Menge m, fn
hat man folgende Proportionen:

a) bei ber Recnung von Hundert b : p = m : 100, aljo b = =k,

1007
b) , ,  anf Hundert b:p=m: (1004+p), , b= %%;
C-) noon " i.l‘l @unbﬂrt Tois p=m 4 (IOO—P), o b ] —1-(.;%%}.’_

Angewandte Aufgaben mit jufammengefelten Verhaltniffen.

§. 133. Die LWjung von Aufgaben, deven Grofen in jufammengefettern
Berhiltniffen ftehen — bdie jogenannte jujammengefetste Regeldetri —
beruht auf folgendem Sage:

Hiangt eine Art von Bahlen von mehreven anderven Arten
fo ab, dafs jie mit denfelben eingeln gemommen theild gervabde,
theils verfehrt proportioniert ift, jo ift bas Verhdltnis zwifden
je zmet Bahlen ber erften Wrt gleid) dem zufammengefebten
Berhaltnifie aus den einfaden beziiglid) gerade oder umgefehrt
genommenen Verhdltnijjen zwijdhen den jugehdrigen Sabhlen
jeber anbern Art.

Beweis, €8 fei die Zahl A von den Zahlen B, C jo abhingig, wie

" " a " {1 " bf C,

wo bie mit gleichlautenden Budjitaben begeidhmeten Sahlen zu bderfelben At
gehoren, und e feien die Bahlen der evften Avt mit dem Bahlen der weiten
Art gerade, mit den Bahlen der bdritten At verfehrt proportionievt. Heift e«
eine Bahl der erftem Art, welde zu den Bahlen b, C gehort, fo hat man
folgenbe Rethen zujammenfhangender Sahlen:

A, B, €

(781 ) 1 B

aihie.

Da die Bahl « aus A entjteht, indem {ih B in b dnbdert, und bdie
Bahlen biejer zwei Arten gerade proportioniert {ind, jo hat man

Al =—=Brb

Da ferner a aus o Hervorgeht, wenn fih C in ¢ verdndert, und die
Bahlen bdiefer wei Avten verfehrt proportioniert find, jo hat man

wiat=e%C.

Durd) Multiplication diefer beiben Proportionen ergibt fich

Ao aw—=Bec b,
obest e 5 atee—=1Beuibe)
in welder Proportion der oben aufgejtellte Sat enthalten ift.
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3. B, Wenn 20 Arbeiter, weldje tdglich 12 Stunben avbeiten, in
5 Wodjen einen Damm von 375 WMeter LWinge sujtande bringen; in wie viel
Woden werden 12 Arbeiter, welde tdglich 10 Stunden arbeiten, einen eben
joldgen Damm vorn 600 Weeter vollenden?
20 Arh. 12 St. tiglich 5 Wod). 375 Meter Liinge

[2 " 10 " n X n 600 n "
et =200t B2
125010
600 : 375

x:1=16:1; daher x = 16 Wodjen.

§. 134, Begeidhnet Z die einfacdjen Binfen, welde ein Capital C
in J Safren ju P Procent gibt, fo hat man zur gegenjeitigen Beftimmung
diefer Grofen folgende jujammengefeiste Regeldetri:

100 fl. Gap. in 1 Jahr. P fl. Bing Ziat — G 1 ()

C 1" " " J " Z 1] " J el
alfo Z: P =CJ : 100 und
1007 — CPJ,

aus welder Formel fichy die befannten Sie fiiv die LWjung der Aufgaben
fiber die einfadye Bindvedhnung herleiten laffen.

BDie Theilregel.

§. 135. Goll eine gegebene Rafhl in mehrere Theile, weldhe fich wie
andere gegebene Sahlen verhalten, getheilt werden, fo gejchieht diefes durd) die
Theilregel oder Gejelljhaftsvehnung. Die Bahlen, durd) welde das
Berhiltnis der Theile ausgedriicft wird, heifen Berhaltniszahlen.

Jit nur eine Reihe von Verhdltniszahlen gegeben, jo wird die einfade,
jind mehrere Reihen von Verhiltniszahlen gegeben, fo wird die jujammens
gefelte Theilvegel angewenbdet.

@8 fjeten bei der einfachen Theilvegel s bie su theilende Bahl, a,
b, ¢ und d bie Berhiltniszahlen. Werdben die gefuchten Theile durd) u, x,
y und z bejeichnet, fo Hat man bdie fortlaufende Proportion:

Wi Xy ="arbesd, Dot
iisa—lxfh=iyte —=7zid
paher nach §. 128
wt+x+y+z:(at+btectd=mu:
=X
— y %
=z
Do munt u+ x 4+ y + z = s fein mujs, fo erhilt man

e T

e e . % 8 .
== ;'* ] I f" "(—] . a; 7 X = .—“‘1“ ]' T ﬁ"i . b 7
e i SRR S . —
y e - -, C 5 7z :, e — d'
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§. 186, Die zujommengefepte Theilvegel Lijst fih auf bie
einfache juviiciiihren.

€8 fei eine Bahl s mit Bejugnahme auf mehrere Umitinde in drei
Lheile 31 theilen, die fich in einer Vegichung wie a : b : e, in einer jweiten
Begiehung wie d:e:f, und in einer dritten Begiehung wie g : h: k ver-
halten.  Heifien x, y, z die noc) unbefannten Theile, fo mufs fic) x:y
nidit mur wie a: b, jondern aud) wie d : e und wie g : h verhalten; e$ mujs
aljo bad Verhdltnis x : y gleich fein dem jujammengejetsten Verhiltnifie aus
a:b, d:e, g:h, aljo dbem Berhiltuiffe adg : beh. Ghenjo mufs y:z =
beh:cfk fein. &8 bejteht demnac) die Forberung, die Theile x, y, z fo
au Deftimmen, dajs der Bedingung

% 9 pie= adgd behic ofk
genfige geleiftet werbe, was eine Aufgabe der etnfachen Theilvege! ijt.

B. B. Au einer Unternehmung veveinigen fid) drei Perjonen: A gibt
8000 fL. auf 5 Pionate, B 4000 fl. auf 6 Ntonate, C 2000 fl. auf 8 Monate
her. Die Unternehrmmng wirft einen veinen Gewinn von 460 fl. ab; wie viel
bavort wird jede ber drei Perfonen erhalten?

A 8000 fl. burc) 5 Mon. | 40000 | 5 46.5 = 230 L.
B 4000, , 6 , |24000]3 46.3 = 138 |,
CLAIOD 3l s B e [T1E00D 46.2= 92,

460 : 10 = 46 460 fL.

Die HKettenvegel,

§. 137. Wenn bdie Begichung swifchen jwei Grofen nidyt unmittelbar
befannt ift, fombern evft durd) cine jujammenbhingende Anfitellung befannter
Awijdenbeftimmungen gejucdht werden mujs, jo wendet man die Ketten-
regel anm.

8 fei folgende Anufgabe ju (ofen:

Wie viel (x) Einbeiten von der Art M betragen a Ginfeiten vou der Art A,
wenn a’ Ginheiten von ber Art A b Gingeiten von bder Art B,
b’ il I e e c i B s

e b i e b m i 15 e AV
betragen?
Diefe Aufgabe fann tiivzer fo angefdyrieben werben:
xM = aA,|
wenn a‘’A = bB, 1)
WBi==r gl ]~
¢'C =mM, )

wo x, a, a’, b, b, ¢, ¢/, m unbenannte Jahlen, und A, B, C, M die Avten
ober Benenmumgen derfelben vorftellen.
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Um dad gefuchte Nefultat ju evhaltew, vevwandelt man bdie gegebenen
a Ginbeiten der Art A zunddit in (y) Ginheiten der Art B, dann die gefundenen
Ginbeiten der Art B in (z) Ginbeiten der Art C, und diefe endlidh in (x) Cin-
Detten der Art M. Dabei evgeben fid) nad) dem angegebenen Bedingungen
folgende Proportionen:

Varbi  s=ia aaf
75164 =i bY
Xx:m = z:c, woraus nad) § 143, 1 folgt:
X ihiemi=— laaiaihie’, amn
abem
abier 2

Yug bem in 1) angegebenen Anjage der Aufgabe und dem in 2) fitv x
erhaltenert Ausgbdruce ergibt f{ih fitr die RKettenvednung folgendes
praftifdhes Berfahren:

1. Man fdretbe x mit feiner BVenennung an und vedhts dancben bdie
gegebenie ©rdfe, deren Vetrag gefud)t wird und bdie daher mit x gleichen
Wert hat. Darvunter fete man alle Mittelbesiehungen, und jwar fange man
jebesmal [infs mit eimer ®rdfe am, weldje mit der nddjt vorhergehenden
vehts von gleicher Avt ift; vedht8 neben jede Grofe fommt diejenige Grofe,
weldhe mit ihr gleidwertig ift. So wird fortgefabhren, bis man vedhts eine
©rofe erhdlt, die mit x gleidnamig ijt.

2. Man bdividiere das Product aller vedyts ftehenbden unbenannten Jahlen
ourd) bas Product aller linfs unter x ftefenden; der Quotient gibt den gefudhten
Wert von x.

3.8, BWenn in England 1 Quarter Weizen 36 Shilling Toftet, weldhes ift
der entfpredhende Preis fiir 1 Heftoliter in fl. 5. W.? (11 Quarter = 32 Hefto-
liter, 20 Ghilling = 1 PBfund Sterling, 10 Pip. Sterl. = 124 fl. 5, W.)

x fl. b, 3. 1 Heftoliter o — 11.86.124
32 Heftol. 11 Quarter 82.20.10

1 Quarter 36 Shilling =T7-67 fl. b. B.
20 Shilling 1 Biv. Sterl.

10 Pid. Sterl. | 124 fl. 5. W.



Dritter Abjdynitt,
Gledyomgen bes ersten Grades.

8. 138, Die Gleidgftellung jweier Bablenauﬁbru&e, meId]e gleichen Wert
I)af)en, wird eine Gletdiiing genannt. 3B -

a=—a, (x+2)=%x"+4x + 4, 5x — 8 = 3x.

Die Grofen, welde ecinanbder gleidhgejtellt werden, Heiffen Theile der
Gleidung und fonnen eingeln wieder aus mehreren Gliebern beftehen. n
der Gleidung 5x — 8 = 3x it 5x — 8 ber erfte, 8x ber gweite Theil;
der erjte Thetl befteht aud zwei Glicbern Hx und — 8.

Man unterjdeidet identifde und Beftimmungsgleihungen.

Gine Gleidung, in welder ein Sahlenausdrud fidh felbjt ober einer
blofien Umformung biefes Ausdructes gleichgeietst wird, heifit eine identifdhe
Gleidung; 3. B. a—a, (x+ 2)* =x*+ 4x -+ 4. Gine identijde
Gleidung bleibt fitr jeden belicbigen Wert der darin vorfommenden allge-
meinen Bahlen ridhtig, Jede Formel fitr eine arithmetijde Opevation bildet
eine tbentijdje Gleichung.

Gine Gleidung, in welder der cine Theil nicht durch blofe Umformung
aud dem anbern hevgeleitet werden fanm, weldhe alfo audy nicht fiir alle, jondern
nur fiiv befti mmte Werte der tn ihr enthaltenen unbeftimmten Bahlen richtig
ift, Beifit eine Beftimmungsgleihung, audh blof Gleichung im engeren
Sinne. 3. B. die Gleidhung 5x — 8 = 3x ift mur richtig, wenn man fiir x
ben Wert 4 febt. 20~ & = 11

Die in einer Beftimmungsgleichung unbeftimmt gelaffenen Jahlen heifien
Unbefannte und werben gewdhnlic) duvc) bdie lebten Buchftaben x, y, ...
ve8 Alphabets begeichnet. Die Veftimmungsgleidungen dienen dagu, aus bden
vurd) fie ausgedviidten Begiehungen zwijchen den befannten und unbefannten
Bablen die lepteven ju beftimmen.

Die Werte der Unbefannten, weldhe einer Gleihung geniigen, nennt man
oi¢ Wurzeln der Gleichung; bdiefe Werte beftimmen, heift die Gleidung
aufldjen. Die Vurgeln einer Gleidung miiffen, ftatt der Unbefanuten in
dicfelbe fubjtituiert, die Gleichung ju einer identijchen madhen.

§. 139. Nad) der Anzahl der Unbefannten, welde in einer
Gleichung vorfommen, unterjcheidet man Gleidhungen mit einer, mit Jwet
und mit mefhreven Unbefannten, 3. B. 5x — 8 = 3x ift eine Gleichung
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mit ciner, 5x — 3y = 8 ecine Gleihung mit jwei, Tx =3y — 5z + 5
eine ®leihung mit dret Unbefannten.

Gine Gleidung, in welder feine ber Unbefannten in einer hoheren als
ber crften Poteny und aud) Tein Product mehrever Unbefannten vorfommt,
Beifit eine Gleihung des erften Grades ober eine lineare Gleidhung.

Gine ®letdung, welde aufier den Unbefannten nur befondere ahlen
enthilt, heifit eine numerifde oder Biffergleicdhung; 3 B. 4x — 3 =5.
Gine Gleidung, weldhe aufler den Unbefannten aud) allgemeine Jahlen enthilt,
beifit eine Budftabengleidhung; 3 B. ax —b =cx + d.

I. Gleidungen des erflen Grades mit einer AnbeRannten.

§. 140. Das Aufldjen der Gleidhungen des erften Svabes beruht auf
bem Grundjose: BWenn man mit gleiden Grofen gleidhe BVer-
gnberungen vovuimmt, jo erhdlt man wieder gleiche Grofen.
Diefer Grunbdjap ldfst fidh) durch folgende Sdge ndher ausdriicen:

1. Gine Gleidyung bleibt riditig, wenn man ju beidben Theilen
derfelbeneineund diefelbe Bahlabdiert, oder bon beiden Theilen
diefelbe Bafhl fubtrahiert.

Nad) diefem Sate fonn man jebed Glied bes einen Theiled mit bent
entgegengefetsten Borgeichen in den anbern Theil bringen (transponieren),
wie oud) gleidhe Glieder in beiben Theilen weglaffen.

B.8B. a8 x+a=Dhb folgft x=Db—a,

R ol e T R L

2. Gine Gletdhung bleibt ridtig, wenn man beidbe Theile
perjelben mit devjelben Bahl multipliciert.

Mit Hilfe diefes Sakes fann man jede Gleidhung von den Nennern
befretent, ingbejondere aud) den Coefficienten ber Unbefannten, wenn er negativ
ift, durch die Multiplication beiber Theile mit — 1, b. 1. dureh) Verdndernung
aller Bovzeichen, pojitiv darftellen.

3. B, aus ‘; —ab =c folgt x —ab = ag,
w —x=—2>5 d, =1l

3. Cine Gletidhung bleibt vidhtig, wenn man beide Theile
derfelben durd) diefelbe Sahl dividiert.

Hiernad) fonn man eine Gleidjung, deven beidbe Theile einen gemein-
fjomen Factor habew, durd) biefen abfiivjen, insbefondeve auch dem Coeffi=
cienten der Unbefannten, wenn er von 1 verfdyicden ift, wegjchaffen.

Jobenus t=—d4 " jolgt " TaxiEL 2,

" 3x =2 1" A

ol w



Au dent vorftehenden Sate mujs bemerft werden, dafs ein gemeinfamer
Factor der Gleidhung, weldher die Unbefannte enthalt, durd) Divifion nidht
ausgefdhieden werden darf, weil jonjt die transfovmierte Gleidhung nidt nehr
alfe Wurgeln ber gegebenen Gleichung enthielte. Dividiert man 3. B. beide
Theile der Gleidhung (x — 1) (x —2) =3 (x — 1) durd) x — 1, fo ent-
balt bie neue Gleidung x — 2 = 3 nur bdie Wurgel 5, wilhrend die gegebene
Gleichung aud) durd) die Wurzel 1 Defricdbigt wivd.

§. 141, Aus den m § 140 anpefithrien Siten ergibt fidh fiiv die
Auflofung der Glethungen ded erften Grades mit einer Unbe-
fonnten folgenbes Verfahren:

1. Guthalt die Gleichung Briiche, fo werden bdie Menner weggejdafft,
tndem man beide Theile der Gleidung mit dem fleinften gemeinjomen Biel-
facjen aller Nenner multipliciert. (Wegjdaffung der Briidpe.)

2. RKommen in der Gleidung durd) RKlammern verbundene Ausdriice
vor, fo werben bie Klommern duvd) wivtlide Ausfithrung bder angezeigten
Operationen anfgeldst. (Aufldfung der Klammern.)

3. Ulle Glieder, welde bie Unbefannte enthalten, werden in den erften
Lheil ber Gleichung gebracht und jujammengesogen; bdie dibrigen Glicder
werben i benm zweiten Theil dibertvagen und cbhenfall veducievt. (Trans-
ponierent und Rebducteren.)

4, Mean bejreit die Unbefannte von threm Coefficienten, indem man
beibe Theile bder Gletchung durch denfelben dividiert. (Divifion durd) bden
Coefficienten der Unbefannten.)

Durd) bdiefe Transformationen crhalt man {dlieflid) ol8 Aufldjung
x = a, w0 x bic Unbefannte und a cin nur aus befaunten Bahlen beftehender
Ausdrud 1ft.

Gine Gleichung des erften Grades mit eimer Unbefannten hHat nur eine
LWurzel,

Um fid) von bder Ridtigleit dev Aufldjunmg ju itberengen, darf man
nur den gefundenen Wert fitr die Unbefannte in bdie gegebene Gleichung fub-
ftituieven und dic Wusbriidfe auf beidben Seiten auf die einfachite Geftalt
bringen. Grhdalt man Deiderjeits bdasjelbe Nejultat, d. i wird die Gleidhung
ju einer ibentijchen gemadht, fo ift die Wnuflofung ridtig.

Beifpicle.
1) -:— = 2x — 36.
Aufl.: x = 10x — 180 Probe: 2 —2.20 — 36
x — 10x = — 180 Y
X =

20. 4 =4
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2 6x— 2)—2@Bx+ 1)=14—4 @x + 3)

ox —12 —px — 2 = ld—=8x~12
6x —6x +8x =14 —12 412 4 2
Sz =0
S ==
3) 3X+b RS RE O o 4) i—a.—i—-?—:i
ax —a'x =b —D = = Bk
@ —aYx=Db" —b 28 — 2ax +bx=Db
b! — b bx—2ax =b —2a
ale T (b—2a)x=D> — 2a

ozl

1. Gleidinngen des exfien Grades mit jwei oder mehreven Anbefannten.

8. 142, Gine Gleichung mit swei Unbefannten ift unbeftimmt; man
fann fiiv die eine Unbefannte jeben beliebigen Wert annehmen und nad) Cin-
fetung desjelben durd) Aufldjung der entftehenden Gleichung einen jugehdrigen
Wert fiiv die anbeve Unbefanute finden. Diefe Unbefttmmtheit hovt auf, wenn
noch eine gweite Gleichung mit denfelben Unbefannten gegeben ift, weldhe der
erften unbd weiten Gleihung gleidjzeitig genitgen folfen, indem man bann aus
beiden Gleidungen durd) Wegjdjaffung einer Unbefannten eine einzige Gleidjung
mit nur einer Unbefannten bildet und diefe auflost.

Aus zwei Gleidungen mit zwei Unbefannten eine dritte Gleichung Her-
leiten, weldje die eine Unbefannte nidyt mehr enthdlt, beifit diefe Unbefannte
eliminieven.

§. 143. Gliminations- Methoden.

1. Die Comparvations-Weethobde. Wan beftimmt den LWert ber-
jelben Unbefannten aus beiden Gleidungen, fjest bdiefe Werte eimander gleid)
und (68t die dadurch erhaltene Gfleichung, welde nur die andere Unbefannte
enthilt, auf.

Sind allgemein die Gleidungen

ax —|— by =
atx _|_ bly o cl
gegeben, fo erhilt man aus bdenfelben
311 i
= “'—b i X — La-il’,
¢ —a'x L b
= e C_a_y :
bafer, weil y und x in beiben @leichungen diefelben LWerte Haben follen,
c—ax o —alx Ll L ey

b? 7 a al
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Nus bdiefen Gleidungen ergibt fich dann
blc — be! acl—a'e
= ab —a'b’ s
2, Die Subftitutions-PMethode. NMan fucht den Wert etner Unbe-
fannten aug einer Gleidyung und jubjtituiert denjelben in die andere Gleidhung ;
dadburd) erhilt man eine Gletdhung mit nur einer Unbefannten, welde donn
aufgeldst wird.
Beifpiel. 6x — 13y = 48,
2x + 3y = 16.
48 4 13y

Aug ber erften Gleidung folgt x = P

die zweite Gleidung fubjtitutert, fo hat man
D ‘fg—%@l + 3y = 16, woraus y = 0 folgt.

with biefer Wert in

Gubftituiert man diefen Wert von y in den Ausdrud
48 + 13y 48+413.0 _ o
' 6 6 :

3. Die Methode der gletdyen Coefficienten. Man verfdafft in
beiden Gleichungen der ju eliminterenden Unbefannten durch Miultiplication
alfer @lieder mit einem geeigneten Factor gleidhe Coefficientern und addiert
ober fubtrahiert dbie neuen Gleidungen, je naddem bdieje Coefficienten ungleide
oder gleidhe Borjeidjen Haben; die bdadurd) erhaltene Gleidung mit einer
Unbefannten wird dann aufgeldst.

Brifpicl. 4x + 19y = 11,

6x — by =—1T.

MWm bet x gleiche Cocfficienten herbeizufithren, multiplictert man die

erfte Gleigung mit 3, die gweite mit 2; man erhilt

, fo findet man x =

i;z i ‘?gg gheid gi } fubtrafiert,
67y = 617, aljo y = 1.
Wird diefer Wert von y in die erfte Gleidhung fubftituiert, jo erhilt
mon 4x + 19.1 = 11, woraus x = — 2 folgt.

4. Die Methode der unbeftimmten Cocfficienten (Bézout’jde
Methode). Man multipliciert die eine Gleidhung mit einer unbeftimmten Sahl m
und abdiert jie in biefer Geftalt ju der andern Gleichung. Wahlt man nun m
fo, daf8 ber Goefficient ber ju eliminievenden Unbefannten = O wird, jo fann
oann aug der neuen Gleidhung die andeve Unbefannte gefunben werben.

Brifpiel. 3x -+ 4y = 24, '

Bxaedy = 11,

Multipliciert man die ervite Gfeichung mit m und abddiert fie dann 3u

der pwetten, fo ergibt {ich
Bm + 9x + (dm — 3)y = 24m -} 11.
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3
+ bonn

Um y su eliminieren, fet man 4m — 3 =0, aljo m = 4

hat man

6.2 + 5z =247 +11,
woraus x = 4 folgt. Wird x eliminiert, indem man 3m + 5 =0, alfo
m = — % jetl, jo erhdlt man y = 3.

Bufibe. a) Welde von bden bvier Climinations-Methoden in jedbem
bejontderen Falle am vortheilhafteften anjuwenden fei, muis aus dev Bejdaffen-
heit der Coefficienternt der Unbefannten beurtheilt werben. Gewdhnlich beftimmt
man nur den Wert der eimen Unbefannten nad) eimer der angeflifrten vier
WMethoden und fubftituiert dann denm gefundemen Wert in eine der gegebenen
Oleichungen, worausd fich der Vert fiiv bie zweite Unbefannte ergibt.

b) Rommen in den gegebenen Gletdyungen nur die veciprofen Werte
ber Unbefannten vor, fo ift ¢8 am cinfadiften, bdiefe reciprofen Werte felbft
al8 die eigentlichen Unbefonnten anjufehen und aus thmen nadptrdglich bdie
urfpriinglichen Unbefannten ju berechnen. 3. B,

2 3 b D i
-;—I——;:]S unb;—'}-—‘l.

Setst man % = x' 110 % =y’, fo hat man
2x' 4+ 3y’ = 13 und 5x' — 2y’ =4,
und findet x’ = 2, y* = 3, woraus dann x = %, e -3,— folgt.
§. 144, Dite in §. 143, 1, aus den allgemeinen Gleidungen

Az - by =,
el S e
erhaltenen LWerte
__ble—be _ ac'—ale
bty e e T 0 [y ey

lafjent ervfehen, bajé es Fille gibt, in bdemen die gegebemen zwei Gleidungen
gur Beftimmung  ber i denfelben vorfommenden zwei Unbefamnten nidyt
geeignet {ind.

1. Die Werte von x und y find unbeftimmt, wenn ab’ = a’b und
0
0
wird, Diefer Fall tritt immer ein, wenn bdie cine Gleidung von der andern
abhingtg ift. Denn feit man a = a‘m, wo bann aud) b = b‘m und
¢ = c¢'m wird, fo nehmen die gegebenen Gleichungen folgende Form amn:

a‘mx + b'my = ¢'m,
& Tefubliyige—=1cf

worausd hervorgeht, daf8 die erfte Gleichung duvd) blofe Umformung, ndmlich
ourd) Multiplication mit m, aud der jweiten Hervorgegangen, folglich von
diefer abhéngig ift.

b‘c = be’ und daher aud) ac’ = a‘c ift, weil damn x = - und y = %
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2. Die zwet Gletchungen laffen fermer feine endlide Aujldjung u,
wenn in den obigen Ausbriidfen fiir x und y der Nenner — 0, die Bdhler aber
von O verjdhieden find, wenn alfo ab’ = a’b, bdagegen etwma be’ = b’e ijt,

weil man bann fiiv x einen Wert von der Form —‘;i erhdalt, bie feinen Sinn
hat (§. 48, 7). Diefer Fall tritt immer ein, iwennm die zwei gegebenen
®letdungen einanbder widerftreiten. Denn feht man a = a’m, aljo aud
b = b’m, fjo nehmen die gegebenen Gleichungen folgende Form an:
almx=Eihim vie=tc
' biyt =rcl
woraus ¢‘m = ¢ folgen wiicbe, was jedod) einen Widerjprud) enthdlt, da
nach) der Vovausjetung be’ =h'e, alfo Plff—' = ¢, oder ¢‘m = ¢ feim mujs.

Anus pwet Gleichungen mit swei Unbefannten onnen demnad) bdie Werte
diefer Unbefannten nur dann beftimmt werden, wenn die beiden Gleidjungen
pon cinander unabhdngig find und cinander nicht widevjtreiten.

§. 145. Bur OBeftimmung von drei oder mefhreven Unbefanuten
mitffen eben fo viele von einander unabhingige und fich nicht widerftreitende
Gleidpungen gegeben jein.

Um ein Syftemn von mehreren jujammengehirigen Gleichungen mit eben
jo vielen Unbefannten aufzuldfen, wendet man eine der erften drei Methoden
an, welde in § 143 fir bdie Aufldjung von jwei Gleichungen mit wei
Unbefannten angegeben wurden. Man eliminiert ndmlbid) aus den gegebenmen
Gletchungen eine der Unbefaunten, wodurd) man eine Unbefannte und jugleid
eine Gleichung weniger erhilt; aus diefen neuen Gleichungen elimintert man
eine weite Unbefannte und et diefes BVerfahren fort, bis man juleft mue
eine OGleidung mit eimer Unbefannten erhilt, ous welder fid) der LWert
diefer Unbetannten ergibt. Der gefundene Wert wird tn cine der zunddit
vorhergehenden jwei Gleichungen jubftituiert und dadurd) eine jwette Unbefannte
Deftimmt, Die beiden gefunvenen Werte fubfittuiert man dann in eine der
vorhergehenden Gleichungen, u. f. w., und beftimmt auf diefe Avt nach und
nad) bie Werte aller Unbefannten.

Man fann aber aud) die Niethode dev unbeftimmien Coefficienten
amvenbden, indem man die Gleidungen, mit Ausnahme einer cingigen, folge-
weife mit der umbeftimmten Baflen m, n, .. multipliciert und fie in diejer
Geftalt 3 der unverdnbdert gebliebenen Gleidhung abddiert. Man erhdlt dadurd)
eine newe Gleidhung, aus welder eine jede der Unbefannten beftimmt werden
fann, wenn man die Coefficienten der iibrigen Unbefannten = O fest, wobduvd
fid) aud) die Werte fiir m, n, .. beftimmen.
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Beifpiel. 8x 4+ by + 2z = 24,

6x—3y+4+ z= 3

4x 4+ 9y — 6z = 4.
©ollen bdiefe Gleichungen nad) der Methode der unbeftimmten Coeffi-
cienten aufgeldst werden, fo multipliciere man bdie erfte mit m, die jweite
mit n und abdbiere ju benfelben die dritte. MWhan erhilt dadurd)

Bm+6n+44) x+Bm—3n+9)y+Em+n—6) z=24m +3n 4.
Um aus bdiefer Gleichung x zu beftimmen, fete man
bm —3n 4+ 9 =0 und 2m +n — 6 =0,

woraus fid) m :% T — ﬁ ergibt.  Durd) Subfiitution diejer LWerte

in der obigen Gleichung folgt dann

9 48 9 48
(8.‘1—1 —i— 6.'ﬁ + 4) X = 24.'ﬁ + 3.ﬁ + 4,
unbd daher x = 1.
Auf analoge Weife erhdlt man v = 2 und z = 3.

IIL. Amwendung der Gleidungen des exfien Grades. :

§. 146. 3n jeder Uufgabe, mag fie nur einen eingelnen bejonderen Fall
betveffen obev gamy allgemein geftellt fein, werden gemijfe Bedingungen ange-
gebert, demen bdie gu juchendben Bahlen geniigen jollen. Das Gejchift der
Algebra bet der Aufldjung von Aufgaben ift ein dreifaches:

L. Der Anjak einer oder mehrerer jujammengehoriger Gleidungen,
. i, bie nﬁeltragung ver Vedingungen der Aufgabe aus bder gewdhuliden
Wortjpradye in die algebraijche Beicdhenjpradye;

2. bie Auflofung der gebildeten Gleidjungen;

3. bie Disdcuffton ober Deutung des erhaltenen Rejultates, weldje
oie verjchiedenen mdglicherveife eintvetenden Fdlle und die Bedbingungen bder
eosbavfeit der Aufgabe zu erdrtern Hat.

Fitr dag Anfeten der Gleichungen fonnen feime allgemeinen Regeln
gegeben werden; 8 ift bas Wert des Scharfiinnes und fann nur durd) viel-
filtige UBung geldufig gemadht werden. Unfingern fann folgende Regel als
einigevmafen leitendbe Borjdyrift diemen: Wean betracdyte die gegeberme Aufgabe
vorldufig alé aufgeldst und behandle die Unbefannte jo, wie e8 die Bedbingungen
ver Aufgabe erfordern; dadurd) erhilt man fiiv eine und diejelbe Grofe jwet
verfdjicden geformte usdriie , weldhe ecinander gleidgeftellt bdie verlangte
Gleichung geben. Die Discufjion ift befonders dann von Wichtigleit, wenn
ba8 Pejultat ein allgemeines ift oder ecine megative Anfldjung enthdlt.

§. 147. Beifpiele.
1) Man jucje cine Jahl, deren @ﬁtfte und dritter Theil nfammen 25
betragen.

Mobnit, Arithmetit und Algebra. ‘=i‘ \ _1_“ - 1 S...__
L = g
& R
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Begeidmet x die gefuchte Bahl, o ift ihre Hilfte  und der dritte Theil 3,
bafer nad) ber Vedingung der Aujgabe ghF1d 1Y

.

% — % = 25, woraus x = 30 folgt. x‘é'.si‘.{ '-\, - 18

2) Gin Lhrer gab auf die Frage, wic viele Schitler er habe, fn{gcnheiﬁ'
Antwort: bdie doppelte Bahl meiner Sehiiler Detvdgt um 76/, mehr als der
flinfte Thetl derfelben. Wie viele Schitler Hatte cr?

Sft x die gejudite Bahl, o ift 2x bas Doppelte und - der finfte
Theil derjelben; daber
2x = % + T6Y/,, folglid) x = 421/,

Piscuffion. Hier erhdlt man fiiv die Anzahl der Sehiiler eine gebrochene
Rahl, was feinen Sinn hat; die Lojung der Aufgabe, wie diefe geftellt wurde,
ift babher unmioglid).

3) A ijt a Sahre, B b Jahre alt; nad) wie vielen IJahren wird A
ooppelt jo alt fein al8 B?

Nadh x Jahren witd A a + x, B b 4+ x Jahre alt; man hat daber

a+x=2(b + x), und
x=a— 2b.

Biscuffion. 3t hier a << 2D, fo it x = — (2b — a), aljo negativ.
Da eine negative Bahl Jahre feinen Sinn hat, fo ift in diefem Falle die
Aufldjung der vorgelegten Aufgabe unmdglid). Wirde man aber in bder obigen
Gleihung — x ftatt x jegen, jo evbielte man

a—x=2((h— x), und
x=2b—a.

Wenn man daher fragen wiirde: BVor wie viel IJahren war A doppelt
jo alt a8 B? jo gibt dic lestere Gleidhung bdafiir bie Lofung x = 2b — a,
b, h. vor 2b — a Jahren.

Die negative Aufldjung ciner Gleichung des erjten Grades geniigt alfo,
went man fie pojitiv nimmt, einer anbdeven Gleidung, welde ang der erften
burch) Anderung der Vorzeichen der Unbefannten gebildet wird, und fann bdie
Aufldjung einer Aufgabe enthalten, in welder die Fragezahl ber vorgelegten
Aufgabe im entgegengefetten Sinne genommen wird.

4) Bwei Kovper K/ und K find auf einer geraden Linie in devfelben

 Ridtung mit den Gejdwindigleiten ¢’ und e in gleidformiger Bewegung
und gehen gleichzeitig begitglich durd) die Pumfte A’ und A“, vom demen A’
um d Ldngeneinfheiten viickwdrts von A" liegt. Nach wie viel (T) Beit-
einfeiten werden beide Rorper jujommentreffen?

K legt in T Beiteinfheiten ¢/ T Lingeneinheiten juviic,

Kil 5 i T e C“T . o
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Da jur Beit des Bujommentreffens der von K’ zuviicfgelegte LWeg um
d grifer ift al8 der von K* juriidgelegte, fo ift ¢'T — ¢ T = d, bdaber

o d

Ei :7055'
Discuffion. a) So lange ¢ > ¢, ift T pofitiv und 8 gibt eine
beftimmte Beit, nac) welder die Kovper jujommentreffen. Wenn ¢’ = e,

aljp ¢/ —e" =0, fo wird T = %;
fiir diefen Fall auch d = 0, d. §. gehen die Kovper gleidhzeitig durd) bden-
jelben Punft, fo witd T = %; oie Aujldjung ift unbeftimmt, b. . die
Qovper Daben, ba fie tw jedem Augenblide sufammen {ind, nidt etnen,
jonbern umnendlid) viele Aeitpunite ded Aujammentreffens. It endlid

bie Aufldjung ift unmdglid). It

= d_ Liv Woraus folgt, bdaj8 in diejemr Falle bie

Aufldfung ber Aufgabe, jo wie fie geftellt wurde, unmiglid) ift, was aud) jchon
ant fic) etnfenchtet, indem fich ber BHintere Kovper K Tangfamer al$ ber vordere
K" bewegt, beide aljo nicht miur nte jujammentreffen, fondern fid) von ein-
ander immer mehr entfermem. Um dibrigens aud) dem megativen Werte von
T cine Deutung su gebent, darf man nur in der gegebenen Aufgabe die Frage
im entgegengefesten Sinne ftellen, ndmlic): Bov wie viel Beiteinbeiten waren
betbe Korper zujommengetvoffen? Dann gibt der megative Wert von T pojitiv
genommen eine Aufldjung der fo gednderten Aufgabe und driict aus, dafs bdie

cd=ict Bio WOl —

T d Cistnihd
awet Rbrper vor —é;_g,— Beteinbeiten zujommengetroffen waren.

b) ©etst man — d fiir d, d. i, nimmt man an, dajs der Punft A’ vor-

wdrts vort A" fiege, fo erhilt mon T = ?;:Sl:_ = f}c;; e8 gelten

bafer Bier bie unter a) fiir K, A‘ ¢’ gewonnenen Refjultate begitglic) von
K", A", ¢" und umgefelrt.

c) ©eit man endlih — ¢ fitr ¢/, d. t. ntmmt man an, daj8 fidy ber
RKivper K" gegen K’ in entgegengefepster Ridtung bewege, jo wicd
P ﬁ‘fk Wenn d pofitiv ift, bedeutet T die Beit, nad) welder die
Korper jujammentreffen. Fiir d = O wird aud) T =0, b. i. wenn die gmwei
Qbrvper gletdhgeitig von bemfjelben Pumtte abgehen, fo findb fie cben zur
Beit des Abganges ufammen. 3ft d negativ, daun wird T = —

oy
0. 1. bie Deiden Korper waven vor SE Aettetnheiten ufammengetvoffen.

Wird aus der obigen Grunbdgletdhung nicht T, fondernm eine anbere
allgemeine Grdfe beftimmt, fo exhdlt man daburd) die Lofung fiiv eine anbere
verwanbdte Aufgabe. Die’ algebraifche Wnfldfung einer allgemeinen Anfgabe

y } ik
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beantwortet baher nidh)t Dlof die unmittelbar geftellte Aufgabe; fie lefert
sugleid) dre Aufldjung fiir eine gamge Gruppe von vermandten Aufgaben und
seigt bem trmeren Bufommenfang, in weldjem diefelben unter einanber ftehen.
Sngbejondere dienen bdie megativen Werte dagu, um die Befdjrantungen ouf-
subeben, weldhe i eine Aufgabe gelegt wurben, und um dadurd) diefe in threr
llgemeinheit vollftandig ju (Bfen.

5) Man theile die Bahl 58 in jwei Theile o, daj8 der eine Theil um
16 fleiner fet af8 ber ambdere.

Begeichnet man den griferen Theil durch x und den Eleineven durd) y,
jo muid nach den Vedingungen der Aufgabe

x+y=>58 ud x=y% 16
jein, aus welden Gleidungen x = 37, y = 21 folgt.

Dieje Aufgabe fann aud) mittelft eimer eimjigen Gleidung mit einer
Unbetannten aufgelost werden. _

St ndmld) = bder grofere Theil, fo ift 58 — x der Fleinere, und es
muj8 x = 58 — x 16 fein, woraus x — 37, daher 58 — x = 21 folgt.

6) Man hat zwet gleidartige Stoffe; von bem erften ift ber Wert einer
Ginbeit — a, von dem zweiten = b, Wan joll aud betben eine Miijchung
madjent, die m Ginfeiten enthalt und von welder jede Ginbheit den Wert ¢
- hat. Wie viele Ginheiten mujé man von jedem Stoffe zu diefer Mijchung
nehuren ?

8 wird vorausgefetst, dafs der Wert der Mifhung gleid) ift den Werten
per bazu verwenbdeten Stoffe.

Begeichnet x die Angahl der Einbeiten, weldhe man von dem erften
Stoffe nehuen mufs, und y die Anzahl der Einbeiten, welde man von dem
sweiten Stoffe nehmen muis, jo ift

x4+ y=mud ax 4+ by = cm, daher

. ec—b B
X= ——¢-m, y= -5 -m

Die Aufjucdhung des  Wijdhungsverhiltnifjes bdev beiden uantititen
x:y=(c—b):(a—c) bildet die fogenannte Alligationsrednung.




Bierter Abjdnitt,

Potengiever, Badicteven und Logarithnrreven.

I. Potensen mit pofifiven ganjen Exponenten.

§. 148. &ine Bahl a jur nten Poteny crheben oder mit n
potengicren Heift, a nmal al8 Factor fegen (§. 36). a ift die Grunbd-
sahl oder Bafis, n der Potenzerponent und dad erhaltene Probuct p
bie nte Poteny von a. WMan {[dreibt a® = p. Eine Poteny ift demnady
ein Prodbuct gleider Factoren.

Folgefate.

el = B (=]

Bufah. Die vorftehende Crilirung Hot jundd)it nur dann einen Sinm,
wenn ber Erpoment eine gamy pofitive Sahl und > 1 ift. Das Princip der
Grhaltung der Operationdgefete fithrt jedoch die Nothwendigeit hHerbet, den
urfpritnglicdien Potengbeqriff su erwettern. Gine folde Criveiterung enthalten
fdon die tm Rufjat ju §. 54 abgeleiteten Site. e 2

al = a 1nd =1 a2 <« a :’

Spiter wird der Potemgbegriff aud) auf negative umd gebrochene Egpo-
nenten erweitert werbern.

Berbindung des Potensierens mit fidy felbfi.
§. 149. Die Boteny einer Poteny bleibt unverdndert, wenn
man die Grponenten unter einander vertaujdt.
() = (an)m.
Beweis.  Ordbnet man die gleiden Factoren der Poteny (a™® in n
Reihen, deven jede den Factor a mmal entE)ﬁIt ndmlidh
(m mal)

2P o
#ob e
mms:

« .
. a.
« .
(n ma[),

fo erhdlt man offenbar a mnmal al8 Factor, mag man ble m Factoven einer -
$Horizontalreihe nmal, oder die n Factoven eimer DBerticalreihe m mal al8



Factor fesen. Im crften Falle erhdlt man a™ nmal al8 Factor, alfo (am™)n,
tm gweiten a® m mal af8 Factor, alfo (@™ E§ ijt daher (a™)* = (a®)™

Dicfer Sat behilt, wie leicht su geigen it (§. 37), jeine volle Giltigeit
aud) dbann, wenn mehr al$ gwei Potenzerponenten gegeben find.

§ 150. 1. Gine Potenj wird mit einer Bahl potenziert,
indemt man die Bafis mit dem Broducte beiber Erpomenten potenievt.

(am)n — gmn,

Holgt aus bem Beweife in §. 149.

2. Umgefehrt: Gine Zahl wird mit einem Producte poten-
jtert, indem man fie mit dem einen Factor, und die erhaltene Poteny mit
dem andern Factor potenziert.

Berbindung des Polengierens mit der Multiplication und BDivifion.
§ 151 1. Gin Product wird miteiner Jahl potengiert, indem
man feden Factor mit ihr potemziert.
(D — At
Bemweis. (ab)® = ab.ab.ab.ab.... (mmal)
= a.8.8.8.. (mmal) B.B.Bb. .o (Ml s o0
o
2. Umgefehrt: Potengen dedjelben Crponenten werden multi
pliciert, indbem man das Product der Grundahlen mit dem gemeinfamen
Gyponenten potensiert,
8. 152. 1. Gin Quotient (Brud) wicd mit einer 3afhl poten-
ziert, inbem man Dividend und Divifor mit thr potenievt.

a \m am
{‘b“) — b

Der Beweis ift demjenigen ju §. 151, 1 analog.

2. Umgefehrt: Potenzen desjelben Gyxponenten wevden divi-
biert, indem man ben Quotienten der Grundzahlen mit dem gemeinjomen
GExponenten potenziert.

Solgefas. Die Potengeines aufdiecinfadite Formgebradten
echten oder unecdhten Brudes fann nie eine gange Jahl jein.

Folgt aus 1. unter Beiziehung von §. 74, 5.

g 153. 1. Potenzen derfelben Bajis werden multipliciert,
inbem man die gemeinfame VBafis mit der Summe bder Erpomentent
poteniert,

a0, b — am_;+ n

Diefer Saty wurbe jdhon in §. 39 bewicjen.

2. Umgefehrt: Gine Zahl wird mit ciner Summe potengiert,
inbem man fie mit jedem Summanden potenziert und die evhaltenen Potengen
multipliciert.
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§. 154. 1. Potengen derfelben Bafisd werden dividiert, indem
man bie gemeinjome Bajis mit einer Bahl potengiert, weldhe gleid) ift
bem Gyponenter bes Dividends iweniger dem Expomenten bdes Divifors.

s G R

Die RNidptigteit diefer Gleidhung fiir m >n und m = n wurde in
§. 54 Dewicjen; die Bebdemtung derjelben fiirt m << n with weiter unten
(§. 175) bejonbders umterjucht werben.

2. Umgetehrt: Gine 3ahl wivdb mit einer Diffevens potenziert,
inbem man jie mit dem Wiinuend und mit dem Subtrahend potenziert, und
bie erfte Poteny durd) die weite dividiert.

Bulofs. Mt Potengen, welde ungleiche Grponenten und ungleiche Grund-
sablen haben, wird die Multiplication und Divifion auf diefelbe Art wie mit
allgemeinen Bafhlen iiberhoupt vorgenommen.

Die in den §8. 151—154 angefiihrten Site bildben die Diftributions-
gefee bes Potenzierens. Das commutative Princip findbet bei den
Potenzen nidht ftatt, da a™ von m® tm allgemeinen verjchieden ift.

Perbindung des Potengierens mit der Addition und Subtraction.

§. 155, Fiir dbas Adbdieven und Subtrahieven von Potengen jowie fitr das
Rechnen mit mehrglicorigen Anusdritcdenr, in denen Potenzen vorfommen, gelten
bie begiiglichen, fiiv allgemeine Baflen dtberhaupt abgeleiteten Site. e
Bujammengichung des Refultates fann nur dann ftattfinden, wenn die Potengen
jowohl gleiche Grundzahlen als gleiche Erponenten Haben.

Die auf cinander folgenden Potengen cines Binoms oder Polynoms
fann man cinfad) durd) die Wultiplication evhalten. Die Entwicdlung des
Quadrates und bed Cubug ingbejondere wird in den §§. 185 und 191 gezeigt,
bag allgemetne Gefes der hoheren Potengen in §. 279 ndher unterfud)t werden.

Yerbindung von Gleichungen und Ungleichungen durdy die Potenieruny.

§ 156. 1. Gletdie Bahlen mit gleiden Bahlen potenziert
geben Gleides.

3t a =D, fo ift audh a™ = bn (§. 8, 3).

Folgelay. Wenn man alle Glieder einer Proportion mit der-
felben Bahl potenziert, jo erhdlt man wieder eine Proportion.

Sft a:b=c:d, jomujs aud) (a:b) = (c:d)®, folglih am:bm =
cm:dm (§ 1582, 1) fein.

2. Ungleidhe Bahlen mit gleidhen pojitiven Bahlen pntengteli-
geben Ungleides mit demfelben Ungleichheitsjeichen.

3ft a > b, o ift a® > bn (§. 46, 3).

Jolgefab, Wenn a = 1, fo ift begiiglich am =1
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3. ©leidhe Zahlen mit ungleichen Sahlen potenziert geben
Ungleidhes mit demfjelben odber mit dem entgegengefetiten
Ungleidhheitszeicdhen, je nadydbem bdie Bafid grofer oder Fleiner
afs 1 ift.

Jft m > n, fo hat man fiiv a > 1, a™ > an;

e a =1, a =gl

Folgt aus §. 97.

4. Ungleide Bahlen, von demen wenigftensd die eine grofer
alé 1 ift, mit ungleichen pofitiven Bahlen bei demjelben Ungleidy
heitszeidyen potengiert, geben Ungleidyes mit dem gemeinfamen
Mngleichheitszeidhen.

3t a > b und jugleid) a > 1, ferner m > n, jo ift a™ > b~

Denn nad) 3. ift a™ > a», nad) 2. a® > b"; bafher um jo mehr a™ = bo.

Polengen mit algebraifdyer Bafis.

§. 157. 1. Gine pofitive Bafis gibt mit ciner gangen 3ahl
potengivrt immer eine pojitive Potens.

(+aPr =+ a.+ a.-a.+.... nmal = -+ a® (8 61, Folge]. 2).

2. Gine negative Bafis gibt mit ciner gevadben gangen Zahl
potengiert eine pofitive, mit eimer ungeraden ganzen Bahl
potengiert dagegen eine negative Potenz.
(—a® = —a,—a.—a.—a...2nmal = 4 a®® (§. 61, Folge|. 3).
(—a)tl=—g.—a.—a.—a... @n + Dmal = — a2+,

I1. PWurjeln mit pofitiven ganjen Exponenfen.

§. 158, Aus einer Bahl a diec nte Wurzel ausdziehen, oder
bie Bahl a dburd) n vadicieren, heifit aus der Poteny a und dem Erpo-
nentenn n bie Bafid fudhen. Die gegebene Poteny a heifit der NRabdicand,
oder gerabehin die Bafhl, der gegebeme Gypoment n der Wurzelexponent

und die gefudhte Vajis p die nte Wurzel aus a. Wan fdyreibt ]}a. =1
Gine Wurzel ift alfo ein Ausdrucd fiiv diejenige Bahl, welde
mit bem Wurvjelexponenten potengievt den Rabicand gibt;

oder eg ift 0y —

Die sweite und bdie dvitte Wurzel eimer Bahl mnennt man bcsug[uf)
Quadratwurzel und Cubifwurgel,

§. 159. JSolgefifge. 1. Potengiert man cine Wurzel mit dem
Wurgelegponenten, fo erhdalt man den Radicand

Va)r = a.
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2. $Ra‘mc1ert man eine Poteny durd ben Potenzerponenten,
foerhalt man die Bafjis

V (") = a.
3. Cine Bahl bleibt unverdndert, wenn man jie mit einer
Bahl potengievt und dburd) diejelbe Bahl radiciert.

a=V @) a=(0 an
Sj)temac[} fonn jede Bahl in Form einer LWurgel bmgcfteﬁi werben ;
2.8, b _Vb : -
Dag Potengieren und bdas Rabdicieven fiud bemnacﬁ emanber entgegen:
gefjet; letiteres ift eime inverje Operation bder elfteren

4, Die erite %urge[ aug einer 3a{}1 ift bte Bahl ie[bft

@aa-_wa,fﬂlft]/aﬁ;i :
Fiiv die erfte Wurgel wird daher weder ber C&wnncntl fiod), baé Wurgel-
setchen angefdyricben. Bet der pweiten oder Vuabtatwurzel wirh das Wurgel-
3?1!:[}(211, aber midht der Grpoment 2 mmgefd)mﬁen fo baiﬁ V a o viel alg

Va Bebentet. - P
By 1 : 6. Vo=Lo. /[y

Rationale und irrationale Wurseln. o

§. 160. 1. Die nte Wurzel aus emer gangen éaf)[ a If‘f ent,,
weber etne ganze 3ahl oder jie ift wtatwna{ :

Beweis. Wian bilde die nten Potengen/ et aufemant;er foIgenbcn ganaen
Bablen, mit Hingufiigung der Null, ndmlid

on, 1n, 20 3n, PP Dt
G8 find mum gwet Falle mﬁintI). \
a) Gntweber ift a gleid) einer diefer Potengen, 3. B. a = p»; dann
ift Va =p cine ganze Bafhl.
b) Ober a liegt ywijden wei aufeinanbder folgenden jolhen Potenzen,

cthwa  pwifden p® und (p 4+ 1)», wo Ddann ]n/a 5lnif&)en jwei aufeinanber
folgenbe ganze Bahlen p und p + 1 fdllt, jomit feine gange Bahl fein famm.

n
Dann [Gjst fi) aber }/ a aud) durd) feinen Brud) vollfommen genau dar-
n
ftelfen; denm wire Va =p + + = ‘ir—r_—"ﬁ, wo q und r relative Prim-

saflen find, fo miijste (li;—"-q)n = a = ciner gangen Sahl fetn, was nad)
§. 152, Folgef., unmdglicy ift.
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Dagegen [dfst jich in biejem Falle ]“/a. al8 Grenzwert eines verdnder-
{ichen Brudjes mit jedem belichigen Grade dev Genamigleit beftimmen.

Da namlid) I}a, swifdgen p und p 4+ 1 legt, fo vermehre man p nad
Loy ., Wo m eine ganze 3ahl beeichnet und bilde

’ ]‘ﬂ’ ..

i
md nad) wm —

# e+ ) 2] et E) )

Weil nun a feiner diefer Potemen gleich fein fanm, fo muis e noth-
wenbig wifdhen 3wet unmittc[bar anfeinanbcr folgende folche Potemgen falfen,

etiva iijdhen (p + —5 b (p e ) wo ¢ < m iff. Dann it
P+ o< Va <p+2E

2 : ) o 5 ¢ e}1

Va licgt aljo gwifden swei Buiidhen p + - und p 4 ——, deren
Differen; % ift. Sett man fite Va bie 3abl p+ o fo BegeI)t man einen
Behler, der Hleiner alg % ift. Da aber m beliebig grof, bal)et — Dbeliebig
flein gemadht werden fann, jo (dfst fid) l/ a al8 Grempwert, dem fjid) der ver-
dnberlide Brud) p + I% um jo mehr ndhert, je grofer m wird, mit jeder
belicbigen Genauigteit ﬁeftimmen. @8 ijt }/ a = lim (p |- i) W m = oo
wird; p~{~— und p + 2 imb fitr jebem befonberen Wert von m auf

T;‘ gentaue Ndherungserte von ]/a.
37t aljo die nte Wurgel aus einer gangen Bahl nidht wieder cine gamge
Bahl, fo 1t fie eine irrvationale Zahl (§. 119). \/’
2. Die nte Wurgel aus einem Brude
Brudh) obder eine irvationale Zahl

- ift entweder etn

| ©

Der Beweis wird, nbem man junddit die Rethe der Potenjen
0 \n 1 3\n 2 (3 n p \° p+1\n
(B (. () (- (% (5
bildet, analog wie ju 1. gefithrt.
Bufal. Da wir die folgenden Site jdmmtlich aus dem allgemeinen
Begriffe eimer Wurzel, weldher durd) die Gleichung (]}a)“ — a gegeben

ift, ableiten werden, fo find dicfelben jowohl fiir rationale al8 fitv ivrationale
Wurgeln giltig.
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Perbindung des Wadicierens mit fidh felbf und mit dem Potengieven.

§. 161. Gine Potens wird durd eine Bahl radiciert, inbem
man die Bafts bdburch fie rvadiciert, oder indem man den Potenjerponenten
durd) den Wurzelexponenten bdividiert.

m

V@)=V apm =
Beweis. a) Soll (]/a)m bie rvidhtige Wurzel fein, jo mujs fie mit dem
Burzelexponenten n potengiert den Rabdicand a™ geben (§. 158). Wintlid) ift

(Ve = (1 a))m (§. 149) = am (§. 159, 1).
b) &benjo ift ouch, wenn m durd) n theilbar vorausgefest wird,

{ a" ) = an " (8 150, 1) = am

Solgefat. Soll eine Bahl potenmziert und radiciert werden,
jo ift es gleichgiltig, in weldjer Reihenfolge man dieje Red-
nunggoperationen vornmtmmt.

§ 162, Gine Wurzel wird mit einer Bahl potenzievt, indem
man den Radicand mit thr potemjiert, ober imdem man den LWurzelexponenten
ourd) den Potenjerponentenr dividicrt.

(Va)"’ =V @) =Va.
Beweis. Dafs (I/a,)“‘ — am) ift, ergibt i) aus §. 161, Folgej.
Aus ber Grilivung ciner Wurzel (§. 1568) [ijét fid) ferner folgern, dajs
AagorbHyrerriEenT

auch ]}a :( a)m ift, wenn u durch m tf]m[bar vorausdgefest wird; denn
{(V&) }m = (Va)m (§ 150 1)
== (Va)“ — Lt B
§. 163. Gine Wurzel wird dbuvd) eine Bahl vadiciert, indem
man den Radicand durd) fie vadiciert, oder inbem man bdic Wurzelexponenten
multipliciert.

V Ve =V Va=Va
Beweis. Beide Formen der Wuvsel entfprechen der in §. 158 aufs
gefteliten Grfldrung derfelben. Denn es ift
W Vaim =V {1 a)m (§. 162) = Va; und aud

VoE =Va @ 160 =Va
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Solgefat. Solleine Bafhl dburd) ywei Bafhlen radiciert werden,
fo darf man entweder duvd) bdiefelben einmgeln in beliebiger
Hethenfolge, oder aud) jogleid) durd) ihr Product radicieren.

§ 164, 1. Gine B3ahl wird dburd) ein Product radiciert, indem
man fle durd) dem einen Factor, und die erhaltene Wurzel durd) den andern
Bactor vabiciert,

Va=V (Vo =V V).
Grgibt fic) duvch) Umbehrung der in §. 163 bewiejenen Gleichungen.
2. Gine Bahl wird mit einem Quotienten (Brude) potenziert,
indem man fie mit dem Dioidend potemiert und durch) den Divifor vabiciert.

o=V (@™ = (Va)
Grgibt fich dure) Umbehrung der Gleidhungen in §. 161.
3, Gine Bahl wird durd einen Quotienten (VBrud) radiciert,
indem man fie durd) den Dividend radiciert und mit dem Divijor poteniert.

n

Va=Va" =1V (a".

Folgt durch) Wmtehrung aus §. 162,

§. 165. Die Wurzel aus einer Poteny bleibt unverdnbert,
wenn man den Wurzel- und den Potengerponenten mit derfelben
Bahl multipliciert, odev beide durd) diefelbe 3afl dividiert.

n m myp
@3 h‘t Vam = gt — gn"P — l/ (amp)
i L :
Vam e an — 0P :V{am:p).

Bufaf. Nad) diefem Sote fann man a) fede Wurzel in eine anbdere
umformen, deven Wurzelexponent ein Bielfaches des gegebenen Wurzelexrponenten
ift, folglich auc) jwet oder mehrere Wurgeln mit einem gemeinjamen Wrzel-
ceponenten davjtellen; b) fede Wurzel, in welder der Wurgel- und der Poteny-
exponent ein gemeinfames Maff Haben, dadurch abfiivzen.

3 10
Sind 3 B. die Wunzeln | a, 1/b% V e? gegeben, fo ift 30 ihr Heinfter
gemeinjamer Wurzelexponent und man f]at

Va= ]/a.“’ l/b" l/b‘“' I/c'T e ]/c'“

" Berbindung des ﬁuhlnerens mit der Multiplication und Divifion,

§ 166, 1. Gin Prodbuct wird durd eine Zahl radiciert,
indem man jeden Factor durd) IIC rabiciert und die erbaltemen Wurzeln
multipliciert.
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Vi =191

Bemeis.

(Va. Vb = (Vap . (Vb §. 161, 1) = a.b (§. 159, 1),

2. Nmgetelrt: Wurzeln desjelben Wurzelerponenten werden
multiplicievt, indem man die gemeinjame Wurzel ausd dem Prodbucte der
Radicanden ausgzieht.

Sind Wurgeln, welde ungleide Cyponenten Hoben, ju multiplicieren, jo

mitfjenr fie junddft mit einem gemeinjamen Wurzelexponenten bdargeftellt
werden (§. 165, Bufap).

Bulige. a) Mit Hilfe des erjten Sated fann man, wenn der Rabicand
einen Factor enthdlt, aus dem fich die verfangte Wurzel auszichen [djst, diefen
Factor vom Wurselzeichen befreten. . B.

V (@a"b) =1 (a").V'b = al/b.

b) Nadh) dem 3weiten Sae fann man mit Betjichung von §. 159, 3
umgefehrt jeden Factor einer Wuvel unter dag Wurgelzeichen bringen, indem
man ihn mit dem Wurgelepponenten potensiert und bdiefe Poteny mit dem
Radicand multipliciert. 3. B.

aVb =V ().Vb =V (ah).

§ 167. 1. GinQuotient (Brudh) wird durd eine Jahlradiciert,
inbem man Dividend und Divifor durd) fie rvadiciert und die erfte Wurzel
burd) die jweite bividiert.

el L
V%_T.
Vb

Beweis, lﬁ} = 2" 5. 152, 1) = -2 (8. 159, 1).
Vb (Vb)n
2. Nmgefehrt: Wurgzeln desdfelben Wurzelegponenten werden
pividiert, indem man bdie gemeinjame Wurgel aud dem Quotienten bder
Radicanbden aussieht.
Sind Wurzeln, weldhe ungleiche Crponenten haben, ju dividieren, jo werden
fte frither auf einen gemeinjamen Wurzelexponenten gebracht.

Solgefay. Die Wurzel aus einem auf die einfadhjte Form
gebradhten Brude fann feine gange Zahl fein

Die BVergleichung ber Siipe §§. 161—167 iiber bas Rabicieren mit den §§. 17—21
itber bie Subtraction und mit ben §§. 49—53, bann 66 und 66 itber bie Divifion [Gfst
bie Analogie wijdjen ben inverfen RedynungSavten bdev erfien, jweiten unb dritten Stufe
vecdyt beutlich exfenmen,
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Berbindung des Radicierens mit der Addition und Jubtraction,

§. 168. Die Abbdition und Subtvaction der Wurjeln, owic dad Redynen
mit mefrgliedrigen Ausdriicen, in denen Wurzeln vorfommen, wird nad) den
fiiv allgemeine Bahlen fiberhaupt aufgeftellten Regeln vollzogen. Eine Sujammen-
siebung findet ftatt, wenn bdie Wurzeln fowohl gleiche Radicanden als gleidhe
Buvgelexponenten haben. Manchmal tonnen aud) Wurgeln mit umgleichen RNadi-
candent, wenn fic denjelben Erpomenten haben, dburch Rervlegen der Rabicanben
tn Factoren (§. 166, Bujah a) mit eimem gemeinfamen Rabicand dargeftellt
werden. 3. B. :

—=3al/5c — 4b 1/ Be + be )/ e = (Ba — 4b 4+ He) 1V'5e.
Wie man aud algebraifdhen Summen die Duadrat- und Cubifwurgel
aussieht, wird in den §8. 187 unbd 193 gesetgt werbdern.

Berbindung von Gleichungen und HUngleidyungen durd) die Radicerung.

§. 169. 1, &leidje Bahlen durd) gleiche Bahlen rabiciert
geben Gleidyes,

St a=ib, suiditebior=illib (@S

Solgefibe, a) Wenn man alle G lieder einer Proportion dburd
biefelbe Bafhl vadiciert, jo erhdlt man wieder eine Proportion.

Sft a:b=c:d, foijt audh) Va:b = 1"c:d, oder

il asi el =] dicui] Adigr 167 108
b) Die mittleve geometrijde Proportionale jwifden zwei
Bahlen ijt gleid) der Quabdratwurjel aus dem Producte diefer

Baplen.
Jftvani hr="bisc S oMb ="q cR(S 123 SFolger. Sl nnlcy

b=V ac (§ 169, 1).
2. Ungletde Bahlen dburd) gleiche vadiciert geben Ungleidhes
mit demfelben Ungleichheitszeiden
Sft a>b, fo ift 1/a > VD
Brweis. Wirve ];a = ]?b, jo mitfste besiiglic) nach §. 156, 1. oder 2.
(lm)a)m = (I}b)m, aljo a = b fein, wad gegen die Borausfetung ift.

Solgefat. 37t a = 1, fo it begiiglic) auch }'a = 1.

3. Gleide Bahlen durd ungleide Jafhlen radiciert geben
Ungleiches, und zwarv mit dem entgegengejepten oder mit dems
felben Ungletchheit8zeidyen, je nmadhdem der Rabdicand grofer
oder fleiner al8 1 ijt.
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S ny 0N Ttevie g =1} Viat= ot
e <1, Voar="Yak
Seweis. Wiive fiir a > 1, Va = Va, fo wire beyiiglith nady §. 156, 1.

oder 2. (Va)™ = (ln/a)“m, ober a® = a™, wijrend wegen m > n nad
8. 156, 3. a™ > a® fein mujs.

Ebenjo wird der Beweis fiir a << 1 gefithrt.

4, Ungleiche Bahlen, von demen wenigjtens die eine grofer
al8 1 ift, burd) ungleiche 3ahlen bet entgegengefeitem Ungleid:-
heitszethen vadiciert geben Ungleidhes mit dem Ungleidhheits-
seichen dber Rabicanben.

3t a > b und ugleih a > 1, ferner n << m, fo ift /a > 1 b.

Semeis. Nadh 3. ift Va > Va, nad 2. ift Va > /b folglid) mm
fo mehr ]}a. > ];’b.

HUmformung von iveationalen Wuczelousdriicien.

§. 170. Ausdriice, in denen ivrationale Wurgeln vorfommen, loffen fidh
mandymal durd) entjpreciende Umftaltung auf eine Form bringen, bdie fitr bdie
Rechnung mehr Bequemlidyfeit bietet.

Aufgabe. Ginmen Brud), deffen Nenner ein irvationales
Monom obdber Binom ift, ofhne Anderung feines Wertes mit
etnem rationalen Nennecr bdarzuftellen. (NRationalmacden bdes
Nenners.)

Der vorgelegte Bruch fann eine der folgenbden Formen haben:

7 v/ Z

]]}a“’ T =y ]n/l'al’ =t |§a‘l

*

7 : 2 M
, wobet m > n ift, mit etnem

m

1. M cinen Brud) von der Form

Var
vationalen Menner davsuftellen, multipliciere man Bdhler und Nennermit | an—=,
G ijt
i e 7 'Vam-nn-_ﬁ vi: Z'l/'&m—n e 7 l}am—n

m ¥

m m m
A R i b Vam

3 5 10
B m- . mifa. Sl a . 3¥a.Vad ) BYiak
- gl et i W R Bl s T e

Va 15/a3

a
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o s Z L
2. Nm einen Bruch) von ber Form Py DdeT Va _b T mit einem

vationalen Nenmer bdavjuftellen, multipliciere man Bdhler und Nenwer mit
az= /b oder Vax1'b. 68 it

M BB ZaFVvb) _ Z@aFVh
S AL AR Ak (o) qE e R
Z Z(VaF VD) A(V‘I-ZFVb)
Vi (7 (A Vb)Y (VaFVb)~  a—b
3 _ 834 Ve _164+8V2
3. 8. Bi=Sipro S RSt S 98 &
15 18(yB—V2)
TR i e el e Y
4 4 4
2+V8 __ 24V3) (Vs—V38) _ 24V3) WVE—V3) Ws4+vs)
- T V65— 3 o 3 i it —
V54138 .
3. Um einen Brud) von der Form
Z Zﬁ ey

Vwt Pl Vam£Dbm VAEDB
wo der Riive Halber mn = r, a™ —= A und b™1 =B gefetst wird, mit
cinem rationalen RNenner davzujtellen, multiplictere man Bdhler und Nenner
pes letsten Brudes mit dem Polynom ,...‘/J'—j

Vhr = VEF5.B + VA m F . GF -2 VA B A 1)*—11/31—
Man erhilt dadburd) A 4= B al8 ben meuen %enner \\3 -523/5“ M?W‘ s & e

——

i
Z Z('l/a, —I—'I/a,’b—i— l/a“b’—!- ]/a.b“—l—]/b“)
I!’/a.——]ib. ST M -+

§. 171, Aufyabe. Die Summe oder die Diffevens dber Qua-
bratmurge[n aug ber Summe und dev Differens jweier Sahlen,
pon welden bdie eime irvational ift, in eime eingige Quadrat:
wuriel 31 vermanbdeln.

Sft V'a+1b=£1a— b de gegebene Summe oder Differen;
sweier Quadratwurgeln, wobet a als pofitiv und grifer ald 1/'b vorausdgefest
wird, fo hat man

(VVa£YbxVa—1Vbhr=2a+2 ] a1
dafher, wenn man beiderfeits die Duadratwurzel auszicht,
VaFVb+Va—Vb =V 2a+2)a—b.

Diefe Umformung (a8t fih bejonbders danm mit BVovtheil ammwendern,
wert a® — b eine vollftandige Quabdbratzahl ift. 3. B.

AT i A Wy v —]/ 812 ;/1‘6—7 .1/8;71“/'9- V14;




§. 172. Aufgabe, Die Quadrvatwurzel ausd einem irvationalen
Binom indic Summe obder die Diffeveny sweier Quadratwurzeln
3 verwandeln,

3it 1/a = 1/b bie gegebene Quadratwursel, jo hat man, wenn a pofitiv
mmd & > Vb ift, nad) §. 171

VatVb+Va—Vb=12a+2Va"—b,

Va+V¥Vb—Va—Ib=12a—2)a'—b;
baher burd) Addition und Subtvaction diefer Gleichungen

Vi iy haj/ 2 VEST C ERVR

TS e e T L VR

Die lltﬁformung iff nur dann nurt[;eiﬂ.ﬁlft, wennt a® — b eine voll-
jftandige Quadratzahl ift. 3. B.

ViiEe 2=V £y 2 = |/ SRAES ‘/ EEQTVI%?' —31/9.
' Bufofy. Haben bdie beiben Glieber des Binoms a == 1/ b einen gemein-

famen ircattonalen Factor, fo wird derfelbe vor bder Transformation Herans:
gehoben. 3. B.

Vayre—vin=v2.yi=s=ve.(}/ +— |/ 1) =2 Ws-D.

§. 173, Aufgabe. Cine Gletdyung, in weldher die Unbelannte
im Radicand vorfommt, von der Wurzel su befreien. Pationals
maden der Gleidung.)

Wan transformiere die Gleidung jo, bafs in etmem Theile die Wurgel
alfein fteht, und potengiere danm beide Theile mit dem Wurzelerponenten.

Um eine Gleidhung, tn weldher die Unbefannte tm Nabdicand vorfommt,
aufsuldfen, mufé diefelbe immer jundcdhft vattonal gemadht werden.

Brifpiele.
1) V2x+3=5H N 144z —5x+4=2x
(V 2x + 3)2 = b2 V4" —bx +4=2x—1
2x + 3=2b (V4x®—bHx +4)* = (2x — 1)
2x —=25—3 4x? —bx - 4d=4x*—4x + 1
2% =22 —bx+4x=1—4
stisildy; —x=—23

o i3]
Moénit, Arithumetit und Algebra. q
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Wureln mit algebraifdem Radicand.

§ 174, 1. Jedber gevaden Wurzel aus cinem pofitiven
FRadicand entjprechen zwei gleidhe und entgegengejette Werte.

2. Jeder ungevadben Wurzel ausd einem pojitiven Radicand
entfpridt ein pofitiver Wert.

3. Geber ungeraben Wurgzel ausd einem negativen Radicand
entfpridt ein negativer Wert.

Boweis, Nad) §. 157 ft

(= p)an = 1 a (+ q)Zn Tt = L, (— q)zn-g—l =+—b
wo a und b bdie durd) Potemzierung fidh) ergebenden abjoluten Sablemverte
bedenteri. Darausd aber folgt nad) §. 158

2n 2n--1 2n+1

TR et MR Vi <

Bufat. Die Bahlenform 1 — a wird fpiter einer bejondeven Betrady-
tung untevgogen werbden.

111, Pofenjen und Wurjeln mif negativen und gebrodienen Sxponenten.
1. MNegative Eppomenten,

§. 175, Der durd) die Gleichung a™ : a» = a® " ausgedriictte Lehriats
fitt die Divijion zweier Potenzen derjelben Bafid (§. 154, 1) wurde bisher
auf den Fall, wo m > n i, befddntt. It mm m < n, und war
m--p=mn, fo fithet die Anwendung der obigen Gleihung anf eine Poteny
mit negativem Eyponenten; e8 ijt

AP ol = Al plamt Y —

Damit daher das bdurd) die obige Gleidhung ausgejprodhene Gefess
allgemeine eltung habe, ift man gendthigt, aud) den Potemgen mit negativen
@xponenten cine Bedeutung beizulegen, duvch weldhe aud) fic auf den urfpring-
lichen Potenbequiff suritctgefithrt werden. Diefe Bedentung crgibt fid) fogleid),
werint man den Thotienten, welder a—» darjtellen foll, in einer anbern Form
entivicfelt.  Pan Hat

am am 1
megn — & — % 0 — _—
A M T A ap
Ve A 1
Mithin ijt A==
e AP

Gine Poten; mit negativem Cyrponmenten ijt bdemnad) der
rectprofe Wert derfelben Poteny mit pojitivem Eyrponenten.

Solgefige. a) Da —— = (35)" ift, fo it audy a—r = (j;)l’ Gine 3ajl

a gur (—p)ten Poteny erheben feift daher, den reciprofen Wert von a
pmal af8 Factor feben.



99

b) s a—r = - folgt a? . a~r =1, folglic) ift au) ar = 1. Man
fann daher jede Poteny, die im Bdhler eines Brudes al8 Factor vorfommt,
alé Factor in den Nenmer, und umgefehrt, itbertragen, wenn man das Vor-
seichen des Gypomenten in das entgegengefeste verwandelt.

§. 176. Mit Riidyicht auf §. 175 ldfst fich die in § 102 aufgeftelite
alfgemetne Form eined Decimalbrudyes

07100 Bl DT Ly D0 B el 0 e
aud) fo darftellen:

e o0 108 L 5P A0 B 4. 105 - gl02 4 o 1081 L,
und find daher — 1, — 2, — 3,... begiiglicdh) bie Rangegrponenten (§. 67)
oer erfien, jweiten, drittem, ... Decimalziffer. Hievaus folgt:

1. Der Rangexponent der Hodyften von Null verfhiedenen Riffer eines
ehten Decimalbrudies ift negativ und abjolut gemommen gleidhy der Anzahl
alfer Nullen, welde diefer Jiffer vorangehen, die Null vor dem Decimalpuntte
mitgezdhlt. 3. B. in dem Decimalbrudie 0-000783 hat die hochite Biffer 7
dert Rangerponenten — 4.

2. Bebeutet N einen Decimalbrud), deffen hodyte Biffer den Rang-
cxponenten — n fat, alfo einen edhten Dectmalbruch, dejfen hochfte Biffer an
ver nten Decimalftelle fteht, fo ift

N = 10— unb N < 101+,
3. 8. 000935 > 103 und  0-00985 < —, 102

§. 177. Alle bisher erwicjenen Lehridke von den Potengen
mit pofitiven Grponenten gelten aud) fiir Potenzen mit nega-
tiven Grponenten.

Wm bie an bden eingelnen Sdten zu beweiferr, darf man nur die
Potengen mit negativen Erponenten durd) die veciprofen Werte derjelben Potenzen
mit pofitiven Cyponenten ausdriicfen, dann die angedeuteten Rechnungen durdy-

fithren und i den Nefultaten, wenn darin Ausdriide von der Form ;1; bor-

fommen, wieder ju Potenzen mit negativen Erpomenten juriicfehren. 3. B.
1 1

(4 a)—™ =. TEa = v vy T

o e =

O T 'a_er = ?—:1 e T

2= bR = e = o = (D)

a—™:ia' = :m val = ‘;;{nl—,gi = 1—mlﬁ— i hm

'E"Pr
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§ 178. Gine Wurjel mit negativem Wurzelerponenten iit
gleich bem veciprofen Werte bderfelben Wurzel mit pojitivem
Wurzelerponenten,

—n.—1 n

3 ift Voo = Vai—t=1Va- alfo

n
= 1 1
]/a == ‘/; =4
Va
Bufaf. Negative Wurgelexponenten pilegt man zu vermeiden, indem man
pag Negative i den Pofengerponenten verlegt.

2. Gebrodjene Crponenten.

§. 179. Das Rabicteren von Potengen fithvt nadh den in §8. 161 und 162
evieferen Gleichungen

n

V(@m) =a b (Vam =1/
fitr bent Fall, dafs bejitglich m durch n oder n durd) m nidht theilbar ift, auf
Potemgen und Wurzeln mit gebrochenen Erponenten. Um bdie Giltigleit diefer
Regeln von den Dbejonbderen Werten der Erponmenten m und n unabhingty u
madjert, miiffen die Begriffe der Potemy und Wuvzel jo erweitert werden, dajs
fie auch fitr gebrochene Grponenten thre beftimmte Bebeutung erhalten. Aus
ben obigen ®leidungen evgeben fidh mum unmittelbar folgende Erildvimgen:

1. Gine Poteny mit gebrodjenem Erponenten ift die jovielte
Potens ber Grundzahl, als der Jahler angzeigt, vadiciert durd
den Nenner.

af = ]/ (am).

2. Gine Wurzel mit gebrodenem Erponenten ift die jovielte
Wurzel ausd dem Radicand, als der Bdahler angeigt, potemziert
mit bem Nenner.

Voo = (Ja)®,

Bufab. w8 a = Vam — av folgt, baje fich jede Wurgel mit
gebrodjenen Gxponenten af8 eine Poteny mit gebrochenem Exponenten darfiellen
[dj8t. Da man bdeshalb Wurgeln mit Bruchexponenten in die Redhnung gar
nidyt eingufithren pilegt, fo bejchranten wir uns hier auf Potengen mit gebrochenen
Exponenten.

§. 180, Alle bisher evwiefenen allgemeinen Sdte von den
Potengen gelten aud fiir Potengen mit gebgodenen Erponenten.

¥
i
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Um diefes an den eingelnen Sipen nachpmweifer, braudyt man nur die
Potengen mit gebrodenen Erponenten in Wuvgeln 3u verwandeln, dann bdie
angedentetenn Redmungen ausdgufithren und in den Refultaten bdie Wurgeln
wieder in Potengen mit Brucherponenten umzuformen. 3. B,

n m

=P V(= (3

m 13 n & nq mg -+ np

a:n i a,'l o ]/a.“' p 1!/3.1 l/amq Vanp g ]/a"“"‘"l — g M

l'll ap
an q — (Vam)p . l/'l/amp . l/&mp -— g M -t T. m.

Bufoh, Da fid) alle Wurzeln ol8 Potemen mit gebrodjenen Erponenten
darftellen laffen, fo ift die Lefhre von den Wurzeln jdon in den Siten von
bent Potengen enthalten.

1V. Erweiternng des 3alilengebictes durd das AWadicieren.

Jmagindre und compleye Sahlen.

§. 181. Sn & 174 blicb nodh der Ausdrut J/ — a 3u unteﬁud)en
itbrig. Da iwveder eine pofitive, noch eine negative gamze, gebrochene ober
irrationale Bahl, noch) aud) Null, mit einer gevaden Bahl potenziert eine negative

2n
Rahl Gervorbringen famn, fo ijt /' —a in bev fietigen Folge der bisher

betrachteten Saflen nicht ju finden. Man mujs 1 — a al8 eine neue Fahlen:
form anjehen und nennt fie eine tmagindre 3ahl; im Gegenfake ju the
begeichnet man bdie gangem, gebrochenen umd ivvationalen Bahlen mit dem
gemeinjamen Namen veelle Sahlen.

Nad) bdem bereits in §. 27 evwdhuten Principe der GErhaliung bder
Operationsgefetie wird man die neue Zahlenform jo definteven, dajs die bisher
fitr veelle Bablen entwidelten Gejete aud) nod) fiiv das Redmen mit den

tmagindven Sahlen ihre Geltung behalten. Diefe Erfldrung dev neuen Sahlen-
2n

form legt in der Gleidhung (J ' — a)» = — a.

Fir n=1 und a = 1 erhilt man /=1 als die einfadhite Form
einer imagindven Bahl. Auf diefe fann jchlieRlich aud) jede anbdeve imagindre
Bapl uriictgefithrt werden; 3. B.

Va=Va—i=Va.V=T=bV—],
wenn b bdie abjolute Dmadratwurgel aus a ift.
!
{

}
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V' — 1 beifit die imagindve Ginheit; fie wird nah Gauf foft
allgemein mit dem Budjjtaben i begeichnet. Ihre Definition ift durd) die
Gleidung i* = (J/— 1)? = — 1 gegeben.

Das Bahlzeidhen b 1/ — 1 ober bi, das die Form eines Productes
eier veellen Bahl b mit der imagindren Ginbeit Hat, wird eine vein ima-
gindre 3ahl genannt.

Dag Bafhlzeichen a -+ bi, weldes die Form einer Summe einer rveellen
und einev vein imagindven Zohl hat, heift eine complexe Bahl; a it thr
veeller, bi ihr imagindrer Beftandtheil. Jwei complee Bahlen von der Form
a -+ bi und a — bi heiffen conjugiert.

Der Ausdrud a 4 bi ift dbie allgemeine Form fiir alle mdglichen
Bahlen; er enthdlt fiir a=o0 und b =o0 bdie Null, fiir b= o0 alle
veellen Bablen, fiiv a = o alle rein imagindren Bahlen, und, wenn a
und b von Null verjchieden find, alle compleren Jafhlen.

Uber die geometrijche Beventung der imagindren und compleren Sahlen
enthdlt der Anhang bdiefes CLehrbudies eine abgefonbderte Unterjuchung. Hier
jolfen mur bie wichtigften formalen BVerbindungen bdiefer Bafhlen betvadhtet
werden. Jnbem dabet nac) dem Princip ber Permaneny die Operationsgejeise
fitv veelle Bafhlen thre Unmwendung finden, vedhnet man mit der imagindrven
Bafhl bi der Form nac) fo, old wenn das Bahlzeichen i eine veelle Bahl vor:
jteflen wiirde; nur tritt nod) die Beftimmung hingu, dajé iberall i* durd) — 1
ju erfeten ift.

Redynungsoperationen mit vein imogindven Bablen,

§. 182. 3t eine imagindre Zahl von der Form J/— a der Redynung
s untersichen, fo mujd fie friier auf die Form Va.)/ —1=b PV —1
= bi, wo b = 1/a ijt, gebrad)t werben.
1. YUbbition und Subtraction.
ai -+ bi= (a + b)i;
ai— bi= (a — b)i.
Die Summe jweier imagindrer Bahlen ift demmnac) aud) imagindr;
ebenfo die Differeny sweier ungleicher tmagindver Bablen.
2. Multiplication.
ai.b = abi, chenfo a.bi = abi;
ai.bil=iab;i*=ah.— lI'=—ab.
Das Product aus einer imagindren und einer veellen Bahl it ima-
gindr, ba8 Probuct zweter imagindrer Bahlen veell,
3. Divifton.

ai & . a ai a ai a

=1, 2 — —-.....__1; —_—

e b Bl P b R IEh,
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Gine tmagindre und eine veelle 3ahl geben aljo einen imagindven, swei
imagindve Bahlen einen veelfen Quotienten,
4. Potenzieren.

Wian hat 2= —1;
b= ey,
Wt ==
S = G ‘| mw.
allgemen
g bt — |, s R— e
Fewer ift (a1t — A"

Die Potens einer rein imagindren Fahl ift demnad) veell oder ima-
gindr, je nachdem die besitgliche Poteny von i veell oder imagindr ift.

Hedmurgsoperationen mit compleren Bahlen.

§. 183. 1. Das Gleichfein zweier complerer Jahlen a + bi=c + di
fann nur die BVedeutung Haben, dajs a = c und b = d iit. Denn jonjt
wive (a — ¢) = (d — b)i, b. 1. eine veelle Bahl gleich eimer tmagindren
was ein Widerfpudh ift.

2. Gbenjo funn die Gleidhung a - bi =0 nur dann ftattiinden, wenn

jowohl a = O al8 aud) b = 0 ift. -
§ 184, 1. Die Addition jweier complexer Bablen a —§— b1 und
¢ 4 di erfolgt nad) der Gleichung Af

(@ +bd + (¢ +di) = (a + ) + (b + i X
Die Summe aweer complexer Fahlen bejteht demnad) qus dev Summe
per veellen umd der Summe der imagindren Beftandtheile dev beiden Sum-
manbden; fie ift im allgencinen aucy eine complere Bafl. Reell ift tmmer die
Summe zweier conjugierter Bafhlen; denn
(a + bi) + (a — bi) = 2a.
2. Die Subtraction gweier complerer Bablen a + bi und e + di
wird beftimmt durd) die Gletdung
(8= bi) — (¢ + d1) = (a — c) + (b — d)i
Awei complere Bahlen géen im allgemeinen eine complere Bahl jur
Differens.
3. Wird die Multiplication weier complexer Bahlen a 4 bi und
¢ + di formal ausgefithrt und damy i* dburd) — 1 erfekt, fo Hat man
(a + bi) (¢ 4+ di) = ic + bei + adi + bdi®
=(a» —bd) + (be + ad)i.
Das Product jweier complever Jahlen ift im alfgemeinen auc eine
complege Bahl. Reell ift immer dad Prowuct jweier conjugierter Bahlen; denu
L (a 4+ bi) (a— bd = a® 4+ b%
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4. Um wei complexe Bahlen a + bi und ¢ 4 di durd) einambder ju
dividierven, darf man nur Dividend und Divijor mit der ju dem Divijor
conjugierten Bahl multiplicieven, wodurd) man auf cine Divifion durch eiven
veellen Divifor gefithrt wird.

a--bi__ (a- bi) (c—di) ac+bd)+"b(—-1d‘;1
efdi T (e di) (e —ai) o a?
ac—bhd be —ad .
+ d? + (_‘.2 _|_ ('i“. 1'

Der Quotient gweier compleyer 8aI)Ien 1ft audy eme complexe 3ahl.

Durd) das eben angefithrte Verfahren fann aud) jeder Brug), bdefjen
Nenner etne complexe Sahl ift, mit einem reellen Nenner dargeftellt 1md fonad
in eine complere Bahl verwandelt werden. 3. B.

3+i (8 )1 (2 =51) cumikl =Bt 13 .
SRSt (L (T=Bi) . 29, o8 L 0n

5. Die Poteny einer compleyen Bahl 1t tm allgemeinet wicder eine
complexe 3ahl.

(@ + bi)? = (a + bi) (@ + bi) = (a® — b®) + 2abi; :
(a + bi)* = (a + bi)*(a + bi) = (a® — 3ab?) + (B3a’h — b?)i;
i §. .

6. Die in §§. 171 und 172 fitv die Quabdratwurzelt aus irvationalen
Binomen abgeletteten Formeln gelten, wie aus der Ableituag jelbit Hervorgeht,
audy fiir die Quadratwurjeln aus compleren Zahlen, und swav ijt
hier ilve Anwendung von bder dort aufgejteliten Bedinguny, dafs a pofitiv und
grofer al8 J/b fein muis, gani unabhinglg. 3. B.

VIFi+VI—i=V31 V1= IFTVe

VeV =i=VoxV—-1= +V'+1+ ‘/ Vo+1
= V; (& )7
4
g
V. Quadrvieren und Cubieren, Angichen der @uadrat- und der
Enbikwucsel.
1. Duadrat und Quadratiwurzel.

§. 185. Aufgabe. Gine aIgeﬂraiicﬁe Summe jum Luabrat

ju crheben. ; '
Man entwictle das Quadrat md) folgendem Bildungsgefetse :
1. Das erfte Glicd des gegebaten Ausdrudes gibt fein eigened Vuabdrat.
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2. Jeves folgende Glied gibt jwei Beftandtheile : das doppelte Probduct
aud der Summe aller vovangehenden Glieder mit diefem Gliede, und das
etgene Duadrat.

3. Dic Summe aller fo gebildeten Beftandtheile ift basd gejuchte Quadrat.

Beweis, Man hat junddft

(a+bf=(a+b) (a4 b)=a®+ 2ab 4 b%
b. 1. bag Quabdrat eines Binoms it gleid) der Summe aus dem
LQuabdrate ded erften Gliedes, dem doppelten Producte beider
Gliedber unbd bem Quabdrate des jweiten Gliebdes.

Ferner ergibt fich fiir einen bdreigliedrigen Ausdrud a + b -+ ¢, wenn
man denfelben al8 Binom anfieht, bdefjen crftes Glied a + b, deffen weites
®lied ¢ 1ft,

(@+b+ef=[a+b) +cl=(+ b+ 2@ + be + ¢
—a® + 2ab 4+ b2+ 2(a 4+ b)e 4 c*

Gilt iberhaupt dag Dier fitv jwei und fiiv dret Glieder nadgeiviefene
®efeps fitv einen ngliedrigen Ausdrud a 4+ b + ¢ 4+ .. + q + r, fo mujs
vagjelbe aud) fiir etnen (n + 1) gliedrigen Ausdrud a +b + ¢ +.. 4+ q
+ r + s ridytig Jein; denn
a@a+b+ec+..q+r+s)=[a+bt+ec+..+q+1)+s]
=@+b+t+ec..4+q+0)"+2@a+b+c+ ..+ qg+1r)s+ st

Das angefithrte Bildungsgefets gilt nun fiir drei Glieder, folglidy mujs
e8 aud) fiiv vier, folglid) aud) fiiv fiinf, w. §. w., mithin allgemein fiix jede
Anzahl von Gliedern gelten.

Bufaly. Die zwei Beftandtheile, welde cin Glied der gegebenen Bahl im
Quabdrat gibt, fonnen aud) in cinen cingigen jujammtengefajst werden, wenn
man diefed &lied 3u ber doppelten Summe bder vorfergehenden Glicder abddiert
und die erhaltene Summe mit diefem Glicde multipliciert; denn

2a.b + b? = (2a + b).b;
2(a + b).c +e*=1[2(a + b) + cl.c; u. j. w.

§. 186. Aufgabe. Gine defadifdhe Bahl jum Quabdrat ju
erheben.

Dabet wird folgendes Verfalhren angemwendet:

1. Man exhebt die erfte Biffer linfs jum Quabdrate.

2. Aus jeder folgenden Biffer bildet man jwei Beftandtheile: das doppelte
Prodbuct aud der ihr vovangehenden Bahl und biefer Iiffer, und thr eigenes
Luabrat.

3. Dicfe Beftandtheile werben jo umter einander gefelit, dajé jeder
folgende um cine ©telle weiter vedjté evfcdheint, und danm, fo wie fie ftehen,
abbiert. .
Die Ridytigheit diejes Verfahrens folgt, da fich jede defadijche Bahl als
ein nad) bden Potengen von 10 geovdnetes Polynom darftellen (dfst, aus §. 185.
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W 3. B. 3417 jum Quadvat gu erheben, hat man
3417° = (3000 4 400 + 10 4 7)* = 3000* + 2.3000.400 4 400*
4 2.8400.10 + 102 + 2.3410.7 4 72
ober, wenn man die Beftandtheile unter einander fest und entwicdelt, fowie
mit Beviidfidhtigung des Stellenwertes dic Nullen wegldfst,

34172
3? 9
2. 8.4 . 24
Lot 16
e o A 68
P Sl 1
e S e it 4774
{2 5o By 49

11675889

Bufige. 1. Dic jwei Beftandtheile, weldhe bie jweite und jede folgende
Riffer der gegebenen Bahl im Quadrate lefert, Famn man in einen eingigen
sujammenfafien, wenn man ju bder bdoppelten vorangehenden Bahl die meue
Biffer hingujchreibt und die daduveh entjtehende Sahl mit bdiefer neuen Biffer
multipliciert; nur mujs bei diejern Vorgange jedes folgende Product um wet
Stellen wetter vechts hinausgeriict werden; es ift ndmlid) allgemein

(2A.10).p + p> = (2A.10 + p)p.
Das fritheve Beifpicl witrde fich bei diefem Eiivgeren Berfahren fo ftellen :

34172
SEDITN G ‘
64.4 ... 2[56| |
RIS |6181‘
6827.7 ... | 4/77)89

11/67]58/89

2. Das Quabdrat einer bdefabdijhen gangen B3ahl hat ent-
weder doppelt fo viele Biffern als diefe Bahl oder um eine
Aiffer weniger.

Denn ift N njiffeig, alfo N= 102, aber << 10, jo ift N2 = 1022,
aber <2 10%; dag Quadrat N2 hat aljo mindeftens 2n — 1 -Biffern und
Dochjtens 2n Rtfferm.

Theilt man daber das Duadrat von bder Redjten gegen bdie Linfe in
%Eﬁtf]cxfungen st wet Biffern, wobei die erfte Abthetlung linfs aud) nur eine
Afffer enthalten fann, jo hat man im Duadvate jo viele Abtheilungen, als
bie Quabdratwurgel Biffcrn Dat.

3. D (55:) = sgur it fo evhellet, bafs Gei einem Decimalbrude

bas Quabdrat auf gleiche Weife wie bei ciner defabdijhen gangen Bahl gebildet
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wird; nur mujd man tm Quabdrate des Rdhlers doppelt fo viele Decimalen
abjdyneiden, af8 deven bder gegebenme Decimalbrud) enthilt.

4. Grhebt man einen unvollftdndigen Dectmalbrud) jum Qua-
brat, fo ift (nach §. 108) bie Fehlergrenze ded Quadrates gleich dem doppelten
Producte des Decimalbruches (begiiglich feiner Hidjten Stelle) mit dejfen
Fehlergrenge.

©o erhilt man 3 B. 5:168..2=26-T1.. mit ber Fehlergrenze
aah S 00005 —10:005;

§. 187. Aufgabe. Aus einer algebraifchen Summe die Qua-
dpratwuriel auszuziehen.

Aus dem Gefete (§. 185), nad) weldem die Beftandtheile eimer niehr-
gliedvigen Bafhl in threm Quadrate jujammengeftellt evicheinen, [df8t fich fitw
bas Ausdztehen bder Vuadratmwurzel aud einmem geordueten
PBolynom folgendes Lerfahren ableiten:

1. Das erite Glied bdes geordmeten Polynoms ijt das Quabdrat bdes
erften. Wurzelgliedes. Wan findet daher dag erfte Glied der Wurzel, wenn
man ausd dem erten Glicde bed Nabicands bdie Tuabdratwurzel auszicht. Das

Quadvat des erften Wurgelgliedes wird von dem Radicand jubtvabiert.

) 2. Die erften ywei Glicder des Neftes enthalten die Beftandtheile, weldhe
aug dem folgenden liede der Wuvzel Dervorgehen, und swar ift das erjte
Glied bes Neftes dad Product aus der doppelten beveitd gefunbenmen Wurzel
und aus dem folgenden Gliede der Wurzel. Dividiert man daher das erfte
Glied bdes Nefted duvd) dag Doppelte der beveits gefundenen Wurzel, fo
erhdlt man dag folgende Glied der Wurgel. Wean bildet nun bdie Beftandtheile,
welde diejes nene Glied ber Wurzel im Quadrate gibt, indem moan ju dem
Doppelten dev fritheren Wurzel das newe Glich abddiert und die Swmme mit
viefemn Gliede multipliciert, und fubtvafhiert das Product von dem Reffe des
Lolynoms.

3. Diefes Berfahren wird forvtgejest. Bleibt zuletst Tein NRejt, jo ijt
bag gegebene Polynom ein vollftindiges Ouadbrat unbd die echaltene Duadrat-
wurgel rational; bleibt aber ein NReft itbrig, fo ift die LWuvzel ivvational.

3.8.Vxt4+6x*—x2—30x+25=x243x—5

x4

o (2t 4 8.3
Ao Ox0L Dl |
© —10x*—30x+25: @x* +6x—5). —5
— 10x? — 30x 4 25

B dui o ik

0
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§. 188. Aufgabe. Aus ciner defabdifden ganzen Zahl, weldype
ein vollftandiges Quabdrat ift, die Quadratwurzel auszuztehen.

1. Man theile die Bahl von den Einern angefangen in Abtheilungen
port je swet Biffern, iwobei bdic Hodhfte Abtheilung auc) nuw eine Ziffer ent-
halten fanm, fuche die gudfte Bahl, deren Quabdrat in der hochjten Abthei-
lung enthalten ift, und jdjreibe fie al8 erfte Biffer der Wurgel an. Das
Sabrat der erften Wurzelziffer wird von ber Hocdhjten Abthetlung des Radi-
cand$ jubtrabievt.

2. Au bdem NRefte fese man dic folgende Abtheilung bded Fadicands
ferab, dividtere die daduveh gebilbete Bahl nac) Weglafjung ihrer lefsten Biffer
ourd) bag Doppelte der bereits gefundenen Wurzel und jdyreibe den Tuo-
tienten al8 newe Biffer in die Wurgel unbd jugleich als Ergdmung zu dem
Divifor. Den fo ergingten Divijor multipliciere man mit der newen Wurzel-
siffer und jubtrabieve das Product jogleid) wdahrend des Multiplicicrens von
bem Dividbende mit Buziehung der frither weggelaffenen Btffer.

3. Diejes Verfahren fetze man fort, bis alle Abtheilungen de§ gegebenen
Radicands i Recdhming gegogen worben find.

Die Ridtigleit diefes Verfahrens ergibt fich aus §. 186.

3. 3. ; V/ 5|94/38/44 — 2438 »
194 : 44
i 1888 = = 485
38944 : 4868
i1 0
. A ab AT .
Bufike. 1. Da ‘/"10_25*""'1'0'{' ift, o folgt, bafé man aus einem

Decimalbrudpe die Quadvatwurzel nach demfelben Verfahren ausdsieht, wie
aus einer gangen Babhl; mur mufs man den Decimalbrud) vom Decimal-
punfte aus nad) rechts und linfs in Abtheilungen von je gwet Stellen theilen
und in der Wurzel den Decimalpuntt jeken, f)enar die erfte Abtheilung von
Dectmalen in Rednung gezogen wird.
e D 1/162-27/66 = 12* 34
52 &= 22
8 27 : 243
9856 : 2464
0

2. Um aug cinem gemeinen Brudye die Vuabdratwurzel u giehen,
sieht man diefelbe aus Adhler und Nenmer.

Bu T s e )
3. 8. ‘/ 535 — 520 — 25"
§. 189. Aufgabe. Aué ciner defadifden ganzen Zahl, welde
fein vollftdndiges Quadrvat ift, die Quadratwurzel ju jiehen.
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3it die gange Bahl a fein vollftdndiges Quadrat, fo ift |/a nad) §. 160
irvational und (djst {ich nur ndherungsweife beftimmen. Wan ziche dabei aus
a auf die in §. 188 angegebene Weife die Duabratmurzel, big bdie lehte
Abtheilung tn Rednung gezogen ift, fete dann nad) der julest erfaltenen
Wurgelziffer den Decimalpuntt und vedme auf bdiefelbe Art weiter, mdem man
jedem Nefte fiiv die folgende Abtheilung zwei Nullen anhingt. Die Redmung
wirh fo lange fortgefest, 0i8 man die gewimjd)te Anzahl von Decimaljtellen
erhalten bat.

Beweis. Multipliciert man die gamse Bahl a mit 10", b. §. hangt man
derfelben mmal wei Nuillen an, und ift b die grdfte gange Bahl, weldhe in

V/ a. 10 enthalten ift, aljo

b<<)P a.l0m™ <b-1, oder b<<10m.} a <b 4+ 1, jo ift

b4 1
Tom < V2 < Tgm -

P ymd 1 beven Differen;

Va legt demnad) gwijden den Britden - T

fo% ift; folglid) it der Fehler, den man begeht, wenn |/ a = 1—;; gefetst yoird,
tleiner af8 171)5’ jomit fleiner al8 eine Ginbeit der lesten bevedymeten Decimalitelle.
2. 8. 1860 1= 18708 M
2D R
2600 : 367
310000 : 37408
10736

Bufige. 1. Auf gleiche Weife wird aud) beim Quabratwurzel-Ausstehen
aug einem Decimalbruche, weldher fein volfjtdndiges Duadrat ift, die
Rechnung beliebig weit fortgefefst, indem man junddft in der leisten Abthetlung
ved)ts, wenn fie nuv eine Biffer enthalten follte, bdie fehlende duve) eine Null
ergdngt und dann dem ifibrig geblicbenen, jowie jedem folgenden Hefte zwet
Nullen anhangt.

Bei periodifdhen Decimalbriichen treten jelbitverftandlid) die entjprechenbden
Biffern der Periode an die Stelle der angubhingenden Nullen.

2. Um au8 einem gemeinen Brudye, deffen Jdhler und Nenwer nicht
Quabdratahlen find, die Quadvatwuriel ausdjuziehen, verwandelt man ihn
entweder in einert folchen Bruch, deffen Nenner eine Quabdratyahl ift, und ieht
dann bic LWurzel aud 3dhler unbd Nenner; oder man verwandelt den gemeinen
Brudh in einen Decimalbrud) und zieht dann aus diefem bdie Quadratwurzel.

8. 190. Abgefiirztes Verfahren beim WAusziehen der Vua-
dratwurzel

Hat man von der Luadratwurzel einer Zahl nad) dem
gewdhnliden BVerfahren die erften m Biffern gefunden, fo darf
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man, um nod) m—1 weiteve vidhtige Wurzelziffern zu erhalten,
nur den lefiten Reft durd) die doppelte beveits gefundene Wurgel
bividieremn.

dn der Ausfithrung wird dabei die abgefitrste Divifion angewendet und
tm Divifor jogleid) die lepte RBiffer weggelaffen.

Beweis, Begeihnet a den Radicand und b bic bereitd gefundenen eviten
m Biffern der Quabdratwurzel, jo fann man unbejdadet der Allgemeinheit die
erjten mAbtheilungen in a, und daher aud) die mjifferige Zahl b als Gange
annehmen, weil e8 fitv die Biffernjolge der Wuvgel gleidygiltig ift, nad) welcher
Abthetlung des Radicands man bden Decimalpuntt fest; danm werden bdie
weiter folgenden Wurelziffern Decimalen vorjtellen.

Getst man nun a=b + x, wo x den nod) fehlenben Theil der
Wirrgel ausbdriidt, fo mujs

(b + x)® = a, ober b® 4+ 2bx 4 x? = a, daber

T e s P il L R e g
2bx =a—b x? umd x = 55 5%

fetn. Wenn nun fiir x der Quotient = zb , wo a — b? den lefsten bei der
Burgelousyichung  geblicbenen NReft und 2b die doppelte Dbeveitd gefunbdene
Wurzel bedeutet, gefest wird, fo ift der Fehler, bden man }'Jegcl)t gleich ;;—
Aber x <<1 und b = 10m~7, daher 5 i jebenfall@ fleiner al8 0m —; worausd

folgt, bajs der Quotient '71;5-h—2 m‘mbertcné m — 1 eiteve vichtige Wuryel-
siffern gibt.

Bufie. 1. Wenn aus einer gangen Jahl oder cinem volljtdndigen
Dectimalbrude die Quadratwurgel mit 2m — 1 oder 2m geltenden Biffern
su beftimmen ijt, fo jucdht man besiiglich nur bdic evften m oder m -1 Biffern
nad) bem gewdhnlichen BVerfahren der Quabdratwuvzel-Aussiehung, die folgenben
aber nad) der obigen Vorfdhift duvc) die abgefilrzte Divifion.

Hat man 3. B. )/ 138 auf 5 Decimaljtellen genan, aljo im gangen mit
T geltenden Riffern zu beftimmen, jo judt man die erften 4 Biffern burd) das
Rabicieren, die lebten 3 durd) die abgefiivzte Divifion. Die Redmung fteht:

V138 = 11-74734..
38 v R
1700 ‘: 227
11100 : 2344

1724 . 2348
80
10

1
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2. Daosjelbe abgefiivste Berfahren findet insbefonbdere aud) beim Aus-
sichen ber Quadratwurzel aus eimem unvollftdndigen Decimalbrudpe
ftatt, DMon findet durd) diefes Verfahren, wenn der Radicand m geltende
Abthetlungen Hat, deren jede mit Auénahme etwa der evften linfs pwei Riffern
enthalt, in ber Wurgel tm ungiinjtigiten Falle 2m — 1 verldjsliche geltende
Btffern.

2. Gubug uud Cubifunvzel

§. 191. Aufgabe. Gine algebratfde Summe jum Cubusd ju
crhebe.

Pean entwidle den Cubus nach folgendem Gejetse:

1. Das erjie ®licd des gegebenen Ausdrudes gibt fetnen eigenen Cubus,
2. Jcbes folgende Glicd liefert drei Beftandtheile : bad bdreifache Duabdrat
ber Gumme aller vorvangehenden Glieder multipliciert mit diefem Gliecde, bdie
preifache Swmme alfer vovangehenden Glicber multiplictert mit feinem Quabrate,
und feinen eigenen Gubus.

3. Die Summe aller fo gebilbetenn Beftandtheile ift ber verlangte Cubus.

Beweis, Sunddit ift

(a + b’ = (a +b)? (a + b) = (a® + 2ab + b?) (a 4 b)

= 3%+ 3a’b + 3ab? 4 b?;

b. §. der Cubus eines BVinoms ift gleid) dber Summe aud dem
Cubus bes crften Glicdes, dem dreifaden Quadrate des erften
®liebes multipliciert mit dem zweiten Gliede, dem dreifaden
evften Gliebe multipliciert mit dem Quadrate bded jweiten
Oliedes, und dem Cubug des jweiten Glicdes.

Der weitere Gang ded Bewetfes tjt dhnlid) wie im §. 185.

§. 192. Aufgabe. Eine defadifdhe Bahl zum Cubug 3u evheben.

1. Man erhebe die erjte Wurzelziffer zum Cubus.

2. Aus jeder folgenden Biffer bilde man dret Beftandtheile: dag Product
ané dem bdreifachen Quabdrate der ifr vovangehenden Babhl mit bdiefer Hiffer,
bag Product aus dev bdreifachen vorangehenden Zahl und dem Quabrate bdiejer
Biffer, unbd thren Cubnus.

3. Dicfe Beftandtheile werden fo unter eimanbder gejdjricben, bdajé jeder
folgenbe wm cime ©telle weiter vechts evjdeint, und danm, fo wie fie ftehen,
adbiert,

Die Richtigleit diefes Berfahrens folgt aus §. 191.

Um 3 B. den Cubus von 4213 = 4000 + 200 + 10 4 3 3u bejtimmen,
hat man, wenn bdie Nullen mit Beachtung des Stellenwertes weggelaffen
werden, folgende Rechnung:
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Bufige. 1. Der Cubus ciner defadifden ganzen Zahl hat
entweder dreimal fo viele Ziffern al8 dieje Zahl, oder um jwei
Aiffernm oder wm eine weniger,

Beweis analog wie ju § 186, Bufat 2.

2. Da (%)3 = -ig; ift, fo folgt, bdajé man bei Decimalbriichen
vom Gubus des Rdhlers 3mal jo viele Decimalen abjchneiden mtiiffe, als
beven der gegebene Decimalbrud) hat.

3. Grhebt man einen unvolljtdndigen Decimalbrud) jum Cubus,
fo ift (nad) §. 108) bie Fehlergrenze des Cubus gleich bdem dreifachen Pro-
oucte aug dem Decimalbruche und deffen Fehlergrense.

§. 193. Aufgabe. Aus ciner algebraifden Summe die Cubit:
wurzel 3u 3iehen.

1. Man jiehe die Cubifwurzel aus dem erften Gliede ded geordueten
Radicands; bdieje ift bas erfte Glied der Wurzel. Der Cubus des erften Wurzel-
gliedes wird von dem NRabdicand jubtvahiert.

2. Man dividiere das erfte Glicd bes Reftes duvch das dreifache Luadbrat
ber Dereit8 gefunbenen LWurgel; der Quotient ijt dag folgende Glied bder
Wurgel. Man bildbe dann bdie Beftandtheile, weldhe diefes neue Glied dev
Wingel im Cubus Hervorbringt, ndmlich das dreifache Tiuadrat des bereits
gefumbdentent Wrgeltheiles multipliciert mit dem newen Gliede, das Dreifache
bes vorhergehenden Wurgeltheiled multipliciert mit dem Quabdrate ded neien
Gliedes und den Cubus bdiejes Gliedes, und fubtvabicre die Summe diefer
brei Beftandtheile von bdem fritheven Refte des FRabdicands.

3. Diefes Berfahren wird fortgefest. Bleibt gulett fein Reft itbrig, fo
ift die Gubifwurzel rvational; bleibt ein Reft, fo ift fie irvational.

Die Ableitung diefes Verfahrens aus §. 191 gejdhieht auf dhnliche
Weife, wie tm §. 187 das Verfahren der Vuadratwurzel-Aussichung aus
Polynomen aus §. 185 hergeleitet wurde.
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Breifpiel.
8
V[y® — 6y° + 21y* — 44y® + 63y — b4y + 27] = y2 — 2y + 3
} vb g
T —6y5 + 21yt — 44y8 : 3yt

—6y° +12y+ — 8ys
 + 9y*—36y° + 63y — 54y +27:3y* — 12y5 41252
+ 9y* — 36y* 4 36y
4 27y? — bdy +21
0

§. 194, Aunfgabe. Aus einer defadifdhen gangen Jahl, welde
etnn vollftdndbiger Cubusg ift, die Cubifwurzel ausdzuziehen.

1. Man theile die Bahl von den Einern angefangen gegen die Linfe in
Abtheilungen von je dret Biffern, wobei die hodhfte Abtheilung auch) mur wei
ober eime Riffer Haben famm, fucge bdie grifte Bahl, deven Cubus in der
hodhften Abtheilung vorfommt, und fdyreibe fie ol8 erfte Riffer in bie Cubit-
wurzel. Den Cubus bder erften Wurzelziffer jubtrabiere man von der erften
Abtheilung des Fadicands.

2. Bu dem Rejte fete man die madhfolgende Abtheilung Herab, dividiere
dann bie dadurd) entftandene Bahl mit Weglafjung bder lesten jwei- Biffern
ourd) das bdreifache Quadrat der bereitd gefundenen Wurzel und jdhreibe den
Quotienten al8 neue Biffer in die Wurgel. Dann bildbe man die Bejtand-
theile, weldhe bdiefe newe Wurzeliiffer im Cubus Hervorbringt, ndmlid) bdas
oreifacdhe Quadrat der ihr vovangehenden Bahl multipliciert mit der nemen
Biffer, die dreifache vovangehende Babl multiplictert mit dem Quadrate diefer
newert Riffer und ihren Cubus; fdreibe den erften Beftandtheil unter den
Divibend, jeben folgenben aber um eine Stelle weiter gegen die Rechte und
fubtrabieve die Summe bder fo angefesten BVeftandiheile von dem Dividende
mit Buziehung der frither weggelaffenen zwei Biffern.

3. Diefes BVerfahren wird fortgefetst, bis man alle Abtheilungen bdes
Radicands in Rednung gejogen Hat.

Die Ridytigteit des LVerfabhrens bevuht auf §. 192.

3
3. 8. 1/ 189 53589 = 429
64
14953 : 48...3. #
By 101 98,6

L 48.
oy 8
4865589 : 5292...3.422
3.422.9 ... 47628 ..
3.4 .92, .. 10206.
9. .. 729

0
Moinif, Arithmetif und Aigebra. 8
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Bufah. Wie man beim Ausziehen der Cubifwurzel qus cinem Decimal:
ober einem gemeinen Brucdhe zu verfahren Habe, erfieht man leiht aus
bem fitv dbas Llnadratonryel-Ausziehen in §. 188, Bufas 1 und 2 angegebenen
Berfahren.

§. 195, Aufgabe. Aug einer defadifdyen gangen Fahl, welde
fein vollftdndiger Cubus ift, die Cubifwurzel 3u 3iehen.

it der Rabdicand feine britte Poteny einer gangen Bahl, jo ift die Cubif-
wurgel irvational und. fann nur ndherungsweife bevechnet werden. Das dabei
amguwendende BVerfahren entjpricht demijenigen, das wir in § 189 fiir bdie
Quadratwurzel-Aussiehung aus einer defadijien ganmgen Bahl, welde Fein
Quabrat 1ft, angegeben Haben; nur mitffen hier den eingelnen Reften fiir jede
Abtheifung drei Jullen angehingt werden.

Bufab. Auch bezitglich ver BVorfdrift fitr das Ausyiehen der Cubifmurzel
aus Decimal- oder gemeinen Britdhen, welde nicht volljtindige Cubit-
saflen find, veriwetjen wir auf die analogen Bemerfungen in Juj. 1 und 2
au §. 189.

§. 196. UAbgefiirytes Berfahren beim Ausziehen der Cubil:
wursel.

Wenn man von der Cubifwurzel einer Zahl nad dem
gewdhnlidhen Verfahren die evften m Biffern berednet hat, fo
erhalt man nodh) m — 1 weitere verldjsliche 3iffern, indem man
oen letsten Reft durd) das dreifadhe Quadrat dev beveits gefun-
benen Wurzel dividiert.

Beweis. €8 fei a der Rabdicand und b beseichme die bereitd berechneten
erften m Biffern ber Cubifwurzel, wobei b ofne nderung der moch fehlenden
Lurzeliffern als eme gange Bahl vorausgefetst werden darf.

Setst man ]/a, = b + x, wo x die weiter folgenden Biffern der Warzel

bebeutet, fo ift
(b + x)® = a, oder b® + 3b*x 4+ 3bx® + x® = a, baber
a—b? x? 33
3hix—a—b—3bx? —x* wb'x =g — 5 — o
wo a — b® bder letste bei ber Wurzelausiehung geblicbene NReft, unbdb 3b?
bag dreifache Quadrat der bisher gefumbenen Wurzel ift.

Der Fehler, weldyer begangen wird, wemn man fitr x den Quotienten 33:1)—,?
2 3
fet, it demmad) T+ o, wo x << 1 umd b > 10m-1 ift, fo dajs bei der

= alg gegen - nerid)mmbenh gar nicht

Beurtheilung ves Fehlers das Glied i

in Betvacdht fommt; - 5 ift aber fleiner alg IOm ~omys Olfo wird x burd) den

Quattenten auf m — 1 Biffern genau beftimmt.
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3ft 3. B. 1/0-083066534 auf 5 Decimalen genan 3u Deftimmen, fo
fucgt man die evften dret Bifferst nad) dem gewdhnlichen Berfahren bder Cubif-
wurzel-Auszichung, bdie zwei folgenben duvd) die abgefiiryte Divifion.

Bufog. Durd) das voranftehende BVerfahren erhilt man i der Cubit-
wurzel eined unvollftdndigen Decimalbrudesd 2m — 1 verldfslice
Atffern, wenn der Radicand m geltende Abtheilungen u drei Biffern hat.

VI. Sogarithumen.

1. Bon den Logarithuen itberhanpt.

§. 197. Gine Babhl a dburd) eine andere Bahl b logarith:
mieren heifit, den Potengerponenten jucdhen, mit welchem b als Bafis potenziert
werden muj8, um a ald Poten; ju geben. Die Bahl b it die Grundzahl
oder Bafis, bdie al8 Poteny gegebene Bahl a heift der Logarithmand
oder gevabezu bie B ahl (Numerus), und der gejuchte PBotengerponent ber
Qogarithmus, It a = b, jo ijt n ber Logarithmus der Zafhl a fitr die
Bafid b; man hat dafitr die Begeichnung:

log agy = n.

Lerben bie Logarithmen durdjgingig auf eine beftimmte Bafis, 3. B. 10,
Dezogent, fo fhreibt man ftatt des lefsten Ausdrudes firzer log a — n, wobei
bie Bafis 10 als befannt vorausgejest wird.

Dem Potengieven entprechen zwet inverfe Operationen, das Rabicieren
und dag Logarithmieven, je nadhbem bdie Bafis ober ber Erpoment gejucht wird,
da diefe beiben nicht commutiert werben fonnen.

§. 198. folgefike. 1. Potenziert man die Bafis mit dem Lo-
gavithmus, jo erhdlt man den Logarvithmand.

3t log Apy— Dy (0 ift b= a.

2. Der Logarithmus der Bajis in Bejug auf dieje Bajis
felbft ift gleidh) 1.

IOg b{h) = 1; vent b' = b.

3. Der Yogavithmus von 1 ift fitr jedbe Bafis gleid) 0.

logllini—10 e bl —"1,

4. Fitr eine pojitive Bafis hat eine negative Zahl feinen
veellen Logavithmus,

Denn jowohl bt als b—r = Tln— gibt ein pofitives Rejultat.

§. 199. Der Inbegriff der Qogarithmen bder in natiirlicher Ordmung
aufeinanbder folgenden Bahlen fitr eine beftimmte Bafis bildet ein [ogarith-
mijdes Syftem.

0¥
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Da durd) dag Potenyieven ciner veellen negativen Fahl nidt alle mbg-
lichent pofitiven Bahlen erzengt werben fonuen, jede Poten; von 1 aber wieder
1 ift, fo fann mur eine veelle pofitive und von 1 verjhiedene Bafhl al8 Bafis
eines Logarithmeniyjtems angenommen werder.

JSm Gebraude find nur jwei logavithmijde Syfteme, ndmlidy das ge-
nteine oder Brigg’fdhe fiiv die Bafis 10, und dad natitrlide odber Ne-
per’jde fitv bdie trvationale Bajis 2-T18281828..., welde man aus ber
Gummicrung der umnendlichen NReibe

1 1 1 1
LT e e L
erhdlt und gewdhnlid) mit dem Vuchftaben e begeichnet.

Allgemeine Jdte iiber die Logarithmen.

§ 200. 1. Der Logarithmus eined Productes ift gletd) der
Summe ausd ben Logarithmen der Factoren.
@8 fet fitr dbie Bafis b
log M =m, log N =n, log P = p, alfo
M = b™, Ne==p2. P =— bF: ot i
MNP = b=tttr: beli:
log MNP =m + n -+ p, ober
log MNP = log M + log N + log P.
3. B. log 6 =log 2 4 log 3.
log 30 = log 2 + log 3 + log 5.

Sind fitr eine Bafis bdie Logarithmen aller Primjahlen befannt, fo lafjen
fich aud denfelben durd) bHlofe Addition auc) die Logavithmen aller jufammen-
gefetstent Bahlen ableiten.

2. Der Yogavithmusg eines Brudjes (Quotienten) ift gleid
dbem Logarvithmus bes Bdhlers weniger dem Logarithmus dHes
Nenners.

@8 fei fiiv bie Bajis b

logsMi=—=imiilogsNi— naialfolMi== o AN =il
dann it

X = b=, folglity log X = m — n = log M — log N.

3. . log 3 = log 29 — log 31.

log 3529 = log o0~ = log 3529 — log 100.

3. Der Yogarithmus einer Potens ift gleich dbem Logarith-

mud der Bafis multipliciert mit dem Botengerponenten.
4
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&8 fet fiir die Bafis b, log M = m, alfo M =b=; dann'ijt Mr = bue,
und daher
log M = mp = p log M.
3.8, log 8 = 3 log:8: :
log (2a)® = 3 log 2a = 3 (log 2 + log a).
<
logi—%ﬁTZQIng + log y — 4 (log m + log n).
4. Der Logarvithmus einer Wurzel ift gleid) dbem Logarith:
mug des Rabdicands dividiert durd) ben Wurzelexponenten,
@8 jet fiiv bie Bafis b, log M = m, aljo M = b™; dann it

D P m

VM = 1/b™ = br, bdaljer
log J/M = S 108
A LS ST

Al L br 18T,

b1

.1og|/ﬁ_l°gb o gt

:loga—i—-g log x — log y.

§ 201. 1. Fiir diejelbe Bajis gehdren 3u gleiden Bahlen
aud) gleidhe Yogarithmen; und umgefehrt: ju gleiden Logarithmen
gehdren aud) gleidie Bahlen.

Jjt b bie Bafié und b» = M, b* = N, jo muj, wenn M = N 1t
aud) m =n, d. t. log M = log N fein. (Folgt inbdivect aus §. 156, 3.)

3t umgetehrt log M = log N, aljo m = n, jo mujs nadh §. 1566, 1
aud) b= = b?, b. i. M = N fein. '

2, Fitr eine Bafis, welde grofier als 1 ift, gehdrt zu der
grofeven 3ahl aud) ein groferer Logarithmus; und umgefehrt: zu
dbem groferen Logarithmus gehort aud) eine grdfere Japl

Jjit b =M, b» = N und M > N, fo muj8 fiir b > 1 aud) m >n,
aljo log M = log N fein. (Folgt inbdivect aus 1. und aus §. 156, 3.)

3ft umgefehrt log M == log N, fo folgt eben fo aus §. 156, 3.
M > N.

3. Diefelbe Bahl hat fiitv nerfd)tebenc Grundzahlen aud
verfdiedene Logarithmen.

3jt log Nwy = p und log Noy = q, wo B und b al8 verjdhiedene
Bahlen vorausgefetit werden, jo ift N = B? und N = b1, dafer Be = bu.
Wire nun p = q, fo wiirde aus §. 156, 2, tndivect folgen, dajs audh B="=
fei, wag jedod) dber Borvausfetung wibderfpricyt; die Logarithmen p und q miiffen
oafer von einanber ver{chieben feim.

lo




118

4, Der Qogarvithmus einer Jahl fitr irgend eine Bafjis
ift gleid) dem Logarithmus bderfelben Bahl fiiv einme jweite
Bajis, multipliciert mit dem veciprofen Werte des Logarith-
musg dber erfteren in Bejug auf die yweite.

3it log Ny = p, alfo B> =N, fo erhilt man, wenn man in der
sweitenn Gleichung betderfeits die Logavithmen in Bejug auf eine andeve Bafis
b nimmt, p log Byy = log N, oder log Nep) . log By = log N,y; folglich
1
* logBw)*
Gind bdie Logarithmen der Bahlen fiiv bie Bafis b befannt, fo fann
wan aus denfelben aud) die Logarithmen fitr jede andeve Bafis B beftimmen,

log Ng) = log Ny

wenn man die erfteren mit dem beftdnbigen Factor Ty 0. 1. mit dem

vectprofen Werte des Logarithmus dev neuen Bafis in Bejug auf bdie frithere
Bafis multipliciert. Die Zahl, mit welcher die Logarithmen cines Spjtems
multiplictert werden miiffen, um bdie Logovithmen eined andern Syjtems ju
erhalten, bheifit der Wobdbulus des newen Syftems in Bejug auf dad ur-
fpringlicge. Der Modulus des Briggjhen Syjtems in Beyug auf bas natii-

lide ift g5 = 0-4342045...

2., Bou den Brigg'fden Logarithumen,

§. 202. Unter dem Brigg’iden Logavithmus eimer Bahl verfteht man
bert Potengexpontenten, mit dem die Bafis 10 poteniert werden mujs, um
jene Bahl af8 Poteny ju geben.

1, Die Brigg’{dhen Logarithmen aller Zahlen, welde grofer
alg 1 jind, find pojitiv; die Brigg’fden Logarvithmen aller
pofttiven Bafhlen, welde fleiner als 1 find, find negativ.

Beweis. Gine Bahl, welde gidfier als 1 ift, it entweder eine defadifehe
Ginheit 107, wo n eine pofitive gange Bahl begeichmet, ober fie liegt zwifchen
swei defadifchern Ginbeiten 1071 und 107; ifhr Logarithmus ift daber beyiiglic)
n oder zwifen n — 1 und n eingejhloffen, alfo in jedem Falle pojitiv.

Gine pofitive Bafl, weldhe fleiner al8 1 ift, ift entweder eine befabifdye

Einheit I(l)h = 107, ober fie liegt swifchen gwei defadijdhen Einbeiten 10—+
und 10—; thr Logarithmus it daher beziiglidh) — n oder swifden —n 41
und — n eingejdlofjen, alfo in jebem Falle negativ.
J 2, Der Brigg’ide Logarvithmus eimer gamzen oder gebro-
denen Rahl, welde eine defadifde Einfheit ift, ift eine gangze
Bahl. .

Holgt aug bem Beweife su 1.
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3. Der Brigg'{dhe Logarithmus einer gangen oder gebro-
denen 3ahl, welde Feine defadijdhe Ginheit ift, ift eine irrvatio:
nale Zafhl

Beweis. a) 3t N feine defadifhe Einbeit, jondern zwifden wet auf
einander folgenden defadijdien Ginfeiten 10m und 10°+! enthalten, wo n eine
pofitive ober negative ganze Bahl oder auch) Null bebenutet, jo liegt der Loga-
rithmus von N awijdhen n und n 4+ 1, und ift jomit feine gamze Bahl.

Gr fanun aber audy fein Brud) fein. Denn wéve log N = éqi, wo p und q
£p

relative Primzahlen feien, fo mifste 10 4 = N, oder 10+» — N¢ fein. Damit
jebod) bdiefe Gleichung mbglich fei, mitjsten 10+ und N9 aus denjelben Prim-
factoren beftehen; e8 bdiirfte alfo N feine anberen Factoren al8 2 und 5,
beziiglich + umd £, und miifdte auch beide in gleidher Anzahl enthalten; dann
aber wdve N felbjt ecine bdefadifche Einbeit, was der Vorausjehung wider-
jpridgt. @s fanm demmnad) log N, wenn N feine defabijhe Ginbeit ift, weder
ourd) eime gange Bahl nod) durd) einen Vruch genau duovgeftellt werden.

b) Der Logarithmus von N (@it fih) jedoch duvd) Angabe von Nibe-
rungdwevten , awijchenn demen er liegt, mit jedem belicbigen Grade bon
Genauigleit anndherungdweife beftimmen. Da N jwifchen 102 und 10"+ ent-
halten ift, fo liegt log N undchit awifchen bden Ndherungswerten n und
n + 1; aus bdiefen aber laffen fich anbeve immer genauere Naherungdwerte
ableiten.

Liegt ndmlich N allgemein jwijden zwei Sabhlen w und v, daher (nad
§. 201, 2) log N jwijden log u und log v, welde lestere befannt feien, fo
ift nad) 8. 200, 4 auch ber Logarithmus von } uv, . i. von der mittleven
geometrifchen  Proportionale wifhen u und v befannt. Weil nun Vuv
swifchen u und v legt, fo mujs N entweder swifden J v und u, oder zwijdhen
Vv und v falfen, daher aud) log N entweder zwifhen log J/ uv und log u, -
ober 3wifthen log 1/ uv und log v legen. Sn jebem Falle it aljo log N
swifdhent gwei engere Nédherungswerte eingejdhloffen al8 frither, und duvd) eine
wieberholte Anwendung diejer Schlujsweife fonnen bie Werte, zwifdhen welden
log N liegt, fo nabhe aneinanbder geviictt werden af8 man will. e

§. 203. Aufgabe. Bon einer gegebenen Bahl den Brigg’jden
Logarithmusd ju bevedynen,

1. Gine Aufldfung diefer Aufgabe beruht auf dem in §. 202, 3 unter
b) gegebenten Beweife, nac) weldem bder Logarithmus einer Bahl zwifden
tmmer cngere MNaherungswerte eingefdhloffenn und dadurd) fo genau, ald man
will, berechuet werden fann.
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€8 fei 3. B. der Logavithmus von 13 3u Dberechnen.
13 liegt 3wifchen 10 und 100,
ool 3 R 4+ log 10=1 yud log 100 = 2;
Differen; der Niherungswerte: 2 — 1 = 1.
}/10.100 = 316227766 = a, log a = 4 (log 10 + log 100) = 1-5;
13 liegt zwifdhen 10 und a,
log 13 o 7 log 10 = 1 und log a = 1°5;
Differen der Néherungswerte: 15 — 1 = 0-5,
V102 = 17-7827942 = b, log b = 4 (log 10 + log a) = 1-25;
13 Tliegt wifdhen 10 und b,
log 13 5 logr T0/=:1" ambiilog hy=—ile25
Differeny der Naherungdwerte: 1-25 — 1 = 0-25.
Man fieht, dajs bdie Niherungdwerte des Logarithmus von 13 immer
ndfher an einander viiden. Durd) fortgefetstes Verfahren findet man:
V10b = 13-3352144 = ¢, logc = §
V10 c = 115478201 = d, logd = 4 (
Ved =12-4093780 = e, loge =4 (
Ve =12-8639696 = £, logf =4 (logc -+ log ¢) = 1-109375:
Vef =13-0974727 =g, logg =+ (log ¢ + log f) = 1-117188;
Vg =12:9801960 =h, logh — 4; (log f + log g) = 1-113281;
Vgh —13-0387024 =i, logi = (log g+ log h) = 1-115234;
Vhi =13-0094163 =k, logk =4 (logh -+ logi) = 1-114258;
Vhk =12-9947978 =1, logl = } (log h + log k) = 1-113769;
Vkl = 130021049 = m, log m = + (log k + log 1) = 1:114014;
ITm = 12-9981507 =1, logn = 4 (log1 + logm)= 1-113892;
V/mn =13:0002776 = o, logo =4 (logm -+ log n) = 1113953,
Vno =12-9993640 = p, logp =+ (log n + log o) = 1-113922;
Vop =12-9998207 = q, log q =4 (log o + log p) = 1-113937;
Voq =18:0000491 =r, logr = 4 (log o + log q) = 1-113945;
Vqr = 1 2299099548/ s Wlocis 3 (log q 4+ log 1) = 1 113941;

. T 0. (FM;.\AJ;HN/' K ./f'(H
Da mum 13 jwifden s und r, und folglid) aud) log 13 zwijdhen log s

und log r liegt, diefe beiden Logavithmen aber in bden 5 erften Decimaljtellen

itbereinftimmen, fo ift auf 5 Decimalen genan log 13 = 1-11394.

(log10+4- log b) = 1°125;
log10+4 log ¢) = 1-0625;
log ¢ -+ log d) = 1:09375;

I

I

I



Auf diefem mithjamen Wege bevedhuete Heinvid) Brigg bie Logavithmen der Prim-
jablen pon 1 618 20000, und wvon 90000 bis 100000 mit 14 Decimalftellen, und Jpiter
Adrian Blacq die nod) fehlenben der Prinzablen von 20000 bis 90000.

2. Ginfacper und fivger ift bder nadijtehende Rechnungsvorgang:
Man bevechiet durd) wiederholtes Anszichen der Luadratwurel

105 —1/10 = 3-162278,
100% . =1/ 10 = Y /10 = /3162278 = 1778279,
100135 — 1710 = /10 = 1/1-778279 — 1-333521,
1000625 — /10 = 11710 = 1/1-333521 — 1-154782,

u. j. W, und jteflt die Refultate, wie folgt, in eine Tabelle zujommen:

109 = 3-162278 109000488 — 1-001125
10025 — 1-778279 100002 —. 1 - 000562
10018 . ] -388521 109000122 — 1 -000281
1000625 — 1154789 100000061 .— 1 (000141
10008125 — 1-074608 100000031 — 1-000070
100015625 — 1-036633 100000015 — 1000035
1000078138 — 1-018152 100000008 — 1000018
100008906 — 1-009035 100000004 — 1000009
100°001958 — 1004507 100000002 — 1 -000004
1097000976 — 1002251 100000001 — 71 -000002

Wit Hilfe diejer Tabelle famn mun der Logarithmus jeder Jahl duvd
blofie Divifionen und eine Abdbdition bevedhmet werden.

3t 3. B. der Logarithnus von 13 zu beftimmen, {o dividiere man 13
durd) dbie hodyfte darin enthaltene gamge Poteny von 10;

Bl —=les,

Den Quotienten bdividiere man durd) die nddftniedrigere, in bder Tabelle
enthaltene Potenz, bden mneuen LQuotienten wieder bdurd) die nddtniedrigere
Poteng, u. {. w. Wean erhilt

155 < ()0:0020 1=81: T184762 — "1 &1 2hTH4)
125754 ; 10008125 1:125754 : 1-074608 = 1-047595,
047595 : 100015625 — 1-047595 : 1-036633 = 1-010575,
1010575 : 100003906.— 1-010575 : 1:009035 = 1-001526,
+001526 : 100000488 — 1-001526 : 1-001125 = 1-000400,
+000400 : 100000122 — 1-000400 : 1-000281 = 1:000119,
+000119 : 100:000031 — 71-000119 : 1-000070 = 1-000049,
+000049 : 100000015 — 1-000049 : 1:000035 = 1-000014,
000014 : 100000004 — 1-000014 : 1-000009 = 1-000005,
1000005 : 100000002 — 1000005 : 1-000004 = 1-000001.

Il

G o ) S G S g g

—
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Hievaus ergibt fidh
1S 10? 1000625 _{()0:03125 1()0-015625 1 ()0:003906 7] ()0:000488
. 100000122 1()0°000081 {()0000015 1()9-000004 {()0-000002

und durd) Adbdition der Potenjerponenten von 10
13 = 10vasnes
daber ift auf 5 Decimalen genau log 13 = 1-11304.

Bufaf. Nody fiivgere Wethoden zur Bervedynung der Yogavithmen bietet
oie hohere Analyfis.

8 204. Da im Brigg’fchen Syfteme mit Ausnahme der defadijchen
Ginfeiten alle iftbrigen vationalen Bafhlen ivvationale Logavithmen hHaben unbd
biefe anndfherungsweife duvd) Dectmalbriiche davgeftellt werben, fo bejteht ein
Brigy'jder Logarvithmus tm allgemeinen aus Gangen wit angehingten
Decimalziffern.  Man nennt die im Logarithmus enthaltenen Gangen bdie
Chavafteriftit (Renngiffer) des Logarvithmus, bdie augehingten Dectmalen
vie Mantijje desfelben.

Fitr pofitive Sahlen, welde fleiner al 1 find, ift der Logarithmus, aljo
veffen Charafteriftif und Mantiffe negativ. Negative Wantifjen pilegt
man ibrigens tn der Redymung ju befeitigen; man fithrt jtatt derfelben pojitive
PMantifjen mit einer negativen Ehavatteriftit ein, inbem man bden mnegativen
Logarithmus von einer Bahl jubtrahiert, dbie um 1 grdfer ift al8 die Ehavafte-
viftif, wodurd) etne pofitive Wantiffe jum Boridein fommt, und dann diefe
um 1 geofere 3afhl al8 negative Chavafteriftif hinter die Mantiffe fept.

B. 8. — 2:34 467 =3 — 2:34 467 — 3
= 0-65 533 — 3.

§. 205. Die Charafteriftif des Brigg'iden Logarithmus
einer defadifden Bahl ift gleic) bem Rangegrponenten ber hodyjten
Atjfer diejer Zapl.

€8 jet n ber Ramgerpoment der hochiten Biffer der Bahl a, wobei n
eine gamge pofitive oder megative Bahl ober aud) die Null bejeichnen fann;
danmn ijt

a > 10" und a << 10°+1, paher
loga=n unbd loga<n+4 1.

8 ift alfo log a = n + «, wo e« pofitiv und << 1 oder aud) Null ift;
folglich ift n die Charafterijtit des Logarithmus von a.

Jolgefate. a) Die Charafteriftif des Logarithmus eimer Zahl, weldpe
Gange enthdlt, ift pofittv wnd um 1 fleiner al8 bdie Anzahl der Stellen, welde
pie Gangen einnehmen (§. 67, Folgef. 1).
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b) Die Charafteriftit des Logarithmus eined edten Decimalbrudes ijt
negativ und abjolut gemommen gleich der Amzafhl aller Nulfen, weldhe den
geltenden Decimalziffern vorangehen, die Null vor dem Decimalpunfte mit-
gezdhlt (§. 176, 1).

§. 206. Wenn man ivgend eine Bafhl mit einer Potens von
10 multipliciert oder dburd) eine Potenz von 10 dividiert, jo
witd dadurd) in ihrem Brigg’jden Logarithmus nur die €ha-
vafteriftif gednbdert, wahrend dic Mantiffe diejelbe bleibt.

&8 ijt log (a.10™) = log a 4 log 10™ = log a 4+ m,
logi?ﬁ_—_loga—log = o ai— .

&8 wird alfo der Logarithmus von a um die gange Bahl m im erjten
Falle vermefrt, tm jweifen vermindert, d. h. ev evhilt eine andere Chavafte-
viftif, wabhrend die Miantiffe ungedndert bleibt.

G ijt 3. B. log 7124 = 3-85272; baher

log 712400 = log 7124 4 log 100 = 3-85 27242 =585 272;
log 7124 = log 7124 — log 100 — 385 272—2—=1-85 272,

Solgefals,. Die Mantifje eimeg RLogarithmus fHhingt blof vom der
Biffernfolge der Bahl ohne Riicjicht auf bdeven Rang ab.

fogarithmentafeln.

§. 207. Die Logavithmen aller Rahlen von 1 big 10000 oder von 1 bis
100000, und zwar erftere auf 5 oder 6, lepstere auf 7 Decimalen bevechnet,
hat man in befonderen Tafeln, welde Logavithmentafeln heifen, sujanmmen-
geftellt. Diefe enthalten nur die Wantiffen der Yogarithmen, da bie Charalte-
riftif in jedbem Falle nach) §. 205 beftimmt werben fann.

Mit Hilfe jolcher Lafeln findet man dburch ein gany einfaches Berfabhren,
bag in den bdenfelben vorausgefdhicten Anleitungen ndbher angegeben ijt, su
jeder Bahl den entfprechenden Logavithmus, und umgelehrt ju jedem gegebemen
Logarithmus die jugehbrige Bahi#).

§. 208. Redynungsoperationen mit den Brigg’jden Loga-
vithmen.

3n Bejiehung auf bdie Redmungsoperationen mit Logavithmen find im
allgemeinen diefelben NRegeln zu beobachten, wie fiiv bdefadifche Bahlen iiber-
houpt; nuv hat man dabet nod) Folgendes ju beritdfichtigen:

*) Gine ausfithrlide Belehrung iiber bdie Cinvidtung und ben Gebraudy foldper
Tafeln finbet man in dber Cinleitung ju den vonm miv hevausgegebenen filnfjftelligen
Logarithmentafeln gum Sdulgebraunde. Wien, bei Gerold, 1877,
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1. Grbdlt man beim Addieren der Logavithmen wei Charafteriftifen,
eine pofitive und eine negative, jo werben bdiefe in eine eingige ujammen-
gesogen. 3. B.

3-10 589

2-56 814

0-21 340 — 2
008105 — 4 ¢
596848 — 6 = 0- -96 848 — &,

2. 3ft beim @ubtm[)uren per Minuend Fleiner ald dber Subtrahend,
fo adbdiere man, um im Refte eine negative Mantiffe su vermeiden, u dem
Winuend fo viele pofitive Cinbeitenr, dafs er grofer wird als der Subtrahend,
und fege dann anch) als Chavafteriftit des Rejtes fo viele megative Ginbeiten.

3. B.

+ 3 —3
1-45 025
3-57892
0-87133 — 3.

3. Wird ein Logarithmus wmit negativer Chavafteriftif mit einer Bahl
multipliciert, jo muj8 im Producte die mneue negative Ehavafteriftit mit
ver etwa erhaltenen pofitiven zujammengejogen werden. 3. B.

053115 — 2) X 5 =265 575 — 10
= 065575 — 8.

4. 3it ein Yogavithmus mit negativer Chavafterifitt durc) cine ahl zu
vividieven, fo mufs die megative Chavalteriftit, wenn fie duve) dieje Bahl
nid)t thetlbar ijt, wm jo viele Ginbeiten vergrofert werben, bdafd fie dadurch
thetlbar wird; eben fo viele Ginfeiten miiffen aber dann aud) al8 Gange zu
oer pofitiven Mantiffe gefest werden. B, B.

(0°41509 — 7): 5 = (3-41 509 — 10): 5
= 068303 — 2.

§. 209. Anwendung der Brigg’{den Logarithmen.

Durch die allgemeinen Sige, die in § 200 entwidelt wurden, ift man
tmftande, die Multiplication in eine Addition, bdie Divifion in eine Sub-
traction, dag Potenjieren in eine Multiplication und das Rabdicieven in eine
Divifton it verwanbeln.

Sommen unter den gegebenen Baflen negative vor, jo Detracdhtet man
fic einftveilen af8 abfolute Bafhlen, fithrt damit bie Rednung odurdh) und
beftimmt dag Vovzeiden nachtrdglic) in dem gefundenen Rejultate.

1. Multiplication der Bahlen mit Hilfe der Logarithmen.

DBeftimme dag Product aug 1-0954, 0-91567, — 31571 und 1:00782.
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s ift log 1°0954 = 0-03 957
log 0-91567 = 0-96 174 — 1
log 3-1571 = 049 928 (n)
log 1-00782 = 000338

log des Productes — 0-50 397 = log 3-1914; a[io
1-0954 X 0-91567 X — 3-1571 X 1-00782 = — 3-1914.

2. Divifton der Zahlen mit Hilfe der Logavithmen.
1) @8 joll der Quotient 528 : 73T oder 225 bejtimmt werben.
iy | o |
log 528 = 2:72 263
log 737 = 2-86 747
log 328 = 0-85516 — 1 = log 0-7164,
folglic) 525 — 0-7164.
2) Dejtimme den Wert des Bruches x =
log 3:4156 = 0-53 347
log 4:023 = 0-60 455
1-13802
log 1-2378 = 0-09 265
log 5-87091 = 0-76 871
log x = 0-27 666 = log 1-8909,
alfo = = 1-8909,
3. Potengtevung ciner Jahl mit Hilfe der Logavithuen.
1) G8 foll die 20 fte Poteny von 1-025 gefucht werden.
log 1-025 = 0010724 . 49
log (1:025)% = 0214480 = log 16386,
b (1+025)20 — 1-6386.
2. Beftimme (%27?)1'065.
log 329 = 251 720 /
log 67 =1-82607
069113 X 1-065
5601
69 113
4 1466
3456

3929)1:065
log (G7) " = 073605 = log 54456

fomit (329)1 * — 5-4456.

34156 X 4023
1-2378 % 5-87091°
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4. Radicterung einer Zahl mit Hilfe der Logarithmen.
€8 fei die 5te Wurgel aus 10 zu beftimmen.
log 10 = 1-00000

—_————— 1 b

log ]/10 = 0-20000 = log 1-5849,

alfo VIO = 1:5849,

§. 210. Auflijung einfader Crponentialgleihungen.

Mean unteridieidet algebraifdhe und transcendente Gleidhungen;
in den erfteren fommt bdie Unbefannte nur al8 Bafis etner Potenz, in den
legteren unter einer dev Formen a*, log x, sin x . dgl. vor. Gine Gleichung
bont ber Form a* = b Deift ingbejondere eine Erponentialgleidhung.

Die Auflojung der Cyponentialgleichungen beruht auf der Anwendung
be3 Gapes: Gind zwei Bahlen einander gleid), fo find aud) ihre in Bejug
auf biefelbe Bajié genommenen Logarithmen einander gleidh.

1. Gletdhungen von der Form a* == b,

MNimmt man von Dbeiden Theilen bdie Logarithmen, fo wird ber
Grponent x in einen Factor vevwandelt; man erhdlt log (a¥) = log b, ober
x log a = log b; bdaber ift

] log b
TR

Um 3 B. die Gleidung 55 = 37 aufsuldjen, hot man x log 5 = log 8:

und jomit

log 37 _ 1-56520

2R log b __m,?:2°2436

2. @leidungen von ber Form J a = b.
Nimmt man hier beiderfeits die Logarithmen, jo erhdlt man %.log 8 —

log b, daber log a = x log b, und
log a
S 1ae i

log

1g

= 0:30103.

Go gibt die Gleichung 1/2 = 10 den. Blertix —

y '!/' 5 N ’6

inp



Fiinfter Abjdynitt.
Gleichungen ves stoerten Grades.

§. 211 W cine Gleichung auflden su fonnen, mujs %ie suerft auf eine
folche Form gebracht werden, dajs die Unbefannte in feinem Glicde alg Nemuer
ober alé Rabicand erjdeint, dajs alle Glieder, welche die Unbefannte enthalten,
in bem erfen Theile der Gleichung nad) den fallenden Potemzen derfelben
auf einanber folgen, bajé cndlid) ber Coeffictent dev Hichiten Poteny der
Unbefannten eine ganze pofitive Bahl ijt. Eine fo geformte Gleichung heifit
geordnet.

Das Ordnen ber Gleichungen befteht in den Eranﬁfnrmationén, teldhe
nad) § 141 Dei der Aufldfung der Gletcngen des erften Gradesd in An-
wenbdung formmen, unbd wenn die Gleidhung trrational ijt, in der Wegjdhaffung
ver Wurzeln nadh §. 173

Beifpicle.

1) s@z+d—>—"%= 9z, 2 2z ) 3z=23
5x(2x+8)— (6—3x)=10x — VY Bzx=3—2x
10x2 4 15x — 6 4 3x = 10x 3x =9 — 12x } 4x?
10x? 4+ 15x + 3x — 10x =6 3x + 12x — 4x* =9
10x2 4+ 8x =26 —4x? 4 16x =9
bx? 4+ 4x =3. 4x?*— 16x = — 9.

Semerhung, Wenn ausd ciner irrationalen Gleidhung die Quadratwirgel
purch) Grheben zum Quabdrate weggejdhafft witd, o enthilt Haufig die neue
Gleidumg Wurgeln, bdie bder gegebenmen nicht angehoren. Man hat daher in
piefem Falle nadptrdglich nodh su unterjuchen, weldhe der fitr die Unbefamnte
gefunbenterr Werte bie urjpriinglich gegebene Gleidung erfiillen. So erhalt man
in dem Beifpicle 2) aus der Gleihung 2x — V' 3x = 3 durd) Quadrieven

die Gleidhung 4 x2 — 15x = — 9, weldher die Werte x = 3 und y = >

genfigen ; von Diefent befriedigt jedboch nur der erfte x =3 bie gegeben‘t
Gleidhung, der Wert x = -i— geniigt ihr nid)t, gehort bdagegen einer amdern
Oleidung 2x + J/3x = 3 an, aus welder nach) Wegidhaffung der Wrsel
diefelbe ®leichung 4x2 — 15x == — 9 entjteht, wie aué 2x — /3x = 3.
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§ 212. Der hodfte Potengerponent der Unbefannten in einer
geordueten Gleidung beftimmt den Grad derfelben. Eine Gleidung, in welder,
nadpdent fie georduet wurbe, bie hichite Poteny der Unbefannten bdie pweite ijt,
heift eine Gleidung des sweiten Grades oder eine quadratijdhe Gleidhung.
3ft die hdchite Potens der nbefannten die dritte, vievte oder eine Hohere, fo
heifit die Gleidung begiiglich vom dritten, vievtem oder eimem Héheren
®Grabde.

Wenn in einer Gleidung mehreve Unbetannte vorfommen, jo wird der
©rad derfelben durd) die hid)fte Summe der Potemzerponenten der
Unbefannten eines Gliedes in der geordmeten Gleichung beftimmt.

I. @uavratifdie Gleidungen mit einer Anbekanuten.

§ 213. Die allgemeine Form einer geordneten Gleichung bes jweiten
Srades ift :
px*+qx =,

wo p, q, r belicbige befannte Bahlen darftellen,

a) Wird der Coefficient p von x? gleich 0, fo vermwandelt fidh die qua-
dratijhe Gleidhung in eine Gleidung des erften Grades qx = r und fillt
baber hier aufer Betvadt.

b) BWird bas von x freie Glied r = 0, fo hat man

pxd - qgx =0, odev' x (px + q) = 0.

Da cin Product O wird, wenn ein Factor O ift, fo wird dic vorftehende

Gleichung befriedigt, wenn man entweder x = 0, oder px 4+ q =0, b. i

X = -;— jetst. Der Gleichung genitgen aljo zwei Werte.

Dajé hier x durd) die Divifion nidht ausdgefchieden werden bdarf, ift
jhon in §. 140, 3, bemerft worben.
) 3t ¢ =0, fo wird

Dxl="r doberiwti=— % _
Gine joldje Gleichung, in welder die Unbefannte mur in der weiten
Poteny vorfommt, heifit eine veinme oder binomijde quadratijhe Gleichung.
Allgemein ftellt x™ — a eine binomifche Gleicdhung ded m ten Grades dar.
d) &ind p, q und r jammtlich von O verfchieden, fo heifst die Gleichung.
pE? gz =w»
cie gemifdhte oder vollftandige Gleichung bes zweiten Grabes.

Heine quadratifhe Gleidyungen.

§. 214. Um eine veime quabdratijche Gleidhung
e D
aufuldjen, darf man nur aus beiben Theilen bdie Quabdratwiurzel aussiehen;
man erfhalt
b= 7

- !
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Eine reinte quabdratijdhe Gleidung Hat aljo jwei entgegengejeste Wurzeln;
ift b pofitiv, fo find biefe rveell; ift b negativ, jo fiud fie imagindr.

Au demfelben Refultate gelangt man aud), wenn man die gegebene
®leidung auf bdie Form

x2—b =0, oder x*— (I/b)2=0, odert (x— Vb)) x+1Db)=0
bringt. Diefe Gleichung wird befriedigt, wenn man
entiedber x — /b =0, b, 1. x= Vb,
obet x4+ /b =0, b i. x =— Vb fetit.

Beifpiele.
X2 =10 x5 x? — 2 7
e — e s SR s e =t AT L5} wl =38 o)

Gemifdte gquadratifdye Bleidyungen.

§. 215. Die allgemeine Form einer geordneten gemijdten Gleidung
oe8 jweiten Grabes ijt

Pl gxi=m
oder, wenn man beide Theile ber Gletdhung burd) p dividiert,
' ool b s e
x2 4 o X 5t

Setst man % = a ud -;- =D, jo erhilt man al8 Normalform,

pon ber bei der Aufldjung tmmer audzugehen fein wird,
x? a.l-"x ==h,
Um eine in der Novmalform gegebene quadratijhe Gleichung aufzu-
(8fen, wird man gundd)jt dem erften Theil su dem vollitdndigen Duadrate
cines Binoms ergangen. Betradytet man x* ald das Quadrvat des erften

®licdes, fomit x als das erfte Glied, ferner ax oder 2.x.-3- al8 bas doppelte
Produet betber Glieder, fo ift —-g— pag pweite Glied, und e fehlt, damit das
Quabdrat des Binoms x + —} volljtindig werde, nod) das Quadrat (%)a = 5:—.
YAbdbiert man dafer zu beiden Theilen der Gleichung _fzf’ jo ergibt fich
xz—{—ax—l-aTe:%g?—}—b, ober
(x i %)2 = 341 +b;
und wenn man au$ beiden Thetlen die Quadratwurzel ausicht,

x4+ 4= |/ b,

x:—%—:l: ‘/—T—-{—’D.

Do Enil, Avithmetit und Aigebra. 9

olglich
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Dicrnac) hat aud) jede gemifchte quadratijche Gleidung jwei Wrzeln.
Diefelben find
2
veell und ungleid), wenn der UAusdruc 17 + b pofitiv,

veell und gleid), wenn diefer Ausdrud Null,
complex und conjugicrt, wenn derfelbe negativ ift.

Beifpicle.
1) T = 2) x4+ Tx =— 12
o T A2 et
g =0 () =%
x2 —6x+-32=T719 e g
2 _ = — =
(x — 3 — 16 X+7x+(2)2m L
x—3==%1/16 (x+%):J_
X—3:i4 7 1
.ﬁ'—_—:l’:__
x=3+4 Eisiing e
= — i obel < — =1 x:_TiT
X = — 3, ober x = — 4.

§. 216. Anjtatt sur Aufldjung einer gemijditen quadratijhen Gleichng
in fedem befonderen Falle die in §. 215 durdgefithrte volijtindige Entwidlung
st wiederholen, fann man die Wurjeln aud) jogleih) aus bder allgemeinen

Formel
X:a_.,;;i ‘/'?:f—i—b

ableiten. Diefelbe enthdlt den Saty:

In einer auj die Novmalform gebradten gemifdten qua-
bratijden Gletidung ift die Unbefannte gleich dbem halben Coeffi-
ciemten ber erften Poten; dev Unbefannten mit entgegengejestem
Borzeidhen, vermelhrt oder vermindert um die Vuadratwurzel
aus der algebratjdhen Summe des TQuabdratesd Ddiefes Hhalben
Goefficienten und des von dber Unbefannten freien Gliedes.

Beifpicle.

1) x*— 6x = 16.

x =3+ VIF16=38+=)2 =3=+%5;
x =34+5=8 ober x=8—0=—2,
2) x> — 10x = — 25.
X :5:1:]/2—5—-——2“5:5i0_—~’3
Die Gleichung hat jwei gleidhe Wurzeln x = 5.
3) x2 — 2x 4 2 = 0; in der Normalform x* —2x = — 2.




Bufof. Sind in der allgemeinen quadrvatijen Gleidung x* J- ax=">b
die befannten Bablen a und b irvational, 3 B. a =} A und b=VB,
fo bajs bie Gleichung bdie Form

4+ VA.x=VEB

annimmt, fo erhdlt man

e ]/A ‘/ —i— VB

Bei allen Gletduungen brc[er Art fommt man auf eiver Ausdruc von der
Form 1/ p == Vg BWie ein foldher Ausbdrudt beftimmt, 0. i wie aus einem
irrationalen Binom die Quadratwurzel ausgejogen wird, ift in §. 172 gezeigt
worbder.

Begichungen 3wifdyen den bekannten Bablen ciner quadratifdhen Gleidung
und ihren Furzeln.

§. 217. Jebe geordmete quadrvatiffe Gleifung erhilt, wenn man das
von x frete Glied in ben erften Theil {ibertvdgt, die Form

x2 L Ax+B =0

und heift dann auf Null reduciert.

Pan nennt in diefermn - Falle den eriten Theil x> 4+ Ax + B bas
®leichungstrinom.

St m eine Wurgel der Gleidhung x>+ Ax + B =0, jo Dbeifit
x —m ein Wurzelfactor derfelben.

1. Das Gletdhungstrinom einer jeden quadratifden Glei-
dung tit durd) ihren Wurzelfactor theilbar.

€8 it
®x+Ax+B):x—m=x+ (A + m)
x? —mx
(A+mx-+ B
(A 4+ m)x —Am — m?

= e Fiie
feft = m? -+ Am - B.

Da m cine Wurgel ber vorgelegten Gleichung ift, alfo fitr x in das
Lvinom x* + Ax + B jubftitufert, dicfes auj Null veduciert, o ift der
frithere Reft m®> + Am + B = 0, und daher

4+ Ax+B): (x—m) =x + (A 4+ m).

2. Jede quabdbratifde Gleidung hat ywei Wurzeln

@etst man in dem obigen Ausdruce

(x2+Ax+B):(x—m) =x 4+ (A + m)
A+ m = —n, jo wird

9%
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(x> + Ax 4+ B): (x —m) = x — n, folglid)
x?+ Ax -+ B = (x —m) (x —n).

Da nun der Ausdbrud x? + Ax + B nidt nur fiiv x = m, fonbern
aud) fiir x = n in Null fibergeht, fo ift nidht nur m, fondern aud) n eine
Burzel der Gleidung x> + Ax + B = 0.

3. Die Gleidung %2 + Ax + B = (x — m) (x — n) [efert ferner
ven Sak:

Dag Gleidungstrinom einer feden quabdbratijden Gleidung
ift gleid) bem Producte threr Wurzelfactoren.

4. Aug derfelben Gleidhung evgibt fidh

x>+ Ax+B=x>—(m+1n)x + (—m.—n),
folglih A= —m —n und B=—m.—n.

Der Coefficient des zweiten Gliedes ift alfo gleid) bder
GSumme, und das dritte, von der Unbefannten freie Glied dem
Broducte aus dem entgegengejetst genommenen Wurzeln,

§. 218. Folgerungen:

1. Gine auj Null veducierte quadratifhe Gleidhung fann oft fehr einfach
durd) Rerlegung des Gleidungstrinoms in jwet binomifde Factoren aufgeldst
mwerdet.

B. B, 4x? —23x 4+ 16 =0. Da

4x? — 23x -+ 15 = 4x? — 20x — 8x -} 15
—4x(x —5) — 3 (x —b) = (4x — 3) (x — H)
ijt, fo wird die gegebene Gleichung befriedigt, wenn man entweber 4x —3 =0
oder x — H =0 febst. Die Gleidhung Hhot aljo die ywet Wurgeln x = —i—
ud x = 5.

2. Wenn man in einer auf Null veducierten quadratifchen Gleichung
bag von x freie Glicd in jwei Factoren zerlegen fanm, welde den Coefficienten
port x jur Gwmme geben, fo erfilt man durd) die Reidhendnbderung derfelben
fofort bie betben Wurzeln der Gleidhung.

2. B. An der Gleidung x> — Hx + 6 = 0 erfennt man auf den
erftenn. Bk, baj8 -+ 6 dag Buoduct der Bahlen — 2 unb — 3 ift, weldhe
— b gur Gumme geben; die beiden Bahlen entgegengefelit genommen, namlic
4+ 2 und + 3, find aljo Wurgeln der vorgelegten Gleidhung.

3. Mit Beachtung des Sates 4. in §. 217 [dj8t fid) aus den Vor-
seidhen der Wurgeln einer quadratifden Gleihung aud) auf bdie Vorgeidjen
ihrer ®lieder und umgefehrt aus bdenm Vovzeidjen der lehteren auf jeme ber
erfteren jchliefien.

4, Yus x2 4+ Ax + B = (x — m) (x — n) ergibt fih: Sind bdie
Wurgeln m und n der Gleidung x> + Ax + B = 0 rveell, fo wird bder
Ausbrud x> + Ax 4+ B fiir jeden Wert von x, welder wifhen m und n
liegt, megativ, dagegen fiir jeden Wert von x, welder grofer al8 die grdfere,
ober fleiner al8 bie fleineve Deider Wurgeln ift, pofitiv. Sind aber bie
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BWurgeln der obigen Gleihung imagindr, etwa p -+ qi und p — qi, fo wird
x* + Ax -+ B fiiv jeben veellen Wert von x pofitiv; denm es ift
2+ Ax+B=x—p—qi)@x—p+q) =E—p) + 4
fomit immer pofitiv.
§. 219, Aufgaben. 1. Gine quadratifde Gleidung zu bilden,
welde zwet gegebene Zafhlen zu Wurzeln hat.
©eien 3. B. 3 und — 4 die gegebenten Bahlem, fo nehme man diefe
mit entgegengefesten Vorjeichen, ndmlid) — 3 und 4, und bilde davon
ole Gumme = — 3 4= 1, und
bag Prodbuct = — 3.4+ 4 = — 12;
dann it x? + x — 12 =0 bdie Gleidung, welde 3 und —4 zu Wurzeln hat.
2, Ginen Ausbdrud von der Form x* -+ ax 4 b in Factoren
su gerlegen.
Man fete x> + ax + b — O welde Gleidng

_——a—]/'l. 25 4
2

st Wurzeln hat; dann ift nad) §. 217, 3
x? + ax —-i—b-[ _1_'1_1/3' ‘:fi_b] [ +a+l/a :ﬂ‘k]

3ft 3 B. x*? — 3x — 28 in zwei Foctoren ju zerlegen, jo febe man
x?—3x—28=0. Dic Wurgeln bdiefer Gleidhung find x, =7, x,=—4,
dafer die Wurjelfactoren x — 7 und x + 4; jomit
x—8x —28=(x—17) (x+4.
Bufol. Soll der Ausdbrud ex® - fx 4 p tn Factoren gerlegt werbden,
fo bringt man ihn auf die Form o (x2 -} i x -+ %’)' verwanbelt ben Ans-

oruct in den Rlammern mittelft der Wurzeln der Gleidhung x* 4 % x + {’ =1

in ein Product pweicr Factoren und mu[tipﬁciett dicfes nod) mit e 3. B.:
9> —8x —2=9F " —ix—3H=9%Cx=+1H & —3.

II. SHohere und Exponentialgleidungen mit ciner Anbekannten, welde
fih auf quadvatifde Gleidungen jnridfihren laffen.
Binomifde Gleidyungen.
§. 220. Die alfgemeine binomijde Gleichung des mten Grades
X =8
gibt, wennt man aud Dbeiden Theilen die mte Wurgel ausieht,
m
st [
3ft m eine gerade 3abl, fo hat die Gleihung, wenn a pofitiv ift, wei
gleiche entgegengefet:te veelle Wurzeln, und wenn a negativ ift, fetne veelle Witrzel.
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3jt bagegen m eime umgerade Bahl, fo wird bdie Gleichung immer eine
veelle Wurgel Haben, welche mit a dasfelbe Vorvzeidjen befitst.

Die hier angedeuteten Wurjeln find jedoch nidht die eingigen, welde der
®leichung geniigen; da |}/ a, wie in dem Anbhange (§. 320, ¢) bewiefen wird,
m verjthiedene Werte Hat, jo Hat aud) dle Gletdung x™ = a cbhenfalls
m Wurgeln, von denen aber im allgemeinen mit den bisher gewonnenen Hilfs-
mitteln bloft die veellen, wenn die Gleichung folde hat, beftimmt werben fonnen.
Nur die binomijden Gleichungen des dritten und ded vievten Grades Ilaffen fich
burd) Furiicfihrung auf quadratijhe Gleidungen jchon hier vollftandig aufldfen.

a) Die allgemeine binomijche @Ieid)ung ped britten Grabdesd ijt
x? = a ober x* —a =0. Da x_l/a emc LWurzel diefer Gleichung und
= —a): (x—l/& —x2+Va x—H/a2 ift, fo fDTgf

x}—a= (x—l/a)(x3+Va x—}—Va)

(Eé wird demnadh) x* —a =0, mdjt nuy menn X — Va =0, alio

N ]/a, fondernt audh menn x? ]/a. x + l/aﬁ = 0 gejetst wirdb, aus

weldjer Gleidung fid) x = ? 2(— 1= /=3) ergibt. Die Gleidung x* =a
hat affo die drei Burzeln
3

= f/a, = V; (—14+1V—3), LA W PR
3. B. Der Gleidung x*—27=0, welde jid) and) jo barjtellen [(&jst:
(x = 3) (x% + 3x + 9) = 0, wird geniige geleijtet, wenn man x — 3 =0,
ober wenn man x4 3x + 9 =20 fest. Dadurd) evgeben fich bdie bdret
LWurzelwerte ‘
x=3 " x=-(=14VI3), x=41-V0
b) Die binomijde Gleidjung des vierten Grades x* — &= 0 ober
(x> — Va) (x* + Va) = 0 with durd) x> —Ja=0 und x>+ a=0
befriedigt; fie fat jomit die Wurzeln
x==%=}V7]a m x==%) —
8. B. Die Gleidung x* + 1 =0 ober x*— (V— 1)2 =x—}V =1
(x2 4+ V/—1) =0 fat folgende vier Wurzeln:
s Y=1=xL041=D
b x =+ }/— 1/_—1=-_ﬂ (§ LA VAR Y

®leidyungen von der Jorm x* + ax™ = b.

§. 221, Hiohere Gleichungen, weldje nur jwei Potensen der Unbefannten
bont foldyer Bejdjaffenbeit enthalten, dajs dev eine Potengexponent das Doppelte
pes anbdern ijt, laffent fich tmmer auf quadratijche uriicjithren; man darf muv
die miebrigere Poteny durch eine neme Unbefannte q}wbrﬁcfen.

¥
i

N!T-“



135

a) Um bie Gleichung x*™ 4 ax™ = b aufzuldjen, jege man x™ =y,
folglich x2™ = y?; bann hat man
y? + ay = b, und daher

A \/i‘}+b.

Wird nun ftatt y wieder der Wert x™ rveftitutert, fo ijt

uiiats tadnd) cga .f‘i
Sg ke 4+b'

jomit, wenn man aus beiben Theilen die mite TWurzel aussieht,

<= (= 5=V T4,
3. 8. xt—13x* + 36 = O.
Setst man x2-—y, jo hat man y2—13y+36=0, weldye Gleidung

‘/193 RIS ekt
alfo y = 9 ober y = 4 glbt. Man Hhat daber, bu x = /vt
x &2 /9 = 84 obensies iz D),
b) 3it die Gleidung
(in + Pxn + q)Em + a(x2n + Pxn + q)m =b
aufsuldien, jo febe man (x* 4 px® 4 Q)™ =y; dann ift y*+ay=h,
woraus i) die Werte von y ﬁLfﬁmmen Taffen.

m

Yug x> 4 px* + q = l/y ober x> 4 px® = |/y — q erhdlt man
fobann, wenn x* — z gejeist wird, ebenjo die Werte von z, und aud diejen
enbdlich) bie Werte von x.

8. B, (x*— 6x + 11)? — 4(x? — 6x + 11) + 3 = 0.

Setst man x> — 6x + 11 =y, jo witd y> — 4y 4 3 = 0, woraus
fih ¥y = 3 ober y = 1 ergibt.

it y = 3 erhilt man damn x> —6x 4 11=23, und aus bdicfer
Gleichung x = 4 ober x = 2.

Fitt y=1 hat man x2—6x+11=1, 1md daher x=53+1V"— 1
obet x=3—1V—1. A

¢) $at eine Gleihung die Form J/'x + af/x = b, jo feke man
'i;x =y, baber J/x = y?; bann ergibt fid)

y? + ay = b, unb darvaus

2m " 2
yﬂ—_yxz_.{_;i ‘/~‘i——|—b,
bafer, wenn man beide Theile jur 2mten Potens erhedt,
a at o ar\em
X = ("“ o =% T -+ b)

/I
| i

2
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3 6
3.8 Vzx—Vx=2

3 6
Segt man |'x =y, fo hat man y? —y =2, daher y = 2 ober
y = — 1, und fomit, ba x = y® ift, x = 64 ober x = 1.

Reciproke Gleidyungen.

§ 222. Gine auf Null veducterte Gleichung feifit veciprof, wenn die
Cocfficienten threr vom Anfange und vom Enbde gleich weit abftehenden Glieder
entroeder alle fowohl dem abfoluten Werte als anch) dem BVorgeihen nad
gleid) fimd, oder alle bei gleichem abfoluten Werte cntgegengejeite BVorzeidhen
haben. 3m lefsteren Falle mufs, wenn die Gleichung von geradem Grade ift,
bag mittlere Glied fehlen.

Die allgemeine Form bder veciprofen Gleichungen it

B A I a2 by wale s b apxist ido= Ok

€ine veciprofe Gleidung hat die Eigenjdhaft, dajs der
veciprofe Wert jeder ihrer Wurgeln ebenfalls Wurzel der
Gletdung ift.

Dat 3. B. die reciprofe Gleidung x¢ + ax® + bx* +ax +1 =10
bie Wurgel w, ift alfo w4+ aw® +bw? +aw+1=0, fo ijt aud)

eite Wurzel der Gleidjung. Denn durd) die Subjtitution x = % erhilt ber
erfte Eheil der gegebemen Gleicdhung den Wert

srhaa Fb.rda. o L= L (14 aw 4 bw? + awd 4 wh),

weldjer Wert ebenfalls = O ift.

Jede reciprofe Gleichung, welde nidht den finften Gvabd iberjteigt, ldfst
ftd) auf quadratijhe Gleidungen uridfiihren.
a) Das Polynom einer veciproten Gleichung des dritten Grades
x5 1 ax? -k axt1.—=0
168t fid) in 3wei Factoren jerlegen, von demen der ecine beziiglich x == 1 umd
ver andere das Trinom einer quadratijchen Gleidung ift.
Berveinigt man 3. B. in der Gleichung
x4 ax?+ax +1 =0,
pie Gliever, welde bdiefelben Coefficienten haben, fo evhdlt man
4+ +axx+1)=0,
oder, ba x® 4+ 1 = (x+ 1) (x* — x + 1) iff,
(x+1)(x*—x+ 1+ ax) =0.
Diefer Gletchung wird geniige geleiftet, wenn man entweder x + 1 =0
oder x* +(a—1)x+ 1 =0 fjetst, woburch man bdret Wurzelwerte erhilt.
Auj gleiche Weife gefchieht die Auflofung der Gleichung

X fax!—ax—1=0.
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b) @8 fet bie reciprofe Gleichung des vievten Grabdes
x*+axP+bx*4+ax+1=0,
in welder bdicfelben Cocfficienten gleidie Borzeihen haben.
Dividtert man durch) x> und vereinigt dann die Glieder mit denjelben

Goefficienten, jo erhdlt man
L

(4 4) +afxr ) +o=0
©ett man nun x—l—f}:y, jo ift x2+2+%—=y2, alfo

x? 4 %,— = y* — 2, folglidy durd) Subftitution in ber obigen Gleichung
y2—2 4+ ay+b=0, und

Wirh jever diefer Werte in die Gleichung x + {— =y eingefetst, o
erhdlt man, da dieje Gletdpmg n Bejichung auf x vom weiten Grade ift,
fitv jeden Wert von y zwei Werte firr x, alfo im gangen vier Wurgeln fitr
die vorgelegte Gleichung. 1

¢) Das Polynom bder reciprofen Gleichung des vierten Grabdes

xt 4 ax®—ax—1=0,
in weldjem bdiefelbenr Coefficienten entgegengejefite Vorzeidhen Haben,
laf8t fid) in gwei Factoven jerlegen, von bdemen der eime x> — 1, ber anmbdere
pag Trinom ciner quadratifhen Gleidumg ijt. ]

Die obige Gleichung [djét jih) sunddhit jo darftellen:

x*—1) +axx*—1)=0.
Run ift x* — 1 = (x2 + 1) (x® — 1); man Hat alfo
=1 Ex+1+ax) =0,
Seit man x> —1 =0, jo erhilt man x==L1; fest manx2+1+ax=0,

fo ergibt fih) x = ————.

Die Gleichung hat alfo vier Wurzeln.

d) Jede veciprofe Gleidung des fiinften Grades

x0 L axt! Lbx* Ebx?taxt1=0

fann auf 3wet Gleihufigen gnﬁ}dgefm}rt"' werbert, bon derent die eime x =1 =0,
unbd bie andere cine reciprofe Gleidumng des vierten Grades ift, in weldher
diefelben Goefficienten gleiche Borjeidhen haben. Die erfte gibt beyiiglich
x=—1 oder x=-1, bdie jweite wird nad) b) aufgeldst und gibt vier
Lurzeln.

Erponentialgleidyungen.
§. 223. Diefe werben mit Hilfe der Logavithen aufgeldst.
a) ®leichungen von der Form a’* 4 pa* = q.
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@epst man a* =y, jo erhdlt man y* 4 py = q, alfo
y=a=— 5k ‘/%’:— + q, nmd daber

e

T log a
3. B. 4= 5.4< = 36 gibt fiir 4=y, y>+ 5y = 36, woraus
- log 4
e = gy =4 = —9 ]roIgt' jomit x—l%g—4—"1

O_g(

Der anbere Wert x = g1bt feine veelle Aufldjung.

b) Gleidhungen von der Form ]/ a+7p l/ e
2x
Fiir Va =7y witd y> + py = q, folglich
2x P "I;g"_“‘_
y=Va=——5=+ ‘/4 ~+ q, unbd bdaher

log a
= g et

9log‘ 4“/‘}*%(1)
B. B, UYus 5 ]/64 — 6 1/64‘ 8 erhdlt man fiir 1/64 =5
4 logibd x 6log 2. o
5y? — 6y =8, daber y =2 oder =—, und x ;ﬁ)g2 2125—2 =3
Der zweite Wert von x ift nidht veell.

I11. @uadrafifde Gleidungen mit mehreven Anbekannten.

8. 224, Gnthilt eine quadbratijche Gleichung mehrere Unbefannte, fo laffen
fich dieje, wie Dbei bdem Gleidumngen bdes erften Grades, mur dann beftimmt
angebern, went o viele von einanbder unabhingige und einander nicht widerjprechendve
®letchumgen vorhanden jind, als Unbefannte beftimmt werden jollen. Die Anf-
(Bjung gejchieht aud) hier nad) den in §. 143 angegebenen Eliminations-Niethoden,
burd) welche man jdlielih) auf eine einzige Gleidhung mit einer Unbefannten
fommt. Die Endgleichung fiberjteigt jedoch hiufig den jweiten Grad und fann
bann nad) den bisher vorgetragenen Lefren nidhf geldst werbden.

Beifpiele.
AR i

Xy ==
Aus bdiefen zwei Gleidhungen folgt:

:’) }nad) ber Comparvationsmethode.

X = ab— o } baher a —y = J;ﬂ, oder geordnet
g y? — ay = — b, woraus fid

y
y=—%& ‘/"T b, ud fomit x = - = ‘/-%;---b ergibt.
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Pean tonnte hier mit Riidficht auf §. 217, 4, audh {o jdhliegen:

Wemt jwifden zivei Grigen x und y bie Deiben Gleidungen x4 y = a uud
xy = b gegeben find, jo find x und y bie Wurzeln der Gleichung x* —ax 4 b = 0.

A xSy e ] AT

- ongmethode.
%0908 - {48 }nari; der Gubjtitutionsmeth

Wird der Ausdrud x — y + 7, welder aus der erften Gleidhung folgt,

in bdie gweite fubftituiert, fo Hat man
14 :
(y -+ 7)2 + 2y% = 118, ober geordmet y? + 5 = 23,

25

weldjer Gleidung die Wurzeln y =3 und y = — o~ entjpredyer.
Werden diefe Werte von y in den Aisdruck x = y + T jubftitutert,
jo exhdlt man x = 10, ober x = —%.
2 Fpaty :
3) iz j‘_ ?2 - gg } nad) der Methode der gleidhen Coefficienten.

Durd) Adbdition undb Subtvaction bdiejer Gletchungen erhilt man
2:;2:128} St x2 = 64} , X =78,
25— o0 Yi =D ye=itb
§. 225. Ginfacher und ficherer, al8 nach den gewdhnlidhen Gliminations-
WMethodent, evfolgt in vielen Fallen die Auflbjung durd) gejdjicite Berbinbdung
und Berlegung der gegebenen Gleichungen, und insbejondere durd) zwedmdpige
Einfithrung neuer Unbefannten.  Man fucht junddit die Summe, Differeny,
pag Product oder dem Luotienten der Unbefanmuten, und entwidelt danm erjt
and biefen Grofen dic Werte der Unbefannten felbft. Vet jymmetrijden,
b. 1. foldhen Gleihungen, weldhe unverdndert bleiben, wenn in denjelben zwei
Unbefanmte x und y gegen einander vertoufcht werden, fithrt meiftens bie
Subititution y = tx jum Iiele.
Durd) Anwendung diefer Vortheile laffen fih aud) einige bHdbhere
Oletdpmgen mit gwei Unbefannten aufldfen.

Brifpiele. O
) x*+y°=a. A |
#Hxy =b. : \ N

WMnltipliciert man bdie zweite Gleichung mit 2, und verbindet die meue

®leidung mit der erften dbuvc) Adbdition und duvth Subtraction, jo exhilt man

x+y?:=a+2b dahrx +y=*Va+2b | Nt
(x —y)? = a — 2b; SITAT L o

jolglity x = ==+ (Va + 2b + Va — 2b),
y==-L (/aFo — Va—1b.

Diefelben Werte von x und y exhilt man auc), wenn man in den gegebenen
®leidyungen y = tx jubftituiert,
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2= ity
y2 4+ xy = bx.
Pringt man die Sleidungen auf die %nrm

SE+Y=a m L&+ =h

jo erhdlt man durd EﬂEuItmhcatwn und ﬁ)mqwu

S w 2

(x + y)? =ab und (y ) S bafer
x4y==%Vabu = =% |/——- woraus fid)
W= _—a't:;_:i_:f'bl/_a_b. unh Va— ol :F 2 Va—l? ergtbt

Lbfe die Letben Gleidhungen aud) durd) die @ub’fmutwn y.— tx auf.
SIEx Y —la e zieih, i e,

Meultiplictert man die erften jwei Gleichungen mit einanbder und dividiert
bag Prodvuct durd) die britte, jo erhdlt man

ab - ab
e R T e —
(4]

C
Auf dbhnliche Avt findet man
= + ‘/ ’ 7=zt ‘/?
4) xy | xz2—a, xy+yz=b xztyz= e
©et man xy = x/, xz =y', yz = 2/, {o hat man

] eyl aplx! biy! sl =-¢:
Daraus folgt
a-fbh—e a4-c—b btec—a_
x' —xy = —:{:é""‘S y=xz2= *:t'g“"" PN G el ey

bamn eriilt man, wie in 3),

S {a.—|—h—c\ (a4 e¢—bi
T +‘/ 2 (b4 c—a) :

S (a—i—b—c) (b4 c—a)
LT Mad oy Sbe0rab) ’

0 {3+°—'b) (b—|-—c—a.)
4 2(a-+b—c)




Sedyster Abjdynitt.
Unbestimmte Glexdyungen.

I. Anbeffimmte Gleidungen des erflen Grades.

§. 226. i}ﬁf)tf eine Anufgabe auf weniger Gleichungen, als Unbefannte ju
beftimmen {ind, fo fann man durd) wicberfholtes Eliminieren der Unbefannten
immer julest cine eingige Gleichung mit zwet ober mehreven Unbefannten
erhalten. Wirdb aus biefer Gleidung bdie eine Unbefannte durd) die fibrigen
auggebriict, jo fann man fiiv diefe letsteren umendlich viele veridhicbene LWerte
jegen, und erhilt dbanm aud) fitr die erjte Unbefannte unemdlid) viele Bevte.
Gine folche Gleichung ift daher unbeftimmt.

Hiuftg wird bet derlet Aufgaben die Bahl ber Anfldjungen durd) bdie
Forderung befdrantt, daj8 die LWerte der Unbefannten gamse, oder gamse umd
sugleid) pofitive Bahlen jein jollen. In diefem Falle heifit die Aufgabe eime
Diophantijde.

Aufldfung in ganen Bablem.

§. 227. Gine unbeftimmtie Gleichung ded erjten Grades [G{st
feine Auflojung in gangen Bahlen zu, wenn die Coefficienten
ber Unbefannten einen gemeinjamen Factor bHaben, Ddurd
welden dag befannte & lied nidht theilbar ift

Beweis, Es fei die auf die einfacdhfte Form gebrachte Gleichung

ax 4+ by = ¢,

wo a, b, ¢ belichige gange Bafhlen darftellen. DHaben a und b dad gemein-
< jame MaB m, durch welches ¢ nicht theilbar ift, fo Hat man

a b c
o + A

Da mm T:T und % gange Bablen find, fo ounen nidyt zuglei) x und y
gamge Bahlen fein, weil fonft aud %.x—l—%.y, folglid) audy —- eine
gange Bahl wdve, was gegen die BVorausfepung ift.

§. 228, Gine Gleidjung des erften Grades mit zwei Un be-
fannten, derem Coeffictenten rvelative Primjahlen find, Bhat
unendlich) viele Aufldjungen in gangen Jahlen.

4
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Beweis. 1. Die Gleidung ax + by = ¢, wo a und b velativ prim
find und a al8 pofitiv vorausdgejest werben fann, I8t immer cine Aufldjung
in gamgen Babhlen s

Denn Jubftituiert man in den aus diejer Gleidung folgenden Ausdruct
s i

a

fiir y nad) und nac) die a Werte 0, 1, 2, 3,... a— 1 und dividiert die
dadurd) fid) evgebemden a LWerte von ¢ — by durd) a, jo miiffen die dabei
erfdjeinenben Divifionsdvefte fdmmtlic) verjhieden ausfallen. Sind ndmlid) m
und n gwei von ben Zafhlen 0, 1, 2... a — 1, und wiirben ¢ — bm und
¢ — bn duvd) a bividiert denfelben Reft r geben, jo dafs

¢c—bm=aq+4rube —bn=aq,+r
wirve, jo echiclte man, wenn man beide Gleihungen jubtrabiert,

b (m —n) = a (q, — q), oder lr)—gm;_ﬁil—) =0y 5T

&8 mitféte aljo b (m — n) durd) a theilbar fein, was nach §. 74, 4, nicht
moglid) ift, dba b und a velative Primgahlen {ind, m — n aber fleiner als a
ift und alfo nidht durdh a thetlbar fein fann. Die Refte, welche fibrig bleiben,
wenn man jewe a Werte von ¢ — by bdurd) a bdividiert, miifjen alfo alfe
verfchieden fein; e8 muf daber, da fie ugleid) jammtlich) fleiner al8 a find,
eirter unter thnen gleic) Nuell fein. €8 fei nun B der Wert von y, weldjer bem
Rejte O entjpridht; dann wird

e AW

—_— s ,

b=y

a
wo o cine gange Bahl darjtelit. Der vorgelegten Gleidumg genitgen aljo die
gangen Bablen Lo Pttt
Xi==ie, me p.
2. Pat aber die Gleidung ax 4+ by = ¢ eine Aufldjung in gangen
Rahlen, fo (8t fie beven unendlic) viele ju.
Denn it fitr diefe Gleidung x = e, y = f cine Anfldfung in gangen
Bablen, fo hat man
ae + bff =c.
Dann ijt aud
ae —abu + bp 4+ abu = ¢, obder
a(e —bu) + h(p+ an) =c.
Der gegebemen Gleichung geniigen jomit allgemein die Werte
= ——bi.. w8 -L.au,
wo u eine willfiliche pojitive oder negative gange Bahl bejeichnet.
§. 229. Anfgabe. Cinme unbeftimmte Gleidung des erjten
©rades in gangen Bahlen aufzuldjen.



I Aufléjung durd) Subftitution.

Mon Deftimmt aus der Gleichung den Wert bdevjenigen Unbefonnten,
peven Cocfficient den fleineven Rahlenmwert Hat, und fubjtitutert darin fitr die
andere Unbefannte nad) und nach die Bahlen 0, 1, 2, 3..., big fiir eine
biejer Gubftitutionen auch der Wert bder erften Unbefannten eine gamge
Rahl wird.

Diefe Aufldjung beruht auf dem Beweife 1. ju §. 228.

Brifpiel, @8 fei die ®leidung 4x — Ty = 5. Man erhdlt davaus

= ety

AT
und ift verfidjert, daf8 wenn man davin fiir y einen der viev Werte 0, 1, 2, 3
fetst, einer der jugehdrigen Werte von x eine gange 3ahl fein wird, jo bdajs
man aljo hdchftens vier Vevjude zu machen braudt. Man finbet fiir y = 3

T b ) o 98
= T =T = 24.

Die vorgelegte Gleidung ({8t alfo die Aufldjung x — 24, y = 3 zu, und
alfe iibrigen Aufldjungen in ganen Bahlen find gegeben bduvd) bdie Formeln
x =244 Tu, y=3 - 4u,

wo w cite willtitclicdhe gange Bahl bedeutet.
Man findet babher folgende Aufldjungen:

fivu=_..-2 — 1 a2 0
ift x=... 101'_ BT 3B
y=..—b — 1 sl C TR T

Das hier angegebene BVerfahren fann fehr weitldufig werdem, wenn die
Qoefficienten betber Unbefannten grofie Zahlen fimd.

IO. Auflojung durd Reduction. (Eulerljhe Niethode.)

®anz cinfad) geftaltet fidh) die Aufldjung, wenn die eine Unbefannte
pen Coefficienten 1 hat. 3. B. aus der Gleichung x + by = e folgt
x = ¢ — by; man fanm hier fiiv y jedbe belichige gamge Babhl feten und
erhdlt dann auch fiiv x eine gange Jafhl.

Auf bdiefen Fall (dfst fih) durd) folgendes BVerfahren auch jede anbere
®leichung

ax dehyi—1=c

uvitdfithren. Nean fud)t den Wert fitr diejenige Unbefannte, welche dew Heineren
Goefficienten hat, {deidet aus bem gefundesten Quotienten die darin enthaltenen
Gangen aud und fept den in Brudform erideinenden Reft einer mneuen
Unbefanmten gleic). Die fo gebilvete Hilfsgleichung (st man in Begug auf
die pweite der wurfpriinglichen Unbefonnten auf, behanbdelt denm erfhaltenen
LQuotienten wie den fritheren und fett diefes Verfalhren fort, bis man endlich,
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ba die Coefficienten in den Hilfdgleidhungen imuer Eleiner werden, auf eine
®leigung fommt, in welder bdie eine Unbefonnte den Coefficienten 1 Hat,
Wird jodann der Wert fitr diefe Unbefannte nach und nady in bdie vorher-
gehenden Gleidpmgen fubftituiert, jo erhilt man julet die Formeln fitr alle
gangen Werte von x und y.

Beifpiele.
1) @8 fjet bie Glethung 19x — 8y — 52 gegeben.
Lost man diejelbe nad) der Unbetannten y, weldhe den Eleineven Coeffi-

cienten hat, auf, jo erhilt man
s E} x — 52

=== T e

8

oder, wenn man au$ diefem Quotienten die davin enthaltenen Gangen

abjonbdert,

y=2x—6+3isj.

Da x und y gange Sahlen fein jollen, jo mujs aud) der in Brudhjorm

erjdheinende Ausdruct 3x8_ L eine gange Babl jein. Sepst man 3::;_ £ u,,
o hat man
y=2x—6 -+ u, ... 1.
Lost man die Hilfsgleidung 3X8_ e u, nad) x auf, jo erhdlt man
o 8u,3—|— 4'

ober, wenn man aud diejemn Quotienten dic Gangen ausjdeidet,

x=2u, +1 42t
3
Ay ) 2u, -+ 1
Da x und u, gamge Bahlen fein fjollen, fo mufs jand =~ "=

-
foldje fein. Bejetdhnet man jie durd) u,, jo ijt
x=2u, +14u,...2).

Die Gleidgung “ "L — u, gibt nach u, aufgeldst

efne

und wenn “—2227—1 = uy gefett wird,
1y ===y g w4 3).
Aus ‘1"—2_—‘1 = ug folgt endlid) die Gleidung
u=2u, +1...4),
in welder die Unbefannte u, den Coefficienten 1 Gat und fitr jeden beliebigen
gangent Wert von ug eine ganze Bahl wird. _
©et man nun den Wert von u, nad) und nad) in die fritheren
Gleidpumgen 3), 2) und 1) ein, o ergibt, fid)
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111= 2“3"‘1"‘“5:3“3"’—1,
x = 6us+2+4+1 4 2u; +1=8u; + 4,
y =16ug + 8 —6 + 8u; + 1 = 19u; + 3.

Die allgemeine Anufldjung in gangen Bahlen ift alfo gegeben durd) die
Formeln

x = 8u + 4, y = 19u + 3,
wo fiir u jede beliebige gange Bahl gejest werden Fanm.
B o 220 100 S pgre= e g A i)
iftx= ... — 76 —4> 4_ 121584 ...
y= ... —187p" <164 22| 193

2. @8 fei bie @[etd)ung 11x + 28y = 106 in gamen Ban[en autfz
suldfen.

11x 4 28y — 106 gibt x — 22 — 287w rg [ 2y+7—6”

af i
=9 — 2y + u,,
=6 7 =ilu, 1—5u,
___ll—y =l P — il LG Tl uy ‘g_u
— 1 f— 111 + 11-,,
RO ) ulzi%ﬁ“—’:-—uz-ﬁ—““’
= — Uy + ug;
1 —u, :
= U n Uy =1 —Dbu,, SN o
Hievaus ergibt fich durd) allmdhliche Subftitution
uy =—1+4 dug + ug = — 1 + 6uy,

y =14+1—06uy;+1—5u;=3—11u,,
x =9 —6-422uy; — 1 4 6uy; = 2 4 28u,,
wo uy jede beliebige gamze Bahl fein fanmn.

Bufag. Die Methode von Lagrange, eine unbeftimmie Gleidhung bdes
crften. Grabes mit $ilfe der Kettenbriiche in gangen Bahlen aufuldien,
wirh weiter unten (§, 248) angefiihrt werben.

§ 230. 1. Nm ein Syftem von zwei Gleidungen mit drei
Unbefanuten in gamgen Bahlen aufsuldjen, leitet man aus demfjelben durd
Glimination eine Gleidung mit jwei Unbefannten ab und (68t diefelbe nadh
einer Der in §. 229 angefithrien Wethoden auf. Subjtituiert man dbamn die
gefundenten allgeneinen Werte diefer beiden Unbefannten in eine der Glei-
chungen, welde auch bdie dritte Unbefannte enthalten, und (88t biefelbe al8
cine gweite unbeftimmtc Gleihung auf, fo evgeben fid) sulest die gujammen-
gefovigen Ausdriide fitv alle drei Unbefannten.

2. Mm eine unbeftimmte Gleidung mit mebr al8 zwei Unbe-

tanunten in gangen Bahlen aufjuldfen, wendet man die in § 229 unter IL
Motnit, Avithmetil und Wgebra. 10
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entvicfelte Reductionsmethode an. Wan fommt aud) hier julept immer auf
cine ®leidung, in welder die eime Unbefannte 1 zum Coeffictenten hat, und
erhdlt danm durd) gehovige Subftitution bdie allgemeinen Ausdriife fiiv bdie
Unbetannten dev gegebenen Gleichung, in dement jedod) meift mebhreve Hilfs-
Unbefanute erjdeinen.

Aufléfung in gamen nnd pofitiven Bablen,

8. 231. Die Gleidung ax + by = c hat eine begrenzte, bdie
®leidhung ax — by = ¢ eine unbegrenzte Anzahl von Auf-
[Bfungen in gangen pojitiven Bahlen.

Beweis. 1. 3ur Auflofung der Gleidung ax + by = ¢ in gangen
Rahlen hat man die Formeln

x=a—bu. g=pF4 au.

Solfenr nun x unbd y pofitiv fein, jo mujs

¢e—bu=>0 und g+ au=> 0, alfo

u<% umnd u>—**§*

jein.  Man erhilt daher nur fir folhe gange Werte von u, weldhe wifdhen
dent Grengen % unh — ’% liegen, gamge und pofitive Werte von x unbd y.

2. Der Gletdhung ax — by = c geniigen bdie gangen Werte
S —@a-bu,. y=0D0+ an
Damit x und y pofitio feien, mujs
¢+ bu=>0 und B+ au=> 0, aljo

u>— umb u>——§

fein. Da e8 unendlich viele ganze Werte von u gibt, welhe > — - und
jugletd) > — % find, fo fomnen aud) x und y unendlid) viele gamge und

pofitive Werte Haben.

§. 282. Aufgabe. Gine unbeftimmte Gleidung des crijten
Grabdes in gangen pofitiven Bafhlen aufzulifen.

Man ftellt guect die allgemeine LWojung in gangen Sahlem auf und
bejdjriintt dann die noch willfiirlichen Werte fitr die Hilfé-Unbefannte jo, dajs
bte Ausdritcfe fiir bie Unbefannten dev gegebenen Gleichung pofitio werden.

Beifpiele. 1) E8 foll die Gleihung 13x + 19y = 356 in ganzen
pofitiven Bahlen aufgelost merden.

Aur Aufldjung in gangen Babhlen erhalt man

x =42 —19u, y = — 10 4 13u.

Damit nun x und y pofitiv feten, mufs A

42 — 19u >0, aljo u < 42 und
—10 + 18u >0, alfo u > 1§ fein.
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Fitv u fonnen daher nur gange Werte ywijden den Gremzen 1§ und 42,
jomit e bie gwei Werte w = 1 und w = 2 gefet werden. Die Gleichung
lafst aljo gwei Aufldjungen in gangen und pofitiven Bahlen ju:

e w= L ith = =08 v = i
; a2 70 oS Tl S {6

2) Man [bje die Gleidhung 18x -+ 17y = T7 in gangen und pofitiven
Bablen auf.

Die Gletchung in gangen Bahlen aufgeldst gibt

X2 —ul (ulan=s 3511310

Damit 2 — 1Tuw >0 und 3 + 13w > 0. werde, mujd u << & und
u > — % fein. Da man fiiv u nur gange Sahlen, die Null mitgerechnet,
feen darf, fo fann bdic eingige Subjtitution u = O fiir x und y gange und
pofitive Werte geben; man erhdlt dafiir x = 2 und y = 3.

3) Die Gleidung 7x — 17y =50 in gangen pofitiven Bahlen auf-
sulbfen.

Die gangen Werte von x und y enthalten die Formeln

x=17u+ 12 und y="Tu -+ 2,

aug derert man fogleic) erfenmt, daf8 fiiv u feine negativen Werte, dagegen 0
und alle pofitiven gamgen Sahlen gefefit werden biirfen. Die Aufgabe Hat
unendlic) viele Auflojungen;

1P AN N (P
evhdlt man x =12 | 29 | 46 | 63 |...
Ne— 20 [ 9 TCR ISR

4) Der Brud) 2737Q foll a8 Summe jweier Briide bdargeftellt werben,

peven Nenrter 7 und 11 find.

Heifien x und y bdie Bdhler der gejuchten Briide, fo hat man

o L= 20 gher 11x 4 Ty = 230.
Dieje Gleidhung in gangen Bahlen aufgeldst gibt
x=5—1Tu, y=20-411u.

Damit 5 — Tu >0 und 25 + 11u > 0 werde, mujd u < § und
u > — % gefetit werden. Diefen Bedingungen entfpreden fiir u nur die
brei Werte 0, — 1, — 2. Man Hat daher

firu=0 ...x= 6, y=25;
% 11=-—1...X-=12r Y:14; A
ol s LR AR yie=28i ‘_-‘ G e
Die gefuchtenn Briiche find dermmad) / ',',/
5 25 12 14 19 /N5 1/
e und 7 oeE = und <1+ ober e unbh TR A/

10%
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IL. 2Anbeflimmte Gleidungen des jweifen Grades.

8. 233. Die allgemeine Form eciner quabratijchen Gleihung mit zwei

Unbefannten ijt
Ax* +Bxy+ Cy? + Dx +Ey 4+ F =0.

Dabet find swei HDauptfdlle ju unterfheiden: entweder fommt die eine
Unbefannte, 3. B. y, nur in der erften Potens, oder e8 Fommen beibe
Unbetannten in der zweiten Poteny vor. Jm erften Falle erhdlt man fiiv y einen
von x abfingigen Ausdbruct in vationaler, im weiten in ivrationaler Form.
Sn beiben Fallen genitgen der Gleichung unendlich viele Werte von x und y;
oie Bahl der Aufldjungen wird jedod) gewdhnlich duvc) die Bedingung bejdyrintt,
bajs fiir quadratijhe Gleidungen, in bdenen bdie eine Unbefannte nur in der
erften Potenz vorfommt, x und y gany pofitive, fiiv Gleichungen dagegen, in
beent x und y in der zweitenn Poteny vorfommen, diefelben iiberhaupt ratio-
nale Bahlen fein jollen.

Die Shwicrigleiten bei bder Lojung bder umbeftimmten Gleidjungen des
sweiten @rades find ungleid) grofer und mannigfaltiger, al8 bei ben unbe-
ftimmten ®Gleidungen des erften Grabes. Hiev follen nur die widtigeren hieher
gehorigen Anufgaben unterjudt werden.

8. 234. ZAnfgabe. Gine quadratijde Gleidhung mit 3wei Un-
befannten, von denen bdie eime nur in der erften Poteni vor-
fommt, in gangen pofitiven Sahlen aufzulofen.

Rommt y nur in der erften Potenz vor, fo hat die quadratijdhe Gleidung
awifhen x und y die Form

Ax* 4+ Bxy+Cx+Dy+4+ E=0,
wo A, B, C, D und E al8 gange Bahlen, nnd iiberdies die Coefficienten der
Unbefannten al8 velative Primzahlen (§. 228) anjunehmen feien. Lost man
die Gleidung nad) y auf, jo folgt
— Ax? — Cx —E

R T A
oder, wenn man wirflih) bdividiert, bi8 der Reft fein x mehr enthdlt, ein
AusdHrud von der Form

y=mx +ptg s
Sind m, n, p Briide, jo erhdlt man durc) Multiplication mit dem
Feinften gemeinjamen Bielfachen der Nenmer eine Gleichung von der Form
‘ d
ay — bx + () Bx+D°

Damit mun x und y ganze pojitive Sahlen jeien, muis sunddjt d durd
Bx + D theilbar fein; man jerlegt daher d in alle feine Factoven, nimmt
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fiir x nur folde gamy pofitive Werte, fitr welde Bx + D ein Factor von
d ift, und wdhlt danm von diefen Werten felbft nur diejenigen, fiiv welche
aud) y pofitio wird.

Brifpiel. €8 jet 2x* + 8xy — 4x — 2y — 20 = 0 in gangen pofi-
tiven Babhlen aufuldjen. Man erhilt

196
o—2x*44x'420 2 8 97in)
ST T PR s g P e
bafer 9y:_6x+8+%,

Nun judt man alle Factoren von 196 (§, 83, Fujag) und fest
3x —2=1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196, baher
=il o4 A8, Byiats 10510, 420, 466,

S y=— Qx;j'j’; et ift ber MNenmer fitr feden gamgen pofitiven

Wert von x pofitiv; damit aud) der Bdhler pofitiv werde, bdarf man fiiv x
mir folde gamge pojitive Werte fehen, welde fleiner ald b find. Von den
obigen Werten von x find bemnacd) nur 1, 2, 3 braudybar und man finbet
orvei Aufldjungen in ganzen pofitiven Sahlen:
il e 3
=226, 2.
§. 235. Aufgabe. Cine quadratifde Gleidung mit jwei Un-
befannten, von benen eine nur in der zweiten Poten; vorfommt,
in vationalen Jafhlen aufzuldfen.

Die allgemeine Form einer folden Gleidung ijt
y2=ax?*+ bx + c.

Die Aufldjung foll hier nur fiiv einige einfachere Fdlle gegeigt werben.

1. @8 fei a — m? cin vollftindiges Quadrat. Man fete

y:]/mzx” + bx + ¢ =mx + p, alfo
m’x?® 4+ bx 4 ¢ =m?x? 4+ 2mpx + p?

R 4 o
woraus i iy e
folgt, wo p eine belichige rationale Bahl bedentet. Hiernad) wird
froma | Py i 5
y=mx-+p= ‘Tp—__ﬁ:% +p=-F . i";mp_mc, affo rational.
Sjt 3. B. y =V9x2 4+ b5x + 3, o erhilt man x = &—‘5’5:_—'6—;-- und
— 52809y wman filr p febe Deliebige tationale BaBl, p=
o e e o t p jede beliebige vationale Bahl, p =

augenommen, feten fann. Fitr p=1 wirh x =2 md y = 17.
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2. E3 fet ¢ = n? ein volljtandiges Quabdrat. Mean jege

yz]/a,xz—i—bx—l—n'?:px + n, aljo
ax? + bx + n? = p’x® 4 2npx + n?

np b _Ep*—bp+an
woraus X = utb y =px+n 5ot

folgt, wo p irgend eine ratwnaIe Bohl bedeutet.

3. €8 lafle fidh) der Ausdruct ax®> 4+ bx -+ ¢ in zwei rationale Factoren
seclegen, was nod) §. 219, 2 exfiillt wivd, wenn die Gleidhung ax+bx+-c¢ =0
rationale Wurzeln Hat.

Sind qx - r und sx -+ t die beiden rationalen Factoren, fo feke man

y=V@x+1 x+t)=p (sx+ 1) alfo
(gx + 1) (sx 4 t) = p® (sx + t)%
woraus x=E=tumby=phx+t)=
folgt, wo p eine beliebige rationale Rahl bebeutet.

§. 236, Aufgabe. Cine vollftdndige quadbratifde Gleidung
mit 3wet Unbefannten in vationalen Bahlen aufzulijen

LWird aus der allgemetnen Gleidhung

Ax* 4+ Bxy+Cy*+Dx+ Ey+F =0
y eniwidelt, jo erhilt man

Bx-I-E ‘/Bx+E Ax* 4 Dx | F
Ferzpr=d

p(qt—rs)
q—p°s

==

£C? a
ober
e 2_16 {—®Bx+E) L VB —4A0)x* + @BE —40CD) x -+ (B — 4CH)},
und wenn

B? — 4AC = a, 2BE +- 40D = b, E? — 4CF = ¢
gefefst wird,

¥ = E“C{ Bx + E) &= Vaxz—f—bx—}-c}
Die Wiung der vorgelegten Gleidung reduciert fih) alfo auf die vorher-
gehende Aufgabe (§. 235), alle rvationalen Werte von x ju finden, fiir welde
per Ausdbrnd J ax?+ bx +c rational wird.



Sichenter Abjdynitt,
Rettenbrivde.

§. 237, Ein Brud), deffen Nenner die Summe aus einer gangen Jaht
und einem Brudje ift, von weldem der Nenner wieber diefelbe Bujammen-
fepung Haben fanm, Deift ein Rettenbrud). DHier joll nur von jolden Ketten-
briichen bie Jede feim, deven alle Rdhler 1 find; thre allgemeine Form ift

1 et
1
a- 1
b
C oy
Die Briiche }T' ib, %, .. beifen Glieber bdes Rettenbrudes. Hat

ver Rettenbrud) eine endlidhe Sohl von Gliedern, fo Heifpt er jelbft ein end-
licher, fonft ein unendlidher Kettenbrud.

Permandlung eines gemeinen Brudyes in einen Kettenbrud) und umgekehrt.

§. 238. Aufgabe. Ginen gemeinen edhten Brud) in einen
Rettenbrud) ju verwandeln.

Mean bdividieve den Nenner durd) den Bdhler, dbann den fritheren Divifor
purd) benm Reft!, den neuen Divijor burd) den memen Reft, u. {. w., big eine
biefer Diviftonen ofjue Reft aufgeht; die eingelnen Quotienten find die Nenner
ver aufeinander folgenden Glieder des RKettenbrudies.

Beweis. 3t - ein edhter Brud), alfo a << b, jo hat man

B 4 ey 1_ &
BN Lane
1 1
=t 1 = . i
== ks T,
9 + a:rT, &L + 92 + _I_'f—
=qi.+i+ it S L
s I, T, gt qs + "I':”f . i. m.,
wenn b :a bden Quotienten g, mit dem Rejte r,,
a 1Ty g " qQa » " " Ty
Ty 2Ty 4 " qs n 1" n Tg

i . w. gibt.
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Der bier begriinbete Rechnungsgang ijt fbeveinftimmend mit der in
§. 72 sur Auffindung bdes grofiten gemeinjamen Mafes von b und a ange:
gebenent Rettendivifion, woraus folgt, dajs man aud) hicr, wie dort, endlidh
ouf etnen Reft = O fommen miiffe. Wire in der obigen allgemeinen Ent-
widlung 3. B. ry = 0, jo hdtte man den endlichen Kettenbrud)

sBipats bopt w
b_m+g+%
Der gemeine Brud) % witd in Begug auf den erhaltenen Kettenbrud)
ber @rgcugungﬁbrudj gentanmt.
3it 3. B. ﬁi in eiten Rettenbrud) ju verwandeln, jo hat man folgende

Redymung :
151 ¢69 =2 mit dem Refte 13 ober 69| 151|2 = q;

69:13 =5 " " 1" 4 4 13 5:(12
J3r: balisgg rabngs D30F ' 113 =g,

69 1
daber = = —-

1
2T _sle,_ i _i‘

Bufat. Um einen unedten Brucdh in einew Kettenbrud) zu ver
wandel, ftelle man denjelben al8 cine gemifdhte 3ahl dar, verwandle dann
ben angehingten echten Bruch in einen RKettenbrud) und fete diefem noch die
erhaltenc gange Aahl voraug. Der Qettenbrud) hat in diefem Falle die Form

T [ e DL
& + g, +E"+

§. 239. Aufgabe. Ginen endlidhen Kettenbrud in cinen ge-
meinen Brud) ju verwandeln.

Man vereinige das lege Glied bes Kettenbruches mit dem Nenmer des
porleten ju einem unechten Brudje und dividiere badurd) den Bdhler 1 diefes
vorleten Gliedes; den evhaltenen Brud) vereinige man wicder mit dem Nener
bes vorfergehenden Glicdes und dividiere dabdurdh) dem dhler 1 desjelben, unmd
jetie diejes Berfahren bis zum erften Glicde fort.

1 128 ;
3. B. T+%+ﬁ1_ | = 5 Nean vechnet :
Wik 5
T ki R T e O
&t &=t 41?3+41 417128 — 1287
5T 4

41 Bp3, 1 128
4 4 155 = 1987 568 — Bo8'
128
Gin andere8 BVerfahren, cinen RKettenbrud) fn einen gemeinen Brud) ju
verwandeln, wird weiter unten (§. 241) angegeben werden.



Naherungsbriihe und ihre Eigenfdyaften.

§. 240. Bridt man einen Kettenbruch bei irgend eivem Gliede ab und
verwandelt den big dahin veidhenden Rettenbrud) mit Bernad)ldffigung der
folgendben @lieder in einten gemeinen Brud), fo heifit diefer ein Ndherungs-
brud) be gamjen Rettenbrudjes, und jwar der erite, 3weite, dritte,...,
je nachbem man nur das crfte, oder die erften swei, drei, .... Glieder in
Anfprucd) nimmt. Begeidnet man fiiv den RKettenbruch

1 1

I S

o i,
9s - q, +
. ; h 3 7. Wy, ;
bie aufeinander folgenben Ndherungsbriiche durd N—, VNL, Foh e » fo ijt
1 2 3
Bop d B L S e e
N, gl My qy + ?’ N, q +_f;; -~{—<?, 118 i. .
3

Bei einem endlichen Kettenbrudhe ftellt der leste Niherungsbrud) ugleid
ben Grjeugungsbrud) felbft dar.

§. 241. Dev Bdhler eines Naherungsbrudes (vom dritten an)
ift gleich bem Producte aus dem Zdhler desd vorfhergehenden
Niaherungsbruchesd und dem Nenner desd neu hinjufommenden
Glieves, vermehrt um den Bdhler ded jweitvorhergehenden
Naherungsbrudes; ebenjo ift der Nenner einces Naherungs-
brudes gleich dem Producte aus dem Nenner des vorhergehenden
MNaherungsbrudhes und dem Nenner ded neu jugezogenen Gliedes,
vermehrt um bden Nenner ded zweitvorhergehenden Ndherungs-
brudes.

Beweig.  Fiiv die erften Naherungsbriiche crhilt man:
Z,

= qi, baber 7, = 1, N; = q,.

N,
7. 1 1
o T 1 = baber
N, 9 +TI:_ ‘_1:‘{14"1 qlq +1’ f’
0y
Z2:q21 N2=q1q2+1-
Wi Sugl
o — e “ ‘i 1
%, h+%+%:—+ 1L ==+ _ o
R (L o A, R |
qs
1 o LA P e q, qs + 1
q:qaqa-{-ql-{-% GGG+ G e (G e 6t
9, q; + 1

A AT j
Ober 'N: TR z:iN,’ baber Zy = Z, qs + Zy, Ny = N, q3 + N,;

woraug Hervorgeht, dafd bas obige Gefet filr den dritten Ndherungsbrud)
riditig ift.
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®ejest mm, dasfelbe Gefets gelte fitr den n ten Naherungsbrud), o dajs
Zn _ Zo-1i @ + Zn—p
NGt Nn—1 qn + Nn—g

fet. Mm aug dem n ten Niherungsbrudye den (n -+ 1) ten 3u erhalten, darf man
mit Riicficht auf die Glieder des Kettenbruches, weldhe ju -% und 1‘3:3 gefdrer,

feen.  Wan erhdlt dann

nur in dem evjferen qo

Zn—g
qn+1) + N Bt (qn el £ 1) F Zoo gyt
= Nn—1(qn gnt1 + 1) + Moz qois

Zin—
Zn+1 e n 1(Qn+

N —
a2 Nn—1 ((ln + -q—-;—i-) -+ Nn—2

(Zn—l qn Zn—2) qn+1 Zu—l

T Ma—1n :II-_Nn 2) gnix -T-N gt
Znt1 _ Zn qodt + Zn—
\ln+1 Nn qn+4-1 Nn—1"

®ilt daher das obige Bildbungsgefets fitr den n ten Ndherungsbrud, fo
ift e8 aud) fitr den (n 4+ 1)ten vidtig. Nun gilt diejes Gefets, wie gegeigt
wurbe, fitr ben dritten Ndhevungsbrud), aljo gilt e aud) fiir den vierten,
folglic) auch fitv den finften, u. j. w.; folglich gilt dasjelbe allgemein.

Mit Rixdjidt auf die hier nacdhgewiefene Eigenjdjoft lafjen fidh aus den
swet erjten Naherungsbriiden ohne Schwierigleit alle nadeinander folgenden
NRaherungsbriiche und daher bei emem endlicdgen Kettenbruche aud) der Eryen-
gungsbrud) beftimmen,

3. B. Fir den RKettenbrud)

2+ Al e

¥ el
Z, 3
hat man W2 N 17
bafer
Zy= 3.4+ 1= 13, Ny= T.44 2= 30; %‘3%?
v 3
T =188+ 8=, 88, Ne=1180.5 4 T==167; 20— o
Z; = 68.6 + 13 = 421, Ny — 157.6 + 30 = 972; '1%_ 25:3—;5
5

ober Nenner 2 e LIS ety

3 13 68 421
Ndherungsbritche —— 2 ). W B hiinan Bist

Der lepte Naherungsbrud) jtellt jugleich den Erzeugungsbruch ded gege-
benent Rettenbruches bar.

§. 242, Die Ndaherungsbritde mit ungeradem Stellenzeiger
ftnb grifer, die Naherungsbritche mit geradem Stellenzeiger
find fleiner al8 ber vollftdnbdige Wert des Kettenbrudes.



Beweis. Dritdt man die nad) dem erften, jweiten, dritten, .... Gliebe
weggelaffenen Theile des RKettenbruches durd) x,, x,, X3 .... aud, jo it
a 1 1 1
. B 1 L

T—q“,ﬁ"if+(;—1+;“ﬁ+—c§+m“

ljl

Pum it q; < q, + x,, daber q— > + , Dder >—-
: 1
Serner ift q, << q, + x4, Daber q— > uf-f, fomit aud) gy + -
=>q; + q—_;—_T; folglid) : s : —— ober - ‘ <—~
oy 1S e RN
9, Q2 1 92
Durd) diejelbe Schlujsweife ergibt fich
Z a Z, a :
~N“; P xS Ht i
alfgentein %::%i = umb %:% -

Folgelay. Der volljtindige Wert eines Kettenbrudhes liegt immer wijden
swet unmittelbar aufeinanber folgenden Naherungsbriichen.

§ 243. 1. Die Differens zwijden zwet unmittelbar auf-
eintanbder folgenden Ndherungsbritchen ift gleid) einem Brude,
pefjen Bdfler == 1 und defjen Nenner das Product der Nenner
ber beiden Ndherungsbriicdhe iit.

Beweis., E8 ijt

Zil_ _E'i _ Zp_1 Nn — Zp Np—1

Nn—1 Na & Nn—1 Na

Lo Inpi Zo - Zm guidof Zoed

Nn Nn-|-1 Nn Nn Qn41 +Nn_

, unbd

10 Zn No a1 Zno Na') 1 —(Zn—;l Nn—zn Nn—l)
= Nu (Nngn4t + No-1) N Nn+1
Dicrnad) ift allgemein der Bdhler des Bruches, weldher die Diffeveny
%E— — ;ﬂi ausbdriictt, dag Cntgegengefette des Bdahlers von dem Bruche fiir
bie Differen Z“‘i i", aljo fiiv dic nddftoorhergehende Differen;. Nun

ift diefer Bdbhler fiir die erfte Differeny, d. 1. fiir
Z oy 9z e Al et

N, e g _(h 4@ 1 T4l +1) NN
gleid) + 1, bemnadh fiiv bdie weite Diffeveny — 1, unbd fofort fiiv die auf-
einander folgenben Diffevenzen abwedhfelnd + 1 und — 1.

2. Die Differeng jwifden einem Ndherungsbrude und dem
vollftdnbdigen Werte eines Kettenbrudes ift abjolut gemommen
fletrer af8 ein Brud), defjen Bdhler 1 und deffen Nenner das
Quadrat des Nenners des Niherungsbrudes ift.
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Da der volfftandige Wert —‘Eu bes RKettenbrudies immer wifchen zwet

unmittelbar aufeinanbder folgenden Nahevungsbriichen legt, o ift der Unterfdhied

Zin _’i : . 3 Zin Zn+1
%, — 7 Objolut genommen Heiner al8 der Unterjchied g,

Zin a il
N-T b < Nn Nnt1 3

, fomit

Wegent Npyq > N, ift nun Ny Npyq > Ni, und
i Bt S

Na b i

Bufoly. Da N? <N <Nz <N 2 < ..., baber

1 1 1 1

MM MW

fo folgt, daf8 jeder folgende Mdherungsbruch von dem volfftdndigen Werte bes

Rettenbruches um weniger verfchieden ift, al8 der vorhergehende, dajs fidh alfo

die aufeinander folgenden Neiherungsbriiche diefem Werte immer mehr ndhern,

bi8 dev lefste, wenn e8 eimen gibt, mit ihm zujammenfdlit.

§. 244. Bdhler und Nenner einesd jeden Ndherungsbrudes
jind relative Primzafhlen.

Zn—1

&itr die Niherungsbritde 7 — und hzl'—: ift (§. 243, 1) abjolut genommen

Zny Ny — Zs By = 1.

Wiiven nun Z, und Ny, nidyt velative Primzahlen, jondern fie Hitten ein
gemeinjames Mo m, fo wire m aud) cin Maf von Zuys Ny — Zn Nay
(§ T1) und folglich ein Maf von 1, was nicht mdglidh it.

§. 245. 3Bwijden zwei unmittelbar aufeinanbder folgenbde
Naherungsbriide (d8t jich fein Brud cinjdalten, deffen Nenner
nidt grofer ift, al8 der grofere Nenner der beiden Ndherungs-
briidye.

Gefest, e8 wiirde der gemeine Brud) - 3nnic[)en vent Naherungsbriichen

1
T sz daber aud)

=

Z J
. md "+‘ liegen, fo mitfste abjolut genomtmen
Zn p Zn Znti1 Zn ¢ — Nn p 1
£ Pty i oder o g <% Nogi” baber
Zn q = N:n p il
q Nn+1

fein, was nur moglid) ift, wenn der Nenner q > Ny ift, weil Zy ¢ — Na p
eine von O verjchicdene gamze Bahl, alfo = 1 fein foll.
Jolgefay. Jeder Ndherungsbrud) drict den vollftdndigen

Wert des RKettenbrudes genaumer aus als jeder andere Brud,
der einen fleineven Nenner hat.
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Anwendungen der Kettenbriidye.

§. 246. Aufgabe. Dag Verhaltnis yweier grofer ZJahlen durd
fleinere moglidhft genau davzuftellen.

Pan vermandelt den BVerhiltnisquotienten in einen Kettenbrud) und
beftimmt deffen Vedherungsbriiche ; diefe dritcfen den gefuchten Duotienten in den
Eleinften Babhlen mit der groften Anundherung an deffen wahren Wert aus.
(8. 245, Folgej.)

3. B. Man foll die Berhiltniszahl der Peripherie eined Kreifes su
peffen Durdymefjer, d. i. 3-1415926 bdurd) fleineve Bahlen miglid)it geman
augbriicen.

__ 81415026
Ll
Naherungsbritche :

8) uy, "ufpivigiiinggs
22 333 355 86598
W 8 A TR THE LT T AT
§. 247. Aufgabe. Gine ivvationale Quadratwurzel durd die
Niherungswerte eines Kettenbrudes ju beftimmen,
€8 jet 1/a ju beftimmen. Man jude die gropte darin entba[tene Bahl q

wmd fee Va = q + w0 - = Va— q <1, baher x; = 5> 1

3
1

jein mujs. Nun jude man wieder die grofte in x;, —= Val—q enthaltene ganze

Bahl q, und fete x, = qu 4, w0 — < 1 wdx, = fein mufs_
Gefit man diefed BVerfahren fm:t, und find die grofiten m x,, xg, ...
enthaltenen gangen Bablen qs qz...., 0 E)at mat

Va_q+q +_—_q+ 1+q +_...

Durd) die aus bem erI)a[tenen Rettenbrudie hervorgehenden Naherungs-
werte fonn T/ a mit jeber beliebigen Sdydrfe bevechmet werben.
3t 3 B, 114 3u beftimmen, fo Hat mon jolgende Redhmumg:

Vid=3 4+,
oz, S Ve v 1S
" X2£v14ﬁ—f_“vma+ —2+*VE'————?—~2 -!-L
; Xs_mf.—% V145+2 g VA= 1_|___ﬁ
. Xi= ﬁf—_ﬁ V14+_3_6+1/14_—3 6_|_?
¥ X5=V14—3’ weldes wieder =x, =1 +%_,
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fo bafs die MNenner 1, 2, 1, 6 immer wiederfehren. Man Hat alfo

1
14=38+4+ - , 1
L i B (e
5 g 1
6 + i 1
D
65k su
Die Niherungdwerte find:
3 4 11 15 101 116 333 449 3027
G A T T T o SR R T T T

Sepit man /14 = % = 3-741656. .., jo ift der Fehler Fleiner als

"gggr :63_417451 = 0-0000015...; e8 ift aljo /14 anf 5 Decimalen genau
beftimmt.

§.  248. Anfgabe. Gine unbeftimmte ®leihung des erjten
Grades mit Hilfe eines Kettenbrudes in gangen Zahlen aufzu-
[6fen. (Ragrange’fde Methobde.)

Um fiiv die Gleidung ax by ==-c¢, wo a, b und ¢ pojitive
Baflen find, eime Aufldjung in gangen Bahlen zu erhalten, verwanbdelt man
a

o in einen RKettenbruc) und bevechnet den vovlesten Niherungswert desfelben

1
=5 Pag—2 =§f—q, aljo aq — bp === 1 (§. 243, 1), bakier audy

acq — bep = == ¢ ift, fo haben x und y bdie abjoluten Werte cq und cp,
und gwar mit denjenigen BVovzeiden, welde mit Riicficht auf die Vorzeichen
ver borgelegten Gleichung bder identifhen Gleidung acq — bep = % ¢
geniiger.

Beifpiel. €3 foll 9x 4+ 29y = 15 in gangen Bahlen aufgeldst werbden.

Pean vermanbdle % in efnen RKettenbrud) und beftimme bden vorletten

Naherungsbrid % Da % — i43 :2—';1—2, aljo 9.13 — 29.4 = 4+ 1 und

9.13.15—29.4.15=151jt, fobilbenx =13.15=195, y =—4.15=—60
eine Aufldjung der Gleidhung in gamgen Bahlen, und man erhilt dann
(§ 228, 2) al8 allgemeine Lijung

x =195 — 29y, y = — 60 4 9u,
wo die Hilfs-Unbefannte u eine willkivlidhe gange Sahl beeichmet.



Adpter Abjdmitt.

Progressionen.

§. 249. Eine Folge von Baflen, welde nad) einem beftimmuten Gefete
jortjdyreiten, Deifst eine Reihe, aud) Progrefiion. Jede diefer Sahlen with
ein Glied dber Reibe genannt. Die Zahl, welde angeigt, die wievielte Stelle
in ber Reife cin Glied einnimmt, Heift der Jeiger bdiefes Glicdes.

Gine Reihe Heifit fteigend oder fallend, je naddem die aufeinander
folgenden Glicber immer groficr oder tmmer fleiner werben.

Gine Reihe interpolieren beiRt, wifdhen je zwet aufeinander fols
gende Glieder eine beftimmte Bahl von Gliedern einfdjalten, welde mit den
®liedern ber gegebenen NRethe wieder eime Reibe derfelben Art bilben.

L. Arithmetifdie Progreffionen.

§. 250. Gine avithmetifde Progrejjion ift eine Reibe, in weldper
vie Diffevens fe zweter aufeinander folgenden Glieber (dag vorhergehende als
Subtrafhend genommen) diefelbe Bahl ift. Diefe conftante Diffeveny heifst die
Differeng ber Progreffion. So find

1, 4 7 10ud8, 48 19858 ...
und 50, 47, 44, 41, 38, 35, 32, 29,. ..
avithmetijdhe Progrefjionen; in der erften ift 3, in der zweiten — 3 bdie
Differeny.

1. 8n einer avithmetifden Progrefjion ift jedes Glied
gleidh) der Summe ausd dem erften Gliedbe und dem Producte der
Differeng mit dbem um 1 verminderten Beiger ded Gliedes.

Beweis.  Begeidnet allgemein a, dag nte Gliedb und d bdie Differeny
ber Progrejfion, jo ijt

ay = ay,
ag=a; + d,
ag = a, + 24,

2y = a, + 8d, u §. w.
Der Say ift alfo fitr die Anfangsglieder rvidtig. ®ilt aber derjelbe fiir
irgend ein Glicd an, jo daf8 an = a; + (n — 1) d ift, fo mufs er aud fitr
bag nddjtiolgende Glied anyq giltig fein; denn



ang1 =an+d=a, +m—1)d+d=a, +nd

Hieraus folgt, dajs der obige Sap allgemein giltig ift.

Dte Formel a, = a, + (m — 1) d heift das8 allgemeine Glied
ver Progreffion, weil daraus, wenn man fiir n nad) und nadh 1, 2, 3, 4,...
fetst, alle Gliedber der Progrejfion abgeleitet werben fonmen. .

2. 3u einer arvithmetijhen Progreffion ift die Summe
trgend einer Angahl von Anfangsgliedern gleich dem Probducte
aug der halben Anzafhl diefer Glicder und der Summe des erften
und legten Gliedes.

Beweis.  Jft a, das nte Glied der Reihe, jo ift an — d das ndidjt-
voranftehende, an — 2d dag diefem vovangehende Glied, u. {. f.

Dritdt man nun dbie Summe dev erften n Glieber durd) s, aus, jo it
S0 =8y + (a1 + &) 4 @ +2d) +. . (a0 — 2d) + (a0 — D) + 2

Gdyretbt man die Glieder tn umgetehrier Orbmng, jo ift aud
Sn =80+ (an— d) + (an—2d) + ...+ (a; + 2d) + (a; + d) 4 a;.

Durd) Adbition diefer beiven Wusbriicte erhalt man, bdba je zwei umter
cinander fehende Glieder a, 4+ a, jur Summe geben,

2s0=(a,+an) + (a;+Fan)+(a;Fan) 4 . . 4 (a;480) + (a;F-an) (2, +an).

Hier fommt a;, + a, fo oft al8 Summand vor, al8 Glieder angenommen
werdert, alfo n mal; daher 2s, = n (2, + an), wNHd

8p — % (a3 + an)-

Diefe Formel heift das Summenglied der arvithmetifthen Progrejfion.

Beifpiel. . Don fuche dag allgemeine und bas Summenglied der Reibe
der ungeraben Bahlen 1, 3, 5, 7, 9, 11...

Da a;, =1, d =2 ift, fo hat man

am=14+m—1.2=2n—1,
=+ (1+2n—1)=n
S titi g B ag = 2:15 5 1i=:20, Amnbygys — 16%.—,.225.
§. 251. Die beiben von einander unabfingigen Gleihungen
an =2, + (0 — d und s, = 5 (ay + &)

enthalten fiinf Grofen a,, d, n, an, s.; €8 fonu aljo aus je dreien berfelben
ourd) Elimination jede der beiben anberen bevedjmet werben. Dadurd) erhilt
man 20 verfchiedene Aufgaben.

Sind 3. B. d, n, ay, gegeben, fo findet man aus der erften ®leichung

alza—nr_{n—l)d,

unb banm aus der weiten :

=g lan— (0 — D d+ o} =5 {28, — (@ — 1) dh



§. 252. Gine avithmetijche Progrejjion ju interpolieren.

Sind pwijden die Glieder ax und arqq eiver avithmetijhen Progreffion,
beren Differeny d ift, r Glieder eingufdhalten, die mit ay und axy, wieder eine
avithmetife Progreffion bilden, fo ift ax das erfte und axys das (r + 2)te
®lied ber meuen Progreffion, daher, wenn die Diffeveny derfelben mit d,
begeidinet wird, arpy = ax -4 (r 4+ 1) d;; 8 it aber aud) axys = ax -+ d,
folglidh (r + 1) d, = d, umd

Die interpolierte Reihe it alfo

d 2d rd
ax, ax -+ Y i ak%—r_,_l, ..-ak+m, Akg1e

A B dlananalte® o der aftelie” 1, "2 874 SEnll jwifchen bie
Glieber 2 unbd 3 nad) dem Gefete der avithmetijchen Brogreffionen 7 Glicder ein.
Hievift d =1, r =7, dbaber d, = &; die interpolierte Progreffion ijt aljo

1 2 3 4 b 6 %
% 25, 25,25, 25, 24, 24, 24, 3.

I1. Geomefrifdie Progreffionen.

§. 253. Gine geometrifdhe Progrefjion ift cine Reihe, in welder
per Quotient je gweter aufeinander folgender lieder (dbas vorhergehende als
Divifor genomumen) bdicjelbe Bahl ift. Diefer conftante Quotient Beifit der
Quottent der Progreffion. So find

1,78, 9., 815243 729,
gL lin Lpnl £A201 ol
' 3* 9’ a7’ 81/ 248’ 729/ °°°
geometrifche Progreffionen; in der erfen ift 3, in der zweiten & der Quotient.

1. JIn einer geometrijden Progrejjion ift jedbes Glied
gleid) dem Producte aus dem erften Gliedbe und der jovielten
Potenz des Quotienten, als der um 1 verminderte Beiger bes
Glicdes angeigt.

Beweis. Begeidnet a, das nte Glied und q den Quotienten der Pro-
greffion, o ift

a4y = a;,

ay, = a4 q,

ag = qu

8y = &y g% U f. m.

Der ©ap ijt aljo filr bdie Anfangsglicder ridhtig. Gilt er aber fiir
irgend ein Glied an, fo aj8 an = a, q** 1, fo mufs er aud fiir dbad nddit-
folgende Glied anyq gelten; denn

ant1 = an.q = &, "'.q = a, q*
Molnit, Avithmetit und Algebra. 11
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$Hieraus folgt, dajs der obige Saty allgemein giltig und dajs daher
e 31 qu-nl
bag allgemeine Glied einmer geometrifjdjen Progefjion ift.
2. 3n einer geometrifhen Progreffion ift die Summe von
n Anfanqgsgliedern gleid) bem Producte ansg dem erften Glicde
unbd der um 1 verminbderten nten Pofeny ded Vuotienten divi
biert durd) dem um 1 verminderten Duotienten.
Beweis. Begeidhnet s, die Summe von n Anfangsgliedern, fo ift
B =t % q + 8"+ ...+ 8 " 8
und, wenn man beide Theile diefer Gleichung mit q multipliciert,
el 810 “him ! Ae g @ et e ap 4 o Bigl
Wird dann bie erfte Gleichung von der jweiten jubtrabhiert, jo erhdlt man
qsn — 8o == a; q° — ay und folglich
a, (qu—1)
q -1
of8 ba8 Summenglied fiir die geometrifdhe Progreffion.
Dasjelbe lajst fidh, da a, "' = an, alfo a; q* = an q ift, aud) jo
parjtellen:

8p —

Andos b
q—1
Beifpiel. Man beftimme bas allgemeine und das Swmmenglied der
Progrefjion 1, 3, 9, 27, 81, 243, ...
Hier ift a; = 1 und q =3, bdaber
3n—1

an=1.3m1 =301, g, =71

©0 ift 3. B. an=3" = 19683, unbd s, = > = 29524,

§. 234, Gine ohne Gnde fortidjrettende NReihe heifpt convergent, wenn
fih die Summe der erften n Glieder um fo mehr einem beftimmten endlicdhen
Grengwerte ndbert, je grofer n wird, und diefer Grengwert Heift die Summe
per unendlichen Reihe. Eine Reihe, in weldher die Summe von n Anfangs-
gliebernt beim unendlichen Wadh)fen von n itber jeden conftanten Wert hinang
sunimmt, Deift divergent.

Fitr die geometrifche Progreffion a;, + a; q + a;, ¢* + a;, q* + .. it

— & (=1
n — q =

Jft mm q > 1, fo wird mit dem wad)jenden n aud) q* und daher
aud) s, itber jeden angebbaren Wert Hinaus zumehmen. Eine fteigende geo-
metrijde Progrejfion ift demnad) ftets bdivergent.

3t dagegen q << 1, jo ndbert fich beim umendlichen Wad)jen von n,

q" ofme Gnbe der Null und s, dem endliden Grenzwerte ﬁ'—q, weldjer baher

die Summe bder unenbdlidhen Reibe ift. Gine fallende geometrijhe Progreffion
ift demnad) ftet8 comvergent.

8p =
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3. B. Fiir die Rethe 1, 2, 4, ;, s T e e q:%ift,
hat man s = 1% = 2; b. 0. je mehreve Glieder ber Jethe man addiert,

befto melhr ndbert ftd) oie ©umme der Bafhl 2, ohne jedoch) je diefelbe mtrfhcﬁ
st erreidjen.

Gine avithmetifde Progreffion ift, wie man aus ber Summenforntel sn = ? (a, 4+ an)
jogleich exfieht, immier bivergent.
Jeder periodifde Decimalbrud) fann als eine fallende geometrifche

Progreffion dargeftellt und als foldje jummiert, d. i. in einen gemeinen Brud)
perwanbelt werdemn. 3 Hal,
25

020”— 0"+ 0|+106+108+ = Y

—i— 5

§. 255, ittelit der Deiden von cinander unabhingigen Gleidungen
8 (o — 1)
e
ELE_T:L* erfetst werden fanm, laffent
fih aué je orelen der fiinf Grdfen a;, q, n, a, und s, durd) Elimination
bie beiben anbeven beftimmen.

Gind 3 B. q, n s, gegeben, fo erhilt man aud der jweiten Gleichung

(q e 1_) sn
qn — 1/

Bty D D — A

vort bemen die pweite auch durd) s, =

3,1=

und dann aud der erjten Gleidung
n—1 (q—1)sn
an = x qn'i—f)-—".

§. 256. Aufgabe. Gine geometrifdie Progreffion ju inter-
jpolieren.

Sdjaltet man zwifden bie Glieber ay und apyq einer geometrvijden Pro-
greffion, deren Quotient q ift, r Glicder ein, die mit ay und arys wicber eine
geometrijche Progrefjion bilden, fo ift in diefer ax bad erfte umd arys das
(r + 2)te Glied; man E)ut'ba[}ex‘iwenn der Ruotient der meuen Progreffion

mit q, Degeidhnet wird, ary: =‘h.q,"H; 8 ift aber oud) apy = ax.q,
~ daber gt = q, und

r+4-1
= Vg
Die interpolierte ‘Brngreﬁwn ift alfo ]
r+1 r-1 41

ax, 8.V q, ax.}/q% ... s/, ak+1
Wm 3. B. in der JReihe 1, 16, 256, 4096, .. .zwijden je zwet Glieder
3 neue Olieder gu interpolieren, fege man, da q =16 und r =3 ift,
4
q = V16 = 2, wodurd) man erhilt
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ...
11%
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Einige befondere Reihen.
§. 257. Die jufommengefepte avithmetijd)-geometrijche
Reihe.
a]ﬁnitmfmert man die Gliecder der arithmetijthen Pro Jrchmn
ay a-+d, a 4+ 2d, a -+ 34,
mit den gleidjtelligen Gliebern der geometrifchen g}31rogreﬁian
b, bq bq?, T T
fo entjteht die zufammengefetite Heihe
ab, (a+ d)bq, (a 4+ 2d) bq? (a + 3d) ba®....
€8 fei bas Summenglied derfelben
Ss=ab+(a+ dbq+(a+2d)ba® 4 .. +{a + 0 —1)d} bg*!
it beftimmen.
Multipliciert man beide Theile diefer Gleidjung mit q, jo it
qSh=abgq+(a+dbg*+@+2d)bg®+..+{a+@—1)di bg~
Wird dann die erfte Gleidung vou der ziveiten jubtrabiert, fo erhdlt man
Sa(q— D ={a+@—1)d bg"—ab—(bdq+bdg>+}..+bdg™?
=ab (¢ —1) + @— 1) bagr — 21D
und folglid)

gy ab (qn — 1) " (mn—1)bdgr o bd‘wqi_i),— ) , ober

gy e
R d
s, —”’f_l s et @ = ) = (@ — D

/8t g < 1 und witd n = co, fo ndhert fih q» ofne Ende der Null,
unb baber bie Summe ber unenbhcf)en Jeihe dem Grenmzwerte

g B ab (1—q}—|—Abdq

(1 —q)?
. 8§ 258. Die Reihe der Quabdrate der natitrlicdhen Jahlen.
 Bur Beftimmung der Summe s, — 12 + 2\3—|— 3% +. .- n? bilde man
fise== i
9= (1 L1 =194 31243141,
33— @+ 18 =254-3.22 4+ 3241,
(3+1)8~n35+3 3 4 3.3 4%y,

(n»}-—)m. - .n3+3n2+3n+1
Dutech Abdditton diefer Gleidhungen erhalt man, dafid) 1° 4+ 224354, . 4 n?
in beibenn Theilen aufhebt,

(A DP=3.(4 2+ 8 4 .. 407 +3.0 4 2+3+.. 4 )4 n+1,

ober (n—l—l)8 3.+ 3. 2(11—|— D4+ @+1), ...
wotaus fidh ergtht By = ‘M_%_@_nﬂ' N
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§. 259. Die Reihe der Cuben der natiriiden Zahlen.
Um bdie Summe s, = 1% 4 28 + 3% 4 .. 4+ n® ju beftimmen, ver-
fihrt man i gleicher Weife wie in §. 258, indem man zuerft 14 24, 34,
44, .., (0 + 1)* nad) der Formel (n +1)*=n*+4+4.0%+ 6.0244.n41
entwidelt und dann bdie Gleidungen abbdiert. Wan erhilt
_mory
.

1II. Binfesjins- und Wentenvednung.

§. 260. Werden bdie am Eubdbe einer HBeiteinheit filligen Binjen eines
Capitalg zu bdiefem bhingugefiigt und mit ihm wicder verzindt, fo jagt man:
bag Capital ift auf Binfeszinfen angelegt.

Bet den Binfedzindrechnungen fommt, wie bei der einfadjen Binsredmung
(§. 134), bas Capital, die Beit, das Procent und der Ring in Betradht. Als
Beiteinheit 1ft, wenn nidht ausdriidlich das Gegentheil bemerft wird, ein Sahr
s verftehen. 3jt ein Capital ju p% angelegt, jo wachjen 100 Ginbeiten des
Capitals (Gulden, Marf) in einem Jahre fammt den Binjen auf 100 4 p
an; jomit hat 1 CapitalSeinbeit nach) 1 Jahre mit .S:)ingufﬁgung der  Rinfen

benn Wert mgoﬁp =1 + ;. Den Wert 1 -l— st weldem bie Gine

heit de8 Capitals mit Binfen i 1 Jahre anmud;ét, neunt man gewdhnlid
ven Rtnsfuf; wic wollen denfelben in den mnachfolgenden Rednungen bder

Riirze Galber mit e begeichuen.
§. 261. Grfte £unbumental—2&nfgabz. Ein Capital a ift ju dem

Jingfufe e =1 4 100 auf Binfeszinfen angelegt; zu weldem
Werte wahst es nad)y n Jahren an?

Da bdie Capitalseinfheit mit den Rinfen nad) 1 Jahre den Wert e
erhilt, fo Dat dbag Capital a nad) 1 Jahre den Wert
2y = 2.¢
p. h. man findet den LWert cined Capitald nad) 1 SJabre, indem man bden
Anfangswert mit dem Binsfufe multipliciert.
Wird dag neue Capital a, wieder ein Jahr verzinst, fo ift fein Wert
ammt Gnbe bdedfelben a, — a;.e = a.e’ '
Nach 3, 4 ... Jahren wird das Capital angewadyen fein auf -
ay = ag.0 =tarellap=taple ==lalss i [ .
Hiernad) ift der Wert des Capitals am Enbde bes nten Jahres

Al 1) /—4" }
T '?J
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Lost man diefe Gleichung nad) a auf, jo ergibt {ich als der gegenwdrtige
ober Boarwert eined nadh n Jahren zahlbaren Capitals a, jum Jinsfufe e

an
8 = —

en’

Gbenfo erhdlt mon aus I) fiir e und n bdie Werte
an log an — log__a

| T Tog e

Bufige. 1. Hier wurde n afl8 eine gamge Bahl von Jahren vorausgejest.
3t nun n eine gemijdte Sabl, etwa m + —, fo find mur fitw die vollen m Jahre

bie Binjesjinfen von a, bagegen fiiv den Bruchtheil des nod) folgenden IJahres
bie einfacien 3injen von an i bevechnen. Weam erhdlt alfo in diefem Falle
am = ae®, und mit RNitffidit auf §. 134, da s = e — 1 ift,

Bt Lo, 4 MO DT g (e — 1).5).

2. Werden die Binjen nidht jdhrlich, jondern nad) bem qten Theile eines
Jahres (halbjdhrig, monatlich) capitalifiert, jo ift in der Gleichung I) und
in ben bavaus abgeleiteten Formeln e =1 4 ib%i und fiir n dbie Bahl nq
3 jedsen.

3. Die obigen Gleihungen fonnen aud) auf andere Grofen, wenn diefelben

in etnem conftanten Verhiltnifie waden, 3. B. auf die Sunahme dev Bevdlferung
eine8 Lanbdes, des Doliftandes eines LWaldes u. dgl., angewendet werden.
Brifpiele.
1) Wie hodh wichst ein Capital von 2518 fl. in 12 Jahren u 59 Binfjes-
ginfen an?
8 — 2013510512
log 106 = 0-021 189
121og1:05 = 0-25 427
log 2518 = 3-40 106
log a,, = 3°65 533 = log 4622,
alfo ag, = 4522 L.
2) Weldjen Barwert hat ein nad) 11 Jahren 3ahlbaves Capital vor 1000 L.
jum Bindfufie 1:047 s

8 = 1o
log 1000 = 3-00 000
log 104 = 0-017 033
11 log 104 = 0-18 736
log a =281 264 = log 649'59,
alfo Barwert a = 64959 fl.
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3) Gin Capital von 2000 fl. ift bei 49 Iinfeszinfen auf 4469 fl. 84 fr.

angewadjen; wie lange war bdasfelbe angelegt?
4469-84 — 2000.1-04, alfo
*84 — log 20 +34927
o S G

et man n = (20 4 t) Jahre, fo ergibt fidh, da 2000 fl. nad
20 Jabren auf 2000.10420 — 43822 fl. anwadjjen und daher die Differen;
4469-84 — 4382-2 = 87-64 fl. der einfadje Bins des Capitals 4382-2 fl.
fitr die RBeit t ift, nad) §. 184

100.87-64 1 : 1
f= 4382271 = ) S‘abr, und iﬁmlt n = 20-5 Sﬂf}re.

§. 262. Bweite Sundamental-Aufgabe. Durd) n Jabhre wird am
Anfange odber am Enbde eines jedben Jahres ein Betragr gezahlt;
3 weldem Werte wadfen alle diefe Betvdge zur Jeit der
leten Bahlung an, wenn man p% Binfeszinjen vednet?

Die Reit von ber erften bid ju dev legten Bahlung betrdgt n — 1 Jalre;

jest man bafer 1 4+ o=, fo ift (§ 261) sur Beit der lepten Bahlmg

700"
per Wert der 1. Rabhling = ren?,
P e o e =aTIONEE
aid e o) A(mR2MeRi e re?,

Ha g amelie i s e

hh &rd i len s =5

baher die Summe aller diejer Werte

Sp =71+ re 4 re?+ ... +re"2 + re"’,
ober mit Ritdficdht auf §. 253, 2 %
2 era 0 &N

SRS et

Aus diefer Gleidhung fonnen auch r und n beftimint werben, wenn die
iibrigen ®rofen gegeben find. Die Beftimmung von e iberfreigt, da man
dbabet auf eine Gleihung des (n — 1)ten Grabes fommt, die Gremen diejer
Anlettung.

Beifpiele.
1) Jemand legt dburd) 10 Jahre ju Anfang eined jeden Jahres 230 fl.
ju 59, Rinfeszing an; welden Wert Hhaben bdiefe Anlagen am Anfange des

10ten Jahres?

230 (1-08% —1)  230.0-62889 3
B0 = oo — 0 . B0 080 ag92-89 .

2) Jemand legt duvc) 15 Jahre am Ende eines jeden halben Jahres eine
fih gleichbleibenbe Summe in ecine Sparcaffe, weldhe bet dem jahrlichen Binje
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4 5% balbjdhrig capitalifiert, und erwirht fid) dadurch ur Beit der lehten
Bahlung ein Guthaben von 329271 fl.; wie grof ift die jedesmalige Einlage?
Hier mujs man 30 Beitperioden rechnen und alg Jinsfuf 1-025 annehmen;

1502520 il oc bo
man at dafer 829271 — f(owl; mithin
3292-71.0-025
“fragsw — 1 = O

§. 263. Auf die voranftehenbden jwei Hauptaufgaben loffen fid) alle mehr |
ober weniger jujommengefetten Anufgaben itber bdie Binfedzindrechnung uviid-
fithren.

Anfgaben.

1) Gin jum Binsfufe e angelegtes Capital a wird durd) n IJahre am
GEnbe einesd jeden Jahres um den Betrag r vermelhrt ober verminbdert; welden
Wert hat e8 am Gubde bdiefer Beit?

Am Gude des nten Jahres ift der Wert bdes Capitald a (nad) §. 261)
ae”, und ber Wert aller n Betrdge r, um welde das Capital am Ende eines

Ph==

jeden Jahres vermehrt oder verminbert wird, (nach §. 262) 15(:“__11); ber
Gubwert des fo vevrmelrten obder verminderten Eapitald it alfo
A = a " St f_(_e}‘jl)_
e—1
ap

3ft tm Falle dev Verminderung r > a (e — 1), d. & r > 5, alfor

grifer al8 ber jdhrliche Bing des Capitals a, jo wird der Endwert diefes
Gapitald von Jahr ju Jahr Eeiner, bis endlid) das Capital erjchdpft ift.

2) Ein unverzinglides Capital a ift nad) m Jahren, ein unversinslicdes
Gapital b nad) n Jahren, wo n > m ift, fillig; in welchem Berhdltniffe ftehen
a) ihre Barwerte, b) thre Werte nad) n Jahren bei dem Binsfufe e?

Der Barwert bes Capitalsd a ift ﬁ-;—;, ber Barwert des Capitals b it e—bn~,
dabher dag LVerhaltnis bder Varmwerte

a b
i oS e n-—m s
ot en = ae 3y

Nach n Jabhren ift ber Wert ded erften Capitald ae™ ™, bes zweiten b,

daber dag Verhiltnis bdiefer Lerte wie frither,
gt b

Bufah. Sollen ju veridhiedenen Reiten fillige Capitalsbetrdge mit einander
verglidhert werden, jo mufé man fie immer auf denfelben Beitpuntt veducieven.
Da aber das Verhaltnis ihrer Werte fiiv jeden Beitpuntt dasfelbe ift, o lange
ihr Binsfuf ungedndert bleibt, fo ift e8 an fid) gang gleichgiltia, welcher
gemeinfame Beitpuntt fitr die BVergleihung gewdhit wird. Gewdhnlich werden
entiweder bie Barwerte oder die Werte nach Ablanf des gegebenen Beitvanmes
Devechnet und mit einander in Bergleichung gefetst.



3) Gin Anlehen a foll durd) eine am Ende cines jeben Jahres zu
saflende Rate r in n Jahren getilgt (amortifiert) werben; wie viel muj8 die
Jahresvate r bet dem Binsfufe e betragen?

Der Barwert aller Jahresvaten muis dem Sduldeapital gleid) fein.

n Jafresraten, jebe = r, haben gur Reit dber leften Zahlung, d. i am Cnbe

- (en__" L ; thr Barwert ift alfo b =il

bes nten Jabhres, bden Wert

e —1 en (e — 1)’
Da b = a fein muis, {o hat man
=il I egreni(e 1)
o (o ;‘]j = a, babel r = T

4) Nach wie viel Jahren find von einem anf Jinfeszinjen zu 5% aus-
gelichenen Gapital von 1060 fl. nod) 167-22 fl. itbrig, wenn am Enbde eines
jeden Jabhres 80 fl. suriicfgesahlt werden?

Nad) n Jahren. Das Schulbeapital 1060 fl. hat nad) n Jahren den
Bert 1060.1°05" fl.; die n jabhrlichen Rirdzahlungen 3 80 fl. haben nad

n Jahren ben Wert 2 (1(;%5;;1) fl.; e ift daber

1060.1-05n = 2 A =D | 167-92 und fomit
Predd log 71639 — log 27

0-05
= log 1+05

= 20 Jalre.

Hentenrechnung.

§. 264. Die Berechnung von Binjesjinfen fommt insbejondere bei ber
Rentenrednung vor.

Unter eimer Mente verjfeht man eiven in feftgefesten gleidjen Beit-
terminen (meiftens am Gnde jebes Jahres) jzabhlbaven Geldbetvag, bdeffen
Begugsredht durd) eine vorher gejahlte Geldjumme, bdie Einlage, erworben
wird. Die Ginlage wird entweder auf einmal ober jahrlich entrichtet und
Beifit dann beyiiglich) Weife ober Pramie. Die Rente ift gewdhulid) conftant;
fie fann aber aud) nad) eimem beftimmien ®ejepe verdnbderlich fein. Eine
Rente heifit Beitrente, wenn die Bahl der Termine, in demen fie gezahlt
wird, genau beftimmt ift, Ceibrente dagegen, wenu fie His jum Tode ded
Gmpfangers fovtdbauert, Hiev joll mur von Beitventen bdie Rede feim.

Aufgaben,

1) Welden Bavwert ot jum msfufe e cine Rente, welde durd) n
Jahre am Gubde eines jeben Jabhres in dem gleichen Betrage v fillig ift?
n Jahresventen, jebe — r, haben gur Beit des lesten Beguges, d. . am

Gude deg nten Jahres, den Wert - L 1); ihr Barwert ift alfo
e—1
r (en — 1)
b= g
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2) Welde Pramie mujs durd) n Jabhre am Anfange eines jeben IJahres
jum  Binsfufe e an eine Verjicherungsanftalt geleiftet werden, bamit diefe
jodann das Capital s auszahle?
Die Jahrespramien miiffen big jum Anfange des nten Jahres ju dem
Werte s anwadyjen.
n Pramien, jede = r, find jur Beit der lesten Babhlung, d. i. am

Ynfange des nten Sapres, “ Y wert; man Hat daher
— —1
; (:r.l_ 1 D—s, fomit r = S“é(e_T)

3) Jemand will an eine Verficherungsbant durch m Jahre am Anfange
eitted jeben Jafres einen beftimmten Beivag a eingablen, um fjich durd) bdie
nacdhfolgenden n Jahre den Begug einer am Cnde cines jeden IJahres zafhl-
Baven Rente r ju jichern; wie viel wird bdie fdhrliche Cingahlung bet dem Bins-
fufe e betragen miijfen.

Der Bavwert alfer Pramien mufé dem DBavwerte aller Nentenbezitge
gleidy fein.

m jdfelide Pramien, jede = a, haben jur Jeit der leten Bahlung, d. i.
am Anfange des m ten Sahres, den Wert 'L(e_“l
a (em — 1
e

n Jahresrenten, die am Ende des (m - 1)ten Jahres beginmen, und

beven jedbe = r ift, Daben juv Beit bes lebten Bejuges, d. i. am Enbde

1); thr Barwert ift alfo

be8 (m -+ n) ten Safres, den Wert — (e“___rl—)"; thr Barwert ift alfo
o r(en—1)
B sy
Da mun A = R fein mujs, jo hat man
a (em 1)’ - r(eh — 1) r (en — 1)

em—1 (5 —1)  om+n (6 — 1)’ daber & = rrmE Ty

Aus ber lepten Gleichung fann aud) r, m ober n beftimmt werden,
wenn bdie dibrigen Grofen gegeben find.

4) Eine Jafhresvente r fteige jihrlich, und war n Jahre Hindurd) in
einer arithmetijdhen Progrejfion mit der Diffeven d; wie grof ift deven Bar-
wert jum insfupe e?

Die am Ende der eingelmen Jahre ju beziehenden NRenten find

,r+d r+2d4,...,r4+ @m—1)d,
und bie Summe ihrer Barwverte
b:—z—_}_r_'i;_d,l,_r_"‘@‘_ﬂq I +L-t(_':3n:l)_§’

oder nad) §. 257
A (ep —=1) L S

en (6 — 1)

en (e 1)'2 [(en $ 1) =1l (e 'j" I)]‘

¥



Neunter Abjdymitt,

Combinationslebre

1. Permufationen, Combinationen und Wariationen.

§. 265. (Jegebene Dinge nadh) einem bejtimmten Gejete in Gruppen
sufommenftellen, Heift combinieren im weiteren Sinne des Wortes. Die
eingelnen Dinge werden Elemente, und die aus ihnen gebildeten Gruppen
Compleyionen gemanut.

Aur jdyrijtliden Davftellung der Combinationen ift e am jwedmdfiaften,
ote Glemente durc) die in natiirlider Ovdbnung aufeinanber folgenbden Bahlen,
welthe Beiger oder Iubdices heiffen, ju begeidhmen. Diefe eiger beftimmien
bie Rangorduung bder Glemente, jo daj8 jemes Glement das Phohere it
weldhes einen grdfeven Reiger hat. Bon zwet Complerionen heifit jeme bdie
hoherve, in welcher von der Linfen aus juerft ein hoheves Element vorfommt;
3. B. die Complexion 1342 ift hoher ald jene 1324, Die niedrigjte Com-
plexion ift diejenige, tn weldher fein Hdheres Glement vor eimem niedrigeven
fteht, in welder aljo die Elemente i natitvlider Ordnung aufeinanber
folgen; umd fene die hodyjte, in weldher fein niedrigeves Glement vor einem
hoheren fteht, fomit alle Elemente n umgetehrier Orvdnung vorfommen.

Werven bdie Clemente, anftatt durd) Beiger, durd) Budjftaben begeidmet,
fo ijt basjenige Glement af8 ein hoheres ju betvachten, weldhes im Alphabete
fpater vorformt.

Alle Combinationen fdeiden fidh) ihrer Natur nad) in Berjepungen
und Verbindungen, Bei den Verfetungen fafét man die verfdhiedene
Anovdnung der gegebenen Elemente, bei den Vevbindungen ihre Wus-
wahl in bejtimmter Anzahl s Auge, Wird nicht nur auf die Anzahl
und Auswahl der Glemente, jondern gleichzeitig audh) auj dic Anordnung
berfelben Ritdficht gemommen, fo fommen VBerbindungen und Ber-
feungen vereint vor.

Hiernac) unter{dheidet man brei Avien bdes Combinievensd: das Per-
mutieven, tag Combinteren im engeren Sinue, und bas BVarviterem

Bei feder diefer dret Combinationsarten fommt bdie wivkliche Bildung
ver Complegionen und die 3ahl derfelben in Betvadt.
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1. Permutieren.

f §. 266. Permutieren heifit, gegebene Elemente auf jede mbgliche Weije

f verfeten, fo jeboch, dafé in jeder Gomplerion alle Glemente vorfommen.

Die Anzabl aller moglidhen Permutationen von n Elementen begeichnet
man durd) P, (Permutationszahl von n), bdie Anzahl der Bermutationen von
genannten Glementen, 3. B. von a, b, b, ¢ durd) P (abbe).

Biloung der Permutotionen.

§. 267. Wm von mehreren gegebenen Elementen alle mdglichen Permu-
tatiorent zu bilden, fchretbe man juerft die miedrigite Complexion dber gegebenen
Glemente aw, leite aug diefer die ndachit hohere, aus bdiefer wieder die nddit
hoheve, u. §. w. ab, 018 man jur BHodfen fommt, Pan erhalt aber qus
jeder fdhon aufgeftellten Complexion bdie ndd)ft Hohere, indbem man, in bdiefer
Gomplexion von rechts nad) (nfs fortjdreitend, dag ervjte Element auffudt,
an deffen Gtelle aqud den red)ts folgenben ein hiheres gefetst werben Ffanm,
fodann bicfed fHohere Element an jeme Stelle jdhreibt und die [inf8 vorvan-
gehenden Elemente ungedndert ftehen, bdie dibrigen aber ihm in naticlicher
Ordnung folgen lajst. B. B.

123 abbbe babbe bbabe beabb cabbb
8% abbcb babeb bbach bebab cbabb
213 abebb bacbb bbbac bebba cbbab
231 achbb bbbea ebbba
312 bbeab :

321 bbeba

Amsahl der Permutationen,

§. 268, 1. &ind alle mﬁg[i&]cn Permutationen von n verfdiedenen
Glementen gebilbet unbd tvitt zu diefen Elementen nod) ein neues dagu, fo fann
dagjelbe in jeder der fritheven Permutationen den erften, ober bem pweiten,...,
ober ben (n -+ 1) te8 Plag, alfo n + 1 verjdhicbene Stellungen einnehumen,
fo bajs aus n -+ 1 Glementen (n -4 1) mal fo viel Permutationen entjtehen,
al¢ aus n Elementen. E$ ift alfo

P =Py, (1)
Da nun ein Glement mur eine einzige Stellung juldfst, jo ift

Bl bnher

1h 8 .

Py = 1.2.3, u. §. w.; allgemein

P 0510, F 2 1t
0. b die Permutationsahl von mebhreven vevidicdenen Ele-
menten ift gleich dem Prodbucte der nativliden Bahlen von 1
big 3u dber Bahl, weldhe die Anzahl der Clemente ausdviidt.
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Dag Product 1.2.3.4.... (n — 1).n wird durd) dag8 Symbol n!,
i lefen: ,,?acu{tfi,t bon n", beeichuet. €8 ift baher
& fother1elp, — 21, P, —3!,...P.=n1l.

"9, Wenn unter den gegebenenn n Elementenn p gleidhe vorfommen, fo
Detrachte man bdicje einftweilen als verjchiedem; danm ift die Anzahl aller
moglichen Permutationen n!l. Denft man fich diefe Permutationen fo in
Abtheilungent gebracht, dajs fich die Bermutationen einer Abtheilung blof
burd) die gegenfeitige Stellung bder ald8 veridhieden betrachteten p CElemente
pon einauder unterfceiden, wdhrend bdie dibrigen Glemente bdiefelbe Stelle
einunehmen, fo enthdlt jede diefer Abtheilungen fo viele Permutationen, als
man ihrer aué p Glementen bilden fann, alfo p! Permutationen. Wenn
man mun die al8 verfdhieden betrachteten Glemente wiedber al8 eimander
gleich annimmt, o gelten alle p! Gomplegionen eimer Abthetlung nur fiir
eine Permutation; je p! von bden n! Permutationen gehen in eime eimige

3 ! ; "
itber, und man bhat jomit mux :—, ber{chiebene Permutationen.

Befinden fich unter ben gegebenten n Elementen aufer den p gleichen
Glementen nod) q andere gleiche Clemente, jo wiederholen fich die Selitjje in

gleicdher LWeife, und ift daher pll—!q! oie Anzahl aller verjdhiedenen Permutationen.
3. Gind unter den gegebenen n Elementen n — k ecinanbder gleid), und
die itbrigen k Elemente ebenfall8 einanbder gleid), wie 3. B. in dem Producte
a®%bk, fo ift bie Permutationszahl derfelben
n! L1280k (n—k- 1I)...(n—2) (n—1)0
= RED 0 T I G () L e 00, e LT
Dividiert man Jahler und Nemmer diefes Brudhes dburch 1.2.3...(n —k)
und fdyreibt die danm iibrig bleibenden Factoren bes Bdhlers in umgelehrter
Ordnung, jo hat man
n! _nm—1)(n—2 ...m—k+1)
m—kEEn T 1.8 B R < g
Der lete Brud), deffen Bdhler ein Product von k Factoren, die von n
beginnend mm je 1 abnehmen, und deffen Nenner dad Product von k Factoren

ift, bie vom 1 Beginmend um fe 1 wadfen, wird durd) dag Symbol (;),
su lejen: o iiber k”, ausgebriidt. €8 ijt alfo

!
LA SR i —nl;)!k! = :)

Bufag. Aus (;:) 20 —2_1;.. i
n+42...

_kk+ Y folgt fir k =n, n + 1,
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2. Combinieren.

§. 269. Combinieren im engeren Sinne heifit, gegebene Elemente fo
mit cinander verbinden, bdafs jedbe Complexion bdiejelbe Deftimmte Anzafhl
aud den gegebenen Glementen enthalt, wobei jedod) mur infcf)e‘@ommegioneu,
in welden nidyt diefelben Glemente vorfommen, al8 verjdyieden gelter,

Je nachdem die Berbindungen je jwei, drei, vier,...Clemente enthalten,
nennt man fie Combinationen der zweiten, dritten, vievten, ...
Glaffe, oder aud) Amben, Ternen, Quaternen, u. . w. Die Ele-
mente felbft Eonnen al8 Combinationen der erften Clajfe angefehen
werben und heifen als folde Unionen.

Wean  untericieivet ferner Gombinationen ofhne und mit Wieder-
holungen; bet jemen darf in einer Complerion ein Glement nur einmal, bei
otefen aud) ofter vorfommen.

Die Anzahl aller mdglichen Combinationen der r ten Claffe aus n Ele-
mentert ofne Wiederholungen wird durd) C:, die Anzahl derjelben mit Wieber-
Holungen durch) CI* begetchnet,

Bildung der Combinationen.
§. 270. 1. Um au$ gegebenen Elementen alle Ymben ofhne Wieber-
holungen ju bilden, jielle man jedes Glement vor jedes Hofhere Clement.

©ind einmal bdic Combinationen einer beftimmten Clafje gebildet, fo
erhalt man aus denjelben die Combinationen der nddhft Hoheren Claffe, indem
man jede§ Element vor jede frithere Complexion, in der lauter hohere Gle-
mente vorfommen, fett.
©o erhdlt man qus den vier Glementen b, ¢, d, e nadfolgende
Amben ohne Wieberh. Tevnen ofne Wiederl).

be, bd, be; bed, bee, bde;
cd, ce; cde;
de; u. {. 1.

2. Um au$ gegebenen Glewenten alle Amben mit Wiederholungen
ju bifden, fete man jedes Glement vor fidh felbjt und vor jedes hHihere
Element.

Hat man einmal die Combinationen irgend ciner Clajje mit Wieder-
Yolungen gebilbet, fo erhdlt man aus denjelben alle Combinationen der nddit
hoheren Clajfe, inbem man jebed Clement vor jebe frithere Complexion, in der
Teime niedrigeven Glemente vorfommen, fetit.

©o geben bie vier Glemente a, b, ¢, d
Wmben mit | aa, ab, ac, ad; g neds
Wieberhol. } bb, be, bd; dd;
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| aaa, aab, aac, aad, abb, abe, abd, ace, acd, add;

I;:f:tﬂ“ bbb, bbe, bbd, bee, bed, bdd;

; cce, ced, cdd;

Wiederhol. | ddd;
A )0,

Bufak. Ginfacher geftalten jich) die Combinationen mit Wiederholungen,
wenn man jede Combination alg Prodbuct auffajét. So geben die Elemente a
und b folgende al8 Probducte betvachtete Combinationen mit Wieberholungen

ver 2fen Claffe: a2, ab, b%;
R B e E e e i
AEsAetin Aneicgd iaPly et taht T

o mtet 00 et ar=1h, antib?, L ab™h, b

Bahl der Combinationen obhne Wiederholungen.

§. 271, Verbindet man jedes von n gegebenent Elementen mit jedem der
fibrigen n — 1 Glemente, fo exhdlt man dlfe Amben, und jwar jede 2mal;
3. B. die Ambe ab, indem man a mit' b, und indbem man b mit a ver-
bindet. Da fich fonad) n (n — 1) pagtiveije gleiche Amben ergeben, o ift bdie
Angahl aller verfchiedenen Amben oy n Elementen

g / n(n—1)
1\/‘_ 1 9

Hat man iiberhaupt alle Gombinationen der r ten Clajfe ohne Wieder-
holungen von n Elementen unb verbinbdet jede bdiefer C: Combinationen mit
jebem ber davin nicht vorformenden n — r Glemente, fo enthalten bdie fich
evgebenden Cl.(n — 1) %erbmbungen alle Combinationen ber (r + 1)ten Clajfe,
und gwav eine jede derjelben (r 4 1)mal, da fie aus jeder der r + 1 €om:-
binationen dev vovigen Glaffe, in demen eines bder jest in ihr vorfommenden
Glemente fehlte, entftanden ift. Die Bahl alfer verfdhiedenen Eombinationen
ber (r + 1) ten Clafje von n Glementen ift daher

CrHt = Or . h—~r!

r+41°
C Qamm Cl=7% ('n e Ifr fo hat man
= 105052, i

_n(@m—1) (n—2) (n—8)
Lasis 2). 3 .): S
allgemein - i
Cr__n(n—l)(n_—2}...{n—r—[—2)(n—r—[—])
i GRS G Tk b Rl
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oder mit Rildfidt auf die im §. 268, 3 eingefithrte Vejeidnung
- n n 3 n
a=() a=f), .. a=()

Bahl der @ombinationen mit Wiederholungen.

§. 272. Gind n Glemente gegeben unbd verbindet uan jebes Element mit
fich felbjt und nodh) mit allen n Elementen, auch fich felbft nicht ausgenommen, fo
geben die erhaltenen n (n -4 1) BVerbindbungen alle Amben mit Wiederholungen,
und 3war jede 2mal. Die Angahl aller veridjicdenen Amben von n Elementen

mit Wiederholungen ift alfo MHT"}'I)

Sind itberhaupt alle Combinationen bder rten Claffe mit Wiederholungen
vont n Glementen gebildet und verbindet man jede diefer C* Combinationen
uerft mit jedem der r Glemtente, weldje davin vorfommen, und dann nod) mit
alfen n Glementen, fo enthalten die fid) ergebenden Ci*. (n + r) Berbin-
dungen alle Combinationen der (r 4 1) Clajje mit Wieberholungen, und jwar
jebe (r 4 1)mal. Denn enthalt eine beftimmte Combination der (r 4 1)ten
Clafje ein Glement a nur einmal, fo ift fie aus bderjenigen Combination rter
Clajfe, welde mit thr jdmmtlicge Glemente bis auf a gemeinfam Hat, etnmal
entftandent, und jwar eben durd) BVerbindung mit a. Enthalt fermer diefelbe
Gombination der (r + 1)ten Elaffe ein anderes Element b kmal, dann ijt
fie aud) aus bderjenigen Combination rter Claffe hervorgegangen, welde ihre
jimmtliden Glemente, jedod) b mur (k — 1)mal enthdlt, und jwar ift fie
aus diefer Combination gevade k mal entftanden, (k — 1)mal ndmlid), indem
man fie mit jedem in ihr vorfommenden b, und etmmal, ndem man fie mit
b al§ eimem der n Elemente verbumben hat. Hieraus gefht hervor, dajs jebe
Combination der (r 4+ 1)ten Clafje fo oft entftanden ift, al8 die Bahl threr
Glemente betragt, alfo (r 4 1) mal. &8 it daber

Crrtl = Qo | i 1

r - 1°
Da mum Cy* =13 (n;' U ift, fo bat man
=184 D09 g
W, 1) + 2 3 ;
C,,“:f (’t +2 Fn . ) (“4+ ), 1§, w.; allgemein
Cw’,_n(n—{—l) m+2)..(n~4r—2) m4+r—1)
WO TR B, ORI ) B A

©dhreibt man in dem lepten Brude die Factoven ded Bdhlers tn um-
gefehrter Ordnung, wodurd) dev Brud) die Form

m+r—1) (m4r—2)..0+4+2) (n-1).n
1 s 2 ceir —2) (r —1).1

annimmt, jo fann man bdenfelben nad) ber im §. 268, 3 eingefithrien Be-
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seidhnumgdweife ditrdy (“4";_1 ) ausbritden. E8 ift daber
il Jrobinc - Optiae (53], aun 10 Gl i)

3. Bariieven,

§. 273. Bariteren heifit, gegebene Glemente jo miteinanbder verbinden,
pajé jebe Gomplexion bdiefelbe beftimmte Anzahl aus den gegebenen Ele-
menten enthdlt, wobei jebod) aud) folde Compleriomen, in weldhen bdiejelben
Glemente in verjdiebener nordnung vorfommen, al§ verjdieden gelten.
Bartationen {ind demnad) pevmutierte Combinationen.

Wie die Combinationen, unterjdheidet man aud) die Variatiomen in die
der erften, zweiten, drittem,... Claffe, ferner in Vaviationen ofhne und
mit Wiederholungen.

Die Amgabhl aller mdglichen Variationen der rten Clafje aus n Ele-
mentert obne Wiederholungen wird durd) Vi, und die Bahl bderjelben mit
Wiederholungen durch V" begeidnet.

Bildung der Variationen.

§. 274. Die Bariationen eimer bejtimmten Clajfe erhilt man, indem man
aus ven gegebenert Elementen alle Combinationen derjelben Elaffe bildet und
pamnt von jeder Gombination bdie Permutationen aufjtellt. Die BVariationen
fomen aber aucd) unmitte(barv gebildet werden.

1. Wm aug gegebenen Glementen bdie Bariationen bder weiten Elaffe
ohne Wieberholungen gu bilben, feht man jebes Glement vor jedes bder
iibrigen Elemente.

Gind itberhaupt die Bartationen irgend einer Clafje ohne Wiederholungen
gebildet, fo erhilt man aus Ddenjelben die Variationen der nddijt hoheren
Claffe, tndem man jedes Element vor jede frithere Bariation, in welher diejes
Element nicht vorfommt, febt.

©o geben die Glemente 1, 2, 3, 4 folgende BVariationen ofne LWieer-
holungen

ver 2. Clajje: ver 3. Claffe:

12, 13, 14; 123, 124, 132, 134, 142, 143;

21, 23, 24; 213, 214, 231, 234, 241, 243;

31, 32, 34; 312, 314, 321, 324, 341, 342;

41, 42, 43; 412, 413, 421, 423, 431, 432 ; u. j. w.

2. Um qus gegebenen Glementen bie Baviationen der jweiten Claffe
mit Wiederholungen zu erhalten, fest man jedes Glement vor fedes

Glement, aud) fid) jelbjt nicht ausgenommen.
Moinil, Arithmetit und Algebra. \ 12

i
N
\
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$Hat man bereitd die Variationen irgend einer Clafje mit Wiederholungen
pavgeftellf, o bildbet man ausé benfelben die BVariatiomen der nddyft Hoheren
Glafie, tndem man jedes Element vor jede frithere BVaviation fest.
Aus den Deiben Glementen a und b erhalt man folgende BVariationen
mit Wieberholungen

ver 2. Clafje: oer 3. Glaffe:
aa, ab; aaa, aab, aba, abb;
ba, bb; baa, bab, bba, bbb u. j. w.

Bahl der Baviationew ohne Wicderholungen.
§. 275. Die Amzahl der Combinationen der rten Cloffe aus n Ele-

mentent ohne Wiederholungen ift (‘;), aus jeder folchen Combination laffen

fig durcy Permutation der r Elemente r! BVariationen der rten Clafje ofme
Tiederholungen bilden; folglich ift

V;;:(‘r‘).r::n(n—l) (ee@)sisifn = ma@dii w1

Bahl der Porietionen mit Wiederholungen.

§. 276. ©ind n Glemente gegeben, fo gibt jedes derjelben n Varia-
tionen der zweiten Claffe mit Wiederholungen, fomit ift n? bdie Amzahl aller
{olcher Bariationen.

Jit itberhoupt die Anzahl aller BVariationen der rten Elajje mit Wieber-
holungen von n Glementen befannt, jo ift, da jede foldje Bariation durch Ber-
bindung mit allen n Glementen n Variationen der (r + 1)ten Claffe gibt,

Vi iz V.

Da mm V7' =n2 ift, fo hat man VI® = n? folglih Vi* = n*,

allgemein
N ==

e o e

f

-

VAR A
AN Y

Y
IT. Binomiffer Sehrfas. = NeM

§. 277. Unter dem binomijden Lehriate verfteht man das Gefets,
nad) weldjem die Poteny eined Binoms in eine NReihe entwidelt wird.

Jebe Poteny eined Binoms mit einem gangen pofitiven Erponenten Fann
aus dem Producte mehrever VBinome, welde das erfte Glied gemeinjam
haben, Dergeleitet werben, indem man in denfelben aud) die zweiten Glieder
gleidyfest. So geht das Product (a 4 b) (a +¢) (a + d) (a 4+ ¢) (a + ),
wenn man ¢ =d = e = f = b feit, in die Poteng (a 4 b)’ itber.

§. 278. Das Product mehrever Binome, welde ein Glied
gemeinjam Haben.
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Um das Product (a + b) (a +¢) (a + d) (a + e)... ju entwiceln,

multipliciere man gwerft die erften 3mct Binome mit emanbcx, ifr ‘Brnbuct
mit bem britten Binom, w. . w. Man echilt

(@+b)(@+c)=a’+ (b+c)a+be s ¥ .
\a+b)(a+c1<a+d)ﬁau<b+c+d)a2 s & Bt
PPy (bc%bd—l—cd)a—f—bcd
(a+b)(a+c)(a-+ d)(a,—{—e )=at+(b+c+d-+| e a?
+ (be - bd 4 be 4 cd 4 ece | de) a?
~+ (bed + bee+ bde+ cde)a +bede,]
1. T 1. | ¢y

Das in bdiefen Broducten hervjdhende Gejets ift leicht ju erfehen. Das
erfte Glied eines jedern Productes ift bie fovielte Poteny von a, als Binomial-
factoven gegeben find; in bden folgenden Gliedern nehuren die Eypomenten von
a in nativlider Ovbnung ab, big im leten Gliebe a® = 1, b. i. gar fein
a erfdeint. Der Coefficient bes erften ©liedes ift 1, der Coefficient des
sweiten, dritten, vievten,... ®liebes 1ift Dejiiglich die Summe der Combi-
nationen der evften, zweiten, dritten,... Cloffe aus den jweiten Gliedern ber
Dinome, jede diejer Complexionen als ein Product der darim vorfommenden
Glemente aufgefafst.

Gilt nun diefes Bilbungsgefess fiir ein Probduct von n Vinomialfactoren
a+b a+c...a-4+p fobafs
(a+b)(@a—4c)...(a +p)
=a"+4 8, (b..p)ar* + 8B, (b..p)a* 2 +..+ Su_y (b..p)a + Sy (b..p)
ift, wo allgemein Sy (b..p) die Summe aller Combinationen der kten Claffe
aus den n Clementen b, c,..p, die einjelnen Complexionen alé Producte
oufgefajst, bezeidynet, fo gilt dadjelbe ®efets aud), wenn nody ein neuer Factor
a + q bogu tritt. Man erhalt namilid
(a+b)(@a+c)...a+p)(a+q

S (b--P)} {Sz(b~-P)+} E {sn (b..p) +}
— gntt 1 n -1
; +{+q ¥, BB TT Fom 8L b, il of D
- Sa (b..p).q.
Nun ift :
S;(b..p)+a=b4+c+...+p+qg=38 (b..q):

Ferner tjt Sy(b. .p) dbie Summe der Amben von b,c,..p, und S, (b..p).q
die Summe der Amben, welde man erhilt, mbem man die Elemente b, c,..p
noch mit dem newen Elemente q verbindet, folglich ift S, (b..p) + S, (b..p).q
bie Summe alfer Gombinationen der jiweiten Claffeaus den Elementen b,e,. ..p,q;
alfo remki e\

S, (b..p) + 8, (b-'a:-p)-q =8, (b..q).

L]

12%
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@&benjo folgt
Sz (b..p) -+ 8, (b..p).q = Sy (b..q),
Sy (b..p) + Ss (b..p)- q—S4(b -q)-

Sn (b P) +‘ Sn—l (b P) q = S (b (_1)-
Endlidy it
S8l Aple = be. .pq=iSagailba. g

Pean Hat daher
(@4b)(atc...a+p (a+q
=fgr o 2S5 (bl Lq)tar = (b gl Attt L.

+ Sn (b q) a + Sn+1_ (b..q)

Das angefithete Bilbungsgejess gilt alfo fiiv ein Product vor n 4 1
Binomialfactoren, wenn ed fiir ein Probuct von n jolden Factoven ridytig ift.
RNun gilt e$ nad) dem Obigen fiir 2, 3, 4 Factoven, folglidy gilt es audy fiir
5, folglid) audh fiix 6 Factoren. ., mithin allgemein fitv jede Bahl von Factoren.

§. 279. Die Potens cines Binoms.

©ebt man tn demt Producte von n Binomialfactoren
(@a+hb)(@a+ec)(a+d...a+p
= Atk Wb Tp) arHalS fh Spet S-Sy (D) gt el

4 Sa-t (b..p) & + 8 (b..p)
bie pweiten Glicder c =d = ... =p =D, jo wird
at+b@tec@at+d...(a+p =(+br

fermer
S, (b..p) =b+c+..+p=b+b.. +b:(‘1‘)b,
S; (b..p) =be +bd+ .. +op=b? + b7 + .. + b2 =(3) b7,

S; (b..p) =bed + bee + --—i—mop=b3+b5 4pt = (n) b,

Su_t (b..p)=hecd..mo +}. —b"—1+b“—1+ —l—b““l—( p )bn—1
sn(b..p):bcd..mop:bn:(n)bn. ;
Durdh) die Subftitution in den obigen Ausdrud erhilt man daber fiir

dent binomifdhen Lehriaty die Fovmel L LR e T
(a+bp=a+(}) b+ (3) = p +(5) o bt 4 . W e
5 (n Jarery ( ) L G A

Sn diejer Fovmel herrjht folgendes Bilbungsdgefets: i

1. Die Potengen des erften Gliches a bed Binoms erfcheinen fallend,
jene bdes jweiten Gliedes b fteigend georbuet. Der Grpoment von a ift im
erften ®liede gleid) dem Potengervonenten n ded Binmoms, in jedem folgenden



®liebe um 1 Eleiner und wird im letiten Gliede = 0, woraus jugleid folgt,
bajs bie game Reihe ein Glied mehr Hat, al8 ber Potengerponent n bes
Binoms Eindeiten enthilt. Die Grponenten von b nehmen umgefehrt von 0
bis n ju. Die Summe der Grpomenten von a umd b it in jedem Glicde
gleid) n.

2. Der Binomialeoefficient des evjten Gliedes ft 1; der Coefficient
ped weiten, britten, vierfem,... (k 4+ 1)ten Gliebes ift begiiglich die Bahl
ber Gombinationen bder erften, jweiten, dritten ... kten Claffe ofne LWieber-
holungen von n Elementer.

3. Jjt bdag zweite Glied b des Binoms negativ, jo wird das jweite,
pierte, . .. itberhaupt jedes gevabftellige Glied der Reihe negativ; man hat daher

L F R P S S 1
Hiernad) it in der Binomialreihe (a == b)® alfgemein das (k + 1)te
®lied gleidh (== 1) (k) an—k bk,

Beifpicle.

1) (x + a)f = |
= x& | (?) ax® (2) alxt + (‘:) ad x5 + (2) at x? + (g) a’x -+ ab
= x8 | 6ax® | 15a?x* + 20a%x% | 1Hatx® 4 6abx 4 af.

2) Bx — 2y)t =

= @0 — (1)-Bxr.27 + (5) B=2. @y — (5)-3x.@y’ + @y
=81x*—4.27x3.2y 4+ 6.9y%.4y%> — 4.3x.8y% 4 16y*
= 81x* — 216x*y + 216x?y? — 96xy® + 16y4

3) Das Tte Glied von (2x? — 3y)° ift (— 18 (ﬁ) @x2)°-0 . (3y)8
= 84.8x.729y5 — 489888 x5 y".

§. 280. Wir laffen nun audy nod) eive jweite Entwicflung des binomi-
fdhen Lehriabes folgen, bie unmittelbor auf der Combinationslehre beruht.

Multiplicieren wir a + b mit a -+ b, das Product wicder mit a 4+ b,
. f. w., fdhreiben aber babei, damit das Bilbungsgefets leidhter erfannt werde,
in jebem Theilproducte guerft den Multiplicator am, und madjen in den Re-
jultaten vorldufty aud) von der Potemzbejeidhnung fiiv die gleichen Factoren
feinen Gebraud). G8 ift

@db)r= adb
(@ +bZi=(-+Db) (a+h) zMH—:&HD}
4 ba 4 bb

(a+bP=(a+b?*@a+b) —aaa+ aab+t+abat abb}
~+ baa 4+ bab + bba 4 bbb
i f. w.
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Bergleidht man diefe Refultate mit den Bariationen mit Wiederholungen
au a und b in §. 274, 2, jo fieht man jogleid), dafs dic Beftanbdtheile ber
2ten Potenz bdes Binoms a -+ b aus den Glicdern desdjelben auf gleidhe
Weije gebilbet werben, wie dort aus den Elementen a und b dic Variationen
der 2ten Claffe mit Wiederholungen zujammengeftellt wurben, bdajs babher
(a 4 b)? gleid) ber Summe aller Bariationen der 2fen Clajfe mit Wieder-
holungen ou$ den Glementen a und b ift, wenn man jede Bariation als Pro-
buct betrachtet; dajs ebenjo (a + b)® die Summe aller Barigtionen der Sten
Cloffe mit Wiederholungen von a und b ift, jede Baviation als Product quj-
gefaist. Da aud) die Entwidlung jeder Hoheren Poieny von a -+ b, wenn fie
auf die angedeutete Weife gefdhieht, mit dem Bildungsgefetie der Bariatiomen
ver entjprechenden Clajfe mit Wiederholungen aus a und b in Ubereinjtimmung
bleibt, fo folgt, dajs allgemein (a ~ b)* die Summe aller Variationen der
nten Claffe mit Lieberholungen aus den Elementen a und b ift, wenn man
jebe LBariation alé Probuet aufjajst.

Die Bariationen erhilt man aber aud), wenn man die Combinationen
perjelben Clafje Difdet und bdieje permutiert. Die Combinationen der nten
Glaffe mit Wieberholungen aud bden Elementen a umd b, al8 Producte
betrachtet, find nad) §. 270, Bufass,

a2 5ol b, latsThin | b=k b e B =l bu

Diefe Combinationen mifdten permutiert und die dadurd) entftebmben
LBariattonen als Probucte abdiert werben. Da aber alle Variationen, die aus
ber Permutierung derfelben Combination hervorgehen, diejelben Elemente ent-
balten und fomit al8 Prodbucte betradytet dev Combination felbjt gleid) find,
fo braudyt man bdie Permutationen nicht wivflic) zu bilden, jonmbern wird, um
dic Summe aller Bariationen i erfhalten, jede Combination jogleich mit threr
Permutationszahl multiplicieven und dann alle diefe Producte abddieren.

Die Permutationszahlen fiiv die oben aufgeftellten Combinationen find
nun nac) §. 268, 3, folgeweife

o it e £ i o el e

8 ergibt fidh) fonad), wie in §. 279,

8+ b = a2 o (7) 22=1b o (5) 82720 A o+ () @ 4
- (n % 1) ab™1 - b

Bufa. ®enau auf diejelbe Art, wie hier die Binomialformel entwidelt
wurbe, fann and) bder polymomijde Rehriot, d. i eine Formel fitv
(a+b-+ e+ d-+ ..)n abgeleitet werden, da diefe Poteny der Summe
aller BVariationen der nten Claffe mit Wiederholungen aus den Elementen
a, b, ¢, d,... gleich ift, wenn man jede Bariation al8 Prodbuct auffajst. Wm

daher die nte Potens eined gegebenen Polynoms zu erhalten, darf moan mur
aus den Gliebernm desfelben bdie Combinationen der nten Clafje mit Wieber-
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holungen bilden, jede bderfelben als TProduct betvachtet mit der ugehvrigen
Permutationszahl multiplicieren und bdie erhaltenen Producte abdieren.

§. 281. Beztehungen zwijden den Binomialcoefficienten.

1. Je 3wei vom Unfange und vom Enbde gleid) weit ab-
frehende Binomialcoefficienten find einander gleid.

Der (k + 1)te Binomialcoefficient vom Anfamge ijt

N (e R .(n-k—|—2)(n—k+1)
(k)_ 100 (k —1).k

Der (k 4+ 1)te Binomialcoefficient vom Cude ift der (n — k 4 1)te
vom Anfange, aljo

n n(n—1)...(k +2) (k - 1)
n —k): 1.9 s e~ R)m — R
Multipliciert man Rdhler und Nenner des erften Brudes mit
(ot Lylink Dowsg slmemik == 1) (0 =)
fo erhdlt man
(11) _np—1. p—k4+HE—k...k+2 k1),

k T2 o (it e (O R (0 e i 2 9
Folglich it

(k'):(n — k)'
Bufoh. Aus der letten Gleichung ergibt fid) fiix k = 0
(0) 5 (n) g
2, Die Summe aud dbem kten und (k + 1)ten Binomial
coeffictenten eimer Botens ift gleidh) dem (k - 1)ten Binomial
coefficienten der um 1 hoheren Potens
. n L (o 1) ke (n-—k—;—3)(n-—k~§-2j
€s ift ( 1) i O k—2) (k —1)
)__n(n—-—-l) n"n—k-l—?)(n—k-l—1;b'ﬁ)er

( W T T (E— 1.k
(o) GV =2t ieor (B T By »
_@m+1)nm—1).. n—k+2) (n-]i—l).

ST o T A k
Meittelft diefes Sages fannm man aus bden Binomialcoefficienten irgend
einer Polen jeme ber nddft GHoheren Potens  dburd) blofle Adbition ableiten.
Man erhdlt dadurd) fiiv bdie aufeimander folgendenm Potenzen eines Binoms
folgende Coefficienten (Pascal’jhes Dreied):
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3. Die Gumme aus den (k + 1)ten Binomialcoefficienten
per kten, (k 4+ 1ten, (k + 2)ten,... bis nten Potenj ift gleid
pem (k + 2)ten Coefficienten der (n + 1)ten Potens.

Aus dem vorhergehenden Sate folgt ( ) = (“ + 1) (k); dafer ift

@=GT)-

e

i "I)
Fai =l (a5i)
(D_ﬁi:) k+1)

Addiert man diefe Gleidhungen, fo ergibt iu:f), ba fidh bie Glieder auf

ber zweiten Seite poarweife aufheben und (1 iy 1) = 0 ift, die Gleichung
)

G+ CL)+CEY 4 @) =6 L)
3. B, fitr k = 2 ift

G+ +E+6)++6)=C5")

4. Die abfolute Summe aller Binomialcoefficienten fiiv
bie nte Poteny ift gleich 2~

5+ ()= (5t ()= 17

5. Die algebraijdhe Summe dev abwedhfelnd pofitiven und
negativen Binomialcoefficienten ift gleid) Null

B=)+ )=+ ()=a-1r=0

(1(—1{—1
(3
(s

i

H

IIL. E€lemente der Wahrfdeinlidkeitsrednung.
Bie abfolute wnd einfade Wabhr[dyeinlichkeit.

§. 282. ©ind unter mehreven gleidh moglichen Fallen einige bdem
Gintreffen eines beftimmten Greignified giinftig, bdie iibrigen dagegen un-
giinftig, fo Beifit das Verhaltnis der Anzahl jemer Fdlle, weldhe dem Ein-
treffen des Ereignifies giinftig ftnd, ju der Anzahl aller gleich mdglichen Falle
pic mathematijde Wahrjdeinlidhfeit fiir dag Cintveffen diefes Er-
etgniffes.
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Begeichuet a die Jahl der eimem Creignifie giinftigen und b die Sah!
der ihm ungintigen Fdlle, fo ift, wenn die mathematijdhe Wahrideinlicheit
fiir dag Cintreffen jemes Greigniffes durd) w ausgedriictt wird,
a
Co i
Je mehr Fdalle dem Gintreffen des Creigniffes giinjtig find oder je
grofer a iff, defto grifer ift die Walhrideinlichleit fiiv das Stattfinden des
Ereigniffes; find alle Falle giinjtig, fo ift bos Stattfinden gewifs und man
hat, da b = 0 ift, al8 das mathematijhe Symbol der Gewijsheit
&

W= = 1

Je weniger giinftige Fdlle vorfommen, bdefto geringer wird audy die
Wahridpeinlichfeit; ift gar fein Fall giinjtig, o ift das Eintreffen des Greig-
niffes unmdglid), und man hat, da a = O ift, fiiv dad mathematijche Symbol
der Unmioglidhfeit

w =

0
W—T—O.

Jm gewdhulihen Leben feifit ein Greignid wabrideinlidh, wen w > 31,
jwoeifelbhaft, wenn w=4, mnd unwabhrideinlid, wem w < 4 ift.

Die Wahricheinlichfeit, daj8 ein Creignis nidht eintreffen werde, Bheift

dic entgegengefetsite Wahrideinlidgieit. Sie wirtd durd) einen Brud)
dargeftellt, Ddeffen Bdhler die Anzahl aller ungiinftigen und bder Nenmer bdie
Anzahl aller gleih) mbglidgen Fdlle ift. Begeichnet man die entgegengefeste
Wahrfdeinlicfeit durd) w’, fo ift
a—i—b, baber w-{—w’::if):l,
0. . die Summe der Wahrideinlidhteit fiir das Cintreffen eines
Greigniffes und jemer fiiv das Nidteintreffen gibt die Cinheit,
jomit bie Gewifsheit; was audy gan; natieli) erideint, da es gewifs ift,
Daf8 jenes Greigni8 entweber eintreffen oder nidt eintreffen mufs.

Aus w 4+ w' = 1 folgt w' =1 — w.

Beifpiele.

BWirft man zwei Spielwiirfel A und B, deren fed)s Fldchen nach der
Rethe mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 Punften oder Augen begeichnet find, fo find in
Bezug auf die Bahlen, weldhe auf den obeven Flachen ber beidben Wiirfel zu
ftehen fommen, folgende 36 Fdlle gleich mbglich:

AB AB AB AB AB AB
A | 21 31 41 51 61
12 gps 59 42 52 62
13 23 33 43 53 63
14 24 34 44 54 64
15 25 35 45 5H 65
16 26 36 46 56 66

w!'=
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a) Um bdie Summe 5 ju werfen, find 4 Fille giinjtig, nimlich 14,
23232, 41 Die Wahrideinlichleit, mit beiden Wiivfeln 5 Augen ju werfen,

1
ift aIfn = =
@Leieh Yusdrud, welder angeigt, a8 i 9 Wiirfen die Summe 5 einmal
geworfen werbe, ift jedbod) nidht fo zu verfteben, al8 wenn man in den evjten 9 Wiirfen
bie Gumme 5 gevabe eimmal werfen miifste; man fann Ddiefe Summe vieleidht gar nidf,
ober gevabe einmal, ober aud) mebr al8 einmal werfen; aber wenn man fehr viele Wiirfe
madht, fo wird fih das8 Berhiltnis der Wnzahl der LWiivfe, worin man 5 wirft, zu der
aefammten Angahl der Wiirfe um fo mehr dem BVerbaltniffe 1:9 ulbern, je linger bas
Spiel fortgefelt wixd. Der wirtliche Crfoly wird der durd) Rallen ausgebriidten Wabr-
deinfidfeit um jo niher Fonumen, je grbfer die Wnzabl ber Vevjude ift; und in biefem
Sinne ift die mathematijhe Wahrideinlichlert ftetd anfpufafien.
' fygie ' ¢ . s 1 8
b) Die Wahrideinlicfeit, die Summe 5 nicht su werfen, ift 1 — 5 = 4.
c) Die Wahricheinlichfeit, die BaE)Ien 3 und 5 zu werfen, ift, da nur

gwei Fdalle 35 unb 53 giinftig find, 3 = ~11§.
d) Die Wahrideinlidyfeit, eimen Pajd), b 1. jwer gleiche Zabhlen zu
toerfen, ift ~3%~ = %.

Die relative Walhrfdyeinlidkeit.

§. 283. Die bisher betrachtete Wahricheinlichfeit, wobei mnur ein
Greignis an und fitv jich betrachtet wird, bheifit die abjolute Wahricheinlid)-
feit, im Gegenjate ju der velativen, welde jih auf die Bergletdung
yweier Ereignifie begicht. Vet der relativen Wahricheinlichfeit zieht man unter
ven migliden Fallen nur diejenigen in Rechnung, welde entweder dem einen
ober dem ambern ber beiden Greigniffe gimjtig find, wdbrend alle fbrigen
Falle unbeadytet bletben.

Sind fiir verfdjicdene Ereigniffe s Fdlle gleich mdglich, und vergleicht
man nur die Ereigniffe A und B, beren einem m umd dem andeven n Fille
glinjtig find, fo ift die relative Walhridheinlichfeit W fitr das erfte Ereignis
Eli?_‘ﬁ' und bie relative Wahrjdeinlichteit W’ fitr das sweite Greignis r—n—_'%_—n.

Man fann die velativen Wahrjdeinlidyfeiten auch aus bden abfoluten fer-
leiten. €8 ift ndmlich, wenn man dic abjoluten Wabrjdjeinlichfeiten fir bdie
@Eretgnifje A und B beziehungsweife duvd) w und w' bejeichnet,

m n
Sy A e 8 e B e ] w'
W—m+n_m+nhw+w" W_m—}-n_' + “wrw
8 s

Die rvelative Wahrideinlidhfeit cines (Erctgmﬁeé it alfo
gleid) dbem Quotienten aus der abfoluten Wahrideinlichfeit
jenes Gretgniffes und der Summe der abjoluten Wahridein-
lihfeiten der beiden Ereigniffe.
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3. B. 3In einer Urne find 4 weife, 6 bloue und 8 rothe Kugeln. Die
abjolute Wahrjdeinlichfeit,

eine weiffe Kugel su siehen, ift —

n Tﬁﬂje n " n "
pafer die velative LWahrideinlichteit,
eher eine weifie al$ eine vothe Kugel ju ziehen, 77 =

eher einte vothe al8 eine weife Kugel ju ziehen, = = 1=
5 T 1%

Die ufammengefehte Wahrdyeinlid)keif.

§. 284. Berubt die Beftimmung der Wahrideinlichleit eines Creigniffes
ouf der Berednung mehrever cinfacher Wahrjdeinlidyteiten, fo Heifit eine foldye
Wahrjcdeinlichteit eine jujommengefepte. Sie ift sweifacder Art; entweder
jehliefst fich das Cintreffen der eimjelnen Greignifie gegenjeitig aus unbd e8 fann
unter mefyreven fraglichen Greignifien nur eines ftattfinden, oder es fjollen
jwei oder mehreve Eretgniffe in Verbinbung mitetnander gleid-
geitig ober nacheinander eintreffen.

§. 285. Wahrideinlidhfeit fiir das Cintreffen eines von
mefhreven Creigniffen, die jid) gegenfeitig ausidlicfen.

Jit s die Anzahl aller gletd) mbglicdhen Fdlle, von dertenn m dem Ereigniffe A,
n dem Greignifie B, p bem Greignifie C,... alfo m +n+-p... fiir das Ein-
treffen irgend eines unter ben Greignifien A, B, C,. . . giinfjtig find, fo ift, wenn
man die abjoluten Wahrjdeinlichleiten fitv dieje Ereigniffe durd) w', w, w,. . .
und bdie ujommengefeiste Wahridheinlichleit fiir das Eintveffen ivgend eines
viefer Greignifje bmd) W begeidinet,

n P
’ A £ — i e
w H_T’ w' —B—, W, T T e

W = m+£iL -{- —I— 4 ..., oder
W = w' +W“+Wm+- i
.1 bie gufammengejeite Wahrideinlihteit fiir das Cintreffen
trgend eines von mefhreven jid) gegenfeitig ausfdliefenden Gr-

eigniffen it gleich der Summe der abjoluten Wahrideinlidy:
feitem der eingelnen Greignijje.

B. B. Wie grofs ift die Wahrideinlicheit, aus einer Urne, in welder
6 gelbe, 8 tothe und 10 weie Kugeln find, eine farbige Rugel su jiehen?

Die B, eine gelbe Kugel 3u ziehen, ift —- 2 7 die T, eine rothe Kugel
it gieben, ift

und

2 1 ; daber die W, cine farbige Kugel zu iehen,
14 7

wt w1
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§. 286. Wahrideinlidhfeit fiir daé Bujommentveffen melh-
revet Greigniffe.

€8 fei W die Wahrjcheinlichfeit fiir dad Bujonmmentreffen zweter Ereig-
niffe A und B, von denen demt exfievernt m’ Fdlle giinftig und n’ Falle ungiinftig,
vem lepteren m* Fille giinftig und n” Falle ungiinjtig find. Die abjoluten
BWahrideinlichleiten bdiefer beiben Greigniffe find

/ m’ /et m*

2 L b T

Da nun jeder der m’ dem Greigniffe A giinftigen Fille mit jedem der m”
bem Greignifie B giinftigen Fdlle jujammen eintreffen fann, o gibt e8 fiiv das
Bujommentreffen beider Greigniffe m’ m* ginftige Fdlle. Die Anzahl aller
mbglichen Fdlle ift (m’ 4+ n9 (m" 4 n"), da jeder der m’ 4 n’ bei A
miglicdhen Fdlle mit jedem der m* -+ n* bei B mbglichen Falle jujommentreffen
fann. @8 ift daber dbie Wahrideinlichieit, daf8 bdie beiden Ereignifie A und B
sufammen ecintveffen,

m' m*” m m*
e (m’+n‘) (m* 4 n*) T m £ m'+ ot

Sind ebenjo w’, w", w',... die abjoluten Wahrjcheinlichfeiten fiir das
Gintreffent der eingelnen Greigniffe A, B, C,..., fo erhilt man bdie Walhr-
fdpeinlichteit fiir das Bujammentreffen aller diejer Greignifje

W=ww'w"...,

b. §. bic Wahrideinlidtett fir bad Bufommentreffen mefhrever
Eretgniffe ift gleich dem Producte ausd denm abjoluten Walhr-
fdeinlichfeiten fitr das Cinfreffen der etnzelnen Creigniffe.

3. B. Wie grof ift die Wahricheinlichfeit, mit zwet Witrfeln auf den
erften Wurf die Summe 5, auf den zweiten die Summe T zu werfen?

W=

i

— Wl WH‘

Die W., auf den erften Wurf die Summe 5 ju werfen, ift -34;.’-‘; die
BW., auf den zweiten Wurf die Summe T ju werfen, ijt 3%; daher die W,

4 6 1

fiiv bag Bufammentreffen diefer beiden Ereigniffe 55 . 55 = 4

§. 287. Wahrideinlidhteit filr das wiederholte Eintreffen
vesfelben Grergnifjes.
3t w die abjolute Wahricheinlichfeit, dajé irgend ein Ereignis cintreffe,
fo ift bie Wahridheinlichfeit, dajs jenes Greignis 2-, 3:, 4-,... rmal nad-
einander etntreffe,
Wy = W.W = W7,
Wy ='W.W.W = W°,
Wy = W.W.W.W = W%,

We = W.W.W....roal = w-.



Die Wahrideinlidieit, dajs cin Ereignid mehreremale
nadyeinander ftattfinde, ijt aljo gleid) der joviclten Potenz dber
Waphrideinlidfeit fir das einmalige Cintreffen, als Wieder-
holungen ftattfinden follen.

2. B. BWic qrof ift die W., mit zwei Wiivfeln 3 mal nadeinander die

Summe 7 3 werfen? — Die W., die Summe 7 einmal ju werfen, ift %,

affo die ., die Summe 3mal nadeinander zu werfen, (%)3 = 2—1—6.
Wenn cin Ereignis wicderholt ftattfinden folf, fo tritt pmwetlen der Fall

eirt, bafs nad) jedem Ciutreffen desjelben jorwohl die Anzahl der mdglichen als

die ber gitnjtigen Fdle wm 1 fletner wird. In diejem Falle ift, wenn ;ﬂ die

Wahricheinlichleit fitr das erjte Cintreffen cines folden Creigniffes ausdriidt,
die Wahrideinlichfeit fitv das rmalige Wiederholen desjelben
~m m—1 m—2 m—r- 1

% g - aEml gt §—1r1"

3. B. Die W., aus einer Urme, welde 8 weiffe und 6 {hwarze Kugeln
enthalt, 4mal nacheinanbder eime weiffe Rugel su ziehen, wenn jede gezogene
Rugel nicht wieber tn die Urne juriicfgelegt wivd, ift

QUL el ol 10

e T T e P
§. 288. Wahrideinlicdhfeit fiir die verfdiedenen Combina-
tionen zweier Ereignifje.
Gind s gleid) mogliche Falle, von deren m‘ dem Creigniffe A, und m"
bem Greigniffe B giinftig {ind, jo ift, wenn

m m‘l
— =w umd — = w"

gefetst wird, die Wahridheinlichfeit,

DO TR SR Er, TR ol - SR w’
o SEATRTE etntyii. SRR N . 1 —w'
RS BRECTTEETTEST el SN SO w
P R e IRARGEE IO o DHI R 1—w
0 AT ettt far th P Sl DR w (1l — w")
. A nidt eintrifft, aber B........... 1 —w)w"
it TEBASODe s B et SR SR w (1l—w")+(1—w)w"
AR IDE B et Yetirtreifedd o e B S w' wh
. A und B nidt betbe eintreffen...... 1— wwh
piifoehes i Antot B etwtrifitn. . Bl L l—w){d—w"
o bon A und B wenigftens eines eintrifft,
aljo A, oder B, oder aud) beide..... 1— 1 —w) 1 —w")

B. B, Wie grof ift bdie Wahridemlichleit, mit 2 Wiirfeln i zwet
Witrfen wenigftens einmal 9 Anugen 3u werfen?
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Pret nt ‘w = ; und w' = k;--, pafer bie gefudhte Wahrjcheinlichfeit
— A =w)(l —w)=1— g o = 2T,

Mathematifdher Hoffrungswert.

§. 289. Jjt mit dem Gintreffen eined Creigniffes ein beftimmter Gewinn
verbunben, fo Hat derfelbe vor dem Eintreffen jenes Ereignifjes einen Wert,
welder vor dern Grade der Wahridheinlichteit abhingt, die fitr das Stattfinden
bes Gretgniffes vorhanbden ift; man nennt diefen Wert den mathematifden
Hoffnungéwert ober die mathematifde CErwortung. Lrifit bdas
Ereignis gewif8 e, jo barf man auch) vor dem Eintreffen desjelben den vollen
ewinn evwarten. Sind aber fiir das Stattfinden bes Creigniffed a Falle
giinftig und b Falle ungiinftig, fo wird dag Ereignis unter a + b Fdallen nur
in a Fillen eintreffen und daber aud) der Gewinn nicht mit dem vollen Werte,
fombern mur mit dem jo vielten Theile dedjelben, als bdie Wahricheinlidyfeit w,
ihn gu evhalten, angeigt, evwartet werden fonnen. Heifit daher h ber mathe-
matifhe Hoffnungswert und g bder angul)offenhc Gewinn, jo ift

h = a + T B B,
b. . der mathematijdhe Hoffnungswert cinesd Gewinnesd ift
gleid) dem Producte aus dem Gewinne und dber Wahrideinlid-
feit desjelben.

3. B. Jemand jest auf zwei Nummern einer Babhlenlotterie, welde 90
Nummern enthdlt, 1 fl. und gewinnt, wenn feine beiden Nummern gezogen
werdent, 240 fl.; wie grof ift der mathematijhe Hoffnungdwert?

'Die Wahrf d;ein[itf)feit mit zwei Nummern einen Wmbo zu madpen, it
I}){))_s 801’ daber h = 801 -240 = gg(l) égg

§. 290. Bei BVerfidherungen, Wetten und Glitdsipielen wird eine be-
ftimmte Summe eingefeit und dafiiv im giinftigen Falle eine bejtimmte Summie
gewonnen.  Jebe vedhtmdfige Berfidherung, jowie jeded rechtmdfRige Glirdsjpiel
Beruht auf dem Grundjate: Der Cinfats mujs dbem mathematijden
Hoffnungswerte des Gewinnes gleich jein

Heifen e und e die Cinjdse sweier Spieler, welde die Walhricheinlic)-
feit w’' und w* Baben, cinen ®ewinn g su erhalten, fo ift e’ = w’' g und
e = w'g, baber e':e” =w':w", b 0 bdic Einfdse mitfjen den
Wahrideinlichfeiten, ju gewinnen, proportiontert jeimn.

3. B. A wettet gegen B, dajé er mit jwei Witrfeln einen Pajd) wirft.

Die Wahricheinlichfeit, su gewimren, ift fiir A %—, fiir B --g—; e8 mitffen fid)
alfo aud) bie Ginjite der beiden Spieler, wenn die Wette vechtmdBig fein foll,

Ioie % : 5 Ober wie 1:5 verhalten, d. ). B mujs Hmal fo viel fegen, ald A
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Wabrfdheinlicdhkeit in Beyiehung auf die Lebensdaver des Menfdyen.

§. 291. Durd) Dergleiung der Stevbeliften, die fiir zahlvetche Orte
und duvd) viele Jahre hindurd) gefithrt wurden, ift man ju Tabellen gelangt,
weldje angeben, wie viele von einer beftimmten Anzahl in demfelben Jahre
geborner Menjdjent i den aufeinander folgenden Jahren nod) am Leben find.
Soldhe Tabellen feiffen Stevblidhfeits- oder Mortalitdtstafeln. Wi
theilen nadyftehend eine folde Tafel mit.

Sitfmild-Banmann'jde Sterblidjfeitstafel.

n ‘ an n an n ' an n s n an
0 | 1000 20 491 40 374 60 210 80 37
1 750 21 486 41 | 867 61 201 81 32
2 661 22 481 42 360 62 192 82 | 28
3 618 23 476 43 353 63 182 83 24
4 593 24 471 44 346 64 172 84 20
5 579 25 466 45 339 65 162 85 17
6 567 26 461 46 332 66 152 86 14
7 556 27 456 47 324 67 142 87 12
8 547 28 451 48 316 (1] 132 88 10
9 539 290 445 49 308 69 122 89 8
10 532 30 439 50 300 70 112 90 6
11 527 31 433 51 201 71 103 91 5
12 523 32 427 52 282 72 94 92 4
13 519 33 421 33 278 73 85 93 3
14 515 34 415 54 264 74 s 94 2
15 511 35 409 55 255 75 69 95 1
16 507 36 402 56 246 76 62 9 0
17 503 37 395 57 237 72 55 :
18 499 | 38 388 58 228 78 49

[0 | e 39 381 59 919 70 | ervaa

Diefe Tabelle, weldhe fich auf 1000 in demfelben Jahre Geborene begieht,
enthdlt in der erften mit n iiberjchrichenen Spalte die Altersfabhre der Perfornen,
in ber weiten mit a, bezeicdhneten die Bahl der im Alter von n Jahren nod)
Lebenden.  Dic Diffeveny jweier Rahlen der Lebenden gibt die Anzahl der in
bem Degitglichen Beitvaume  @ejtorbenen. So fterben 3. B. vom 20. big zum
30. Lebensjabhre 491 — 439 = 52 Perjonen. Die 3ahl der tm nten Alters-
fahre Gejtorbenen ift gleid) a, — anir pe

§. 292. Die Wahrjdeinlidteit, dajs eine njdhrige Berjon
ba8 Alter von n 4 p Jahren erveiden werde, davjuftellen.

Bon a, im Alter von n Jahren lebenden Perjonen leben im Alter von
n 4 p Jahren nod) any, Perjonen. Die Wahrideinlichteit, dafs eine n fihrige
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Perjon das (n + p)te Jahr erveidhen werde, ift demnad), da any, die Angahl
ber giinjtigen und a, die Anzahl aller gletdh) mdglichen Fdlle angibt,

gty

an

Die entgegengefetste Wahrideinlichleit, dajd ndmlid) eine nijdbhrige Perjon
ba8 (n + p)te Jabhr nidht erfeben werbe, ift w' =1 — Sty

an
Beifpicle. 1) Wie grof ift die Wahridjeinlicheit, dais eine 24jdhrige
Perjon das H0{te Jahr erveidjen werde? -‘1"" ] 222 = 0-637.
“24
2) Wie grof ijt die Wahricheinlichieit, bajd vom zwei Ehelenten, von
penen ber Wann 40, die Frau 30 Jabhre alt ift, betde dag 60fte Jahr
crreichent werden? Die Wahricheinlichfeit, das 60fte Jahr su erreidhen, ift fiir x\/

bert Weann - ““, fitr die Frau - 28 baf)er bie jujammengejetste %a[yrnf)tmhcﬁfc

g 210 210 0
o8 beide bag 60fte Jahr er[ehen o ;Zi; = 7" iég 0 268(5\ \D}’ ( jj'u / |

o Bog ( — \\ nlv/h
febensverfiderungsredymung . % \ LT Ak *(\3\}“’\

§. 293. Berpjlidytet fid) eine %wudjemngeanfta ., einer Perjon nber
perenn Rechtdnad)folgern gegen eine ju entrichtende Geldjumme in einem
beftimmten Falle, weldher von dem Leben oder Tobe etmer oder mehrever Per-
fonen abhdngt, ecinen gewifjen Capitalsbetvag ober eime Dejtimmte Leibrente
(8. 264) 3u 3aflen, jo heifst der beiigliche Bertrag ein Lebensverfiderungs-
vertrag. Bei allen Rechnungen itber Lebensverficherungen wird der Grundjak
feftgehalien, dajd der Varwert der Bahlungen, welde dic BVerficherungdanitalt
vort Dent umter gleichen Bedingungen verficherten Perjonen zu empfangen hat,
gleid) fei dem Barwerte bder Bahlungen, welde die Aniftalt an diefe Ber-
fidperten zu letftent Hat.

Unter der Referve (Pramienveferve) ecines Verjicherten in eimem gege-
benen Reitpuntte verfteht man den Betrag, welder fid) ergibt, wenn man den
Barwert der von ihm noch weiterhin ju leiftenden Bahlungen von dem Bar-
werfe feiner finftigen Begiige jubtvahiert. Die Referve gibt dem Wert ber
Berfidherungs-Polizgze fiiv jenen Bettpuntt an.

::i_%ir befhrinten ung Bier auf einige befonbders widtige Aufgaben.

T 8. 294. Aufgabe. Gine njdfhrige Perjon will bei einer BVer-
fidperungsanftalt ein Capital C jo verfidern, dafs diefed nad
p Jahren, wenn die Perfon damals nody lebt, an diefelbe aus-
gezahlt werden foll, dafé dagegen, fall8 bie Perfon wdahrend
ber p Sabhre ftirbt, die eingegahlte Summe ju Guniten der
Anftalt verfallt; wie grof ift der Betrag M (WMije), welder an
diec Anftalt fogleid einzuzafhlen ift? (Verfiherung auf den Eeﬁen;fa[[).

W=
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Wenn alle a, Perjonen, welde in der Sterblidhfeitdtafel bei dem Ulter
n angegeben find, unter denfelben Bedingungen bder BVerfiderungsanjtalt bei-
tretenn, fo Baben fie sujommen M. a, einguzahlen. DBon den a, Perfonen
leben nach p Jabhren nod) a,q,; on diefe Hat bdie Unftalt je C, aljo im
gangen den Betvag C. anyy, ju zahlen, deffen Barmwert, wenn hier wie aud

in den folgenden Aufgaben bder Binsfuf durd) e begeidhmet wird,

betvdgt. Da mun die Barwerte der Einnahmen und der Ausgaben bder Anfta (t
gleic) fetn follen, fo hat man die Gleichung

M.an = C. 28, paher M = C.22%2

an ep’

Au demfelben Refultate geIangt man auch) durd) folgende Sdlujsweife,
die ebenfo bei ben fpdteren Aufgaben angewendet werden fann. Die Walhe-
jpeinlichfeit, dafé die n jdbrige Perjon das (n + p) te Jahr erveichen unbd dafs
alfo die Auszahlung bdes verfiderten Capitalds C wirklid) erfolgen werde, ift

a“f;"‘, baher (nad) §. 289) der mathematijhe Hoffnungdwert bdiejes Eapitald
o 93:-:3, md fein Barwert C . =FL. @8 ergibt fig daber, wie frither,

M= (. 2r

an Gp
&8 fei in biefem Falle die NReferve R des Verficherten, wenn er k
Jahre alt ift, ju beftimmen. Die BVerfiderungsjumme, welde die Anftalt an
die iy beigetretenen a, Perfonen, wenn fie n 4 p Jabre aflt werben, ausju-
sablen hat, betrdgt C.anyp; Dievon entfdllt gegemwdrtig, da nur nod
ax TPerfonen leben, auf einen Berfiderten der nad) n + p — k Jahren fillige

Betrag C . a“”. Die Referve ift demmnad), da feine weitere Gingahlung ju

leiften ijt, gIetd) bem Barwerte diefes Betrages, aljo
s an+p
R
Beifpiel. Wie grof ift der Betrag, den ein BVater bei Hyy Jinfesszing
an eine BVerficherunganitalt eingahlen muis, damit diefe feinem 10jdhrigen
©ohne, wenn er dbag 24fte’ Jahr erveidht, ein Capital von 2000 fl, auszahle?

a, 2000.471
M = 2000 .o = g5 1-opn = 89432 fL.

Bu biefem Betrage fommt nod) ein Verwaltungsioftensudlag.
Wenn der Sobhn 20 Jahre alt wird, ijt jeine Referve

" & W10 9000 AR, !
R=2000. oo = s = 167831 fi.

§. 295. Aufgabe. Wie grof ift ber Betrag M, ben eine
njdfhrige Perjon an eine BVer{fiderungsanitalt jogleid ein-
jabhlen mujé, dbamit fie, jo lange fie lebt, am Ende eines jeden
Jahres eine Leibrente B beziehe? (Rentenverficdherung.)

Moinit, Avithmetit und Agebra, . 13

(B &n-}-_E
ep




Berjidern fid) a, Perjomen vom Alter n unter gleidien Bedingungen,
jo haben fie M . a, einguzaflen. Bon diefen Pevjonen leben am Eude bes
1., 2, 3.,... Jafres nod) awti, Antar Bngs ... Die Anjtalt Hat daber an
Henten auszuzahlen B. awys, B . anys, B. anygs, ...

Dic Summe der Barwerte diefer Remten ift

BB P qmpg L),
wobei bie Reife innerhalb der Rlammern bid an das Ende der Sterblichteifs-
tafel fortzujesen ift.

et man die Barwerte der Ginnahmen und der Ausgaben der Ver-
jicherungSanjtalt gleid), jo evgibt fid)

M.ap=B. (5 22 L 28 ), daler

e? e
B8 1 fantt an42 Zn43
M—-B - _-an_ ("e +"’F;Tz""' +"é'3'" + --.)’
ober, wenn man den fitr B = 1 jid) ergebenden Betrag dureh r, begeichnet, aljo
1 n. n n
gt Lo it MRS 380 il il g
ieL’Jtr M = B « Ine
Die Referve fiir dag Alter k der Perjon ijt dann gleich
R = B.I‘k.

Die Beredmung von r,, weldes den Barvwert der Rentencinheit
fiir dag Alter n darjtellt und ein Houptelement der Verfidherungsrechnumng
bilbet, geftaltet fid) meiftens fehr mithjam und weitldufig. Wir geben in der
nacdhfolgenden Tabelle bdie fiir 4% und Hg Dbereitd ausgerechneten Werte
0oIl Ty

Die Conftruction einer jolden Tafel gejchieht am cinfadhften auf fol-
gende LWeife:

RNad) der Formel 1) ift rops = L (_‘i‘“_‘cf‘- o 2288 i)l

an41 e e?
Tdmgr . 1 f anys an42 ARG
it o3 (00T et il a1 o IR o
md folglich g S A oy,
Man beftimmt nun, 3 B. fiiv 4%, pterjt und, ywar nad) der Formel 1)
190 1 8 % e iy o 2
r94—~ a—ﬂwm‘i —? .1——'0"1 —\0 48077,
fobann nach der Formel 2)
118 Lok n)' L 0480T 7 g0

Tos = ~5 104 —  35.1-04
bievauf nad) derfelben Formel ry,, damn folgewcife rey, rep, U. . f., was
mit Hilfe der Logarithmen leidyt auszufithren ift.
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Barviwert ciner Renteneinheit
nac) der Stigmild)-Boumann'jchen Sterblidyfeitstafel fiiv 4% und 59

beredyuet.
i l T i r
n n n
n n n ‘. i
4% b2 4% 52 |1 e 5%

J [ T S
11482 9782 | 32 | 14°719 | 13067 | 64 7293 | 6'838
14'852 | 12°695 | 33 14'526 | 12'916 | 65 7°053 6624
16'526 | 14125 | 34 14'326 | 12'758 | 66 6°817 6412

17°382 14'863 35 14117 12°592 67 6°589 } 6°207
17°840 15264 36 13938 12°452 68 | 6'372 6°011

18002 15'415 37 18°762 12°307 69 6°170 5°829
18118 | 15'528 | 38 | 13'560 | 12°115 | 70 | 5990 | 5667
18216 | 15627 | 39 | 13862 | 110997 | 71 | 5774 | su7t
18'256 | 15'678 | 40 | 13186 | 11883 | 72 | 5680 | 5004
18'268 | 15706 | 41 | 12944 | 11662 | 73 | 5418 | 5147

S 00 3w L

10 18249 15°709 42 12°723 11°483 74 5220 4966
11 18°149 15651 43 12°494 11°296 75 5058 4'819
12 | 18029 1565659 44 12°2567 117101 706 4'854 4'631
13 17°895 15463 45 127011 10°896 77 4691 4°482
14 17766 15°362 46 11°755 10°682 78 4°476 4282

15 17°610 15256 47 11°527 10°494 79 4'304 47124
16 177459 156146 48 11°291 10°297 80 4'202 | 4032
17 v 17302 15029 49 11°048 107093 81 4'053 3°895
18 17°138 147907 50 107796 9880 82 3'818 3675
19 | 16°968 14°779 51 10°575 9695 83 3°632 3501

20 16°790 14°645 52 10°349 9505 84 | 3'533 3412
21 16°642 14°535 a3 10118 9309 85 3322 3214

22 167487 14°421 54 9881 9°108 86 3°196 3098
23 16°327 14°301 39 9639 8900 87 28177 2'796
A4 16°160 14175 56 9392 8'687 88 2591 2'622
25 156987 140438 37 9°'138 8'468 89 2°368 2311

i 26 15807 13906 58 8'879 8'243 90 2'284 2'2356
| o7 | 15619 | 13761 | 59 8614 | 8010 | o1 | 1881 | 1816
28 | 15'424 | 13600 | 60 | 8342 | 7771 | 03 | 1406 | 1°384
| 15257 | 13482 | 61 8064 | 7525 | 93 | o949 | 0087

30 | 15085 18850 62 7780 7272 04 0°481 0476
31 r 141905 13212 63 7536 7055

Beifpicl. Welden Betrag mufé eine 47jdhrige Perjon eimzahlen, um fich
eine Leibrente von 200 fl. 3u fichern, die Binfen zu 49 gerechmet?
M = 200.r, = 200.11-527 = 2305°4 fl.
13*
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§. 296. Aufgabe. Gine njdhrige Perfon will bei einer Anftalt
ein Gapital C verfidhern, das nad ihrem Tode threm Erben
ausgezahlt werden foll; wie grof ift der Betvrag M, den fie
fogleid) einguzahlen hat? (LVerfidherung auf den Tobdesfall.)

Treten der Anjtalt a, Perfonen unmter gleichen Bedbingungen bei, fo
mujé die Summe ihrer Cingahlungen, ndmlich M.a,, gleih fein dem Bar-
werte aller Capitalien, welde von bder Anjtalt fitr die geftorbenen Perfonen
an beren Grben ju zafhlen find.

Bon a, Perjonen leben nad) einem Jahre nod) aniqy, die Sahl der
®eftorbenent des evjten Jahres ift aljo a, — any1. Ebenjo fterben im 2., 3.,
Sabre anys — ante anys — anys, ... Oie Anftalt Hat aljo am Ende
bes 1., 2., 3., ... Jabres an die Grben der Geftorbenen die CapitalSbetrige

C . (&n Vi an_H), Bl (am+1 = an+2), C . (a,u+2 e an_]_g),. s
au ahlen. Die Summe der Barwerte aller diefer Sabhlungen ift

o [an—=an+ i an+1 — ant2 e an4e — an+8 N ]

e? e®
—C[ 'ln+1 az-:2+")+ie(ai.]:1 _*_ané-__;e +)]

an e
an 1 fand1 |, and2
= C.-e—[l—(e-—- 1).£(T TT +. .)]
C
:?.an[l—(e—l)rn], _
wenn der Yusdrud - (“—“;‘- audnid oo ) burd) ra erjet wird (§. 295).
Somit ift -
o
M.ap = —.an [1 — (e — 1) ry |, daber

0
= c—.[l— (e —1) rn].
Gbenfo ift die Referve fiir die Perfon, wenn fie k IJahre alt ift,
C
R=C.[1—(—Dx]
Beifpicl. Weldes Antrittdgeld hat eine 36jdhrige Perjon bei 59 Binjen

an eine Berficherimgdanjtalt ju jahlen, damit nad) ihrem Tobe ihre Erben

eie Summe von 2500 fl. erhalten?

M =20 (1 —0:05.1) = o2, (1 — 0-05.12-452) = 898-54 fl.
§. 297. Aunfgabe. Gine njdhrige Perjon will gegen eine am

Anfange jedes Jahres zahlbare Prdmie P ein Capital C ver-

fichern, dbas bet ihrem Abfterben an die Erben ausgezahlt werden

foll; man jude die Bejiehung zwifden P und C.

=c.2, 1—i(1ni ) b (B +..)]
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Nimmt man wieder a, Perjonen vom Alter n an, fo betrdgt die von ihuen
gletch beim Gintritte an bdie Unftalt ju zahlende Pramie sujommen P. an.
Nad) 1, 2,... Jabren leben nod) anss, angs... Perfonen; bdiefe zahlen an
%rﬁmien . And-1/ P Hpdiz, leiee

Der Barwert aller Pramien ijt aljo

, and-1 an42
P-[an‘r%—*‘_gt_'i_---]

o 1 fant1 an+g
_P.an[l—{—;;{—em—f— of +..-)]

=P.an(l + 1) § 295).
Der Barwert aller Leiftungen der Anftalt an die Erben dev Berfidherten

ift, wic in dber Aufg. §. 296,

24 T — (=) )

Nean fhat daher

P.a, (1 4+ 10 =—.a8,[1 — (e — 1) ry], oder

o oa

P.(l+r)=—.[1—(c— 1) ral.

Die Rejerve filr das Alter k der Perjon ift gleid) der Diffeven der
auf diefen Seitpuntt bejogenen Barwerte der Hinftigen Besiige und Pramien, alfo

R:%,[l—(e—l) re] — P [1 +

ober, wenn man fiir P den Wert aud ber fritheren Gleichung jubftitutert
und dann den Ausdbrud vebduciert,

il e
R=0.3

Beifpiel. Gine 55jdfhrige Perfon will auf den Todesfall thren Erben
eint Gapital von 4000 fl. verfidhern; welde jihrlide Prdamie hat fie bei 4%
Berzinfung einguzahlen?
_ 4000 1—0:04r, _ 4000 1-—0-04.9:689 _ 555. il

R= 1o TR O 071 Y e W o T
Fitv die obige Perjon wire nach) 10 IJahren die NReferve
2586

Tos— Tes s iosh “



Anhang.

I. Hofere unmerifde Gleidungen.

§. 298. Dic alfgemeine Form ciner numevijhen Gleidhung des mten

®radbes mit einer Unbefannten ift
0 A x0 A, xR A x -+ A=0,

wo dle Coefficienten A,, A,, ... A, Dbefondere pofitive oder megative Sahlen
bebeutert, einige vom thuen aud) Null fein fonnen.

Ein von der verdnderliden Bafhl x abhingiger Ausdbruck wird cine
Function von x genannt und dmrd) f (x), F (x), ¢ (x), ... bejeichmet.

Seit man daher dag Polymom

X A xm1 Ay x4 Apy x4 Ap = f (3),
jo Yann mit Hilfe diefer Begeichnung die obige Gleihung bdurd) f (x) =0
dargeitellt werben.

Xligemeine Jake diber die Gleihungen.

8. 299. Sundamentalfoh. Jede Gleidung

fiz) =2 A x0 3 AR 2F & -}—Amﬁ[x{kAm:O
hat mindejtensd cine Wurgel

Jiir diejen Saty gibt e8 mehrere jehr [darfinnige Beweife, bie jedod)
alfe die Gremgen bdiefes Budjes dberjdhreiten. Wir werden daher hier bem
@at geradegut ald wabhr aunehmen und ihn fodann bden weiteren Unter-
fuchungen gugrunde legen.

8. 300. 1. 3t a eine Wurzel der Gleicdhung £ (x) =0, jo iit
f (x) burd) x — a theilbar.

2. Umgetehrt: 3t f (x) dburdh x — a theilbar, jo ift a eine
Wurgel ber Gleidhung £ (x) = 0.

Beweis, 1. €8 ijt
@5 P Jog e iy iyt e Barips o L GRERe LD

oy x—al
oder, wenn

x01 4 B, x®2 4+ B, x®3 4 .. 4+ Bu—s x + Bu1 = f; (x)
gefetst wird,
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X—a

wo der Rejt R, wenn einer fibrig bleibt, x nicdht enthalten Famn.

@ubftituiert man fitr x den Wert a, jo ergibt fid

f (a) = R.

Da aber a eine Wurgel der Gleihung f (x) = 0 ijt, jo mujs f (a) = 0,
und alfo aud) R = 0 fein, . . £ (x) ift durd) x — a theilbar.

x — a Deifit ein Wurzelfactor (§. 217) der Gleidung f (x) = 0.

2. 3ft f (x) durd) x — a theilbar, jo mujs R =0, aljp f (x) =
(x — a) f; (x), mithin f (a) = O fein, d. h. a ift eine Wurgel der Gleichung
==

§.30L. 1. Das Polynom jeder auf Null veducierten Gleichung
f (x) =0 vom mten ®rade (d78t {id) in m Binomialfactoren
von der Form x — a jerlegen.

2. Jede Gleidhung ded mten Grades hat m Wurzeln.

Beweis. 1. €8 fet a, eine Wurgel der Gleidung £ (x) = 0 vom mten
Grabe; nad)y §. 300 ift dann f (x) = (x — ay) f; (x), und f; (x) ein
Polynom vom (m — 1) ten Grade. Die Gleidhung f; (x) = O Hat aber chen-
falls eine Wurgel a,, folplid ift £, (x) = (x — a,) £, (x); bie Gleidung
f, (x) = 0 vom (m — 2)ten Grade fat ebenfalls eine Wurzel ag, folglich 1t
f, (x) = (x — ag) f3 (%), u. {. w. ShlieRlich erhdlt man fuy (x) = (X — an—1)
fiu-1 (x), wo dann die Gleidhung £, (x) = 0 vom erjten Grade nod) eine
Wurzel an hat, fo dajs fu_; (x) = x — ap wird. Durd) allmdhlie Sub-
ftitution evgibt {id) demnady

fE)=(E—a)E—a,) (x—ay ... (X — an—:) (X — am)-

2. Aus bdem legten Ausdrude folgt, dajs f (x) fiir jeden der m Werte
4y, Ay, g, .. Am—1, am J0ull wird, bdagegen fitv feinem ambern von bdiefen
verjdyiedemen Wert a, Null werden fann; b. h. die Gletchung f (x) = 0 vom
mten Grade hat m Wurzeln, aber auch nidht mehr ald m Wurzeln.

Die Wurgeln felbft find entweber veell ober imagindr, umd itm erften
Falle entweder gange oder gebrodhene odber and) irrationale Bahlen; aud) fonnen
swet ober mehrere Wurgeln einander gleid fein.

SJolgefay. Wird das Polynom einer auf Nuil vedbucierten Gleichung
durd) einen Wurselfactor derfelben dividiert, jo erhilt man bdag Product aller
fibrigen Wurzelfactoren jum Quotienten. Betradjtet man dafer diefen Tuo-
tienten al8 eine ®leidung, fo find bdie Wurgeln derfelben zugleid) Wurzeln
per urjprimglichen Gleichung.

§. 302. JIu jeder auf Null reducierten Gleidung ift der
Coeffictent des erjten Gliedes 1, ber Goefficient des zweiten
®liedes gleidh) der Summe ber mit entgegengefepten Jetden
genommenen Wurzeln, bder Coefficient des bdrittem, viertem,

. ®liedbes gleid) der Summe bder Combinationen zweiter,

L1 C.I /SN £, (x) _|_x—§§, pafer f(x) =(x—a)f; () + R,
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pritter, ... Glaffe, dag lesite von x freie ®lied gleid) bem Pro-
pucte aller mit entgegengefetten Jeidhen genommenen Wurzeln.

Beweis. Sind a,, a,, ag ... an dic Wurgeln der Gleichung
fE) =2+ Ay x™ 1L A x> L A x" P L F Apix A =0,
jo ift nad) §. 301

fE=(x-—-a) (x—a) (x—ay ... (x — aw).

Gntwidelt man nun bdas lepte Product nacd) dem Bildungsgejese in
§. 278 in ein Polynom, jo ift, da die Coefficienten der gleihnamigen Glieder
in beiden Polynomen von f (x) gleich fein miiffen,

Al S (al + 2, " ag G +am);
A, = a;a; +a;8;5 + a3+ <.+ dn1dn
AS = (3.-1 ay ag + Ay Qg Ay SE e —,— am—2 Am—1 am),
Apn=(—1)"a, 85 83 - .. 8u—1 8m.

Jolgefag. Jede Wurgel einer Gleidung ift ein Factor ihres
letiten Gliedes.

8. 303 Medjanifdes Berfahren zur Beftimmung des Vuo-
tienten —— ) und der ®rofle f (a) fliveinmen beliebigen Wert
von a.

St f(x)=x2 A, x4 A, x" 2 .. +A, 1 x + A, und
I® _ym1 | B x=? 4 B,x"5 4 ... + Busx
fo erhdlt man nad) dem gewdhnliden Divijionsverfafhren

B—ﬂ-—l—Al, B_32+A13+A2,

BBH33+A132+A23+A3;

Bm_.1 = am Tl + A am = —l— A a.“‘—3 —f— .+ Ap_sa + Am—lr
R=am + A, an1 |+ A, am? + . Tk sk s
Der NReft R ijt, wie man fieht, das SRefuItat ber ©ubftitution x — a
in dem gegebenent Polynom f (x), alfo R = £ (a).
Gubftitutert man den LWert jedes diefer Coefficienten i dem Ausbdruce
filr den ndadyftfolgenden, jo ergibt fid)
Bi = 4 + Alr
B,=(a+A)a+ A, =B;a+ A,
B (a2+A a,—I—Az)a.—l—As-—B,a—i—As,

Brn—l - Bm._2 a + Am—-lp
R Bm._1 a + .A
&8 ift aljo der erfte Coefficient ded Duotienten gleich dem erjten Coeffi-
cienten bed Dividends (hier 1); jeder folgende, 3. B. der k te Coefficient des
LQuotienten wird erfholten, mbem man den porfergehenden mit a multipliciert
unbd gum Producte den k ten Coefficienten des Dividends addiert.
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Die auf einanbder folgenden Coefficienten des Quotmntcn fann marn
vemnach) nach) folgendem Schema bilden:
1 A, A, NG tadshmsin dhy Agig Ay
3 & By | iBya Bu_ziaiiu Bail g
1 B, B, By dutn i Dag o wBToG R

Grhilt man R = f (a) = 0, fo ijt a eine Wrrzel der Gleichung f (x) = 0.
G8. fei 3 B, f(x) = x* 4+ 2x® — 13x% — 14x 4= 24 =0, fo Hat
man fir x =4
1 g SR L9 494
8 + 4 + 24 4 44 + 120
1 +6 EE | 130 + 144;
afjo gibt — f(—x) den Quotienten x> 4 6x2 + 11x 4 30 und den Reft R =

f(d) = 144 woraus aud folgt, dafs 4 feine Wursel der norge[egtcn Gletcdjung tjt.
il x = 3 hat man

1 R e i Ao
3) + 3 15 diiing — 24
1 g + 2 — 8 0;

fomit ijt g — x? 4+ 5x? 4 2x — 8 und R =1£(3) =0, aljo 3 eime
Burgel der Gleichung.

§. 304, Bringen jwei reelle Werte x —a und x =b in der
Function f(x) entgegengefetst bejeidhnete Refultate Hervor, jo
muis gwifden a und b minbeftensd eine veelle Wurzel der Glei-
dung f(x) =0 liegen.

Beweis, G fei

i —xm L Azt A L AL T A =0,

@etst man ftatt x itberall x + h, wo h jehr flein ift, jo ijt
f(x +h)=(x+ B 4+ A, (x b=t e Aniifxetoh) = A
© ober, wenn man bdiefen Ausdrud entwidelt und nad) den fteigenden Potenzen
von h orbrmet,

f(x+h)=f(x)+C, h+ Cyh> 4+ Cyhd + ... ud
f(x+h) —fx=C;h+Cyh? 4+ Cygh® 4 ...,
woraug folgt, daj8 fiir jehr Eleine ﬁubemngeu h aud) f (x) fehr wenig =
ober abnimmt, dajé aljo, wenn x fid) jtetig dndert, aud) f (x) fid) ftetig dudert.
Ldfst man daher x alle Swifdenwerte von a und b durdjlaufen, fo wird auch
f (x) ftetig aus f (a) in f (b) iibergehen und mufs wihrend diejes uh:rgcmges

wenn £ (a) und f (b) entgegengefetst bezeichmet jind, minbdeftens einmal duvd)
Null durdgehen.
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Bufak. "@inb f (a) und f (b) entgegengejet begeichnet, fo fann, da nad
ymeimaliger Anderung des BVorzeichens dasjelbe ungednbdert bleibt, £ (x) von
x=a b8 x =D aud 3mal, dmal, allgemein (2n 4 1)mal aus dem
Pofitiven g Negative und wmgefehrt itbergehen und wdihrend bdiefes 1iber-
ganges Mufl werden; . 1. e8 fonmen, wenn f(a) und f(b) entgegengejetste
Borgeidhen haben, 3mijd;eu a und b aud) mehreve veelle Wurzeln der Gleichung
f (x) =0, jedbodh immer nur in ungevader Anzafhl, liegen,

§ 805. ©ind bdie Coefficienten in der Function f (x) ganze
Bahlen, jo find alle rationalen Wurzeln der Gleidung f(x) =0
ebenfalls gange Rafhlen.

Wire die gebrocdhene Rahl %, in welder p und q velative Primzahlen
jeien, eine TWurzel der @Ieidung

fi(x) =% PN el LA, =2 D AL x F A=),
jo wiixde aus
'}‘ m P m—1 P m—2 )
(5 A0 () (4
wenn man mit qn—t multiplicievt,

%: YA P R, Pt g . An_1p Q™2 + An q=Y)
folgen; e8 mitjéte afjo ™ einer gangen 3afhl gleich fein, was nidyt mdglid) ift, da

) R gl

p und q relative %tlmf,ab[en find (§. 74, H).

8. 806. Jnbert man in einer Gleidung die Vorzeiden aller
geradjtelligen ®lieder, wobei dic etwa jehlenden mitzuzdhlen
jind, jo find jdmmtlicdhe Wurzeln der neuen Gleidhung die ent:
gegengejeten Werte von den Wurzeln der gegebenen Gleidhung.

37t die Gleichung
f (x) = + Al Xm_l + Az Xm_.g ‘l_ A3 xm_3 +- -+ Amﬁl X + Am -ZIO
gegeben und a ecine Wurzel der Gleichung
F(x)=xn— A xm—1 4 A xm—2 — A, xm—3p . (—1m—1Ay_y x 4 (—1jmAn=0,
fo ift, wenn m eine gerade Bahl ift, offenbar f(—a) =F (a) = 0, und
wennt m eine ungevade Bahl ift, f(—a) = — F (a) = 0, aljo in jedem
Folle — a eine Wurzel der Gleidung f (x) = 0.

Durd) diefen Sap reduciert jidh) die Anfldfung einer numerijden Gleichung
auf die Beftimmung der pofitiven Wurzeln. Um ndmlid) die negativen Wurzeln
berfelben audzumitteln, darf man mur die Beidhen an ben geraden Stellen
dndern und die pofitiven Wurgeln bdiefer transformierten Gleichung fudhen;
werden diefe entgegengefest genommen, fo Hat man die negativen Wurzeln der
urfpringlidien Gleidung.
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Befrimmung der vationalen Wurseln,
§. 307. Sind in der Gleidhung
fx)=x2 4 A o=t L A, x| A, xt An=0

bic Coeffictienten Ay, Ay, .. Ay gange Bafhlen, fo mitflen die Wurzeln,
wenn fie rational find, ebenfalls gange Bahlen fein (§. 305). Sn diefem
Foalle gibt der Safs, dafs jebe Wurgel einer Gleihung ein Factor thres lepten
®licdes ift, ein cinfacies Mittel an die Hand, die Wurgeln ju beftimmen. Vian
gerlegt dad von x frete Glied in feine Factorem und judt durd) Subftitution
derfelbent diejenigen auf, welde die Gleidung auf Null bringen.

Bet der Subftituterung bedient man fidh mit Bortheil des in §. 303
begriindetenn mechanifchen Verfahrens. Findet man dabei, dajs ein Factor a eine
Lhurgel der Gleichung £ (x) = 0 ift, jo fonnen die weiteren Subftitutionen,
ftatt in ber gegebemen Gleidung, nach bemfelben Berfahren jofort im der

Quotientengleichung L = 0, weldge die dibrigen Wuveln der Gleichung

AT
f (x) = 0 enthalten mufs, gemad)t werbden.
@G jei . B. xt—x¥— Tx2 4 x4 6 = 0.
Dag von x frete Glied 6 hat bdic Factoren =1, =2, 4-3, =+ 6.
Durc) Subftitution diefer Factoren erhdlt man
I —1 —T7 +1 46
1 0 —7 —6
S il Dol o cabe 140
=) = .o Abiar 6
18, 4 Jriiitzg 0
2 2
2y S S 0 0

1o - & =eld

R DR

RO BT
ity
=) j IR

Die Wurgeln diejer Gleidhung fiud aljo + 1, — 1, — 2 und - 3, und
8 entfdllt die Pritfung der iibrigen Factoren — 3, == 6.

LWenn dad lepte Glicd viele Theiler hat, jo wird die bier angegebene
Unterjucdung weitldufig. Sur Abffivyung diejer Redymung beftehen verfdyiedene
Berfahrungsweifen, deren nihere Betrachtung wiv jedod) hier itbergehen miifjen.

§. 308. Gind in der Gletchung

fm) =x + A, xt=t L A, xn2 b A x -+ Ay =10
bie Coefficienten A;, A,, ... Ay, oder einige derfelben gebrodene
Aahlen, fo ldfst fidh diefelbe immer in eine anbere Gleidung transformieren,

peren Goefficienten gamze Bahlen find, inbem fitiv x fiberall %, wo q dasd
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fleinfte gemeinfame Bielfache der Nemmer aller gebrochenen Coefficienten ift,
gefest und damn mit q™ multipliciert wird.

Alle rationalen Wurzeln der transformierten Gleidung find gange Sahlen
und fonnen nacdh §. 307 gefunden werden; wird jede derfelben durd) q divibiert,
fo erhalt man die Wurzeln der gegebenen Gleidhung f (x) = 0.

Beflimmung der irrationalen FWurgeln.

§. 309. ©ind bdie Wurzeln einer Gletdhung mit ganzen Coefficienten
nid)t gange Bahlen, fo find fie trrvational (§. 305). Wenn man in der
Gleidung die aufeinanbder folgenden gangen Bahlen 0, 1, 2, 3, .. jubftituiert,
jo 1d{8t fidh nad) §. 304 aus den Borzeiden der Rejultate erfennen, wifchen
welden Bahlen al8 Niherungswerten bdie eingelnen pofitiven irvationalen
Wurzeln diefer Gleichung liegen und e8 DHandelt fid) dann nur davum, aud
den gefunderten Naherungswerten bdic dagwijdhen liegende Wurgel mit jedem
geforderten Grade der Genauigleit zu beredhnen. Die Beftimmung der negativen
treationtalen Wurzeln fonn auf die Bevechumg der pofitiven Wuvgeln uviid-
gefithrt werden (§. 306).

Fiir die anndherungsweije Berechnung der ivvationalen Wurzeln gibt ed
verjhiedene Wiethobenr, von berent wir Bier mur zwei betradyten wollen.

§. 310. I. Mewton'jhe Haherungsmethode.
&8 fei x, eime Wurgel der Gleichung
fER=x"+A x4+ A x" 2+ ... +Apax +An=0
und a ein angendherter Wert bdiefer Wurzel, jo dafé x, = a + h ift.
Allgemein ift
fx+h=E+h"+ A x+h"!+...4+ Ans (x+h) Ay =10,
oder, wenn man den Ausdrud nad) den Potemzen von h ovdnet,
f(x +h)=f(x) + bfy (x) + b?f (x) + b*fs (x) + ...,
wo f, (x) =mx™?! 4 (m — 1) A, x®2 4. .+ An-y ift, und f, (x), f; (x),- -
gleihfall8 von h unabhingig find.
Fiir x = a wird daher
f (a + h) = f (a) + hf; (a) 4 h*f; (a) + b*f5 (a) 4~ ...
Da a + h eine Wurzel der Gleidung, aljo f(a + h) = O werden foll,
fo ift h fo su beftimmen, dafs
f (a) 4+ hf, (a) + h*f, (a) + h*f3(a) + ... =0
wird. 3ft mm h << 1, jo find h2, h® .. nod) fleiner; man erhdlt daber,

wenn man die Glieder mit h2, h®, ... vernadldjfigt, ndherungsweife
f (a)

f (a) 4+ hf; (a) = 0O, folglih h = — T unb
a+h=m8— i,(g) £58,

al8 efmen Ndherungdwert der Wurzel.
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Wenbdet man auf a, denfjelben Borgang an, wie frither auf a, fo erhilt man
o
=15}
al8 einen jweitent nod) genaweven Nédherungsdwert; u. {. w.
ﬁri[pirl.' f(x) =x%—4x2— Tx +4=0.
gt x =0 wird £ (0) = + 4, fiir x = 1 wird f (1) = — 6, woraus
folgt, baf8 eine Wurzel der Gleidung wifhen O und 1 liegt.
Da f, (x) = 3x2 — 8x — 7 ift, jo hat man fiir die erfte Anndherung
a=0fa)=+4 f,(a) =— T
8y = QU2 igis,
v bie gweite Anndherung ijt

a, =05, f (a,) = — 0:375, £, (a;) = — 8:25;
. 053l A
ay = 05 — o5r = 0°45.
Fitr die dritte Anndherung Hhat man
a4, = 0445, f (4,) = 0-131125, f,(a,) = — 9°9925;
0181126

8y = 0°45 4 252220 — 0-463,

v die vierte Anndberung Hot man

ag = 0-463, f (a5) = 0-000776847, £, (a5) = — 10-060893;
0:000776847 i

weldjer Naherungdwert auf 8 Decimalitellen genau it
Auf dicfelbe Art fommen wiv auch die anbeven Wurzeln der Gleidung
finden. Einjadjer ift e8 jedod), jogleidh) die Quotientengleichung
e = x? — 3-53692279 x — 8-63878683 = 0
gu entwideln und fobann bdie quadratijhe Gleichung aufpuldjen. Aus diefer
ergeben fi) x = 5-1985 2321 und x = — 1:6616 0042 alg bdie beiben
anberen Wuvzeln der gegebenen Gleichung.

§. 311. II. Mie Regula falsi.

Hiufig wird aud) die folgende Aufldjungsuethode, die unter dem Namen
ver Regula falsi befannt ift, vortheilhaft angewendet.

3ft x, die u berechnende Wurzel der Gleihung f (x) = O und erhdlt
man fiiv swei Subjtitutionen a und b die Refultate £ (a) und £ (b), jo liegen
a und b bem wafhren Werte x, um fo ndher, je weniger f (a) und f(b)
von O verjdjieden find; e8 begeichnen bdaher x;, —a — & und x, —b =4
bie Fehler der Subftitutionen, und f (a) und f (b) die Fehler der Refultate.

Mit Ritdfidt anf §. 310 ift
fla)=1(x; — a)=1(x,) — af (%) + ?f, (x;) — &*fs (x,) + .-,
f(o) =1(x, — f) =1 (&) — Bf; (x)) + By (x1) — FFs (x,) + .-+
wo f, (xy), fp (xy), f5 (X1) --. Vo « und B unabhingig find.
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Da f(x,) = 0 ijt, fo folgt, wenn ¢ und f jehr flein jind, anndherungs-

weife £ (a) = — ef, (x,), £ (b) = — Bf, (x,), und daher

i e 0 i

S e e s e
b. B die Fehler der Rejultate verhalten jid) jo wie die Fehler
ber Subftitutionen.

Aus diejem ndherungsdweife richtigen Sabe evgibt {ich dann

bf(a) —af(b (b—a)f(a
x =S —tor =+ tmriy
al8 ein genauever LWert fitr de gejudite Wurzel.

RNimmt man jodann wieder diefen mewen Wert ald die eine Subftitution,
und fe nad) dem Refultate derfelben entweder eimen der fritheren Ndbherungs-
werte ober aud) einen andern entfprechend evidheinenden Wert al8 bdie jweite
Subftitution an, jo erhdlt man nach der lepten Fovmel einen noc) genaueven
Bert filr x,; u. . w.

Gs fei 3. B. die Gletdung f (x) = x® — x* + bx — 6 = 0 gegeben.
Pian hHat

a2y fa) =—1,
D=t f(b) = -+ 8; baber

oy =L td=1"1 ASL
g, = 1% f (a,) = — 0°329, (qu fein)
b, =12, £ (b,) = -+ 0-288;

P e e S
a, = 1°153, f(ay) = — 0-031601, (ju ¥lein)
b, =116, £ (b,) = + 0:015296;

0000221207
04046897

weldper Wert die Wurzel auf 5 Decimalen genan gibt.
Die Regula falsi (68t fich aud) bei transcendenten Gleidhungen anvender.
@8 jei 3. B. bdic Gleidung x* = 10 aufpuldjen. Wan erhalt davaus
xlogx =1, bafer f(x) =xlogx—1=0. Da offenbar x = 2 und
x << 3 fein mujs, jo verjudjen wir die Subjtitution 2-5.
Fitr a = 2°5 crgibt fih f (a) = — 000515,
Daraus folgt, dajs 2+5 u lein ift, jedoch ber Wurzel jchort fehr nabhe
fommt; wir nehmen baher 2-51 al8 jweite Subftitution an und erbalten
b =251, f(b) = -+ 0-00318;
pafer nad) der Regula falsi
a, = 26 + 22005 — 2.50618,
weldher Wert auf 5 Decimalen ridtig ift.

ay = 1:153 + = 115072,
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11. Geomefrifdie Darftefung der imagindren und der complexen Jabhlen.

1. ®eometrifdhe Darftellung der imagindren Jahlem

§. 312. Stellt X X' die unbegrenzte Sahlenlinie, OX die pofitive und
OX’ die negative Ridhtung dar, fo nimmt der Puntt O bdic Stelle der Null
eirt; alfe denfbaren pofitivert gamzen, gebrodjenen und irrationalen Sahlen haben
auf OX, ebenjo alle negativen Bafhlen auf
OX ihre Stelle und find dort beftimmbar.
Gine Guweiterung des Sahlengebictes in der
Qangenviditug der Babhlenlinie ift nidht

+| bi
‘ _ : mbglich, weil diefelbe in diefer Nichtung
X A by .B 4 X [iicfentlo8 Dereits burd) bie veellen Baflen
- |bi auggefitllt wirb. &8 bleibt daher, um aud
L bie imagindren Zafhlen davzujtellen, blof
8 oie feitlidhe Greiterung itbrig, o. i. man
3 mufé aud der Bahlenlinie in die

Bahlenebene hinaustreten.

Bteht man durd) den Nullpuntt O der Babhlenlinie X X auf diefe eine
Genfredite YY* nnd Dbefdhreibt aud O mit dem Halbmeffer O A = b einen
Rrets, welder jene Sentrechte in den Punften B und B {dhneidet, fo ift nad
einem befannten Satie der Planimetrie jowohl OB al8 OB’ bdie mittlere
Proportionale jwijdhen den Abjdmitten OA und O A’ der a8 Durdhmeffer
angenommenen Strede AAL Wird daher OA = + b undb OA’ = —b
gejetst, fo hat man OB2= 4+ b . —b = — b?, woraus OB = }/ — b?
=b YV =1=>i folgt. OB’ unterjteidet fih von OB blof durc) die
enfgegengejetste Lage, o dajs, wenn man OB = + bi amntmmi, OB/=—bi
gefelit werden mufs.

Wenn man nun die Bahlen b und — b durd) diejenigen Puntte A
und A’ der Bahlenlinie X X/ vepréfenticvt, devenm Abftdnde vom Nulfpuntte
nad) Grofe und Richtung duvd) bdiefe Balhlen angegeben werden, jo erjdeint
e8 confequent, al8 Reprdjentonten der Bahlen 4+ bi und — bi die Puntte
B und B’ anjunchmen. Die imagindven Jabhlen finden daher ihre Darftellung
auf einer Geraden, weldie auf der urfpritnglichen Bahlenlinie in deven Null-
puntte jenfrecht {teht.

Sn ben Bablenausdriiden

+b=b.+1, +bi="b.+1i
—b=b.—1, — bi=b.—1
oriift ber abfolute Wert b aus, dafd jede diefer Zahlen b Ginfeiten ent-
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hilt; die HBeiden aber, oder im ermeiterten Sinme bdie Ridtungsfactoren
+1, +1i, —1, —i zeigen an, daj8 die b Cinbeiten beziiglih in den
Ridtungen OX, OY, OX’, OY’ su sdhlen find.
Dic Gerade XX nennt man bdie veelle, die Gerabe Y Y’ die tma-
gindre Bahlenlinie.

2. Geometrijdhe Daritellung der compleren Bahlen.

§. 313. Die veelle Sabhlenlinie X X fann al8 die Abfciffenachie und die
imagindre Bahlenlinie Y Y’ al§ die Orbinatenadyje eines rechtwiniligen Soor-
binatenjyjtems betrachtet werden. Legt man bdurc) die beiden Achjen eine Ehene
und nimmt bdie veellen Baflen a und b eimer complexen Bahl a 4 bi al8
Eoordinaten ecined Punfted M, und zwar a ald Abjciffe und b al8 Ordimate
an, jo ijt dadurd) die Yage diefes Punftes in der Ebene ungweiveutig beftimmt;
umgefehrt entfpricht eimem Punfte M, bdefjen Coordinaten a und b gegeben
find, eime eingige complexe Rahl, welche die Abfcijje a bdes Punftes als reellen

Ve DBeftandtheil und die Orbinate b als veellen

Factor des imagindren Beftanbdtheils enthalt.

M B M,q; Dev Puntt M erjdheint jonad) als der geo-
+|bt metrijhe  Reprdfentant der compleyen Bahl

XAl ) g ke bi. Man gelangt zu bdiefem Punfte dber

’ Bahlencbente, wenn nan vom Nullpunfte auf
I;é\ ber rveeflen Adjje die Stvede a, und bdann

7 e fenfredit davauj die Strede b aujtrdgt.
@benjo ergibt fid), bdajs die complexen

¥ Koo STPIEN, £97 R0, 2 h)
begitglich durd) bie Punfte M/, MY, M

bargeftellt werben.

Qijst man a und b alle reellen Bahlemwerte von — oo big - co
ftetig duvchlaufen, fo erhdlt der Punft M, weldher in der Zahlencbene die
complere Bahl a + bi darftellt, alle in diefer Ebene miglichen Lagen.

§. 314. Gine bejonders widjtige Form nefmen die compleyen Bahlen
an, wenn zu ihrer Darftellung jtatt der rvehtwinfligen die Polarcoordinaten
angewendet werden.

St M der Punft der Bahlencbene, welder bdie complexe Zahl a 4 bi
barftellt, und it OM = r der Abftand desjelben vom Coordinatenanfangs-

punfte und MOX = ¢ der Winfel, welchen OM mit
I M der pofitiven Abjciffenachie bildet, fo ergibt fih aus

a—rcosp md b=rsmno

X unmittelbar
a +ibi =1 (cos @ 4 i sin @).
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3On biefer Darftellung heifit die complere Bahl r (cos ¢ +- i sin @) bdie
vedbucierte Form, r der Mobdul und ¢ bdag Avgument der compleyen
Bapl a 4 bi.
Bur Beftiimmung von r und ¢ bdienen bdie Gleihungen
b

=Sl e __E'_ 2L i a Bag @
© =nl) a2 - b G eosypi= ]/a*+"bé sin @ Z Ver

wo r ftetd pofitiv zu nehmen it und ¢ jwijhen den Grengen O und 24
liegend voraudgefetst wird.

Da r bdie abjolute Linge des Rabdiusvectors OM und ¢ ben Wintel
vesfelbent mit der veeflen Achje angibt und daber duvd) bdie complexe Sahl
a+ bi=r (cos @ -+1ising) der Radiusvector OM bder Ldnge und der
Ridtung nad) beftimmt ift, jo wird jur Darftellung der compleren Jahl
ftatt des Punited M fehr Haufig aud) der Radiusvector (OM) angenommen,
wobet bdie RKlammern andeuten, daf8 OM mnad) Ringe und Ridhtung be-
tradytet wird.

3. Geometrijdhe Deutung der algebraifdhen Operationen
mit complexen Zahlen.

§. 315. Da die formalen BVerbindungen complezer Bahlem, wie aus
8. 183 bhervovgeht, im allgemeinen wieder auj complexe Bahlen fithren, fo
a8t fich, wenn man gegebeme compleye Bahlen durd) Punfte ober Streden
* varftellt, auch das Refultat ihrer BVerbindung wieder duvch etnen Punkt oder
ourd) cine Strede bdarftellen. Jeber Redmung mit compleren Bahlen ent
jpridht hievnad) die geometvifche Wnufgabe, aus gegebenen Puntten oder Streden
ciner Ebene mnad) vorgejdyricbenen Gefetsen andere Punfte ober Streden ju
conftruteren.

Wm bdiefe Gejete fejtzujtellen, werden wir den Definitionen bder SRec[)
nunggoperationen eine foldhe allgemeine Fafjung geben, dafd bdiefelben aud) fir
complexe Bafhlen antendbar werden, und dajs in thuen zugleid) bdie besitglidyen
fiir das Rechnen mit veellen Bahlen gegebenen Erildrungen al8 bejondere Fille
enthalten find.

Xodition und Jubtraction compleger Bahlen.

8. 316. Wir definieren die Summe zweier Zahlen allgemein als
die Bahl, zu weldher man gelangt, wenn man von dem erften Summand in
verfelber Weife fortjdreitet, wie man von der Null aug ju dem Hweiten
Summand gelangt.

1. @8 fei ju beftimmen die Summe der compleyen Sahlen

(a 4+ bi) + (e + di).

pOA =g, "AM'=1, 0C=c' CN=4d, jo fellt der"sPuntt M

die complexe Bahl a + bi und der Punft N bie complere Bahl ¢ 4 di dar.
Moénit, Acithmetit und Algebra. 14
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Bon Null aus gelangt man ju dem jweiten
Gummand N, indem man auf der veellen Adhje die
, Strede OC = ¢ und Dievauf pavallel jur imagi-
N néven Adjje die Strede CN = d auftrigt. Man

d wird daher nach dev obigen Erfldrung der Addition
Y P pom erften ©umutand M aus juerft parvallel zur
b veellen Achje die Strefe MP = ¢ und bhievauf
AR R pavallel jur imagindren Adje dbie Strede PR =4d

auftragen. Der Punft R, ju dem man dadurd)
gelangt, ftellt die gejuchte Summe dar. Da diefer Punft, wic man fogleid
fieht, dic complere Bahl (a - ¢) + (b + d) i reprdfentiert, jo hat man
(at+b)4(c+d)=(a+c)+ (b+ di

Awei complere Zahlen werden bdemnad) addiert, indem man
ihre rveellen Beftandtheile fir fidh), und ifhre imagindrven Be-
ftandtheile fitr fid) abbiert.

Diefelbe Regel wiurde auch in §. 183, 1. bei der formalen Behandlung
per complexen Bahlen der Wbbition derfelben zugrumve gelegt.

2. Ginfadjer geftaltet jicdy die graphijche Ausfithrung der Abdbdition, wenn
man al8 Reprdjentanten der complexen Bahlen ihre Radienvectoven annimmt.
Gtellt der Radiugvector (OM) bdie complexe Bahl a + bi und (ON) bie
compleze 3ahl ¢ 4 di bdar, jo mujé man, um ifre Adbdition audzufiihren,
pont dem erften Summand (OM), d. i von deffen Endpunfte M aqus in der
Ridhtung und um die Lénge bdes jweiten Summandé (ON) fortjdyreiten,
woburd) man zu dem Punfte R gelangt; der Nadiusdvector (O R) jtellt dann die
gefudgte Summe dar. Da OR offendbar die Diagonale eines Parallelogramms
ift, bas von den Setten OM und ON gebilbet wird, fo fanmm man jagen:

Dic geometrifde Summe zweier complerer Zahlen ijt die
vom Nuillpunfte ausgehende Diagonale ded von ihren Rabdien:
vectoren gebilbeten Parvallelogramms.

§ 817. Dic Subtraction jweier complexer Zahlen ergibt fid)
unmittelbar aus der Abbdition.

Gtellt der Radiusvector (OR) den Winuend und (ON) den Subtrahend
bar, fo betradjte man OR al8 Diagonale und ON alg ecine Seite eines
PBarallelogramms; die andere vom Nullpunite ausgehende Seite (O M) biejes
Parallelogramms ftellt danu die gejudhte Differeny dar.

Multiplication und Divifion complerer Bablen.

§. 318. 1. Das Product zweier Zahlen definteren wir allgenein
alé die Bahl, welde aué dem Multiplicand in derfelben Weife entjteht, wie
ver Multiplicator aus ber pojitiven veellen Einbeit entjtanbden ift,
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Es fei a + bi mit ¢ 4 di ju multiplicieren. Nehmen wir OE al8
die pofitive veelle Einbeit an; (OM) jtelle den Multiplicand und (ON) den
Multiplicator dar.

v R Der Mulitplicator (ON) ift aus der pofitiven
veelfen Ginheit OE entftanden, indem man in der
_____ P Ridhtung ‘derfelben dag cfadje diefer Einbeit und
H bann fenfred)t darvauf das dfadje derjelben Einbeit
‘; auftrug.  Auj diejelbe Weife ift nun das Product
aus demt Multiplicand (OM) su bilden. Man wird
i in der Ridhtung des WMultiplicands (OM) das
cfache biefes PMulfiplicands und damn fenfrecht
| dbavauf ba8 dfache bdes Multiplicands aufivagen,
0 B4 SCT X wodurd) man 3u dem Punfte R gelangt; ber NRadiug-
pector (OR) ftellt dann das gefudhte Product bdar.

Bur Bejtimmung der Coorbinaten bes Punttes R erhalt man aus bder

pnlichteit der Dreiede OPT und O MA
()2 W B o e ol 20 e e 0 gt o
O ='g¢ " “im BT =="b%.
Ghenjo folgt aus ber ﬁbniidﬁﬁeit der Dretete RPQ und OMA
RS hi=rd e 10 bR O g —rd 8 e Sunher
P Q=thid #*3ictd BRQ=ad.
&8 ift alfo

0S8 =0T —PQ = ac — bd, und
RS=RQ + PT = ad + be,
folglih (OR) der Reprijentant der compleren Jahl (ac —bd) 4+ (ad + bc)
unb fomit
(a 4 bi) (¢ + di) = (ac — bd) 4 (ad + be)i.

Hicdurd) ift aud) die Richtigleit der in §. 183, 3. fitv die Multiplication
complerer Bahlen gegebenen Vorichrift nachgewtejen.

2. ®ang einfac) ftellt jich die Multiplication zweter complerer Bahlem,
wenn diefelben in ber veducierten Form gegeben find.

8 fei das Product r, (cos ¢, + 1 sin @,).r, (cos @, + i sin @,) 3
bejtimmen. Man nehme OE = 4 1 an, (OM) ftelle den Multiplicand und
(ON) ven Multiplicator dar.

Der ?]Jtuihphcator (ON) ijt aus der pofitiven Ginfeit OE entftanden,
indem man diefe in der Bahlenebene um O um bden Winfel ¢, drehte und in
biejer Nichtung bdie r,fadie Linge ber Einheit auftrug. Mian wird daher cbenjo
and) den Multiplicand (OM) um den Winfel ¢, drehen und in dber neuen
Richtung die r,fache Linge bdiefes Multiplicands auftragen, wobdurd) man (OR)

als bas gefudyte Product evhdlt.
14*
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Da nad) dber Conjtruction ju (OR) der Miodul
ry; v, und dag Avgument ¢, + @, gehort, jo hat man
r; (cos @, ++ 1 8in @).r; (cos @, - i sin @,)

=1, ;. {cos (¢, + ;) + 1 sin (@, + @2)}.

Das Product jweter complezer Jahlen
ift cine complere 3ahl, deven Mobdbul gleid) ift
pem Producte der Woduln und deven Argu-
ment gleid) ift der Summe der Argumente
ber Factoren.

Aus der voranjtehenden Entwidlung folgt, bdajs
pie Dreiede OMR und OEN dhnlich find.

Au demfelben Rejultate, das wir oben auf graphijdem Wege abgeleitet
haben, gelangt man aud), wenn man die beiden complexen Bahlen nad) der
fiir veelle Rahlen geltenden Vorjdyift multipliciert und dann i* durd) — 1
erfest.  Pan erhilt namlich

r, (cos @, + isin @,).r; (cos g, + i sin g,)
L o g { cos @, cos @, 1 1% 8in ¢, sin @, }
1727 |4 i (sin ¢, cos @, + cos @, sin @,)
=1, 1, . tcos (¢, + ) + 1sin (¢, + @)}
§. 319. Der Quotient gweier complexer Babhlen
r, (cos @, + isin @) : v, (cos @, 4 i sin @,)
ergibt fich ourd) Wmiehrumg bder in §. 318, 2. geldsten WMultiplications-
anfgabe.

Stelit in der begiiglichen Figur das Product (OR) bden Dividend
r, (cos g, +isin @, ) und der eine Factor (O M) den Divifor r, (cos @, + isin @,)
par, jo gelangt man u dem Quotienten (ON) alé dem anbdern Factor,

inbem man ein dem Dreiede OMR dhnlides Dreied OEN fo conftrutert,
paf8 die mit OM Homologe Seite OF bver Ginbeit gleidh) ift. Dann ergibt

fi) ON s r, =1:1, daher ON =2
Der Modul des gefudhten Quotienten (ON) ift afjo *; das Argument
besfelbent it EON = MOR = ¢, — g,. San bat demnach

e =1 {eos (g — ps) + 181 (9, — 9y

Potensiccen und Radicieven einer compleren Sahl.

§. 320. 1. Wiv bejdhrdnten und BHier auf den Fall, wo der Erponent
eine gamge pofitive Bahl ift, und bilben zunddit ein Product mehrever com-
pleger Bahlen. Da das fitr bas Wultiplicieren complexer Zahlen der reducierten
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Form in § 318, 2. nadgewiejene Geje aud) danm, wenn mehr als pwei
Factoren vorhanden find, jeine Giltigleit behdlt, jo hat man

r (cos @ + isin @) .1’ (cos @’ + isin ¢‘) . r" (cos @" + isin @")...
=rr'r’..{cos (p + ¢' + 9" + ..) +isin (p + @' + o' + .. ).

@egt et il re=gyl =l i g =t @ o b e Anizahl
ber Factoren —n, fo geht die Gleidung in die folgende itber:

{r (cos @ + isin @)* = 1" (cosn ¢ + isinn @)...1).

Diefe Gleihung ift unter dem Namen der Moivre’jhen Binomial
formel befannt; fie enthdlt den Sat:

Die nte Poteny einer compleren Bahl ift wieder eine com:
plexe Bahl, deven Modul gleid) ift der nten Poten; des Moduls
per Bafis und berven Avgument gleid) ift dem nfaden Avgumente
ver Bafis.

2. Gett man i der Gleidhung 1)

g utd  nep = ¢,, daber

ks »
T ] [ i i i P ="

fo ergibt fid)
1‘>r, (cos =t 41 sm ] =, (cos @, + isin ¢,),

‘n/[rl (cos o, + i sin 971)] == ]n/r1 (cos %’ + isin %&)_

Wird hier @, durd) ¢, + 2k erfest, wo k irgend eine gange Bahl
bie 0 mit eingejd)lofjen, bebeutet, jo nimmt bie Gleidung, da sin (¢, 4 2k =)
= sin @, und cos (¢, + 2kx) = cos o, ijt, folgende Geftalt an:

‘/[r] (cos p, + isin @1)] = '[n/rl (cos £‘+ Lo -+ i gin 2t o 2k“) A
wodurd) die nte Wurgel aus einer complegen 3(1{)[ dargeftellt wich.
Gubftituiert man fiiv k nad) und nach die 3aplen 0,1, 2, 3,...n — 1

fo exhilt man aus der Gleidung 2), da die Wintel £, P =% + 2% 2 +4“ . nidt

um 2z, fonbern um 2—; differieren und dafher nie gietcf)getttg g[euf)e Sinus

fomit

und gleidhe Cofinus haben fonmen, n verfdjicdene Werte. Aufer diefen aber
fann die obige nte Wurzel Feine andeven Werte annchmen. Denn jede fitr k
gejette Bahl, die in der Reihe 0,1, 2,..n — 1 nidt enthalten ift, Idjst fidh
burd) k = en - B ausdriiden, wo « frgend eine von O verfchiedene gange
Babhl, B aber irgend eine Bahl der obigen Reihe bLedeutet. Durvd) diefe Sub-

ftitution geht ‘2‘—4;“2&3 itber in E”FTQf‘e—” + 2, weldier TWinkel jedod) gleidien



214

Ginug und gleidhen Cojinus fat mit dem Winkel w

purd) die Subititution k = p hervorgebracht wurbde.

Die nte Wurzel aus eincr compleren Bahl Hhat demnad n
verfdiiedene Werte.

Solgerungen. a) Sett man in ber Gleidung 2) r, =1 und ¢, =0,
fo erhalt man

, ber fchon einmal

e 25 AR b i 5,
V -+ 1 = cos —— + isin ——
n o

woraus hervorgeht, dajd 1+ 1 n verjdyicdene TWerte hat. Damit einer bder-
jelben veelf werde, mufé sin 2_1n£ — 0 jein, was aber, da k nidt grfer

af8 n — 1 wird, mur fiir k = 0 ober k = - ftottfinden Fann. Der weite

et ift fitv ein ungerades n nicht moglich. 1/ - 1 hat afjo, wenn n gerabe
ift, awei veeffe Werte + 1 und — 1, und wenn n ungerade ift, nur einen
veellen Wert + 1; die itbrigen TWerte jind tmagindr.
b) Get man in der Gleihung 2) r, = 1 und ¢, = =, jo ergibt fid
/' —1 =cos (——h—-%': L —+ 1 sin (~2—k—'n_ 1)—?,
welcher Ausdrud n verjdiedene Werte liefert. Damit einer derjelben reell werde,
e 2—L mbglid) ift. Bon
ven n Werten ift daher fitv ein ungerades n ein eimyiger, ndmlih — 1, veell;
fiiv ein geraded n find alfe Werte imagindr.

mujé sin =0 jetn, wad mr firx k =

¢) Da VEa=Va.V=E£1 it jo folgt mit Ricfidt auj die

Bielveutigeit von }/=E 1, bdajs der nten BWurgel einer jeden pofitiven ober
negativen 3ahl n verjdyiedene Werte jufommen, weldje erhalten werden, indem

man die abjolute Wurgel 1 a mit alfen Werten von J/ == 1 multipliciert.



13.,
laL
17.
19.
21.
23.
24.
25.

27.

6x 4 by 26. a+ 2b -+ 3¢
x+7y/f;r+/3y 24 +3b <4+ ¢

8x + y 3a+ b+ 2c¢

B8a 4+ b + 6¢ + 5d 28. .5m—|—2n—|—6p-|—5q/

9a 4+ 6b + Tc + 4d&m +/é+2letiidim - 3n + Dp + Bq ”"‘/@,
Ta +5b 4 8¢ 4 6d 5m + 6n + 2p + 4q %

Nufgaben-Sammlung.

1. Addition nud Subtraction.
1. Abbition mit abjoluten ganzen Bahlen,
Perbindung der Addition mit fich felbf. (§§. 12 und 13.)

. Da 4+ 2a. e 2. Tm + dbm. 4z~
. 23p 4+ 19p. 42 4. 11054 S -0
. (x 4+ 2) + 6. g+ 6. (da -+ 1) + 2ay6a+7)

. (m - 2n) + 3m. Femrin) 8. (Tx + 6y) + Tyfmxs2y)

3m 4+ 4m + 6m. 73 lﬂllaa+3b+9b/{f¢»+/z4/

. (2a + 3b + 4c) + 3a. fasrsel 2/ [(Tp + 5q) + 3p] + Dq. 24 +7%

2p + 3q + 5p + 3q + q. y,,+5,14 m-+ 6m 4 3n 4+ Tm 4 9n. Hm i
8+ (6 -+ a) 77+ 16. 10y + (12x + by). £5p 724 |
Tm + [3m + (2m + 81)].2m8d8. 32 + [Tb + (Ba 4 b)]fﬁmt&/ |
5p + [(Tp + 89q) + 6qluzer 2,20, [16x +{6x 4 (Ty +x)i] 327 zm—ﬂy
(z4+3) + x4+ 1). #+2+r 22. 3a + 4m) + (3a + 2m). PRI,
{Ba + 4b) + 2¢} + {6a + (4b + De)lsarl €+ Ye)

(@x + 3) + (0% + 23)) + [dx + Bx + y)) 4 6yl.br+7)

29.
30.

.4da —2a.2n 2.4a —4a, ¢
EA TR, Ay 4. (6p + B) — 3p. (@ +47

(Ta + 6b) 1+ (16a + 8b) + (135 + 20b) + (Ba - 6b)#7anr 1>
(6x '+ Tyt B (B 48y +f 2) 4 (= ¥ Fi S2)
+ (x + 3y + 42) + (dx + 2y +2). X+ Ay 1202

2. Gubtraction mit abjoluten ganzen Bahlem.

Perbindung der Subfraction mit fid) [elbft und mit der Addition.
(§8. 17—25.)
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5. 9m + 2n) — 6m. Js 2. 6.
7. [(Bx + 5) + 2x] — 4x.q+7/ 8.
9. (a—2) + Ha. /e -2) 10.
bub B8x —4y) 4 Tx. j#f%-27) 12

1382 — 4) — 6. a7

17. 12 — (4 4+ m). /+ »= 18.
19. 6x + 4y) — 3x + 2y)/x+4720.
2. 6 + (n — 4). 2t 22.

23. Ta + (3a — 2b). 772~

25. by — (8z — 3y). € x-S
27. 2x —4) — (x — K@r—f
29. [x — (m + )] + [x — (m + p)] +

14.
15. [6x — 2) — 2x] — 3.5 -7} 186.

24.
26.
L-28.

8n +n—6n 7o

3m 4+ 9m + m — Sm. Fu

(Tm — 3a) +2a.r7€m—d~/

[z —T) 4+ 3z] + 4. sz-

(16y — 8x) — 8y. 4%~ f—r

B b, Thi+ 86 — 4, mﬁf/

9y — (8% - T¥). //;;

5m — [(2m +'3a) + Qm].mwﬁ'a/

x + (81{‘—4&.).,91\-’}9&/

15m — [(4m — 3) -+ 2} /ﬂ;wﬁ 7

(m + 1) — [m < (8 —n)]. +

Ta + (Ba —2) + (9a — 4). ?.‘ftl.~6 4ol
[x — (0 + p)J-r-tmrncap

30. 5x — 2y) — (x — 2y).ux LBl (9m — 4n) — (4m — 3n). S
32 52— 3D 33. Tb— 3¢
dal— b 2b — 3¢
— 4+ T -~ bC

34. 17x — 15y 35. 20m — 27Tn + 12p . 0 L

8x— 9 T 15m — n + 12p i

36, (17p + 15q — 13r — 118) — (5p — 6q — Tr + 85). eprHtp=77Y
<B7. (Ba 4 2b — 3¢) — (28— 3b+ Be) — (8 — 2b — d¢)atrl )
38. 83x — By — Tz) + (Tx 4+ 4y — 82) — (6x — 3y + 10z).2xv3 = 72
39. 7a — (3¢ - 6b) — (6a — 3¢) — 3b + (Ba — 8¢).  unssb-sc
40. (8m — 5y) + [@y — Tm) — (y = X} mexy

4. (x +y) — [x — la— (y — m)}]. o rm
42, 2x — [(Ba + 4x) — (4x — 1)] — (x — 2a — 2). o121
43. 8m — 5x) — (2m — 3n —4x) 4 [(3x — 2n) — 4m + 3n)]am -1nn

Beredne die Werte folgender Ausbriide fir a =4, b = 3:
44. (8a + Tb) — (a — 4b) — (2a — b); Mn&‘- ot s 3k
45. 8a + (Tb — ba) — {(4b — 2a) — b}; samb: =, L’qg
46. 8a + (Tb — Ba) — (db — (2a “= b)) ; sasibs' | i m,,.e, fevas
47. (8a + Tb) — {ba — (4b — 2a) — b}. muﬁ—-auq ¢ bewy
Beftimme fiir X =4x — By + 2&), Y = 2x —|— (4y — 3z) und
Z =x— (2y — 4z) die Ansdritde:
48, X 4 (Y — Z);suo:9x 49. X —
Beftimme folgende Ausdriice:
5l. A+ {B— (C + D)};
53. A 4+ {B — (C —D)};
et A = 64 — (2b + 3¢),
C=2a—(b+ ¢

(Y + Z); #y43250. X — (Y 2 Z).3teg st
2. A — (B % (C — D)};

54. A — (B — (C—D)};

B =3a 4+ (3b — 4¢),

D= a— (4b— 2¢) ift.



217

3. Ubddition und Subtvaction mit algebraifhen ganzen Sal)lcn

(8§. 30—33.)

1. (4+ 7Ta) 4 (+ 3a). 100 2. (—6m) + (4 3m). ~vm,
3. (+ 5n) + (— 5n). @ do(2'sef (SNINE L 2
5. (4 2x) — (4 x). +% bR 6ay— (T4a), " el
7. (4 6m) — (— 3m). 9w~ 82t (2 8a) N
P s b 2x)— (4= (R0 )etux
10. 8a - 3b —4ec 11 25x—{—31yﬂ1(7

— B4 BB - T S0t x — 29y — 192

a + 4b — be — 22x + 8y 4 87z #u¥ HOGHE

n ﬂ%eretf)ne x—‘(x—2)+(x~—4) (x —£ 6) fiir x = 4.

S (metyedial By < @) Tpa—— 2 7 o = )
14. [(a@ —b) — b] — (b — a). 15. 5m — [3m — (— n + m)].
16.x+[x—39)—G—x) Mx—[x+5—(—x+2)
_ .2a -8b - 22— [— 28 1L 3b — {(@a L 3b) —(@a <~ Ib)}]K
A% (e —b)+ (b —ol — @ —{d o)l ]=—il="c Jijd k(=== otk
W [bx - Ty — s -t Ty Jl6x L dpl<(iz — Ty Oxi

TR 1OE 1Y) — O= g W)i].

I1. 2Wultiplication und Divifiow.
1. Multiplication mit abjoluten ganzen Bahlen.
Berbindung der Multiplication mit fidy [elbf. (§8. 38 umd 39.)

1. a%.a%, o?, . % mP . 3, xm.xh.xP.g0, & ek
4. xy.z. X}L 5. 3a.b. 3 ol 6. Smn.2. 1D Y
Tva.bx. oty 8. m.6yz. (”’W'}'z— 9. a%.4a.  un

10. 2a.4b. o0k 1L 8xy.Tx. sbay | 12 25%.45% s}‘

13. Ta’x.ax’ya« 14, 47°.5bz2 wﬂr 15. 6m®nt.5m®n”. lomi’m(’
16. a.22.3a. ba 1%, 2y .x7.27. a\?‘ 18. z2.27%.3z. b'z,"

19. a®b.5a2b?.8a b?. wod i 20. =* ax’y.8xy 5% 94

Perbindung der Multiplicotion mit der Addition wnd Subtraction.
(88. 40—45.)

21, (x + a).b. basal 22 (a 4 1).5. 5me5 23 (x4 5).4 — 2x3uUn0
24. (3m + 21).5p.Smpip. (a’b + ab?). abttBe. Bm 1 Hm?). 2m. it 4102
27. am + bm. (D.‘l‘E'JﬂW 28. 5x? QX-MM 29. 3y® + 5y°. %‘},

30. 42 + 4b. (Mtju 31. ax® 4 ay?® {a’*j,)w 32. (a4m)x + (a—m)X. 4204
33. m(h?—x* +n(b*>— X"’)!’,ﬁ,‘-m’-wu. 6m -+ 6n + 6p. 6—-+»~+@(,

hy



35.
38.
41.
44.
47.
49.

. 8mx 4 bny
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(a —b)z. s+l 36. (m — 1).m. aw-nm

Sarll

37. 8x + (T — x).3.

(4a — 3Db).5cwnc-4d9. (2x? — x).3x.685" 40. (ax® — by?). mxy oumx}
am — bm. (s-Hm 43, a.10m — b.10m-H5%3. 15ay® — 9ay?.

3x — 3y. (x93

45, (*;—7y-|- To-)%446. ax + ay — a. QH —jo»

3a? — a? 4+ dbb?2 — 3 b2 ’&wh 48. Hx — dy + 6a — 6Db. (x- }]91-(0\,-@-16

a(3x +2)—3b (3x + 2) + 2a 3x + 2)fxedanafplerpel-

Abddiere
al.

11%.}(—5'\'\4"}

3mx — Tay

e E SO0y

a2.

Subtrahiere
amx + bny —

22/ 7348

6at — 9a% + 1222

423 — 6a’ 4 8a
9a~u3a+4

ba—'sam SobtFoutd
53. 15x% —26x? | 33x —10

3mx — 2ny + pz(@“)"“”({'“"}(“"”lloxs — 20x2 4 25x woi-absFs8x=10

54, (0 +8xy + 3xy* 437 — (=* — 8%’y + 3xy* — y9). \«m})
55, Txy — [Tyz— (B3xz — 2xy) + 3xy] — (6yz — 2x2z). Gr-np*

36.

b.(x + y) ket

57. 5.(a + 1). 5045

58. m.(p | 5). mpt e

59. 6.(m + n) — B~ 60. 3x.(a? + bY)awanlibl. 12a2.(3x? + 2y¥)sbwsna

62

a(b—l)af.ov

63. b.(x — y).bu-by

64. 8.(3 — m). 14=5m

5.(z — 2) + T.52-1 66. bm.(ax® — by f‘“ 7. 2a?b?.(a?b — ab?)acl:
5@32 (3a — 2b) — b%(2a — 3b) + 2ab.(a + b)}.4a?b? nefh nat®
69. Beredme folgende Anusbrivfe filr m =20, x =4, y =3, z = 2:

a) m — (X7 +2); =6
b) m—x (y 4 z); =&

Q) m—x) y+ 7= 5
d) (m—x.y) + z=10

(x +.a) (X — b). R BN

70. (x + a) (x + b). Srawebyral 71

72. (x — a) (x + b). Aameba-ab 73, (x — a) (x — b). L-ax-b

4. (a4 1) (b + Dooksbean 75. (m + 1) (m + 2).

76. (y + 3) (y — 5). ’:*}1 ped 7. z — 4) (z — 6).

78. (5x + 3a) (bx 4 4a)asx ﬂrmuxw (a™ + b™) (a® — b®).

80. (3x* 4 2y%) (4x* + 5y?) “**l*'*}w%l (ax™ — by") (bx™ 4+ ay™).

82. (2a? + 31 (Ba’ — 4b2) X iMoa 2n 12b4)

83. (x + v x+2=;*;,}’ 4. (a + 1)%a’sdnst 5. (p + 22 T:"{’/‘/*“'9
wwmwhwvsfm~uw%” @—w~4“*
89, (10 |- 1)?.1iartin'90, @x + y)P. 4= ‘f'x;*f!ll (x — 2y A ﬁ’?*/
92. (3m — 202, 93. (3a2 — 4b2)2, 4. (Bp® — B LAC IR
95. (x + 32 —6x. 96. (y—4)2+ 8y.

97..(% 4= a) 4 (x — 8. 98. (x +18)® — (x — &)

99. (ax? + by?? — 2abx?y? 100. (a?x — b%y)? + (a’x 4+ b2y)
0L (x + y) (x — y). 4 102. (a + d) (a — D).

103. (x + a) (x — a) + a% 104, y2 — (y + 2) (y — 2).

ilx=a’)



105.
107.
109.
110.
111.

L .

114.
116.
7.

18.

19.
120.
122.
124.

126.
128.
130.
132.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.

R
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(15a + 9b) (15a — 9b). 106. (a™ -+ b®) (a™ — bn).

(3a? — 2b%) (3a% + 2Db2?). 108. (5=® + 3x%y) (5x® — 3x%y).
(mx® + ny®) (mx® — ny®) + 2ny® (mx® + ny®).

(Ba? + 5b?) (3a? — 5b?) — (3a? 4 Th?) (2a® — 4b?).

(5% +a) 2x —a) —(“4x —3a) (Tx + a) + Bx —a) (6x + 2a).

o

(Ba —2b + 1).T.7a-#é+7 113, 2x + by — 3z).4xyz.
(m 4+ 2m? — 3m?).5m. 115. (a? 4 5a — 9).63%
(8xy® -+ Hx?y? — 3x%y).12x2y% yﬁl}f?fﬂ?*‘ '7“//?:
Bz + 22° — Dz? + 42).62° b A2t S0 2T eI 2 Py
(4m® — 3m?n + 2mn? — n%).3m?n2 7z > Sontats AN o
(Bx® + 5x + 7).bx — (4% — 6x — 8).3x. w*sa w7 ;
mnp.(10m — 7n + 4p). 121. 3ax.(a? + ax - x%). 2a¥+aes Frax’
Ha?.(3x* — 8xy + 2y?). 123. x5.(=x% — x2 + x — 1) 2 “xSpa 22
4a2b*. (5a?b® — Tash? — Datb — Baf), coa"l%s a lh20a b7 122747
7:;3;y.¢(2x3y — 2xy? — 3x2° + 3y%z) 4 x’y’.(l4xy — 2lyz).

TR R A

Al b+ dametrtan Fd s tbeon Wit ~ Sl o AT s — L = d{u-—jc‘uy-

3(3,,;;,}} 2b 4~ 3¢) Bm + 2n). 127. (2a — b té’)’}; (5m — n).

XL B, e, XY EEY ).
(x* + xy + 3°) (x — 7)6>7 7 1Bl (=2, xy & y7) (x + y).x"+2

(@ — 2z + 1) (6z + 3).42259133. By” £ 6y 2 1) (4y — 5).

(2a’b — Bab? — 4b3) (a — 2b). £a%l~ 12>l /Pat p 7’&9/4‘ ¢
(16x* + 8x2y? + y%) (4x* — yz)_ééxifé.k? Yonty ™ : i
(4at — 12a2b% 4 9b8) (222 — 3b§).fa‘_,;ﬂé,¢3¢- 30 & %-.z'ff
@xt 4+ 3% + 42 + 33 4 Dx L 1. exrxenlsrr-2 5
(@ T bodebMe(a + b) 4 B2 — Zab o B (o — b 2o sttt

"(Bx? 4+ 4x — 3) (4x + 8) — (4x® — 3x — 6) Bx + 4). sFHE2x

(a*—at 4 a2 —a+ 1)@+ 1) a’ra’sza’- 2a¥r2a +7
(a*+a® +ad+a-+1)(a—1).@a~7/

(a*—a?4+a—1)(a+1). (%7

L O e BN | SR L e

(x% — x®y + xty? — x8y% + x?yt —xy5 + y8) (x + y)./l ?.'_;y
&4+ Ly E 2P+ xy +y) & px D

@& — =y g — X7 + 7y & + ) A o

&+ 27+ 2y + 7)) @—0X5FY

Weldhe Gejepymapigteit (dfst fih in den Multiplicationen 140, big 147. erfennen?

b

Hx+3. 150 (x +3) @ —2) x + 4.

: (x537§4ffi X — x| ogm 1) (x4 1), e/

L (x4 i) (12

(% 8) (x4 b) (x + ).tk LS LX) he
c(x—a)(x—b) (x — ) (x — A). axdt Ll -glsoltxiolsaexsbyrlon
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153. (a + b + ¢)* 154. Bx — 2y + z)%

155. (72 — 4y -+ 4)2. 156. (ax? L by? + o).

157. (a + b). 158. (2 — b, 159. 2x -+ 3y)°

160. (ax® — by?)?3. 161. (8a® ++ Th?)?%. 162. (ax™ — bx")%.

163. (3a% — 4a%b + 6ab? — 2b%) (4a? — 3ab + b zatuxbrdL2oal

(164,

w165

166.

g
168.
169.
170.
171.
172.
173.
T(4x? —3x +2) 3x2 +2x — 1) (x* — 2x — 3).
. (a® + 2ab — 2ac + b2 — 2be 4 c?)

A2

l‘.
4.
7
10.
13.

(bxt—2x®* —3x>—2x 4+ 7) (6x* 4 4x — T).2ox +ffﬁx 10X e
. (Ax® — 8x? + 2x — 1) (Tx® — Bx? + 3x — 1).oxlonmlvsant 922 e =
(a® 4+ 2a%b + 2ab? + b3) (a® — 2a%b 4+ 2ab? — b3).

(2a%b — 3ab? — 4b® + 5) (2a?b — 3ab® 4 4b% — 5).

(ax®* +bx®>+ ecx 4+ d) (mx® + nx? + px + q).

(X4m L) X_Smyn + 9 x2m yﬂn /Sy 4me3n _Jr_ 4},4:1) (x2m _|_ 2xm y»n + 2y2n).

(m* + 4m® 4 6m? + 4m 4+ 1) (m® — 3m? + 3m — 1).
(@a+b+4+c)a—b+c)@-+b—ec)

(a®? — 2ab + 3b?) (Ba? + ab — 2b?) (2a® — 3b®).

(a®* — 4a — 6) (a? — 4a + 6) (a® + 4a — 6).

(a®> + 2ab + 2ac + b® + 2be + c?).

- [®2 +(a+ D) x + (8 + b?)] [* — (a — D) x + (8> — P)].
- 2. Divifion mit abjoluten gauzen Jahlen.
Brrbmbung’her Bivifion mit fich felbf und mit der Multiplication.
4 (§§. 49—54.)

x5 ; xIa" 1\; 2 atiaa’ 3. amtn:gn a”7
152 : 5. 3a 5. mx:x, 7 6. 4ab.px:h. 72 A X
2a (m —1):am-¢ 8 B0ab:2a.2r4 9 Sabxy:ax. 44
12x8 : 3x4. 4x% 11. 8a2¢c:4a.zae 13, T8 7 gt

9a’h’x : 3abx. 24 14. (x+7y) (X_Y):(X_.Y) gt s

15. 282%m?y*: Ta*my> 42 41 = 16, 20a™b?xP : Han—1hn-2xr—5,
2a a <
175 T.c# H_I_S_u:—— _n;) o 19. F.bm oy
20. ?-E.a. 21, — a,bc. 22, E.5ax
ay by
bat 3:(2 5 ., 16axm =
33. m.::;ab. 24- 4—?.47;". 25. %Wg—n— .
bax | mxy . 8ax
26. TR X. 27. = —. my. 28. —G— 3b.
1528 b? Bal ‘{‘ 4m?n?
29. s : 5a?b. 30. By : 3ax2 31. 5 :2p3
32. (15x?y?: bx): 3y. 33. CmPx®: y e dn? v



34.
37.
40.
43.
46.
48,
30.

-
B
56.

57.
59.

61.

64.

66.
68.

70.
73.
75.
76.

77.
78.
79.
80.
8l.
82.
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m ey A 2 2z
mn. . 35. 15x.57. 36. 3x%y. Trh
- 8abx? g 3x 3 e
1] 5' 5“1)7 . 38. 2& X. dathi* 39. 43.. bcz._é;,fgi_c-‘
= 2 el
e 4l.y.—y— 42.xy.y.
5 - 2ax
SE¥ S ﬁ:— 44, Hat: %2—. 45, 6a’m?x : 5
; 9 | b et
28 (e Pt 2.5 + [ 4 oy: o |
15m2ns % (602 20 xd) 49. 4a%b%m : (2ab®: m).
=g 1. min? BEOP
Z ¥ n m
ab_ an 6am 3a 8mfx 4mx
"I'E . 'Fo 534 2_5‘5 - 5_b6 54. 5n3y . ny -
@ + b) x?: (a — b) ¥ : [x:: (a=—D) 7]

x2y?
72

Y

g)}‘?

26

]

Berbindung der Divifion mit der Addition und Jubtraction.
(§§. 55—59.)

(ax + bx): x. 58.

(a®b + ab?) : ab. 60.
x y Tm 3m
Tail 25 8% 5= 150
a4+ b a—b
n +——-]-].—c 65.
(am -— bm) : m. 67.
(ba’x — 10ax?) : Dax. 69.
b ¢ 6a 5a
7 o ) s e
vl gt 1,
m m
3x—2y 4x {38y 3x+45y
TR e ey
17x + 125 | 3x—Ty  2x—dy
x5 Eiy By

(45am — 25bm + 35c¢m) : Hm.
(2a® — 6a’b -+ 30ab?) : 2a.
(hmix — 4m®x? —3m?x%) : m*x.
(10x*y?z — 256x%y? 22 — 156x?y?z®

(8x + 8):8.
(12a8x? + 9ax%) : 3ax?

3a ba
63- T+ml;'

2x-38 3x—2

1 T i

(mp —np): p. :

(8xby® — 4x?y?2?) : 4x?y2.
Ex 9w o b
2. T ST

8y —8  4y—5

2y +1 = 2y+41°

-+ 6xy*z*) : bxy’z.

(bam — 12bm + 5an — 10bn) : 6m + 5n).

(a® 4 2ab + b%: (a 4+ b).

83. (x’ — 2xy + ¥ (x — ¥)-
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84. (4x? — 9y2) : 2x + 3y). 85 (162 —b?): (4a — b).

86, (¥ — y2) @ (x™ — yO). 87. (81m® — 1610°) : (9m* + 4n®).
88. (a® - b%) :(a + b). 89. (a® 4 b®) : (a — b).
90. (a° — b%) : (a + b). 91. (a° — b¥) : (a — b).
92. (a® + b%) : (a + b). 93. (a®> — b®) : (a — b).

Welde Gefetse herrihen in den Duotienten 88. bis 93.? Waun lifst fich bdie
Summe ober Diffeveny gleih hoher Potengen pweier Rablen duvd) die Summe ober
Diffeveny diefer Bablen obne Reft theilen?

94. (¥ — y¥): (x | y) 95, (x —1):(x + 1).
96 (Ao — By dn]lite ) i) S 97, (% 1) (ke 1)
4' )93;} (xfutt o yEmtl) s (x + y).C 99, (x4 1) (x + 1),
00. (xImH — gt (x A2, flo1. ) (zimtt — 1) : (x — 1)
( 103 (a™ 4 1) : (a™ + 1). 103. (81x% — 16y%) : (3x* — 2y)
!04 (14x* — 31x + 15) : 2x — 3).
(105. (1 — 2x + x? — B6x* + 8% : (1 — 2x).
106. (6x* — 11x% —9x? + 19x — 5) : 3x — 1).
107. (Ba?x® — abxy — 2b%y?) : (ax — by).
108. (20a° — 18a%h 4 4a®b?) : (42> — 2abh).
109. (423 — 1642 + Ta - 20): (2a — 5).
110. (X3m _i_ x2m yn o xmy:}n g y4n) . (XEm g ysn).
111. (X.‘l ySm S xn-{-lysm-l-2 _'_ x.‘21\-}2ym+1 i XSnYS) . (X2 ym L YZ)'
112. (m* — 2m?n? + 0% : (m?® 4+ Zmn + n?).
113 (6a4)— 5a® + 422 +-11a — 4) : (22> — 3a + 4).
114-(12%* — x3y — 32x%y? + xy® + 20y4) : (4x* 4+ xy — By?).
115. 2 — Tx 4 16x? — 253 4 24x* — 16x%) : (2 — 3x 4 4x7).
116. (1524 4 8a%h — 41a2bh? + 10ab? + 8b%) : (5a’ 4+ 6ab — 8b?).
117. (63y® + 10a’y® — 15ba*y* 4 10aly® + 63 a%)
29yt — Haly? — Tat),
118, (49a8 4 6at — Hla® — 25) : (Ta® — 6a% 4 3a — D).
119. (4% 4 15x*y? 4 10x%y* — 95%) : (2x® 4 x’y + 4xy® 4- 3y°),
120. (4 + 5a — 16a2 — 4238 | 4a% — Ha® | 4af) : (4—3a + 2a® —a?).
120, (32 4+ 104x 4 100x? + 26x® — 13x* 4 x9)
:(8+ 12x + 6x% — x%).
122. (27a% — 33a%b — 4Ha*b? + T1a®b® — 36ab’ 4 16b%)
:(9a® — 2a’b — Hab? + 4b3).
123. {x*4+ (a-+b—c¢c) x>+ (ab —ac— be) x — abe} : (x + a)]
tx —.e)
124, {(120 — 326x | 329x® — 146x® + 24x%): (4 — 3x)}
(6 — Tx 4 2x?).
125. (2—Tx 4 16x2—17x% 4 12x4:{@ —Tx +12x?—9x%): 2—3x)k




3. Multiplication und Divijion mit algebraijden ganzen Sahlen.
Multiplication algebraifder Bahlen. (§. 61.)

I 74y, %, (— 4x%).2y. i sS4
4. (— 3x).(dxy). 5. Tab.(—be). 6. (— 8ay?.2a%y.
9. (— 6a%).3a%x. 8. Da?zt.(— 3b?z).
9. ab?y®.(— a?b). 10, (— 12mPxy?).(— 4x°y).
IRl T g e
13. (— my).(— my).(— my). 14. (— 5x).(— 5x).(— x).
15. (— 22)5. 16. (+ 3a2)p. 17. (— 4xy).
18. (— 2a?).3ab2.5a’bx. 19. 4x?y%z.(— xy?2%).(— 2x?%z).
20. afn—ih3n+2, (— gmbo—t), 21. 3bx™, (— 4b2x-2),2bx>%
22. 3ax.(— 4ay).(— 2bx).ab.(— bbx).

28.

30.

32.

35.

36.
37.
39.

/40,
il.
1.

gt

44.

47.

50.

52,

54
R

4])‘:

e

. Welche Form nimmt der Ausdruct

. atxy.(— mx?).ny%.(— bz?).(— bmx).(— bny).
. 2ax.(— 6by) — (— 8bx).(— ay) + (— 3ab).(— Txy).

Bal— 8)i— (— 9)a MGt NEEIRID (ruig) J-06)
Beredyne den Ausdrud x> — 6x — 16 fi'zr x =+ 8 umd fir x =—2.

\H—xv—)— -, o, wenn fih 1) x in —x,

2) xim—x mmd yin—y, 3) xin —x, ym ~—y Und z in — z ver:
wanbdelt?

(bx — 4y).(— 3a). 29. B3a —5b 4+ 7).(— 2m).
(—3x2+ 8x — 1).(—5Hx?. 3l (4 4a — 3a?).(— 6aly).

8x + (2x — 3y).— 4. 33. (Ta2 —4b?).(— 2b?) + 14a%b%

. (6x® — bz?).(— 2x¥y%z) + 3xy?.[—(32® + 4x?z)]

(b—Tx + 6x2).(— 3x?) 4+ (9x® + 4x* — x).2x.

(a* — 4a%b + 6a’b®> — 4ab® 4 b¥).(— 2ab).

(a + b).(—2a + 3h). 38. (—ax -+ by
(a4+b—c)(—a-+b-+c). ;

(— =%+ 2xy — %) (x®2 + 2xy + y?).

(—8x+ b5y — Tz) (— Tx — by + 32).

(a+b—ec)(at+b) +(a—b+ec)(@ate)+(—atb+teo)(bteo).
(a+b+e)(at+b—c)a—b+ec)(—a-+b-4ec).

. Bivifion algebraifdeiBablen. (§. 62.)

L 4y) 2 45. 8ab:(—2a). 46. (—6bx?) :(— bx).
1847 : (— 6a*). 48, (—12m%):(—4m?). 49. (— 14a%h?) : 2a’b.
(— 15x?y%) : 3xy*. 51, 9ab?elx : (— 3able).

- 288 g8ntr—2) : § g2o—xtl 53. (— 2bam+nhbr) : (— Harbe—a).
32 x&u—ﬂn+3py m—n—yp -« (_ 8 xm—8n-+4p ym—n——Ep)

o

£L>



55. Beredyne ’5—_1; —x + ?:__1;0 — 3—(}53) jir ==8

56. (24a3h® — 15a4b?) : (— 3adb?).

57. (18am?y® — 27bmy? + 36¢y) : (— 3y).

58. (1 — x™): (1 — xm), 59. (1 — a%: (1 — a).

60. (6x® — 23x? 4 24x — 10): (— 2x + 5).

61. (30x* + 2x% — 16x? + 10x — 2) : (— 5x? + 3x — 1).

63. (27 — 51x — 125x> — 2x% + 30x%) : (— 3 + 8x + 6x?).

63. (1 —15x + 72x® — Hdx® — 405x* — 243x%) : (— 1 + 6x + 9x?).

4. Bahlenjyiteme,
(§§. 64—69.)

1. Bermandle in defadijdie Safhlen die folgenden Bahlen aus Bahlen-
ipftemen mit der meben thuen angezeigten Grunbdzahl: S
a) 211021220 [3]; b) 103223013 [4] ;
) 852076 [9]; d) 58329 [12].
2. Berwandle die defadijhe ahl 2897 in eine Zahl a) des Syftems [2],
b) bes Syjtems [5], c) des Syjtems [6], d) des Syjtems [8].
3. Berwanble
a) 520613 [7] in eine Bahl des Syjtems [4];
b ISWIAMD BT, B8R e d i 18] ;
o) JIGIQUIOE ] o1 S & n. Tonbrx G} (RO

Fithre folgende RedynmungSoperationen aus:

4. 240978 + 97477 + 504336 - 378264 + 615089 [10].
5. 321402 4 114324 - 403122 - 213440 + 302113 [9].

Dadpe bier, wie audy in den weiter folgenden Aufgaben, welde nichtbefabifdhe Bablen
enthalterr, bdie Probe, indem du die gegebemen Bahlen in basd befablitﬁe Bablenfyjtem ver=
wandelft unb bann die verlangte Opevation ausfithrit.

6. 57016 1 124560 | 36425 - 61433 -+ 225347 [8].
7. 2120221 ++ 1012112 4 1221012 + 2111021 [3].
8. 875421 — 191086 [10]. 9. 3355770 — 886644 [10].

10. 3122013 — 2033123 [4]. 11. 876543 — 234567 [9].

12. 250764.2576 [10)]. 13. 790475.9184 [10].
14. 110101110.101101 [2].  15. 2414302.32142 [5].
16. 897715 : 91 [10]. 17. 5606912 : 752 [10].

18. 777167 : 1145 [8]. 19. 3365241 : 354 [7].



22.

23.
24.

25.
27.
29.
3.
32.
33.
34.
35.
36.
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5. Theilbarfeit der Sahlen.
Briftes gemeinfames Maf. (§§. 12-—-75.)
Gudhe das gr. g. Paf folgenbder Aahlen:

. 637 und 4277; 2. 2091 und 1353;
. 1404 und 8658; 4. 3552 und 5143;
. 7774 und 3718; 6. 27671 und 21708;
. 14539 und 25728 ; 8. 55660 und 66055;
39215 und 73997, 10. 24955 und 338625;
. 1701, 6426, 10521; 12, 120582, 145530, 167706;
.12a2 + 7a 4+ 1 und 6a% 4+ 11a 4 3;

. x3—49x — 120 und x? 4 10x + 25;
. 4m? — 16m?® + 23m — 20 und 6m? — Tm — 20;

a® —a’b + 3ab? — 3b® und a2 — Hab + 4b?%;
x8 4} 6x* + Hx? — 12 und =% + 4x* 4 x? — 6;

. 63% + 16y? — 22y + 40 umd 9y® — 27y? -+ 35y, — 25;

. 28at 4 10a® 4+ 39a% + Ta + 15 und 14a® — 37a? + 15a — 25;
.82t —82° + 1122 — 8z + 3 und 22° — 922 + 9z — T;

. 15x* 4 10x%y + 4x%y? 4 6xy® — 3y* und

12x3 4 38x%y + 16xy? — 10y%;
6x8 —4dxt — 11x* —3x> —3x— 1 und

4xt | 2x% — 18x? 4 3x — 5;
6xt — Hx?> — 1, Hx® —4x — 1 und 2x% — 2;
at —4a% 4 8a? —4a -} 7, at — 2a% + 10a + T und

a® —ba? + 11a — T.

Hleinftes gemeinfames Bielfadyes. (§§. 76 und 77.)

Gude das . g. BVielfache folgender Bafhlen:
874 umd 943; 26. 561 und 1530;

1716 unbd 2222 28. 6987 und 8083;
816, 765, 697; 30. 259, 3219, 7548;
x*—3x*y 4 3xy? — y* undb 2 (x* — y?);
a® — 49a — 120 und a? + 10a -+ 25;
6x% — 13x® — 45x — 25 und x® + 2x% — 20x — 25;
at 4 3a% 4 6a2 4 Ha 4+ 3 und a® 4 2a% 4 2a - 1;
9a5 — gt — 2a%—2a%2 49 — 1 und 2a° — a®—Ha®—bHa? —a;
21x% 4 20x2 — 8x — 2, 6% — 11x? — 12x 4+ 5 und

3x% — 10x> — 9x 4 4.

Modnit, Arithmetit und Algebra. 15



37. a) 312; D) 6225; ) 17280; d) 7T1016; o) 9486562

38. a) 720; b) 6472; ) 76450; d) 484572; ) 5670007

39. a) 534; ) 8625; ¢) 10692; d) T34520; ) 3504967
Berlegung in Factoren, (§§. 81—87.)

40. ®ib alle zwifhen 1 und 200 legenbden Primzahlen an.
Aerlege folgenve Bahlen in ihre Primfactoren: :

41. a) 420;  b) 504; ¢) 1260; d) 1694; e) 2025.

42. a) 2268; b) 3075; ¢) 3828; d) 5376; e) 10528,

43, a) 76a%; b) 66ab?; ¢) 26x%y?; /d) 12afb2; e) 60ax’zh
Gudje alle Prim- und alle yujammengefetiten Factoren folgender Safhlen:

44. a) 48; b) 180; ¢) 210; d) 315; e) 810.

49.a) 18ab; b) 86x?;  ¢) 2Tmz?; d) 166xyz; ) 114an?xS.
Berlege nad) §. 84, 1. in gwet Factoren:

46. 18ab — 1bac. §4%.19x* — 24xy.

48. 2a% — 44a% 4 6a2 49, axty® + bx¥y® 4 cx?yt

50. a®b?x — a’b?x® + ab2x® 51. Bbx®z® — 15x%2% - 20 x 7%
Berlege nadh) §. 84, 2. in Factoren:

52 x* 4+ 2x 4+ 1. 53. m®* — 2m + 1. 54. 422 -+ 12a 4+ 9.

55. 9b? — 12b + 4. 56. y2 + 10y + 25. 57 x* — 6xy + 9y L

58. 4x® — 1. 59. 9a? — 16b2 60. 25x* — 16y~

61. 6x? — H4a’ 62. a2 — (b — )2 63. (b + ¢)? — a2

64, x® + 1. 65. x® — 1. 66. xt — 1.

67. x5 4 y5. 68. x® — yb. 69 xf — ys.

Rt Dl it 71, a?m — him, 72. e — 1.
Berlege nach) §. 84, 3. in ywei Factoven:

73" %2 + (a -+ b) x 4 ab. 4. x? 4+ Tx 4 10

75."m2? 4 Bbmn + 6n2 76. x2 + 2ax + (a2 — b2).

77. x> — (a + b) x +-.ab. 78. a? — 4a - 3.

79. 10x? — Tyz 4 22 80. x* — 2ax -+ (a®> — b3).

81 %2 4 (a =Ib) x-S ab. 82. m? + m — 12.

83. a? 4 2ab — 15b2 84. x? 4 2bx — (a® — b?).

85. x> — (a —b)x — ab. 86. z? — 6z — 16.

2

Eheilbarkeit dekadifdyer Bahlen. (§§. 78 und 79.)

Durd) weldhe von den Jahlen 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 25, 100,
1000 find folgende Bafhlen theilbar:

87Vb? — dbe — Hez. 88. x2 — 2hx — (a® — b?).



89.
9l.
93.
95.

97.

98.
99.

100.
102.

104.
106.

108.

110.
112.

113.
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Gudye mittelft Berlequng in Factoren das gr. g. Maf folgender Fahlen:

84 und 308. 90. 360 unbd 680.

108, 450 und 540. 92. 560, 620 und 760.

693, 819 und 945. 94. 504, 756, 1260 und 1764.
12acx, 14a%x und 16ax® 96, 10x2y4 5x%y® und 20x4y2

m? + 2mn 4 n? und m? — n’
a? — 2ab — 8b? und a? 4+ 2ab — 3ab?* — 6Db*
gt 10x2y2 + 16y* und x* 4 2x2y? — 80yL

Gudje mittelft Berlegqung in Factoren dag i g. Vielfadje der Jahlem:

300 und 620. 101, 240 und 486.

120, 168 wund 182. 103. 105, 144 und 270.

3, 4, 6, 10 und 25. 105. 2, 5, 9, 20, 21 und 24.

4 5, 6, 12, 18, 25, 70, 107. 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21.
4 6 7, 26, 35, 40, 56. 109. 8, 12, 16, 24, 32, 36, 256.
a, 2a%, 3ab? 12abm. I1l. 6amn, 10am?n, Ha2n2
m, Hm? 3n, Smn ud 15m (m — n).

3x, x — 2,5 (x +2), 20 (x2 — 4) umd 6 (x + 2).

6. Gebrodene Jahlen.

a) emeine Briide.
Jormoeranderung der Briidye. (§. 92.)

[T UB N o :
1. Gtelle die Briide +, , &r g mit dem gemeinfamen Renner 24 bar.
2. Bringe die Britde —, o=, 22 3P 4ui den Nenmer 30abxy
a! 8ab’ Bax! 10by Ve
Bringe folgende Britdhe auf den Fleinften gemeinjamen Nenner:
g 1 2.8 (& & & 41 9 1B 8 1
SO RaR T B TR 10 S T TR T
5.&&3&25 615:13bc4r1ef
g6 T 357,58 * m’ 3m® 4m®’ BHmt"
73—1 a—2 a—3 8 y+1 y—1 y1
‘a4 1" a4 2/ a4 8 AL T B (i e
9 x+1 x2+4+2x 3x x2—1

10.

x — 1/ x*—l’x—{-—l’xz-l—-l"

1—a 1+4+a 14a% 1 —2a-a® 14 2afa?
£ o T e B e e T e T T R

Ritvge folgende Britde ab:

1L

45
47

114, 840 1824 4096

a) %00 ¢ 10300 Y o0 © Tamr

b)
15%
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- 5.19.18. .. 6.12.20.%8, 6.21.24.36.75
(1% &) Tiom ) L5630  © 5.27.50.56.60°

891 637 765 2079 9082
13. )5 D g Ve ) e

14. Bejtimme den Wert pon 22— (111;.;}.5.1; A0 =9 Hir n =6, dann

fiit n = 8, und fiirze bie erhaltenen Britdhe ab.

Riirge folgende Britdhe ab:

3abx 128l = 16amx?, 72mx2y®
15. a) 12bmx ? )28ax27 c) 40bmx ’ d) 96nxdy?"
16 __afad-1) 17 2m (m — 1) 18 16 (a4 b) (x — )
* @+ 1) @Ry + gt M a—b) (x—y);
19 9a L 6b —3e¢c 12xPy¥i 6x? y 9] 2a—ab—b-2 |
" 12ax + 8bx —4ex’ © 8xfy? 4 4xby’ *8a-tab-t+b4+ 3
a?—1 14+ m—2m? 8a? — 6a +1 )
22. af . 9a o 1 ~8. 14 3m-2m? = 16a® — 10a 4 1°
25 m? - 6m — 16 9 x* 4 8xy 4 2y° 97 a? —8ax 4 15x%
S T T R x4+ 6xy By *a?—1lax + 80x2
28 x* 4 4x8 —5x 42 29 2a% —att-4a4 7 L
* X —x—3xJ2° * 2af — 15a® + 29a% — 482 - 14
Beredyne :
x2—4dx 44 .. i x? — a? " '
30. STy ful xr='2 31 mm fllr X = a.
x2f 6x — 16 .. oA ( x5 —4x? —8x'-+18 ", Bk
82 o 1 T 8\ par e en g IR S 6
¢ 5 8 —y?—4y—12 _. o
\y y+;_y2yg_3é fiit y = 2 und fiir y = — 2.
Abdition und Jubtraction der Briidpe. (§§. 93 und 95.)
4x 2x 3m m
s S o
a-+b a—'b - ¥ e TR R
37- oy -+ 3 = a. 38. T 3 _ b.
Driicte bie lefsten ziet Formelm mit Worten aug.
5 v+ = e T
39. T R 40. 3 7
a4 4x 28 — x bm 4 n m—3n
41. 5 -~ T 42. i e o ¥
a+tb+tec a—b a—¢ m—a n—p 2E+a
43, m e 3m i 3m ° A1, m+n+p+m+n+p+m+n+p'
a’ e Q¢4 2 e R | :
AL R G LT o 47, 8 + =
a L - 2x : X A%
e ¥ ko Gy
bu~ Y"° b s

b b 3
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a8 x—T s A
St iy i 1=15%

g3, SR, s, LY 4y,

55 x—|—y—}—x2_y2y. 5ﬁ.a—l-l—zj_-11

57. m 4+ n — “;i:: 05, o eipp S B
SR W Bt ks

o EZTCF, 6 g e tn by
63. a® - 3a? - 8a L 1-""’““11?"‘*“, :

64 o> =7 85, P o Rl

e e e L

6. X412 0] = By

0. L4242 ' b

Bt e L = e e
74, 3a;}-4_7aj«5__8~—671+5—83a_3—1-‘27a

5. + 76, 2EE_ P
.@l%x“liy' @ymx—y)"’?(-x{m’

79. 20 2ot 80.212—212.

81. Bdhler und Nenmer des %rucf;eé jolfen 1) um m vermefhrt, 2) um m

permindert mcrben;\mc grof3 tft bie Differeny pwifdhen dem gegebenern
und dem jededmal entftehenden neuen Bruche?

g 643x2 21 8x : gg Ba?—da-L6 | da'oBa—6
V'9—4x9 8 4x” i 6a—1 o 8a—9
» \ 5 4 2x 3x-+1 dx =3
L§4‘2x—1—ax_1‘|‘2x_3 e — ka5 iy

86 exsledy s SRR By (g) a* 4- 5ab — b? a—b
X ex@x—38y) " Bx@xF 3y) a? Fdab - 4b°  a+2b
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X0y 6x+5y+3x+4y
@' 9x+ 3y 12x + 4y 8x 4y
1 1 1 2m — 4n 1 m — Hn
%}ﬂm+ﬂfﬁﬂﬁ‘ Wose— 5 @ oo
1 x4y X—2y @ 1 3 1 1
9. x——y—xz-—xy-'_ 2zy * 3 x? — y? 1_(:{—(—y‘}z_*_{)c—---y)"
93.&-{-1_‘”4}.—[—‘2_'_2}—‘3 94 ab R L be

a—1 a— 2 a — 3 *a4+b ! adte " bEe
at+b—e a—b-+te b+ec—a

9. ab Sy ac g [
ba—8b 3a —Db a—4b a-+5hb

98. a-t+b iy - o a-b AT

paic 1 1 2h 22
@7'a+b+a—b_a2—b2—aﬂ+2ab+b2'
Visgieal ly e S i Ak
gs‘y*1+y+1+y“—l+y”+2}’—§—1'

99 l_aﬁ1+a2—_a+1_a;]—l+:tz+a+l 2a —4

a -+ 1 a? 1 a — 1 R

9 ab ac be
Kllﬁ(’. a—c)(d—¢ (a—Db)(b—c) 5 @—0)(a—c)

(@' a—(l13+c)+b~{:1+c)+c—(i+b)'
@ (§a+%b—|—%c)+(%a+%b+§c).
103. (%x—{—%y)-}(%x—i—%y)—i—(%x—i—%y).

2a 3b de a 2b de
o e )

ba- 4ab 3b2 4 a2 3ab 2 b2
'WT“T+ﬂ—ﬁ—T—ﬂ'
1") 5z* 9z Jp 14 3x — 5 x —4

B -5 b 2 )
{095 3m -} n 2m - 3n +3m2—-mn—6n2

¥ 3mf —mn  12mn—4n? 18m?n — 6mn?®
6x — 9y 2x — 8y oy Sy -Edy, aaed ya
@' 6x! —1lxy4 3y 2x*—Txy-1 6y 3x* —Txy42y:° | T x—2y

% = 2x% 4 2xy ' dxy ! 09T
2x—y+ 2xy F3y%  4x® -t 4xy — 3y¥ W T v
xeyz (x! =" bﬂ) (bE S y!, (5'42 e 32) (aﬂ et y2)

1L FEHE be {Eﬁ_b‘z) at(a® — by [: ]
112, 2a‘2—3a.x__2a2—3E+ 10a%x® — Tax? ' [:_ax J
2a—X 2a + x 4a% —4da’x — ax® 27 a—x
1 e _ Szt draty 3 pby ¥y . f=24]
' 18x®— 6y 54 xt — 6y? “ By 6xty 4 2y* ¢



114, 2230, 115. .>.2m 116 ?f;z e

117. 12“})?;2.5372. fie == 1oy s St
120 (a + bz_"?j.a. 121 {1+ ;:) (1 + a)
To(SEEIEY ) 94y 123, (et
134, (S 2 Some gt 128 (‘\L: O

( AT

TRL . e )(n+1)@_?“(‘%23 ~ )@=
(
(

h? _ 2abe?
ik a—-T;J—c;"—*L).(azbz — 9abe? 4 ¢,

S 3 7 5 o
— 2+ BRI ax —bxy + ).

e 181, 55— dax. 182 325 :3my.

183 R sment. 134 SE:8qy. 135 XL 2abe.
m—n) a? - b?

136. (1+m).2m. 137, (a+b aer) (a 4 D).

: bx? ayy . BATPE 0 42a2hE

138, (T - T) : ab. WL (s — ) ¢ 4a7m?.

6a% 4 5ab — 6b* : (3a

mm 2:L+db

41. 1— m—Tm? — 4m?
1+ 4m .

Multiplication und Divifion durd) einen Hrud). (§8. 97—100.)

2% Sab i bxs
9 e 242 e o o
142, ax. y . 143, 4x o oxy’ 144, 2a°. 2ateiy? .
2 x by
M5, (6 —2B).22. | 146 (@ — x) . L5 ML Bax. (a — )=
3n ax dax
2ab 3ax 6a 2b 14 ¢ 5d
BroacdiER 9. 7753 (— 59) - (=a3)
To6 24 4y" &b 3xP Kt‘ Ba?x?  9hiys dmz® 2amx
3b 9x%"Ba 2yt oy 151 6m?y? " 1022 5b°x ° 3y° °
a4+ b a—b>b b a—b
i 153, (1+ ) S5

m—n"m-n

2a — 3x)2 a410a % #58 a* — 9b?
5 e ey - s Lo ik
lﬁ\(%_hl qpsutastly 55 (22 )



o x+2x+9 x? —8x
L i IR . 157. 5x2+l2 AT

@(x—l-m_ 2x ).xg—mg' 159. (i_i__a .3i)
% x—m/" x4 m 2b 3h? 418) ° 448"

167. 2am : 22, 168, Ba2x: — 207, 169, 12a%bt: 130
QTN + ) I uLayi(1—-1) @y ( +1).
123. (a% — ).j-}g 174. g%i;{-. ;g—;’f
175. Tg%;gipa :%‘3. By =g &

g8 2
177. (27’; 3—;);—; m(xiﬁxiy):x’jy,.i?_
l'}'s.l‘(—_——?li;—l—%):i—;. N (F-): (5 =2) —

6 3

. (255 £ (51— ) (2 2)
5= 4 25 e+ ),

43237* Sx* 8y 3x? 2y
m?{‘ax RERY. S + ¥ 3) (Iz —]_ Bc ) )‘

(’ Taty - 25ady? +48a2y -|-36ay (a+7y ad 25}; ) [:_a“].
a—3y

aly — 27yt 5

1\6 {123.2—]-&—(3_6&2—&—2}.{3&—5—2 12a 4 8 }
122 —a—6 6a’fa—2 4a—3  12a® —a—6)’

[= 5]
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187, 22— 2ab _ 2ab—b?) yia®—gab—qbe 2ab—Lb?
¥ {4a2b_b’s T a®—2a%bf ° { 2a® — 3ab —2b2  2af—ab |’
(o o o le -1 [_ ety
e _ﬁTJ
; e b o i X1
s ésa)’“—;*—“ (190t
1— a e X3
i 4 3 b3ty 4 AUCASERE
Q0L e 192. loa SR [ pIEEE o)
=2 -l SRl TR g u. B BEbS
L% i X4y X
a4 b ! 8x 48y 5x + 6y Lk
Na—b_l_a-}—b 4'9_, 2y B 4y dx + x
a—b+1'a—b' {/ ¥ R RURE S R e
a4+ b X — ¥y X -y AL
: (14+x)(14y 1+2
196. Beftimme den Brud) U i
i ] e R L M
flII"‘X_m+n’ T A Ry £
(9
b) Decimalbriide. &

Permandeln gemeiner Britdye in Decimaldbriihe und umgekehrt. /€ ;
(88. 103 und 104.) 5
Berwandle folgende gemeine Briidje in Decimalbriiche:

89 7 63 108 2359 9084
L a)g B © gt D O m D
17 13 318 53 107 2345
LR LI R R TR IR R
26 92 131, 129, 85 . 3121
il T N e el 7 BT L A R
50 137 87 259 1211 . 5432
4. a)ﬁ, b) *gé—', C) E, d) a4’ e) 895 7 '.'I) -gg.
Bermandle folgende Decimalbriidhe in gemeine Briiche:
5. a) 0:25; b) 7-15; ) 0-072; | .d) L7-588s5 16).0:9518.
6. a) 0°6; D) 0:8: ¢ 4:08; d) 26-152; o) 6-324,
7. ) 0:81; b) 0:041; ¢)8-567; @) 0-4378; o) 0-90243.
8. a) 0°73; b) 156-351; ) 0-79824; d) 0°:29074; e) 0-234684.
~ Redynen mit unvollandigen Decimalbridyen. (§§. 105—110.)
9. Ritrze auf 3 Decimaljtellen ab:

10
11

a) 257917, b) 3+14159, c¢) 0-8398, d) 81-57924.
. 0°91654 + 017357 + 0-23408 4 0-16999 4 0-879. (3 Decim.)
. 19-3875... + 23-473.. + 38-878.. -+ 8-4531.. + 0-082..
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12. Berwanbdle die Glieder der Reihe

1 1 1 1
i3 T oAty +,3.4.5 Tt i

in Decimalbriihe und bevedhne die Summe anf 3

13. Bevechne ebenjo auj 4 Decimaljicllen die Reihe

1 1 1 1
o rs 2.4 i+ 2.1.8 I 9.4.6.8 s 2.4.6.8.10 = 2.4.6.8.10.12°

14, 88-9397 — 51-4823. (2 Dec.) 15, 437147 — 16392, (3 Der.)
16. 8-2315 — 3-5678.. 17. 35-79.. — 10-809. ,

19. 0-9156.23-851. (2 Dec.)
20. 12-0748.1-91345. (4 Dec.) 21. 81:2867.0-1234. (3 Dec.)
22. 8-14739.7-10936.2-51446. (4 Dec.)
23. 1:045.1-045.1-045.1-045. (6 Dec.)
24. Beftimme auf 4 Decimalftellen
p=(a4+b+e)a+b—ec)(a—Db+t+ec) bt+c—a)
iy & = 1s3085, b ='2-00122, & = 280116,
25. Beredjue die Jeibe
L T 8 et o xt

1
1—1—5}{_ 2.3.m? 2.3.4.m*
fiit m = 3 und x == 0-015 auf 7 Decimaljtellen.

Deciwalen.

18. 8-1415.9-2587. (3 Dec.)

m—1 ,

1 , {m—1) f’?m«—-l) (m—l)(lm——i)(%m—l)
g

26. 834 X 2-1335.. 27. 0:37 X 15-0816. .
A% 2-055. . X 0°1965.. 29. 6:04.. x 0:0085. .
30, 281354 e (1089, 1.0 0966. 5> 02809153
32. ®ib tn ben Producten 26. big 31. die Fehlergrenge am.
33. 45-12345 : 3-8265. (3 ‘SDeL) 34. 986-256 : 127:85, (2 Dec.)
35. 13-794 : 28-376. (4 Dec.) 36. 0-7123 : 43°566. (4 Dec.)
37. 75406 : 0-649. (2 Dec.) 38. 31416 : 7-825. (3 Dec.)
39. 7-24257 : 19-14. (3 Dec.) 40. 0-436861 : 18-547. (4 Dec.)
41. 1 Rilogramm = 1-785523 Wiener Pfund; wie viel Rilogramm betrdgt
1 Wiener Pfund? (5 Dec.)
i b o ‘ <95
2. ot g @ D) B gt s 6 D)
44, 0785791.0-46802.0-14235.0-37281
0-41885.0-89134.0-15786.0-29173"
3187 - b*3180%. 46, 912-857 ;: 0-118..
47. 53-4428.. : 9-157. 48, 71-293.. ;: 8-8764.
49. 0-3497.. 4 284. . 50. 9-2737.. : 0-0856. .
31. 0-00869.. : 3-846.. 52. 30- 2082 :0-71356. .
53. Gib tn den Qunttenten 45, big 52. bie Fehlergremse an.




5 D
,,/V L 7. Berhiltniffe nud Proportionen.
),/// a) Berhialtuiife.

(§§. 115 und 116.)

1. Driide folgende Berhiltnifje in ganzen Babhlen aus:

1

10.

12.

14.
16.

890 9 7 s | e =5
a.) 7_5_:38; b) E:IQ; 0) 55:0';;6; d) )J' 1 91
¢) 85:2:02; f) 0-215:3°0816; g) (a—-b) — o

. Riirze folgende BVerhiltnifje ab:

a) 10 : 24; b) 72:56; ¢) 120:48; d) ax (m®* —n? : ab (m + n).

. Driide folgende Verhaltniffe in den fleinften gcmgen ,SaE;Icn aus:

2 6 4 6 7
a)4:625 b)12died; o'fiil; @y 16362
o) 0:75:0:625; .£) 3:208:1:28;, ) TLI. h—L

. Bon pwei Kovpern legt A in jeder Minute 80 Meter, A’ 96 Meter

surii; wie verhalten fid) ihre Gejchoindigteiten?

. Der Kbrper A legt in a Beiteinheiten diefelbe Strece juviid, wie A’ in

a’ Beiteinbeiten; i weldjem Berhalinifie fteben ihre Gejdwindigfeiten?

. Gin Weter verhalt fid) zu einem Wiemer Fuf, mie 174 : bb; wie ver-

hdlt fid) ein Decimeter ju einem Wiener Boll (5 Wiener Fup)?

. Weldes Verhiltnis befteht in ﬁfterrcm 5m11r£]cn ®old und Sifber, da

aug 1 RKilogramm feinen Goldes 1722/, Adhtguldenitiicte und aus 1 Kilo-
gramumt feinen Silbers 90 Gulden geprdgt werden, wenn man 1 Adht-
guldenjtiict su 8Y/;, Gulden in Gilber annimmt?

. BWie verhalten fid) die 8[ac[)en sweier Reditee, vonm demen bdad cine

28 Mieter lang und 15 WDieter breit, dad anbdere 25 Meter lang umd
16 Mieter breit ift?

. Bon jwei Dampfmajdjinen fann die eine in a Secunden b Kilogramm

¢ Wtieter fod), die andere in a’ Secunbden b’ RKilogramm e Wieter Hod)
heben; wie verhalten jid) die Leiftungsfrafte dicjer Majdhinen?

b) Broportionen.
(88. 123—129.)
¢ofe folgende Proportionen auf;

o1 08 e 1t fE I3t sie
x:b=5: ll.3~8—.x..._]5h_.t).
b4 8 ) 3,
4— 4"5 5% 810. |3. SE.OZ oo 71". X,
= ¢ OA3Di "= 58 T~ 05, 157 14°85°: 218210 == 9- 18 %,
LB l7.x:3§:m3:3ir—n—2.
. p q 4 2



18. x:(m — 2n) = (6m + 8n) : Zm — 4n). -
19. (6a — 5b) : x = (12a2 — 4ab — 5b?) : (8a? ~¥b — 3b?).

20 m?—n? m-4n_ m?—2mn+ n?,

m? 0" m—n m 4 n 5
b . b? .a+b
2. (b-{»-——a?_b?).x_(b-i«a_b)‘ 24
22. (x4 a)ix="btec
5 't z t 4 97 3
2. x:(a—x) =; i E:::-ib mit Riidfidt auf §. 127, 1
24. Fithre an der Proportion
20a (a + b):12a = 25 (a®> — b : 15 (a — b)
Dbie in ben §§. 126 und 127 begeidyneten Formdanberungen durd).
2

9. berat 8 Mhe—82u 80 b tler—94 29 ofud o3 ab nbad gei= 88
ift, wie verbhdlt fith a:b:c:d:e?

/26. ®eqebenSiitearsid =413, v d =036, bile =20 HE S P =—5: 9
6 :c = 3:5; wie verhdlt jih azb:c:die:f?

__21. Gin RKilogramm verhdlt fich zu einem deutjchen Pfund wiec 2:1, ecin
veutidyes Pfund zu eimem Lonmbdomer Pfund oie 43 : 39, ein rujjijdyes
%funﬁ\au einem Londoner Pfund wie 65 : T2; wie verhilt fidh a) vas
Londoner Bfund, b) bas vuffifdhe Pjunbd zu einem Kilogramm?

), Il ¥
c) Anwendung der Proportionen. ) !

Angemandte Aufgaben mit einfodyen Bechaliniffen. (§§. 131 und 132.)

28. 17 Rilogr. einer Ware foften 15 fl. 64 fr.; a) wie viel foften 43 Kilogr.;
b) wie viel Rilogr. erhdlt man fiiv 35 fl. 88 fr.?

29. Wenn die Lwft auf eine Flade von 14 Quabdratdecimeter cimen Druc
pon 154 Rilogr. ausiibt, welher Lujtdruct laftet anf einer Flade von
1 Quadratmeter?

@0. Gin Land von m Quabdratmeilen 3dhlt r Eimwvolhuer; a) wic viele Ein-
wobner fommen bei gleidher relativer Bevdlferung auf n Quabdratmeilen;
b) auf wie viele Quadratmeilen fommen s Eimwolner?

31. Das DBorverrad cined Wagens fat a Meter, bdas Hinterrad b Mieter
im Umfange; wie oft hat fid) erfteres umgedreht, wenn lepteres m Umldufe
gemadyt hat?

32. Gin fid) gleihidrmig bewegender Rorper legt in a Secunden b Meter
juriict; a) wie viel Meter legt ev in t Secunden juriid; b) in wie el
@ecunden legt er s Weeter guviic?

33. Die Gejdwindigleiten weier fich bewegender Kbdrper verhalten fid) wic
c:c’; wie viel Beit braud)t der pweite ju cinem Wege, 3u weldem bder
erfte t Stunden braud)t?:}*
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34. Bon einem Gafometer, weldhes 11-2 Gubifmeter fafst, werben fitr eine
gewiffe Beit 92 Latermen mit Gasd verjorgt; wie biel Cubitmeter mufjs
ein Gajomreter Halten, um 148 Latermen auf cbenjo lange Beit mit Gas
ju verfehen? !

35. Gin Manujeript gibt 162 Seiten, jede zu 50 Beilen; wie viele Seiten

" wird e8 geben, wenn auf jede Seite 45 Reifen fommen ?

36. Gin BVorrath von Lebendmitteln veidht fiir a Perjonen auf b Tage; fiir

wie viele Perjonen veicht der ndmliche Borvath ¢ Tage ldnger?
Al —enb =ib2, ei=16b,

37 Dag aus Platin angefertigte, im Avdhive zu Paris aufbewahrte Mbtre i
prototype it bei ber Temperatur bes fmeliemden Gijes nac) dem |
neweftert aftronomijchen Meeffungen der 10000856 fte Theil cines Meri- |
pianquadvanten unjerer Groe. Bei wie biel Grad der 100theiligen Sceala
wiirbe diefer Meterftab, wie urjpriinglich angenommen wurbe, genau eine
bem 10000000jten Theile des Erdquabdranten gleidhe Linge Haben, wenn
per Ausdehmungsdcoeffictent bet PBlatin fitr jeden Grad der Temperatur-

2 _erhofung 0-00000856 ift?

38 Gine Stadt hot 137H0 Einwobhner; wie biel find 1295 biefer -‘Bennt

P fevung ?

39. Wie viel betragen 3% o) auf Hundert, ) von Huudert, p) in Hun-
bert a) von 3758 fl.? b) von 2908 Mart? c) von 5230-65 Franten?

40. Jemand Ffauft eine Warve fitr a fl.; wie thewer mufd er biefelbe ver-
faufen, wm p9; 3 gewinnen?

41. Gine Wave wird mit p% Gewinn fiir a fl. verfauft; wie viel Tojtete

piefelbe tm Einfaufe ?

. Jemand fauft fiiv 3480 fl. Ware, erhdlt aber bei contanter Bezahlung

3%% Sconto (Nad)laf); wie viel betrdgt der Sconto, wenn er a) von

Hundert, b) auf Hunbert gevedmet wird?
43, Jemand echdilt fiiv eine verfaufte Wave nach Wbsug von 2% Provifion
(\_\ 2174 fl.; wie viel betrdgt die Provifion? (Rechnung in Hunbert.)
4

e
wd

4. Gin Ctoatslos im RNominolverte von 250 fl. wird tm Curfe 122-25

(fiiv 100 be8 Nominalwertes) gefaujt; wie viel foftet e§?
Q}WS‘emanb fouft eine Gifenbafhn-Actic von 200 fl., welde jahelidh) 59

Binfen trdgt, fiir 186 fl.; su wiec viel 9% legt ev fein Geld an?

46. Gin Gapital bringt in t' Jahren z fl. 3ing; a) wie viel Bind bringt
e8 Dei gleihem PBrocent in ¢ Jabhren; b) tn wie viel Jahren bringt ed
z' fl. Bind?

47. Bu wie viel % muj8 ein Capital amgelegt werden, damit es in ¢t/ Jabhren
ebenjoviel 3ing bringe, al8 e8 in t Jahren ju py Bing bringt?



Angewandte Aufgaben mit yufammengefebten Berhiltnifen,
(88. 133 und 134.)

48. a Rilogramm Garn geben b Meter Leimvand von ¢ Centimeter Breite;
«) wic viel Meter Leinmwand von e’ Centim. Breite geben a’ Kilogr.
desfelben Garnd; B) wie breit wird die Leinwand, wenn aus a’ Kilogr.
®arn b’ Meter gefertigt werben; p) wie viel Kilogr. Garm braudt
man, um b’ NMeter Leinwand von o Centim. Breite ju erhalten?

49. Aus eciner gewiffen Quantitit Wolle fonnen 16 St 108 Centimeter
breites Tud) verfertigt werden, wenn bdag Stiid 35 Meter halt. Aus
einem Theile der Wolle werden 5 Stitd 98 Centimeter breites Tud) ver-
fertigt, jedes Stiid ju 32 Meter; wie piele St 1 Weter breites Tud),
bag Stiid u 28 Meeter, fonmen aus dem Refte verfertigt werben?

50. Gine Mithle mabhlt auf a Gdngen bei b Umbrchungen pr. Minute in
¢ Gecunden d Heftoliter Getveide; auf wie viel Gdngen fonnen bet b’
Umbdrehungen pr. Minute in ¢’ Stunden d’ Heftoliter geliefert werden?

51. Bon wei Rabdern, weldpe ineinanbder greifen, hat das eine a, dad anbdere
b Adhue; wenn nun dad erjte Rad in s PMimuten m Wmldufe madht,
wie vielmal dreht fid) dad jweite Rad in t Minuten um?

52, Fiiv 2T werben auf einer @ﬂcubahu(ﬂmtnn einer Ware 14 ﬁdn
mete? weit beforbert; a) wie viel Fradt wivd wan zahlen muﬁen, pamit

10i Ctr. 76 RKilometer weit befdrbert merbén; b) wie viel Cfr. wird

oie Gifenbaln fiir 4 o Tl 63 Rilometer weit befordern; ¢)/ wie weit
1833

werdent 1772- Gtr. fiiv 3?; fl. gefithrt? e

53. 6 Qh'hcitcr volfenbeten in 4 Tagen einen Graben, welder 300 Nieter

lang, 1‘ Dectm. breit und 3— Decim. tief ift. Bet cinem jweiten
®raben elfolbcrt bie aorbemmg pon 5 Gubifmeter ebenfoviel Beit al§
beim erften die Forberung von 6 Cubifmeter. In wic viel Tagen nnﬂcnben
vert areiten Graben 10 Avrbeiter, wenn belie[bc 280 Meeter lang, 8 Decim.
breit und 5 Decim. tief ift? A0 i
Wie viel Rins bringen 3791 fl. ju 4% in 3 Jahren? YO Hh. T
'55 Wie viel 3ing geben a) 1287 fl, b) 3745 ., ¢) 8391 fl. 34 fr. su
52— % in «) 2 Jahren, B) 82— Safren, ¢) 2 Jahren 4 ﬂJ?oltaten 18 Tagen?
56. BWie viel Bing tragen C fl. Capital m T Tagen ju 69 ?
57, BWie viel Bins [nmgen 3600 fl. €apital i 125 ﬁaqen a) ju 6%,
b) su 49, ¢) u 4—4, d) su by ?



8.
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Gine Staatsjdulbverichreibung von 500 fl. wird am 17. Wugujt zum
Gourfe von 82 eingefauft; wic viel mujs man dafiic bezahlen, wenn die

vitdtandigen Btnjen (ded Nominalvertes) A 4517% feit 1. Meat zu ver

_ gittent find?
@ In weldjer Seit geben 4844 f{. Capital, ju 42—% angelegt, 744;— fl. Bing?

60’ Wie grof mujé dag Capital fein, weldhes zu 5-;—% in 20 Jabren

61.

62.

63.

64.

—

fo

(6.

68.

12

976, fl. Bins bringt?
Au wie viel % wmitffen 2424 fl. angelegt werden, damit fie in %i— Jahren
27 fl. Bins geben?

Wenn ¢ fl. Capital in t Jahren z fl. Bins tragen, a) welden Ring
bringen ¢ fl. Capital in t* Jafhren; b) weldhes Capital bringt in t* Jahren
z' fl. Bing; c) in wie viel Jafren bringen of fl. Capital z* fl. Bing?
Gin Capital ¢ wird nad) t Jabren juriicgesahlt; zu welder Summe (s)
ift e8 bet p9% einfachen Binfen angewadhjen?

100 + tp : b ¢

B i 0D et : A,

Gin Gapital c, weldes nach) t Jafren ofme Rinfen fdllig ift, foll “zu
Anfang diefer Beit ausgezahit werden; wic viel (b) hat der Schulbner
gu cntrichtert, wenn er wegen dev frilheren Sahlung p% einfache Binfen-
vergitting anfpricht?

i ) 100 ¢
Bei der e e S e pt, SR IO
Rednung auf Huubert it b = ¢ W00 5 Wk
% : cpt
T ) von Hunbert , b=c — S

Weldye Nedynung ift die vidtige, welche die bequemteve? RKaufleute Levechnen ben
Digeont Lei Wedpfeln und ben Sconto bei Wavenbetriigen tmmer v o 1 Huubert.

Eine BWedyjeljumme von 2813 fl. 15 fr. wird 2 Monate vor der Ber-
fall8zeit mit 495 bisconticrt; a) wie viel betvdgt der Discont; b) wie
biel Dat der Rdufer ju bezafhlen?

Wie viel mujd man Dheute gegen 6% ausleifen, damit man nad)
3 Jabren fammt Binfen 3010:— fl. suvitcerhalte? (Aufj Hunbert.)
Jemand legt g Anfang cines jeden Jahres ein Capital von 2000 Meart
an und fefst died durd) 5 Jahre fort; wie grof ift ver gegemwirtige Wert
aller Capital-Anlagen bei 59 cinfacdjer BVerzinjung ?

Auf ein beftimmtes RKaufobject bietet A 24000 fl. fogleih) sahlbar;
B 16000 fl. contant und ferner je 3000 fl. nach 1, 2, 3 Jahren unver-
3inglich zahlbar; C 17000 fl. comtant umd fermer je 2000 fl. nad
1;—, 3, 4—;— und 6 Jafhren unverzinslid) jahlbav. Weldhes ijt das vor:

theilfaftefte Anbot, wenn 69 infenvergiitung angenominen wivd?



69.

\70.

1%,

78.

k.

Die Capitalien e/, ¢ ¢ ... {ind beziiglich nach t/, t, t*, ... BHeit-
einfeiten (Jabren, Monaten,...) unversindlid) u zafhlen. Alle Bahlungen
jolfen auf einmal geleiftet werdben. Wann mujs die Gejammtjumme
s =c¢ 4 e+ e + ... gesahlt werben?
Heifit m ber mittlere Rahlungdtermin und nimmt man cinfade Rinfen ju p2%
at, fo ift, je nachbem man auf ober von Hunbert vedmet, besilglich
et gl gl il
e W pt O T

1 i
(9 < C
_,___'

-

100 FpE 00t + 10T pt”
clt'f _L_ c”t“ + cn‘ﬂ tlH + 5118
T R L TR B S T
Diefe Nechnung Heifit die Terminrednung; man wendet dabel gewdhnlichy die
pom Procent unabhingige Bevedhmmg von Hunbert am.

Semand Hat 2000 fl. nady 24 Monaten, 1500 fl. nad) 8 Monaten,
3000 fl. nach 10 Monaten, 2500 fl. nad) 1 Jahre 4 Wionaten unver-

sinslid) su zaflen; wann mujé die Babhlung gejchehen, wenn die Summe
aller jerter Tevmingahlungen auf einmal erlegt werden foll?

@heileegel. (§§. 135 und 136.)

. Au eiem Unternehmen gibt A 3100 fl., B 3500 f[,, C 4200 fl. her;

wenn nun dabet 324 fl. gewonnen werden, wie viel fommt auf jeden?
&s joll die Bahl 3710 in 4 Theile getheilt werden, welche fich ju ein-
18 Tl A

R e

ander verfalten, wie die Britche

. Bier Gemeinden, von bdenen A 738 fl. 42 fr.,, B 815 jl,, C 513 fl.

65 fr., D 618 fl. 83 fr. Gteuern zahlt, follen nad) Berhaltnis bder
Gtewernt jur einer Schulbaulidiieit, deven RKoften fich auf 924 fl. 30 fr.
belaufen, beitragen; weldjer Beitvag entfdllt auf jede Gemeinde?

. Gine Summe von s fl. ijft in drei Theile a, b, ¢ fo u theilen, dafé ficy

a:b=m:n undb b:ec=p:q verhalte.

. Unter drei Perfonen find 3960 fl. fo zu vertheilen, dajé B boppelt fo viel

alé A, und C 3mal jo viel al8 B befomme; wie vicl erhilt jeber?

. Drei Perjonen jollen 9150 fl. fo unter etmanber theilem, daj8 A fo oft

51l a8 B 3 fl,, und C fo oft 3 fl. al8 B 4 fl. erfalte; wie viel
erhilt fede Perjon?

S Gulben find in 4 Theile a, b, ¢, d jo ju theilen, dbafs a:d=m:n,
Bad =1 g Wb = ra8 ek

Gin biterr. Achtguldenijtict enthalt % ®old und 1—10 Rupfer; wie viel
®old und wic viel Kupfer braudt man, um 1000 Adtguldenftiice zu
prigen, da 155 Stiide 1 Kilogramm wiegen ?



79.

81.

85.

86.

87.

Cine Grbidaft von 18420 fl. joll unter 4 TPerfomen jo getheilt werben,

bafs A 5, B &, C o wnd D ben Reft erhalte. Bor der Theilung ftirbt
jeboch A, umd bie dibrigen dret theilenm nmun aud) dem Antheil des A im
Berhiltniffe ihrer urfpriinglichen Antheile unter fidh. Wie viel befommt

jeber?

. Drei Gemeinden erhalten fiir geleiftete Grdarbeiten 750 fl. Aus der

Gemeinde A arbeiteten 11 Wann durdh) 10 Tage ju 9 Stunden, aus
er Gemeinde B 9 Dann durd) 9 Tage 3u 10 Stunbden, aus der Gemeinde C
15 Mann durd) 5 Tage su 6 Stunden taglich. Welden Antheil an jemer
Gntlohnung wird jede der drei Gemeinden Haben?

A beginnt am Anfange ded Jahres ein Unternehmen mit einem Fomnbe
vort 8000 fl.; nady zwei Wonaten tritt B mit 5000 fl, und nody gwei
Neonate fpiter aucd) C mit 3000 fl. dagu. Beim Jahresabidhluffe zeigt
fid) ein Gewinn von 1059 fl.; wie viel befommt jeder davon?

Kettenvegel. (§. 137)

. Wie viel Weter find 2135 ruffifhe Fuf, wenn 55 Meter — 175 lﬁtener

Fufy und 82 rujfijhe Fup = 79 Wiener Fuf find?

. Wie viel Londomer Pfund wiegt 1 Londomer Cubiffufp veines Waffer, da

1 Gubif-Decimeter davon 1 RKilogramm wiegt? (25 Londoner Cubiffuf
= 708 Cubif-Decimeter, 86 Lonbdoner Pfund = 39 RKilogr.)

. Cin djterr. Guldenjtitd enthilt 900 Taufendtheile feinen Silbers; iwie

viel Gramm iiegt e, wenn 45 Gulbenftiice 500 Gramm feinen Silbers
enthalten?

Wie viel fl. 6. W. ift ein dentjhes Behnmarktic wert, da 139—;— Behue
marfjtiice 500 Gramm feinen Goldes, 45 fl. 5. W, 500 Gramm feinen
ilbers enthalten, wenn jid) dem Werte nach) Gold 3u Silber wie 15% 4k
perfhilt?

Welchen Wert in Ducaten Hat 1 Wchtgulbenftiif, da 155 Adjtqulden-
ftitfe 1 Rilogramm 0-9 feinen Golbes und 67 Ducaten 1 coluijche Mart
233 Rarat feinen Goldes enthalten? (1 colnijhe WMarf & 24 RKarat
= 233-87 Gramm.)

Ein Wiener Kaufmann begieht von Hamburg Kaffee ju 78 Pfennig das
Hamburger Pfunbd; wie viel 9 gewinnt er, wenn bdie Spefen 50%
betragen und in Wien das Kilogr. ju 1 fl. 56 fr. verfauft wird? (1 Hamb.
Pfund = 0+5 RKilogr., 100 Pfenn. = 1 Marf und 100 Marf = 60 fL.)
Pan beginnt den Anjats: x fl. Sinnahme geben 100 fl. Ausdgabe, wenn . j. w,

Motnif, Avithmetil und Algebra. 16



I11. Gleidungen des erfien Grades.
il @leid;migm des exflen GBrades mit ciner Hnbekannten,
(§§. 140 und 141))

l.x—f—axb.a--fl-f 2.x—a=h g_—-\-—‘i/

3.a —x=h a- b 4. ax =b. =

5. bx + 8 = 43. % L (BT 4 8x =T —x6
i

QTR S e Bt VR e U 83x—2a+b:a—5bc}?f

9. 92 — 27Ty =11. 3 190. Tx 1+ 12 =6x + 20. 4

103 (2% =ui1h) =% 77 A9 —(5—2x)=3x+1.2

13. 3(x —5) =4(10—2xg). 5 M5x—2 —2x=2(x—1).8§

(afb)xwf?a,—(a.-—b)x { 6.a(x—b)=Db(a —x) —ec. i"?lz

Am(E—a)—n(Ex—Dh= (a+b)x

& 4 a) (m=Sla)=buie,
Bx—1):(4x +2)=6Bx—9:Bx—4.
?.y(y—?a) (b —y)? = 3b — 4a?. (2l =0 )
@} 2—x)B3—x=4+x @3+ x) 4
13, 2+ D @—1)=22+2z+ 1.
24, 2+ x)@2x+1)+2—x 2x—1) =0.
3 x(x —2a) — (b — x)? = 3b? — 4a%
2. x+2x4+3) —4=x+4 5+ x —10.
@7 B8y —2 —5).6—-4@2y—6) =y —19.
28. 5(x + 10) —4 {160 —3 3x — 2) + 2x} =2 — x.
295834+ Q@x—T) —Tx+5+3=38343B—x —xi—T0.
30. Qbfe die Gleidung 2s = n (a; 4 a,) nad) allen darin vorfommenden
allgemeinen Bahlen auf.

By i (Lig L 45 S .
i3 4 BES N ST

35, 227 _ 17 R
o A g W EC B
OVl SR P e

b—z % X —n X —m

N

] B b a (b

Q).%mbzz — a. 2, = -f—c:m( ek
¥y
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a—Db a+4x 65
43. +1-——— T 44. _{_5—1- ol gy
9.\—}-8_6}:4—2 " 8x—38 _ 3x+ 4
43, bx--5  2x1° (4\} 2x—1 ~ x41 + 1.
x x 1‘?& a-+b b—a
47',?_'_?—'_ ¢ he +b(, 18. a—b X —4dab = a+b “ 5
7 a+b il at 4 b
f‘.‘ﬁ' : _a+b'x+ 2
fa-4+b
{1+ +Mx_—1 e l}x.
% z—I—-I z—1 2z {(
C} LR e ok i ey
X x X x 23
P b ptate tamd=zig
x x b s ax b x a b
53. g ey ='x—|—a' 54. mx —a e Higr=at '::-1?+-n_'
b
5. (a b — — =X 2
iy o2 s =4 1
SRR T poaa o n g x—8"
1 1 1 1
57. A= gr . bd—dx . Bl2dr. DBe-éz'
3@Cx4+54+32x—3)—36x—T =1
59 j(3x-—7)—22—1‘}{7 (8x — 63) — 2x + 3)].
(804 Gl + D +3] 42— =1,
3:07x x—0-08
6l — s . _—~—0 00925, éé\tt’
v EEREEE L st ke a+b al—l_aﬂb.a-—é-l
62. 4:73 —1'(10 3)‘ @/a—{—l A0 - Al tR et
1 1§
m— — X — =
1 1 X 1 m 1
e e el I OSIRE v T e
g Ay Mty X
2. Gleidungen des erfien Grades mit jwei oder mehreven Mnbekannten,
p (§§. 142—145.)
\@ 8x —b6y =125, 67. 3x+4y=4 68 16y — 2z =1,
G- die o v it B 12x — 6y = 5. bz — 24y = 9.
69. Tx + 8y =23, 10, 6x—|—8y_7, 1. 3y + bz = 93,
l4x — 4y = 6. 2x + 6y = 4. 4y + Tz = 128.
W x -5y =35, Wie findet man aus dber Summe jweier Sahlen und beren
x—y= d. | Diffevens bie beiben Bablen jelbft?
73. ax +y=m, 4. x + my = a, 7. a (x -+ y) =m,
o = Ty —, b(x—y =n.
6. y=ax -+ b, 21, y=2x+43, 78 4x 4 3y =9,
y = a'x + b’ y+1=4x 4 3. 8x — 3y = 21.
16*



244

79. 8x —dy =4, + 80. x-} 29y=130 81.:%xw_;’_y:2’
x % 3x s S 1 2 £
T—!—T—6 —5-—|——»2f-—-11 ——2—X+TY—4.
2o Yl AR

S i - TR Cﬂ'x*y——x+y,

Wk 9  fa AR e
VB B A T A B o e g
g n x—a-+2b ¥ b %,
86 2o —_2 TR Lt T
n m = y x+y
Ny 1an sv T he - o

(87. ax — by = a> + b?, .88 (a+)x+ (a—0) y=2be,
bx + ay = a? 4 b2 (b—cec)x + (b4 c) y =2ac.

' x T Mg S

B, e, 0 e 3

x AT i X YA, one i
atb Lk a—b = a—b’ G B Sl S
iy = Tt ) ot G s R TRIET
i
2x — a 2y +b a-t+b 2x—3y ix—38y
b XD ;"- T b o 2 =y ad.
ik 9
82 5y = (@5 Lby+ 4ab? 2a%:+b)
e 21 ¥ 2ab (a2 L hE 4 1
s =By (o gl — AR BT S T

LM TR =y sy )’
x—23%=Y+323%,
96. 5x: 8= (y + 5): 2,

3x:8=@GFy—2):1

97. (4x + )
2x +Ty):(x+ 8 =14:5.

95. 4lx — 32-Thy = 10-42,
5:2x — 36y - 25 = 0.

2x —y)=16:5,

98.

Bx+2y—4:2x4+3y—1)=3:2,
x —2y—3):2x—3y —6)=12:3.

x + 3y = 39,

W 100, 3x — 4y = 6,
3x 4+ 2z = 48§, 2x 4 3z — 26,
4y — 3z = 18. by — 6z = 18.

x4+ y+2z=13,

% + 2y + 8z = 17,

2x + 3y + =z =12.
8 8.x &by ez=4d,

102.

6x — 4y + 3z = 28,
4x — y—38z= T,
2x — 3y + 4z = 13.

®ib bas Gejels an, weldes in ben filr x,

8% + b,y + ¢yz = dy, y b z erhaltenen Yusbriider vorberridt.

agx + bgy + 3z = ds



245

0 x4y +2z=35, 105. 0-4x + 05y + 0-7z = 51,
o e g 0:3x + 0°4y + 0-5z = 38,
y:z:bibc. 0:2x + 03y + 0°4z = 29.
[ Veagn mpt QETRULLER TS 107. x + L 4+ 2 Ze12,)
9 5 2% b Z
work gk =49 5ty + g =612
X 5y 4z x % LR
716’+767+ . =0 T+T+Z_612L
108. 3x — y — 7z = 10, W loo. = — L 42—,
X ¥ Ak e SN
i ¥ omn TR FA FEATTAT W
x ¥ Zia by—ez . bx+axz
"2‘+T._jfT—IOJ 5 S s v
S o 1 1o
110. Tj:f‘g'\) T
wol 9 | 1 ik 1
ﬁf—ét'! T_'_’rf—b’
T 3 | 1 1
x+41 _2_) T+T—“c /
1 1 1 2 3 5
L S e 3. v omais itk
1 1 1 ; 3 2 i
w7 b ¥
1 1 1 ! 5 4 A
T"‘?—T:c'ﬁ = e 90
@A.X—{— ==l 8, T 115. Uk X4 Yrrz=a
7 — y: 2, H+X—y+2=b;
u + y:I2r L xty b — 0
i - 2x = 26. —u+t+x+y+z=4d

Q}G.3u—x—f-y»—{~2z:20,
J2u43x —y4z=17,
u+42x 4+ 3y —z =21,
—u+x+2y +3z=12)
2u— 3w 4 4x — Hy + 6z
3u4+ w—b0x+ y—3z
— u+4w 4 2x — 5y + z
 meenme x — Y -f
Hialf IS ot Y

118.

N N

1| O |

|

117, 3u — 4x + 2y = 5,

4u — 3x — 2z =4,
2u+ y—5z=3,
3x — 4y |+

),

222.

-

3,
8f
3,
15.

3. Anwendung der Bleidyungen des erften BGrades.
(§§. 146 und 147.)

194

o~

Wa

,{‘_'7 T 1.5

gl

Wus 3fade und das 4facdje eimer Zahl betrdgt jujammen 196; wie
7 groff ift die Bahl? sxaux ~1gb.

Yy U



120.

121.

. 3n welde zwet Theile mujs man 60 zeclegen, damit dev grofeve Theil,,

246

Bon welder Bab[ 111 ber ficbente SZf;ezi it 8 fleiner al8 ber bdritte
Theil ? f;n i

Wenn man eine Bafﬂ mtt 10 mu[tmhnclt, st dem Producte 20 abdbiert,

bie Summe durch) 4 bdividbiert und von dem Quotienten 14 jubtrabiert,

fo erhilt man das Sfache dev fraglichen Bahl; welthe Bahl ift e8? BE2luuuny,

. Wie heift die ftetige geometrijche Proporfion, bdeven dret Glicder um

gleidyviel grofer find al8 1, 3 und 67

. Die 3afl a foll in zwei Theile jo gethetlt werden, daj8 das mfacdje des

erften: Theiles um d grofer fei als dbas nfadje des gweiten Thetles. xom-d-fa-x)n

buvd) den Fleineven dividievt 2 jum Quiotienten und 3 jum Refte gebe? < %

. Gine Bafhl a in jolde zwet Thetle zu zevlegem, dajs devem Duotient der

gegebentent Bafl jelbjt gletch fei. 25%= o

. Welde Fahl mufé man vom Bihler und vom Nenner des Brudjes — (%)
- e Sl LS L) A ;‘{m:(n.c.
fubtrabieren, damit der newe Brudy gleich — (3 ibe T

127+ %eldie afhl mufs jum Bdhler des Brudyes 2 abbiert und vom Nenner

(L
f-"ﬂﬂhm .\,E A
1

129
M
(z
N\

Mg/,
7

131.

3%

133.

134.

@ Bermelre 13} J'mc: gmetgtffuge Bahl um das 9fade threr (Emel fo er=% .

b
pesfelben jubtvafhiert werben, bamit ber erhaltene Brud) der rveciprofe

" R
bed fritheren fei? ——=%

Wenn man jum Jihler und Nenner cines Bruches 7 addiert, jo er[aItJ_L_‘i

or ben Wert ~§—-; fubtrabiert man vom 3dhler und Nemter 2, fo erhdltp
X2 1

er den LWert %— Weldhes find Sdhler und Nenmer des Brudhes? .}.1.‘1

Amwei Bahlen werden mit benjelben zwei Riffern gejdvieben und ver-
halten fich rme 13 31 welde Bahlen find 8, wenn ihre Summe 88
betrdgt?

)
5

._.rf
RN

halte i) 80; vermehre idh fie dagegen wm 18, jo erfdjeinent in der Summe =5
ihre Stffern in umgetehrter Ovdnung; wie I)mﬁt Wie pweisiffrige Bahr? T"*f;‘“
Semand mwb nad) 10 Jahren doppelt Eu alt jein, al8 er vor 4 Jahren
war; wie alt it er jet? S @=r{x-u
Ein Bater ift jest 48, fein Sofhn 21 Jahre alt; vor wie viel Jahren
war der Bater 10mal o alt afs fein Sofhn? ol “s) = (11mx )10
Ein Bater ift 36, fein Sohn 10 Jahre alt; wie viel Jahre mujs bder
Bater nod) leben, bamit ev gevade doppelt jo alt werde, al8 e8 dann
fetn Sofn fein wird? (3brw)z(o+ul
A {ft jet mmal fo alt und wird nach) a Sahren nmal fo alt fein als
B; wic alt ift A, wic alt B? X« f}/y\,} ;ATY - 2

Weldje Beziehung muis ywijden m, n und a ftattfinden, damit die Auflbfung
cinen &inn habe? (§. 147, Beifpiel 3.)



137.

138.

139.

140.

4

247 ‘1 .

. Gin Bater ift gegenwirtig 3mal jo alt al8 fein éo{)n; por 12 Jafren

war er Imal fo alt al8 der Sobn. Wie alt it jeber?

. @in Knabe fogt: meine Mutter ift 25 Jahre dlter als ih, mein Bater it

b Jabhre dlter als die Wiutter, und wir alle jufammen Haben 91 Wlters-
jobre. Lie alt ift der Kuabe, die Wiutter, der Bater?

Bet der Thetlung einer gewijfen Summe erhilt A 1000 fl. und % bes
Jieftes, B % bes newent Neftes und nod) 500 fl. dariiber, C die wod) itbrigen
2500 fl. LWie grof ift bie Summe, wie viel erhdlt A, wie viel B?

Bet der Theilung einer gewiffen Summe erhilt A a fl. mehr alg nl
berjelben, B b fl. mehr a8 —— bes Rejtes, C den neuen Reft, welder
¢ fl. weniger betrdgt alg _il»_ ber gangen Suwmme. Wie viel erhdlt jeder?

Unter drei Perfonen wird eine beftimmte Summe jo vertheilt, dajé B
20 fl. weniger al8 A, und C 20 fl. weniger al8 B befommmt; bdie gange
Gumme ift um 25 fl. grofer al8 dad 4fache deffen, was C befommt.
LWie viel evhalt jeder?

Gin Bater jdentt jeinem Sohne fiir jede fehlerfreie Aufgabe 10 Kreuzer;
fitv jede feblerhafte ufgabe dagegenm muid der Sohn dem Vater 5 fr.
suridzaflen.  Bet 20 Aufgoben ergab fich num, dajs dem Sobne von
ven evfhaltenen Gejcdjenfen 80 fr. fibrig Dblicben; wie viele Anfgaben Hat
er ofne Fehler, wic viele fehlerhaft gearbeitet?

Semand dingt etnen Gdvtwer auf einen Monat (30 Tage); er verjpridyt
ihm wafrend diefer Beit die Koft, und fiir jeden Tag, an dem er avbeitet,

:- fl.; fitv jeden Lag, an dem der Gdvtmer nidht arbeitet, mujd biefer

. bem Herrn —;; fl. fiiv bie Koft beahlen. Nad) einem Donat erhielt der

142.

143.

144.

®iirtner 18 fl.; wie viele Tage hat er gearbeitet 1und wie viele NIHLE e
Awei Arbeiter follen einen Graben von 435 Meter LWinge reinigen; der
cine madht tdglidy 42 Wieter, der anbere 45 Mieter fertiy; wann wird

die gamge rbeit fertig fein?

Awei Fdffer enthalten 351 Liter Wein; nimmt man aus dem erften
ben fechStem und aus dem jweiten dem britten Theil heraus, fo bleibt

in beiden gleidhoiel dibrig. Wie viel Liter enthilt jedes Fafs? :

Sn jedem von pwei Fafjern ift eine gewiffe Menge Wein, Gieft man
au$ dem evjten in dad pweite fo viel, al8 jdhon darin ift; damn aus dem
jweiten it dag evfte fo viel, al8 jegt davin ift; dann wieder aus bem \I
erften in dag gweite fo viel, ald darin dibrig geblicben war, jo enthalten
betde Fdfjer gleich viel Wein, ndmlid)y 72 Qiter. Wie viel Liter enthielt
jebes Fafe?



Q/ / afﬂ — : /;/z %Y

146.

148.

149,

155.

156.

. On einer Gefelljchaft waven 2mal fo viel WMdnner als Frauen; nadydbem

8 PMinner mit ihren Frouen weggiengen, blieben nod) 4mal fo viel
Minner al8 Frauven. Wie viel Mdnner und Frawen waven anfangs da?

3n ecinem Lanbtage, in weldem 64 Abgeordbmete jHmmien, wurde ein
Uutrag mit einer Stimmenmehrheit von 10 angemommen. Wie viele
ftimmten dafitr, wie viele bagegen? ¥

. O einer Fabrit arbeiten 62 Arbeiter, theils Mieifter, theils @e}eﬁen,

jeber Meifter erhalt taglich 2 fl; jeder Gefelle nur die Hilfte davom;

‘witvbe man jebem Wieifter von fetnem Lofne 0-4 fl. abziehen und bafﬁr

jedbemt efellen jo viel zulegen, fo mbdite der tdgliche Lohn um 12-8 fl.
mehr betvagen. Tie viele Weifter und wie viele Gefellen find e8?]

A und B madjen eine Wette von 12 fl.; gewinnt A, jo ot er dretmal
o viel Geld ale B; verliert ev, fo hat er nur doppelt fo viel als B
Wie viel Geld Hat jeber?

Dret fpielen mit einander; im erften Spiele verliert der erfte an feden
dber anderen fo viel, alg jeder von bdiefen bei fich hatte; im zweiten Spiele
verliert der jweite an ben ervften und bdritten fo viel al8 jeder derjelben
hat; im dritten Spiele verliert der dritte am bdem crjten und zweiten fo
viel al8 jeder BHat; nad) geendigtem Spiele hat jeder 24-fl. Wie viel
botte jever am UAnfange des” @picles? A < 3§ g =u, a5 /2

Vi

. Die Borberrdder eines Wagens Haben 35 SDecrm bie Dinterriver

44 Decim. im Umfange; wenn nun ein Vorderrad von A bis B
387 Umbrehungen mehr gemadyt hat al8 ein Hintervad, a) wie vielmal
bat fich jebes umgebreht, b) wie viel Wieter ift A von B entfernt? ) -

. Semand verfaufte eine Wave mit 39 Verluft fitv 17848 fl.; wie viel :

Datte er im Ginfaufe bafiic gegeben? X = /Fpt. 254

. Gin Kaufmann verfouft den Centmer eimer Wave fiir 161 fl. und

gewinnt dabet 159 ; wie thewer Batte ev dem Cenmtmer eingefauft? X = /¥

. Bie grof ift das Capital, dad8 mit Buvednung von 5% Binjen in

4 Jabren auf 2808 fl. anwddst? s = 234

; %ie lange mufé ein Capital ju p% angelegt bleiben, damit die Binfen

— des Qapitals Betrugen‘> ¥ _l__ ¢

Bmet Capitalien find auf Bmien angelegt, 4400 §l. & 5% und 5500 fL.
4 41/,9 5 in welder Beit werden fie jujammen 1870 fl. Binjen gebracht

haben? A=y

Bon wei Capitalien, deren Summe 5330 fl. betvdgt, ift das erfte ju

595, bad pweite ju 4% angelegt; wie groff ift jedes, wenn dag erfte

doppelt fo viel 3iné trdgt ald basd zweite? , . 3250 i



157. @it eine nad) vier Jahren fillige Suld begahlt jemand bar 2400 L.,
ber Discont betrdgt 480 fL.; wie viel 9 Discont werden jahrlid) gevechnet?

158. Gin Koujmann Hat jwei Sorten eimer Wave, von der eineit “foftef das
Rilogr. 60 fr., von der anbern 40 fr.; er will von betden eine Mifchung
von 80 Rilogr. bereiten, bdie er zu 45 fr. vas Rilogr. verfaufen fann.
BWie viel Kilogr. mujs er dazu von jeder Sorte nehmen?

Gin Weinhandler Hat pweierlei Weine, vor dem erften foftet baé_ﬁeitns
liter 60 fl., von dem gweiten 32 fl.; er will dburd) Mifdung 7 -Hetto-
liter 3u 40 fl. befommen. Wie viel Heftoliter wird er von jeder Gattung
s der Mifdung nehmen miiffen?

160. Bie viel Kupfer (Gehalt = 0) muj8 man mit 26 RKilogr. Silber, das
0-9 fein ijt, legieven, um 0°52 feines Silber ju erhalten? ;

161. 3u 24 Rifogr. 0-8 feinem @itber werden 12 Rilogr. einer dndern
Gilberforte hingugefetst, wodurc) die Mi|HARG0-75 fein wird; welden

Feingehalt hat bdie jweite .Sorte?

162. Jemand Hat drei m?etimwe, deren jedes aué den Wietallen A, B, C
befteht. Das erfte Stitd enthilt Bon A a,, von Bb,, von Cc, Defagr.;
bag weite Stitd enthilt von A a,, von B by, von C e, Defagr. ; das
oritte ©tit enthilt von A ag, von B by, von Cc, Defagr. Man will
mumn eine Compofition bilden, welde von A a Defagr., von B b Defagr.,
vort C ¢ Defagr. enthalten foll. Wie viel Defagr. mujs man dagu von
jedem bder drei Metallftitde nehmen?

BWird a, 4 b, + ¢, =35, ay by -+ ¢ =35,, a3+ by + ¢, = s, gefetst,
fo erhilt man folgenbe Gleidhungen:

M+M+§L7j:a’
Sy g

&1

byx b,y b,z

8¢ i 8 5 —‘;s— ¥y
S + Es o S5 e

163. Bon brei Metallftangen enthalt

bie erfte 4 Defagr. Gold, 8 Defagr. Silber, 12 Defagr. Kupfer,
bie jyweite 8 |, 7 e NS g a A "
bie dbritte 10 o HiD bk jr it S "

Aus diefen will man durd) Legierung eine Metallftange erhalten,
welhe 10 Defagr. Gold, 10 Defagr. Silber und 11 Defagr. Kupfer
enthilt; wie viel' Defagr. mujd man von jeder der drei Metallftangen
bazu melmen?

e
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164. Gin Waifferbehilter fonun duvd) jwei Rohren gefiillt werden, und jwar
burd) die erfte Rohre allein in a, durd) die jweite alfein in b Stunden.
3n welder Beit wivd der Behdlter gefilllt fein, wenn man das Waffer
burd) betdbe Rohren zugleich flieRen (d]8L?

Man fese bdie gefuchte Beit = x unb ben Cubifinhalt ded Behilters = v.

' Die exfte Robre allein fiillt in x Stunbden %, bie 3weite Rohre allein YEJE; beide

Rihren fitllen alfo in x Stunben ‘—;?: e V—bx-, D. 1. dem gamgen Vebiilter = v. Wan

hat dentnad) vf + _‘_'b_" = vij ober —‘z— -l % = 1Dl te = z"fi-}-k?
W@m Wajferbehilter fann duvd) dret NRohrem gefiillt werden; bdie exfte
Rofhre allein fillt das Gefdf in 4 Stunden, die weite Rohre alfein
in 6 Stunben, die dritte Rohre allein in 12 Stunden. In wie viel
Gtunben wird der Waifjerbehilter gefitllt, wenn man das Waffer durd)

alfe drei Rohren zugleich flieBen [(d{st?

166. Gin Wajferbehilter fann duvc) drei Nohren gefiillt werdem, und jwar
burd) die Rohren R, und R, in a, durd) R, und R, in b, dburd) R,
und R, in c ©tunden; wie viel Beit braudt jebe Nohre allein dazu,
unt ben Behilter zu fitllen?

167. Bu einer Avbeit erbieten fih drei Perjomen, A, B und C; A und B
wittben jujammen bdie verfangte Arbeit in 18 Tagen [liefern fomunen,
A und C jujommen Ednnten dies in 12 Tagen, und B und C jufammen
in 9 Tagen. In welder Beit fann die Arbeit duvd) alle drei Perfonen
sujommen geleiftet werden ?

168. Rwei Kbrper vom fpecififhen Gewidyte s, und s, jollen jo mit einanbder
verbunden werden, dajs der entftehende Korper p Rilogr. wiege und
bas jpecifije Gewid)t s habe; wie viel Rifogr. eined jeden Kbrpers hat
man gu nehmen?

Da die Summe der abjoluten Gewidte der bGeiben BVeftanbtheile dem abjo-
{uten @ewidjte der Berbindbung, und ebenjo bie Summe bder Cubifinhalte ber
Beftandtbeile dem Inbalte der Verbindung gleich jein joll, o hat mam, wenn die
Berbindung x Kifogr. des erfien und y Kilogr. ded jiveiten Kovpers enthilt,

X 4 y=7p und —:—— - ?‘Y— =~%, unb baber
1 2

AL el St e ol

o S e b 8 (8, — 8;)

Die Aufldfung ift nur mdglid), wenn s 3wifden s, und s, liegt
169. Wie grofy find dic fpecifijhen Gewidte zweter Kbvper A und B, wenn
a Rtfogr. vom erften und b RKilogr. vom zweiten zufammen dad fpeci-
fifthe Gewidit s, dagegen a, Rilogr. vom erften und b, Rilogr. vom
sweiten jujammen das jpecifijhe Gewidht s, haben?
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170. Gine aus ®old und Silber gemadite Krone des Konigs Hiero von Sy-
\ rac$ wog 20 Pfunbd, unter Waffer getaud)t nur 18{2’— Pfund; wenn

mm Gold im BWaffer jdeinbar 11—9 und Silber 1—10 von feinem Gemwidyte

perliert, wie viel Gold unbd wic viel Silber war in der Krome?

171. Gin Pendel, das a Millimeter lang ift, macht bei der Acceleration g in
einer Minute n Schwingungen; iwie lang mufs ein anberes fein, das
bet ber Acceleration g, in einer Minute n, Shwingungen madjen foll ?

giniie

D, %D

172, Dag Secundenpendel hat in Pavid eine Lénge von 0-99385 Mieter;
wie lang muf8 ein Bendel fein, bas in Wien in jeber Winute 80 Sdwin-
gungent madyen foll, wenmn bdie Wcceleration fiir Paris 9-809, -fitr Wien
9-808 Meter betrdgt?

173. Gin Dampfichiff legt in etmer Stunde frromaufwdrts cinen Weg von
10-2 Rilometer, ftromabwirtd cinen Weg von 17-7 Kilometer guviict;
weldhen Weg wiirde das Sdiff duvd) die Kraft der Mafchine allein (bei
ftillftehendem Wajfer), welden Weg dureh die Kraft des Stromes allein
(bei ftillftehender Majdyine) in einer Stunde uriictlegen ?

XA =

174. Bwei Kovper K und K" bewegen fid) auf einer geraden Linie in dev-
felben Rihtung von bden Punften A’ und A" gleichformig mit den
Gefchwindigleiten ¢/ und e”. Der Korvper K’ verldfst den Punft A,
welcher um d Qeéngencinfeiten riidfwdrts von A legt, um t Heit-
cinfeiten jpdter, af8 ber Kbrper K" den Puntt A" verldfst. Nad
wie viel (T) Beiteinbeiten, von bem Abgange de§ Korpers K" von A"
an geredynet, werden beide jujommentreffen? (Vergl. §. 147, 4.)

Der Kivper K legt den Weg o (T — t), ber Kirper K¢ ben Weg e T
juritdf; bie Diffeven; beiber Wege ift die Diftang d, baber ¢/ (T —t) — e T=d

unb baraug
2 et d

—c-l'-‘__'cn'

Didcutiere biefed Refultat a) fiix pofitive Wevte wou d, t, ¢ unb ¢, und
; fiir o Z ¢¥5 b) filx dZ0; e fiiv t Zo; 4) fitr e <o

175. Behalte die Daten der vorhergehenden Aufgabe und beftimme die Ent-
fermung (D) des Punftes, in welchem die beiden Korper jujammentreffen,

pon dem ndber gelegemen Punfte A",

D ovps LD
B =i .

176. A’ und A" find duveh cine Gifenbahn verbunden, deren Enbpuntte
\ 225 Rilometer: von einanber abftehen. Bon A’ geht gegen A“ ein
Perjortenzug ab, der in jeder Stunde 30 RKilometer juvitcdlegt; su gleider




178.

179.

180.

181.

182.

183.
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Beit geht von A” gegen A’ ein Loftengug ab, bder in jeber Stumbe
20 Rilometer juriidlegt. Wann begegnen {ich) die beiben Biige?

. Bom Orte A’ aus geht des Worgens D Uhr eine Locomotive ab, weldye

in 45 Stunben 105 RKilometer juviidlegt. Cine Halbe Stunde fpifer
wird von A" aus, welder Ort 52°5 Kilometer Hinter A liegt, der erften
Locomotive eine jweite nadygefertdet, die 105 RKilometer in 3 Stunbden
fahrt. Wann wird die gweite Locomotive die erfte einfolen?

Gin Courier M’ geht vom A’ nach A", cin andever Gouvier M" von
A" nad) A’; M’ tritt die Reife wn 5 Tage frither an ald M*, dagegern
legt M" tidglich 20 Rilometer mefhr guriid al8 M. Nadpem M" 240
Rilometer juritdgelegt hatte, trifft er mit M’ jujormmen und dann brawudhte
M’ nod) 4 Tage bi8 A“, und M*” nodh) 6 Tage bis A’ Wie viel
Rilometer hot jeder tdglich juvitdgelegt unbd wie groff ift die Entfermung
gwifchen A/ und A"?

A und A" find duvd) eine 152 Rilometer lange Eifenbalhn verbumnbei,
Bon A’ geht um 8 Uhr 30 Min. vormittags ein Jug nad) A" ab mit
der Gejdwindigleit von 10 Meter per Secunde; an demfelben Bormittage
wm 9 Uhr 15 Min. geht von A" ein Bug mif der Gefhwindigleit
vont 9 WMeter per Secunde nach) A’ ab. Wann unbd in welder Entfernung
port A" begegnen fich diefe Biige?

Gin Gourier foll von A aus einem Hegimente, das vor 6 Tagen von
port abmaridhiert ift und tdglich 28 RKilometer vormwdrts geht, Orbre
bringen. 3n welder Entfernung von dem gemeinjdoftliden Abgangsorte
wird er basfelbe erveichen, wenn er tdglid) 84 RKilometer uriictlegt?

Bon A’ geht ein Courier, welder tiglich 14 Meilen juriiclegt, nad
A’ au gleidher Beit with von A ein Couvier, welder dem erften nad)
5 ZTagen begegnen foll, nac) A’ abgefchictt. Wie viel Meilen mujs der
yweite Couvier tdglic) suriicflegen, wenn bdie Cntfermmg A‘ A* 150
Metlen betrdgt? :

Um 8 Whr morgens fahrt von A’ nad) A" ein Gilwagen, bder jede
Stunbe 9 Kilometer juriiclegt; 20 Minuten nadh) 2 Nhr nadymittags
verldjst etn Dampfwagen den Ovt A" und langt auf eimer meben der
Landitrafie liegenden Gijenbaby, inbem e ftindlid) 30 Kilometer juriidlegt,
au devfelben Beit in A’ am, su weldher der Eilwagen in A" anfommt;
Wie groff it die Cntfernung wifden A’ und A"?

Bon A’ nad) A" find 315 Rilometer. Um Mittag geht von A“ ein
Gilwagen ab, der 10 Rilometer in der Stundbe madht. Um wie viel
Gtunden frither mujd von A’ eine Fahrpoft, die in der Stunde nuv
6 Rilometer juriiclegt, abgebhen, damit fie mit dem Gilwagen gletdhzeitiy
in A" eintreffe?



184.

185.

186.

18%.
B

188.

189.

190.

ra

191,
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Bwet Kbrper bewegen fid) von den Punften Al und A“, deren Entfernung
d Meeter betvigt, gegen einander. Fangt der erfte t* Stunden frither an
fich it bewegen, fo treffen fie T Stunden nacd) dem Abgange des jweiten
sufamment; fingt der pweite t” Stunbdengfrither an fid) ju bewegen, fo
treffen fie T* Stunden nad) dem Abgange des eviten jufammen. Wie
viel Meter legt jeder in einer Stunde uviict?
Ginem Rorper K", welder in jeber Beiteinbeit c” Ldngeneinfeiten
suciicflegt, folgt t Reiteinfeiten fpdter von demfelben Punfte aus ein
gweiter K¢, weldjer tn jeder Beiteinheit e’ LWingeneinheiten zuviiclegt.
Nacd) wie viel (T) Seiteinfeiten, vom Abgange bdes RKbrpers K’ an
gevechnet, werdben beibe Kovper d Langemeinfeiten von einander ent-
fernt fein?
Bwet Kovper bewegen {id) auf der Peripherie eines RKreifes, weldje p
Lingeneinheiten betrdgt, zu gleidjer Zeit von demfelben Punfte aus in
perfelben Richtung mit den Gefdhwindigleiten ¢’ und e”. Nach wie viel
(T) Reiteinbeiten werden fie wieder ujammentreffen?

Nimmt man an, dafd ber erfte Kovper dben Umfang p in t/, der jweite tn t”

Beiteinheiten juriictlegt, fo ift ¢! = %, und c“:% unb man Dbat fiiv bad weitere
Aujammentreffen derfelben

t i Sk 9 il P e _t‘ t”

Tt — et =p S hoher T — PR s

Bie viel Beit verflieft von eimem Bujammentreffer bder beiden Beiger

Ceiter Uhr bi8 jum nddyften Sufjommentreffen derfelben?

Wie viel Wimuten nach vier Whr wird der Minutengeiger einer Whr fiber
oen Stunbdengeiger ju ftehen fommten?

@8 jind 20 Minuten itber 12 Uhr; nach wie viel Winuten werden fidh)
beide Beiger der Whr decfen ? ¢

Der Meond vollendet, vor der Erde aus gefehen, feinen Umlauj am
Himmel in 27-32158 Tagen (tropijder Mionat), dbie Sonne bdagegen
vollendet thren jdeinbaven Wmlauf in 365°-24222 ZTagen (tropijches
Jahr); beide Himmelstorper jchreiten durch dic Sternbilder des Thier-
fretfjeé von Weften gegen Often fort. eht wihrend diefer Bewegung
der Mond vor der Sonme vorbei, o haben wir NMeumond., Wie viel
Tage verfliefen von eimem Meumonde big um anbdern (fynodijdjer
Monat)? 24 5

Auf der Peviphevie eined Kreifed bewegen {ich zwei Korvper gleidhfsrmig
und in derfelben Ridhtung; dev erfte bejdhreibt den Wmfang in t Secunden
und trifft mit dem weiten alle T Secunden jufammen. 3n welder Beit
bollendet der jweite einem Wmlauf?



i 254

y

IV. Potfenjieven, Aadicieven und Logarithmieren.

1. Potenzen mif pofitiven gangen Crponenten.
Berbindung des Potemierens mit fid) [elbf. (§. 149.)
1. (a%?2 2 (XS)m 3. (x™)3. 4. (amp,
5. [(p2)4f. 6. [(a%)'] 7. (xotb)e—b, 8. (ys»~2h)2—sh,

Berbindung des Potemgierens mit der Mlulliplication und  BDivifion.
(§8. 151—154.) :

‘9 (Ba)t 1. 2ax). N. (abed)™
1\2\ (2a2)4 13, (ax™)P. M, (2a°x%)%
5. (bx2y?z%)3, 16. [(=y2)2. 23] " 1%, [a? (b — ¢)®]%
18, (Tx)P® (3y)*.(Za=). | B 3
20, a%.x%. 21, 254,44, 22. (5a)2.(3b)%
23, (x + a)t.(x — a)t 24, (3x)5.2y)5. (42)%
1 \n b \n 2 a)\3 15x )2
25. x“.(T). 26. (1 i ";) b s o (ﬁ} A=)
2x\3 8 mn3 W a? hoy2 3 a b2\
2. (53) » (Gq) X3 (Ge) < gk (5==)"
\ amxn \p \ athtc?)\8 3c8x%\8 (10atb )8
(32 (3m) X33, (o) 3. ( e - (3327)
2ax-3by / 2bx — 8a
e y)"- W (1 — )
37, (Sab) .(21)). 38. (x2 — y2)u i (x — y)m

el o () @)
)(k;(a:b)m:(a_:b)m' k{ (x——%) (__.+1)

b L el 44, 722, 3a°.
45. 2m*n®.5m*n. 46, 3 (a + b)®. 4 (a + b)%
47. (3a2.2b%)t. (4ab)d. #8. (a D)0, (4 0)m—E, (bie)t—m,
4/\(. Gigdrte g, 30, 9atls 348
4 3x2 3y ) ab \4 2¢ \8 [8bc)?
B (’_y) (4"}:)’ 3. (2cd) ‘('Sab) ‘(5a)‘
53 Baxt. "hix2 9 3iatvh 54 Balxyt s dabily
2% by Tay BB % Bbers C Bbrost”
55 (a*bﬂ cﬂ) ( ibf )4 56 {@}iyﬁf t3x‘siﬁ}~“
xoyl ARt G o) ¥ iat LBaE gt ¥
2a2x’ 3 6&x2 3b? 58 [ (2xy®)® (Bx%2%)*. (by?z) |2
L,>i/ 3by bb’*’y) (fm)' 2%\ T 10x0y e, (Bytah }
Tip, e

S,



59.
61.
62.

- 63.

65.
66.
67.

68.

69.

e

78.
81.
83.

85.
88.
91.
94.
96.

99.

(88

1.
:

a9,

8.

11.

4.
18.

Perbindung des Qﬂtengimn! mit der Addition und Subtvaction. (§. 155.)

3a% - 4a? + 6a’ ) 60. 5m* — 2m*.

ax® +bx® 4+ ocx — x* — 2x? + 3x.

4xm — Hxh 4+ GxP — xn __ Qxm —— FxB

(2a® 4 3b®).a%b2. 64. 6x*y% — 10x7y%) : 2xy2
(3a%x® + 4b%y®) (3a%x® — 4b%y?).

(9D — x2 } yodb __ g 4 xWa) (xa | xby

(XSm—-n o X2m + xin ___ xﬁn—m) . (:.;m T X“).

(a® — b¥ : (af + atbh + ab* -+ b).
(Mufgaben 163. big 174 Seite 220, ferner 104, big 122. Seite 222.)
(x2 + a)2. 70 (a2 — x)2. 71. (a2 +.3b2)2
(x™ —ym)>2. 753’ (bx® — Gy*)>. 7 (mx* —n)>
2a + b)®. 76 3x — 2y  —Th (a? — 3b2s,
(ax® — by®5. 79 (2ax 4 3a¥)3. 80. (mx® —nx%)>.
(a2 —4x)? + (Ba? L Ax)? 82, (ax’+ by%)? — (ax® — by
(a + bx + ex?x 84. (x* — abx + a?bh?)p3. '

Potenpen mit algebraifder Bafis. (§. 157.)

(= )k 86. (— x)5. 87. [(— y)P.

(— a2)s. 89. (— ad?. 90. [(— z2)9]%.

(— aem)m—1, 93, (— am—pm, 93. (— a)*.(— a)®.
(— a)mmtt, (— gy, 95. (— 4b)%.(3x)%

(BxP.(— 2y)%.  97. (— 8a)%.(— 3b)S. 98. (m¥)*.(— n2),

] Salxz\¢ '1b9~<3
(—zim9) too. [(— 52) ]

2. Wurgeln mit pojitiven gangen Erponenten.
Berbindung des Radicierens mit fidh [elbf und mit dem Potengicrenm.

161—165.) :
m 3 5 a7 bt
JZamx, 2.V ab. 3. /a2 4. Pixion,
an n m--n
1/ s, 6. |/ amvtor, a 7. 1/ xontan,
6 n
(1 %) 9/ (J/ ab?cip. 10. 4a® (J/x2)
m 3 -
(¥ amp. 12, ‘/f‘:ﬁ) 1. ()T
\V ves)
3iim 3 a-" 3 0 848
V= 15. V'V a. 16. 1/ Vx5 17. V'V ak

3 2 MOy m n n 4 .8
170 72 TR T Y 74 7 V2SR T 70 72%) RSV W 7 720 %

VAR AW Lt
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8 6 9
22. Wenn /262144 — 64 1jt, wie grof ift a) 1262144, b) ]/262144%{
o) 1) 26214495
23. Gtelle folgende ﬂBurgeIn‘lmxt einem gemetniameu %urge[egponeuteu bar:

a) Vx und sz b) l/1~13 urlb ]/y 7
c) ]/a.l‘ unb I/bq d) V a, }/’b“ unb 1/03
24. Riivze folgende Wurzeln ab / ) R
g f fs 3 . Yab @mﬂpfgg 7
e b) 1/ 3% o) Valz; ) Vxme,

Perbindung des Radicierens mit der Multiplication wnd  Bivifion.
(§8. 166 und 167.)

m : 3 _
25. 1/ x5 26. 1/9.49.. 21. 1/ 27 a%pe.
3 3 8§ m
8. — 1 b= 29. |/ 1/ 165815, 30. 1)/ 8=.27=,
m
3L V& + 797 — & —y22 32 1V a’bict.

DBefrete in den folgenden Wurgeln jepe Factoren des Radicands,
aus denert fich die Wurgel siehen [dfst, von dem Wurzelzeidjen:

n 2m x Bty
33. V a'b. 34. Vamx. 85. J a®b%c. 36. )/ 4.5.
: _ g ]
37. 11200 38. 7)/75. 39, 1/48. 10. 27/81.
4 i m § o e g
11. 1/80. 42. |/ xm, 13. /x> 44. 1/ 4a%h.
3 m
15. x V4% 46. m }/ aSbict, 47, — |/ T AL,
3 8 %
—¥. V8.)2 —39. /5. )/ 200. —3. 6]/6 51/2

— A, ]}al’.]}aﬂ. —5% /ot 1/n. "',5&. Va.7 ]/a.5 @

54. \/_i.l/x_y. 55. ‘/ ‘/ /r/,

X — 2
56, V9X2 e AN V(3x+2)s 547. ]/axn+1 ¢ l/bx__{:.mh-x (a 4

!/"" :
,__,){ ny - _szym_zzm_ﬁ_ ‘Vx—stzT—-mT' /
5 :
o-——,\&s' R e — B4, ]:;/zc2 ; ]jfx“. "“’k 1}&5 : Va."'.

3 4 12 8 & s Dy
=g 51/b2.51b%. VD). "‘*%ﬁ alVxy.bV xy%. ¢V xyL
EBrmge in ben folgenden S!Burge[n den Factor unter baé %ur&e[gucﬁcn

64. a j/x. 65. 4]/58.. 66. 4x Vx

8
a X 72 1
. ‘67 X ‘/‘T. 68. T -;;. ; 69. a-b ‘,/up—lrﬁi-i—_i'



5
a—b x*y ash ARETONEY
.10, (a = bJ ‘/-a ST * a’h xsy 2. ‘/azl/'a.a.
73. ‘/ ) as, 74. x‘/ o 5.V oy e

= amn 49 7
CRVA UV V w5 Y%
6 3
% 3 §l. 6 a® x10 ath
80. ST ‘/w = 82, ‘/b, & gk ‘/W,.
3

ap i
84. 5‘/%2 8. ‘/m 86. VF' 87. 1 an-2,

amn hmp cmg 2 | bE 2 b2
88. ‘/ =Lt 89. ‘/ N
Vi5:ys ¢ 175(\1/103 1/4 ‘9. 318 212,
93. 1/ ax: Va. 4. 1V 18x: VGx. 95. 1 ab: )/ b=

5 5
96. JVat:Vas L 91 Va: ‘/ 2.

Ve

99, 1;‘/;;-. l 100. 1:1/0-25.
4 6
1

a. | 103. sV ]Jro_;_. m ]/ a:Va.
4

3
105. |/ a®: Va. 106. a.:]/a. 107. = : ) ax.

108. 1/ 109. a ‘s/ a];’ﬁ. 110.(x+y): V(:l-i)“; 5
Perbindung des Radicievens mit der Addition und Jubfraction. (§. 168.)
Il V& + 4Va 4+ 5V 12 8 Vxr— bV/xn

113. a +b1/m+c~—~d1/m .L,, 5Vad —21/a —1—3];3.3.
115. m Va+n]/a -}—Zl/a,-m?)]/a

116. a,]/b-—?b ]/a—?a,]/b + 8bVa.—5b l/ a -+ Ga.'l/b
Stelfe mit gleichen Radicanbden bar und redbucieve:
117. 172 4+ 18 4+ 3 |/ 50. 118. 41750 442 1772 £ 14128

119, 61/125—31/80 - 21/20. 120, 4)/2 — 21/54 + 1/128.
61/12 — 4127 + T1/48 — 5115 - 21/108.

Moénit, Arithmetit und Algebra. 17
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122.

Lli!-l.

126.
128.
129.

130,

131.
133.
134.

136.
138.

139.
140.

141,

uiz.

144.

1
\J46.
47 (
L148.

150.
152.

153.
155.

268

Vas 4+ Vad + Va. 123. Va\+2}/b~x+31/cz"‘
5a }/123% — 2x 1/ 2Ta%x. |12, 4 Vn 3]/24){ +1/192\

‘/a Va® + 3 ]/aﬁ V a. 127. 3 K.ﬁ_,l:{.ﬁ«._]\/‘a g 2Va2 Vat
Viy — by Vxy — x V'4xy + V' %xye.
4V Y+ — 1/9—?9“; 259 1/ B R/ i B

@_y)‘/‘—' -—hy-}-y Xy‘/u+ ‘/

i ; 3
R 132. (3]3/27.; 4+ 4).)/ 4a2.
QY8 —T1/18 — V50 + 41/ 12).)/2,

@1L312 3—2V2. 18 (B—3)5 (T+ 21D
e TN 1308 3 VBl B — 15

I 5 VI Vs IV
Vlatad Va—x, I/]/a {-x—l/a—x

I+ kX Vo). (Va4 ¥y — Vi)

Vat+b—Va+Vb) $a+b+Va—Vh).

x o X 1 x—-]/ﬂ—l 15 3Vx 33—!—]/\
1j}/'r;;i_x+1/?r"' LA 1—'FVx+1—V\ 1—x
(Vx+1)2 -§~]/(x—1 l/\z—l)(l/x+l——-]/x—1)

BV +4V3) o 21/3,.
a?'z;ﬁ +3 f/s;s?i V/ab 4 4V/5)

Vx— l/y} Vx 4 I/y) (= + Vy)

BYVS8—51/20): )12 149. (Vazb-— Va,h) l/ab.
(2 ;3/'54—31/2) ]?9 m '61/x + 8%) '2Vx.

m=—n J’m — yn'

(B—b): (V/B—'b) !m (x~y>:(i/xﬂl?y).
‘/m—}-n+2-|/mt} V VU
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156. (2 4+ 1/b)> 157. (VVa— }J/b)

188. (6 —21 5% 159. (3172 421738

160. (15 + V10 + 1/15)2, 16, 1 —21/2+ 32

162. BxVy — 2y Vx) 163. (1 2x +a— V' 2x —3a)%

164, (/x+Vy)?+V/x—V/y)2 165 (V5 + V3P — (V5— V3

,}f\{‘/a_;_,fg“;_‘/a_yq { ‘/44.;/11__‘/4_;/.11}‘
tes [}/ VST l/“*V:‘?:_“]

B []/Va+b+"“—b:t]/l/a+b_- T
90, [/ 1 Vet — b6 — Vet — oo — b \\\
171. (4aVb - 3bl/a)3, gz (a—-—gl/az -5-4:I/a)3

. i

Hmformung von irvationalen ¥Wurpelousdriicken. (§§. 170—173.)

Befreie folgende Britdie von dem irrationalen Nenner:

2 lﬁ 6r 1/-"1-
2d. R 43 175. 176.
X V3w V3 Veﬁ V“ =
Tr A S Sl Tl T |1
V(ﬁx)s ~ 5Vﬁ 3 V’g} 21/2_‘.1
. 5 182, Viz+8y isg Vi—x
Va—= Vax—sy 13/1':1‘?
25 x V2 4y3
N T A BE 15
gt V=11 2a + 3D
187. ;X0 18s. SV o, JRile
(+1./Lx___1 3+b+V«3+b=‘- -
190. X_W__l. 191. &+b_Va2 e

216 -+ V3
‘/i_ ‘/_P.'\"“‘ Vi ¥ 43 \f Wikt
ri

196 VX+}’"|'V>~—Y B.Vi——a,z"}“b]/i_:'}f

V‘(-l-'?""VX —_; N AVI—R By =t
f19s, T IVE Yoo V2 V34V N
* 24+ V8 + V' Ve +VE— 16" VI A=

25

R 201,

34+ V2
CVE=E Vg - ‘/3—1/2

15k




203.

205.
207.

208,

211.

214,

217.
219.
221.

\_223.

295,

V2

227.

( 230.
283.
236.

239.
241,
243,
244.

Vet Vasy s04, Y22 18Vay
Vv V=V
__4v24-2v8 P Jead i
3y2fzps—2ye T 8Y24 45 —2 Y10

V1+1-—]/1—x-—]/l_—|—y+]/1——y

Vitx +1/1—x+1/1+y+l/1—y

A e g T
Vx—j/y V8415 V5413

3 8

s 9], _ V10 $18.
3 B T 3 R
/b5 /9 R Ty 1/4~—1/2_.-;’
3_‘3/3—.2_13/9 215. 516 —2V12 216. ?jil{?""h
413/9—315/3 4]3/12—}-2]3/6 Vamf/e

Berwandle folgende Summen und ‘ZDiffercngen von Duadratiwuvieln in
eine Quabratwurgel: L

V2+V3+Va—13 a8 V3+1b+1/3—15.
V12+1/23~]/12~1/23.[£. R BOR P W
V5+21/6)b5—216. 222 V1146121 11—6]2
VI+21/10 1/ 7=21710. 224. V/ ¥4 + 615/ 14=6}/5.
Vl + 2a meiVl —2&Vﬁ
V2 +2)Va— b2+ 2a— 21 a’—b.

Berwandle jede der folgenden Quabdratwurzeln in die Summe oder bie
Diffeveny jweier Quadratwurzeln: \:\

Ve6+ VIl 28 V3—175 9/1/ T—413:
V8+3VT psl V1I1£2110. 2320 1V I1=E27,50.
VIsx=812 234 1V3T=20)3. (235. )99 EB4T2.
VIV2E£4)6. 237. V215115, 238. V6154 10.
Vx+y+2Vxy. 240. 122 +yz + 2x Vya
Ve —2yVx —y. 212. 122 +y2+2x V= + y°.
1/ a* +b% + ab + 2V ab (a2 & b2).

1/ 1024 + a2b? 1 6a* /a2 F b2,




245,

247.
248,

249,

251.
(258

256.

257.
2358,

259.

261,

263.
266.

Lo

272.

261

Lbje folgende irvationale Gleidungen auf:
3z —1=4 948, 1/ 432 + 8x —11 = 2x + 1.
Vx4l +6=402=F1—1).

b—alVx):i(a—b¥x)=2ab*—1):b(@a%—1).
ViFi1l4+Ve—1=p 20 Vz+4+)x—1=V4z+5.
VoL Ve T iia=2 3 VitV EEVxt...=4
A== Vil % b/ x L % L Ve — 5
.]/a,me,“!/b—X:-f/:»:ﬁ. |
|yt o Tk PR U

Vax+3
X-ﬂ“?& _V}{T_?b?: (x—-—a.) {]_—l/;c'—.—-;(tﬁ}.
sVx—2Vy=09,

) i Seie V=1, Vy=rx.
29 x—3 ]/y: 1.]

bVx+aly=ab(c+d), 260 2V'}T+£~.—3l/y—2:3,
dVx+cVy=cd(@a+b). La3Vx+5—41Vy—2=5b
4 (N b 4
CENy A s ey
4 A / V'z—2  Vy4z

i R Pt D R 5 TR
VLT Vasy 155 e

Wurseln mit algebraifdem Radicand, (§. 174)

HSERT RIS 3 AT 5L D A 3 PR S5 TR
| 264. 1/ + 217. 265. 1/ — 21.
3 5 B TSR VR
V "t 267. 1/ (— a)™. 268. 1/ (— x).— x.
3 h"

3 3

(V — a). 270, )/ (— a?)i 21 V=V —x
b} 3 3 3

TV 32y 9 | 41/ - 2815 W/ 15192.

Potengen und Wurzeln mit negativen nund gebrodjenen Erponenten.
WNegative Erponenten. (§§. 175—178.)

. Beftimme die Werte folgender Potengen:
R A R c) 472, d) 0-4-%, e) 0:125-3,

)0 8 (—i)_s, h) (%)_3, i) (g)—‘, Y (r;n)—
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2. Befreie von den negativen Grponenten :

e Ay=2, bk 34° bty e) abitz=y,
ax—m 3a2m—8y—1 a—2b—1¢8
4 5= ©) Them s L)"gfsy—a =R

3. ﬂ%ringe anf die Form von gamzen Aahlen:
| 2ax—2 m #3 121—~'1h
a") T (‘x] b) b 1 ! U } Z.__2f @} zsx_d‘}
%eredjnc und jtelle die Rejultate mit pojitiven Grponenten bar:

4. (x_2j4 5 ( -1)-« 6. [(\—m n]r—h
7. (— a%)—=, o (= s Rl 9. (— a®r—1)—2,
10. (a=3bé)-2, u. (Batb—ixSy—1)3, 12, (— 2x-Sydz—D,
x 4+ y)—2 UALH ) 2 1\8: LA ey =6
13 (}(—:; . 14. ('}m{:‘ﬂ} . la. (;} (-\-} (“X_) .
16, st ) s 17. Ga~Y=2.(3b)=% 18, (x~H*.(y~)="
L e i NS (a®b— 3) 1
2, (X + Y) v (x = y) % 20. Ey—2—1
91. ad.a~" 22, xw+? x-3, 33. (— B3a~%).(--2a=
OB B 25. a—; : 26. —4aza ™t
20. 6atb=2: 2g4b-2 282,50 b =o =28 Bia—2 B dpsn

£ (ax— 4 b=t +lex 24 dx o) xh
9, Gy 2xyt = BabyBiBarly s & 2xyirt— 5 5=,
K31 670 + b (0 +07). 82 Gatat —dalx I

)
e i L}

33. Beftimme die Werte folgender Wurzeln:

—n —3 —4 —2 1 ~-m
a) Vx, b V21" o V8 a) )/ oras) " ot P e
©telle folgende Ausdriicfe in ihver einfachiten Form ofme negative
Gyxponenten bdar:

—2 '8 —m —n
34. V' V64 35. 1V 1/ a—mn 36. Vx“Py"‘l

—n n e
37. ]/a, } a. @8. a. )/ a. L39 1/ a3, Va

-2 -1
40. Vﬂ?‘ sil g 41, Va: ) a. 42, VJ? ]/a
- | 2 g B
a* { 8 4 —3héc—9

43. 2 44) ‘/m | 45. ‘/ - .,)

e A ]

46. Berwandle in Wurzeln und beredhne:
a) 25%, " h)-16%; c) 8, d) 82%,
@ 4905, f) 81025, g) 6415, h) 16175,
DI BT DT m) G

-



e,

47.
Al . T3
ORZCE R

Berwandle in Wurzeln mit gangen Cgponenfen und beredhne :

04

c) V5W d) V9,
20 i
g) V' i%, h) /2.

Beredyne und ftelle dvie Rejultate als Wurgeln und Potengen mit pofitiven

gangen Crponenten bdar:

1 m _,_,1:_,ﬁ '1 8 o
48, (x%)® 49. (" )m 50. (x 1) m Cl. abHt.
m %u_p_; e il m .Ln = 5
§2. (a— %)% RS CEIRRE STV I Ve S 3. Vab
3 R ; s é 2.5
56. 1 (x4 . (4.925) 58. (xy—2z%i 8. (afbi)s.
(a4 : x*’i‘ § 81nSpt\—3
60. (5" o (7). 62 (Srma)
63. at . Dbi. 64. x—5.(82y)7 % .65, (1)F. BYF. B)F
\616. ai.av w;r,.‘r‘)-ﬁ_b‘%.fﬁ}_ | 68. x1, x002 x0°005 Rw
m o n . : e
69. a" :am 70. a® ;a s, 7[ i s L

72, (x84 y5) (% = y'ru").

. f—af— gl J
x% — 8xt + 3x¥0 — 4x%9) ;

"(24at 4 3¢ al

+ a* — a% — as) (1—1—:—1&—&—&"

31»{u <f.
+ ¥ (Ga.J a% ,
ol
)ﬂ e {

73. (2a [3b%) (5 ak 4-6bi).

au)

4, Jmagindre wud chmp!cge Bahlen.

g 2 (88. 181—184.)
. Bringe auf die Form b — 1 =bi fngenbe imagindre Bahlen:
a) V— 18, .. 0 = 49 o)} — 64 d) /=100,
QK= P ViqFe, 9§ V=05 ) K=avh
DV =20 WV—8  DV=4 , w¥572
n) V=& o V=ht, p) VER s gk

2. 1+ 3i ‘
5. V—12 4+ /=

Woai— (@b i

X oV—2+381—2
®. VA VEITHWDIE

L1 —4—2)—36+ 1/ —100.

5 g T | g O b} — 4x2

1\
1
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SRR [ B CRE ot LB R

12. 5i.3. 13. V-xz Vieash dii2e | =8
15 o)/ =% .- b}/ =%. ui V—xy.V —xy. V/—=x%?
u&V—ab.]/—asb.l/—abs.l/—aﬁb?

S e ol B O mm

ue. V—24+1V=3-V=-9 (V—?—V Bkl =)

20. V—ab:}b. 3l. V' —ab:} %

2. x: 1V "% 23. 180 255,

24 51/ —86:}/~ 3. 25. V' =xy%: 1/ — x%y.
(26. /—ab+V=a0):V=a Vo
TR g L S e oo
ng (41/—8—81/_12+12V—16) 49— A (

; 30. 19 3. iz, 32. i,

33. (]/ 3. d (= 2VEgEr SRR )/ —DbaEp

36 (3125 4(6 4L Bi). 37. (4a + bi) = (2a — 3bi).

88. 1 —V—-—"+3—-1V—-2H— 22—V —=58).

39. 3+ 2i) (8 —2i). 0. (5 + 6i) (3 — 4i).

W] a-L)—5 (1 a—V_b.

M au e =T e

M. x+14+1V=3) x+1—1Y =3

. @4+ E—1 x4+ (x—=1.

45. (a + bi) (a — bi) (c + di) (¢ — di).

Multiplicievt man hier den erften unbd jweiten, bem britten unbd vierten Factor,
und bann bie Producte mit einanber, Dhievauf ebenfe bem erften und britten, ben
gweiten und bierten Factor, und dann bdie erhaltenen Probucte, fo geben bie beiben
Eubproducte die merfwiivbige Gleidhung

(a® 4 b?) (e® 4 d*) = (ac — bd)* 4 (ad -+ be)?
46. (2 — 3i)2 47. (V/x —yir.
83—V TUNR 7 AN | e
a+V=b  a—-Vp = 8 PoENS
e e s el )
8. (=14 V64V Z10—2Vb2.(—14Yb5—) — 10— 2%
8. 1+ V =3¢+ (1 — V=31
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Befreie folgende Britde von ifren imagindren Nennern:

5 I 25
o 2ii'.~,, : ..t 3){ 31/ —2x
T 9 a—b
57. T [ 58 Y L59. g
) g0, 2F V=" 1—20)—58 62 vet+V—3
g T 1/:? Tt — 5 e V_ﬁ‘
V—a.*{-]/r—b‘ W 5"—51/—6
a - bi x -} yi a—hi x + yi
85, a—bi +;:_—:f1 66. A O T v
LBerwandle folgende Summen oder Differengen vou Luabdratwurzeln
in etne Quadratwurgel: /
67. 1V —3 +4i + 1V —3—4i/ s )/ SRR A

70. V2 +2

N ]/34—1/—5:1:]/2_—'/_0 S
/=35t 2l — 2/ — 35

Berwandle folgende Quadratwurieln in Summen oder Differenzen

pon Quadratwurzeln:

1) PO 7y

43, B0

5 VIToV=F
11, 1/ 13— 10V 13,/
79. 1/4—60)/—3. |

A 7y e
SV

. Vers81Y—n.

sl 90-=10)/ —5;

5 V—a+2a]/j.

8. VV=4=104 V—i-..

0 bl TR 1 T |

- 5. QOmadrieven uud Cubicven, Ansziehen der Quadrat- und Cubifwurzel.
Auadrieren. (§§. 185 und 186.)

I. Bx 4 2y)%

L(++3) 5.
9 (a +2b—3eP. 8.
10. (6x° — 5x® ¥ 4x — )2

2, (2a — 4b2)2.

3. 2:3a — 1-:6b)%
Ja? 2h2)2 x)/3 2
{K ol 73?) g 5 ( + %Vﬁ)
4+ 2y —y). |9 Bx —by+ 82
11 (27 x8 — Bdxt + 36:\2 — 8)2.

&‘(2 S % o+ 2;1:)2‘ L. 13. (31:. + 4c E:)E' (41;2 + ; )2
%(—a+b+c)2+(a—b+c) (@ +b— ey
16. (b — y)2.

[k Ty = - X



g

17. 2492, (18, 50192, 19. 729022, 20. 782152,
21, 1357092, \32. 46120482, 23, 5:912, 24, 0-8872.
25. 0°738..2. 6. 0-1509..% |27, (78%)2. 28. 3174

29,

33.
34,
[35.
36.

{)37.

s

38.

39.

Ausyichen der Auadratwurzel, (§§. 187—-190.)

/422 — 124

b+ 9b2.

30. VIm* — 12m?n? + 4nt,

J/{x* — 6ax® 4 11a2x® — Ba’x + atl.
1/ {16mé + 16m® + 4m*

/11628 — 2405 | 2534 —

— 16m® — 8§m? + 4}.
et 1002 s dbi 1),

V19y® — 1255 4+ 105+ = 28y* 4 17y2 — 8y 4 16).
+189a? — 236a% 4 2304t — 19825 4 121 a8).

V’{?:’) =={0n
1/{0-16a* —

242 — 0

9%t ‘-5
By 2

Vatb=al/ 1+

e 26 x4

9},4 +

16a%b -i— 9‘1.2 -+ 1-2ab 4 0-04b2).

5358 20 .
y¥ + By _’,_\_' !_2")}
L .2 1 30 4
— st — et

CENUY ) Vo st 4 RS

41. 171356424, 472, [/556516. 43. 1/226576. 44. 1753993104,
{& 17395850816, 46. }/422220304. 47. ]/ 54782211136.
48, 1/1406-25. 49. |/ 27-973521. 30, }/0-00178929.
51. ]/ 7856809, 52. 1/0-97535376. a3, 1744105-040144.
676 3 178929
i gl 55. \/a@ﬂzg' 56. ‘/49 538022
4
537. 1V 1/ 29986576, 58. 1/362673936. 59. ]/1475789056.

76.
78,

. 1/0-1907. . ..

. V8.
.1/0-101

Ry

V50 =172
V 26,

61. 1/335°779.... 62 1/0-8493.. ..

Beredyne folgende ivrationale Wurzeln auf 5 Decimalen:

64. / 320. 65. 1/ 6584 66. /392,
68. 1/ 0-07854. 69. 1/0-123457.
T Y 12. V 2= V2 +\1/2

L L 7 ‘/““ 75, ‘/25135.

Beftimme mit Riicicht auf die Anfg. 38., 39, und 40. mit 4 Decimaljtellen :

«%f:;.

79. 1/146.

7. V9= 1/ —2= ..
80, 1/35. 81. |/ 220.



@ubieren. (8§8. 191 und 192)

82. 2x 3}7)3 83. (5a® — 4bx®)% 84. (0-8x® 4 0-Hy?™
4 a b \3 2x\3
85. (= + 6. [+ — )" 87. (32 22)°
88. (y? ‘)y — 3)3 ] j [QQ x?— dxy + 2yhe.
90. (1 —2x — 3x* 4 4x%)% 91. (1 — 2a* 4 4a* — §ad)%,
3 . )\A  9x4\3
92. ( -_)— ) . 93. ’:!:r‘.t Th ’S’Ra}
194, 933 93. 15853, 96. 6045°. 97. 217043,
98. 90216‘. 99, 3579463, 1100. 45:093, 101, 5-992033
102. 0-858. .5 103. 0-8079..3. 104, (29“)3 105. 08655,

“’Lus;tebm der (,uhthmnrgel (§8. 195—19()) \:\
‘ 106. ]/.;3\‘ — 3a?bxty? + 3abixlyt — biys.

, 107, V{Sx“ — 36x% 4 T8x* — 99x® 4 78x? — 36x + 8.

108. 1; {64x°—144ax5 - 20422x*+—1T1a%x® + 102atx2 —36a%x 1 8af}.
109. ) {82 — 60 137 4 150 1/ 3 — 1251,

3
6 x 1561 10x8 A5k S 07 xb 27 x*

Lt ‘/[1 e L e e "%‘aT]-

8

B I e {2 SR NERAVES 10
ML Vifx=14+px—gx24ox®—ooxt4 ..
3
5

112, Vm*ﬁ':a‘/IjL{@:,. i =t —a ‘/1~—ﬁ—.

114. ]5/262144. ' 115. ]3/3241792. 116, 18/8615125.

117. ]3/746142643. 118. ]5/1767172329. ll9.&27881709547.

120. J/0-778688. 121, }/474-552. 122. 1/78-402752.

I?3. ]3/313/ 20661046784, E'_I_%i 16/1126162419264.

125 |/ 126 1/32856... 127, 1/0-00008421. ..

Bevedhne folgende irvationafe Wrzeln auf 5 Decimalen: "W

"les 1’}100 129 13/5213 130. 18/8135 131. 1}47838.
132 ]/0 3 133. V2o 643 '134 ]/0 0957. ' 135. 13/0'12345. }

» 3 &
180 Jf
136. |/ ‘/m ¥ eh ‘/ 138. ‘/81—2.
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Bejttnne mttSRu(f]:d)t auf bie Anfg. 111., 112, unbd 113. in 4 Decimalen:

139. V63—]/4‘+ st

140. ]/24—1/3‘*_3_

141. V218. 142, VI3(). 143. 1/62‘ 144. ]/508.
6. Logarithmen.
(88. 197—210.)
log abe. 2. log 6xyz. 3. log 3a (c + d).
Melog (a+b)(m+n). 5. log (a® — b2). X log a (x2 — 1).
2ab 1 ab — cd
X log BE /8{ log ab’ KI g mn—pq
P Bmx - x2—y? 3 (a? — b x
)‘f 08 M log S M dog gy
. log a~. "I, log ab? 15, log (ab)?.
. log 2a% N.\log Dial=? \l\S\ log (a 4 b)*tv.
i axmyn v 238 Smn?x?
iridog———. 20. log 77— 21. log* T

1
R o8 Garp gy
\u. log 1/ ab.
1 1
)ﬁ. log ‘/—i:% LX }g\
1}{'- log (1/x"}/y9).
33. log (a 1/5,—173?)—.

36. log T 1_~ = @\D log

b‘2]/

}'( log V'xy®
2"1/:{
3 i/y

31. log sz bieh

34. log (a ]}a);.

B 1og [(5)- (3)']
% log 8a? ]4/b—x‘
y 15 og x2 l/a'a

Bby®
32. log V(V al’)‘*

35. log xlex,

a(a+4 1) 13/512
b (b~ 1) /b’

1
/l’ '/

38. log

ade

Beftimme den Ausdruct, bdeffen RLogarithmus gletd) ijt:

:’(. log x + log y — log z.
41. 3log a — 2 log b + 4 log e.

%loga—(logb—i—logc)
2. +tloga— $logbh — 1 loge.

ps 10ga—|———10ga——~(loga+logb)

@—loga—(q log b + - log ¢).

45. 2log (x —y) — 4 log (x +y) —
46. x log (log a).

3 log (x* — xy + ¥
47, x log x — log (log x).

u £ 2
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Berede auf 5 Decimalftellen mit Hilfe der Tabelle in §. 203, 2,

bie Brigg’jdhen Logarithmen folgender Bahlen:

48. 37. 49. 103. GO 2T 51. 661. 52. 3383.
Gudje aus ben Logarithmentafeln gu folgenden Bahlen die Brigg-
jden Logarithmen:
a) b) ¢) d) e)
SdET; 33; 218 683 ; 995,
ad. 1055 4719 5 il 7899 ; 9011.
55. 39070 ; 586100 ; 5918 9:015; 0-4792.
56. 86127 78008 ; 0-68815; 85:201; 0-0075536.
57. 0:091457; 364228 ; 17-8193;  4-48197; 129-356.
Sudje 3u folgenden Brigg’jchen Logarithmen die jugehdrigen Bahlen:
a) b) c) d)
58. 0:24055 ; 1-b7287 ; 2:98547 ; 0-61278.
59. 3-89009 ; 0-66058 ; 0-27161 —1;  1-02816.
60. 2-95742; 1-01396 ; 0-46370 — 3 2-40016.
61. 0:73048 —2; 2-81350; 3:91001 ; 3-69831.
62. 056342 —3; 0°68012—1; 1-85603; 4+430865.
63. 4-89195; 0-05168 —2;  0-69960 —1;  1-99828.
Beredne mit Hilfe der Logavithmen folgende Ansbriicte :
64. 1-2345 . 1-3456., 65. 9-68453 . 0-29758.
66, 1:025.1:0792 . 1-:06625 . — 1-0751.
67. 0°35679 . 1:0765 . 1-92234 . 0-33258.
68,.2:00415 , 0-56 . 0-0741 , 0-09972 , 1-25463.
17-846 1 2488, — 1926
69. Sorer 0. 5 iime N —5ma -
2:3456.5-2913 413.5124,21358
72. T769.0-12345 ° . 425.4998.76143°
g4, 2/1467.9:1248.1385.31 273
* 277.10°7285,2-2812,125°092
9. (1 05)1% 76. (1-045)°. 77, 21285
78. (42-456)-2, 79. 2-4psm2 ",
323\17 B4 159)\11
80. (\_ m) : @ (55'817) :
gy, 2035.(0-00876)" g3, 37141597.2-0489°.1-07988¢
“* 3164, (0 00592)° ' T4-0932%,0-859%.210+895° *
84. L5 fiir r = 1°06234 und x = 3°14159.
85. (3-905)°, 86. (-_ 13195) 87. (11-716)77.

Y, 2208 41
X3 SR
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3 5
8. /2. 89. 1/918. 90. 1/7135.
8
91. ]/l 85b4. 92. ]/314 2789, 93. V1303414,
8
126 % 395 oifs Rl
0. |/ 12 95. |/(129 96. ‘/7137 V6.
97. l/(““ + b+ o) b ) iy, — 0+145, = 31087, o 4 3248,
VTS . 1180 o r81.1/8106
§8. o . V/80-9. S AABCEN 7] 106 ‘/ e
/7139458
5
31/4 6 7 24-105.58 937
101 . 102. 1/340 . ‘/-—---1-; LILEL
i1 V5 /194
347 I/O %o-{—]/oo 33‘
103. 110 + V/10. 0L & ool

1 e 4319578 |r3 1‘1930 V17 5«1
/ 151, Vsn 34, Va 4071

Loje folgende Crponentialgleidhungen auf:

106. ax+2 = 45, 107, b4= = b2, /ﬁ}rmS mAere = mB=sx
109. gnxtn — ) M0, an—*=nb* ~ I11. ax.hbox — ¢,
112, (m*1)® = n=, 113, (ax—8)x—1 — (g5—x)t—x,
114, maxte — pbx+p, 115, m.a*-% = n.bx—5A,
116. 47 = 235, 117. 10> = 2-71828." 118.25—= — 11.
119, 54, 224 — b, 120, 82 po—t = Tt [12-x,
121, 2 371 4x2— 5, 122. 4096205 = 454,
123. bi—ix — 124, m* . n5i= pxa_4
amx , hnx A 1"3\1(4.) 34-:)
RS = 126. (254 = 456"
. V10 = 2. . 128, /20 =5, 129. 1710 =1/2-57812.
130, 3=.5v = 405, 131. a* 4 b¥ = m, W 132, 3% 4 2v = 63145,
9.7y — 119, My Y g A pheed
133. a*h? = m, o e = a.x"“l, 185. 2x,5v = 2000,
I __tx—a 35,6t = 2916,
T e i 47,7 — 3136,
136. ]:’a =m ]}b, 137. Vaf‘l*‘ ==y,

Vio=ald. VbeH = 1,
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V. Gleidungen des jweiten Grades.
1. Auadratifdye Gleidhungen mit ciwer Hnbekannten.. .
(88. 211—219.)

L= o 2l £ b, 3. 3x +4) Bx 2ud) = 0.
g x2— 9 ddx2 4=
e St R B 6. 3x2 — 4093 = x? 4 139.
7. x+ 7) (= —T7) =51. 8. 2x —3)(2x + 3) = T.
9 (Fsbmydi = oy

@ —=x) (4 x) = 76.
10. a 4 x = -%ib | 5

R
12 165 = 55 H%x+ﬂh—%=w%
e %% T ;_:]} =0 y u5 - -[;._)x!i'—:ﬁ — b3,
B e
18. 1a::§=1h:};x 19. 1+2x+1_2x:2b.

20. 1/ 3x% + 9 =2x.
o

3 V33+2X_X2:X.+1
)/ bx? + a’. 23. l/x+a—l/x—a_a‘{+&_h.

Viete 1 V=
Mgk e 0 e e
WSt e *

37. ]/x* +a?— 2a |V ey i-):é—l— = I_/_\::—{:?

2&1/Vo+q;+]/y5—qy—;?§V5

29.
31.
33.
3a.
37.
39.
P T
43.
45.
47.
49,
5l.
53

x—3) x—2 =0
x? —4dx = 21,

x? + 1bx + 56 = 0.
x2—dx A4 4:2= 0,
X:"—"'6X+7:0,
2492+ 5=0.

Hx? 4 Tx = 24.
Hx2? 4 18x + 17 = 0.

16x2 — 24x 4 11 =0,

X = gw — ()1l
x? - 1-28x = 0°3825.
x2 — 0685 = 0-1141.

30. 2x —5) 3x - 8) = 0.

32, x?=12x — 35.

34 .x2 Lix—Db56.=0,
il R 5

38, x2 — 13% = 140.

40, x2 +19x 4 10 = 0.

42 x? 4- 2x -4 =0.
A 1222 =20x— 3.
46. 18x? -+ 3x = 10.

48, x? = 12x 4 100 =0:
50. x? — 6:8x }10-92 = 0.
5% x% — 0:2392+= 0:81lx,
54, x? =— 8:712x — 1:25128,



53, x? + 2ax = 2ab 4+ b 56, x2—2abx = a* 4 a?b? -} b4
7. x> —(a+b)x+ab=0. 58 x> —(a—b)x—ab=0
39. (a — b)x* —bx = a. 60. m?’x®> — m (a — b) x = ab.
gt v 1
6].—61——?_—..9. 62. 2=3.
10x - 3 L ox b
63. x 2 — X 64.2—){—-—41{-_15
AR T gt (2a—b)x—b* __ 2a(a—Dh)
L e A RE e e e et
3x — 4 2—x 5 5 12
67. g —10:- 3 """I» 68. Qﬁ_xﬁﬁ—j—ﬁizx_—f-_z'
2a 1 5 a®—b? _ a*4-Db?
69.?—-F_-a2-—b. 70. 5
—2hb b
71, ax —bx =2 aa+bx i a—x--—i— abx — a? 4 b2
1 1 s 4 b4 a
73.x+~x—=a+7. 4. o e
. a-tx a—x . 2ax a—x bx b a
7. a#«x_‘_a-i—x_a?—-x*' 76’b+x_a—x__a_ﬂ_b-'
84x\2 8 4+ x 8-|-K__
77. (4_){) =% (m) — 15, Setse T —y.
x41 2x—38° 1 bx + 4 E—1 g
78'x+2_3x—4_?>"‘ | 19, 2x - 1 e ey el
2x —a x—l—Ga 3x*—3 Gx?-—tl__ "
80. ';;_F’sa— +7 81. X+ 9 + O 6X—6.
g, 3a-5b a.——b_b—x 83 a—(1+a2)xH2b+(1+b*)x
*S@b a—x  a-b Y I 2ax = 1 b obs
84. x:(x+ 1) =@x+ 3):(8x + 4).
85. x*+2x1H =216 86. x (x +2)/11) = 61/2.
87. x + T})/x = 30. 88 ax —bl/x=¢c
89. 2x — 3}/ x — 1 = 4. 90. x_10=2]/x2—3x+5
L #L V/8x — Q= dzx—Ti=dp
9z.Va(b+x)—a+b—Vb(a—x) .
93. 1/21(-}—1-—- V&X-l-&-l 94. ‘/2—1—]/2-{—]/2—]-— =
9. Vx + o =AYy Yoz VR
96. ]/7x~—13—~12_]/0x+1 A1 V 2x + 25k V. arhBimix,
a |z b =izt T \\ % x—b s
./ 5+ \/a+b “‘ Y Vare i Uemesmr o

®©

272

Ve Tt -

0. Vx-—a—[—Vx—b ‘/x—a

x— b




101.
103.
105.

107.

108.
109.

111.
113.
115.

117.
119.
121.

123.
124.

125.
127.
129.
131.
133.
135.
137.

189.
140.

141
142,

| 143.

Fitr weldye Werte von x mwerden folgende Ausdriicfe pofitiv, und fiir
weldhe Werte negativ?

x? — 8x + 16. 102. x> — 3x — 4.
x2 4 8x + 15. 104. x? — 14x 4 45,
x? —6x + 9. 106. x2 — 4x + b.
2 —x —2=2@&+ 5 — 1
—2x2 —x + 10 = — 2 (x* + o — D).
Bx? + 4x — 1. 10 [0 —x — 67
Bilde Gleidhungen, weldhe folgende Wurzel Haben:
~+ b unb — 5. LE2 a2k a2 unb—3]/2.
— 3 unb + T. 114, 12 und 7.
10 und — 1. 116. — 9 und — 13.
3 1 7 2
o md 118. - b — —-.
0-7 undo — 2-4. 120. 1-36 und 0-75.
il il 122. 1 12 umd 1 — /2.

2a + 3b /2 und 2a — 3b /2.
2 gl Laind 2= Y =1
Berlege folgende Trinome in Factoren:

x? — 17x -+ 70. 126. x* + 3x — 88.

x4+ x+ 1. 128, x? — 9x — 10.

3x? — 14x + 8. 130. 3x® 4 10x — 153.

6x? 4+ x — L. 132. 20x? + 17x — 24,

x2 —ax +c¢ (a— c) 134. x* + 4abx — (a® — b?)%
abx? 4+ (a +b)x + L 136. abx? | (a? — b? x — ab.

acx? — (a® + be) x + ab. 138. acx® — (Bab-—be)x — 3b%

Anwendung der guodratifhen Gleidungen mit einer Humbekannten.

Weldhe Bahl gibt mitZihrer Halfte multipliciert 16272

Das Probuct aud bdem dritten unbd vievten Theile etner Zahl betrdgt
108; welches ift die Bahl?

Weldge 3ol mujs um d vermehrt und um d vermindert werben, damit
das Product ber beiden memen Bahlen ajfei?

Das 12fadje eimer Bahl um 45 vermehrt gibt das Quabrat derfelben;
weldes ift die Bah(?

Wenn ‘man ju einer Jahl 40 abddiert unbd bdie Summe durd) die unge-
dnderte Bahl dividiert, jo ift der Quotient um 2 Heiner al$ die urfpriing-
lidje Rahl; wie gvofi ift bdiefe?

Moenil, Arithmetit und Aigebra. 18



274

144, Wenn man eine gewifie ahl um 5 permelhrt und wm H vermindert,

145.
146.
147.

148.

149.

156.

158.

| fo ift die Summe der Quadrate der jo erhaltenen Jahlen 178; weldes

ift die 3ahl?

Weldhe Rahl gibt zu ihrem veciprofen Werte abbiert a jur Summe?
Gudye zwet Bahlen, deven Summe 30 und deren Product 189 ijt.
Die Rahl 15 in zwei Theile fo zu theilen, dajs die Summe ifhrer
Quadrate 113 mwird.

Die Bahl 15 in zwei Theile zu theilen, deven LDuadrate jich wie 4:9
verhalten?

Gine 3afl a in zwei Theile fo ju zerlegen, dajé der eime Theil bie
mittleve geometrifche Proportionale jwifdhen a und dem andern Theile wird.

. Gine Strecfe von der Ringe a in zwei joldje Abjchnitte ju theilen, dafs

bie Differeny ihrer Quabdrate dem Redytece derAbjdmitte gleidh fei.

. Gine Gtrecde a in zwei Abjdmitte jo zu theilen, dajé thr Product p jei?
. 3n eimem redptwintligen Dreiece, deffen eine RKathede das 63 fache der

andern ijt, betrdgt die DHypotenuje 82 Weter; wie grofy ift jede der
beiben Ratheten?

. Jemand fouft fiir 117 fl. Weizen, und zwar foftet jebes Heftoliter davon

um 4 fl. weniger af8 Heftoliter find; wiefoiel Heftoliter Weizen Hat
er gefaufjt?

. Jemand faufte fiie 400 fl. Tudy; phatte dbas Weter 1 fl. weniger gefoftet,

fo witrhe er fiir jenes ®eld 20 Weter mehr erhalten haben. Wie viel
Wieter hat er gefauft?

. Wie lautet die LWjung der vorigen Aufgabe, wenn anftatt 400, 1 umd

20 bie allgemeinen Bahlen a, b und ¢ gefesst werden?

Die Koften einter Reife, weldhe mehreve Perjonen unternommen, betragen
432 §l; da zwei Perfonen frei gehalten wurben, mujste jede der itbrigen
Perjonen um 3 fl. mehr bezahlen. Wie viel Perfonen waren?

. Gin DVater hinterlief feinen RKindern ein Vermdgen von 14400 fl. 3u

gleidhen Theilen; bald nad) jeinem Tode farben zwei Kimbder, und es
erhielt infolge beffen jedes ber iibrigen Rinder um 1200 fl. mehr, al8
e8 fonft befommen Hdtte. Lie viele Rinber hinterlief der Bater?

Ein WMittagefjent, bei dem doppelt jo viel Herren alé Damen fpeidten,
fojtete 176 Behner; jeder Herr zahlte doppelt jo viel Sehumer, ald Herren
waven, und jebe Dame dreimal fo viel Behner, al8 Damen warven.
Wie viel Herven und wie viel Damen waren da?

. @in Baumgarten bildet ein Redhted, in weldhem 560 Biume in gleichen

Entfernungen von einanbder ftehen; ecime Reihe nad) der Linge enthalt



160.

161,

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

8 Biume mehr al8 eine Reihe nad) der Brette. Wie viele Bdume
ftehen in jeber Feihe?
Gin Acfer von 6936 Quadratmeter Inbalt hat die Geftalt eines Redht-
ecfed, in weldem bdie Qinge um 34 Nieter linger ift al8 die Breite;
wie grof ift die Ldnge und wie grofi die Breite?
3n einem Rechtecte, deffen Lénge um n Wieter ldnger ift al8 die Breite,
betrdgt die Diagonale d Weeter; wie groff find die Seiten?
Der Umfang eines Nedptedes it 2a, der Fladeninbhalt b; wie gro
find die Seiten ?
Wie grofy ift der Halbmeffer eines Kreifes, wenn die Diafizahlen des
Fladeninhaltes und bdes Halbmeffers s sur Summe geben?
Um weldhe Strede mujé man den Dalbmeffer r eined Kreifes verlingern,
bamit bie vom Gndpunfte der Verlingerung an denm Kreid gezogene
Zangente die Linge a Habe?
Semand leiht 5600 fl. su einem gewiffen Sinsfufe aud; von den Rinfen
ped erften Jahres verwendet er 152 fl. fitr fid), den Nejt jhlagt er um
Gapital, weldhed bann im zweiten Jahre 2565 fl. Binfen bringt. Bu
wie viel % war das Capital audgelichen?
Semand erhialt von einem Capitale 120 fl. Binfen und von etnem
sweiten, weldhes um 6000 fl. grofer ift und 29 mehr einbringt al8
bag erfte, 540 fl. Binfen; wie grof find die betden Capitalien?
Man [dj8t einen Stein in einen Brunnen fallen und dhit t Secunden,
b8 man bdag Aufidhlagen bes Steines im LWaffer hort. LWie tief ift
per Brummen, wenn bie Acceleration g, und die Gefd)windigleit bdes
Sdalles ¢ ift?

Die Beit t ift die Summe aus der Beit 7, welde dber Stein jum Falle big in
bie Tiefe bes BVrunmens braudit, und aus ber Jeit 7/, in welder der Schall aus

ber Tiefe bes Bruunens in unfer Obr gelangt. Da jorvoll bie von bem Steine, alg
bie von dem Sdalle juriicdgelegte Strede der Tiefe x des Brumttend gleid) ift, fo

2 2 3
fat man nadh ben Gefesen der Phyfif x =g§f_ b x = er’, baber T = VTX
umd ' = % &8 1ijt jomit 2Ex -+ —-E— = t, movaud man erbilt

X=%(c+gtd:1/3*—+—ﬁ§)-

PBeredhne die vorhergehende Wufgabe fiir t — 3 Secunben, g = 9-81
Meter und ¢ = 33225 WMeter.
Wie viel Reit braud)t ein mit der Gejdhwindigleit ¢ fenfrecdht in bdie
Hihe geworferer Kovper, um die Hohe h zu erveiden?

Sn x Gecunben wiirbe ber Kbrper vermidge ber thmr ertheilten Gefdwindig-

2
feit bie Hihe cx evveiden; in berfelben Beit wiirbe ber Fallvaum bdedfelben Eg

18  *
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betvagen, two g bie cceleration bebeutet, Fiir bie witflid) juviidgelegte Strede h

bat man bemnad) bie Sleidung
g=*
h=¢x —

o *

170. Gin Rorper wird mit der Gejdhwindigeit c fenfreht in die Hohe ge-
worfen, t Secunden fpdter wird ein weiter Kbrper mit der Gefdhwin-
digleit ¢/ in die Hohe geworfen; nad) wie viel Secunben erveidht diefer
mit dem erften bie gleiche Hohe?

Discuffion der erbaltenen Gleidung.

171, RBwet Kbrper K’ und K bewegen fid) auf einer geraden Linie gleich-
jormig und in derjelben Ridtung ju gleicher eit von den Puntten A
und A, von demen A’ um d Ldangeneinheiten riidwdrts von A liegt,
und fommen beide nad) t ISeiteinheiten zu dem Pumfte B. Dabei

braudyt der Korper K’ zu ciner Lingeneiuheit % Aeiteinbeiten weniger

als K« Wie viel (D) Lingencinbeiten betrdgt die Enifernung des
Punftes B von A“?

t AN
K’ braudt ¢u ‘einer Ldngeneinbeit K~ bagegeu —— Aeiteinbetten ;

d+D'

folglich D d+D ;n uan——-——]« ‘/—— ndt.
Weldhe Bebeutung haben lin [piefer Gleidung’ negative Werte von D, d, t, n?

172. Bwet Puntte bewegen fid) gleidhfdrmig mit den Gefchwindigkeiten ¢ und
e anf jwet fid) rechtwintlig jdhnetdenden geraben Linien ju dem Sdynitt-
punfte hin. Jhve Entfernungen vom Schuittpuntte find u einer gewifjen
Reit d* und d“. Nad) wie viel (t) Beiteinheiten werden die beiden
Puntte dic Entfernung d von einanber hoben?

RNady t Seiteinbeiten ift
"bie Gutfernung bes Punited K’ vom Scnittpunite = d’ — e't,
. v o -~ e - =d* — c¢“t;
folglich ift nad) Dem Pythagordijdhen Lehriatse
d® = (4’ — ¢'t)® 4 (4 — e”1)*, und baber

e‘ da + eudu de (c” + c"?) — (b‘d" ol d‘)g.

cak + cu!
Digcujjion. a) Soll t veell fein, o mufs d? (e'2 4 %) = (¢! d” —c"d')’
\ IOVIY

alfo d#‘]";‘_g_ _(;u,— fetn. Die fleinfte Cntfernung, in welde die Punfte Tommen

gt efd? — e d’

tonnen, ift bemnad) d = —(—v.

ch + eh?
b) Fiir bie Reit, nach weldher bie Punite diefe einfte Entfernmng haben werden,

cf d! + cﬂ dfl

E}at matt t = HE]‘E';—EIE""“.



173.

174.

175.

c) Sollen Die beiben Punlte im Sdhnitthuntte ber wei Geraden jujammen-
treffen, jo muf8 ibre fleinfte Entfermuing d = o werben, D. 1.

i d!
e'd“ = ¢"d* ober i feir.

Die Entfernung weter leudhtender Punfte ift d, bdie Lichtintenjitdt des
erftent a, e jweiten b, Weldher Punft in der durd) die leuchtenden
Punfte gehenden Gevaden ift von beiden leuchtenden Punften gleid) jtart
erflenchtet?

Da die Stirfe der Belendhtung mit ber Liditintenfitdt ded leudytenden Punites
gerabe, mit Dent Quadbrate dev Enutjermung von demfelben aber verfelrt proportionient
ift, fo bat man, wenn bie Entfernung bed gefuchien Punfted von bem erften lend)-

tentben Punite x Heifst, ;‘2 = m—%ﬁ-ﬂg, baher x=d . o :11:__1/_'1_b

Discutieve diejes Itejultat.
Awei Himmelstorper, deren Maffen fich wie a: b verhalten, haben die
@ntfermung d.  Sn weldem Punfte ihrer Verbimbungsitredfe wird ein
britter R0rper von beiben gleich ftarf angezogen?
3n welder Entfernung von bder Erde wiirde jwijden biefer und dem
51800 Meilen von ihr entfernten Weonbe ein Kovper jdweben bleiben,
wenn bdie Waffe des Mondes '+ der Erdmaffe betvagt?

2. Hihere und Eponentinlgleichungen mit eiver ¥nbekannten, welde fich auf

10.

12.
13.

A

17.
19.
21.

23.

f quadratifthe Gleidyungen jurickfihren laffen.

/ ‘ (88. 220—923.)
’ &nie folgende binomijche Gleidhungen anf:

= 128, zx3-|—64:~:0 I x(x*—8 =81 —x).

i Bl =00t of x4-[—16:0 6. (x> —4)(x*+ 4) = 240
b — b — 1), 8. axD, 9. 3 x® — 8T
=4 1. Vi-j_"—b VEIT.
X 18x? =9 (x? — 1)® — 65, :
ey i S et Rt

Lofe folgende hoheve @(etcﬁungen a

., Bxt — 11 x2= 35.

%t — 13x? 4 36 = 0.
x*t — 4x? — 45 i _na
X6 | 27 = 288, 20. 36 — Tx® = 6.
32\2
(x—l—a)z-l—(x_i_a) wth. K x* + (3) = 260.
82 x2-1-8 i

E=Pt—p=7 U =ay
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25. x*—2(a?+b?)x*+4a?b?=0. 26. x /25 — x? — 12.
% 1 4 3 g
\i\&x—sl/ng. 2. Vxt—31/x? = b4
3

29 /22 —n?=n + Ix. 30. /%% + ax3 = h.
\E'_l': (2> + ax)? +b (x? + ax) — c. Gese x J=taxe=— iy

32 (%2 — 382 —T(x2—3) +-6=0.

33. 2x* —3x 412 =22x* — 33x 1.

3. x —8x 4+ 5=21%x2 —8x + 40. ee x* —8x=1y.
$5.2x* + 3 —x £ 1=2x+43.

36. 2x + V2x)f — (2x + V' 2x)% = 1260.

Lofe folgende veciprofe Gleichungen auf:
37. x3+x2—§—x+1*~0 35. x"'-f—3x"’——3x—1:0

89, xt 4 IX 11X Lo ﬂ&:s—-?—iju 1l {74281 g
41.2x3-1—3x2——3x~u2—m0. 42, 5x% —21x? —21x }+ 5 = 0.

43, x* —2x% + 2x? —2x + 1 =0.

‘%x‘*m 12x% 4+ 29x? — 12x + 1 = 0.
. x5 X

435. x‘=~——3—-8¥2——3——§—1=0.
46, 2x* 4 5x% L bHx —2 =0,
% 24xt — 50%3 — 173x? — H50x + 24 = 0,

D‘( e DI el pa BE i i
49, 36x5 — 15x* — 29x? 3 2927 — 16x4-86°= 0.

Loje folgende Erponentialgleichungen auf:

X y X411 x+42
50. a = b~ 51. 2+ = /5. 52. /2 = 4x+8;
x mx--n :
33. 3.2x=49. 54. 1/a = b.cexty, P (N
? 55. 3.45+3 = 4,37, 56. 3= =100 (3=t — 1), *
57. x\Ex = HT8. 587 )/ xlEVE = 10.
59. 3x—40x+5 — 1200. 760, ab—m ) = 1,
61. 6.7 4 T* = 301. 62. 3.42x'—nbd __ 5 goxiz — 98
1 ¢ 10 (31 + 100 x 1
K ;. —— = 15.3* + 2. |
| 2x i Sx 6x
' 84 5178 9= 10) 65. 13110 — 51/10 = 25.

/

o
//
7 7



17.

19.

21.

23.

24.

26.

28.

30.

s

3. Buadratifde Gleidungen mit mehreren Hnbekannien
(88. 224 und 225.)

Fx? + y2 =90

X'= 0V,
Xy —'a,
X —y =
xy + x = 4,
‘Ky—‘v--)«:3
x? 4 y? =1°
y=ax-+b
bx? + a?y® = a?b?
v A B
xz_Jf_yz__az’
gfaimey W
¥y [}

x (x + y) = 40,
y(X+y):24.
24y +x+y=8
gy =2
x? 4 xy 4y’ = a,
x2 -y = bs
x+y:74,
Vx+Vy..—.12.

2.

xy + x = 40,
x +y=12.

¥ 2x? — 3y? = 11,

6.

16.

15.

20.

22.

23.

27.

29.

31,

3x? 4 2y = 160,

2y < x — 18,
xy —y = 10.
y2 =2,

y =ax -Lb
b2x2__a2y2__~ aZb?
y=Ax 4+ B

x? — y? = 32,

x_

2=
a b
= e -k
1 1
“‘I-"'—?:]..
92 =1 (x + 22)
= nyt=— atsbe)
x—y=a?—b?
22 —y? — 1%
x4y =14
2Ryt = Bal 4 2b
Xy o= y-.= 2a th

} St =y =1 IE.

24y x4 y=a,
X cbyie—x —y =
Prfrytiomg S inceally
Xy =3O
x* —xy +y' =3,
x—y=h
e =904y,
I/X+Vy219.

Gebe Vx=nu, VYy=1.
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, 36.

280

5

- St A AR S
32 x y+‘/t+y x+y W =
x? o+ y2 = 34. x’y + xy? = 30. ;
Sebe xB— yi=u’ Sefe xy=1u, x}y=r
M. xx+y+ 2 =a, 35. x2 4+ y2 4+ 22 = 94,
yE+y+z)=D, x (y +2) =45,
z(x+y-+z—=c x+y—|—z=14.
XY =- 1 1
d‘
Xz & 1
—y*:ﬂ; M G""' "—40
yz 4 1
?_p. r*;-{—
38.“.'“’23’2 =+ a? = 0, Nufldfung : x:j:—im-,
1.x—|—z il
1 xyz +b2_0 J'r"i""g‘r
/x4y e 25 1
it +mr=o. e
. x:y=y:i5 40. x:y =z !4
x+y+z=26 x—’f—u-.—13‘ 9

41,
43.
45.
41.
48.
50.

sl.

x? 4 y? + z* = 364

x} + y® = a,

x +y =hb

X+ yt=a, | Cepe

ol yh e by TR
x? + y* =97,

Ve —lry = 1

0 vt = 1512,
x?y + xy? = 1440.

kX2 (X+ Y)_—'—a'r

VE+y)=Dh

3 Livirb o — 4,
&E+y) E=p=b

X2+YVX—}—’ =9,
y? 4+ x V'xy = 18.

y+2—20 b
x? 4+ y? -+ 2% 4 u® = 425.

3

42. x® — y3 = g,
x. —73 =bh
44, xt + yt =3,
u. X — ¥ = oy
46. x 3y =12
3
13/X+Vy:6-

} ©udye uerit x 4 y, bann xy.

04x+y)&F +75) = a
TRy (T ey

} Seie x® 4-y* =,

X —y =v.

} Sefie y = t*x.
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82. x + (= +3) -+ (x +27) + (x +37) = b,
x (x4 y) (x + 2y) (x + 3y) =

Man exhilt x = --}- b F VEpE L 4m) b y=4- —é— VEpe o dm,

wenn /b3 - 1dde = m gefelst wird. :

8. x(x L y°? x4+ 2y) =P, 4. x(x+y) x+2y) (x+3y)=p,

x? 4 (x + 2y) = s. (x 42y — (x + 2 =d.
60. x L xy —= b, 6. x + xy 4 xy* =
x? + x?y? = c. x? + x?y? 4+ x?yt=c.
'b2
Sn ber Uufgabe 56. erhilt man aumddji xy _—‘z—li un‘o bann  durdy
Subjtitution in den Leiben Gleihungen und durdy weitere Trandformationen

1
x:zi;(bg-%—cj:m) umb y =

m——( ?+ ¢ 5F m),

mwenn P/ (3b% — ¢) (3¢ — b%) = m gefelst wird.

Anwendung der quadratifden Gleidjungen mit mehreven Hnbekannten.

57. Das Product jweier Bablen ift 64, ihr Quotient 4; iwie heifen bdie
beiben Bahlen?
58. Man juche zwei Bahlen, deren Quabdrate 45 jue Summe und 27 jur
Differens geben.
59, Dic 3ahl 18 in zwei Factoren ju jerlegen, Ddeven Quabdrate 27 juv
L Differeny geben.
D Bwet Bahlen verbalten fich wie 3:4, die Summe ihrer Quadrate ift 1003
welde Bahlen find e8?
8t Der Bdhler und der Nenner eines Brudjed betragen 3n]ammen 33. BWire
ber Bdfhler um 39, und der Nenner um 20 grifer, jo wiirde der Brud)
boppelt jo grof fein; weldes ift dber Brud)?
62. Bon weldyen zoci Jahlen it das Product wm 84 fleiner alg die Summe
ber Quadrate, und um 44 grofer ald die Diffeveny der Quabdrate?
65. Dividiert man cine gweiziffvige Zahl durd) dag Product ihrer Biffern, fo
erhdlt mon 6; vertaujht man die Riffern, jo ift die fo erhaltene Bahl
um 9 grofer al8 die gefuchte; wie Heifit die Sahl?
64. Der Unterjdhied der Quadrate weier Bahlen betrdgt 88; vergrofert man
bie erfte 3ahl wm 2 unbd die zweite um 3, jo betrdgt der llnterfd)i}b, er

Quadrate mur 81; weldes find die beiden Rahlen? 4 /

65. ©ude wei Zahlen von der Bejdajfenheit, dafs ihre Summe, ihr SB
und die Diffeveny threr Quadrate gleid) find.
. On einemt Rechtece, deffen Flddeninhalt £ ift, verhdlt jich bie Bange 3u
der Breite wie m:n; wie grof ift die Linge unbd wie grofy die Breite?

/ :

4 %b.



68.

9.

71.
72
73.

74.

%

76.
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. O cinem Redytece ift die Diagonale d und das BVerhdltnis m :n der

Seiten gegeben; wie grof find die Seiten?

Wie groff ift der Umfang eines Rechtected, deffen Diagonale d und dejfen

Sladeninbalt f ift?

Die Diagonale eines Rechteces von bejtimmter Linge und Breite ijt d;

vergrofert man bdie Linge um m und die Breite um n, fo wird die

Diagonale d’. Welde Lange und Breite hat das Rechted?

. On einem rechtwintligen Dretecte wird die Hypotenuje duvd) thre Hohe in
swei Abjdhnitte getheilt; die Hypotenufe ift a, die eine Kathete ift gleid
vem nidyt anliegenbden Hypotenujenabjchnitte. Lie grof find die Katheten?
3n einem gleidyjchentligen Dreiede ift gegeben die Hohe h und die Summe s
aus der Grundlinic und dem Schenfel; wie groff find die Seiten?)

1 Drei Bahlen bilden eime jtetige geometrijche Proportion; ifhre Summe ijt
14, die Summe ihrer Quadrate 84; weldje Bahlen find es?

‘Dic Summe dreier Bablent, bdie eine jtetige Proportion bilben, ijt 39,
ihr Prodbuct 729; weldes find die Sahlenf?

3 einer geometrijdjen Proportion ift die Summe der duferen Glicder 18,
bie Summe bder inneren Glieder 17 und bie Summe der Duabdrate aller

L vier ®lieder 325; wic heifit die Porportion?

. Die Summe der vier Glieder ciner geometrifchen Proportion ift 72, das

Product ber inmeren Glieder 140, bdie Summe der Tuadrate aller vier
Gliever 2050; wie heift die Proportion?

Gine bejtimmte Arbeit fann von A und B ausgefithrt werden; A allein
braudt u derfelben um 2 Tage mehr, B allein um 44 Tage mehr, ald
jie beibe braudhen wiirden, wenn fie jujommen avbeiten. Lie vicl Tage
brauden beidbe jujonimen zur Bollendung bder Arbeit?

é?} A und B verfaujten gufjammen 100 Weter einer Ware, und jwar der

vt

cine mehr a8 bder amderc, aber beide nmabhmen dennoch bdiefelbe Geld-
jumme ein; Hatte A jo viel Weter gebabt wls B, fo wiitde er 63 fl.
dafiic cingenommen faben; hitte B jo viel Wieter al8 A gehabt, fo
wiitbe cv nur 28 fl. dafiiv echalten haben. Wie viel Wieter hat jeder
verfauft?
.| Bwei Robren liefern jujammen in 20 Minuten 540 Liter Whaijfer; die
Cerfte Rohre braucht, um allein diefe Quantitdt Waffer zu liefern,

S eimem vechtwintligen Dreiece find die Hypotenuje a und dev Fladen-

ﬁﬁ)_ﬂﬁinuten mehr al8 die pweite. Wie viel Liter liefert jede in 1 Minute?
0

80

inhalt f gegeben; Deftimme bdie beiden Katheten.

. 3n einem rechtwintligen Dreiece jind die Hypotenufe a und die Differeny

d ber beiben Ratheten gegeben; wie grof} ift jebe Kathete?



8l.

82.

83.

84.

)

&y

86.

87.

88,
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Aus ber Summe s der Hypotenuje unmd der einen RKathete und der
Summe s der Hypotenuje und der andern Kathete die Seiten bes vedyt-
winfligen Dretectes zu bevedynen.
Jn zwei Quodraten ift bdie Diffeveny der Diagonalen d, bdie Summe
ver Flacdjeninhalte s; wie grof find bdie Seiten?
Diec Diagonale eines Rechteces ift 85 Meter; verldngert man jede Seite
um 2 Meter, o wichst der Flacheninhalt um 230 Vuadratmeter; wie
grof find bie Seiten?
Cin Grundjtii von der Form eines Redytectes ijt a Weter lang und
b Weter breit; um wie viel Wieter mujs die Yinge verfleinert und um
wie viel Meter die Breite vergripert werden, damit dag Grunbitic an
Subalt gleid) bleibe, an Umfong aber um a — 2b Weeter fleiner werde?
Gin Reifender brand)t zu einem Wege von 520 Kilometer 3 Tage mehr
al ein amdever, weil diefer tdgli) 12 RKilometer mebhr juviidlegt als dev
erftere. LWie viel Tage braudyt jeder ju diejer Reije?
Lon zwei Orvten, bdie 270 Kilometer von einamber entfernt jind, gehen
gleichzeitig swei Cifenbahnziige ab, vom bdemen ber eine gu einem Kilo-
meter 05 Minuten mehr braudjt als der anbdeve. Wenn fid) nun dieje
BRlige b Stunden nac) ihrer Abfahrt begegnen, wie viel Winuten braudyt
jeder zu einem Silometer?
Bwei Reifende gehen gleihzeitig, der eine von A’ gegen A, der ambdere
von A gegen A’ ab. Der erfte fommt tm A” in a’ Stunben, der zweite
in A’ in a” Stunden nad) ihrer gegenjeitigen Begegnung an. LWie ver-
halten fich thre Gejdhwindigleiten ¢’ umd ¢ ?

Beﬁeldyuet d bie Cntfernung der Ovte A’ und A, jo finbet bie Begegnuug
nad S + py7 Beiteinbeiten ftatt; bi8 babin haben bdie Reifenden bie LWege fﬁc#—-

¢ c."

unb 7 gemadyt, fie haben daher besiiglid) nody bie %eqe ——— und

o + P (:‘_—i-—AC';
ud l.'.‘
2 h "
jur cfaulegen und brauchen Ddagu e + c,,) c" TE Beiteinbeiten. Dan
e’d ed
bat © —_—— — af —_— = g
hat daber e a’ unb o (o o) a',
Divibiert man bdie yweite Gleidung durd) bie exfte, jo evbalt man
c:z 8,“ ¥ L C‘ Van

o e TOMRENECTES TR

a

Rwei Punfte bewegen fidh gleidhfirmig auf zwei fid) fenfrecht durdh-
jdhmeidenben geraden Linien nady dem Schnittpuntte hin, von dem fig bie
GEntfernungen d’ und d Hoben. Nad) t Beiteinheiten haben beide Puntte
die fleinjte Cntfernung d von einander. Welde Gejdywindigleiten haben
vie beiben Puntte? (Siehe Aufg. 172, Seite 276.)
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VI. Anbeftimmte Gleidungen.
1. Nnbeftimmte Gleidungen ded crjten Grades.
(§§. 227—252)

ofe tn gamgen Bahlen auj:

+ 23 — 3y = 1.
8. 6x 4 by = 128,
5. Tx — 13y = 152,
7. 12x + 13y = 319.

9. 9x — 22y = b.
ﬁSx - 5y s 1] L 5
T8 16x + 14y = 225.

5. 37x — 22y = 307.
17, Tx + 17y = 408.
X+ 5+ z=12,

Tx + 8y + 42 = 73,
21. 5x + 3y 4 Tz = 36.

N2 LT
4, Tx + 11y = I%.
6. 8x — 11y = 200.
8. hx — Ty =L

10. Tx — 4y i
12. 18x — 25y = 10.
14. 13x + 19y = 73.
16. 23x — BBy = 2.

8. 26x — 11y = 20.
20. x — 4y 4+ 13z = 16,
Tx +y + z =45
22. 8x + 11y -— 20z = 6.

Rofe im ganjen pofitiven Bablen auf:

23. Hx — Ty = 13. 2. bx + Ty = 94.
25. Tx — 12y = 300. 28 171x + 14y = 76.
27, 23x 4 97y = 412. . 25x = 36y — 7

9

29x + 17y = 250.
. 9y N JOTSg e

gl sy s
{ Y iy Y1 106
. 18x 4- Ty = 600.

33. 6x + 17y = 500.
35. 19x — 10y =1, 8. +y+z=145
19x — 87 = 15. {‘ 2% LLgyiig g1,
7
Anwendungen.
37. Gude zwei Bahlen vou foldher Bejdoffenheit, dajé dad Sfadye der exften
i das 3fache der pweiten vermehrt 91 jur Summe gibt.
QR@ Die 3ahl 200 in zwei Theile su zerlegen, von demern der eime bduvd) 14,
ber amdere burch 23 thetlbar ift.
39. Gude wei um 10 veridyicdenec Bahlen, deven Efleineve durc) 21, deren
grofere durd) 34 theilbar ift.
40. Berlege die Rahl 300 in 3wet Theile jo, dajs der erfte wm 1 vermindert
o durd) 9, ber yweite um T vevmehrt dburch 11 theilbar fei. k
Sudye eine Bahl, welche durd) 7 theilbar ift, aber duvd) 29 dividiert 13
sum Refte gibt. '
42. Welche ift die allgemeine Fovm bder pofitiven Sahlen, weldhe durd) 19

divtdiert 1, und durch 28 bividiert 3 jum HKejte geben?
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4% Weldye pofitive Sahlen geben duvd) 24 dividiert 18, durd) 13 dividiert

1 jum Rejte?

Welche . swifchen - 1000 und 2000 liegende Babhlen laffen fidy, wenn fie
0 b

§
45.
46.

A 47,
Ay
{

5.

#”

)(50.
51

- 32,

83.

um 5 grofer werden, duvd) 13, und wenn fie um 5 fletmer. werden,
durd) 17 obne Fejt thct[en°

Aerlege den éBlud) 110

Semand fauft fiir 90 fl. jweterlei Sorvten Tud); von ber einen fojtet
bag Meter 4 fl., von der andeven 3 fl. Wie viel gampe Lieter erhdlt
er von jeder Sorte?

Semand faufte Kaffee und Bucer, jujommen fiiv 48 fl. 15 fr.; 1 Kilogr.
Rajfec foftete 1 fl. 55 fr., 1 Rilogr. Buder 40 fr. Wi viel gange
Rilogr. Kaffee und mu; meI ganze, Kilogr. Buder hat er gef%uft‘?

Der Durdymeijer bu %[f!)tgu[b g{ﬁu betrdgt (;1 ener der ‘Iﬁwpgumn
ftiade 19 Millimeter. LWie viel und Qim:g;&nﬁuée mujs man in
gevaber Rinie nebeneinander fiellen, damit die Summe bder Durchmefjer
1 Meter betrage?

Bon jwei gezahnten Ridern hat dag cime 13, das anbdere 17 Bdbhne;
beim Beginne der Bewegung greift der erfte Bahn bes erjten RNades n
pie erfte Rahuliide des pweiten Rades ein. Nad) wie vielen Umbdrehungen

in jwei Briihe mit den Nenmnern 5 und 22.

. bes erften Rades wird der Bahn 1 diejes Rades wieder in bie Wide 1

pes jweiten etngreifen?

Weldhe breizifjrige Sahlen mit der Biffernjumme 18 werden, wenn man
ihre Biffern in umgefehrier Ovdbnung jdhreibt, wm 198 fleiner?

Welde Bahlen geben der Neihe nad) durd) 11, 19, 29 dividiert begughd)
bie Nefte 5, 12, 4? e :
Die Bahl 50 ijt in drei Theile su jerlegen, die folgeweife durd) 5, 6 7

theilbar find.
121201

< Der Brudy -5~ foll im brei Briiche zerlegt werden, deven Nenmer 11,

16, 25 finb.

. Fiir 30 Perjonen, Wiinner, Frauen und Kinder, find 60 fl. ausgegeben

worden. Wenn nun die Ausdgabe fiir einen Mann 4 L., fiir eine Frou
2 fl. und fitr ein Rind 5O fr. betrigt, wie viel warven Wdnner, wie viel
Frawen und wic viel Kinder?

Gin Kaufmann fmijdt drei Gattungen Spiritug, ju 709, 64% und
509, , um 561 Liter Spiritus von 609 zu erhalten. Wic wird bdie
Mijdung gefchehen, wenn ev von jeder eimgelnen Gattung mur eine ganze
Bahl von Liter verwenbden will?

. Jemand hat Bantnoten u 10 fl. und Staatsnoten ju 5 fl. und 1 fL.;

er will mit denjelben eine Schuld von 328 fl. bezahlen. Wie viele Noten
jeber Sorte wird er jur Bahlung verwenden, wenn bdie Sahl der Noten



67.

l. 5xy — 3y = 168. 2.xy—|—x—~y—_—64_
3. 3xy — by = 16x. 4. Txy + 10y = 136x.
5. bxy — 2x — 3y = 18. 6. x* 4 xy —2x — 3y = 29.
7.12x? —xy —3y 4+ 871=0. 8 x> —2xy+y=4
9.3x2 —2xy—y+1=0. 10. x> —2xy-—-3x+5y+20=0.
. x4 3xy —2x 4+ 2y =8, 12 2x? — 2xy —4x 4+ 3y =0,
Lofe in vationalen Babhlen auf:
13. y> = 16x2 4 5x -+ 7. 14, y2 = 25x® — 39x 12,
I5. y2 =4x* — x + 3. 16. = x? —dx — 3.
17, y2 =— 4x? — B, I8y ="z 5
19. y2 =5x? — Tx + 4. 20. y2 =3x> —2x + 1.
2l y2="7x*4 9. 22. y? =2x% 4 3x + 4.
23. y? =6x* — Hx — 6. 2. y2 =3x? 1+ 17x -} 10,
2y = L2 26. y> = 5x® | 42x + 16.
®ib die Werthe von x an, fitr welche folgende Ausdriice vational werden:
27. V'x? —4. 28. 1V9x2—5x4 7. 29. 1/ 16x® + 9x — 8.
30. 1/9x +x + 4. 3. V32 +2x1+9. 8%V 8x2—3x+1.
3.1V —1 84. V6" 7 2x —20. 35. V 8=+ 2x —3.
Lofe folgende Gleidungen in rationalen Bahlen auf:
36. x2 — y2 =25, 37. 322 —4xy +y +1=0.
38. 3x? —4xy + y? 4+ 3y="T. 39. 4y’ — 4xy 4+ 6x — 8y = 1.
40. 2x? 4+ 2xy —y? —2x + 4y + 5= 0.

su 10 fl. o grof} fein foll al8 die 3ahl der Noten ju 5 L. und 3w 1 fI.
stfammen?
Bezeidmet N eine Jahreszahl der dyriftlichen Beitvedhrung, fo Heifit

ber 9Reft der Diviffon ~ 1 die goldene Zaphl,
ot COE ) N—;Eg ber Sonnengicfel,

108,07 i 1 ﬁ—li;—?’ bie Romerzinsdzahl
fiiv jened Jabr. Fitr welde Jahreszahlen ift a) die golbene Bahl 15
und dev Sonnerivfel 9; b) bdie goldene Jahl 14 und die Rimerzins-
3ahl 3; c¢) bder Sonmemzivfel 10 unbd die Rbmerzindzahl 5; d) bdie

goldene Bahl 5, ber Sonmengivfel 18 und bdie Romeringzahl 13?2

2. Unbejtimmte Gleidungen ded weiten Grades.
(§§. 234—236.)

Lofe n gangen pofitiven Bahlen auf:



41.

42.
43.

44,

45.
46.
47.
48,
49.

50.

sl

53.

287
hx? — 12xy —4y? — 6x + 4y = 3.
4x? 4+ 2xy — y* 4+ 1lx — 4y + 12 = 0.
Tx? —b6xy +y* +8x—2y 4+ 13 =0.

Anwendungen.
Awei gange pofitive Jahlen ju finden, deren Summe ju dem Producte
abbirt 47 gibt.
Bon weldhen wei gangen pojitiven ahlen ift dbas Product um 33 groger
al ihre Differen;?
Bwet gange pofitive Bahlen zu finden, deren Tuotient und @nmme jit=
fammen 35 befragen.
Guche zwet ganze pofitive Rahlern, deren Ltotient und Differeny gleid) find.
Bon welden wet gamgen Babhlen geben die Tabdbrate 35 zur Differeny?
Weldhe aweiziffrige Bahl gibt durd) dad Product ihrer Iiffern dividiert
ben Quotienten H mit dem Refte 2°?
Bwet Bahlen vor ber Bejdaffenbeit anzugeben, dajs die Diffeveny ihrer
SQuabrate wieder ein Quadrat fei.
Gudye bdie allgemeine Form einer Bahl, welde, wenn man fic entweder
unt 1 vermelrt oder umt 1 verminbdert, in betben Fdllen etn Vuadrat gibt.
. Gept man x4 1=2a% unb x—1=2a? —2="»% fener b=1]/a® —2
=a—p, fo folgt a = Ifg—;g A B‘Tj:?}

(Bergleidhe aud) Aufgabe 249, Seite 261.)

. Die Summe zweier Juadrate a? 4+ b? in die Summe weier anberer

Quadrate 31 verwandeln.
a4 bt=xtyt Septman y=V a2+ b+x)b—x)=a4p@®d—x

jo folgt x = il%-;)p—:}? und y = el l_*f'l'!I)‘ 'T"dp
Drei Bahlen von jolder Bejdjaffenheit anzugeben, dajé bdie Summe der
Quabdrate bder beiden erften dem Ouadrate der dritten Bahl gleidh jet.

x? o y2 =22

m® —n?
Setst man fiiv BeIiefaige Werte s> 4 m2 = (s 4+ n)?, fo folgt Davaus s = o

m? L n

uib s 4+ n = IR baber

m? — n? m? 4 n%\2
o el A
ober, wenn man mit 4n? mulhphcrert,
(m? — n%? 4 @mn)* = (m? 4 n?)t.

Demnad) find
x=m?!—n% y=2mn z=m?4n?
vationale Werte von x, y, z welde ber vorgelegten Aufgabe gemiigern, mdgen fitv
m und n wag immer fiir vationale Jablen gemwiblt werben. Nimmt man fiiv m
unb n ganze Bablen, fo exbilt man aud fitr x, y, =z gange Zablen.
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Diefe Anjgabe hat in der Planimetrie thre Anwendung, um vedhtwintlige Dreiede
st erbalten, deven Seiten commenjurabel find (Pythagordijhe Dreiede). Driiden x
und y bie Katbeten aug, jo ift z die Hypotenuje, und men Hat fiiv

m = 2| 3/ 4] 4] 5| 5 6/ 6.
By 211i5!z4_15
x=3f515‘7’1 6(35 11].
y == 412| §[24/20/40/12 60|.
p m51017‘>n3')54137b1

54. Bier Bahlen von jolcher Bejdajfenheit ansugeben dajs bdie Summe der
Quabrate der evften dre bem Quabrate der vierten 3abhl gleidh ]et

+ ¥ 4 #% = uk
Sept man s* - m? 4 n® = (s 4 p)?, jo exhiilt man
2 RRLREL 2
g =2 +;§*’" umb s 4 p="E 2 + P folglid) if
m? 4 n? —p%H\2 = mg
(_...'5'21) i ) + m* 4 n?= { ".}‘zp__‘l'p 5

ober, wenn man mit 4p? nuiltipliciert,
(m* 4-n?* —p*% 4 2mp)® -+ (2np)* = (m* 4 n® 4 p4jk
Daber ift x =mw® 4 n? —p’ y=2mp, z=2np und u=m?-}n2+ p:
Diefe Aufgabe finbet in bder Stereometrie ihve Anwendung, nm redjtwintlige
Pavallelepipede ju erbalten, in benen bie brei Kauten und bie Diagonale commen=
jurabel finb.

VII. Stettenbriidje.
(§8. 238—248.)
Berwandle folgende Briidhe in Kettenbriiche:

92 115 67 113
I a) g1 b) g7 ©) 1517 d) 5575 ®) g55°
49 137 188 108 '\ 349
2. 8) gg57 b). 1o57 ©) 187 d) gg7 5 ®) 1478
104 284 519 378 8668
3. a’) '?1"; b) a3 7 C) _55'; (i) %ﬁ; ) 1405"
4.2) 0°513;  b) 0-0934; «¢) 0-7307; d) 5-13722.
rst4r -4t 6 12x? + 17x - 7
" prst - pr+4 pt 4 st-1" T 24x? | 46x® 4 86x 4 10
Bermwandle folgende Kettenbriide in gemeine Briide:
1 1
1. — 1 8. —ia 1
2 ~ 1 5 cEE e ]
7N B ot o g e e + _év
1 f
9. — 1 10, — ; 1
I L g O
L B S at+1+ e
S + al —I— g a2 + a—f—3+m-
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Hiherungsbritdye,
Berwandle folgende Briiche in Kettenbriiche und beftimme deven Nibhe-
* rungsbriiche:
129 111 135 100 167
. &) 55 ) 557 ©) 3287 d) 1375 ®) 73
LIRENE byEa ¢) 0-357;  d) 0-8282; @) 2-7041.
[ /13. ®ib bdie erften finf Naherungswerte des Decimalbrudies 0°65438 und
L o : :
i ie Fehlergrenge eines jeden bderfelben am.
/ _
14. LBerwandle 31768 in einen Rettenbrud) und weife an den Ndherungsbritchen
bie in dem §§. 242 und 243 begriinbeten Gigenjdhaften nad.
15. Gin Wiener Pfund hat 0-56006 Kilogramm; weldhed find die erften fiinf
Naperungswerte diefer BVerhdltniszahl?
16. Gin Qiter ift = 0-70685 Wiener Wiafl; judje die Miherungswerte.
17. Gin bdjterr. Achtguldeniti enthdlt 5-80645, ein dentjdes Jehnmarkjtic
3:58423 Gramm feines Gold; driide bdas Berhdltnis zwifden diefen
Betben Goldbmiingen in fleineven Raflen moglidit genan aus.
18. Der jynodijdhe Mionat, b. 1. die Beit von einem Neumonde zum andern,

hat 29-53059, bas tropijhe Sonnenjahr 36524222 Tage; beftimme die
erften adt Ndherungdmwerte des EBcrf)iiItniﬁeB beiber Reitrdume.

Auf bem fech8ten Niiherungsbrude welder augbritdt, bajs 19 Sonnenjabre febhr

285 285 !

na!;e\z:sﬁ fonodijdhe Monate ausmachen, beruht ber Meton'fhe Eyilug von 19 JFahren,
nad) beven BVerlauf die Monbedpbhajen wieder nabegu auf bie nimliden Tage ded Jabres
fallen, jowie bie goldene 3ahl, welde angeigt, dag wievielte Jabr in biejem Eyfus ein

Deftimmtes Jabr it

19.
23.

27.
29,
31,
33.
35.
37.

Berechne mittelft der Kettenbriiche folgende irvationale Luabdratwurzeln
auf 5 Decimalen: :
V1o0. 20. 1/23. 21. 47 Ve vai2e.
J 61. 24. 1/205. 25. V631, 26. 1/2222.

Lofe mitteljt ber Rettenbriiche folgenbe unbeftimmte Gleichungen in
gangen Babhlen -auf:

9x +— 23y = 400. 28. 26x — 36y = 14.

18x — 26y = 10. 30. 39x 4 14y = 137.
i R e 32. 24x — 3by = 10.
34x — 1 =37y, 3. 21x — 9yt il
61x + 28y — 206. 36. 36x — 115y — 643,
89x — boy =8 11, 38. 32x 4+ 4by = H52.

A—d s
Mo dnil, Avithmetit und Algebra. / Al o2 19

|
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VIIL. Progreffionen.
1. Arvithmetijde Progrejfivnen.
(88. 250—252.)

Gudge bag allgemeine und das @u}nmcngﬁeh der arithmetifden Rethen:
| o Bt R W2 4.6 R 0812 ...
it SR i iy [ Do e 1[5 R Y% R

5, 100, 922, 85, 71, 10,....

.6 Wic grof ift bdie Diffeveny ciner Progrefjion, deren evjtes Glicd 109,
S und deven 34ites Glied 10 ift?

7. Wiit weldher Bahl fingt cine Progreffion am, deven Differen; 5, und
beven 27 ftes Glied 139 ifjt?

8. Eine Progrefjion fangt mit 1 an und fteigt nad) der Diffeveny H; bdasd
wievielte Glied ift 1167 j

9. ¢ erfte ®licd ciner arithmetifhen Progreffion ijt 20, bdie Bahl der
®lieder 10, bas leste Glicd —16; wie grof ift die Summe?

10. Wie viele Anfongsglieder civer Progreffion mufd man addieren, mm
2808 jur Summe i erhalten, wenn dag erjte Glied 2 und die Diffe-
_remy 10 ijt?

11. Dic Summe einer Progreffion, deren Diffeveny 3 und deven lefstes
®lied 97 ijt, betragt 1612; wie groff ift a) das erfte Glied, b) die
Anzahl der Glieder?

12. Leite die allgemeinen Formeln ab, durd) welde aus fe dreien der Grofen
ay, d, n, a, und s, (§. 251) die beiden ambeven beftimmt werden.

Lofe folgende Aufgaben:

3.-1 1 d n | aAn } Sn
A3, 125 L s T % 5 o
M | 50 =% n 2B A .
;{ 1 9 n e 260
W 250 a 18 1100 "
y./ 1-8 d P ELL Dilais 926-1
18. 8 . n 9\ Y H23c T
19.- 0% e I 0 ! Sn
20. ay 0-27 16 ; an 5208 |
al. a; 8> 8. | 199 L 630 g
ml 1 |
{—% ay d Be ook -\l 4
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93. Suterpoliere in ver Reihe 1, 5, 9, 13, 17, 21,... jwifhen fe zwei

®licver 8 Glieder, fo dafd wieder eine arithmetijche Progrefjion entiteht-

24. Bwifhen p und q follen r Glieder interpoliert werben; wie grof ift das

nte diefer Glieder?

jfps Wie viele Fahlen mujs man jwijden 16 und 250 einfhalten, damit

man eine qrithmetijhe Progrefjion mit der Summe 1995 erhalte?

26. Wic viele durch p theilbare Babhlen liegen wijden O und a?

o/

‘a8,

29.

jﬁé Wie viele Rahlen, weldye durd) 6 theilbar find, legen wifchen O und 100?

Wie grof it thre Summe?

Die Rahl 225 foll in mehrere Theile fo getheilt werden, dajé jeder
folgenbe mm 2 grdfer al8 Der vorhergehende, und der fetite 29 ift. Wie
grofs ift der erfte Theil unbd wie grof die Anzafhl dev Theile?

Eine Summe Geldes wird unter mehreve Perjoren fo vertheilt, dajé
die erfte 80 fl. unmd jebe folgende 4 fl. weniger befommt; bie lebte erhalt
28 fl. Wie viel Perfonen find betheilt worben, und wic grof it die
gange Geldfumme?

. Gin Diener war bei einem Herrn 6 Jahre im Dienfte und erhielt m jedem

folgenden Jahre 12 fl. an Lohn mehr al8 im vorhergehenden, ujammen
900 fl. BWie viel erhiclt v das erfte, wie viel dag lebte Jahr?

. @8 ift ein Brunnen von 12 Mieter Tiefe ju graben; fiiv das erfte Weter

Bt man 4 fl. 40 fr., fiir jedes folgende 40 fv. mehr; wie viel jablt
~anan fiiv das letite Weter, wic viel fitr den gangen Brunnen?

\.\ @in Kbrper legt in der crften Gecunde a Miefer, in jeder folgenden -
; ‘d Mieter mehr juriid al8 in der vorhergehenden. a) LWie grof ift dev it

Secunden  juriicgelegte Rawm; b) in weldher Reit legt der Kovper
s Weeter uriic?

. Gin frei fallender Korper durchléuft im dev erjien Secunbde 4-9 Mieter,

und i jeder folgenden 9:8 MMeter mehr alé in dev vorbergefhenden; wie
rofy ift bder Fallvaum bder Hten Secunbde, wie groff der Fallvaum in

°"-./AE!'> Secunben? (Der Wiberftand der Luit bleibt unbeachtet.)

o

Gine vertical in die $Hdfe gejchofjenc Sugel legt in der erjten Secunbde
200 PMieter, und in jever folgenden 9-8 Wieter weniger juviict; wie Hod

s 0ird fie fteigen umd in wie viel Reit wieder auf die Erde juriidfallen?
mnen Punft Hevum liegen 6 anjtofende Winfel, von bdenen jeder

folgende um 9 12 grdBer ift al8 ber vorhergehende; wic grof find dic
eingelnien Winfel?

36. Jemand fest in die Lottevie auf eine Nummer 20 fr. und, folange ev

R

nicht gewtnnt, jedes folgendemal um 20 fr. mehr al8 vag vorhergehenbe-
mal. Benn nun der Tveffer einer- Nummer mit dem 14facdien Einjake
19%



38,

39.

p
W

.
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bezahlt wird, bei weldiem Spiele witrde ber Gewinnende fein ganges, big
bahin eingejetstes eld zuriiderhalten?

Gine unversinglicge Schuld wird in fechs IJahreszahlungen getilgt. Im
erften Jabre begahlt man 600 fl,, in jedem folgenben um eime beftimmte
Gumme melhr; fiiv a8 fechste Jabhr betrdgt dbie Bahlung 850 fl.; wie
grof} ift die gange Sduld?

Gin Capital ¢ witd nad) n Sc?{cn jammt den einfacjen infen ju p%
surlicigesahlt; wie viel betvdgt pie Rahlung?

Durd) n Jahre wird am %[nfan/ge eines jeden Jahres ein Capital ¢ ju p%
auj einfache Binjen angeicgt;’f su weldem Werte s {ind fdmmtlide Anlagen
big jum Sluffe des nten/ Jahres angewadyjen?

8= ¢ {n . n__(_“ﬁ-(;)@_P}

Dag bdritte Glied eimer avithuretijen NReibe ift 5, das fiebente 11; wie
grof ift das jehnte Glicd?

Die Summe dev erften 6 Glieder einer avithmetijhen Progreffion ift 17,
bag vievte Glied ift 3; wie heipt die Progreffion?

3n einer avithmetijhen Progrejjion betvdgt bdie Summe Dder crjten
5 Glieder 75, bie Differen zwijchen bem fiinften und zweiten Gliede 18;
wic groff ift a) dag erjte Glied, b) die Differen?

Bier Bahlen bilden eine avithmetijhe Progrefjion, deren Differen; 4 ijt;
bas Product dev letten jwei Bahlen betvdgt 165; welde Bahlen find e8?

44. Rwet avithmetijhe Progrejjionen haben gleich viele Glicder, die erfte fingt

4.7

|

i
i

9

47.

» w%

|

mit 1 an und enbet mit 15, die jweite fdngt mit 3 an und endet mit 24;
wie grof ift die Summe jeder -"Qieibe? (Die Lojumg fithrt auf eine
unbeftimmte Gleidung.)

Sn einer avithmetifthen Reifht, deren Glicder die Summen der gleid)-
ftelligen ®fieber weier apfthmetijdhen Progrefjionen mit den Anfangs-
gliedernt 2 umd 3 find, ijt/dag nte Glied In — 4. Wie heifien die beiden
Progrefjionen, wenn b/i,z/"i)iﬁerens ber zweiten Hoppelt fo grof ift als die
Diffeveny der erften?

Die Summe von bdrei Bahlen, welde eine ovithmetifde Progrejfion
bilden, ift 36, die Summe ifrer Quabdbrate 482; welde Bahlen find es?
Bier Bahlen bilden eine avithmetifhe Progrefjion; ihre Summe ijt 2,
ihr Product 40; welde Bahlen jind e8? (Vergl. Aufg. 52, Seite 281.)
On einer avithmetijdhen Progrefjion von vier Gfiedern ift das Probduct
alfer ®licber 880, bdie Differeny bder Luadrate bder beiden mittleren
Gfieder 39; weldhe Progreffion ift e8?

Bwei Kovper bewegen fich gleidhzeitiy vom A aus in derfelben Ridtung;
der eine legt in einer Secumbde 20 Weter guviick, der anbeve in der erften



v S s

10.

11.

g,

Jp

[

13.
ba 14,

15.
16.
§8 19
18.
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Gecunbe 12 Meter und in jeder folgenden 2 Meter mehr ald8 in der
vorhergehenden. Nad) wie vicl Secunden hHolt dicjer den crften ein?

2. Geometrijdhe Progrejjionen.
(8§ 263—2517.)
Gudye das allgemeine und das Summenglicd der geometrijden Reihen:
B, 15, 451358 2. 6, 4 e S
10:5, 2:625, 0:65625,.. .. 4. 3 —12, 48, —192,....
Wie grof ift das erfte Glied einer Progrejjion, deven Quotient 1%,

Ties Glied 68 ift?

deren

Wie viele Anfangsdglicder der geometrifdhen Progrefjion 1, 3, 9, 27,.
mujé man abbieren, um 3280 jur Summe zu erbhalten?

LWie grofp 1ft ber Duotient einer Progrefjion, deren erfted Glied 2, deren
12te8 Glied 4096 ijt?

Wie grofs ift die Summe der erjten 8 Glicder der geometvijchen Progrefjion

b? B3
a, —b

TR T
DBeftimme die Sunume der Neile
T

— S+t ...

e

+ en—l + en’

Qeite die allgemeinen Formeln ab, duvd) welhe aus fe dreien der Grofen
a5, q 0, ap und s, (§. 255) die betden anbdeven beftimmt werden.

Gind a,, n und sn gegeben, fo erhiilt man fiiv g unb an; fid n, an unbd sn F
gegeben, filv a, und g Gleidungen be§ (n — 1)ten Grabes. Sf .\J
Lofe folgenbde Aufgaben: ; J )
ay q n an 8p
T 4 9 . Qn Sn
3 1T N
ﬁ T n 1m g 8n !
jore 3 n a0 | 118096 |
4096 q 14 0-5 Sn
13 7
31 q n 382720 B454
ay —0°5 5] L)) Sn
a 2 14 an 20471
a 3 n 177147 265720




19.
20.
21.

22

e

23.
25.

26.
27.

28.

29.

30,

3.

32.
33.

34,

35,

36.

37. Rwijhen bdas erfte und jweite Glied ber Reibe 16,

DBeftimme bie Summe folgender Progreffionen:

14+ x4+ x4+ =34 .00 4222 4 32

x4 4 x°y + x%y? 4+ xy®  yi

a% —'a%b + a*b® —atb® - a®bt — ab® 4 bh.

Sude i ber Progreffion 1 + % -+ % 4 517— + ... a) bie ©umme bder
erjften 2, 3, 4, 5, 6 Glicber, b) die Summe der Reifhe felbit.

Beftimme bdie Summe folgender fallender Jethen:
9

1 1 1 1 3 27
e R ey Dl St e

1 1 1
e e R
b bh? b# bt "
+"'-'—"T.;+F— v fur b < a.

a?

[

a

Die Summe einer fallenden geometrijhen Progreffion, die mit 1 beginnt,
ift 3; wie groff it ihr Quotient?
Wie Heift das finfte Glied eciner fallenden geometrifdhen NReibe, beven

LQuotient j und deren Summe 20 ift?

@in vein peviodifdher Decimalbrud) x mit der njiffrigen Peviobe b foll
in einen gemeinen Vrud) dbadurd) verwandelt werden, dajé man ihn ald
eine fallende geometrijehe Progrefjfion darjtellt und diefe fummiert.
(Bergl. §. 104, 2.)
Bevwandle ebenjo in gemeine Briidye:

a) 0-6; b) 0-81; ¢) 0-105; d) 8-7.
On einem gemijeht periodijhen Decimalbruche x feien b bdie ZBiffern bder
Periode, n die Anzahl derjelben, ferner a bdie der Periode vorangehenden
Decimalen und m ihre Anmahl; verwandle den Decimalbrud) mit
Anwendung der geometrijhen Progrefjion in einen gemeinen Brud. (BVergl.
§. 104, 3.
Beftimme ebenjo a) x = 0°64; b) x = 0:1254; ¢) x = 9-3513.
Awijen 5 und 405 follen 3 Glieder o eingejdjaltet werden, dafd dann
alfe fiinf Glicder eine geometvijche Brogreffion bilden.
Snterpoliere gwijden je zwei Glieder der Progrejfion 1, 10, 100, 1000,. . .
5 neue Glieder.

Awijden 1 und % jind 11 Glicder einer geometrijhen Brogreffion su

interpolievert. (Ammwendung in der Tonlehre.)
Onterpoliere gwijden x3 und y8 nod) 7 Glicder, o dafé eine geometrifche

Progrejjion entfteht.
LR z
PR T AR ]Uﬁfn

mehrere Glicder fo eingejchaltet werden, bdafs fie mit 16 und % eine
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39.

40.

41.

42.

44,

45.
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geometrijde Progreffion bilben und mit diefen 31% jur Gumme geben;
wie biele Glieder find eingujdhalien und wie Heifen fie?

Cine Summe von 248 f{. foll umter 5 Perfonen fo vertheilt werben,
baf8 jede folgemde doppelt fo viel al8 die vorhergehende erbalte; wie viel

L_evhalt jede?

Jemand fetst jechdmal in die Qotterie; bdas erftemal 10 Kremger und
jedbes folgendemal doppelt fo viel al8 fitr die friiheve Biehung; das
jechstemal gewinnt er und e8 wivd ihm bder legte Ginjat 4800 mal
suriifgesaflt. Wie viel Detrdgt diefer Gewinn und wie viel hat er im
gangen eingefest?

@Es legt jemand im Monate IJdnner eimen RKreuger juriid, in jedem
folgenden Wonate Bmal fo viel al8 im vorhergehenden; wie viel hat er
im gangen Jafre guviicfgelegt?

Gine Sduld von 13000 fl. ol in 4 Raten, deren jebe 3mal jo grof it
alg bie vorhergehende, uriicdgezahlt werden; wie groff ift jede NRaten-
3ahlung ?

Der Erfinder des Sdad)jpicles erbat fidh als Belohnung die Summe
Weizentorner, bdie Dherausfommt, wenn fiiv das erfte Feld des Schad)
brettes 1 Korn, fiiv das jweite 2, fitv dad dritte 4, und jo fort fiir jedes
folgende der 64 Felver doppelt o viel Kdrmer gerechnet werben ald fiiv
bas vorhergehende. Wie viel Tomnen & 1000 RKilogramm wiirden bdiefe
Korner audmadyen, wenn 20000 Kormer 1 Kilogramm wiegen?

. 3n einem Faffe find 100 Liter Wein. Man nimmt davaus 1 Liter umd

gieBt dafiir 1 Liter Waffer hinein; aus diefer WMijdung nimmt man wieder
1 Qiter und gieft eben jo viel Waffer hinein. Wie oft fann man fo ver-
fahren, big in ber Wijdung mur nod) 50 Liter Wein iibrig find? ¥

Gin Lidtftrahl verliert Dei dem Durdygange durch cine Glosdplatte Tl(;

feiner Jntenfitdt; wie grof wird bdiefe nod) jein, wenn er durd) 10 hinter-
eimander aufgeftelite Blatten hindurd) gegangen ijt?

Der Recipient einer Lujtpumpe enthialt 5-3 Cubifdecimeter, bder Stiefel
jammt dem Berbindungsrohre 0°6 Cubifdecimeter; nac) wie viel Kolben-
sligen wird bdie Lujt im Recipienten nur nod) den 10tem Theil ber
urfpriinglicdhen Didhtigleit betvagen?

. Drei Bahlen, von bdemen bdic gweite um 15 grofer ift al die erjte, bdie

oA
;)@7.

britte um 60 grdfer it al8 bdie gweite, bildben eine geometrijhe Pro-
greffion; weldhe Bafhlen find es? '

Die Summe von drei Unjangsgliedern einer geometrijehen Reihe ijt 156,
0a8 crjte ®fied 16; wie grof ift der [uotient?
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48. Dic Summe bes erften und dritten Gliebes eciner geometrijchen Pro-
grejfion ift 92—, bie Swmme bdes weiten und vierten Gliedes 14—;'—; ie

beifit die Progreffion ?

49. Acht Bablen bilben eine geometrijdhe Progreffion, bdie Summe ber erjten
pier ift 15, die Summe der legten 240; welde Jahlen find es?

80. 3n einer geometrijhen Progrefjion ifi die Summe des Hritten und vierten
®licdes b, bdie Differeny bes bdritten und fiinften d; beftimme den
Quotienten und das erfte Glied. :

[ 5l§i On einer geometrijdien Progrefjion von 10 Gliedern ift die Summe der
) —i-fungeraben ®lieder 36905, bdie Summe bder gevaden 110715; wie grof
i) ift der Quotient, wie grof das erjte Glied?

52. Die Gumme bdreier Bahlen, welde eine geometrijhe Progrefjion bilden,
iit 21, die Gumme ifrer Quadrate 189; welde Ballen find es?
(Bergl. Aufg. 56, Seite 281.)

83. Berlege jedes Glied der geometrijhen Progrejfion 3, 48, 768, A2288,...
in 4 Theile fo, daf8 alle diefe Theile untereinander wieder eine geo-
metrifdie Progreffion bilden?

54. Multipliciere die gleidhitelligen Glieder der arithmetijhen Progrefjion a,
2a, 3a, 4a,... und der geometrijhen Progreffion 1, q, q, q3... und
beftimute dag Summenglied S, der dadurd) entjtehenden Reibe.

Beftimme ebenjo die Summe folgenbder Reifen:

85, 14 2x 4 3x2 4 4x% 4 bHxt ... 4 nx> L.

6. 1 4+ 5x + 9x? 4 13x% + 17x* 4 ... 4+ (4n — 3)x»1,

2n —1

3 b £ 9
> M S e R Al e e Sl e

1 4 7 10 3n —2
m7+ﬁ+w+rss+ i R
L 59. ‘Wi grofy ift bie Summe von a) 6, b) 9, ¢) 15 Anfangsgliedern der
NN GReifle 12 22 482 4 424 P
60. Beftimme dic Surmme von a) 5, b) 8, ¢) 12 Unfangsglicbern der
Reihe 15 4 25 4 38 - 48 4 ...

3. Binfeszind- und NRentenveduung.
(88. 261—264.)

L. Bu welchem Bevte wid)st eim Capital von 5300 fl. in 15 Jahren bei
59 Rinfeszing an?
2. Jemand legt 5042 fl. in eine Sparcafje, welde bdie Einlagen s 4%
und pwar Halbjahrig verzinfet, ein; nad) 20 Jahren behebt er bas Capital
fammt Bing und [infeszins; wie grof ift die Summe?



10.

11.

12.

13.
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Wie viel werden 7324 fl. 20 fr. bet 4%% Berzinjung nach 23% Jahren
wert feinr, wenn man die Binfen gangjdhrig sum Capitale jligt?

Dev Beftand cine8 Waldbes wird gegemwirtig auf 42350 Cubifmeter
gejdhdtt; wie grof roird derfelbe bei einem jahrliden Buwads von 3%
nac) 10 Jahren fein?

Gin Land hat gegemwirtig 548200 Ginwohner, wie grof wird die Be-

polferung bet einer jdhrlicdhen Bunahme von 1—;‘—% nadh) 14 Jahren fein?

. Gin Capital von 9000 fL. ift nach 10 Sahren unversinslich fdllig; wie

grof it fein Barwert, wenn Binfeszinfen zu 59 gerechnet werden?
Fitr ein durd) 9 Jahre u 4; % 3Binfeszing angelegtes Capital erhilt
man 5234 fl.; wie grof war dag urfpringlide Capital?
Gine ©tadt 3ahlt gegemwdrtig 36230 Eimwolner; wie grof war bei
eter jdbrlidhen Bunahme von 29, bdie Bevdlferung vor 30 Jahren?
Gin Walbdbeftand wird gegenwdrtig auf 180000 Gubifmeter veranjdlagt;
wie jtarf war derfelbe vor 15 Jabhren, wenn man annimmt, dajs er fidh
wihrend dicfer Beit rvegelmdfig jahrlich um 3% vermehrt Hat?
Gin Capital von 7537 fl. 80 fr. wddst in 20 Jahren mittelft Binjes-
ginfen auf 20000 fl. an; ju wie viel % war e8 verjinjet?
3200 fl. find vor 80 Jahren angelegt worden und wdbhrend diefer Beit
fammt RBinfedzing auf 34059°83 fl. angewad)fen; ju wic viel 9 war
pag Capital angelegt?
Wien hatte ju Ende 1869 622927, su Gnde 1880 726105 Ginwoluer;
wic viel 9% betrdgt die jahrliche Bunahme der Bevdlferung?
In wie viel Jahren wird ein Capital a bei p% Binjeszing mmal fo
grof al8 e urfpriinglid) war? :

Og m

Hier mufjé man aer =ma fegen, daber ift n = ST
o

14. 3n welder Beit verdoppelt fid) ein Capital ju Hy Binjeszing?

16.

17.

18.

On wie viel Beit wirh ein Capital ju 4% 3Binjeszing a) bei gam:
fdhriger, b) bei halbjdhriger Capitalifiecung auf das Dreifadje anwachfen?
In wie viel Jahrenm erhoht fid) die Bevdlferung cime Ovted bei 1%%
jahrlicher Bunahme von 5200 Ginwohnern auf 9433 Eimwohuer?

Bon einer Schuld von 10000 fl..werden nad) 3 Jabhren 2500 fl., nadh
6 Jahren 1000 fl. bezahlt; wie grof ift nod) die Schuld nac) 10 Jahren,
wenn 5% Binfeszinfen gerechnet werden ?

Gin Capital a wird zum Binsjufe e verzinst, die BVerwaltungstoften
betragen v % unbd werdben am Ende jedes Jahred abgevechnet; ju weldper
Gumme widst dag Capital i n Jahren an? :

e Sy AR
e (1 100).
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21.
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23.
24.

25}-

Durd) 20 Jabhre werden ju Anfang eines jeven Jahres 200 jl. angelegt;
st weldhem Werte werden bdieje Capitalien bei 49 Binfedzing gur—eit
der lebten—Stniage- angewadifen fein? ~/7 20 Jahres

Jemand evfpart jahriich 280 fl. und legt diefc am Gnbe eines jeden
Safhres auf H% Binjesjinfen an; diber welde Summe wird er nad
15 Jafhren auf diefc LWeife verfiigen tounen?

Durd) n Jafhre wird jahrlih cin Capital r jum Jinsfufie e angelegt,
vie Verwaltungstojten betvagen fahrlih v und werben am Enbe des
Jahres abgeredhnet; ju welher Summe find diefe Capital8betrige jur
Beit der lesten Anlage angewadfen?

Qemand hat durch) 12 Jahre am Anfange eined jeben Jahres ven gleidhen
Geldbetrag 3u 4-;—% Binjesying angelegt, und bezieht dafiir nach diefer
Beit 1939 fl. 18 fr.; wie grof war die jihrlide Einlage?

GEin Capital von 12500 fl. ift nadhy 7 Jahren fallig; es joll durd) gleiche,
am nfange eines jeden der 7/3abhre zahlbave Summen getilgt werden.
LWic grofp find die Theilzahlupgen bei 59 Rinjedying?

Lie hod) wiiffen die am Enpe eines jeben Jahres ju leiftenben Abjdlags-
jablungen fein, damit eine/nad) 10 Sabren umverzinglid) fdallige Schulo
pon 8000 Wiart getifgt mwerde, den Bins ju 4% geredhnet?

Gin Gutsbefiber will jeine Feldfritchte tm veranjdhlagten Werte von
6800 fl. gegen Hagel verfichern; wie hod) wird die Affecuran-Gefelljdjajt
bie jdbrlidhe Berficherumgsprdmie bei 5% Rinfeszing anjegen, wenn
angentommen wird, hafé ber Pageljchlag die Feldfriichte jener Gegend
burd)jdnittlich alle 16 Jabre gdnglich vernichtet?

. Ein zu 4%% Binjeszing ausjtchendes Capital von H000 fl. wird am

29.

ﬁnbz.,jehéﬁ Jafhres um 500 fl. vevmelhrt; wic Hoch wird e8 in 8 IJabren
anmmwadfen?

27. Bon einem Walbe, veffen jdhulicher Buwads 2%% betrdgt, ijt ber

gegenmirtige Beftand 145678 Cubifmeter; wie grof wird ber Veftand
nad) 18 Jahren fein, wenn am Gude eined jeden Jahres 1175 Cubit-
meter gefdllt werden?

Jemand will cine Sduld von 10000 ff., dte gu 5% zu verzinjen ift,
in 10 gleiden Jabresraten abtvagen; wie grof witd eine Raten-
jablung fein?

Dem Bormunde eines Kindes von 5 Jahren wird eine Summe von
6000 fl. mit bder Berpflichtung iiberwiejen, bas Kind bis jum 18ten
Jabre zu erjiehen; weldhes ift der Betrag ded nachjchuisweije zahlbar
angenommenen  jahrlichen  Erjiehungsgeldes, wenn 5% Binfeszinfen
Devechnet werden ?
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30. Gine Stabdt will bei einer Bant ein Anlehen mit der Verpflidhtung auf=
nefhmen, bdasfelbe durd) einem am Eude jedes Jahres jahlbaven Betvag
pon 28000 fL. - binuent 20 Jahren ju tilgen; iwelde Summe wird die
Bant der Stadt bei 59 Binjeszing darleihen?

| 31. Wie viel bletbt von einer Schuld von 26000 fl. bei 5% Binjesziné nad
10 Jahren itbrig, wenn fiir Binfen unbd Tilgung cines Theiles der Schuld
jahrlich 2000 fl. gezahlt werden?

32. Wie grof ift cin auf Binfeszinjen ju 4—,1)--% angelegtes Capital, wenn
von demfelben bei cimer am Gnbde cines jeden Jahres eintretenden Ver-
minderung wm 250 fl. nad) 15 Jahren nody 1300 fl. itbrig find?

33. Gin Bater Dhinterldfst feimen 5 RKinderm ein Vermbgen von 20000 fL.,
weldes 3u D% HBinfeszing angelegt ift; bdavon begiehen die RKinber am
Gnbe eined jedben Jahres 1500 fl. Wie viel erhilt dbamm jebes der Kinder
nad) 6 Jahren, wenn dev Reft des Lermbgens ju gleidhen Theilen unter
fic vertheilt wird?

34. Jemand fauft ein Haus unbd beahlt den Kaufjdhilling daburd), bdafs cr
burd) 20 Jahre am Sdlufje eines jeben derfelben eine Abjdhlagszahlung
von 1200 fl. leiftet; wie grofi ift ber Kaufpreis, wenn jede Abjd)lags-
sahlung sugleih 59 Binfen fiiv die nod) unbegahite Schuld enthalt?

35. Wie viel mufs man am Sdlujje cines jeden Jahres ju einem Capitale
vort 4500 fl. hingufiigen, bannt e fich bei 49 Rinjeszing in 6 Jahren
verdopple ?

Jemand hat ein Capital von 125632 Mart ju 4%% ausftehen und

gebrancht davon jdhrlicdy 1000 Marf; nach) wie viel Jahren wird das |
Gapital crjddpft fein? e
37. Gin Wald, deffen Beftand auf 150000 Cubitmeter Holy mit einem jahr-
lien Buwadis von 29 veranfhlagt wird, foll innerhalb 12 Jahren
abgeftoctt werben; wie viel Holy wird man jahrlid) jhlagen, um jedes
Jahr gleidh viel Holy su erhalten?

38. Gine Gifenbahn-Gejellichaft madht einc Anleihe von 4 Millionen Gulbden
3t 5% und will bdicfelbe dadurch amortifieren, dajd fie jdhrlich 250000 fl.
sur Binjenzahlung und theilweifen Tilgung deg Anlehens verwendet; nach
wic viel Jahren wird die Sduld getilgt fein?

39. Jemand orduet in feinem Teftamente an, dajd jeinem treuen Diener bis
su defien Tode jabhrlid) 100 fl. ausdgesahlt werden. Die Grben werden
mit dem Diener einig, thm dafiiv auf einmal einen Betvag von 1200 L.
1 3alﬂen Wic viel Jabhre mifste der Diener nod) leben, wenn er von
dem  (lbereinfommen weder Sdjaden nod) %ort[yer[ 1E)aben jollte, bdie
Binfen ju 59  gevedmet? o

,ﬁ

. dady

36. |




40.

Jemand nimmt bei einer Sparcajfe ein Capital von 8000 fl. auf, bdas
ev burd) gleihe Theilzahlungen, die am Gnde eined jeden Jahres fdllig
find, in 15 Jahren tilgen will; wie grof} ift eine Theilzahlung, wenn bdie
©parcaffe verausgabte Gelder mit 59, empfangene dagegen mit 49
Binjegzing in Redmung bringt?

e ———

_,_-v._% ——— e

\4\1.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48,

49.

sl.

Gin Herr will jeinem Diener bei einer BVerfidherungsanitalt ein nad
11 Jabrent abtbares Capttal von 1000 fl. verfidern; welden Betrag
muf$ ev an de Anftalt zahlen, wenn diejelbe ju Hg verzingt?

Weldpen Bavwert hat cine durd) 14 Jahre am Enbde jeded Jahres mit
420 fl. 3u leiftende JRente, wenn 49 Binfen gevechnet werden?

Jemand verfauft eine nad)jduisweife Fahresrente von 620 Mart, bdie er
nod) burd) 10 Jahre ju geniefen Hat; wie viel wird er dafiir erhalten,
wenn 49 Ainjeszinjen gerecdinet werbden?

Ein BVater will fiir feinen Sohn, wenn bdiefer das 24jte Jahr erreidht
hat, cine Summe verfichern; er gahlt ju diefemn Bwede von der Geburt
oes Sohnes angefangen bis ju jemer Ieit an eine Verficherungsanftalt
ant - Anfange jedes IJahres 400 fl. Weldhen Betrag wird bdie Anftalt bei
59 Ainjeszing nad) 24 Jahren auszuzahlen Haben?

Semand will fiiv jeinen Sobn bei etner Bant cime Summe von 1000 fl.
verfidjern, welche diefelbe betm Beginne des 15ten Jahres auszahlen
foll; welchen jahrlichen Betrag muf er am Unfange cined feden Jahres
big au jemer Reit jum Binsfufe 1:045 Leiften?

Gin Capital von 20000 fl. foll Det 44, Binjeszing durd) eine jihrlicye
Rente getilgt werdenr, die vom Eude bdes erften Jafes Deginnt und
30 Jahre dauert; wie grof mufs bdie NRente fein?

Jemand evlegt 12000 fl. zu 49, und will dofir durd) 24 Jalhre am
Gnbe jeded derfelben cine Remte beziehen; wie groff wird diefelbe fein?
Bei einer Anjtalt werden 1000 fl. gegen Cutridhtung einer jahrlichen
Bramie von 27 fl. verfidhert; nad) wie viel Jabhrem ift bei 4%% bag
verjicherte Capital burcd) Pramien gebect?

Gin' Capital von 8000 fl. joll buvd) die nachjdujdweije jahrliche JRente
von 801-12 fl. bei 4% Bins getilgt werden; wic lange mujs die NRente
gezahlt werden?

BWie viele Jabre hat eine nad)jdujsweife Rente zu laufen, die jahrlid
600 fl. betrdgt und gegemwdrtig einen Wert von 10000 fl. Yat, die Binjen
st 5% qevechnet?

Jemand verfichert bei einer Anftalt auf den Todesfall H000 fl. und mufs
am nfange jedes Jabhres eime Prdamie vom 180 fl. zablen; wenn er



58,

a9,

60.

61.

S0
nun nad) 24 Jahren ftivbt, wic grof} ift der Gewinn oder Verlujt der
Unftalt bei 4% Binjeszing?

BWie grofy mujs die IJahredvente fein, die 10 Jahre Hindurd) ju jahlen
ift, wenn fjie einen gleiden gegemwirtigen Wert Haben foll mit einer
Jafresrente von 500 fl., die 15 Jafhre ju laufen Hat, die Binfeszinjen
ju 49 gevechuet?

Jemand hat cine Jahresvente von 1800 Wart auf 30 IJafhre zu begiehen;
ev wimjdt aber jtatt derfelben eine grofere auj 20 Jabre zu haben; wie

grof wird biefe bei 4%% Bing fei'n?

Gine Jafresrente r, die jum Binsfufe e durd) n Jahre ju zabhlen ijt,
foll in cime ambeve r’ jum Binsfufe o' vermanbdelt werben; wie  viel
Sabhre wird die meue Rente u zahlen fein? :
Jemand will durd) 18 Jahre am Unfange eined jeden Jabhres cine
beftimmte Summe begahlen, bamit rnad) Bevlauj diefer Beit ev felbit
odev eine andeve Perjon 10 Jahre Hindbuveh eine am Ende jedes Jahres
fallige Jahresvente von 500 fl. genicfe; wie grof ift bdie jdhulich 3u
sablende Summe, wenn 5% gevedyet werben?

. Welde Ginlage mujd man durd) 20 Jahre am Anfange jedes IJahres

an eine Verficherungdanjtalt maden, um nad) LVerlauf bdiefer Beit bei
49, DBerzinfung eine Jabhresvente von 300 fl. duvd) 12 Jabhre ju
geniefen?

Jemand 3ahlt burd) 30 Jahre ju Anfang eines jeden Jahres 68 fl. in
eine Rentenbant, weldhe su 49 verinst; welde nacdjdhujsweife Rente,
wird ihm die Bant durd) die 7 folgenden Jahre geben?

Weldhe nad)jdujsweife Jahresrente with man durd) 15 Jahre begiehen,
wenn man vorher durd) 25 Jahre ju Anfang cines jeden Jahres cinen
Betvag von 125 fl. eingezahlt hot und 5% Binfeszinfen vecdhnet? il
Jemand halt fich noch auf 20 Jafre fiiv avbeitsfihig; iwie viel mujs Gr
in diefer Reit jahrlich auf Rinjen a 4_1¢ legen, um nac) Ablanj ver-
felben noch 15 Jahre eine Jabhresrente bon 300 fl. su gentefenl———,__
Semand, der fidh nod) 15 Jahre fiir arbettsfa[)lg Dalt, fpart in diefer ,
Beit jdhrlih) 250 fl. und legt fie ju 4% auf Binfen an; wie lange fann |
ev dafiie nad) Ablauf jemer Beit eine Sahresrente von 400 fl. anfpre;f)en?/J
@ine Rente, welde im erjten Jahre 400 fl. Detrdgt und in jedem
folgenben Jahre um 50 fl. wid)st, wixd 10 Sakre f)inhurrh,am -Ende-eines
jeben Jabhres ausgezablt; weldes ijt t[)r EBm‘melt nmm 4 % Bmnfes-
sinfen gevechnet werden? R S o 3 '-* 5 S i
q,L\wY\ O{Tmﬁ]z’t!‘__‘f i3 { ‘l) ‘:f‘m'/
e b g ) Y\ ®
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1.
12.

13.

14

16.

17.

IX. Combinationslefre.

1. Permutationen, Combinationen und Bariationen.

Permutationen. (§8. 266—268.)

. Wie viefe und welde Permutationen erhilt man aus den Budiftaben

oe8 Wortes ROMA?
©telle fiiv die Elemente abede lexifographijd) bdie Pernutationen bdar, °
dte 1) mit a, 2) mit ¢ anfangen. -

. Bilve die Vermutationen aus den Elementen aaabbe.

Wie grofs ift die Babhl der Permutationen aus a®b??

Wie viele viersiffrige Bahlen gibt e, bdeven jede die Biffern 3, 0, 7, 4
enthalt?

Bie viele fiinfziffrige Bahlen enthalten dbie Biffer 6 2mal, die Biffer 3
2mal und die Biffer 5 1mal?

Wie viele neunifivige Bahlen faffen jich aus den weun avabijden Biffern
bilbenr, wenn die Biffern jever 3ahl ungleid) jein folfen?

Wie oft toumen 5 Tifdygenoffen ihre Plite am Tifdhe wechfeln, i fie
in allen Ovdnungen gejefjen find?

Wie viele verjcjiedenc Stellungen geben 3 weife, eine blawe wnd 2 vothe
Kugeln?

Combinationen, (§§. 269—272.)

Bilde fitr die Elemente abede die Amben und Ternen a) ofhne Wieder-
bolung, b) mit Wicderfolung.

Bilve alle Combinationen ohne Wiederholung von den Elementen 123456.
Wie viele Amben und Ternen enthalten 6 Elemente a) ohne LWieder-
holung, b) mit Wicderholung?

BWie viele Elemente mujs man Haben, die mit Ldiederholung combiniert
fiiv ivgend eine Clajfe ebent fo viel Combinationen geben, als 10 Glemente
ofne Wiederholung fitr diejelbe Elojfe combiniert?

Wie viele Unionen, Amben, Ternen, Duaternen und Duinternen geben
a) bie 90 Phnmmern der gewdhnlichen Sabhlenlottevie, b) die in einer
Bichung Herausgehobenen H Numinern?

. Weldje und wie viele Wiivfe duvchaus ungleicher Felder fdumen mit

2 Wirfeln geworfen werden?

Wie viele Dretecte fomuen burd) 6 fidh) jdyueidende gevade Linien gebildet
werden ?

Wie viele und welde Vevbindungen zu drei find aus den Seiten a, b, ¢
und ben Winkeln «, B, p cines Dreieds mbglich?



18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

7.

28.

29.
30.
31.
32.

g3,

34.

e

Welde Arten des Wechjels von je bdrei der 6 Farben: roth, ovange,
geld, gritn, blau, violett find moglich?

Iuf wie viele Wvten [Gf§t fidh das Product abede in gwei Producte
serlegen, vom demen bas eine 2, dag andere 3 Factoven enthilt?

Auf wie viele Arten a8t {id) a) dad Product abed tn Broducte von
2 Factorernt, b) bag Product abedef in Producte von 3 Factoren
serlegen?

Auf wie vielerle Avt laffen fih 32 RKarten unter 4 Spieler jo ver-
thetlen, bajs jeder 8 RKavtenw erhalt?

Barialionen. (§§. 273—276.)

Yilde die Variationen der 2ten Clafje ofe Wiederholung von den Ele-
menten abede.

Bildbe die BVaviationmen der 2ten und Sten Claffe mit Wiederholung von
ben Glementen abe. ;

Stelle die erften 20 Barviationen der Sten Claffe mit Wicberholung von
bert Glementen abed bar.

. Wie viele Bariationen der 2ten, Sten, 4ten Claffe a) ofhne Wiederholung,

b) mit Wiederholung geben 10 Elemente?

Wie viele vreiziffrige Bahlen gibt e8, deven Biffern von einanber ver
jchieden {ind?

TWie viele viersiffrige Bahlen find mittelft der Riffern 3, 4 und 5 bar-
ftellbar?

Wic viele fitnfjiffrige Sahlen, bdeven jede mit 5 beginnt, [lajjen fich aus
pen Biffern 1, 5, 9 bilben?

BWie vicle verfdicvene Witrfe find mit 2 Witrfeln mbglic)?

Welche verfdyicdene Wiirfe geben bei drei Wiirfeln 10 jur Swmme?
Auf wie viele Avfen famn man mit 4 Witrfeln die Summe 15 werfen?
Wie viele Wiirfe find mit 3 Wiirfeln moglich, von demen der eine weifi,
ver jweite gelb, bder bdritte voth ift, wenn man annimmt, dajé Wiirfe
von gleidjoiel Augen, aber in verfdicdenen Farben ald verichicden u
betvadyten {iud ?

€in optijder Telegraph fat 6 Arme, von demen jeder 4 verjdhicdene
©tellungen einnelhmen fann; wie viele verjdhiedene Beichen faun der
Telegraph geben?

Es {ind 4 Fdcder mit 7 verjhiedenfarbigen Kugeln zu befegen, fo dafs
in jebed Fad) eine Kugel ju Gegen fommt; auf wie vieterlet Avt fann
ied gejdhehen?
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2. Potenzen von Binomen.

(. 279.)
. (x 4 a)t 2. (x — y)o. 3. (x + 3).
. (2 — a). 5. (a — 2b)8. 6. Bx - 4y).
. (ba — 3b)e. 8. (x2 4= 2y 0 (3a® — 2Db?)°.
. (a 4 b)* == (a — b)~ 1. (x* 4 3)° — (x* — 3)5.

/I{ LWie f)eirﬁt a) dag fechste Glied der Poteny (5x2 + 6a2)19;

K bag adte Glied in (3a — 2129
. Beftimme den Coefficienten
LAY von x5 in der Gntwidlung von (Gx + 3)%;
b) von &t in (3a? — 2b2)10 — (222 — 3h0;

% 5 ¥ 6 0= a b5
. (5 +1)° 15, (5 —2)". 1l
1,8 2a 3b\5 4m 9n\6
17. (x —3). 18. (3—5 4 1;)- 19. (3}; “4’,'“')'
o 4 ax? 4b*y)4 3ab? 2 c2y\6
20. (x* + L) 0 (s + 7)o (BR—)
. " : ¢ X 219
23. ®ib an a) dad finfte Glicd ber Reibe (2— - —5);
b) bas fiebente Glied in (Fios + 5o2)"
24, Wie Heifit der Coefficient von x° in (%3{; — i—f "
250 (1408)5 ='(L'4F 13)8 =il 26) (0°997)4="(l — )t = .i
DBeftimme ebenfo auf 6 Decimalftellen:
27. (1-025)15; 28, (1-035)12; 29. (1-055)14;
30. (0-98)15; 31. (0-996); 32. (1-999).
33. (4 + 1/3)". 3. 6 —5128. 3. (V= + 1y)>
i Loatrs TR
36. (al/b—bla)p 37 (2x — ‘/5) . 38, (g ‘/; +5 ‘/;) :
39, (14 — 1), 40, (3 — i)%. Al 1 2k
42. (a + bi). 43, (J/ —44+)—2)8. 44, 2 Va — bik.
45. (a + bi)* == (a — bi)~. 46. (1 +i1/5) + (1 — iV
V8 +i)6 i 8+ip2)s 8—11/2\8
i el T oy s T8
3. Wahrideinlidfeitsredmung.
Abfolute und relotive Wabrldyeinlidhkeit. (§§. 282 und 283.)
1. Wie grof ift die Wahridheinlichleit, beim Unfwerfen eines Wiinzftitctes

D" ju werfen?



2. Wie grof ift dic Whabrideinlichfeit, mit einem Mimmzjtiide eher ,Bild"
al8 |, Sdrift” su werfen?

3. 3n einer Urne find 15 Qugeln; wie grof ift die Wahrideinlichleit, a) eine
ungevabe 3ahl, b) eine gevade Bahl von Kugeln Hevauszuziehen ?

4. 3n einer Urne befinden {ich 10 weiffle und 6 rothe Kugeln; weldes ift
dic Walhridheinlichfeit, eine weifle Kugel u zichen?

5. 3On einer Ueme find 4 weifie, 3 rothe und zwei blaue Kugeln; wie grof
ift bie Walridheinlichfeit, unter 4 Kugeln eine weifie, swei vothe und eine
blaue 3u greifen?

6. Wie qrof ift bei cinem Spiel von 32 Karten bdie Wabrjdeinlicfeit,
a) einte vothe RKavte, b) einen Kbnig zu zehen?

7. Wie grofy ift die Wahrideinlichfeit, mit drei Witrfeln zwei gleiche Felber
(etnen Pajd)) u werfen?

8. Wie grof ift die Wabhricheinlichfeit, mit 2 Wikrfeln 8 Augen ju werfen?

9. Wie grofi ijt die Wabrideinlichfeit, mit 3 Wiirfeln auf einen Wurf
a) gerade 3, 4 und 6, b) die Summe 6 u werfen?

10. Wie grof ijt die Wahrfcheinlichieit, mit ywei Wiirfeln a) eher 7 alg 10,
b) eher 7 al8 5 ju werfen?

11. Bon 8500 Prioritdts - Obligationen eined Eifenbahnanlehens werden
125 ©tiid verlost; wie grof ift die Wahridheinlichleit fitr die Verlofung
eines Stiicfes?

12. Die gewdhnliche Bahlenlotterie enthalt 90 Nummern, von bdenen jebesmal
5 Derausdgezogen werben; wie grof ift die Wahrideinlichteit,

a) eine genannte Nummer (Crtvate) zu treffen,

b) mit jwei genannten Nummern einen Ambo 3u maden,

c¢) mit bret gemannten Nummern einen Ternc ju madpen?
Bufommenge[ehte Wahr[deinlichheit. (§§. 284—288.)

13. BWie grof ijt bdie Wahricheinlichfeit, dajé man mit 2 Wiirfeln auf den
erften Wurf einen Pajd), auf den zweiten die Augenzahl S werfe?

14, Wie grofy ift bei 3 Wiirfeln die Wahrideinlichleit, suerit die Summe 5,
bann die Summe 4 ju werfen?

15. Wie grof ift die Wahrideinlichfeit, mit 2 Witrfeln mehr al8 9 Augen
st werfen?

16. Wie grofy ift die Wahricheinlichteit, mit einem Wiirfel a) in jwei Wiirfen
bag erftemal 1, dag jweitemal 2 ju werfenr, b) in jechs Wiirfen das
erftemal 1, dag gweitemal 2,... dag fechstemal 6 zu werfen?

17. 3n einer Urne befinden fich 8 weife, 6 vothe, 10 blaue und 5 jdhwarge

Sugeln; welde Wahrideinlichleit ijt vorhanden, beim Herousjichen jweier
Rugeln eher eine weiffe und ecine blawe, als eine vothe und eine jdhmwarse
Rugel zu ziehen? .

Motnit, Avithmetit und Algebra. 20
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Wie grofy ift die Wahrideinlichbeit, mit swei Wiirfeln 3mal nadjeinandgo
einent Pafd) 1 werfen?

BWie grof ift die Wahridheinlichleit, dafd man mit eivem Witrfel 3me

nachetnanbder 1 wirft? :

Wie grof ift die Wahridpeinlichfeit, aus einem Spiele von 32 RKarten i

ben erften awet Bitgen Konig und Dame derfelben Favbe, jedoch in belied!
biger Ordnung u iehen ?

Wie gqrofp ift bie Wahrideinlichleit, aus cinem Spiele von 32 RKarter

guerft eine Behu, davauf, wenn die juerft gejogene RKarte nid)t wieder

hinzugelegt wird, einen Konig ju jiehen?

BWie grof ift die Wahrjcheinlichfeit, aus einem Kartenjpiel von 52 Blétterty
3mal hinteveinander ein A8 zu ziehen?

In einer Urne find 3 weife, 4 vothe, 5 gelbe und 6 blaue RKugeln;
wie grof ift die Wabridheinlichfeit, cime weifle, vothe ober gelbe Kugel
ju giehen? : ;
On eimer Urne A Definden fid) 4 weiffe und 6 vothe Kugeln, in einer’
aweitenn B 6 weife und 8 vothe Kugeln; wie grof ift die Wabhridhein-
lichteit, dajé man, wenn man ausd beiden Urnen jugleid) jieht, aus jeder
eine weifle Kugel iehe? |

. Wie grof ift die Wahridheinlichfeit, beim jweimaligen Hevausdzichen e

eirer Nummer aud einer Urne von 90 Nummern das erftemal bdie
Rummer 1, dad sweitemal die Nummer 90 ju jichen, a) wenn die uerft
gezogerte Mummer wieder in die Urme juriicgelegt wird, b) wenn das
nidht gefchieht?;

Sn einer Urne {ind 12 weiffe und 9 jdwarge Kugeln. Man jieht 8mal
je eine Kugel heraus. Wie grof ift die Wahrjdjeinlicheit, dajé in den
evffen fiinf Biehungen 5 weiffe, und in dem fpdteren drei Biehungen
3 jdwarze Sugeln gezogen werden, a) wenn man nad) jeder Biehung
vie Rugel in die Urne juriidwirit, b) wenn das nidht gejchieht?

Mathematifdyer Hoffnungswert, (§§. 289 und 290.)

Jemand fann, wenn er mit jwei Wiirfeln die Summe 5 wirft, 2 .
gewinmen; wie grofy ift fein mathematijcher Hoffnungswert?

Wie hoch) fann der Cinfak fein, wenn beim Spiel mit zwet Witrfeln
jeder Pajdh 1 fl. gewinnt, andeve Wiirfe aber nidht 3ahlen?, :
Bwei Spieler A und B fommen mit einanbder iibevein, dafs derjenige den
ganzen Ginfats erhalten jolle, welcher zuerit 3 Pavtien gewinnt; naddem
aber A 1, B 2 Partien gewonnen fhat, trenmen fie fidh; in weldem
Berhiltnifie ift num der Ginjats su theilen?
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Jemand erbietet fih, demjemigen, bder aus eimer Urne mit 5 weifen,
6 vothen und 7 blauen Kugeln mit einem Griffe 2 weifie, 3 vothe und
4 blaue hevaushebt, 1 fl. ju geben, wenn ev felbft jedesmal 8 Kreuger
erhilt, fobald 9 anbdere Rugeln Bevausgejogen werden; hat er ju feimem
Dortheile oder su feinem Nachtheile gewettet?

Nady unfeven Lottogefelsen wird a) fiiv den Ambo der 240 fadge Einjas,
b) fiit den Terno der 4800 fache Einjats als Gewinn bezahit; wie viel %
Gewinn Hat dag Lotto, wenn man von den BVerwaltungsfoften abfieht?

Wahrfdpeinlidhkeit in Beyug auf die menfdhliche Febensdaner. (§. 292.)

. Wie grof ift die Wabrjdeinlichleit, dajs ecine 20jdfhrige Perfon a) das

30fte, b) bag 56fte, ¢) dbas TOfte Jahr erveiche?

Bie grof ift die Wahrideinlichteit, dajé a) eine 18jihrige, b) eine 35-
jdhrige, c) eine 50jdhrige Perjon 60 SJahre alt werde?

Wie groft ift die Wahridheinlichteit, dafs a) ein neugebornes Kind, b) eine
122, ¢) 18:, d) 86+, e) HHjdhrige Perfon nad) 20 Jahren nidht mehr
am Leben fei?

Gin Mann ijt 50, jeine Frau 40 Jabre alt. Wie grof it die Wahr-
jdeinlichieit, daj8 nach 20 Jabhren a) nod) der Mann lebe, b) nod) die
Srau lebe, c) nod) beide leben; dafé d) jchon per Mann tobdt fei, e) jdhon
bie Frau todt fei, f) jdhon beide todt feten;\dajs g) der Wann die Frau
fiberfebe, h) bie Fran dem Mann fiberlebe, 1) wenigftens eines noch lebe,
k) wenigftens eines jchon todt fei, 1) nur eines nod) lebe?

Debensverfiderungsredyuung. (§§. 293—297.)

BWeldhen BVetvag muj8 man an eine Berficherungsanitalt fite ein 2 jdhriges
Rind einzahlen, damit bdiefes nad) erveichtem 24ften Lebensjafhre, falls
e dann [lebt, ein Capital von 3500 fl. erfalte, die Binjen 3u 4%
beredynet ?

. Gin 34jihriger Mann 3ahlt in eine Verficherungsanftalt 1000 fl.;

weldyes Capital wird thm die Anjtalt nad) 16 Jahren, falls er nod) lebt,
bei 595 BVerzinfung auszabhlen? Wie grof ift feine Rejerve nad) 10 Jahren?
Awei Ehelente, welde gegemmwdrtis 30 und 25 Jahre alt find, wollen
ein: Capital von 4000 fl. verfihern, dag ifhnen nad) 30 Jahren, wenn
fic dann nod) beide leben, ausgesahlt werden jolf; weldhen Betvag miifjen
fie an die Verfiderungdanjtalt bet 49 Bing cingahlen?

BWie grof ift bei 4% Binjeszing bder gegenwdrtige Wert einer Leibrente,
weldje eine 36jdhrige Perjon am Cubde eines jeden Sal)ree im SBetmge
von 280 fl. su besiehen Hat?

200k
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Gine 56jdhrige Perjon will fidh eine jahrliche Leibrepte von 300 fl. ver:
figern; wie viel Hat fie bei 49 Berjinfung an cine Rentenbant fogleidh
cinguzahlen? Wie grof ift die Neferve nad) 8 Jahren?

Gine 45jdfrige Perfon fauft fi) mit einer Ginlage von 6000 fl. eine
Sahresrente, weldhe von bem Ende bded [laufenden Jahres angefangen
bis an bag Lebensende dawern foll; wie grof ift die Teibrente bet 5%
Binfesying?

. Gin 60jihriger Diener erhilt von feinem Herrn fiir feine vielahrige

tree Dienftleiftung ein Abfertigungscapital von 2000 fl.; welde (ebens-
lingliche Rente fann cv fid) bei 4% Rinfeszing dafit faufen?

Gine njdbhrige Perjon winjd)t nad) p Jahren eine Leibvente B, zahlbar
am Gnbde jedes Jabres, ju erhalten; wie grof wird die Einfage M fitr
eine foldhe auf p Jahre aufgejchobene Leibvente fein?

(T
an ep

A ijt 42 Jabre alt und will auf den Tobesfall feinen Erben ein Capital
von 4800 fl. verfichern; weldhe Ginlage muis er ju diefem Bwede bei
49 Rinfessing e einer Berficherungsanftalt maden? Wie grofy ift die
Referve nad) 12 Jahren?
Gine 38jdfrige Perfon zahlt an eine BVerfiderungsanitalt 1000 fl. ein;
weldhes Capital wivd dafiiv bei 59 Berzinjung nad) threm Tode bie
Anjtalt an bdie Crben andzuzahlen Hoben?
Welde Pramie mufs eine 32jdhrige Perjon ju Anfang jedes Jafhres
sablen, um bei threm Ableben den Grben eine Summe von 2000 fl. ju
fihern, den RBinfeszing ju 4% geredmet? Wie grof ijt die Referve fit
diefe Perfon, wenn fie 45 Jahre alt wird?
Gine nijdbrige Perfon will fich gegen eine am Anfange jedes Jahres
sahtbare Pramic P ein Capital C jo fichern, dajs ihr diefes mad) k Jahren,
wenn fie dann nod) lebt, ausgezahlt werden foll; welde Beziehung findet
swijchen P aumd C ftatt?

P.[anek (1 4 rn) — apyk—1e . tnpk—1] = C . antk.
Cin Bater zahlt an eine BVerfiderungdanjtalt zu Anfang jedes IJahres
eine Primie von 300 fl, dbamit die Anjtalt feiner nemgebornen Tochter,
fall8 fie bag 18te Jahr erveiden follte, ein gewiffes Capital auszahle;
wie grof wird diefes bei Hg Verzinfung ausfallen?

« I'n+p.

X. Hohere numerifdie Gleidinngen.
EBeftnnme fitr folgende Gleidjungen den Quotienten — ( , und bag efultat
f (a) nod) §. 303:
x¥—Hx? — 18x —}—72_0 fm o k=2,

g, x0.9x2 1 26\:_24—0futa_3
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x¢ + 3x% — 39x? —47x + 210 =0 fiir a =4 undb a = 5.
xt—2x8 4+ 5x2 4+ Tx—93=0fiira=3 ud a =— 4.
xt — 13x%8 4 46x2 —52x + 168 =0 fira—=3,a=6undba = T.
x4 4 2x% — 41x>—42x + 360 =0fira=3,a =4 md a = — 6.

2 x5+5x4-5x3—~25x3+4x+20:0fiira=-—3unba:4.
. x8 — Bx5 — 28x* — 158x% — 9x® — H36x + 420 =0 fiir a =5

umd a = — 5.

Sudje die rationalen Wureln folgender Gleihungen (§§. 307 u. 308):

.x?—6x24+5x+12=0  10. x®* —6x 4 11x — 6 =0.
11.
13.
14.

8 3x2_ 10x 424 =0. 12 % — 39x — 70 =0.
x4 —bx® 4+ Hx* —Hx —6=0.

x4 4 4x% —x? — 16x — 12 = 0.

xt 4+ 4x3 — Tx2 —2x 1+ 24 =0.

xt — 14x3 + 59x? — 94x + 48 = 0.

xt — 2x% — 19%2? 4 68x — 60 = 0.

x5 4 2xt — 42x% — 8x® 4 257x — 210 = 0.
x*—3x+4+1+=0. 20 x? — ¢ x*+x—3+=0.
x*—4xX—4ix—3=0 2F—}Px*+Hx—7H=0.
xt—1x3 — ¥ x*1 3x43=0

xt— 32— X+ A — s =0.

Bevecdme die ivvationalen Wurgeln folgenber Gleidjungen nad) der
Newton’jchen Diethode (§. 310):

x3—Tx4+7=0. 26. x* —2x — 5 =0.
x4+ 3x—5=0. 28, x!—Tx 4 1=0.
8 —bHx*+7=0. 30. x* — 2x* — 6x + 8 =0.

xt—15x? + 20x — 3 =0. 82 x¢—2x? } 4x — 8 =0.
bje folgende Gleidumgen nad) der Regula falsi auf (§ 311):

x4+ bH6x —4=0. 34. x® —Hx — 3 =0.

x} —x2 4+ 2x —4=0. 36. x? —4x? —2x 4+ 4=0.
xt —3x? —4x =2. 38. xt —20x? 4 28x 4+ 15 = 0.
== 100, 40. '|x/x=—},-.

log= —9x, 42 zlog= =11

x + log x = 5. 4. x —logx = 2.
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