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NEENAKOST MINKOWSKEGA

V tem prispevku bomo dokazali naslednjo neenakost Minkowskega®:
Naj bodo x1, X2, ..., Xp in y1, ¥2, - ... ¥n poljubna nenegativna Stevila
in p > 1 realno stevilo. Tedaj velja neenakost

(1 +n)P+(2+y)P+...4+(xn +yn)P)1/P <

YR R Y S WA 07 U SS9 A ¢)

V dokazu te neenakosti bomo uporabili drugo (prav tako pomembno)
Hélderjevo neenakost?:

Naj bodo x1, x2, ..., Xn in ¥1, y2, .... ¥n poljubna nenegativna Stevila
in p > 1 realno $tevilo. Ce s q ozna&imo $tevilo p/(p—1), je

x1y1+. +ann_( s +xn)1/p (}" P )l/q- (2)

Za Stevili p in g velja pg = p + q oziroma 1/p+ 1/q = 1. Takima
teviloma pravimo konjungirana eksponenta. Otitno je g > 1. Prav tako
je jasno, da sta tudi q in p konjungirana eksponenta, €e sta taka p in gq.
Pomemben posebni primer konjungiranih eksponentov je p = g = 2.

Holderjevo neenakost obifajno dokaZzemo s pomo&jo Youngove neena-
kosti®:

Naj bosta p > 1in q > 1 konjungirana eksponenta, torej1/p+1/q = 1.
Tedaj za poljubni nenegativni $tevili x in y velja

xP q
s =+ (3)
P q
Enakost velja natanko tedaj, ko je xP = y9 (kar bomo dokazali le za primer,
ko je p racionalno $tevilo).

Youngovo neenakost lahko hitro dokaZemo z uporabo neelementarnih
metod; na primer s pomo&jo odvoda poii€emo ekstrem primerne funkcije
(naloga 4). Tukaj podajmo (bolj ali manj) elementaren dokaz.

! Neenakost je leta 1896 v svoji knjigi “Geometrie der Zahlen" predstavil nem&ki
matematik H. Minkowski. (Glej prispevek na prejsnji strani.)

2 V tej obliki je leta 1889 neenakost dokazal nemzki matematik O. Holder.

3 Neenakost je leta 1912 prvi obravnaval angleski matematik W. H. Young.
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Najprej se prepriajmo, da je (3) dovolj dokazati v primeru x > y =1,
torej veljavnost zveze

Sl |
X< —+4+— zavse x>1. (4)
P q

Za trenutek privzemimo, da smo (4) Ze dokazali. Naj bosta x in y poljubni

nenegativni tevili. Ce je x > y9~1, vstavimo v (4) namesto Ztevila x Stevilo
x/y9=1 > 1 in tako dobimo

X _ xP + 1
y9 1 = pyla-1)p * g~

Ce upoitevamo (g — 1)p = q in neenatbo pomnozimo z y9, dobimo (3). To
pomeni, da v primeru x > y971 iz (4) sledi (3). Ce pa je x < y971, potem
je

xP~1 < y(P=1)(a-1) — yPa—p-atl _

Ker sta p in g konjungirana si eksponenta, sta taka tudi q in p. Ce torej
velja (4), potem je izpolnjena tudi neenakost

1
x<—+4— zavse x2>1.
q P

V tej neenatbi ¥tevilo x zamenjamo s Stevilom y/xP~1 > 1, in podobno kot
prej izpeljemo (3).
Ce v neenakosti (4) upotevamo 1/p + 1/q = 1, dobimo

p(x—1)<xP—-1. (5)

PokaZimo (5) najprej v primeru, ko je p racionalno Stevilo, torej p =
= m/n, kjer sta m in n naravni Etevili in m > n. Ce je x = 1, potem velja
v (5) enataj. DokaZimo, da za x > 1 velja v (5) celo strogi neenataj. Ce
pisemo x = z", potem je z > 1, dokazati pa moramo neenakost

zn—-1 zm—-1

n m

oziroma, e upoitevamo pravilo o razliki m-tih oz. n-tih potenc in krajfamo
zz—1>0:

14z+...42z"1 r 1+z+...42zm1
n m '

(6)
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Kerjez>1jel<z<zZ<...<z™1 torej je

s Tdezdy gt
n

gl ggh o @ghl

Zato imamo

l4z4...4+42M™1  (Q+z+... 42" H4(2"+...+2m]

= >
m m
m—n
—
5 na+(a+...+a): na+(m— n)a =
m m

to je (6). Kaj pa, &e p ni racionalno $tevilo? Tedaj pri poljubnem k € IN
najdemo tako racionalno Stevilo r (odvisno od 3tevila k), da je r < p <
< r+ 10~k Stevilo r lahko dobimo tako, da v decimalnem zapisu 3tevila p
pre€rtamo vse decimalke od (k +1)-te naprej. Ker je r racionalno Stevilo, po
Ze dokazanem velja b = (x" — 1)/(x — 1) — r > 0. PokaZimo, da je tedaj
c=(xP-1)/(x—=1)—p>0. Iz

b—c=(x"—xP)/(x=1)+(p~ )= x" (1= xP~")/(x 1) +(p — )

dobimo oceno b — ¢ < 107K e upostevamo xP~" > 10z. 1 —xP~" < 0
inp—r <107k Torejje c > b—10"% > —107K. Ker to velja za vsak
k € IN, s 3tevili {—10—%} pa se lahko poljubno priblizamo 0, sledi ¢ > 0, to
je (5). Iz dokaza je razvidno, da velja v primeru, ko je p racionalno stevilo,
enalaj v (3) le, e je x = y971 to je xP = y9. Dokaz neenakosti (3) je
tako konéan.

Oglejmo si sedaj, kako Holderjeva neenakost sledi iz Youngove neena-
kosti. Pigimo

1/q

n 1/p n
A= (Z Xf) im B= (Z yf)
k=1 k=1

Ceje A=0ali B=0, potemjex; =...=xp=0aliyy =...=yp=0in
tedaj (2) velja. Zato smemo privzeti, da je A > 0in B > 0. Ce postavimo
Xip =% /AN Ye=yi/B za k=1,2,....1, imamon+.A.+Xﬁ=l



349

in qu .+ Yy = 1. Youngova neenakost nam sedaj da oceno

Zkak<Z( Xie Yq):

RN T o 1 1
= E: S E::Yf ==k Sil
P = T \i5 P q

Od tod dobimo

n n 1/p n 1/q
ZxkyksA-Bz(fo) (ny) .
k=1 k=1

k=1

S tem je Holderjeva neenakost dokazana.

Neenakost Minkowskega sedaj hitro uzenemo. Ker za p = 1 neenakost
(1) ofitno velja, smemo vzeti p > 1. Prav tako smemo privzeti, da niso vsi
x;j in yj enaki 0. Z uporabo Holderjeve neenakosti dobimo

n 1/q

n 1/p n
> sttt < (3 F) (L) <
k=1 k=1

k=1
n 1/p n 1/q
~(2) (Tewrnr)
k=1 k=1

Podobno imamo
n n 1/p n 1/q
> vkl + k)Pt < (Z yf) ‘ (Z(Xk + .Vk)p) :

Ce zadnji neenakosti seftejemo, dobimo

n n 1/p n 1/p n 1/q
Z(xk+Yk)pS((‘ZXf) ¥ Zy,f’) ) z(xmm) |
k=1 =1 =1 =1

Neenakost delimo z zadnjim faktorjem, ki je razliéen od 0 (zakaj?), upo-
Stevamo 1 —1/q = 1/p, pa smo pri (1). Neenakost Minkowskega je tako
dokazana.
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Oglejmo si vse tri neenakosti v posebnem primeru p = 2. Ker je tedaj
tudi g = 2, preide Youngova neenakost v znano neenatbo

1
)

ki sledi tudi iz neenakosti (x — y)% > 0. V Hélderjevi neenakosti, ki se tedaj
glasi

(XIYI+-v-+XnYﬂ)2S (x%+-'-+xr21)‘(}’12+---+}’3)-

prepoznamo Cauchyjevo neenakost?. Neenakost Minkowskega pa je v
primeru p = 2 znana trikotniska neenakost :

J&:+yﬂ?+”.+&n+yﬂ?§ xf+.“+x3+vﬁf+.“+y3.

Zakaj se neenakost imenuje trikotniZka, vidimo s slike 1, kjer smo zaradi
enostavnosti vzeli n = 2. Koordinate togk na sliki so A(0,0), B(xj, x2) in
C(x1 + y1,x2 + y2). TrikotniZka neenakost je posledica naslednjega otitnega
dejstva o razdaljah: razdalja med
totkama A in C ni nikoli ve&ja od
vsote razdalj od A do B in od B
do C. Grgki matematik Evklid je

o tem dejstvu Ze v tretjem stoletju | [

L=

co sena v eno ogli¥€e trikotnika in
osla v drugega. Da bi dobil svoje se-

pred nadim Stetjem zapisal nasled- | A{— WSS
— —»

nje: “To ve vsak osel. Postavi kopi- }//

no, osel za:nesljwo ne bo Zel vzdolZ ' Slika 1.
dveh stranic.”
Kon&ajmo z nalogami. ReSitve prvih treh nalog so elementarne, zadnji

dve pa zahtevata poznavanje pojma odvoda oziroma integrala.

1. S pomoé&jo neenakosti Minkowskega pokaZi, da za vsak p > 1 in vsak
n € IN velja neenakost

p
1P+29+39+H,+npzn‘(”;l) ,

* V svoji knjigi “Cours d'analyse” jo je leta 1821 zapisal francoski matematik
A.L.Cauchy.
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2. Pokazi, da v Holderjevi neenakosti velja enataj natanko tedaj, ko ob-
stajata taki nenegativni konstanti a in b, da je axf = byf za vse
k=12 ....1.

3. Dokazi, da v neenakosti Minkowskega velja enalaj tedaj in le tedaj, ko

obstajata taki nenegativni konstanti a in b, da je ax;, = by za vse
k=12,...,n.

4. S pomogjo funkcije f : [0, o0) — IR, definirane s predpisom

xP 1
f(x)=—+——x,
(x) -

podaj alternativni dokaz Youn-
gove neenakosti ! (Namig: naj-
prej se prepriaj, da je dovolj
pokazati, da je f(x) > 0, in
potem to tudi dokaZi.)

5. lzrakunaj plo%€ini likov pod in
nad krivuljo v = uP~! oziroma
u=v91 kjer je (p—1)(q —
1) = 1 (glej sliko 2) ! Ugotovi, x
kakZen je geometrijski pomen vl
Youngove neenakosti ! : Slika 2

Roman Drnovsek





