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POVZETEK

Precej znanih postopkov za analizo omrezij je prepocasnih, da bi jih lahko uporabili
na velikih omrezjih. Zato si pogosto pomagamo z razc¢lembo omrezja na manjse in
lazje obvladljive dele. V doktorski disertaciji se ukvarjamo z ué¢inkovitimi (podkva-
dratiénimi) postopki za razélembe velikih omrezij.

V uvodnem poglavju so podane osnovne definicije in oznake, ki jih potrebujemo
v nadaljevanju. Drugo poglavje je pregled najbolj znanih zZe obstojec¢ih postopkov
za dolocanje razc¢lemb. Opisani so postopki za dolocanje razbitij danega omrezja,
pozresni postopek za izboljsanje dobljenega razbitja, in nekaj drugih vrst razclemb.
Tretje, cetrto in peto poglavje vsebujejo izvirne prispevke disertacije.

V tretjem poglavju definiramo tockovne in povezavne otoke omrezja. Tockovni
otok je povezana skupina tock, ki glede na svoje vrednosti izstopa od tock v svoji
sosescini. Podobno so definirani tudi povezavni otoki, le da imamo tam vrednosti
na povezavah. Opisani so ucinkoviti postopki za dolocanje otokov in dokazanih
veC njihovih lastnosti. V naslednjih dveh poglavjih sta razvita primera ucinkovito
izracunljive tockovne in povezavne funkcije.

V cetrtem poglavju se ukvarjamo s sredicami. Sredica reda k je maksimalen
podgraf, v katerem ima vsaka tocka vsaj k sosedov. Sredice dolocajo gnezdeno raz-
slojitev grafa, povezane komponente teh slojev pa dolocajo hierarhijo nad mnozico
tock. Opisan je ucinkovit postopek za dolocanje sredic. Pojem sredic je posplosen
tudi na omrezja, kjer namesto stopnje v dani tocki opazujemo kaksno drugo tockovno
funkcijo. Pokazano je, da obstaja ucinkovit postopek za cel razred tockovnih funkcij.

V petem poglavju posploSimo pojem povezanosti v grafu. Definiramo razlicne
relacije povezanosti tock (tockovno in povezavno povezanost s kratkimi cikli v neu-
smerjenih in usmerjenih grafih). Opazimo, da so nekatere od teh relacij ekvivalenéne
relacije na mnozici tock, druge pa dolocajo ekvivalen¢no relacijo na mnozici povezav,
kar nam spet doloca razbitje grafa.

Math. Subj. Class. (2000): 05C 40, 05C85, 05C90, 68 R 10, 68 W 40, 93 A 15.

Kljucne besede: analiza velikih omrezij, vrednosti tock, utezi povezav, prerezi,
otoki, sredice, povezanost, kratki cikli






ABSTRACT

Several well known algorithms for network analysis are too slow to be used on large
networks. Therefore we often decompose the network to smaller parts that are easier
to handle. In doctoral dissertation we study efficient (subquadratic) algorithms for
large networks decompositions.

The preamble contains some basic definitions and notations used in the con-
tinuation. The second chapter is overview of the already existent algorithms for
determining the network decompositions. Algorithms for determining the partition
of a given network, a greedy algorithm for improvement of a given partition, and
some other types of decompositions are described. Third, fourth and fifth chapter
contain original contribution of the dissertation.

In the third chapter the vertex and edge islands of network are defined. Vertex
island is connected set of vertices having values greater than the vertices in their
neighborhood. Similarly the edge islands for networks with weights on edges are
defined. Efficient algorithms for determining the islands were developed and some
properties of islands are proved. In the next two chapters examples of efficiently
computable vertex and edge functions are developed.

In the fourth chapter we study cores. The core of order k is the maximal subgraph
in which every vertex has at least k& neighbors. The cores form nested layers of a
graph, while the set of connected components of these layers is hierarchy on the
set of vertices. Efficient algorithms for determining the cores are presented. The
concept of cores is also generalized for networks, where we observe some other vertex
function instead of degree. It is shown that there exists an efficient algorithm for
the whole class of vertex functions.

In the fifth chapter the concept of graph connectivity is generalized. We define
several different connectivity relations on the set of vertices (vertex and edge short
cycles connectivity in undirected and directed graphs). We notice, that some of
them are equivalence relations on the set of vertices, while the others determine
equivalence relations on the set of lines, which give us another decomposition of a
given graph.

Math. Subj. Class. (2000): 05C 40, 05C85, 05C90, 68 R 10, 68 W 40, 93 A 15.

Key words: large networks analysis, values of vertices, weights of edges, cuts,
islands, cores, connectivity, short cycles
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PRVO POGLAVIJE

UvoD

Pri analizi velikih omrezij se pogosto srecamo s problemom razkrivanja njihove
zgradbe. Vpogled v zgradbo omrezja nam omogoca razumevanje njegovega delo-
vanja, lahko pa je tudi osnova za razvoj ucinkovitih postopkov za delo z omrezji.

Eden od moznih pristopov k problemu razkrivanja zgradbe omrezja je razc¢lemba
omrezja na ve¢ manjsih in lazje obvladljivih podomrezij. Pogosto zahtevamo, da so
ta podomrezja iz izbranih druzin ali pa morajo zadoscati kaksnim drugim pogojem.
Te razclembe so lahko osnova za izgradnjo uc¢inkovitih (pribliznih) postopkov za po-
samezne probleme na velikih omrezjih. Pri takih postopkih najprej resimo problem
na manjsih omrezjih, nato pa poskusamo iz dobljenih resitev dobiti priblizno resitev
problema na celem omrezju.

Znanih je ve¢ vrst razc¢lemb omrezij. Eno od njih so razbitja. Ta so doloc¢ena
z razbitjem mnozice njegovih tock na ve¢ lo¢enih nepraznih podmnozic (skupin).
Obicajno iscemo taksna razbitja, da bo stevilo povezav, ki imajo krajisca v razli¢cnih
skupinah, ¢im manjse (razdelitev poslov med k procesorjev), vcasih pa bi radi imeli
taksnih povezav ¢im veé¢ (barvanje tock danega omrezja s k barvami). Veckrat posta-
vimo $e dodatno zahtevo, da naj bodo posamezne skupine ¢im bolj uravnotezene (po
moc¢i ¢im bolj enake). Razbitju danega omrezja na k skupin pravimo tudi k-razbitje.

Druga vrsta razc¢lemb omrezij so razslojitve. Pri teh razclembah vsaki tocki
omrezja dolo¢imo njen nivo, sloj na nivoju ¢ pa je potem sestavljen iz tock, ki so
na nivojih z vrednostjo ¢ ali ve¢. Ker so sloji na visjih nivojih vsebovani v slojih na
nizjih nivojih, govorimo tudi o gnezdenih razslojitvah.

Vcasih pa nas ne zanima razbitje ali razslojitev celotnega omrezja, pa¢ pa samo
tiste tocke ali povezane skupine tock, ki izstopajo glede na neko lastnost. V ta-
kem primeru imamo v toc¢kah ali na povezavah podane vrednosti (lahko jih tudi
izracunamo iz samega omrezja), ki dolo¢ajo kako pomembna je posamezna tocka
ali povezava. Ce v takem omrezju poiséemo najpomembnejse tocke, lahko iz njih
dobimo razbitje omrezja tako, da vsako od teh pomembnih tock proglasimo za pred-
stavnika skupine, vsako od preostalih tock pa postavimo v skupino z najblizjim
predstavnikom.
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1. Uvob

Namesto navadnih okolic pomembnih tock lahko is¢emo tudi pomembne skupine.
To so povezane skupine tock, katerih pomembnost je vecja od pomembnosti tock iz
njihove okolice. Takim skupinam rec¢emo tockovni otoki. Podobno lahko definiramo
tudi povezavne otoke.

V naslednjih poglavjih bomo predpostavili, da je bralec seznanjen z osnovnimi
pojmi iz teorije grafov [41] in razvrs¢anja. Vseeno povzemimo nekaj osnovnih defi-
nicij in oznak, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

1.1 Osnovni pojmi iz teorije grafov

Graf G je struktura, sestavljena iz mnozice tock V in seznama povezav med njimi
(vsaka povezava je par tock). Posamezni tocki v paru, ki predstavlja povezavo,

mnozice tock bomo rekli skupina tock. Naj bo n stevilo vseh tock, m pa stevilo vseh
povezav v grafu.

Povezava je lahko neusmerjena (neurejen par tock) ali usmerjena (urejen par
tock). Neusmerjeno povezavo med tockama u in v bomo zapisali (u:v), usmerjeno
povezavo od tocke u do tocke v pa (u,v). V splosnem, ko ne bomo zeleli predpisati,
ali mora biti povezava usmerjena ali neusmerjena, jo bomo zapisali (u;v).

Graf je enostaven, ¢e vsaka povezava v seznamu nastopa natanko enkrat (v tem
primeru lahko namesto o seznamu govorimo o mnozici povezav). V nadaljevanju se
bomo ukvarjali samo z enostavnimi grafi. Graf je neusmerjen, ¢e so vse povezave
neusmerjene, in je usmerjen, ¢e so vse povezave usmerjene. V neusmerjenem grafu
bomo za mnozico povezav uporabljali oznako £, v usmerjenem grafu oznako A, v
splosnem grafu, kjer lahko imamo obe vrsti povezav, pa oznako L.

(usv) € L= (u:v) € LV (u,v) € LV (v,u) € L

Naj bo v € V poljubna tocka. Sosescino tocke v lahko definiramo na ve¢ nacinov,
odvisno od tega, kako obravnavamo usmerjene povezave.

Nin(v) = {ueV:(u:v) e LV (u,v) € L}\{v}
Nowt(v) = {ueV:(u:v)e LV (v,u) € L}\ {v}
N() = Ni(v)U Nyy(v)

Naj bo C C V poljubna skupina tock. Za S € {N, N;,,, Ny} lahko definiramo Se
St(w) = S(v)u{v}
S(v,C) = Sk)ncC
se) = Usw\c¢

vel



1.1. OSNOVNI POJMI 1Z TEORIJE GRAFOV

V teoriji grafov stevilu povezav s krajiscem v danim tocki recemo stopnja tocke.
V enostavnih grafih je stopnja tocke enaka stevilu njenih sosedov. Spet lo¢imo med
razlicnimi vrstami stopenj.

deg(v) = |N(v)|
indeg(v) = |[Nin(v)]
outdeg(v) = [Nyt (v)]
deg(v,C) = |N(v,C)]|
indeg(v,C) = |Ni(v,C)|
outdeg(v,C) = |Nyw(v,C)]

Najvecjo stopnjo tocke v grafu bomo oznacili z A = max,cy deg(v).

Pogosto imamo poleg grafa definirano se funkcijo p: V — R, ki tockam grafa
priredi realne vrednosti, ali pa funkcijo w: £ — IR, ki realne vrednosti priredi
povezavam (vrednosti povezave recemo tudi wuteZ). V takem primeru namesto o
grafu G = (V, L) govorimo o omrezju N = (V, L, p) ali N' = (V, L, w). Vrednosti so
lahko poljubna realna stevila, velikokrat pa se pripeti, da so vse nenegativne in/ali
cele. Obicajno sta v tem primeru analiza omrezja in izvedba nekaterih postopkov
veliko preprostejsa.

Vrednosti tock ali povezav so pogosto kar dane kot rezultati razlicnih meritev.
V omrezju avtorjev, kjer sta dva avtorja povezana, ¢e sta napisala kaksen skupen
clanek, je utez povezave lahko stevilo skupnih ¢lankov, vrednost tocke pa na primer
letnica rojstva. V splosnem so vrednosti lahko tudi drugih vrst. Tako je na primer
vrednost tocke lahko tudi drzava rojstva.

Poleg tega pa obstaja Se veliko moznosti, kako vrednost tocke ali utez povezave
izracunati iz samih podatkov o omrezju. Tako je vrednost tocke lahko njena stopnja,
Stevilo razliénih poti, ki potekajo skozi tocko, stopnja vmesnosti ... Tocka je vimesna,
¢e lezi na veliko najkrajsih poteh med drugimi tockami. Stopnja vmesnosti tocke u
je definirana z

1 n(v, t;u)
(n—1)(n—2) 2 n(v,t)

v,t€V:in(v,t)#0
vEL, uFV , uFEL

b(u) =

kjer je n(v,t) stevilo najkrajsih poti od v do t, n(v,t;u) pa stevilo najkrajsih poti
od v do t, ki gredo skozi u. Stopnja vmesnosti je realno stevilo med 0 in 1.
Tudi utezi posameznih povezav lahko naracunamo iz samega omrezja. Tako je

utez povezave lahko stevilo razliénih ciklov omejene dolzine, ki vsebujejo to pove-
zavo, ...
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1. UvobD

1.2 Osnovni pojmi iz teorije razvrscanja

Razvrstitev C mnozice A je podmnozica mnozice njenih nepraznih podmnozic, torej
C C PA\ {0}. To pomeni, da je C = {A;}, A; C Ain A; # (. Kadar bomo zeleli
poudariti, da je C razvrstitev mnozice A, bomo namesto C pisali C(A). Razvrstitev
C je ploska, ¢e velja: i # j = A; N A; = 0. Nosilec razbitja C je unija vseh mnozic
v tem razbitju. Na kratko ga oznacimo z JC.

Razvrstitev C je razbitje, ¢e je ploska in je njen nosilec enak celi mnozici A,
torej ¢e je UC = A. Razbitju na k podmnozic bomo rekli tudi razbitje reda k ali
k-razbitje. Vsaki od mnozic v razbitju bomo rekli tudi skupina.

Ce se omejimo samo na konéne mnozice, potem je tudi vseh razliénih razbitij
samo kon¢no mnogo. Hitro lahko izracunamo, da je vseh razbitij reda 2 natanko
2n=1 — 1, razbitij vigjega reda pa je Se precej ve¢. Znano je, da je vseh k-razbitij
mnozice moc¢i n natanko S(n, k), kjer je S(n, k) Stirlingovo stevilo druge vrste.

S(nk) = L 3 (-1 <k> (k—i)"

k! = i
Da bi dobili vtis o velikosti, si poglejmo nekaj takih stevil:

S(24,8) = 82318 282 158 320 505
5(36,9) = 54294 340 536 065 700 496 358 447 625
S(50,10) = 26 154 716 515 862 881 292 012 777 396 577 993 781 727 011

Obicajno nas zanimajo samo razbitja z doloceno lastnostjo. Ena od lastnosti,
ki nas veckrat zanima, je uravnoteZenost razbitja. Ta je definirana kot razlika moci
najvecje in najmanjse skupine, torej

bal(C) := max {|A;|: i =1,...,k} —min{|A;|:i=1,... k}

Razbitje C je uravnotezeno, ¢e je bal(C) < 1. Izracunajmo, koliko je vseh urav-
notezenih k-razbitij mnozice moc¢i n. Da bo izra¢un preprostejsi, predpostavimo da

je n deljiv s k. Vse skupine bodo tako enako velike (v vsaki bo s = 7 tock).

Ker nas zanimajo samo bistveno razlicna razbitja, najprej izberemo prvi element
prve skupine (ta element bo vedno v prvi skupini). Izmed preostalih n — 1 izberemo
poljubnih s — 1 elementov in jih dodamo v prvo skupino. Preostalih n — s tock pa
na podoben nacin razdelimo v k — 1 skupin. Tako pridemo do rekurzivne zveze

S*(n,1) = 1
S*(n, k) = (

n—1

)S*(n—s,k—l)

Od tod dobimo



1.2. OSNOVNI POJMI 1Z TEORIJE RAZVRSCANJA

Poglejmo si Se nekaj takih stevil:

S5*(24,8) = 9161 680 528 000
S5*(36,9) = 388035 036 597 427 985 390 625
S*(50,10) = 13536 281 554 808 237 495 608 549 953 475 109 376

Tudi uravnotezenih razbitij je zelo veliko, a kot vidimo v tabeli 1.1, jih je glede na
vsa razbitja razmeroma malo.

S*(n,k)
nok S(n.k)

24 8 1.11296-1074

36 9 7.14688-1076
50 10 5.17546 - 1077

Tabela 1.1: Razmerja med S* in S

Razbitje grafa G je razbitje mnozice njegovih tock V. Ker je vseh moznih (pa
tudi samo uravnotezenih) razbitij ogromno, pogosto postavimo dodatne zahteve, ki
jih mora iskano razbitje izpolnjevati. Ker je v primeru kon¢énega grafa tudi vseh
razbitij samo koncno mnogo, bi razbitje, ki ustreza vsem nasim zahtevam, naceloma
lahko poiskali s pregledom vseh dopustnih razbitij, a si tega ravno zaradi njihovega
velikega Stevila ne moremo privosciti.

Znano je, da je vec¢ina problemov razbitja NP-tezkih [2, 22, 13], kar pomeni, da
zanje ni u¢inkovitega (polinomskega) postopka. Preprosto povedano to pomeni, da
za te probleme zaenkrat ni znan noben postopek za iskanje optimalnega razbitja, ki
bi bil bistveno hitrejsi od pregledovanja vseh dopustnih razbitij, pa tudi upanja, da bi
tak postopek nasli, ni skoraj nobenega. Zato bomo morali namesto z optimalno biti
zadovoljni tudi s priblizno resitvijo. Preostane nam uporaba pribliznih postopkov,
ki dajejo dobre (skoraj vedno skoraj optimalne) resitve.

Seveda pa obstajajo tudi polinomsko resljivi problemi. Tak je na primer pro-
blem uravnotezenega razpolavljanja s ¢im manj povezavami iz ene v drugo skupino.
Postopek je opisan v [24].

Glede na to, kaksne tocke zelimo imeti v isti skupini, lo¢imo dva osnovna pristopa
k doloc¢anju razbitij.

e Povezanostni pristop. Skupine zelimo oblikovati tako, da bodo moc¢no pove-
zane tocke v isti skupini, kar z drugimi besedami pomeni, da bo med skupinami
¢im manj povezav. Primer uporabe tega pristopa je na primer razdelitev n
nalog med k procesorjev. Tocke grafa so naloge, povezave pa dolocajo, kje je
potrebna izmenjava podatkov. Skupine, ki jih is¢emo, bodo dolocale, kateri
procesor bo obdelal katero nalogo, da pa bi bilo izmenjave podatkov med pro-
cesorji ¢im manj, moramo poiskati skupine, med katerimi bo kar se da malo
povezav.

15
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Po drugi strani pa vcasih zelimo, da bi bilo povezav znotraj skupin ¢im manj,
med skupinami pa ¢im vec. Tak primer je barvanje grafa na n tockah s k
barvami. V tem primeru bodo tocke v isti skupini enako pobarvane, zato
mora biti med njimi ¢im manj povezav, da bo barvanje ¢im boljse.

e Podobnostni pristop. Skupine zZelimo oblikovati tako, da bodo tocke, ki so
podobno povezane s preostalimi tockami, v isti skupini. Ta pristop se veliko
uporablja predvsem pri analizi druzboslovnih omrezij — blocno modeliranje.

Razvrstitev H mnozice A je hierarhija nad mnozico A, ¢e je A;NA; € {0, A;, A;}.
Hierarhija H je polna, ¢e je U H = A. Hierarhija H je osnovna, Ce za vsak x € UH
velja {z} € H.



DRUGO POGLAVJE

PoOSTOPKI ZA DOLOCANJE RAZCLEMB

Zmnanih je precej postopkov za dolo¢anje ¢im boljsih raz¢lemb grafa. Loc¢imo jih glede
na razlicne lastnosti. Nekateri postopki na primer uporabljajo geometrijske lastno-
sti grafa (koordinate tock) in so zato uporabni samo za posebne vrste problemov,
medtem ko drugi poleg grafa ne potrebujejo dodatnih podatkov. Vecina postopkov
res poisce iskano razclembo, poznamo pa tudi take postopke, ki samo poskusajo iz-
boljsati neko dano zac¢etno razclembo. Strogo deterministi¢ni postopki dajo pri istih
podatkih vedno enak rezultat, obstajajo pa tudi postopki, ki uporabljajo kar precej
nakljucnih odlocitev. Postopki za razclembo omrezij lahko uporabljajo druge znane
postopke iz teorije grafov, ali pa problem obravnavajo samo kot poseben primer
nekega drugega problema (kot je nelinearna optimizacija).

V tem poglavju bomo pregledali nekatere znane postopke za razclembo omrezij.
Skoraj vsi postopki bodo predstavljeni za grafe brez vrednosti v tockah ali na po-
vezavah, saj je posplositev na grafe z vrednostmi v vecini primerov zelo preprosta.
Prav tako se ne bomo ukvarjali s tehni¢nimi podrobnostmi, kot so nepovezani grafi,
na katere moramo biti pri izvedbi postopka Se posebej pozorni.

2.1 Razpolavljanje

Pri dolocanju k-razbitij grafa se zelo pogosto uporablja razpolavljanje. To je me-
toda, s katero najprej poiséemo ¢im boljse (obi¢ajno uravnotezeno) 2-razbitje danega
grafa, nato pa rekurzivno razbijemo Se obe skupini. Ideja izhaja iz dejstva, da je
pri mnogih problemih razbitja Stevilo skupin enako neki potenci stevila 2 (ve¢ina
vzporednih rac¢unalnikov ima 2P procesorjev).

Pri uporabi te metode moramo biti zelo pazljivi, saj se lahko zgodi, da bo konéno
k-razbitje dale¢ od optimalnega, tudi ¢e znamo na vsakem koraku poiskati optimalno
2-razbitje [38]. Nasliki 2.1 je na desni strani prikazano 8-razbitje mreze 32 x 32, ki ga
dobimo z razpolavljanjem (vsak korak je optimalen). Med skupinami tega razbitja
je 128 povezav. Na desni strani iste slike pa je prikazano optimalno 8-razbitje istega
grafa, kjer je povezav med skupinami samo 116.
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Slika 2.1: Slabo (levo) in optimalno (desno) 8-razbitje mreze 32 x 32

Naceloma lahko z razpolavljanjem dobimo zelo slabo razbitje, a izkaze se, da
za nekatere pomembne druzine grafov (npr. ravninski grafi) dobimo rezultat, ki je
kar blizu optimalnemu. Podobno velja tudi, ¢e popustimo pri uravnotezenosti in
dopustimo vecje razlike v velikosti skupin.

2.2 Dolocanje razbitij z uporabo koordinat

Vcasih imamo na razpolago dodatne podatke o grafu, ki jih lahko koristno upora-
bimo pri dolo¢anju razbitja. V veliko primerih (na primer pri reSevanju parcialnih
diferencialnih enach) tako poznamo tudi koordinate posameznih tock. Postopki, ki
uporabijo te podatke o grafu, predpostavljajo, da sta tocki, ki sta si blizu glede na
polozaj, tudi v grafu povezani s kratko potjo. Pravzaprav podatke o povezavah kar
ignorirajo, kar zelo zmanjsa njihovo uporabno vrednost v primerih, ko je poveza-
nost tock v grafu pomembna (in znana). To pa tudi pomeni, da teh postopkov ne
moremo posplositi na grafe z utezenimi povezavami.

2.2.1 Koordinatno razpolavljanje

Koordinatno razpolavljanje je najpreprostejsi postopek, ki temelji na koordinatah
tock. S tem postopkom pois¢éemo hiperravnino, pravokotno na izbrano koordinatno
os, ki tocke razdeli v dve enako veliki skupini. Ce imamo na primer tocke v ravnini
in iS¢emo hiperravnino (premico), pravokotno na os y, moramo poiskati vrednost 7,
tako da bo polovica tock imela manjSo, druga polovica tock pa vecjo koordinato .
Iskana premica je torej premica y = 7.
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Rekurzivno lahko ta poskopek uporabimo na dva nac¢ina. Pri prvem izberemo
vedno isto koordinatno os, pri ¢emer dobimo ozke trakove. To ni ravno najbolje,
saj imajo trakovi dolge robove, kar ima za posledico veliko povezav med skupinami
(glej levi del slike 2.2). Pri drugem pristopu pa koordinatne osi izbiramo cikliéno
(prvi¢ z, drugic vy, ..., potem spet z, ...). Tako dobimo skupine z boljsim razmerjem
v dolzini robov, kar pomeni manj povezav med skupinami (glej srednji del slike 2.2).

Ena od tezav s koordinatnim razpolavljanjem je v tem, da je odvisna od koor-
dinat. V drugacnem koordinatnem sistemu lahko dobimo drugacno razbitje istega
grafa (glej desni del slike 2.2).

Slika 2.2: TezZave pri koordinatnem razpolavijanju

2.2.2 Stabilno razpolavljanje

Ta postopek (glej postopek 2.1) je podoben koordinatnemu razpolavljanju, razlika
je samo v nacinu, kako izberemo koordinatno os. Namesto ene od standarnih koor-
dinatnih osi izberemo taksno os, da je vsota kvadratov razdalj posameznih tock do
te osi ¢im manjsa.

Ker je vecina tock grafa blizu te osi, so si tudi njihove projekcije na pravokotno
hiperravnino blizu. To nam daje upanje, da je tock, ki so blizu te hiperravnine,
malo, kar pomeni, da bo tudi povezav, ki potekajo iz ene v drugo skupino tock,
malo. Poglejmo si, kako pois¢emo taksno os.

Naj bo P, € R? polozaj tocke v;, i = 1,...,n. Iskana os je premica p, podana s
tocko T' in normalizirano smerjo s, tako da je p = {T + as; o € R}.

Ker je p taka premica, da minimizira vsoto kvadratov razdalj tock do premice,
hitro opazimo, da tezisce tock lezi na njej. Tezisce je namre¢ tocka, ki minimizira
vsoto kvadratov razdalj do tocke. Zato izberemo
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Postopek 2.1 En korak stabilnega razpolavijanja

PobpATKI:  tocke Py, P, ..., P,
REZULTAT: skupini V; in Vs

izracunaj tezisce T'= >_"' | P,

sestavi matriko A = 37 (P, — T)(P; — T)T (upostevaj simetri¢nost)
izracunaj lastni vektor s matrike A, ki pripada njeni najvecji lastni vrednosti
izracunaj projekcije o; = s P,

poiscéi mediano & projekcij o

if a; < & then tocko v; postavi v skupino V;

else tocko v; postavi v skupino Vs

Naj bo P! ortogonalna projekcija tocke P; na premico p, torej P/ = T + «;s, kjer je
a; = s (P;—T). Potem je razdalja med totko P; in premico p enaka d; = || P; — P/||».
Ker je vektor P, — P! pravokoten na s, je

di = ||Pi = T3 — |laus]|3

Izbrati moramo taksno smer s, da bo vsota kvadratov razdalj ¢im manjsa.

Yodi = Y P -T|;—-a}
3 =1

= Y NB-TI3=>Y s"(P=T)(P—-T)"s
=1

i=1

- IR (SR -1)E 1)) s

i=1

Prvi sumand je neodvisen od s, torej je dovolj maksimizirati s’ As, kjer je

A=Y (P =T)(P-T)
i=1
Toda matrika A je simetri¢na, zato lahko za vektor s izberemo kar normaliziran
lastni vektor, ki pripada najvecji lastni vrednosti matrike A. To sledi iz [23].

Casovna zahtevnost postopka je O(d?n), saj je edini ¢asovno zahteven korak
sestavljanje matrike A.

2.3 Dolocanje razbitij brez uporabe koordinat

Poleg postopkov, ki potrebujejo podatke o koordinatah tock, obstaja tudi skupina
postopkov, ki teh koordinat ne potrebujejo. Za svoje delovanje uporabljajo samo
podatke o povezanosti med tockami. Ta skupina postopkov je veliko bolj uporabna,
saj podatkov o koordinatah velikokrat nimamo.
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Postopek 2.2 Pozresen postopek

Pobatkr:  graf G = (V, €), stevilo skupin k
REZULTAT: skupine Vi, Vs, ..., Vi

for each v € V do used[v] := false;
for i :=1 to k do begin
izberi zacetno tocko u
used|u] := true
V; = {u}
while V; dovolj majhna do begin
izberi novo tocko w
used|[w] := true
Vi = VZ U {w}
end
end

2.3.1 Pozresni postopki

Ena od prvih idej, ki jo dobimo, ko zelimo poiskati razbitje grafa, je naslednja. Iz
berimo tocko, nato pa na nek nacin dodajajmo druge tocke, dokler skupina ne bo
dovolj velika. Vsaka tocka, ki jo dodamo, mora biti na nek na¢in najboljsa (na pri-
mer taksna, da bo stevilo povezav med skupinami ¢im manjse), ali pa taksna, da se
skupina povecuje na dolo¢en nac¢in (na primer v $irino). Pri¢nemo lahko tudi z ve¢
zaCetnimi tockami (vsaka v svoji skupini) in vzporedno povecujemo skupine. Po-
stopek 2.2 prikazuje najbolj preprost postopek te vrste. Spada v skupino pozresnih
postopkov.

Podrobnejsi opis potrebujeta samo koraka za izbiro zacetne in nove tocke. Zacet-
no tocko za prvo skupino izberemo kot eno izmed tock, ki sta si na najvecji oddalje-
nosti v grafu. Zacetno tocko za druge skupine pa izberemo med prostimi tockami,
ki so sosedne prejsnji skupini. Pri tem vedno izberemo tisto tocko, ki ima najmanj
prostih sosedov (tocka v je prosta, ¢e je used[v] = false). Na podoben nacin izbe-
remo tudi novo tocko w (med vsemi prostimi tockami, ki so sosedne trenutni skupini,
izberemo tisto, ki ima najmanj prostih sosedov). Ce trenutna skupina nima nobene
proste sosedne tocke, izberemo prosto tocko, ki je sosedna katerikoli drugi skupini.
Opisani postopek poskusa sestaviti povezane skupine, saj vedno (¢e je to le mogoce)
izbiramo med tockami, ki so sosedne trenutni skupini.

Naslednji dobro poznan postopek, ki ga pogosto imenujemo tudi pozresni, je
Farhatov postopek [19]. Podrobnejsa analiza postopka pokaze, da je pozresna samo
izbira zacetnih tock.

Spet moramo podrobneje opisati korak, kjer izberemo zacetno skupino tock. Pri
prvi skupini to naredimo podobno, kot prej (v za¢etno skupino damo eno izmed tock,
ki sta si na najvecji oddaljenosti v grafu). Pri dolocanju drugih zacetnih skupin pa
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Postopek 2.3 Farhatov postopek

Poparkr:  graf G = (V, ), stevilo skupin k
REzULTAT: skupine Vi, Vs, ..., Vi

for each v € V do used|v] := false
for 1 := 1 to k do begin
izberi zac¢etno skupino tock V;
for each u € V; do used[u] := true
while V; dovolj majhna do
for each v € V; do
for each w € N(u) do
if —used|w] then begin

used|[w] := true
Vi = Vi U {w}
end

end

v prejsnji skupini poiséemo tocko z najmanj prostimi sosedi (a vsaj enim), te sosede
pa potem vzamemo za zacetno razbitje.

Pozresni postopki so precej hitri. Njihova dobra lastnost je, da graf takoj razbi-
jejo v k skupin, torej brez rekurzivnega razpolavljanja. To je Se posebej uporabna
lastnost, ce zeljeno Stevilo skupin ni potenca stevila 2. Tudi ¢asovna zahtevnost je
neodvisna od stevila skupin.

Po drugi strani pa kvaliteta dobljenega razbitja ni ravno najboljsa. Pri vecjem
Stevilu skupin se tudi pokaze, da zadnje skupine niso povezane. Kvaliteta dobljenega
razbitja je pogostokrat odvisna od izbire zacetne tocke. A ker so ti postopki hitri,
si lahko privoséimo in poiséemo vec razbitij (pri razliénih zacetnih tockah), potem
pa med njimi izberemo najboljse razbitje.

Postopek Kernigan-Lin

Eden od prvih postopkov za iskanje razbitij je postopek Kernigan-Lin [30]. Ta
ne poisce razbitja, pa¢ pa poskusa izboljsati neko zacetno razbitje, pri cemer ni
potrebno, da bi skupine zacetnega razbitja bile enako velike. Postopek je kasneje
dozivel stevilne izboljsave, najvecje sta opravila Fiduccia in Mattheyses. Ta pristop
se po avtorjih imenuje KL/FM.

Prvotno je bilo misljeno, da bi postopek izvedli na skupini nakljuénih razbitjih,
potem pa izbrali najboljse dobljeno razbitje. Pri majhnih grafih dobimo kar smi-

selne rezultate, pri vec¢jih pa je to precej neucinkovito. Zdaj se postopek uporablja
predvsem za izboljsavo razbitij, ki jih dobimo z drugimi postopki.

Postopek zamenjuje po dve sosedni tocki, ki sta v razli¢cnih skupinah, ¢e pri tem



2.3. DOLOCANIJE RAZBITIJ BREZ UPORABE KOORDINAT

Postopek 2.4 En korak postopka Kernigan-Lin

PopATKI:  omrezje N = (V, L, w), zacetno razbitje (Va, Vp)
REZULTAT: popravljeno razbitje (Va, Vp)

for each v € V do begin

used|v] := false
izracunaj vrednost diff[v]
end

ko := velikost prereza zacetnega razbitja
for i := 1 to min (|V4l,|Vs|) do begin
med vsemi prostimi tockami poisci par (a;, b;) z najvecjo vrednostjo gain
used|a;] := true
used[b;] := true
for each v € N(a;) UN(b;) do
popravi vrednost diff[v], kot da bi zamenjali tocki a; in b;
k; == k; + gain(a;, b;)
end
poisci najmanjsi j, tako da je k; = mink;
zamenjaj prvih j parov tock (a;,b;)

dobimo boljse razbitje. Torej na grafu deluje lokalno in je primerna dopolnitev po-
stopkov, ki na grafu delujejo globalno (taki so na primer koordinatno razpolavljanje
in spektralni postopki). Ce zelimo dobiti ¢ém bolj uravnotezeno razbitje, dovolimo
samo premike tock iz vecje v manjso (ali enako veliko) skupino. Postopek pona-
vljamo, dokler se razbitje izboljsuje, lahko pa tudi dovolimo, da se zac¢asno poslabsa
in upamo, da se bo kasneje veliko bolj izboljsalo.

Postopek je lazje opisati za grafe z utezenimi povezavami, zato naj bo A omrezje
(V, L, w), mnozZica tock V pa naj bo razdeljena na dve loceni skupini V4 in Vp.

Naj vrednost diff(v) pove, za koliko se zmanjsa velikost prereza (vsota utezi na
povezavah med skupinama), ¢e tocko v prestavimo v drugo skupino. Za v € V4 je
torej

diff(v) = diff(v, Va, Vg) = > w((v;b) — Y w((v;a))

beVp acVa

Ce tocko prestavimo iz ene skupine v drugo, se spremeni samo njena vrednost diff
in vrednosti diff njenih sosedov.

Vrednost gain para tock a € V4 in b € Vp pa naj bo sprememba v velikosti
prereza, ¢e obe tocki prestavimo v drugo skupino. Ocitno je

gain(a, b) = gain(a, b, V4, V) = diff(a) + diff(b) — 2w

En korak postopka Kernigan-Lin prikazuje postopek 2.4.
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2.3.2 Spektralno razpolavljanje

Spekralno razpolavljanje je popolnoma drugacen postopek od vseh do sedaj opisanih.
Ne uporablja koordinat tock, pa tudi na samem grafu ne deluje, pa¢ pa na matri¢ni
predstavitvi grafa. Medtem, ko drugi postopki skoraj ne potrebujejo operacij z
realnimi Stevili, pa pri spektralnem razpolavljanju brez tega ne gre, saj postopek
temelji na operacijah z matrikami in vektorji.

Bistvo spektralnega razpolavljanja je dolociti razbitje omrezja na osnovi izbra-
nega lastnega vektorja matrike, dobljene iz podatkov o omrezju [12]. Razli¢ne spek-
tralne metode se razlikujejo ve¢inoma po matriki, katere lastni vektor iscemo [35, 36].

Najbolj zahteven del teh metod je ravno izracun lastnega vektorja, saj je pri
velikih omrezjih tudi matrika, katere lastni vektor racunamo, precejSnja, a ponavadi
redka. Ceprav so spektralne metode znane ze okoli 20 let, se je zanimanje zanje
povecalo Sele v zadnjih nekaj letih, ko so racunalniki postali dovolj zmogljivi in ko
so izboljsali metode za iskanje lastnih vektorjev redkih matrik.

Standardni spekter

Matrika, katere lastni vektor iS¢emo, je matrika sosednosti A z elementi

1 ¢ce sta tocki ¢ in j povezani
a;; = .
" 0 sicer

Fiedler je ugotovil, da ima druga najmanjsa lastna vrednost Ay te matrike zelo
zanimivo lastnost. Ce je omrezje povezano, ¢ poljubna realna konstanta,  pa lastni
vektor, ki pripada lastni vrednosti Ay, potem je povezano tudi podomrezje, dolo¢eno
s tockami, ki imajo v lastnem vektorju x pripadajoco komponento manjso ali enako
konstanti c. Isto velja za tocke, ki imajo ustrezno komponento v lastnem vektorju
vecjo ali enako konstanti c. Konstanto c obi¢ajno izberemo tako, da bo tocke omrezja
razdelila v dve priblizno enako veliki skupini.

Laplaceov spekter

Matrika, katere lastni vektor iS¢emo, je Laplaceova matrika L z elementi

-1 ¢e je i # j ter sta tocki ¢ in j povezani
lij =14 deg(i) cejei=}
0 sicer

Matriko L lahko dobimo kot razliko L = D — A, kjer je D diagonalna matrika s
stopnjami tock po diagonali, A pa matrika sosednosti, ali pa kot produkt L = QQ7,
kjer je () inciden¢na matrika velikosti |V| x |£| z elementi:

1 c¢e je tocka i zacetek povezave j
gij = —1 ce je tocka i konec povezave j
0  sicer
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Laplaceova matrika ima precej pomembnih lastnosti. Vse njene vrsti¢ne (in stolpéne)
vsote so enake ni¢. Zaradi tega ima vsaj eno nicelno lastno vrednost, pripadajoci
lastni vektor pa ima vse komponente enake. Ker je matrika L pozitivno semi-
definitna, so vse ostale lastne vrednosti pozitivne, ¢e je omrezje povezano. Ce ni, je
veckratnost nicelne lastne vrednosti natanko stevilo povezanih komponent omrezja.
Iz tega lahko sklepamo, da bo lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti blizu nicle,
razdelil tocke omrezja v dve skoraj nepovezani skupini. V prvo skupino gredo tocke,
ki imajo v lastnem vektorju negativno komponento, v drugo pa tocke s pozitivno
komponento. Ce zelimo imeti bolj uravnotezeni skupini, lahko tocke razporejamo
tudi glede na srednjo vrednost (mediano) komponent lastnega vektorja namesto
glede na niclo. Z istim postopkom lahko nadaljujemo na manjsih podomrezjih in tako
prvotno omrezje delimo naprej. Ta metoda se imenuje RSB (rekurzivno spektralno
razpolavljanje).

Namesto, da s pomocjo ene majhne lastne vrednosti razdelimo omrezje na dva
dela, lahko s pomocjo dveh ali ve¢ majhnih lastnih vrednosti razdelimo omrezje na
vec delov.

Ceprav ima Laplaceov spekter precej zanimivih teoretiénih lastnosti, pomemb-
nih pri razclenjevanju omrezja, pa ima tudi nekaj slabosti. Ena je ta, da uporablja
majhne lastne vrednosti. Lanczoseva metoda za iskanje nekaj (ne vseh) lastnih vek-
torjev namrec veliko hitreje najde lastni vektor, ki pripada najvecji lastni vrednosti,
kot tistega, ki pripada najmanjsi.

Normalni spekter

Matrika, katere lastni vektor iS¢emo, je normalna matrika N z elementi

{ ——L e statocki i in j povezani
nij = deg () deg (5) '

0 sicer

Normalno matriko N dobimo kot kvadrat matrike X, ki temelji na povprecjih. Ma-
triko X dobimo tako, da vzamemo matriko (), na kateri temelji Laplaceova matrika
L, ter vse elemente -1 zamenjamo z enicami. Vsako vrstico Se delimo s kvadratnim
korenom iz vrsticne vsote, vsak stolpec pa s kvadratnim korenom iz stolpcne vsote
(ta vsota je povsod enaka 2). Normalna matrika N je potem kvadratna matrika
XXT,

Podobno kot pri Laplaceovi matriki, lahko tudi tu takoj najdemo eno lastno
vrednost in pripadajoci lastni vektor. Vsi elementi matrike N so namrec¢ nenegativni
in vse vrsticne vsote so enake 1. To pomeni, da je IV stohasti¢na matrika, ter da ima
lastno vrednost 1, pripadajoci lastni vektor pa ima vse komponente enake. Vse druge
lastne vrednosti so po absolutni vrednosti manjse od 1 (¢e je omrezje povezano).
Od tod sklepamo podobno kot v primeru Laplaceove matrike. Veckratnost lastne
vrednosti 1 je ravno stevilo povezanih komponent omrezja, iz lastnega vektorja, ki je
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po absolutni vrednosti blizu 1, pa dobimo razbitje omrezja na dve med seboj skoraj
nepovezani podomrez;ji.

2.3.3 Vecnivojske metode

Z vecnivojskimi metodami veliko omrezje poskusimo najprej smiselno zmanjsati,
nato pa poiskati razbitje manjSega omrezja, kar je obicajno precej hitreje. Razbitje
osnovnega omrezja potem dobimo iz razbitja manjsega omrezja in podatkov o tem,
kako je bilo to manjse omrezje zgrajeno.

a) Poenostavitev omrezja (zmanjSamo Stevilo tock)

Tocke in povezave osnovnega omrezja najprej utezimo z utezjo 1, nato pa sesta-
vimo zaporedje manjsih omrezij G;(V;, &;), sestavljenih iz osnovnega omrezja
Go(Vo, &), tako da je |V;| < [Vi—1|. Manjse omrezje obi¢ajno dobimo tako, da
povezav, ki so v ujemanju. Pri tem je utez nove tocke vsota utezi prejSnjih
tock, podobno pa velja tudi za povezave. S postopkom konc¢amo, ko dobimo
dovolj majhno omrezje, oziroma ko se novo omrezje od prejSnjega le Se malo
razlikuje.

b) Razbitje manjSega omrezja

Poenostavljeno omrezje vsebuje dovolj informacije (utezi na tockah in pove-
zavah), da lahko poistemo uravnotezeno razbitje, ki bo minimiziralo stevilo
povezav med posameznimi skupinami.

c) Projekcija razbitja nazaj na osnovno omrezje

Vsako tocko v manjsem omrezju lahko nadomestimo z mnozico tock prvotnega
omrezja, iz katerih je bila dobljena. Vendar nam to ne prinese najboljsega
razbitja. Zato razbitje prvotnega omrezja rajsi sestavimo po korakih (obratno
od poenostavljanja), na vsakem koraku pa dobljeno razbitje izboljsamo Se s
kaksno hevristicno metodo.

Najbolj znan program za razc¢lembo velikih grafov, ki deluje po tem postopku
27, 29, 28] je METIS [26]. Avtor programa je George Karypis iz Univerze v Min-
nesoti. Zadnja razli¢ica programskega paketa nosi oznako 4.0.1 (november 1998).
Programi so v celoti napisani v jeziku ANSI C. To pomeni, da lahko izvorno kodo,
ki jo dobimo na omrezju, prevedemo na kateremkoli operacijskem sistemu, ki ima
standarden prevajalnik za jezik C, torej skoraj povsod. Iz izvorne kode si lahko na-
redimo knjiznice funkcij, ki jih potem uporabljamo v svojih programih. Na omrezju
dobimo tudi ze prevedene programe za okolje Windows. Sorodna paketu METIS
sta Se paketa parMETIS in hMETIS. Prvi je vzporedna razli¢ica osnovnega paketa,
drugi pa je namenjen razclembi hipergrafov.
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2.4 Zaporedne modularne razclembe

Modul grafa G = (V, L) je taksna skupina tock C C V, da za vsako tocko v € V' \ C
velja: v je povezana z vsemi tockami iz C ali pa v ni povezana z nobeno tocko iz C.
Trivialni moduli so (), V in vse mnozice, ki vsebujejo eno samo tocko.

Moduli imajo moéne algebraiéne lastnosti [14]. Ce sta C in D modula z nepraznim
presekom, potem so presek, unija in razlika tudi moduli. Lo¢ena modula sta bodisi
povezana (vsaka tocka prvega modula je povezana z vsako tocko drugega modula),
bodisi nepovezana (nobena tocka prvega modula ni povezana z nobeno tocko drugega
modula).

Modularna razclemba je Se ena od moznosti, kako dobiti razbitje danega grafa.
Dobimo jo tako, da pois¢emo ¢im bolj grobo razbitje mnozice tock na vsaj dva
modula (tako razbitje je enolicno dolo¢eno), potem pa rekurzivno razbijemo vsak
netrivialen modul posebej. Slika 2.3 prikazuje eno od moznih razbitij grafa na mo-
dule.

®

Slika 2.3: Eno od moznih razbitiyj grafa na module

Za dolocanje modularnih razélemb obstaja veliko razliénih postopkov. Enostavni
imajo ¢asovno zahtevnost O(n?) ali celo O(n'), obstajajo pa tudi postopki linearne
casovne zahtevnosti [14, 32], ki pa so precej zapleteni.

2.5 Pajek

Na koncu ne smemo pozabiti omeniti programa Pajek [4] za analizo velikih omrezij.
Avtorja sta V. Batagelj (Univerza v Ljubljani, Fakulteta za matematiko in fiziko)
in A. Mrvar (Univerza v Ljubljani, Fakulteta za druzbene vede). Vsi postopki, ki
bodo opisani v nadaljevanju, so ze vklju¢eni v ta program.
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2. POSTOPKI ZA DOLOCANJE RAZCLEMB

Poleg obicajnih (usmerjenih, neusmerjenih in mesanih) omrezij Pajek podpira
tudi delo z dvovrstnimi omrezji, kjer imamo tocke dveh vrst (dve lo¢eni mnozici
tock), povezave pa potekajo samo iz ene v drugo mnozico tock in delo s ¢asovnimi
omrezji, ki se spreminjajo skozi ¢as. Pajek omogoca tudi delo z drugimi strukturami,
kot so razbitja, hierarhije, permutacije in vektorji.

V Pajka je vklju¢eno veliko znanih postopkov za analizo omrezij, postopkov za
izracun najrazlicnejsih vrednosti na tockah in povezavah in postopkov za razclenje-
vanje, omogoca pa tudi prikaz omrezja na razlicne nacine.



TRETJE POGLAVJE

PREREZI IN OTOKI

3.1 Tockovni otoki

Pogosto nas v omrezju zanimajo skupine povezanih tock, katerih vrednosti so vecje
od vrednosti tock v okolici. Uveljavljen postopek, kako dolociti taksne skupine
tock (otoke), je z uporabo tockovnih prerezov. Tockovni prerez danega omrezja na
nivoju t dobimo tako, da iz omrezja odstranimo vse tocke (in pripadajoce povezave),
katerih vrednost je manjsa od t. Za lazjo predstavo in razumevanje postopkov bomo
vrednosti v dani tocki rekli kar visina tocke. Omrezje s tockami na danih viSinah
nam torej dolo¢a nekaksno pokrajino.

Definicija 3.1: Tockovni prerez omrezja N = (V, L, p) na nivoju t je podomrezje
N(t)= V', L p), doloceno z

Vo= {veV:pw) >t}
£ = {(u;v)eL:uveV}

Definicija 3.2: Neprazna skupina tock C C V je tockovni otok, e njene tocke
dolocajo povezan podgraf in so visine sosednih tock manjse ali enake visinam tock
iz skupine.

o
urenj%)p(U) < min p(v)

Definicija 3.3: Tockovni otok C C V je pravi tockovni otok, Ce so visine sosednih
tock strogo manjse od visin tock iz skupine.

;glﬁggﬂu) < min p(v)

Skupine tock, ki ustrezajo povezanim komponentam tockovnega prereza danega
omrezja, izpolnjujejo vse zahtevane pogoje za prave otoke. Komponenta je povezana,
visine tock v komponenti so vse vecje ali enake ¢, visine tock v okolici pa so vse
manjse od t. Komponente tockovnega prereza so torej pravi tockovni otoki.
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Od izbire nivoja t je odvisno, na koliko povezanih komponent razpade omrezje in
kako velike so te komponente. Dobimo lahko komponente najrazli¢nejsih velikosti —
od izoliranih tock do neobvladljivo velikih komponent. To pa ni ravno tisto, kar si
zelimo. Rajsi bi imeli skupine, katerih velikosti bi lahko vnaprej dolocili. Da pa bi
to dosegli, moramo v omrezju narediti ve¢ rezov na razli¢nih nivojih (glej sliko 3.1).

Slika 3.1: Tockovni prerez na enem in veé¢ nivojih

Potrebujemo torej uc¢inkovit postopek za dolocanje maksimalnih pravih tockov-
nih otokov omejene velikost. Pri tem bomo velikost otokov omejili navzdol in navzgor
— otok ne sme biti niti premajhen, niti prevelik.

3.1.1 Splosni tockovni otoki

Postopek za dolocanje maksimalnih pravih tockovnih otokov omejene velikosti teme-
lji na tockovnih prerezih omrezja na vedno nizjih nivojih. Delovanje postopka bomo
najlazje razumeli, ¢e si predstavljamo, da celotno omrezje potopimo v vodo, nato
pa gladino vode postopoma znizujemo in opazujemo, kaksni otoki se pojavljajo. Pri
tem nam gladine vode ni treba znizevati zvezno, pa¢ pa samo po visinah tock od
najvisje do najnizje.

Ko iz vode pokuka prva tocka, je to vrh prvega otoka. Ko zagledamo drugo
tocko, je ta lahko vrh drugega otoka, ali pa pripada prvemu otoku (¢e je povezana s
prvo tocko). V splosnem iz vode Ze gleda nekaj otokov. Ko zagledamo novo tocko v,
je ta lahko povezana s katero od ze vidnih tock, ali pa ne. Ce ni povezana z nobeno
vidno tocko, je to vrh novega otoka, sicer pa zdruzimo vse otoke, ki imajo kaksno
tocko povezano s tocko v, dodamo tocko v in tako dobimo nov, vecji otok. Otoki,
ki jih zdruzimo v vecji otok, postanejo podotoki novega otoka, tocka v pa njegovo
pristanisce (tako jo poimenujemo zato, ker je to najnizja tocka na otoku).

Postopek 3.1 za dolo¢anje maksimalnih pravih tockovnih otokov omejene veliko-
sti je sestavljen iz dveh delov. V prvem (pripravljalnem) delu postopka sestavimo
mnozico otoki, ki doloca, kako so otoki vsebovani eden v drugem. Za vsak otok
izvemo, kaj so njegovi podotoki, katera tocka je pristanisce ter ali je otok pravi.
V drugem delu postopka pa v tej hierarhiji otokov pois¢emo vse maksimalne prave
tockovne otoke, katerih velikost je omejena s Steviloma min in mazx. Iskane otoke
nam postopek vrne v mnozici L.
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Postopek 3.1 Maksimalni pravi tockovni otoki omejene velikosti

PoDATKI:  omrezje N = (V, L, p), Stevili min in max
REZULTAT: mnozica L vseh maksimalnih pravih tockovnih otokov velikosti vsaj
man in najveC max
otoki = ()
uredi V nenarascajoce glede na p
for each v € V (v dobljenem vrstnem redu) do begin
otok := new Otok()
otok.pristan := v
otok.podotoki := {o € otoki: oN N(v) # 0}
otoki := otoki U {otok} \ otok.podotoki
for each o € otok.podotoki do o.pravi := p(o.pristan) > p(v)
end
for each o € otoki do o.pravi := true

L:=10
while otoki # () do begin
izberi otok € otok:
otoki := otoki \ {otok}
if |otok| < min then delete otok
else if |otok| > max V —otok.pravi then begin
otoki := otoki U otok.podotoki
delete otok
end
else L := L U {otok}
end

Pripravljalni del postopka pricnemo z urejanjem mnozice tock V nenarascajoce
po njihovih visinah. Nato spusc¢amo gladino vode od najvisje do najnizje tocke, tako
da vsakic¢ iz vode pogleda ena nova tocka (tocke pregledamo v dobljenem vrstnem
redu). Da postopka ne zapletamo po nepotrebnem, se tocke, ki so na isti visini, iz
vode ne pojavijo vse hkrati, pa¢ pa ena za drugo (vrstni red ni pomemben).

7 vsako novo tocko v, ki pogleda iz vode, dobimo natanko en nov otok. Tocka v je
njegovo pristanisce, podotoki pa so tisti otoki, ki vsebujejo kaksno tocko, povezano
s tocko v. Nov otok dodamo v trenutno mnozico otokov, iz nje pa odstranimo vse
njegove podotoke. Teh otokov s tem ne izgubimo, saj do njih lahko Se vedno pridemo
kot do podotokov novega otoka.

Ker nas zanimajo samo pravi otoki, si moramo za vsak otok Se zabeleziti, ali je
pravi. Tega pa ne moremo storiti takoj, ko otok nastane, pa¢ pa Sele kasneje, ko
otok postane podotok vecjega otoka. Otok je pravi, ¢e je njegovo pristanisce visje od
pristanisca vecjega otoka. Vsi otoki, ki nam ostanejo ob koncu postopka, so pravi.
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Ko zmanjka vode, nam ostane toliko otokov, kolikor povezanih komponent ima
omrezje. Nas zanimajo samo pravi otoki omejene velikosti, pri ¢emer je velikost
otoka omejena navzdol in navzgor. Te poiscemo v drugem delu postopka. Pregle-
dati moramo vse otoke iz mnozice otoki. Ko izberemo nek otok iz te mnozice, ga
odstranimo iz mnozice in preverimo njegovo velikost. Ce je otok premajhen, ga
zavrzemo, ¢e je prevelik ali pa ni pravi, ga razbijemo na podotoke (potopimo pri-
stanisée) in te dodamo v mnozico 8e nepregledanih otokov, ¢e pa je ustrezne velikosti
in je pravi, si ga zapomnemo. Postopek ponavljamo tako dolgo, da pregledamo vse
otoke.

3.1.2 Enostavni tockovni otoki

Definicija 3.4: Skupina tock C C V je lokalni tockovni vrh, ¢e je pravi tockovni
otok in imajo vse njene tocke enako visino.

Definicija 3.5: Tockovni otok, ki ima en sam lokalni tockovni vrh, imenujemo
enostaven tockouvni otok.

Poiskati vse maksimalne enostavne prave tockovne otoke omejene velikosti je
razmeroma preprosto. Po vrsti moramo pregledati vse tocke. Ce je tocka v lokal-
nem tockovnem vrhu Se neodkritega otoka, smo nasli nov enostavni tockovni otok.
Poiskati moramo Se vse tocke, ki jih lahko dodamo temu otoku, tako da bo ostal
enostaven. To storimo tako, da po vrsti dodajamo najvisje tocke iz soses¢ine trenu-
tnega otoka, dokler je izpolnjen pogoj za otok (koncamo lahko ze prej, ¢e dosezemo
najvecjo dovoljeno velikost otoka). Ce je v soses¢ini trenutnega otoka veé tock na isti
vi§ini, izberemo katerokoli izmed njih. Pred koncem postopka je morda potrebno Se
odstraniti nekaj tock (v obratnem vrstnem redu, kot smo jih dodajali), da dobimo
pravi otok. Ce je dobljeni otok premajhen, ga zavrzemo, sicer pa je to eden od
iskanih otokov.

Izvedba tega postopka pa ni tako enostavna. Najprej moramo ugotoviti, katere
tocke pripadajo lokalnim tockovnim vrhovom. To storimo tako da po vrsti pregle-
damo vse Se nepregledane tocke. Ce tocka nima visjih sosedov, moramo poiskati vse
tocke na isti visini, ki so iz nje dosegljive. Ce je v soses¢ini teh tock kaksna visja
tocka, si tocke oznac¢imo za pregledane, sicer pa si jih oznac¢imo kot lokalni tockovni
vrh. Med postopkom moramo vzdrzevati tudi mnozico sosednih tock trenutnega
otoka, iz katere vedno odstranjujemo najvisjo tocko. Te tocke je najbolje hraniti v
kopici (najvigja tocka bo vedno v korenu kopice), kar pomeni, da potrebujemo Se
operacije za delo s kopico.

Veliko manj dela pa imamo, ¢e samo dopolnimo postopek 3.1 za dolocanje
splosnih tockovnih otokov, tako da ne bo vrnil vseh maksimalnih pravih tockovnih
otokov omejene velikosti, pa¢ pa samo tiste izmed njih, ki so tudi enostavni.

Pripravljalni del postopka, kjer dolo¢imo vseh n otokov, dopolnimo tako, da
vsakemu otoku dolo¢imo, kaksne vrste je. Vrsta otoka je lahko FLAT (vse tocke
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Postopek 3.2 Maksimalni enostavni pravi tockovni otoki omejene velikosti

PoDATKI:  omrezje N = (V, L, p), Stevili min in max
REZULTAT: mnozica L vseh maksimalnih enostavnih pravih tockovnih otokov ve-
likosti vsaj min in najve¢ max
otoki := ()
uredi V nenarascajoce glede na p
for each v € V (v dobljenem vrstnem redu) do begin
otok := new Otok()
otok.pristan :=v
otok.podotoki := {o € otoki: o N N(v) # 0}
otoki := otoki U {otok} \ otok.podotoki
for each o € otok.podotoki do o.pravi := p(o.pristan) > p(v)
if |otok.podotoki| = 0 then otok.vrsta := FLAT
else if |otok.podotoki| = 1 then begin
o0 := podotok
if o.vrsta # FLAT then otok.vrsta := o.vrsta
else if p(o.pristan) = p(v) then otok.vrsta := FLAT
else otok.vrsta := SINGLE
end
else begin
for each o € otok.podotoki do begin
ok := o.vrsta = FLAT A p(o.pristan) = p(v)
if —ok then break
end
if ok then otok.vrsta := FLAT
else otok.vrsta := MULTI
end
end
for each o € otoki do o.pravi := true

L:=10
while otoki # () do begin
izberi otok € otoki
otoki := otoki \ {otok}
if |otok| < min then delete otok
else if |otok| > max V —otok.pravi V otok.vrsta = MULTI then begin
otoki := otoki U otok.podotoki
delete otok
end
else L := L U {otok}
end
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otoka imajo isto visino), SINGLE (otok ima en sam lokalni tockovni vrh) ali MULTI
(otok ima ve¢ lokalnih tockovnih vrhov). Poglejmo si podrobneje, kako dolo¢imo
vrsto novega otoka.

e Ce otok nima podotokov, je sestavljen iz ene same tocke, torej je vrste FLAT.

e Ce ima otok samo en podotok, imamo tri moznosti. Ce podotok ni vrste FLAT,
torej Ge je vrste SINGLE ali MULTI, potem je tudi nov otok enake vrste. Ce
pa je podotok vrste FLAT, je vrsta novega otoka odvisna od viSine pristanisca
podotoka in visine nove tocke. Ce sta visini enaki, je tudi nov otok vrste FLAT,
sicer pa dobimo otok vrste SINGLE.

e Ce pa ima otok ve¢ podotokov, moramo najprej preveriti, kaksni so ti podotoki.
Ce so vsi vrste FLAT in so vsa njihova pristanis¢a na isti visini kot nova tocka,
potem je tudi nov otok vrste FLAT, sicer pa je vrste MULTI.

Pogoj v drugem delu postopka, ki odloci, ali je otok potrebno razbiti na podotoke
in pregledati vsak podotok posebej, dopolnimo tako, da dodatno preverimo Se, ali
je otok vrste MULTI (tudi v tem primeru ga je potrebno razbiti). Postopek 3.2
prikazuje tako dopolnjen postopek 3.1, kjer je stara koda napisana v svetlejsi barvi,
da so dopolnitve bolj vidne.

3.1.3 Izvedba

Predpostavimo, da je omrezje predstavljeno s strukturo Graph . Ker sama predsta-
vitev omrezja v postopku ni bistvenega pomena, se v podrobnosti o tej strukturi ne
bomo spuscali. Tocko v omrezju bomo predstavili s strukturo Vert . Ta bo vsebo-
vala celostevilsko lastnost id z vrednostjo med 0 in n — 1, ki bo enoli¢no dolocala
tocko. Vsebovala bo tudi realno lastnost value , v kateri bomo hranili vrednost
tocke. Na druge podatke o tocki (na primer seznam sosedov) se v izvedbi postopka
ne bomo sklicevali, zato so v opisu strukture izpusceni.

struct Vert

int id; /I enoli  €tna oznaka iz [0,n)
double value; /I vrednost

k

Izkaze se, da je najprimernejsa podatkovna struktura za predstavitev otoka
drevo. Vsak otok namre¢ nastane z zdruzitvijo tocke, ki ji recemo pristanisce (koren
drevesa) z nekaj manjsimi otoki, ki jim recemo podotoki (poddrevesa). Mnozica
podotokov je lahko tudi prazna, kar pomeni, da ustrezno vozlis¢e v drevesu ne bo
imelo poddreves (list).

Ker vsako vozlisce v drevesu ustreza enemu otoku, ga bomo predstavili s struk-
turo Vertlsland . Tocka v vozliséu (lastnost port ) je pristanisée otoka, poddre-
vesa pa predstavljajo podotoke. Ker ne vemo vnaprej, koliko podotokov bo imel
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posamezen otok, bomo poddrevesa vodili v obliki seznama. Tako bomo v vsa-
kem vozliséu imeli kazalec na prvo poddrevo (lastnost subislands ), ker pa skoraj
vsako vozlisce ustreza tudi podotoku nekega vecjega otoka, Se kazalec na naslednje
poddrevo v seznamu (lastnost next ). Poleg tega bomo v vsakem vozliséu imeli
zapisano Se velikost otoka (lastnost size ), da nam kasneje ne bo treba pregledovati
celih dreves, da bi se dokopali do tega podatka.

Pri sestavljanju novega otoka bo za dano tocko v podotoku potrebno ¢im hitreje
najti koren drevesa, v katerem se ta tocka nahaja, da bomo to drevo pripeli kot
poddrevo ve¢jemu drevesu. Da bomo koren lahko poiskali, bomo v vsakem vozlis¢u
potrebovali Se kazalec na prednika v drevesu (lastnost parent ). Pozabiti pa ne
smemo $Se na logicno lastnost regular , ki doloca, ali je otok pravi.

struct Vertlsland

{
int size; /I velikost otoka
Vert *port; /I pristani Ste
Vertlsland *subislands; /I kazalec na prvi podotok
Vertlsland *next; /I kazalec na naslednji podotok
Vertlsland *parent; /I kazalec na prednika
bool regular; /I ali je otok pravi

h

Za predstavitev vseh otokov, torej za vsa drevesa skupaj, bomo potrebovali na-
tanko n vozlisé. Namesto da bi pomnilnik rezervirali za vsako vozlisée posebej, lahko
ves potreben pomnilnik zanje rezerviramo kar v enem kosu (tabela vozlis¢). Vozlisca
v tabeli islands  bomo zasedali po vrsti od zacetka proti koncu tabele.

Za dano tocko bo treba znati hitro ugotoviti, ali je ze vidna, oziroma ali Ze
pripada kateremu od dreves, s katerimi so predstavljeni otoki. Ker imamo lahko
veC tock na isti viSini, si z viSinami tock pri odgovoru na to vpraSanje ne moremo
pomagati. Resitev je v dodatni tabeli pos, ki za vsako tocko vsebuje kazalec na
koren drevesa, ki predstavlja otok, ki ima to tocko za pristanisée. Ce tocka e ni
vidna, ustrezni kazalec ne kaze nikamor.

Pripravljalni del postopka je zdaj preprost. Po vrsti pregledujemo tocke iz ne-
narascajoce urejene mnozice V in vsakic¢ zasedemo eno vozlisce v tabeli. To vozlisce
postane koren drevesa, ki predstavlja otok, ki ima trenutno tocko za pristanisce. Na
zacetku je to drevo brez poddreves, torej je njegova velikost enaka 1.

Potem pregledamo vse sosede trenutne tocke. Ce je sosed ze v katerem od dreves
(to vidimo v tabeli pos ), moramo poiskati koren tega drevesa in drevo pripeti kot
poddrevo k novemu vozliséu (najlazje ga pripnemo na zacetek seznama poddreves).
Kazalce na prednike v vseh vozlis¢ih na poti do korena preusmerimo neposredno na
koren novega drevesa. S tem si precej skrajsamo morebitne naslednje sprehode proti
korenu drevesa (podobno kot pri postopku Union-Find).

Pri iskanju korena drevesa, ki ustreza podotoku, se lahko pripeti, da je to drevo
ze pripeto kot podotok k novemu otoku. V tem primeru se iskanje korena ustavi pri
vozliscu, ki ustreza novemu otoku. Seveda takrat ne smemo narediti nicesar vec.

35



36

3. PREREZI IN OTOKI

Program 3.1: Maksimalni pravi tockovni otoki omejene velikosti

int  *vertlslands(Graph *g, int  min, int max)
{

Vert *vert = vertices(Q);

int n = size(vert);

gsort(vert, n, sizeof (*vert), vertDescending);

Vertlsland *islands = new Vertlsland[n];
Vertlsland **pos = new Vertlsland *[n];
for (int i 0; i < n; ++i) pos[i] = NULL;
for (int i 0; i < n; ++i) {
Vert *v = vert[i];
Vertlsland *p = pos[v->id] = &islands]i];
p->size = 1;
p->port = v;
p->subislands = p->next = p->parent = NULL;
p->regular = true ;
for (Vert *u in neighbors(g, Vv)) {
if (pos[u->id] != NULL) {
Vertlsland *q = pos[u->id];
while  (g->parent != NULL) {
Vertlsland *t = q;
g = g->parent;
t->parent = p;

it (p'=a {
g->parent = p;
g->next = p->subislands;
p->subislands = q;
p->size += Q->size;
g->regular = g->port->value > v->value;

}
}
}
}

int ¢ = 0;
int *part = new int [n];
while  (n--) {
Vertlsland *p = &islands[n];
if (p->parent != NULL)
markVert(part, p, part[p->parent->port->id], p);
else if  (p->size < min)
markVert(part, p, 0, p);
else if (p->size > max || !'p->regular)
markVert(part, p, 0, NULL);
else
markVert(part, p, ++c, p);
}

delete [] pos;
delete [] islands;
return  part;

Zdaj lahko med vsemi dobljenimi otoki pois¢emo maksimalne prave tockovne
otoke omejene velikosti. Rezultat bomo vrnili v obliki razbitja — vsak otok bo
svoja skupina, tocke ki ne pripadajo nobenemu ustreznemu otoku, pa bomo dali v
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posebno skupino z oznako 0. Razbitje predstavimo s tabelo celih stevil, kjer vsaki
tocki dolo¢imo oznako skupine.

Iskane otoke bi lahko poiskali s preprosto rekurzivno funkcijo, kjer bi pregledali
vsa vozliséa dobljenih dreves. Ce bi bil ustrezen otok premajhen, bi iskanje v globino
prekinili, ¢e bi bil prevelik ali nepravi, bi postopek ponovili na vseh poddrevesih,
sicer pa bi ga oznacili kot novo skupino. A pri velikih omrezjih uporaba rekurzije ni
priporocjiva, saj lahko hitro pride do prekoracitve na skladu. Ker pa so vsa vozlisca
dreves zapisana v tabeli, se rekurziji lahko izognemo.

Vozlisca dreves so v tabeli urejena tako, da je koren vsakega drevesa vedno
za koreni vseh svojih poddreves. Ker is¢emo maksimalne otoke ustrezne velikosti,
bomo vozliséa pregledovali s konca proti zacetku tabele. Tako bomo vsak otok
pregledali prej, kot kateregakoli od njegovih podotokov. Poleg tega bomo vrednost
lastnosti parent v vozlis¢u uporabili za to, da bomo razlikovali med nepregledanimi
tockami in tistimi tockami, za katere ze vemo, v katero skupino razbitja jih moramo
postaviti. Pri nepregledanih tockah bo vrednost te lastnosti enaka NULL pri drugih
pa bo kazalec kazal na neposrednega prednika, torej na tocko, ki bo dolocala oznako
skupine. Po izteku pripravljalnega dela postopka je vrednost lastnosti parent v
vseh vozliscih, ki predstavljajo glavne otoke, enaka NULL pri tistih, ki predstavljajo
podotoke, pa kaze na enega od prednikov v drevesu. To pa je ravno tisto, kar
potrebujemo.

Pregled tock torej poteka od konca proti zacetku tabele. Ce je znan prednik v
drevesu, bomo tocko postavili v isto skupino, v kateri je prednik, sicer pa otok, ki
ustreza trenutni tocki Se ni bil pregledan. Ce je ta otok premajhen, prevelik ali pa
ni pravi, bomo tocko postavili v skupino 0, sicer pa v novo skupino.

Pri pregledu vsake tocke moramo tockam v korenih poddreves Se nastaviti kazalce
na prednika, da bomo kasneje vedeli, kako jih obravnavati. Ce moramo vse tocke v
poddrevesih postaviti v isto skupino kot trenutno tocko, bomo kazalce na prednika v
korenih poddreves nastavili na trenutno vozlisée. To naredimo v primerih, ko tocko
postavimo v isto skupino kot njenega prednika, ce tocko postavimo v novo skupino
ali pa ¢e je ustrezen otok premajhen. V vseh drugih primerih (otok je prevelik ali
pa ni pravi) kazalce na prednika v korenih poddreves postavimo na NULL S tem si
oznacimo, da ustrezen otok Se ni pregledan.

Obe nalogi skupaj (postavljanje tocke v skupino in nastavljanje kazalcev na pred-
nika) opravlja pomozna funkcija markVert . Tocko, ki ustreza pristaniséu otoka, ki
ga predstavlja vozlisce p, postavi v skupino €, korenom vseh poddreves pa nastavi
prednika na . Oznake skupin za posamezne tocke vodimo v tabeli part , ki jo
funkcija dobi za parameter. Ta tabela bi lahko bila tudi globalna, a to ne spada k
pravilom lepega programiranja.

Razsiritev opisane izvedbe postopka, tako da bi lahko iskali tudi maksimalne
enostavne prave otoke omejene velikosti, je preprosta. Potrebno je samo slediti
dopolnitvam v postopku 3.2, zato se s tem tu ne bomo ukvarjali.
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void markVert( int “*part, Vertlsland *p, int ¢, Vertlsland *q)

part[p->port->id] = c;
for (p = p->subislands; p != NULL; p = p->next) p->parent = q;

3.1.4 Casovna zahtevnost

Poglejmo si Se, koliko ¢asa porabi opisani postopek za dolo¢anje maksimalnih pra-
vih tockovnih otokov omejene velikosti. Za urejanje mnozice tock V potrebujemo
O(nlogn) casa.

V pripravljalnem delu postopka pregledamo vse tocke, za vsako tocko pa Se vse
njene sosede. Pogojni stavek, kjer preverjamo, ali je sosed trenutne tocke ze viden,
se tako izvrsi O(m) krat. Znotraj tega pogojnega stavka pa imamo Se eno zanko,
kjer se od vozlisca, ki predstavlja soseda trenutne tocke v podotoku, pomikamo proti
korenu. Ker med pomikanjem proti korenu vse povezave preusmerjamo neposredno
na koren (podobno kot pri postopku Union-Find), porabimo za vse operacije skupaj
O(ma(n)) casa, kjer je a obrat Ackermannove funkcije, ki narasca zelo pocasi (Se
pri n = 2996 ima vrednost manjso od 5).

V zakljuénem delu postopka imamo eno samo zanko, s katero pregledamo vsa
vozlisca dreves, torej se izvrsi natanko n-krat. V vsaki ponovitvi te zanke imamo
klic pomozne funkcije, v kateri pa je Se ena zanka. Ta tece po vseh poddevesih.
Vseh ponovitev te zanke je natanko toliko, kot je vseh poddreves, torej za zakljucni
del postopka potrebujemo O(n) casa.

Ker je vrednost funkcije « za smiselne vrednosti n manjsa od majhne konstante,
je casovna zahtevnost celotnega postopka O(max{nlogn,m}).

3.1.5 Primer

Poglejmo si omrezje avtorjev, ki je bilo dobljeno iz bibliografije [11] iz Computational
Geometry Database geombib , verzija februar 2002 [25].

Dva avtorja sta povezana, ¢e sta napisala vsaj en skupen ¢lanek. Utez na po-
vezavi doloca Stevilo skupnih ¢lankov, a teh utezi ne bomo potrebovali. Z uporabo
preprostega programa, napisanega v programskem jeziku Python, sem podatke iz
oblike BibTEX predelal v obliko, ki jo razume Pajek. Dobljeno omrezje ima 9072
tock (avtorjev) in 22577 povezav (vsaj toliko je skupnih ¢lankov ali knjig), od tega
je 13567 povezav z utezjo 1.

Pri predelavi podatkov iz oblike BibTEX je prislo do stevilnih tezav zaradi
razlicnih nacinov pisanja imen in priimkov avtorjev. Tako dobljeno omrezje vsebuje
veC tock, ki ustrezajo istemu avtorju. Na primer R.S. Drysdale, Robert L. Drysdale,
Robert L. Scot Drysdale, R.L. Drysdale, S. Drysdale, R. Drysdale in R.L.S. Drysdale
ali Pankaj K. Agarwal, P. Agarwal, Pankaj Agarwal in P.K. Agarwal. Ti so o¢itni in
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jih hitro razresimo, ni pa ocitno, da sta tudi Otfried Schwarzkopf in Otfried Cheong
ista oseba. Veliko dodatnega dela pa bi bilo potrebno, da bi locili dve osebi z enakim
imenom. S tem se nisem ukvarjal. Ro¢no sem pripravil ekvivalencne razrede in s
Pajkom skréil omrezje. Dobljeno omrezje vsebuje 7343 tock in 11898 povezav. Je
redko omrezje s povprecno stopnjo 2m/n = 3.24. Dosegljivo je na Pajkovi domaci
strani med drugimi omreznimi podatki.

Vsaki tocki v tem omrezju izracunamo njeno stopnjo vmesnosti. Veliko stopnjo
vmesnosti bodo imele tiste tocke, skozi katere poteka veliko stevilo najkrajsih poti,
torej tisti avtorji, ki velikokrat nastopajo kot posredniki med drugimi avtorji. Ce
v dobljenem omrezju poistemo vse tockovne otoke omejene velikosti, bomo dobili
skupine avtorjev, ki veliko sodelujejo med sabo, imajo pa tudi veliko povezav z
drugimi avtorji. Program nam vrne 15 tockovnih otokov velikosti med 10 in 30, ki
vsi skupaj vsebujejo 208 tock. Prikazanih so na slikah, ki sledijo.
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3.2 Povezavni otoki

Tudi za omrezja, ki imajo utezi na povezavah, lahko definiramo otoke. Da si bomo
lazje predstavljali delovanje postopka, bomo utezi dane povezave rekli kar wvisina
povezave.

Podobno, kot pri tockovnem primeru, lahko povezavne otoke iS¢emo s pomocjo
povezavnih prerezov. Povezavni prerez danega omrezja na nivoju ¢ dobimo tako, da
iz omrezja odstranimo vse povezave, katerih visina je manjsa od t, ter vse tocke, ki
po odstranitvi teh povezav postanejo izolirane.

Definicija 3.6: Povezavni prerez omrezja N = (V, L, w) na nivoju ¢ je podomrezje
N(t)= V', L w), doloceno z

L = {eeLlL:wle) >t}
Vo= {veV:ueV:(u;v)el'}

Definicija 3.7: Neprazna skupina tock C C V je povezavni otok, ¢e sta v skupini
vsaj dve tocki, ¢e tocke skupine dolocajo povezan podgraf in ¢e obstaja vpeto drevo
7T na teh tockah, tako da so visine povezav, ki povezujejo tocke iz skupine s tockami
izven skupine manjse ali enake visinam povezav v drevesu 7 .

max w((u;v)) < min w(e)

(uv)EL: eeL(T)
u€CAVEC

Definicija 3.8: Povezavni otok C C V je pravi povezavni otok, ¢e obstaja vpeto
drevo 7, tako da so visine povezav, ki povezujejo tocke iz skupine s tockami izven
skupine strogo manjse od visin povezav v drevesu 7 .

max w((u;v)) < min w(e)

(uech)egﬂc ecL(T)

Skupine tock, ki ustrezajo povezanim komponentam v povezavnem prerezu da-
nega omrezja, izpolnjujejo vse zahtevane pogoje za prave povezavne otoke. Ker so
to skupine tock, ki so po brisanju povezav z visino manjso od t ostale povezane,
obstaja vpeto drevo, ki vsebuje samo povezave na visSinah, ki so vec¢je ali enake ¢.

take povezave bili obe v isti skupini. Te skupine tock so torej pravi povezavni otoki.

Podobno, kot pri tockovnem primeru, je tudi tu od izbire nivoja ¢ odvisno, na
koliko povezanih komponent razpade omrezje ter kako velike so te komponente.
Najmanjsa mozna komponenta je sestavljena iz dveh tock (ker smo pobrisali vse
izolirane tocke), navzgor pa velikost ni omejena z drugim, kot z velikostjo celega
omrezja. Treba bo torej zopet najti postopek, ki bo poiskal prave povezavne otoke
omejene velikosti.
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3.2.1 Splosni povezavni otoki

Pri dolo¢anju povezavnih otokov bomo poskusili uporabiti isto idejo, ki nas je pri-
peljala do tockovnih otokov. Podobno kot v tockovnem primeru, bomo tudi tu
omrezje najprej potopili v vodo, nato pa gladino vode postopoma znizevali in opa-
zovali, kaksni otoki se pojavljajo. Seveda nam gladine vode ni treba znizevati zvezno,
pac¢ pa po korakih po visinah povezav od najvisje do najnizje. Tudi tu bomo pred-
postavili, da povezave, ki so na isti viSini, ne pridejo iz vode vse naenkrat, pac pa
postopoma ena za drugo.

Postopek 3.3 za dolocanje maksimalnih pravih povezavnih otokov omejene ve-
likosti je zelo podoben postopku 3.1 za dolocanje maksimalnih pravih tockovnih
otokov omejene velikosti.

Da bo postopek bolj preprost, bomo malo popustili pri definiciji povezavnega
otoka in dovolili tudi povezavne otoke, ki vsebujejo eno samo tocko. Takemu otoku
bomo rekli trivialen povezavni otok. Tocke najprej razporedimo v n trivialnih pove-
zavnih otokov, potem pa po vrsti pregledamo vsako povezavo od najvisje do najnizje.
dvema razlicnima otokoma, ta dva otoka zdruzimo (v bistvu poénemo isto, kot ¢e
bi iskali maksimalno vpeto drevo s Kruskalovim postopkom).

Tu opazimo tudi edino vecjo razliko med tockovnim in povezavnim postopkom.
V tockovnem primeru smo tekoc¢o tocko vedno dodali neki mnozici otokov (ki je
lahko bila tudi prazna), v povezavnem primeru pa tekoc¢o povezavo ignoriramo ali
pa zdruzimo natanko dva otoka (postaneta podotoka vecjega otoka). Razlika je tudi,
kako definiramo pristanisce. V tockovnem otoku je to bila najnizja tocka na otoku,
v povezavnem primeru pa je to povezava, s katero smo zdruzili dva otoka (to ni
nujno najnizja povezava med tockami na otoku). Otok, ki vsebuje eno samo tocko,
nima pristanisca.

Za vsak otok si moramo tudi zabeleziti, ali je pravi. To lahko naredimo za oba
podotoka sele takrat, ko ju zdruzimo. Otok je pravi, ¢e nima pristanisca ali pa Ce
je njegovo pristanisce visje kot pristanisce vecjega otoka.

Ko zmanjka vode, nam ostane toliko otokov, kolikor povezanih komponent ima
omrezje. A nas zanimajo samo pravi otoki omejene velikosti. Te pois¢emo podobno,
kot v tockovnem primeru.

3.2.2 Enostavni povezavni otoki

Definicija 3.9: Skupina tock C C V je lokalni povezavni vrh, ¢e je pravi povezavni
otok in obstaja vpeto drevo, v katerem imajo vse povezave enako visino kot najvisja
povezava med poljubnima dvema tockama.

Definicija 3.10: Povezavni otok, ki ima en sam lokalni povezavni vrh, imenujemo
enostaven povezavni otok.
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Postopek 3.3 Maksimalni pravi povezavni otoki omejene velikosti

PoODATKI:  omrezje N = (V, L, w), stevili min in max
REZULTAT: mnozica L vseh maksimalnih pravih povezavnih otokov velikosti vsaj
man in najveC max
otoki := {{v}: v eV}
for each o € otoki do o.pristan := null
uredi £ nenarascajoce glede na w
for each e(u;v) € L (v dobljenem vrstnem redu) do begin
ol := otok € otoki : u € otok
02 := otok € otoki : v € otok
if ol # 02 then begin
otok := new Otok()
otok.pristan = e
otok.podotokl := ol
otok.podotok?2 := 02
otoki := otoki U {otok} \ {ol, 02}
ol.pravi := ol.pristan = null V w(ol.pristan) > w(e)
02.pravi := o2.pristan = null V w(o2.pristan) > w(e)
end
end
for each o € otoki do o.pravi := true

=0
while otoki # () do begin
izberi otok € otoki
otoki := otoki \ {otok}
if |otok| < min then delete otok
else if |otok| > max V —otok.pravi then begin
otoki := otoki U {otok.podotok1, otok.podotok2}
delete otok
end
else L := L U {otok}
end

Da bomo izmed vseh pravih povezavnih otokov izlocili samo enostavne, mo-
ramo otoku predpisati vrsto. Podobno, kot v tockovnem primeru, je vrsta otoka
lahko FLAT (obstaja vpeto drevo, v katerem imajo vse povezave enako visino kot
najvisja povezava med poljubnima dvema tockama), SINGLE (otok ima en sam lo-
kalni povezavni vrh) ali MULTI (otok ima ve¢ lokalnih povezavnih vrhov). Poglejmo
si podrobneje, kako dolo¢imo vrsto novega otoka.

e Trivialen povezavni otok je vrste FLAT.
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e Netrivialen povezavni otok ima natanko dva podotoka. Vrsta otoka je v tem
primeru odvisna od vrste teh dveh podotokov in visin njunih pristanisé. Ce je
kateri od teh podotokov trivialen, nima pristanisca, zato se obnasamo, kot da
ima pristanisc¢e na isti visini, kot je visina trenutne povezave.

— Ce sta oba podotoka vrste FLAT in sta visini obeh pristanisé enaki visini
trenutne povezave, je tudi nov otok vrste FLAT.

— Ce je samo en podotok vrste FLAT in je visina njegovega pristanisca enaka
viSini trenutne povezave, je nov otok vrste SINGLE.

— V vseh ostalih primerih dobimo otok vrste MULTI.

Pogoj v drugem delu postopka, ki odloci, ali je otok potrebno razbiti na podotoke
in pregledati vsak podotok posebej, dopolnimo tako, da dodatno preverimo Se, ali
je otok vrste MULTI (tudi v tem primeru ga je potrebno razbiti). Postopek 3.4
prikazuje tako dopolnjen postopek 3.3, kjer je stara koda napisana v svetlejsi barvi,
da so dopolnitve bolj vidne.

3.2.3 Izvedba

Podobno, kot pri tockovnem primeru predpostavimo, da je omrezje predstavljeno s
strukturo Graph , tocka v omrezju pa s strukturo Vert . Dodatno moramo $e opi-
sati, kako je predstavljena povezava med dvema tocka. Povezavo opiSemo s struk-
turo Edge, ki bo vsebovala kazalca na zacetno in kon¢no tocko povezave (lastnosti
source in target ) ter visino povezave (lastnost value ).

Najprej se moramo odlo¢iti, kaksno podatkovno strukturo bomo uporabili za
predstavitev povezavnega otoka. Ker je povezavni otok ena sama tocka, ali pa je se-
stavljen iz natanko dveh podotokov, bomo za njegovo predstavitev uporabili dvojisko
drevo, ki bo imelo dve vrsti vozlis¢. Vozlisée opisemo s strukturo Edgelsland . V
listih bo drevo imelo zapisane vse tocke (lastnost vert ), ki so na otoku, notranja
vozlista pa bodo hranila povezave (lastnost port ), s katerimi smo zdruzevali dva
otoka v vec¢ji otok. Povezava v korenu drevesa bo torej pristanisce ustreznega otoka,
poddrevesi (lastnosti left  in right ) pa bosta predstavljali njegova podotoka.

Vsako vozlis¢e v drevesu bo moralo vsebovati podatek o tem, kdo je njegov
prednik (lastnost parent ). Le tako bomo za dano tocko lahko ugotovili, kateremu
drevesu pripada (poiskati bomo morali koren drevesa). Da pa se ne bomo pri vsakem
iskanju korena pomikali vedno po isti poti, bomo po vsakem prehodu poti vsem
vozliséem na poti podatek o predniku popravili, tako da bo kazal neposredno na
koren (podobno kot pri postopku Union-Find). Poleg tega bomo v vsakem vozliscu
imeli e podatek o velikosti otoka (lastnost size ) ter podatek, ki pove, ali je otok
pravi (lastnost regular ).

Za predstavitev vseh otokov bomo potrebovali n vozlisé za tocke (listi) in najvec
n—1 vozlis¢ za povezave, skupno torej najvec 2n—1 vozlis¢. Namesto da bi pomnilnik
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Postopek 3.4 Maksimalni enostavni pravi povezavni otoki omejene velikosti

PoODATKI:  omrezje N = (V, L, w), stevili min in max
REZULTAT: mnozica L vseh maksimalnih enostavnih pravih povezavnih otokov ve-
likosti vsaj min in najve¢ max
otoki := {{v}: v eV}
for each o € otoki do o.pristan := null
for each o € otoki do o.vrsta := FLAT
uredi £ nenarascajoce glede na w
for each e(u;v) € L (v dobljenem vrstnem redu) do begin
ol := otok € otoki : u € otok
02 := otok € otoki : v € otok
if ol # 02 then begin
otok := new Otok()
otok.pristan 1= e
otok.podotokl := ol
otok.podotok?2 := 02
otoki := otoki U {otok} \ {ol, 02}
ol.pravi := ol.pristan = null V w(ol.pristan) > w(e)
02.pravi := o2.pristan = null V w(o2.pristan) > w(e)
pl := ol.ursta = FLAT A (ol.pristan = null V w(ol.pristan) = w(e))
p2 := 02.vrsta = FLAT A (02.pristan = null V w(o2.pristan) = w(e))
if p1 A p2 then otok.vrsta := FLAT
else if pl V p2 then otok.vrsta := SINGLE
else otok.vrsta := MULTI
end
end
for each o € otoki do o.pravi := true

L:=10
while otoki # () do begin
izberi otok € otokt
otoki := otoki \ {otok}
if |otok| < min then delete otok
else if |otok| > max V —otok.pravi V otok.vrsta = MULTI then begin
otoki := otoki U {otok.podotok1, otok.podotok2}
delete otok
end
else L := L U {otok}
end

rezervirali za vsako vozlisce posebej, lahko ves potreben pomnilnik zanje rezerviramo
kar v enem kosu (tabela vozlis¢). Vozlisca v tabeli islands  bomo zasedali po vrsti
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struct  Edge

Vert *source; /I kazalec na za  Cetno to ¢ko
Vert *target; /I kazalec na kon  ¢tno to tko
double value; /I vrednost

%

struct Edgelsland

{
int size; /I velikost otoka
Vert *vert; /l to tka v listu
Edge *port; /[ pristani Ste
Edgelsland *left; /I kazalec na levo poddrevo
Edgelsland *right; /Il kazalec na desno poddrevo
Edgelsland *parent; /I kazalec na prednika
bool regular; /I ali je otok pravi

3

od zacetka proti koncu tabele, pri ¢emer prvih n vozlis¢ za liste zasedemo takoj na
zacetku postopka.

V pripravljalnem delu postopka najprej uredimo mnozico vseh povezav nenara-
SCajoCe, nato pa pripravimo prvih n vozlis¢ v tabeli islands . V glavni zanki nato
po vrsti pregledamo vse povezave. Za trenutno povezavo € poiscemo vozliséi v1 in
v katerih sta ti dve vozlisci vsebovani. Ce sta vsebovani v dveh razli¢nih drevesih,
moramo ti dve drevesi zdruziti. To naredimo tako, da pripravimo novo vozlisce
v tabeli, in ti dve drevesi postavimo za poddrevesi. Sproti Se seStejemo velikosti
poddreves, da dobimo velikost novega drevesa (Stevilo listov), nato pa se po poti
od krajis¢ do korena sprehodimo Se enkrat in vse kazalce na prednike preusmerimo
neposredno na koren novega drevesa.

Zakljucni del postopka je zelo podoben tistemu pri tockovnem primeru. Edina
razlika je v tem, kako tocke na otoku postavimo vse v isto skupino. V tockovnem
primeru smo tocko v korenu postavili v novo skupino, vse druge tocke v poddreve-
sih pa v isto skupino, kot njihovega prednika. V nasem primeru pa imamo tocke
samo v listih drevesa, drugje pa povezave, ki jih ne moremo razporejati po skupinah.
krajisca drugih povezav v poddrevesih pa v isto skupino, kot je eno od krajis¢ pred-
nika v drevesu. Nekatere od tock tako veckrat postavimo v isto skupino (namesto k
razliénih tock postavimo v skupino 2k — 2 tock, med katerimi je samo k razlicnih).
predstavlja vozlisce p, postavi v skupino C, korenoma obeh poddreves pa nastavi
prednika na (.

Namesto lastnosti vert in port bi bilo dovolj imeti samo eno, saj lastnost
vert potrebujemo samo v listih (trivialni otoki), lastnost port pa samo v notranjih
vozliscih, ki predstavljajo poveyave. Ker pa sta to kazalca razliéne vrste, smo zaradi
preglednosti raje ohranili obe lastnosti.
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Program 3.2: Maksimalni pravi povezavni otoki omejene velikosti
int *edgelslands(Graph *g, int  min, int max)

Vert *vert = vertices(Q);
Edge *edge = edges(Q);
int n = size(vert);

int m = size(edge);

gsort(edge, m, sizeof (*edge), edgeDescending);
Edgelsland *islands = new Edgelsland[2 * n - 1];
for (int i =0;i<n; ++) {
islands[i].size = 1;
islandsl[i].vert = vert[i];
islandsl[i].port = NULL;
islandsl[i].left = islands[i].right = islands[i].parent = NULL;
islandsl[i].regular = true ;
}
int nn = n;
for (int i =0;i < m; ++) {
Edge *e = edgeli];
Edgelsland *pl, *vl = &islands[e->source->id];
Edgelsland *p2, *v2 = &islands[e->target->id];
for (p1 = vi1; pl->parent != NULL; pl = pl->parent);
for (p2 = v2; p2->parent != NULL; p2 = p2->parent);
if  (pl !'= p2) {
Edgelsland *p = &islands[nn++];
p->size = pl->size + p2->size;
p->vert = NULL;
p->port = e;
p->left = p1,;
p->right = p2;
p->parent = NULL;
p->regular = true ;
pl->regular = pl->port == NULL || pl->port->value > e->value;
p2->regular = p2->port == NULL || p2->port->value > e->value;
for (p1 = v1; pl != NULL;)
{ Edgelsland *pp = pl; pl = pl->parent; pp->parent = p; }
for (p2 = v2; p2 '= NULL)
{ Edgelsland *pp = p2; p2 = p2->parent; pp->parent = p; }
int ¢ = 0;
int *part = new int [n];
for (int i = 0; i < n; ++i) part[i] = O;

while  (nn > n) {
Edgelsland *p = &islands[--nn];
if (p->parent != NULL)
markEdge(part, p, part[p->parent->port->source->id], p);
else if  (p->size < min)
markEdge(part, p, 0, p);
else if (p->size > max || !p->regular)
markEdge(part, p, 0, NULL);
else
markEdge(part, p, ++c, p);

delete [] islands;
return  part;
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void markEdge( int *part, Edgelsland *p, int ¢, Edgelsland *q)

part[p->port->source->id] = part[p->port->target->id] = c;
p->left->parent = p->right->parent = q;

Opisano izvedbo postopka 3.3 bi lahko preprosto dopolnili, tako da bi dobili vse
maksimalne enostavne prave povezavne otoke omejene velikosti. Dovolj je slediti
navodilom v postopku 3.4.

3.2.4 Casovna zahtevnost

Za urejanje mnozice povezav potrebujemo O(mlogm) Casa, potem pa e O(n) ¢asa
za pripravo tabele vozlisc.

Pri dolocanju vseh otokov moramo pregledati vse povezave, torej se glavna
zanka izvrSi m-krat, v zanki pa moramo poiskati poti od tock, ki predstavljata
skrajsamo podobno kot pri postopku Union-Find, za gradnjo vpetega gozda potre-
bujemo O(m «a(n)) casa, kjer je a obrat Ackermannove funkcije.

Za zakljuéni del postopka, kjer dolo¢imo iskane otoke, potrebujemo O(n) casa,
saj moramo pregledati najve¢ n — 1 vozlis¢, vsaki¢ pa poklicemo pomozno funkcijo,
ki ima konstantno ¢asovno zahtevnost.

Ker je m omejen s kvadratom n-ja, lahko namesto log m pisemo kar logn. Ker
a(n) narasca precej pocasneje, kot logn, pa je skupna casovna zahtevnost postopka
enaka O(mlogn).

3.2.5 Primer

Na britanskih univerzah so od junija 1968 do maja 1971 anketirali tamkajsnje
Studente. Za vsako od besed iz danega seznama so morali napisati besedo, ki jim
pride prva na misel. Tako so dobili veliko omrezje, sestavljeno iz 23219 tock (besede)
in 325624 usmerjenih povezav, med katerimi je tudi 564 zank.

Zanima nas, katere so tiste skupine besed, ki so med seboj najbolj povezane.
Utezi na povezavah dolo¢imo tako, da za vsako povezavo prestejemo, na koliko
tranzitivnih trikotnikih lezi. Tranzitivne trikotnike izberemo zato, ker nas poleg
neposrednih povezav med besedami zanimajo tudi posredne, preko neke vmesne
tocke.

Ko na dobljenem omrezju poiséemo vse povezavne otoke velikosti od 5 do 30,
dobimo 53 otokov, ki vsi skupaj vsebujejo 664 tock. Nekateri od bolj zanimivih
otokov so prikazani na slikah, ki sledijo.
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Na eni od slik se lepo vidi, da so bili anketirani studenti. V otoku, ki vsebuje
besedo work, so namre¢ vecinoma besede, ki so znacilne za studentsko delo (acti-
vity, education, engineering, homework, learning, lecturer, lectures, lessons, maths,
research, school, science, scientific, study, studying, teacher, teaching, training).

3.3 Lastnosti otokov

Hitro opazimo, da so tockovni in povezavni otoki neodvisni od samih vrednosti tock
ali povezav, pomembna je samo njihova medsebojna urejenost glede na visino. Torej
lahko vrednosti tock in povezav preslikamo s katerokoli strogo narascajoc¢o realno
funkcijo, ne da bi pri kakorkoli vplivali na otoke.

Trditev 3.1: Sosednji tocki ne moreta pripadati dvema lo¢enima pravima tockov-
nima otokoma.

DokAz: Naj bosta u in v dve sosednji tocki. Tocka u naj pripada otoku A, tocka
v pa otoku B. Po definiciji bi za visine teh dveh toc¢k moralo veljati: p(u) < p(v) in
p(v) < p(u), kar pa je nemogoce. O

Trditev 3.2:  Naj bo H,(N) mnozica vseh pravih tockovnih otokov omrezja N .
Potem je 'H, polna hierarhija nad mnoZico V.

DokAz: Pravi tockovni otok je po definiciji neprazna podmnozica mnozice tock V,
torej je 'H, razvrstitev mnozice V.

Naj bosta A in B poljubna otoka iz H,. Recimo, da je njun presek neprazen,
razlicen od A in razlicen od B. To pomeni, da je ANB # (), AZ Bin B ¢ A,
torej obstajajo tocke v € AN B, uy € A\ B in uy € B\ A. Ker tocki v in u
obe pripadata otoku A, vsak otok pa doloca povezan podgraf, obstaja pot od v do
uy po tockah iz A. Ker tocka v pripada tudi otoku B, moramo nekje na tej poti
prestopiti iz mnozice B v mnozico A, torej obstaja vsaj ena tocka z; € AN N(B).
Na podoben nacin se prepricamo, da obstaja tudi pot od v do uy po tockah iz B,
na njej pa obstaja tocka zo € BN N(A). Ker je 21 € A in zp € N(A), mora biti
p(z1) > p(za), ker pa je 2o € Bin z; € N(B), mora biti tudi p(z2) > p(z1). To pa je
protislovje, torej mora biti AN B € {0, A, B}, kar pomeni, da je H, hierarhija.

A B

&

Slika 3.2: 'H,, je polna hierarhija
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Mnozice tock, ki ustrezajo povezanim komponentam grafa, so tudi pravi tockovni
otoki, torej so v 'H,. To pomeni, da UH, = V, torej je H, polna hierarhija nad
mnozico V. =

Trditev 3.3:  Naj bo H.,(N) mnoZica vseh pravih povezavnih otokov omrezja N .
Potem je 'H,, hierarhija nad mnoZico V.

DokAz: Pravi povezavni otok je po definiciji neprazna podmnozica mnozice tock
)V, torej je H,, razvrstitev mnozice V.

Naj bosta A in B poljubna otoka iz H,. Recimo, da je njun presek neprazen,
razlicen od A in razlicen od B. To pomeni, da je ANB # 0, AZ Bin B ¢ A,
torej obstajajo tocke v € AN B, u3 € A\ Bin uy € B\ A. Ker je A povezavni
otok, obstaja vpeto drevo, katerega povezave imajo vse vec¢jo utez kot povezave, ki
povezujejo tocke na otoku s tockami izven otoka. Ker pa imamo v otoku A tocko
v € B in tocko u; € A\ B mora v tem vpetem drevesu obstajati povezava e; z enim
krajis¢éem v B in drugim krajiscem v A\ B. Na podoben nacin se prepricamo, da v
otoku B obstaja vpeto drevo, ki vsebuje povezavo es z enim krajiscem v A in drugim
krajistem v B\ A. Od tod dobimo, da mora biti w(e;) > w(es) in w(ez) > w(ey). To
pa je protislovje, torej mora biti ANB € {0, A, B}, kar pomeni, da je H,, hierarhija.

s

Slika 3.3: 'H,, je hierarhija

H,, pa ni nujno polna hierarhija. Ce imamo v grafu kaksno izolirano to¢ko, potem
ta ne pripada nobenemu povezavnemu otoku. Ce pa v grafu ni izoliranih tock, potem
so mnozice tock, ki ustrezajo povezanim komponentam grafa, tudi pravi povezavni
otoki, torej so v 'H,. To pa pomeni, da je H,, polna hierarhija nad mnozico V
natanko tedaj, ko graf ne vsebuje izoliranih tock. O

Naj bo H(A; k, K) hierarhija nad mnozico A, ki vsebuje samo tiste mnozice iz
H(A), katerih mo¢ je med k in K, torej H(A; k, K) ={X € H(A): k < |X| < K}.
Ocitno je tudi H(A;k, K) hierarhija in H(A; k, K) C H(A), kjer je C obicajna
vsebovanost mnozic. Pravimo tudi, da je H(A; k, K) bolj groba hierarhija kot H(A).
Ce je H(A) polna hierarhija, pa H(A; k, K) ni ve¢ nujno polna.

Trditev 3.4: Za k) < k < K < K; velja H(A; k, K) C H(A; kq, K1).
Dokaz: Naj bo X € H(A;k, K). Potem je k < |X| < K. Ker pa je ky < k in
KSKl,je tudi ]{31 S |X| §K1,t0rej JeXGH(A,kl,Kl) a

Trditev 3.5: Za k) < k < K < Kj velja H(A; k, K) = H(UH(A; k1, K4); k, K).
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DokAz: Tudi to je o¢itno. Ce iz H najprej odstranimo vse mnozice, katerih velikost
je manjsa od k; ali ve¢ja od K7, nato pa iz dobljene hierarhije Se vse tiste mnozice,
katerih velikost je manjSa od k ali ve¢ja od K, nam ostanejo natanko tiste mnozice
iz 'H, katerih velikost je med £ in K. a

Bolj kot same hierarhije pa nas zanimajo omrezja, ki jih dobimo pri dolocanju
otokov. Naj bo N,(N;k, K) omrezje pravih tockovnih otokov omrezja N, katerih
velikost je vsaj k in najve¢ K. To je podomrezje omrezja N, dolo¢eno z mnozico
tock UH,(N;k, K). Zanima nas, ali lahko velikost tockovnih otokov omejujemo
postopoma, torej ali lahko tockovne otoke Se bolj omejene velikosti dolo¢imo kar na
dobljenem omrezju tockovnih otokov omejene velikosti, ali pa moramo vse skupaj
narediti spet na prvotnem omrezju. Izkaze se, da lahko.

Trditev 3.6: Zak; <k < K < K; velja Ny,(N; k, K) = Ny(N, (N5 k1, Ky); |, K).

DoOKAZ: Recimo, da v omrezju N dolo¢imo vse prave tockovne otoke velikosti vsaj
k1 in najve¢ K. Iz omrezja potem odstranimo vse tocke, ki ne pripadajo nobe-
nemu takemu otoku, skupaj z vsemi pripadajoc¢imi povezavami. Dobljeno omrezje
oznacimo z N;. Povezane komponente tega omrezja so ravno maksimalni pravi
tockovni otoki velikosti med k; in K7, saj dva locena tockovna otoka med sabo ne
moreta biti povezana.

Poglejmo sedaj, kaj se zgodi, ¢e poskusamo velikost otokov Se bolj omejiti. Ker
je mnozica vseh pravih tockovnih otokov hierarhija, je vsak pravi tockovni otok
velikosti med k£ in K vsebovan v nekem maksimalnem pravem tockovnem otoku
velikosti med k; in K7, torej je vsebovan v eni od povezanih komponent omrezja ;.
Zato je vseeno, ali prave tockovne otoke velikosti med k in K iS¢emo v omrezju N
ali pa v omrezju NV;. V obeh primerih dobimo iste otoke. O

Podobno definiramo tudi omrezje Ny, (N k, K) pravih povezavnih otokov omrez-
ja N, katerih velikost je vsaj k in najve¢ K. To je podomrezje omrezja N, doloc¢eno
z mnozico tock UH,(N;k, K), iz katerega dodatno odstranimo vse povezave med
maksimalnimi otoki in vse povezave znotraj maksimalnih otokov, ki imajo manjso
visino kot pristanisce. Tudi za omrezje povezavnih otokov velja podobno, kot za
omrezje tockovnih otokov.

Trditev 3.7: Zak) <k < K < K velja NNk, K) = Noy(NoWw (N Ky, Ky k) K).

DoKAZ: Recimo, da v omrezju N dolo¢imo vse prave povezavne otoke velikosti vsaj
ky in najve¢ K. Iz omrezja potem odstranimo vse tocke, ki ne pripadajo nobenemu
takemu otoku, vse povezave med maksimalnimi dobljenimi otoki in vse povezave
znotraj maksimalnih otokov, ki imajo utez manjso od utezi pristanisca. Dobljeno
omrezje oznac¢imo z N;. Povezane komponente tega omrezja so ravno maksimalni
pravi tockovni otoki velikosti med k; in K7, saj smo odstranili vse povezave med
maksimalnimi otoki, tocke znotraj maksimalnih otokov pa so Se vedno med seboj
povezane, saj mora obstajata vpeto drevo, katerega povezave imajo vse vecjo ali
enako utez, kot pristanisce.
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Poglejmo sedaj, kaj se zgodi, ¢e poskusamo velikost otokov Se bolj omejiti. Ker
je mnozica vseh pravih povezavnih otokov hierarhija, je vsak pravi povezavni otok
velikosti med k in K vsebovan v nekem maksimalnem pravem povezavnem otoku
velikosti med k; in K7, torej je vsebovan v eni od povezanih komponent omrezja N;.
Zato je vseeno, ali prave povezavne otoke velikosti med k in K is¢emo v omrezju N
ali pa v omrezju N;. V obeh primerih dobimo iste otoke. O

Postavlja se tudi vprasanje, ali sta hierarhiji H, in H, kako povezani med
sabo. Poglejmo najprej, v kaksnem odnosu so povezavni otoki na danem omrezju s
tockovnimi otoki na pripadajotem povezavnem omrezju.

Definicija 3.11:  Povezavno omrezje omrezja N = (V, L, w) z utezmi na povezavah
je omrezje N7 = (£, L1, w) z utezmi v tockah, katerega tocke so povezave omrezja
N, dve tocki pa sta povezani, ¢e imata ustrezni povezavi v omrezju N skupno
krajisce.

(s;t) e L = s,t € LAV(S)NV() # D

Vrednost izbrane tocke v omrezju N7, je pri tem enaka utezi pripadajoce povezave
v omrezju N.

Povezavni otok v omrezju N je skupina tock v N, tockovni otok v omrezju N7,
pa je skupina tock v N7, torej skupina povezav v N. Ce bomo zeleli taksne otoke
primerjati med sabo, bomo morali mnozice povezav nekako predelati v mnozice tock.
To bomo storili tako, da bomo vsako povezavo v mnozici nadomestili z njenima
krajisc¢ema.

Trditev 3.8: Naj bo N omreZje, v katerem funkcija w doloc¢a uteZi na povezavah, in
naj bo N7, pripadajoce povezavno omreZje, v katerem funkcija p = w doloc¢a vrednosti

tock. Potem je Hy(N) = V(H,(NL))

Dokaz: Naj bo A € H,(N) poljuben pravi povezavni otok omrezja N. Potem
obstaja vpeto drevo 7 na A, tako da so utezi njegovih povezav vse vecje od utezi
povezav, ki imajo eno krajis¢e na otoku, drugo pa izven otoka A. Naj bo t najmanjsa
utez povezav drevesa 7 in naj bo B mnozica tistih povezav znotraj otoka A, ki imajo
utez vsaj t. Tocke omrezja N7, ki ustrezajo tem povezavam, imajo vse vrednost vecjo
ali enako t. Ker imajo v omrezju N vse sosednje povezave utez manjso od ¢, imajo
tudi v omrezju Ny vse sosednje tocke vrednost manjSo od ¢. Mnozica B je torej
pravi tockovni otok omrezja N7. Mnozica krajis¢ povezav iz B pa je enaka mnozici
A, saj povezave iz B povezujejo samo tocke A, ker pa doloc¢ajo povezan podgraf, so
notri vse tocke iz A.

Zdaj pa naj bo A € H,(N) poljuben pravi tockovni otok omrezja Nj. Naj
bo t vrednost najnizje tocke otoka A. Ta otok je podmmnozica mnozice povezav
omrezja N. Vsaka povezava iz A ima utez vsaj t, vse sosedne povezave pa imajo
utez manjso od t, ker imajo v omrezju N7 vse sosedne tocke vrednost manjso od
t. Ker vsak tockovni otok doloca povezan podgraf, tudi mnozica povezav A doloca
povezan podgraf v N'. Mnozica krajis¢ povezav iz mnozice A je torej pravi povezavni
otok omrezja N. O
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Za konec si Se poglejmo, ali obstaja kaksna povezava med pravimi tockovnimi in
pravimi povezavnimi otoki na omrezju, kjer vrednost posamezne tocke definiramo
kot najvecjo utez njenih sosednih povezav.

p(v) = max w((viw) (3.1)

Naj bo A € 'H,, torej je A pravi tockovni otok. Naj bo v pristanisce otoka A,
t = p(v) pa njegova vrednost. Vsaka tocka na otoku A ima potem vrednost vecjo
ali enako t, vsaka tocka iz soses¢ine N(A) pa vrednost manjso od ¢.

Iz definicije vrednosti tock sledi, da mora imeti vsaka tocka v omrezju vsaj eno
sosedno povezavo z enako utezjo, kot je vrednost tocke, hkrati pa je to tudi najvecja
utez njenih sosednih povezav. Ker so vrednosti tock v soseséini N(A) vse manjse od
t, so tudi utezi povezav, ki imajo eno krajisce na otoku A, drugo pa izven otoka, vse
manjse od t. Za vsako tocko na otoku A pa mora obstajati vsaj Se ena tocka znotraj
otoka, do katere obstaja povezava z utezjo vsaj t. Od tod dobimo prvo ugotovitev,
da vsi pravi tockovni otoki vsebujejo vsaj dve tocki.

Poglejmo si zdaj vse tiste povezave znotraj otoka A, ki imajo utez vsaj t. Ce bi
te povezave med seboj povezale vse tocke otoka A, potem je A tudi pravi povezavni
otok, torej A € H,. Zal pa to ni vedno res, saj lahko te povezave razbijejo otok
A na ve¢ povezanih komponent. Vsaka od teh komponent pa je pravi povezavni
otok. Od tod sledi, da vsak pravi tockovni otok na nivoju ¢ razpade na nekaj pravih
povezavnih otokov na nivojih vsaj t.

Preverimo Se v drugo smer, torej ali je vsak pravi povezavni otok na nivoju ¢
vsebovan v katerem od pravih tockovnih otokov na nivoju vsaj t. Hitro vidimo,
da so vrednosti vseh tock na takem povezavnem otoku vecje ali enake ¢, saj mora
obstajati vpeto drevo, ki vsebuje samo povezave z utezmi vsaj t. Ce k otoku dodamo
Se vse tocke iz sosescine, katerih vrednost je vsaj ¢, pa dobimo iskani pravi tockovni
otok na nivoju vsaj t. Povzemimo

Izrek 3.9: Ce v omresju NV, L,w) definiramo funkcijo p: V — R s predpisom
3.1, veljajo naslednje trditve.

o Vsak pravi tockovni otok vsebuje vsaj dve tock:.

o Vsak pravi tockovni otok na nivoju t je sestavljen iz enega ali vec pravih po-
vezavnih otokov na nivoju vsaj t.

o Vsak pravi povezavni otok na nivoju t je vsebovan v pravem tockovnem otoku
na niwoju vsaj t.
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Eno od pomembnih vprasanj v analizi druzboslovnih omrezij je prepoznavanje mocno
povezanih skupin tock. Taksne skupine so podmnozice tock, znotraj katerih so re-
lativno mocne povezave. Pri formalnem opisu takih skupin naletimo na razlicne
pojme, kot so k-klika, k-pleme, k-kriz, k-spletka, k-sredica [37], mnozica lambda ...
Za vecino od njih se izkaze, da so algoritmi¢no zelo zahtevni (NP tezki ali vsaj kva-
draticéni), za dolocanje sredic, ki jih je ze leta 1983 predstavil Seidman, pa obstaja
zelo ucinkovit postopek [9].

Po analizi takih gosto povezanih skupin tock lahko skupine stisnemo v eno samo
tocko ali pa jih cele odstranimo iz omrezja. Tako dobimo manjse, lazje obvladljivo
omrezje, ki ga analiziramo naprej na isti nacin, ali pa kako drugace.

Definicija 4.1: Podgraf H = (C, L|C) grafa G = (V, L), dolo¢en z mnozico C C V,
je sredica reda k ali k-sredica natanko tedaj, ko za vsak v € C velja: degy (v) > k,
in je H najvecji podgraf s to lastnostjo. Sredici najvecjega reda recemo tudi glavna
sredica. Sredi§céno Stevilo tocke v je najvedji red sredice, ki vsebuje to tocko. Pogosto
tudi podmnozici tock C recemo sredica, saj enolicno dolo¢a podgraf H.

Stopnjo tock lahko definiramo na razlicne nacine. Stopnja je lahko Stevilo
razlicnih sosedov, Stevilo vhodnih povezav, Stevilo izhodnih povezav, vsota Stevil
vhodnih in izhodnih povezav ... Tako dobimo razlicne vrste sredic, vse pa imajo
naslednje lastnosti.

e Sredica reda 0 je vedno cel graf. Vsaka tocka grafa ima namre¢ vsaj 0 sosedov.

e Sredice so gnezdene. To pomeni, da je vsaka sredica vsebovana v vseh sredicah
manjsega reda, torej sredice doloc¢ajo gnezdeno razslojitev grafa.

1<) = Hj CH;
e Sredice niso nujno povezani podgrafi. Na sliki 4.1 vidimo primer, ko ima
sredica reda 2 dve komponenti. To ni ni¢ presenetljivega, saj ze osnovni graf

ni povezan. Na sliki pa lahko vidimo tudi dve komponenti sredice reda 3, ki
pa lezita v isti komponenti prvotnega grafa.
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Slika 4.1: Sredice redov 0, 1, 2 in 3

Mnozica vseh povezanih komponent posameznih slojev je hierarhija. Povezani
komponenti v istem sloju imata namre¢ prazen presek, ¢e pa gre za komponenti v
razlicnih slojih, imata prazen presek ali pa je komponenta visjega sloja vsebovana v
komponenti nizjega sloja.

4.1 Postopek za dolocanje hierarhije sredic

V postopku za dolo¢anje hierarhije sredic moramo vsaki tocki danega grafa izracu-
nati njeno srediscno stevilo. Pri tem si pomagamo z naslednjo lastnostjo [6]:

Ce v grafu rekurzivno odstranimo vse tocke stopnje manjse od & (in vse
pripadajoce povezave), je preostanek grafa ravno sredica reda k.

Postopek torej temelji na odstranjevanju tock. Priénemo s celim grafom (sredica
reda 0), kjer najprej odstranimo vse tocke stopnje 0. Sredis¢na stevila odstranje-
nih tock so enaka 0. Iz dobljenega grafa (sredica reda 1) rekurzivno odstranimo
vse tocke stopenj 0 ali 1. Ostane nam sredica reda 2, odstranjene tocke pa imajo
srediscéno stevilo enako 1. Postopek ponavljamo tako dolgo, da odstranimo vse tocke.
Srediscéno stevilo tocke, ki jo odstranjujemo, je maksimum njene trenutne stopnje in
srediScnega Stevila tocke, ki smo jo odstranili pred njo.

Tocke grafa je potrebno najprej urediti narasc¢ajoce glede na njihove stopnje,
nato pa jih po vrsti odstranjevati iz grafa. Vsakic¢, ko odstranimo neko tocko, se
stopnja njenih sosedov zmanjsa, zato moramo tocke ustrezno preurediti.

Opazimo Se, da tock ni potrebno odstranjevati iz grafa, dovolj je ze, da si samo
zapomnemo, kaksne bi bile stopnje preostalih tock, ¢e bi to¢ko odstranili. Ce je
stopnja sosedne tocke manjsa od stopnje trenutne tocke, potem je sosedna tocka ze
bila obdelana in navidezno odstranjena iz grafa. V tem primeru ne naredimo nicesar.
Ce naletimo na sosednjo tocko, ki ima isto stopnjo kot trenutna tocka, imamo dve
moznosti. Ce je sosednja tocka ze bila obdelana, ne smemo narediti nicesar, e pa
Se ni bila obdelana, bo kmalu prisla na vrsto, njeno sredis¢no stevilo pa bo enako
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Postopek 4.1 Dolocanje sredic

Pobatkr:  graf G = (V, £), predstavljen s seznami sosedov
REZULTAT: tabela core s sredisénimi Stevili posameznih tock

izracunaj stopnje tock (dobimo tabelo degree)
uredi mnozico tock V nepadajoce glede na njihove stopnje
for each v € V (v dobljenem vrstnem redu) do begin
corefv] := degree[v]
for each v € N(v) do
if degree[u] > degree[v] then begin
degree[u] := degree[u] — 1
preuredi V
end
end

sredis¢nemu Stevilu trenutne tocke, torej nam ni treba storiti nicesar. Ukrepati
moramo samo v primeru, ko naletimo na sosedno tocko vecje stopnje. Taksna tocka
Se ni bila obdelana, zato moramo njeno stopnjo zmanjsati za 1 in preurediti mnozico
tock. Tako pridemo do postopka 4.1.

4.2 Izvedba

V zacetku postopka moramo ¢im bolj ucinkovito urediti mnozico tock glede na
njihove stopnje. Ker so vse stopnje nenegativne, najvecja stopnja pa je obicajno
majhna glede na Stevilo tock, lahko uporabimo urejanje s kosi. Vse tocke z isto
stopnjo damo v isti koS, v tabelo pa nato po vrsti zapiSemo najprej tocke iz prvega
kosa (tocke s stopnjo 0), nato tocke iz drugega kosa (tocke s stopnjo 1) ...

Preurejanje mnozice tock je malo zahtevnejse. Tabelo je potrebno preurediti
vsaki¢, ko neki tocki zmanjsamo stopnjo za 1. Ce si predstavljamo, da so tocke
v tabeli Se vedno v kosih, to pomeni, da moramo tocko iz enega kosa prestaviti v
prejsnji kos. Ker polozaj tock znotraj kosev ni pomemben, lahko to naredimo tako,
da tocko, ki jo moramo prestaviti, zamenjamo s tocko, ki je prva v istem kosu, nato
pa velikost prejsnjega kosa povecamo za ena, zacetek kosa, v katerem je bila tocka,
pa pomaknemo za eno mesto v desno (velikost tega kosa se pri tem zmanjsa za ena).
Da bi to lahko hitro izvedli, moramo poznati polozaje tock v tabeli in zacetke vseh
kosev (kje v tabeli se pricne kateri kos).

Ce si predstavljamo, da so tocke osteviléene od 0 do n — 1, bi podatkovna struk-
tura bila videti taksna, kot je prikazana na sliki 4.2.

Izvedba postopka za dolocanje hierarhije sredic je narejena v programskem jeziku
C++. Dani graf G je predstavljen s strukturo Graph . Ker lahko graf predstavimo
na vec razlicnih nac¢inov, strukture ne bomo podrobneje opisovali. Predpostavimo
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0 i n-1

dg | T [ T T T T ITITITILIe I I I ~1TI1ITIIII1]
0 md
yrr"'\\

vert | | | N

0 \ n-1

pos [ T T TTTTITITITIAITITITITI LT T TTITTT]

0 i n-1

Slika 4.2: Tabele v postopku dolocanja hierarhije sredic

samo, da so tocke grafa ostevilcene od 0 do n — 1. Uporabnik mora priskrbeti
Se funkcije size , degree in in neighbors | opisane v tabeli 4.1. Z uporabo
primerne strukture za opis grafa G (seznami sosedov) lahko vse omenjene funkcije
napisemo tako, da bodo imele konstantno ¢asovno zahtevnost.

Celoten postopek za dolocanje hierarhije sredic je izveden s funkcijo cores v
programu 4.1, ki za parameter dobi podatke o grafu G, do katerih pridemo preko
spremenljivke g. Rezultat funkcije je tabela, ki vsebuje sredis¢éna stevila posameznih
tock grafa G.

Najprej definiramo nekaj pomoznih spremenljivk (03-04) in tabel (05-07). V
spremenljivko N naracunamo velikost grafa (Stevilo tock v grafu). Tabela vert bo
vsebovala tocke grafa, urejene nepadajoce glede na njihove stopnje. Kje v tabeli
vert se nahaja posamezna tocka, bo zapisano v tabeli pos. V tabelo deg bomo
naracunali stopnje posameznih tock, na koncu pa bomo v tej tabeli dobili njihova
srediS¢na Stevila.

ime( parametri) rezultat
size( G) stevilo tock grafa G
degree( G, v) stopnja tocke v v grafu G

in neighbors( G, v) naslednji Se neobiskan sosed tocke v v grafu G

Tabela 4.1: Opis funkcij, ki jih mora priskrbeti uporabnik
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01 int

Program 4.1: Doloc¢anje sredic v enostavnih neusmerjenth grafih

*cores(Graph *g)

int
int
int
int
int

int
for

int
for
for

int
for

for

}

for

bin[0]

for

}

delete ]
delete [] pos;
delete ]
return d

v, d;

n = size(g);

*vert new int [n];
*pos new int [n];
*deg new int [n];

md = 0;

(v =0 v<n ++tv) {

deg[v] = degree(g, V);

if (deg[v] > md) md = deg|v];

= new int [md + 1J;
d = 0; d <= md; ++d) bin[d] = O;
= 0; v < n; ++v) ++bin[deg[V]];

start = O;

(d = 0; d <= md; ++d) {
int  num = bin[d];

bin[d] = start;
start += num;

(v =0 v<n ++tv) {
pos[v] = bin[deg[V]]++;
vert[pos[v]] = v;

(d md; d > 0; --d) bin[d] = bin[d - 1];

0;

(int k = 0; k < n; ++k) {
v = vert[K];
for (int u in neighbors(g, v)) {
it (deg[u] > deg[v]) {
int  du deglu];
int  pu pos[ul;
int  pw = bin[du];
int  w = vert[pw];
if (u!=w){
pos[u] = pw; vert[pu]
pos[w] = pu; vert[pw]

W,
u;

i+bin[du];
--deg[u];

}
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Stopnje tock izracunamo v zanki (10-13), tako da za vsako tocko poklicemo
funkcijo degree . Hkrati izracunamo Se najvecjo stopnjo md Ko vemo, kaksna je
najvecja stopnja, lahko ustvarimo $e eno pomozno tabelo. To je tabela bin , v kateri
bomo za vsako mozno stopnjo imeli indeks, kje v tabeli vert se pri¢nejo tocke te
stopnje. Graficen prikaz uporabljenih tabel je na sliki 4.2.

Nato uredimo tocke v naras¢ajocem vrstnem redu po njihovih stopnjah. Pri tem
uporabimo urejanje s kosi (15-29). Najprej prestejemo, koliko tock bo v posameznem
kosu (15-17), pri ¢emer so v istem koSu tocke z isto stopnjo. Kosi so osteviléeni od

0 do md

Iz podatkov o velikosti kosev lahko dolo¢imo (19-24) zacetne polozaje kosev v
tabeli vert . Kos 0 se pricne na mestu 0, drugi koSi pa na mestu, ki je enako vsoti
zacetnega polozaja in velikosti prejsnjega koSa. Da bi se izognili dodatni tabell,
za shranjevanje zaCetnih polozajev uporabimo kar isto tabelo (bin ). Nato lahko
zapisemo tocke grafa g v tabelo vert (26-29). Za vsako tocko vemo, kateremu kosu
pripada in kaksen je zacetni polozaj tega kosa. Tocko zapiSemo na ustrezno mesto,
v tabelo pos zapiSemo njen polozaj, in povecamo zacetni polozaj kosa, ki smo ga
uporabili. Ko se zanka iztece, so tocke urejene po stopnjah.

V zadnjem koraku pripravljalne faze moramo povrniti zacetne polozaje kosev
na stare vrednosti (31-32). V prejsnjem koraku smo jih veckrat povecali, ko smo
zapisali tocke v ustrezne kose. Ocitno je, da je spremenjen zacetni polozaj ravno
prvotni zac¢etni polozaj naslednjega kosa. Dovolj je torej samo prepisati vrednosti v
tabeli bin  za eno mesto v desno. Zacetni polozaj kosa 0 postavimo nazaj na 0.

Glavna zanka (34-50) ustreza zanki for each v postopku 4.1. Zanka tece po
vseh tockah v grafa g v vrstnem redu, dolo¢enem s tabelo vert . Sredis¢no Stevilo
tekoce tocke Vv je ravno trenutna stopnja te tocke, ki je ze zapisana v tabeli deg.
Vsaki sosedni tocki U tocke v, ki ima ve¢jo stopnjo, moramo zmanjsati stopnjo in
jo prestaviti za en kos v levo. To je operacija, ki jo opravimo v konstantnem casu.
Najprej zamenjamo tocko U in prvo toc¢ko v istem kosu. V tabeli pos zamenjamo
tudi njuna polozaja. Na koncu povecamo zacetni polozaj kosa (s tem povecamo
velikost prejsnjega in zmanjsamo velikost trenutnega kosa).

4.2.1 Casovna zahtevnost

Za izracun stopenj tock (10-13) potrebujemo O(n) ¢asa. Urejanje s kosi (15-32) je
sestavljeno iz petih zank velikosti najve¢ n. Vsaka se izvede v konstantnem casu,
torej je celotna casovna zahtevnost urejanja O(n).

Stavek (35) je konstantne casovne zahtevnosti, izvede se za vsako tocko en-
krat, torej prispeva O(n) k casovni zahtevnosti postopka. Pogojni stavek (37-48)
je tudi konstantne casovne zahtevnosti. Ker se izvrsi za vsako povezavo v grafu
najve¢ dvakrat, je prispevek zanke (36-49) v vseh ponovitvah zanke (34-50) ravno
O(max{m,n}).
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Ce sestejemo vse skupaj, je asovna zahtevnost postopka enaka O(max{m,n}).
Ker pa za povezana omrezja velja m > n — 1, je O(max{m,n}) = O(m).

4.2.2 Prilagoditev postopka za druge vrste sredic

Da bi opisani postopek deloval tudi na grafih z usmerjenimi povezavami in zankami,
so potrebni samo malenkostni popravki, odvisno od tega, kako definiramo stopnjo
tocke.

V primeru vhodne (izhodne) stopnje mora funkcija in neighbors v vrstici
36 vrniti naslednjega Se neobiskanega izhodnega (vhodnega) soseda. Ce je stopnja
definirana kot vsota vhodne in izhodne stopnje pa mora vrniti naslednjega Se neobi-
skanega vhodnega ali izhodnega soseda. Ce je neka tocka vhodni in izhodni sosed,
ga mora funkcija vrniti dvakrat. Maksimalna stopnja tocke je v tem primeru lahko
najve¢ 2n — 2, na kar moramo paziti pri rezerviranju pomnilnika za tabelo bin .

4.3 Primer

Knuthov slovar angleskih besed [31] je omrezje, ki ima 52652 tock (angleske besede
dolzine od 2 do 8 znakov) in 89038 povezav. Dve tocki (besedi) sta povezani, e
lahko eno besedo dobimo iz druge tako, da zamenjamo, odvzamemo ali dodamo eno
¢rko. Dobljeno omrezje je redko, saj je povprecna stopnja komaj 3.382. Rezultati
programa so prikazani v tabeli 4.2.

tocke s sredis¢nim Stevilom k | velikost sredice reda k

k # % # %
25 26 0.049 26 0.049
16 34 0.065 60 0.114
15 16 0.030 76 0.144
14 59 0.112 135 0.257
13 82 0.156 217 0.412
12 200 0.380 417 0.792
11 202 0.384 619 1.176
10 465 0.883 1084 2.059
9 504 0.957 1588 3.016
8 923 1.753 2511 4.769
7 1114 2.116 3625 6.885
6 1590 3.020 5215 9.905
5 2423 4.602 7638 14.507
4 3859 7.329 | 11497 21.836
3 5900 11.206 | 17397 33.042
2 8391 15.937 | 25788 48.978
1| 13539 25.714 | 39327 74.693
0| 13325 25.308 | 52652 100.000

Tabela 4.2: Sredice v primeru Knuthovega slovarja angleskih besed
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Tocke s sredisénim Stevilom 0 so izolirane tocke. Tocke s sredisénim Stevilom 1
so tocke na izrastkih (poti, ki Strlijo iz omrezja). Sredica reda 25 (glavna sredica) je
sestavljena iz 26 tock, kjer ima vsaka tocka vsaj 25 sosedov znotraj sredice (o¢itno
je to klika). Besede, ki ustrezajo tem tockam, so a's ,b’'s ,¢'s ,...,y's ,z's .

Sredica reda 16 ima dodatnih 34 tock (an, on, ban, bon, can, con, Dan, don,
eon, fan , gon, Han, hon, lan , ion , Jan, Jon, man Nan, non, pan, pon, ran ,
Ron, San, son, tan , ton , van, von, wan, won, yon, Zan). Med sredicama redov
16 in 25 ni nobene povezave. Matrika sosednosti podgrafa, dolocenega s temi 34
tockami, je prikazana na sliki 4.3. Na njej lahko vidimo dve kliki reda 17 in nekaj
dodatnih povezav.

an
ban
can
Jan
pan
tan
van
wan
Dan
fan
Han
lan
man
Nan
ran
San
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Jon
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fan
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Nan
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eon
gon
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ion
non
Ron
son
yon

on

c
©

Slika 4.3: Matrika sosednosti sredice reda 16 brez sredice reda 25

Sredica reda 15 ima dodatnih 16 tock (ow, bow, cow, Dow how, jow , low ,
mMOow Now, pow, row , sow, tow , vow, wow, yow). To je spet klika, saj se besede
razlikujejo samo v prvih ¢rkah.

4.4 Primer

Delovanje postopka si poglejmo $e na omrezju avtorjev geombib [25]. Sumarni
rezultati so predstavljeni v tabeli 4.3.
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Sredica Frekvenca KumFrekv% Predstavnik

0 1185 16.1378 N. Bourbaki

1 2218 46.3435 S. Kambhampati

2 1714 69.6854 @G. Bilardi

3 1023 83.6171 Y. I. Yoon

4 503 90.4671 B. B. Kimia

5 248 93.8445 C. A. Duncan

6 122 95.5059 T. M. Murali

7 126 97.2218 J. M. Kleinberg

8 34 97.6849 F. F. Yao

9 37 98.1888 K. R. Lee

10 20 98.4611 H. Alt

11 52 99.1693 M. Flickner

13 1 99.1829 M. H. Overmars

14 7 99.2782 M. Sharir

15 14 99.4689 N. M. Amato

16 17 99.7004 D. White

21 22 100.0000 L. J. Guibas
Vsota 7343

Tabela 4.3: Porazdelitev sredis¢nih stevil

Tocke stopnje 0 so izolirane tocke — avtorji brez soavtorjev. Sredica reda 21
(glavna sredica) je sestavljena iz 22 tock, kjer ima vsaka tocka vsaj 21 sosedov
znotraj sredice (o¢itno je to klika).

Na sliki 4.4 je prikazan podgraf, porojen s tockami iz sredice reda 10 (in vigjih).
Ima 133 tock. Te so obarvane razlicno (sivi odtenki) glede na sredis¢no stevilo.
Slika je bila dobljena z uporabo avtomatskega risanja s postopkom Kamada-Kawai.
Nekatere tocke so bile dodatno rahlo prestavljene, da so oznake lazje berljive.

Glavna sredica je sestavljena iz najtemnejsih tock v sredini spodnjega dela slike.
Na njo se povezujejo sredice nizjih stopenj. Podrobnejsi pogled v prerez na nivoju
15 razkrije, da tudi tocke s sredis¢nim Stevilom 15 tvorijo kliko reda 14. Ta klika
je mocno povezana s skupino avtorjev (P. K. Agarwal, D. P. Dobkin, L. J. Guibas,
C.-K. Yap, H. Edelsbrunner, D. Eppstein, J. S. Snoeyink, L. P. Chew in M. W.
Bern) iz glavne sredice. Drugi ¢clani glavne sredice sodelujejo v glavnem samo med
seboj. Dve skupini s sredis¢nima steviloma 16 in 11 (obe sta spet kliki) sta povezani
z ‘zveznimi’ avtorji (Scott A. Mitchell in D. T. Lee) iz glavne skupine.

Opazimo tudi, da je vrstni red avtorjev glede na sredisc¢na stevila rahlo drugacen,
kot vrstni red glede na njihove stopnje (avtorji in stevilo razliénih soavtorjev): L. J.
Guibas (102), P. K. Agarwal (98), J. S. Snoeyink (91), H. Edelsbrunner (90), M. H.
Overmars (88), M. Sharir (87), J. O'Rourke (85), R. Tamassia (79), J. S. B. Mitchell
(76), C.-K. Yap (76), E. Welzl (74), D. P. Dobkin (73), G. T. Toussaint (72), M. T.
Goodrich (70), K. Mehlhorn (69), R. E. Tarjan (69).
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Slika 4.4: Racunska geometrija: sredica reda 10

Stevila skupnih ¢lankov, ki jih imata dva avtorja, v tem primeru nismo uposte-
vali. Da bi upostevali tudi vrednosti na povezavah, bi morali uporabiti posplosen
postopek za dolocanje sredic [8]. Tudi ta je uc¢inkovit (podkvadraticen), njegova
casovna zahtevnost je O(m-max{A,logn}), kjer je A maksimalna stopnja v omrezju.

4.5 Posplositev sredic

Do sedaj je pri dolocanju sredic edino vlogo igrala stopnja posameznih tock. Na-
mesto stopnje pa bi lahko uporabili tudi kaksno drugo funkcijo. Pri izbiri funkcije
imamo veliko moznosti, Se posebej, ce imamo v grafu podane vrednosti tock ali utezi
na povezavah. To nas pripelje do posploSitve pojma sredice.

Definicija 4.2: Tockovna funkcija p na omrezju N ali krajSe p-funkcija je funkcija
p(v,C), v €V, C CV z realnimi vrednostmi.

Poglejmo si nekaj primerov tockovnih funkcij.
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e ps(v,0) = > w((v;uw)), kjer jew: L — Ry

ueN (v,C)

e ps(v,C) = uer?vz(mgcc)w((v;u)), kjer jew: L — R

e p7(v,C) = stevilo ciklov dolzine k po tockah iz C, ki gredo skozi tocko v

d C
e p.(v,C) = Zig](;))’ ¢e je deg(v) > 0; 0, sicer (tezave z listi — deg(v) = 1)
e cnovita relativna gostota
deg(v,C) oo .
C) = d >0;0
pp(v,C) M (o) deg(a) ce je deg(v) ; 0, sicer
deg(v,C)

py(v,C) = , e je deg(v,C) > 0; 0, sicer

MaXyeN(v,C) deg(ua C)

e raznovrstnost
pc(U, C) = INaXyeN(v,C) deg(“) - minuEN(v,C) deg(“)

pc<UJ C) = MaXyeN(v,0) deg<u> C) - minuGN(v,C) deg<u7 C)
e pi(v,C) = maxyen+(vc) deg(u) — min,en+ () deg(u)
pil(vv C) = MaXyeN+(v,C) deg(uv C) - minuEN+(v,C) deg(u7 C)

e za primer, ko je G = (V,€), K(X) naj bo poln graf na mnozici tock X
po(0.€) = [E(C)NE(K(NT(v)))]
o [E(K(N*(v)))
£(C) NEK(N (v, C)))|
[E(K(N*(v,0)))]

pL(v,C) =

V definicijah funkcij p. in py lahko funkcijo deg zamenjamo s poljubno funkcijo
q:V —R.

Definicija 4.3: Podgraf H = (C, L|C), porojen z mnozico tock C C V je p-sredica
na niwoju t € IR natanko tedaj, ko

e Voel:t<p,C)
e C je najvecja takSna mnozica.
Definicija 4.4: Tockovna funkcija p je monotona natanko tedaj, ko velja
Cl C CQ — Vv eV: p(U7CI> S p(U7C2>

Tockovne funkcije p; — p7 in p, — pe so vse monotone, funkcije p/, — p, pa ne. Za
monotono tockovno funkcijo p lahko dobimo p-sredico na nivoju t z zaporednim
brisanjem tock, v katerih je vrednost funkcije p manjsa od ¢, glej postopek 4.2.
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Postopek 4.2 Dolocanje p-sredice na nivoju t

PopaTki:  omrezje N = (V, L, p), predstavljeno s seznami sosedov in ¢t € IR
REZULTAT: mnozica C C V), C je p-sredica na nivoju ¢

C=V
while Jv € C : p(v,C) <t do C:=C\ {v}

Trditev 4.1: Za monotono tockovno funkcijo p postopek 4.2 vrne p-sredico na nivoju
t.

Dokaz: Ocitno je, da mnozica C, ki jo vrne postopek, zadosca prvi lastnosti iz
definicije p-sredice. Pokazati moramo Se, da je rezultat neodvisen od vrstnega reda
tock, ki jih odstranjujemo.

Predpostavimo nasprotno. Naj obstajata dve razlicni p-sredici na nivoju t.
Oznacimo ju s C in D. Sredico C smo dobili z zaporednim odstranjevanjem tock
Uy, U, U3, ..., Uy, sredico D pa z zaporednim odstranjevanjem tock vy, vs, vs, ...,
vy. Predpostavimo, da D\ C # (). Pokazali bomo, da nas to pripelje do protislovja.

Izberimo poljubno tocko z € D\ C. Pokazali bomo, da je tudi tocko z potrebno
odstraniti. Najprej odstranimo tocke iz zaporedja vy, v, vs, ..., v,. Tako dobimo
mnozico D. Ker je z € D\ C, se pojavi v zaporedju uy, ug, us, ..., us = 2. Naj
bo Uy =0 in Uy = U1 U {u;}. Ker je p(u;, V\Ui_1) < tzavsaki=1,...,r, velja
zaradi monotonosti funkcije p tudi p(u;, (V \ D) \ Ui—1) < t za vsak i = 1,...,7.
Torej lahko odstranimo tudi vse tocke u; € D\ C, kar pomeni, da je D\ C = ), to
pa je protislovje, ki smo ga zeleli pokazati.

Ker je rezultat postopka enolicno dolocen in ker je vrednost funkcije p na tockah
izven C manjsa od t, je izpolnjen tudi drugi pogoj iz definicije p-sredice. Dobljena
mnozica C je torej p-sredica na nivoju t. O

Posledica 4.2: Za monotono tockovno funkcijo p so p-sredice gnezdene

tl < tz — Ht2 g Htl

Dokaz: Dokaz sledi neposredno iz trditve 4.1. Ker je rezultat neodvisen od
vrstnega reda brisanj, dolo¢imo najprej sredico H;,. Nato odstranimo Se nekaj
dodatnih tock in tako dobimo sredico H;,. Torej je Hy, C Hy,. a

Podobno, kot v primeru navadnih sredic, lahko sklepamo, da je za monotono
tockovno funkcijo p mnozica povezanih komponent posameznih slojev p-sredic hi-
erarhija. Povezani komponenti, ki sta obe v istem sloju, sta loceni, ¢e pa sta v
dveh razliénih slojih, sta loceni, ali pa je komponenta visjega sloja vsebovana v
komponenti nizjega sloja.
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Poglejmo si Se primer nemonotone tockovne funkcije. Taksna je na primer funk-
cija, ki vra¢a povpre¢no utez na povezavah do sosednih tock. Definirana je takole:

1
p(v,C) = W(vﬂ)lu@vzww((”’“”’ N(v,C) #0

0, sicer

Pri tem je w: £ — IRy funkcija, ki dolo¢a utezi na povezavah danega omrezja. Za
testno omrezje izberimo omrezje N = (V, £, w) na mnozici tock V = {a,b,c,d, e, [},
kjer so povezave in njihove utezi podane s tabelo:

L|(a;b) (bje) (c;d) (bse) (e;f)
w| 4 1 3 1 3

Ce najprej odstranimo tocko b, dobimo drugacen rezultat, kot ¢e bi najprej odstranili
tocko ¢ (ali tocko e). Dobljeni rezultati so prikazani na sliki 4.5.

—
C e
3 3
d f
X oF
4
b e (4) b
— —
e
3
/ X

Slika 4.5: Nemonotona tockovna funkcija

Zacetno omrezje je p-sredica na nivoju 2. Ce zelimo dobiti p-sredico na nivoju
3, imamo tri moznosti pri izbiri tocke, ki jo bomo pobrisali kot prvo: b, ¢ ali e. Ce
se odlocimo za tocko b, dobimo potem, ko odstranimo Se izolirano tocko a, p-sredico
C1 ={c,d, e, f} na nivoju 3. Opazimo lahko, da je vrednost funkcije p v tockah ¢ in
e narasla z 2 na 3.
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Postopek 4.3 Dolocanje p-sredice na nivoju t

PopaTki:  omrezje N = (V, L, p), predstavljeno s seznami sosedov in ¢t € IR
REZULTAT: mnozica C C V, C je p-sredica na nivoju ¢

C:=V
for each v € V do p[v] := p(v, N(v))
sestavi min-kopico heap iz tock V glede na funkcijo p
while |heap| > 0 A pu := heap.top] < t do begin
C:=C\{u}
odstrani u iz kopice heap
for each v € N(u,C) do begin
plt] = p(v, N(0,C))
popravi kopico heap (dvigni element v)
end
end

Ce pri¢nemo z brisanjem tocke ¢, dobimo mnozico {a,b,e, f} na nivoju 2. Pri
tem se vrednost tocke b poveca na 2.5. Nadaljujemo lahko z brisanjem tocke b, kar
nam da p-sredico Co = {e, f} na nivoju 3, ali pa z brisanjem tocke e, pri ¢emer
dobimo p-sredico C3 = {a, b} na nivoju 4.

Kot vidimo, je rezultat postopka odvisen od vrstnega reda brisanj. Tudi gnez-
denosti sredic ni: p-sredica na nivoju 4 ni vsebovana v p-sredici na nivoju 3.

4.6 Postopki za dolocanje posplosenih sredic

Definicija 4.5: Tockovna funcija p je lokalna natanko tedaj, ko
p(v,C) = p(v, N(v,C))

Tockovne funkcije p; — pg so vse lokalne, funkcija p; pa ni lokalna za &k > 4. V
nadaljevanju bomo predpostavili, da za tockovno funkcijo p obstaja konstanta py,
tako da je

Yo eV :p(v,0) = po

Za lokalno monotono tockovno funkcijo p obstaja postopek za dolocitev p-sredice na
nivoju t, ¢igar casovna zahtevnost je O(m-max{A,logn}), glej postopek 4.3. Pri tem
smo predpostavili, da lahko vrednost p(v, N(v,C)) izra¢unamo v ¢asu O(deg(v,C)).

Stavek, kjer izra¢unamo novo vrednost p[v] lahko pogosto pospesimo, tako da
to vrednost samo dopolnimo, ne da bi jo sli racunati od zacetka. Opisani postopek
lahko preprosto popravimo tako, da nam vrne hierarhijo p-sredic, glej postopek 4.4.
Hierarhija je dolocena s sredisénimi stevili, ki pripadajo posameznim tockam (nivo
najvisje p-sredice, ki Se vsebuje izbrano tocko).
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Postopek 4.4 Dolocanje hierarhije p-sredic

PoDATKI:  omrezje N = (V, L, p), predstavljeno s seznami sosedov
REZULTAT: tabela core s sredisénimi Stevili posameznih tock

C:=V
for each v € V do p[v] := p(v, N(v))
sestavi min-kopico heap iz tock V glede na funkcijo p
while |heap| > 0 do begin
u := heap.top
C:=C\{u}
odstrani u iz kopice heap
corefu] := plul
for each v € N(u,C) do begin
plv] == max {plu], p(v, N(v,C))}
popravi kopico heap (dvigni element v)
end
end

Predpostavimo, da je P najvecji cas, ki ga potrebujemo za izrac¢un vrednosti
p(v,C), kjer je v € ¥V in C C V. Potem je ¢asovna zahtevnost prvih treh korakov
postopka 4.3 enaka O(n) 4+ O(Pn)+ O(nlogn) = O(n-max{P,logn}). Poglejmo si
Se telo zanke while. Ker se velikost mnozice C na vsakem koraku zanke zmanjsa za
1, imamo najve¢ n ponovitev zanke. Prva dva stavka v tej zanki lahko izvr§imo v
konstantnem ¢asu, torej je njun prispevek v postopku enak O(n). V vseh ponovitvah
zanke for znotraj zanke while obravnavamo vsako povezavo grafa najve¢ enkrat.
Torej se zanka for izvede najve¢ m-krat, za kar potrebujemo m - (P + O(logn))
casa. Ce seStejemo vse skupaj, dobimo ¢asovno zahtevnost celotnega postopka, ki
je enaka O(m - max{P,logn}).

Za lokalno tockovno funkcijo p, katere vrednost p(v, N(v,C)) lahko izracunamo
v casu O(deg(v,C)), je P = O(A). V primerih, ko pa lahko vrednost funcije popra-
vimo brez ponovnega izracunavanja, pa je P = O(1).

Za tockovne funkcije p; — ps postopek vrne isti rezultat kot postopek, opisan na
zacetku poglavja, a se bolj spla¢a uporabljati prejsnjega, ker je hitrejsi (linearen v
stevilu povezav).

4.7 Primer

Tudi delovanje tega postopka si poglejmo na omrezju avtorjev geombib [25]. Prej
smo vrednosti na povezavah ignorirali, zdaj pa bomo te vrednosti uporabili pri
dolo¢anju posplosenih sredic. Spomnimo se, da je ps funkcija, ki tocki predpise
vsote utezi na sosednih povezavah. Utez povezave pove, koliko skupnih ¢lankov
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imata dva avtorja. Prej nas je zanimalo Stevilo soavtorjev, zdaj pa stevilo ¢lankov
v soavtorstvu. Slika 4.6 prikazuje ps-sredico na nivoju 46.
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Slika 4.6: Racunska geometrija: ps-sredica na nivoju 46



PETO POGLAVJE

POVEZANOST S KRATKIMI CIKLI

Povezanost s kratkimi cikli je posplositev obicajne povezanosti. Namesto s potjo
(zaporedje povezav) morata biti dve tocki povezani z zaporedjem kratkih ciklov, v
katerem imata dva zaporedna cikla vsaj eno skupno tocko. Ce imajo vsi sosedni cikli
v zaporedju vsaj eno skupno povezavo, govorimo o povezavni povezanosti s kratkimi
cikli [10].

5.1 'Trikotniska povezanost

5.1.1 Neusmerjeni grafi

Naj bo G = (V, ) enostaven neusmerjen graf.

Tocka u € V je v relaciji K s tocko v € V, ¢e je u = v ali obstaja pot v G od u
do v. Relaciji K pravimo relacija povezanosti.

Tocka u € V je v relaciji B s tocko v € V, ¢e je u = v ali obstaja cikel v G, ki
vsebuje u in v. Relaciji B pravimo relacija dvopovezanosti.

Podgrafu, ki je izomorfen 3-ciklu Cs, bomo rekli trikotnik. Podgraf ‘H grafa G
je trikotniski, ce vsaka njegova tocka in vsaka njegova povezava pripada vsaj enemu
trikotniku v H.

Definicija 5.1: Zaporedje (71,75, ...,7;) trikotnikov v G (toc¢kovno) trikotnisko
povezuje tocko u € V s tocko v € V), Ce je

1. uweV(T),
2. veV(7,) in
3. V(T )NV(T) #0 za i=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo (toc¢kovna) trikotniska veriga, glej sliko 5.1,
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Slika 5.1: Trikotniska veriga

Definicija 5.2: Tocka u € V je (tockovno) trikotnisko povezana s tocko v € V|
uK3v, ¢e je u = v ali obstaja (tockovna) trikotniska veriga, ki (tockovno) trikotnisko
povezuje tocko u s tocko v.

Trditev 5.1: Relacija K3 je ekvivalencna relacija na mnoZici tock V.

Ker bomo kasneje to in vecino drugih trditev iz tega razdelka posplosili, jih tukaj
navajamo brez dokazov.

Ekvivalencna relacija razbije mnozico tock v enega ali ve¢ ekvivalen¢nih razredov,
oziroma komponent. Komponenta je trivialna, ¢e je sestavljena iz ene same tocke.

Trditev 5.2:  MnoZice tock maksimalnih povezanih trikotniskih podgrafov so na-
tanko netrivialne komponente (tockovne) trikotniske povezanosti.

Toda podgrafi, ki so porojeni z netrivialnimi komponentami (tockovne) triko-
tniske povezanosti niso nujno trikotniski podgrafi, torej tudi ne maksimalni povezani
trikotniski podgrafi. To lahko vidimo na sliki 5.2, kjer vse tocke grafa pripadajo isti
komponenti trikotniske povezanosti, graf pa ni trikotniski zaradi povezave e, ki ne
pripada nobenemu trikotniku.

e

Slika 5.2: Graf ni trikotniski

Postopek za dolocitev relacije K3 je preprost, glej postopek 5.1. Mnozico tock
razbije na k skupin (ekvivalenénih razredov), ki jih ozna¢imo s Cy, Co, ..., Cy.

Najprej izberemo poljubno to¢ko w € V in jo damo v novo mnozico, ki bo na
koncu eden od ekvivalen¢nih razredov. Potem po vrsti v mnozico dodajamo vse tiste
tocke, ki so iz tocke u dosegljive po trikotnikih. Postopek ponavljamo tako dolgo,
da so vse tocke v svojih ekvivalen¢nih razredih.

Ce so mnozice sosedov urejene, lahko uporabimo prilagojeno razlicico zlivanja in
tako izracunamo N(u) N N(v) v ¢asu O(A). V tem primeru je ¢asovna zahtevnost
postopka enaka O(Am), saj moramo pregledati vse tocke, pri obdelavi toc¢ke u pa
moramo obiskati vse njene sosede in za vsakega soseda v poiskati presek N (u)NN (v).
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Postopek 5.1 Ekvivalencni razredi relacije Kg

Popatki:  graf G = (V,€)
REzZULTAT: komponente Cq, Co, ..., C relacije K3

k:=0
while V # () do begin
izberi u € V
k=k+1
Cp =10
L= {u}
while £ # () do begin
izberi u € L
Ck = Ck U {u}
for each v € N(u) do begin
N := N(u) N N(v)
if N # 0 then £ := LUN U {v}

end

Vi=V\{u}

L:=L\A{u}
end

end

Definicija 5.3:  Trikotnisko omrezje N3(G) = (V, &3, w3), ki ga doloca graf G =
(V, ), je podgraf G; = (V, &) grafa G, katerega povezave so tiste povezave grafa G,
ki pripadajo kakemu trikotniku: e € &, ¢e e € £ in e pripada trikotniku. Utez w;(e)
povezave e € &3 je stevilo razlicnih trikotnikov v grafu G, na katerih lezi povezava
e.

Trditev 5.3:
K3(G) = K(G3)

Postopek za dolocitev & in ws je preprost, glej postopek 5.2 in sliko 5.3. Ce so
mnozice sosedov urejene, je racunanje utezi ws(e) casovne zahtevnosti O(A), ker pa
moramo utez naracunati za vsako povezavo posebej, je skupna casovna zahtevnost
postopka enaka O(Am).

Slika 5.3: ws(e) := |N(u) N N(v)]
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Postopek 5.2 Trikotnisko omrezje

PoODATKI: graf G = (V,€)
REZULTAT: trikotnisko omrezje N3(G) = (V, &, ws)
Es =10
for each e(u:v) € £ do begin
ws(e) == [N(u) N N(v)]
if wy(e) > 0 then & := & U {e}
end

Definicija 5.4: Zaporedje (71,75, ...,7;) trikotnikov v G povezavno trikotnisko
povezuje tocko u € V s tocko v € V, ce je

1. uweV(h),
2. veVY(7;) in
3.E(T)NET)#£D za i=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo povezavna trikotniska veriga, glej sliko 5.4.

Slika 5.4: Povezavna trikotniska veriga

Definicija 5.5: Tocka u € V je povezavno trikotnisko povezana s tocko v € V,
uLzv, ¢e je u = v ali obstaja povezavna trikotniska veriga, ki povezavno trikotnisko
povezuje tocko u s tocko v.

Poglejmo si dvopovezan graf na sliki 5.5. Tocki u in v sta povezavno trikotnisko
povezani, medtem ko tocki x in z nista. Relacija Lz ni tranzitivna: xLsv, vLsz,
tocka x pa ni v relaciji Lg s tocko z.

z

Slika 5.5: Dvopovezan trikotniski graf

Trditev 5.4: Relacija L doloca ekvivalenéno relacijo na mnozici povezav .
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Postopek 5.3 Ekvivalencéni razredi relacije na £, dolocene z Ls

Popatki:  graf G = (V,€)
REZULTAT: komponente Cy, Cs, ..., Cy relacije na &

k=0
while £ # () do begin
izberi e € €
k:=k+1
Cp =10
L :={e}
while £ # () do begin
izberi e(u:v) € L
Ck = Ck U {6}
E:=E\{e}
N := N(u) N N(v)
L:=LU{(u:z),z e N}U{(v:z),z € N}
L:=L\{e}
end
end

Postopek za dolocitev relacije Lj je preprost, glej postopek 5.3. Mnozico povezav
razbije na k skupin (ekvivalenéni razredi relacije na &), ki jih ozna¢imo s Cy, Ca, . . .,

ulgv <= 3Jide, f €C;:u e V(e) Nv e V(f)

Z V(e) smo oznacili mnozico krajis¢ povezave e.

V vsaki ponovitvi notranje zanke iz mnozice £ odstranimo eno povezavo in jo
shranimo v mnozico Ci. Notranja zanka se torej izvrsi natanko m-krat. Vse priredi-
tvene stavke in primerjave lahko opravimo v konstantnem casu, razen stavka, kjer
doloéamo presek dveh mnozic sosednih tock. Ce so mnozice sosedov urejene, ima
ta stavek ¢asovno zahtevnost O(A), ker pa se nahaja v notranji zanki, je casovna
zahtevnost celotnega postopka enaka O(Am).

Opozoriti velja, da v notranji zanki odstranimo povezavo e iz mnozice povezav
&, torej tudi iz grafa. Zato so mnozice sosedov dinamicne — odvisne so od trenutne
mnozice povezav £. Od tod sledi, da potem ko odstranimo povezavo e iz mnozice &£
(in tudi iz £), se ta povezava ne more vec¢ pojaviti v L.

Definicija 5.6: Naj bo B3 = B N K.
Trditev 5.5: V grafu G velja:
a. BCK d B;CB

b. K3 Q K €. B3 Q K3
C. L3 Q B3
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Definicija 5.7: Naj bo t(v) stevilo razli¢nih trikotnikov grafa G, ki vsebujejo tocko
v.
Trditev 5.6:

2t(v) = > wsle)

e:e(v:u)

Dokaz: Vsak trikotnik, ki vsebuje tocko v, vsebuje tudi natanko dve povezavi s
krajiscem v tej tocki. Ce torej za vsako povezavo s krajis¢em v tocki v prestejemo,
koliko trikotnikom pripada, smo vsak trikotnik steli dvakrat. O

Definicija 5.8: Stopnja nasicenosti v tocki v je definirana kot v [40]:
2t(v)

) = Seglo)(deg(®) — 1)

Ker v enostavnem grafu velja t(v) < (degz(”)), je C(v) € [0,1]. Problem s tako

definirano stopnjo nasicenosti je, da favorizira tocke z majhno stopnjo. To lahko

. o deg(v)
popravimo tako, da C(v) pomnozimo z 5.

2t(v)
A(deg(v) — 1)

C'(v) =

Se vedno je 0 < C’(v) < 1, a samo tocke v najvecji kliki imajo vrednost 1.

5.1.2 Usmerjeni grafi

Ce ima graf G kaksno neusmerjeno povezavo, jo nadomestimo z dvema nasprotno
usmerjenima povezava. V nadaljevanju naj bo G = (V, . A) enostaven usmerjen graf.

Nad izbrano povezavo a(u,v) € A obstajajo Stirje razlicne vrste usmerjenih
trikotnikov: cikliéni (cyc), tranzitivni (tra), vhodni (in) in izhodni (out) trikotniki
(glej sliko 5.6). Za vsako vrsto dobimo ustrezno trikotnisko omrezje N5Y¢, Nire Ain

in N3t
\ zZ zZ
Vv u Vv u \% u A\

cyc tra m out
Slika 5.6: Vrste usmerjenih trikotnikov nad izbrano povezavo

V usmerjenih omrezjih razlikujemo med sibko in krepko povezanostjo. Na sibko
povezanost lahko gledamo kot na obi¢ajno povezanost v skeletu S = (V, Eg) grafa G

Es={(u:v):u#vA(uv) e A}
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Definicija 5.9: Podgraf ‘H grafa G je ciklicno trikotniski, ce vsaka njegova tocka
in vsaka njegova povezava pripada vsaj enemu ciklicnemu trikotniku v H.

Trditev 5.7: Sibko povezan ciklicno trikotniski graf je tudi krepko povezan.

Podobno, kot v neusmerjenem primeru, lahko tudi v usmerjenem definiramo vec
vrst povezanostnih relacij. Ce se omejimo na cikli¢ne trikotnike, lahko definiramo
(tockovno) cikliéno trikotnisko povezanost Cs in povezavno cikliéno trikotnisko po-
vezanost Ds.

Definicija 5.10: Zaporedje (71,75, ...,7;) cikliénih trikotnikov v G (tockovno)
ciklicno trikotnisko povezuje tocko u € V s tocko v € V, ce je

1. uweV(T),
2. veV(7,) in
3. V(T )NV(T) #0 za i=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo (toc¢kovna) ciklicna trikotniska veriga.

Definicija 5.11: Tocka u € V je (tockovno) ciklicno trikotnisko povezana s tocko
v € V, uCsv, Ce je u = v ali obstaja (tockovna) ciklicna trikotniska veriga, ki
(tockovno) cikliéno trikotnisko povezuje tocko u s tocko v.

Definicija 5.12: Zaporedje (71,73, ...,7;) cikliénih trikotnikov v G povezavno
ciklicno trikotnisko povezuje tocko u € V s tocko v € V, e je

1. uweV(Ty),
2. veV(7,) in
3. AT ) NA(T) #0 za i=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo povezavna ciklicna trikotniska veriga.

Definicija 5.13: Tocka u € V je povezavno ciklicno trikotnisko povezana s tocko
v € V, uD3v, ¢e je u = v ali obstaja povezavna ciklicna trikotniska veriga, ki
povezavno ciklicno trikotnisko povezuje tocko u s tocko v.

Za Cj3 in D3 veljajo podobne lastnosti, kot za K3 in L.
Trditev 5.8: Relacija Cs3 je ekvivalencna relacija na mnoZici tock V.
Trditev 5.9: Relacija D3 doloc¢a ekvivalenéno relacijo na mnoZici povezav A.

Tudi postopki za dolocitev relacij in pripadajocih omrezij so podobni, kot v
neusmerjenem primeru, torej imajo tudi enako casovno zahtevnost. Na primer, v
ciklicnem trikotniskem omrezju N3Y° = (V, A9, ws’®) za vsako povezavo a € AF°
velja:

w3”(a(u,v)) = [Nout(v) N Nin(u)]
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Trikotnisko povezanost lahko definiramo tudi drugace:

Definicija 5.14: Tocka u € V je krepko trikotnisko povezana s tocko v € V', uS3v,
¢e je u = v ali obstaja krepko povezan trikotniski podgraf, ki vsebuje tocki u in v.

Vav;

cikliéno necikli¢no
Slika 5.7: Krepko trikotnisko povezana grafa

Naj bo R relacija dosegljivosti v danem usmerjenem grafu G. Tocka v € V je
dosegljiva iz tocke u € V, uRw, ¢e je u = v ali pa obstaja sprehod od u do v.

Naj bo S relacija krepke povezanosti v.danem usmerjenem grafu G. Tocki u € V
in v € V sta v relaciji S, ¢e je u = v ali obstajata sprehoda od u do v in od v do wu.
Ocitnoje S=RNRL.

Trditev 5.10: V usmerjenem grafu G velja:
a. D3 - Cg b. Cg - Sg C. Sg - S

Trditev 5.11:
Cs(9) = S(G5")

5.1.3 Tranzitivnost

Povezava je trikotnisko tranzitivna, ¢e je osnova nekega tranzitivnega trikotnika.
Tranzitivne povezave so pravzaprav bliZnjice — ¢e nekatere od njih zbriSemo, lahko
podatki Se vedno potujejo po podpornih povezavah. Uporabimo jih lahko tudi za
preverjanje pravilnosti prenosa.

Trditev 5.12: Ce iz grafa G = (V,.A) zbrisemo nekaj (ali vse) povezave, ki pri-
padajo trikotnisko tranzitivni poti m (vsaka povezava na poti T je trikotnisko tranzi-
tivna), se relacija dosegljivosti ne spremeni: R(G) = R(G \ A(n)).

Dokaz: Ker je graf G\ A(m) podgraf grafa G, je ocitno R(G \ A(7)) € R(G). Naj
bo povezava a poljubna povezava na trikotnisko tranzitivni poti 7. Ker je trikotnisko

tranzitivna, lahko od enega do drugega krajis¢a pridemo tudi po dveh podpornih
povezavah, torej lahko povezavo a odstranimo, ne da bi s tem prekinili katerega
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od sprehodov po grafu (sprehod lahko kveéjemu postane za eno povezavo daljsi).
Preveriti moramo Se, da podporni povezavi povezave a ne moreta biti del poti m,
torej da ju ne bomo zbrisali. Ker imata povezava a in podporna povezava skupno
tocko, bi ti dve povezavi na poti 7 lahko bili kve¢jemu zaporedni povezavi. To pa se
zaradi usmerjenosti teh dveh povezav ne more zgoditi. Ce je torej v prvotnem grafu
G obstajal sprehod med dvema tockama, potem tudi v grafu G \ A(7) sprehod med
tema dvema tockama obstaja, le da je morda daljsi (kve¢jemu za toliko povezav, kot
smo jih odstranili). Tako smo dokazali 8e obratno: R(G) C R(G \ A(m)). O

Toda vseh trikotnisko tranzitivnih povezav v grafu ne moremo vedno odstra-
niti. Na sliki 5.8 je prikazan primer grafa, kjer se relacija dosegljivosti spremeni, ce
odstranimo vse trikotnisko tranzitivne povezave. Graf je sestavljen iz usmerjenega
6-cikla, ¢igar tocke so povezane z dodatno tocko v sredini. Ta tocka v sredini je torej
dosegljiva iz katerekoli druge tocke. Vse povezave iz tock na robu do tocke v sredini
so trikotnisko tranzitivne. Ce jih odstranimo, tocka v sredini postane nedosegljiva
iz drugih tock.

Slika 5.8: Vseh trikotnisko tranzitivnih povezav ne moremo odstraniti

5.2 k-kotniska povezanost

Ker je pojem k-ciklicna povezanost ze uporabljen v teoriji grafov, bomo nadaljevali
z ‘geometrijsko’ terminologijo (trikotnik, k-kotnik).

5.2.1 Neusmerjeni grafi

Naj bo G = (V, £) enostaven neusmerjen graf.

Podgrafu, ki je izomorfen k-ciklu C, bomo rekli k-kotnik, podgrafu, ki je izomor-
fen enemu od s-ciklov Cy, 3 < s < k pa (k)-kotnik. Podgraf H grafa G je k-kotniski,
¢e vsaka njegova tocka in vsaka njegova povezava pripada vsaj enemu (k)-kotniku v

H.
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Definicija 5.15: Zaporedje (Cy,Co,...,Cs) (k)-kotnikov v G (tockovno) k-kotnisko
povezuje tocko u € V s tocko v € V, ¢e je

1. uwe V(Cl),
2. veV(C) in
3. V(Cl_l) N V(C,) 7é @ za 1= 2, Lo, S

Takemu zaporedju pravimo (tockovna) k-kotniska veriga, glej sliko 5.9.

Slika 5.9: k-kotniska veriga

Definicija 5.16: Tocka u € V je (tockovno) k-kotnisko povezana s tocko v € V,
uKyv, ¢e je u = v ali obstaja (tockovna) k-kotniska veriga, ki (tockovno) k-kotnisko
povezuje tocko u s tocko v.

Trditev 5.13: Relacija Ky je ekvivalencna relacija na mnoZici tock V.
DokAz: Refleksivnost sledi iz definicije relacije Ky.

Ce k-kotnisko verigo od u do v obrnemo, dobimo k-kotnisko verigo od v do w,
torej je relacija K; simetricna.

Se tranzitivnost. Naj bodo u, v in z taksne tocke, da je uKv in vKz. Ce tocke
niso paroma razlicne, je pogoj za tranzitivnost trivialno izpolnjen. Predpostavimo
torej, da so tocke u, v in z paroma razlicne. Ker je uKK,v, obstaja k-kotniska veriga
od u do v, ker pa je vKjz, obstaja tudi k-kotniska veriga od v do z. Ce ti dve verigi
staknemo, dobimo k-kotnisko verigo od u do z, torej je uKyz. O

Trditev 5.14: MnoZice tock maksimalnih povezanih k-kotniskih podgrafov so na-
tanko netrivialne komponente (tockovne) k-kotniske povezanosti.

DokAz: Naj bosta u in v poljubni tocki, ki pripadata povezanemu k-kotniskemu
podgrafu. Ce sta tocki enaki, je o¢itno uKv. Sicer pa obstaja pot ™ = u, e, 21, €2,
Z9,€3,23,...,65 0 0d u dowv. Ker je podgraf k-kotniski, vsaka povezava e; na tej poti
pripada vsaj enemu (k)-kotniku C; v tem podgrafu. Za dobljeno k-kotnisko verigo
(C1,Co, ..., Cs) velja:

e c, c&C) zai=1,...,s
o uc V), ve V()
® Z, 1 €V<CZ_1)QV(CZ) Za ’i=2,...78
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Zato je uKyv, torej vse tocke poljubnega (tudi maksimalnega) povezanega k-kotni-
skega podgrafa pripadajo isti komponenti relacije K.

Zdaj naj bosta u in v dve razlicni tocki netrivialne Kjy-komponente C C V.
Ker je u v relaciji Ki s tocko v, obstaja k-kotniska veriga od w do v. O¢itno
je, da vse tocke k-kotniske verige pripadajo istemu maksimalnemu povezanemu k-
kotniskemu podgrafu, torej tudi tocki u in v. Ker pa sta bili tocki v in v poljubni
tocki iz C, vse tocke netrivialne komponente k-kotniske povezanosti pripadajo istemu
maksimalnemu povezanemu k-kotniskemu podgrafu. O

Toda podgrafi, ki so porojeni z netrivialnimi Kjy-komponentami niso nujno k-
kotniski podgrafi, torej tudi ne maksimalni povezani k-kotniski podgrafi. Glej pri-
mer, prikazan na sliki 5.2.

Definicija 5.17:  k-kotnisko omrezje Nip(G) = (V, &, wy), ki ga doloca graf G =
(V, ), je podgraf G, = (V, &) grafa G, katerega povezave so tiste povezave grafa
G, ki pripadajo vsaj enemu (k)-kotniku: e € &, ¢e e € £ in e pripada (k)-kotniku.
Utez wy(e) povezave e € & je stevilo razliénih (k)-kotnikov v grafu G, na katerih
lezi povezava e.

Trditev 5.15:
K.(9) = K(G)

DokAz: Naj bo uKv v grafu G. Ce je u = v, potem je tudi uKv v grafu Gy.
Ce pa sta tocki razlicni, obstaja (tockovna) k-kotniska veriga v G od u do v. Vse
povezave te verige pripadajo vsaj enemu (k)-kotniku, zato cela veriga lezi tudi v
grafu G;. To pomeni, da sta tocki v in v v grafu G, povezani, torej je uKv v Gy.

Se obratno. Naj bo uKuv v grafu G,. To pomeni, da v G, obstaja pot od u do
v. Ker je Gy k-kotniski graf, vsaka povezava na tej poti pripada vsaj enemu (k)-
kotniku, torej lahko sestavimo k-kotnisko verigo od u do v v G. Ker je Gy podgraf
grafa G, je ta veriga tudi v G, kar pomeni, da je uKv v grafu G. O

Da bi dolocili ekvivalencne razrede relacije Ky, lahko torej najprej dolo¢imo
pripadajoci k-kotniski podgraf G, nato pa v njem pois¢emo povezane komponente.
Da bi dolocili tudi utezi wy posameznih povezav, pa bi za vsako povezavo morali
presteti, koliko (k)-kotnikom pripada. Uéinkovit postopek za dolo¢anje utezi je Se v
razvoju.

Utezi wy lahko uporabimo pri dolocanju gostih delov danega omrezja. Na primer,
za izbrano povezavo e v r-kliki lahko prestejemo, na koliko k-kotnikih lezi, k£ < r.
r — 2 nac¢inov, Cetrto na r — 3 nac¢inov, ..., zadnjo tocko (ki je povezana s prvo) pa
na r — k + 1 nac¢inov. Torej imamo (r —2)(r — 3) - - - (r — k + 1) razli¢nih k-kotnikov
in X% o(r —2)(r —3)---(r —i+1) razlicnih (k)-kotnikov. Od tod dobimo oceno za
velikost utezi wy na povezavi e, ki pripada r-kliki.

wk(e)22(r—2)(7’—3)-~-(7“—i+1)
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Everett [16] je k-razbitje danega neusmerjenega grafa G = (V, ) definiral kot
razbitje {C1,...,Cp, By, ..., B,} mnozice tock V, kjer so C; k-kotniske povezane kom-
ponente in B; mostovi — povezane komponente mnozice tock V \ UC;.

Postopek za dolocitev Everettovega razbitja je naslednji: najprej doloc¢imo k-
kotnisko omrezje Ny (G), potem v njem poiséemo povezane komponente {C;}, na
koncu pa Se povezane komponente {5;} v preostanku V \ UC;.

Definicija 5.18: Zaporedje (Cy,Cs,...,Cs) (k)-kotnikov v G povezavno k-kotnisko
povezuje tocko u € V s tocko v € V, ce je

1. ue V(Cl),
2. v e V(C) in
3. S(Cl,l)ﬂg(cl)#@ zZa i:2,...,8.

Takemu zaporedju pravimo povezavna k-kotniska veriga, glej sliko 5.10.

Slika 5.10: Povezavna k-kotniska veriga

Definicija 5.19: Tocka u € V je povezavno k-kotnisko povezana s tocko v € V,
uLgv, e je u = v ali obstaja povezavna k-kotniska veriga, ki povezavno k-kotnisko
povezuje tocko u s tocko v.

Trditev 5.16: Relacija Ly doloca ekvivalencno relacijo na mnoZici povezav .

DoxkAz: Naj bo ~ relacija na &£, ki je definirana takole: e ~ f, ¢e je e = f ali pa
obstaja povezavna k-kotniska veriga (Cy,Ca,...,Cs), kjer je e € E(C1) in f € E(Cs).

Refleksivnost relacije ~ sledi iz njene definicije.

Tudi simetricnost je preprosta. Naj bo e ~ f. Potem obstaja povezavna k-
kotniska veriga ‘od’ e ‘do’ f. Ce jo obrnemo, dobimo povezavno k-kotnisko verigo
‘od” f ‘do’ e, torej je f ~e.

Se tranzitivnost. Naj bodo e, f in ¢ taksne povezave, da je e ~ f in f ~ g.
Potem obstajata povezavni k-kotniski verigi ‘od’ e ‘do’ f in ‘od’ f ‘do’ g. Ce ti dve
verigi staknemo, dobimo povezavno k-kotnisko verigo ‘od’ e ‘do’ g (oba (k)-kotnika

na stiku verig vsebujeta povezavo f, torej njun presek ni prazen). Zato je tudi e ~ g.
(I
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Definicija 5.20: Naj bo By = BN K.
Trditev 5.17: V grafu G velja:

a BCK d B,CB

za 1 < j pa velja tudi:

f K, CK, h. B; CB;
Dokaz:

. Sledi iz definicij relacij B in K.

. Naj bosta u in v taksni tocki, da je uKv. Ce je u = v, potem je po definiciji
tudi uKwv. Sicer pa obstaja k-kotniska veriga od v do v, torej obstaja tudi pot
od u do v, kar pomeni, da je tudi v tem primeru uKuv.

. Naj bosta u in v taksni tocki, da je uLgv. Ce je u = v, je po definiciji tudi
uBv in uKv, od koder sledi, da je uBv. Ce pa sta tocki razliéni, obstaja
povezavna k-kotniska veriga od u do v, vsaka povezavna k-kotniska veriga pa
je tudi tockovna k-kotniska veriga (¢e imata dva k-kotnika skupno povezavo,
imata tudi skupno tocko). Zato je uKjv. Podgraf, ki ga dolo¢a povezavna
k-kotniska veriga, je dvopovezan [15], torej obstaja cikel, ki vsebuje u in wv.
Zato je tudi uBv. Oboje skupaj pa nam po definiciji da uByv.

. Sledi iz definicije relacije By.
. Sledi iz definicije relacije By.

. Naj bosta u in v taki tocki, da je uK,v. Ce je u = v, potem je po definiciji
tudi uK,v. Sicer pa obstaja i-kotniska veriga od u do v, kjer noben (7)-kotnik
ni daljsi od 4. Ta veriga je tudi j-kotniska veriga od u do v, torej je uK;v.

. Naj bosta u in v taki tocki, da je uL;v. Ce je u = v, potem je po definiciji
tudi uL;v. Sicer pa obstaja povezavna i-kotniska veriga od u do v, kjer noben
(7)-kotnik ni daljsi od i. Ta veriga je tudi povezavna j-kotniska veriga od u do
v, torej je ul;v.

. Sledi iz definicije relacije By in tocke f te trditve.
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Vsebovanosti relacij lahko prikazemo tudi z naslednjim diagramom:

B C K

Ul Ul

ul ul ul

L, € B, C K;

Ul Ul Ul
L1 € By € Ky

) ) )

5.2.2 Usmerjeni grafi

Podgrafu, ki je izomorfen usmerjenemu ciklu dolzine vsaj 2 in najvec¢ k, bomo rekli
(k)-cikel. Podgraf H grafa G je ciklicno k-kotniski, ¢e vsaka njegova tocka in vsaka
njegova povezava pripada vsaj enemu (k)-ciklu v grafu H.

Trditev 5.18: Sibko povezan ciklicno k-kotniski graf je tudi krepko povezan.

DokAz: Naj bosta v in v poljubni tocki sibko povezanega ciklicno k-kotniskega
grafa. Zaradi Sibke povezanosti obstaja pot od u do v, kjer usmerjenost povezav ni
pomembna. Vsaka povezava na tej poti pripada vsaj enemu (k)-ciklu.

Poiskati moramo sprehod od v do v. Ta bo sestavljen iz tistih povezav na poti od
u do v, ki so pravilno usmerjene, vsako narobe usmerjeno povezavo pa nadomestimo
z drugimi povezavami ustreznega (k)-cikla. Tako namesto po narobe usmerjeni
povezavi gremo po vec¢ drugih povezavah, ki pa so pravilno usmerjene.

Tako lahko pois¢emo sprehod med poljubnima tockama, torej je graf tudi krepko
povezan. O

Za enostavne usmerjene grafe brez zank je Everett [17, 18] definiral kot spreje-
mljive samo usmerjene cikle dolzine vsaj 2 in najvec k, ter cikle, sestavljene iz dveh
lo¢enih vzporednih poti s skupno dolzino najve¢ k — imenovali jih bomo Everettouv:

semicikli, glej sliko 5.11.
L(O\>
O0——o0
>

Slika 5.11: Ewverettov semicikel - okrepitev z vzporedno potjo
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Definicija 5.21: Povezavo, ki pripada sprejemljivemu semiciklu, imenujemo Fve-
rettova povezava. Te povezave sestavljajo Everettov graf Gg = (V, Ag), kjer je
a(u,v) € Ag, ¢e je a € A in je a Everettova povezava v grafu G.

Razbitje usmerjenega grafa lahko definiramo na podoben nacin, kot smo to storili
za neusmerjeni graf.

Posebno pozornost bomo posvetili dvema posebnima vrstama Everettovih semi-
ciklov glede na izbrano povezavo a € A: usmerjenim ciklom (povezava s povratno
potjo) in tranzitivnim semiciklom (povezava z vzporedno potjo), glej sliko 5.12.

u
povratna pot Vzporedna pot

Slika 5.12: Semicikli nad izbrano povezavo

Definicija 5.22: Zaporedje (Cy,Cs,...,Cs) (k)-ciklov v G (tockovno) ciklicno k-
kotnisko povezuje tocko u € V s tocko v € V, ¢e je

1. ue V(Cl),

2. v € V(Cs) in

3.VECio)NV(C)#D za i=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo (toc¢kovna) ciklicna k-kotniska veriga.

Definicija 5.23: Tocka u € V je (tockovno) ciklicno k-kotnisko povezana s tocko
v € V, uCyv, ¢e je u = v ali obstaja (tockovna) ciklicna k-kotniska veriga, ki
(tockovno) cikliéno k-kotnisko povezuje tocko u s tocko v.

Definicija 5.24: Zaporedje (C1,Ca,...,Cs) (k)-ciklov v G povezavno ciklicno k-
kotnisko povezuje tocko u € V s tocko v € V, ce je

1. ue V(Cl),
2. veV(C) in
3. A(Cz_l) N A(CZ) 7é @ za 1= 2, ., S

Takemu zaporedju pravimo povezavna ciklicna k-kotniska veriga.

Definicija 5.25: Tocka u € V je povezavno ciklicno k-kotnisko povezana s tocko
v € V, uDyv, ¢e je u = v ali obstaja povezavna ciklicna k-kotniska veriga, ki
povezavno ciklicno k-kotnisko povezuje tocko u s tocko v.
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Za Cyj in Dy veljajo podobne lastnosti, kot za K;. in Ly.
Trditev 5.19: Relacija Cy je ekvivalencna relacija na mnoZici tock V.
DoxkAz: Refleksivnost sledi iz definicije relacije Cy.

Ce cikliéno k-kotnisko verigo od w do v obrnemo, dobimo cikliéno k-kotnisko
verigo od v do u, torej je relacija Cj simetricna.

Se tranzitivnost. Naj bodo u, v in z taksne tocke, da je uCrv in vCpz. Ce tocke
niso paroma razlicne, je pogoj za tranzitivnost trivialno izpolnjen. Predpostavimo
torej, da so tocke u, v in z paroma razlicne. Ker je uCjv, obstaja ciklicna k-kotniska
veriga od u do v, ker pa je vCyz, obstaja tudi ciklicna k-kotniska veriga od v do
z. Ce ti dve verigi staknemo, dobimo cikli¢no k-kotnisko verigo od u do z, torej je
uCpz. O

Trditev 5.20: Relacija Dy doloca ekvivalencno relacijo na mnoZici povezav A.

Dokaz: Naj bo ~ relacija na A, ki je definirana takole: e ~ f, ¢e je e = f ali
pa obstaja povezavna ciklicna k-kotniska veriga (Cy,Cs,...,Cs), kjer je e € A(Cy) in
f e A(Cy).

Refleksivnost relacije ~ sledi iz njene definicije.

Tudi simetri¢nost je preprosta. Naj bo e ~ f. Potem obstaja povezavna cikli¢na
k-kotniska veriga ‘od’ e ‘do’ f. Ce jo obrnemo, dobimo povezavno cikli¢no k-kotnisko
verigo ‘od” f ‘do’ e, torej je f ~ e.

Se tranzitivnost. Naj bodo e, f in ¢ taksne povezave, da je e ~ f in f ~ g.
Potem obstajata povezavni cikli¢ni k-kotniski verigi ‘od” e ‘do” f in ‘od’ f ‘do’ g.
Ce ti dve verigi staknemo, dobimo povezavno cikliéno k-kotnisko verigo ‘od’ e ‘do’
g (oba (k)-cikla na stiku verig vsebujeta povezavo f, torej njun presek ni prazen).
Zato je tudi e ~ g. a

Definicija 5.26: Povezava je ciklicna, ¢e pripada vsaj enemu usmerjenemu ciklu
v grafu G. Dolzina cikla pri tem ni pomembna. Cikli¢ni povezavi, ki ne pripada
nobenemu (k)-ciklu, recemo k-dolga povezava.

Trditev 5.21: Ce graf G = (V,A) ne vsebuje nobene k-dolge povezave, potem
je njegova ciklicna k-kotniska redukcija G/Cy = (V/Cy, A*), kjer za X, Y € V/Cy,
velja (X,)Y) € A" <= Jue X v eY : (u,v) € A, aciklicen graf.

DokAz: Predpostavimo, da ciklicna k-kotniska redukcija grafa G ni aciklicna. Po-
tem vsebuje cikel C*, ki ga lahko razsirimo do cikla C' v grafu G. Naj bo a* poljubna

tama relacije Cy. Povezava a torej ne pripada nobenemu ciklicnemu (k)-kotniku.
Ker pa a pripada ciklu C, je to ciklicna povezava, torej je k-dolga. To pa je proti-
slovje s predpostavko, da graf ne vsebuje k-dolgih povezav. Torej mora biti ciklicna
k-kotniska redukcija grafa G aciklicen graf. O
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Iz tega dokaza vidimo, kako v grafu poiskati k-dolge povezave. To so natanko
tiste povezave, ki ustrezajo ciklicnim povezavam v G/Cy.

Definicija 5.27: Tocka u € V je krepko k-kotnisko povezana s tocko v € V, uSyv,
¢e je u = v ali obstaja krepko povezan k-kotniski podgraf, ki vsebuje tocki u in v.

Trditev 5.22: V usmerjenem grafu G velja:

a.

za 1 < j pa velja tudi:

d.

DOKAZ:

. Naj bosta u in v taksni tocki, da je uDyv. Ce je u = v, je po definiciji tudi

uCyo, Ce pa sta tocki razlicni, obstaja povezavna ciklicna k-kotniska veriga od
u do v, vsaka povezavna ciklicna k-kotniska veriga pa je tudi tockovna ciklicna
k-kotniska veriga (¢e imata dva k-cikla skupno povezavo, imata tudi skupno
tocko). Zato je uCyv.

Naj bosta v in v taksni tocki, da je uCjv. Ce je u = v, je po definiciji tudi
uS,v, ¢e pa sta tocki razlicni, obstaja ciklicna k-kotniska veriga od u do v.
Podgraf, ki ga doloca ta veriga, je krepko povezan in k-kotniski, torej je tudi
uS;v.

Naj bosta u in v taksni tocki, da je uSyv. Ce je u = v, je po definiciji tudi
uSwv, ¢e pa sta tocki razlicni, obstaja krepko povezan k-kotniski podgraf, ki
vsebuje u in v. V krepko povezanem grafu pa so vse tocke dosegljive ena iz
druge, torej je uSwv.

Naj bosta u in v taki tocki, da je uC;v. Ce je u = v, potem je po definiciji
tudi uC,v. Sicer pa obstaja ciklicna i-kotniska veriga od u do v, kjer noben
(7)-cikel ni daljsi od i. Ta veriga je tudi cikliéna j-kotniska veriga od u do v,
torej je uCjv.

. Naj bosta u in v taki tocki, da je uD;v. Ce je u = v, potem je po definiciji tudi

uDjv. Sicer pa obstaja povezavna ciklicna i-kotniska veriga od w do v, kjer
noben (7)-cikel ni daljsi od i. Ta veriga je tudi povezavna ciklicna j-kotniska
veriga od v do v, torej je uDjv.

Naj bosta v in v taki tocki, da je uS;v. Ce je u = v, potem je po definiciji
tudi uS;v. Sicer pa obstaja krepko povezan i-kotniski podgraf, ki vsebuje v in
v. Ta podgraf je tudi j-kotniski, torej je uS;v.
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Vsebovanosti relacij lahko prikazemo tudi z naslednjim diagramom:

S

Ul

Ul ul ul

D, ¢ C, C 8§

Ul Ul Ul
D,y € Gy € Sk

Ul ) )

Podobno kot v trikotniskem primeru lahko definiramo ve¢ vrst omrezij, ki nam
omogocijo boljsi pregled nad zgradbo omrezja:
e Pouratno omrezje N.'“ = (V, 4Y°, w¥), kjer je w?“(a) enako stevilu razlicnih
(k)-ciklov, ki vsebujejo povezavo a.

o Tranzitivno omrezje Nit = (V, AL, wl'), kjer je wl(a) enako stevilu razlicnih
tranzitivnih semiciklov dolzine najvec k, ki vsebujejo povezavo a kot tranzi-
tivno povezavo (bliznjico).

e Podporno omrezje NP = (V, A7, wy), kjer je wy(a) enako Stevilu razlicnih

tranzitivnih semiciklov dolzine najve¢ k, ki vsebujejo povezavo a kot netran-
zitivno povezavo.

Trditev 5.23:
Cr(G) = S(G,")

DoKkAZ: Naj bo uCyv v grafu G. Ce je u = v, je tudi uSv v grafu G¥°. Ce pa sta
tocki razlicni, obstaja cikli¢na k-kotniska veriga v G od v do v. Vsaka povezava na
tej verigi pripada vsaj enemu (k)-ciklu, torej je cela veriga v Gi¥°. Tocki u in v sta

medsebojno dosegljivi po povezavah te verige, torej je uSv v grafu G.*°.

Naj bo uSv v grafu G;*°. Potem v G/ obstaja sprehod od u do v. Ker je
G.Y¢ ciklicno k-kotniski, vsaka povezava pripada vsaj enemu (k)-ciklu, torej lahko
sestavimo cikliéno k-kotnisko verigo od u do v, ki v celoti lezi v G;*. Ker pa je Gi*°
podgraf grafa G, lezi ta veriga tudi v G, kar pomeni, da velja uCyv v grafu G. O



5.3. MOZNE POSPLOSITVE

5.2.3 Tranzitivnost

Naj bo T} relacija k-tranzitivne dosegljivosti v usmerjenem grafu G. Tocka v je
k-tranzitivno dosegljiva iz tocke u, u'Tyv, Ce je u = v ali pa obstaja sprehod od u do
v, v katerem je vsaka povezava k-tranzitivna — je osnova tranzitivnega cikla dolzine
najvec k.

Tocki u in v sta medsebojno k-tranzitivno dosegljivi, ¢e je tocka u k-tranzitivno
dosegljiva iz tocke v in obratno. Relacijo medsebojne k-tranzitivne dosegljivosti
bomo oznacili s Tj. Torej

u’i‘kv < uTrv AN vTLu

Trditev 5.24:  Relacija medsebojne tranzitivne dosegljivosts T, = T, N T, ' je
ekvivalencna relacija na mnozici tock V.

Dokaz: Zmnano je, da ¢e je Q refleksivna in tranzitivna relacija, potem je Q =
QN Q! ekvivalenéna relacija. Relacija T}, je refleksivna po definiciji, torej moramo
dokazati samo Se tranzitivnost.

Naj bodo u, v in z take tocke, da je uTyv in vTjz. Ce tocke niso paroma razliéne,
je pogoj za tranzitivnost trivialno izpolnjen. Predpostavimo torej, da so tocke u, v
in z paroma razlicne. Ker je uTjv, obstaja sprehod od v do v, v katerem je vsaka
povezava k-tranzitivna, ker pa je v'T'z, obstaja tudi sprehod od v do z, v katerem je
vsaka povezava k-tranzitivna. Ce ta dva sprehoda staknemo, dobimo sprehod od u
do z, v katerem je vsaka povezava k-tranzitivna, torej je uTyz. O

5.3 Mozne posplositve

V do sedaj prikazanih primerih so bile verige vedno sestavljene iz to¢no dolo¢enih
gradnikov (trikotniki, k-kotniki z omejeno dolzino), presek dveh zaporednih gradni-
kov pa je bila tocka ali povezava. To lahko posplosimo tako, da definiramo druzino
dopustnih gradnikov in druzino dopustnih presekov.

Definicija 5.28: Naj bosta H in Hy dve druzini grafov. Zaporedje (Hy, Ha, ..., Hs)
podgrafov v G (H, Hg)-povezuje tocko u € V s tocko v € V), ¢e je

1. UEV(H;L),
2. v € V(Hy),
3. H;ieH za 1=1,...,sin

4. HiaNH;, D2 HeHy za 1=2,...,s.

Takemu zaporedju pravimo (H, Hg)-veriga.
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Primer: Za r < k lahko definiramo (k,r)-povezanost s klikami:

H = {KT+17 KT+2a s 7Kk} IHO = {KT}

Primer: Nekatere od prej opisanih povezanosti bi lahko definirali tudi takole:

e K; = (3,1)-povezanost s klikami
e L3 = (3,2)-povezanost s klikami
o K, = ({Cs,...,Ck},{K;})-povezanost
o L, =({Cs,...,Cy},{K>})-povezanost

kjer C; oznacuje cikel dolzine 1.

5.4 Primeri

Na spletu je dosegljivih veliko slovarjev, kjer je vsak pojem razlozen z drugimi pojmi
iz slovarja. Taki so na primer slovarji Online Dictionary of Library and Information
Science (ODLIS) [34], Free Online Dictionary of Computing (FOLDOC) [20], Dicti-
onary of Visual Art [1], Online Dictionary of Musical terms [33], Project Gutenberg
[39], Connected Thesaurus [21], ...

Na sliki 5.13 je prikazano, kako so definirani posamezni pojmi v slovarju ODLIS.
Iz takih definicij pojmov lahko sestavimo usmerjen graf G = (V, A), katerega tocke
so pojmi, ki so definirani v slovarju, dva pojma pa sta povezana z usmerjeno po-
vezavo, Ce pri definiciji prvega pojma uporabimo drugi pojem. Na sliki 5.13 vi-
dimo, da je {note area, area, catalog record, work, notebook, loose-leaf, spiral} C V,
(note area, contents) € A in (notebook, cover) € A.

Graf ODLIS ima 2909 tock (definiranih pojmov) in 18419 usmerjenih povezav,
med katerimi je tudi 5 zank (book, database, leaf, paper, subject). Povpreéna
stopnja je 6.33. Graf vsebuje 11 Sibko povezanih komponent, med katerimi je 9
izoliranih tock, ena komponenta vsebuje dve tocki (use life, shelf life), vse ostale
tocke pa so vsebovane v isti sibko povezani komponenti (2898 tock).

Ce v grafu ODLIS za vsako povezavo prestejemo, kolikim cikliénim trikotnikom
pripada, dobimo utezi na povezavah. Povezavni prerez na nivoju 7 nam da omrezje,
prikazano na sliki 5.14. Podobno lahko za vsako povezavo prestejemo, kolikim tran-
zitivnim trikotnikom pripada. Povezavni prerez dobljenega omrezja na nivoju 11 je
prikazan na sliki 5.15.

Slovar FOLDOC je precej vecji. Vsebuje 13425 definiranih pojmov, a preden se
lotimo analize, moramo Se pocisti nekaj stvari. Najprej pobriSemo pojma Jargon
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note area
The area of a catalog record following the physical description which gives the
contents of the work, its relationship to other works, and any physical cha-
racteristics not included in preceding parts of the bibliographic description.
Each note is given a separate paragraph.

notebook
A loose-leaf or spiral binder with flexible or inflexible cardboard or plastic
covers, usually filled with blank ruled or unruled leaves for taking notes
and/or filing syllabi, reading lists, assignments, and other material pertain-
ing to a specific project or course of study. Also synonymous with laptop
computer.

Slika 5.13: Definicija pojmov v slovarju ODLIS

File in TLAs (Three Letter Abbraviations). V slovarju sta zelo pogosta, nikjer pa
nista razlozena. Vecji problem imamo z razlicnimi pojmi, ki imajo isti pomen, na
primer Inteld486, 486 in i486. Potrebnega je kar nekaj dela za identifikacijo vseh
takih pojmov, ko pa dobimo ekvivalen¢ne razrede, lahko omrezje skré¢imo. Tako
dobimo graf na 13356 tockah, ki vsebuje 120238 usmerjenih povezav (nobene zanke).
Povprecna stopnja grafa FOLDOC je 9.003.

S prerezi v ciklicnem trikotniskem omrezju grafa FOLDOC dobimo ve¢ manjsih
komponent. Na nivoju 5 dobimo tudi nekaj ve¢jih komponent. Najpomembnejse so
operacijski sistemi in procesorji (92 tock, glej sliko 5.16), internet (19), Commodore
(13), Motorola (12), java (10), in socket (10). Podobne rezultate nam da tudi
povezavni prerez v tranzitivnem trikotniskem omrezju grafa FOLDOC na nivoju
7. Najvecje komponente so operacijski sistemi, Unix in sorodni pojmi, programski
jeziki (83), procesorji (20), standardi in protokoli (12), procesor 386 (12) in java
(12).
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hesaurus orld Wide Web /WWW/
late
Qeries
hildren’s book
Qontrolled vocabulary QJRL Qbrary collection
lustration ictionary
escriptor
ext

Qitor Cossary

dition
Tront matter

Q)arts of a book

C%ooks in Print /BIP/

blisher

ublication

erso

Q:urrent issue

Qnagazine

Qiictio ary catalog

E“nd table Qiassified catalog (@)

merican Library Association /ALA/

ﬁharacter

ovel

aper rinting

Tlassification system Sio
%otation

ublishing

Q)reservation
enre

Slika 5.14: Povezave, ki leZijo na vsaj 7 ciklicnih trikotnikih
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/Oserial

publication

American Library Directory

transaction log iodical

uggestion box

review

/Q frequency

Library Literature colophon

series

journal

fiction
bibliographic record O/Oabstract

editor

title

table of contents /TOC, .
invoice index
endpaper copyright
collation
Opublisher

folio

page

Slika 5.15: Povezave, ki lezijo na vsaj 11 tranzitivnih trikotnikih
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96

.Windows Application Binary Interface

.Operating System/360

. ultics ()
NOWEB :
. oM ® Windows CE
. /2
Novell NetWare W2K
5 . ° Windows 2
ime-sharing
Wi NT .
o indows Windows/286
VM/CM ) Microsoft Word
erating system ®
. Microsoft SQL Server
microkernel Microsoft Windows
kernel
“ M .Kermit P fexpanded memory page frame
Linux MS
®

kernal
Expanded Memory Specification

[ ]
.Sun /.IBM )
Oreer M PC 650%
. sun lounge /. Intel 80286
nix 6502
® tel 80386 Intel 8080
6800

Unix box Sun-4 Workstation Y
; < @
/.GNU merican Telephone and Telegraph, Inc: 8086  Intel 8085
® Debial o [
Emacs .Ken Thofhpson Lucent Technologies Ps Intel 8088
-
P USEG Unix
’ L F
Kerberos Debian GNU/Linux .C+- Intel 80x86
o otorola, Inc.
.Use the Source Luke struct o
Advanced RISC Machine ")
c@ ) Motorola 88000
b Reduced Instruction Set Computer
erkeley System Distribution .Motorola 68LC040
reduction

.Berkeley Unix

erkeley Software Design, Inc
Berkeley Network
Berkeley Quality Software

Slika 5.16: Najvecja komponenta ciklicnega trikotniskega omreZja na nivoju 5



SESTO POGLAVJE

Z AKLJUCEK

Delo vsebuje najprej kratek pregled ze znanih postopkov za dolocanje razclemb
danega omrezja. Na tem podrocju je bilo narejenega ze precej, a veliko postopkov
je prezahtevnih, da bi jih lahko uporabili tudi na zelo velikih omrezjih (ve¢ stotiso¢
tock in povezav). Pri lastnem raziskovalnem delu sem se zato osredotoéil na iskanje
ucinkovitih postopkov, ki dajo v sprejemljivem ¢asu (najve¢ nekaj minut) smiselno
razc¢lembo tudi za velika omrezja. Ti rezultati so predstavljeni v poglavjih o otokih,
sredicah in povezanosti s kratkimi cikli.

Otoki so (poleg krepke, sibke in dvo-povezanosti) eden redkih konceptov, za ka-
tere obstajajo uc¢inkoviti postopki, ki dajo smiselne rezultate. Otoke lahko dolocamo
v omrezjih, ki imajo vrednosti v tockah ali pa na povezavah. Ce vrednosti nimamo,
jih moramo prej smiselno dolociti iz omrezja samega, odvisno od tega, katera lastnost
omrezja nas zanima.

Za primer si poglejmo omrezje sklicevanj, kjer so tocke razlicni ¢lanki ali knjige,
povezave pa opisujejo relacija sklicevanja (citiranja). V takem omrezju zelimo
dolociti skupine ¢lankov, ki obravnavajo podobne teme. Omrezje sklicevanj je
obic¢ajno brez zank in je skoraj aciklicno. Ker so krepke komponente obic¢ajno zelo
majhne, lahko acikli¢no omrezje dobimo tako, da vsako krepko komponento stisnemo
v eno samo tocko in pobriSemo vse zanke.

Eden od moznih nacinov, kako dolociti utezi povezav v omrezju sklicevanj, je
opisan v [3]. Utez na izbrani povezavi definiramo kot stevilo vseh razli¢nih poti, ki
gredo skozi to povezavo (Search Path Count). Pomembni citati so tiste povezave,
ki lezijo na velikem Stevilu poti, ker pa so v clankih obicajno citati na ¢lanke na
podobno temo, bodo povezavni otoki dolocali skupino pomembnih clankov, ki vsi
obravnavajo podobne teme.

Poleg nekaterih znanih tockovnih in povezavnih funkcij, ki so bile nastete ze v
uvodnem poglavju, smo vpeljali Se nekaj takih funkcij: srediséna stevila, Stevilo
ciklov omejene dolzine, ki vsebujejo dano povezavo ali tocko ...

Pricakujemo, da se da na osnovi sredis¢nih Stevil razviti uc¢inkovite pristope k
resevanju drugih problemov na velikih omrezij zgraditi na tej osnovi. Na primer,
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zaporedje tock pri zaporednem barvanju lahko dolo¢imo iz padajocega zaporedja
njihovih sredisénih stevil (kombinirano z njihovimi stopnjami). Na tej osnovi dobimo
naslednjo mejo za barvnost danega grafa G:

X(9) < 1+ core(G)

S pomocjo sredic lahko tudi omejimo iskanje drugih zanimivih podomrezij v
velikih omrezjih [7, 5]. Pri tem si pomagamo z naslednjima ugotovitvama.

e Ce obstaja, je k-komponenta vsebovana v k-sredici.

e Ce obstaja, je k-klika vsebovana v k-sredici: w(G) < core(G).

Sredice lahko povezemo tudi s tockovnimi otoki, tako da srediséna Stevila upo-
rabimo kot vrednosti tock.

Pri povezanosti s kratkimi cikli smo opisali uc¢inkovite postopke za dolocanje
stevila trikotnikov razli¢nih vrst, ki vsebujejo dano povezavo. Splosnejsi postopek,
ki bi za vsako povezavo ali tocko prestel, v koliko (k)-kotnikih je vsebovana, ostaja
odprt problem. Zahtevnost problema lahko zmanjsamo tako, da se omejimo na
2-povezane komponente grafa. Manjso zahtevnost postopka pricakujemo tudi v
primeru, ¢e nas namesto natan¢ne vrednosti zanima samo, ali je ta vrednost vecja
od 0. Izracun toc¢nih vrednosti bi lahko potem omejili samo na omrezje, iz katerega
odstranimo vse povezave z vrednostjo 0.

Predvidevamo, da so otoki mo¢no orodje za analizo velikih omrezij in da bodo
dobro sprejeti med raziskovalci z najrazlicnejsih podrocij.
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