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Predgovor

Zbirka nalog iz Matemati¢nih metod II vsebuje naloge in reSitve celotne snovi,
ki je po u¢nem nacrtu predpisana za Studente drugega letnika univerzitetnega
Studijskega programa Tehniska logistika na Fakulteti za logistiko Univerze v
Mariboru. Prav tako vsebuje zbirka nalog primere izpitov, kar dodatno omo-
goca temeljit pregled predmeta Matemati¢ne metode II.

Namen zbirke nalog je z nalogami podkrepiti snov u¢benika Matemati¢ne me-
tode II in na ta nacin boljSe razumevanje in ustrezna uporaba snovi, v povezavi
z ostalimi aktivnostmi v sklopu predmeta Matemati¢ne metode II.
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Poglavje 1
Odvod

1.1 Odvod, geometrijski pomen odvoda, pribli-
Zno racunanje

1. IzraCunajte odvode naslednjih funkcij:

(a) 2z +3z—-2+2—-%)
(b) ( 2\/E+4x

(c) 2(1-3)

(d (x\/_—l—Q) (% + 3x2)

)
(e) 3+x 2

—~

q

n

(f) ezi
)

(g




Resitev.

(a)

(f)

Funkcijo preoblikujemo.
flx) =22 +3x — 2+ 227! — 272

Odvajamo vsak c¢len posebe;j.
flx) =242 +3+2- (—1)z 2 — (—2)z 3 =823+ 3 — 2072 + 2273,

Funkcijo preoblikujemo.

Fla) = ~2-((162)3)" +4z = ~2- (162)}) + 4z =
—2-2- (z)1 + 4x.

Odvajamo. , ,
fl(x)=—-4- ix_% t4=—x"1+4.

Izraz preoblikujemo.
1
fla)=(eeot) (=Y =t (1= Y=o

=l
|

H|

=

Odvajamo.
fl(x) = %x_i + ix_%.

Funkcijo preoblikujemo.
flo)=((z-22)+2) 2074 +3z) = (z2 +2) - (227* + 32) =
2078 + 322 + 47 + 6a.

Odvajamo.
flla)=2- (=323 +3-Iad +4- (—4)2 "+ 6= 3073 + Lad +
—1627° + 6.

Odvajamo kot kvocient funkcij.
f/(llf) _ (32%241)-(3—22)— (23 4+x—2)(—22) _ (922—3x?+3—a?)—(—22*—22°+4x)
- G222 = e =

—24 41022 —4z+3
(3—x2)2

Odvajamo kot kvocient funkcij.

1.2 2
f/(.l’) _z€ z—Inz-e® 2 _2lny  1-Inz
(e2x)? etz e2z?




(g) Funkcijo preoblikujemo nato pa odvajamo kot kvocient.
2

fx) = 255

f/(:E) _ 2z (2®4a)—2? (2241) _ 223424222322 z2 1

(22+1)2 (22+x)2 = 22(+1)2 — (z+1)2°

(h) Odvajamo kot kvocient funkcij.

2x+3

e odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

e2r+3(2). (22 —3x—4)—e2x+3(22—3 e2r+3 (222 -8z —5
F(x) = (2)-( (902_?)%_)4)2 ( ) _ (:(:2(_3%_4)2 )

(i) Odvajamo kot kvocient funkcij.

sin(z?) odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

cos(z?)(2z)(z—3)—sin(z2)-(1 22 cos(z2)—6z cos(x2)—sin(z2
F(x) = (z)( )Eac—3;2 (z9)-(1) _ (z%) (z_3)2( )—sin(z?)

(j) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

2 2 22

f’(l’) = cos(Z2EL) ) (COS(T-H)), = cos(IIQH) ’ <_ SlIl( ;1)) ’ (T+1)/
x. r2 ;2— an(z++

oy (sin() - () = S,

(k) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

J'(2) = sty (m(40)) = Sty 1 (40)' = ooty 4

zcos?(In(4x))

(1) Odvajamo kot kvocient.

_ 2cosx(—sinx)-(14+cos(2x))—(1+cos?x)-(— sin(2x))(2)
f’(l’) - (1+4-cos(2x))? :

1

=



2. Z upostevanjem pravil za odvajanje izracunajte odvode naslednjih funkcij
in vrednost odvoda v zg.

(a) (22° + 52— 3)%, 29 =0
(b) e**=4 xg =2

(c) 2va2 +9, 2o = 4

(d) 1i2;z= ro = —1

(e) tan(22%), 20 = /5

() s v =3

(8) 7z To=¢

(h) ze2’+3 x5 =1

(i) 22z =1
Resitev.

(a) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

f'(x) = 8(222 + bx — 3)"(4x + 5), f/(0) = 87480.
(b) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

flx) = e (2), f(2) =2.
(¢) Odvajamo kot produkt.

Fl(2) = 1VaT T 9+ k(2 + 9) 22z, f/(4) = 4.

(d) Odvajamo kot kvocient.

621 641‘ _ 621‘ 641‘ 672 674_
f(z) = : (1+(1+)e4£)2 i )7 f(=1) = e s

(e) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

fl(z) = W‘lx, /3 =43
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(f) Odvajamo kot kvocient.

f’(ﬂ?) _ (sinz-cos? x)' (14-cos? &) —(sin z-cos? ) (14+-cos? )’
o (14-cos? z)?2 o
(cos - cos? x+sin (2 cos z(— sinx)))(1+cos? x)—(sin z-cos? x)(2 cos z(— sin x)

(1+-cos? z)2
F(5)=0.

(g) Funkcijo preoblikujemo.
—— = (z-Inz)™".
Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.
fl(z) ==1(z -lnz)2(z-Inz) = —(z-Inz)?(Inz+ 1) =

—(z-Inz)2(lnz+1), f'(e) = —2%.

(&

(h) Odvajamo kot produkt.
F(x) = 1213 4 g(e2°+3(4x)), f/(1) = 5e®.

(i) Odvajamo kot kvocient.

n3 2) (4z)—(In3 2) (4z)’ 31n2 z(1))(4z)—(In> z) (4
f/(l’) _a )(4(21%)(; J(dz) _ ( (x))(im)l ( ) )7 f/(l) —0.

3. Zapisite prvi in drugi odvod funkcije.
(a) V14 223
(b) In(z?* +2)

(c) e ®cosx

(d) z*(2Inz — 3)

Regsitev.

=VI+223, y =31+ 2x3)—%(6:§2) = (32%) - (1 +24°%)72
2,

2(z242)—2x(2x — 92
(b) Y= 11’1(1’2 +2)7 y/ = ﬁ(zx‘)? y” = ( (—;2)_,_2)2( ) = (90224-;5;1
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=e cosx, Yy =—ePcosr—e Tsiner =—e *(cosx +sinx),
= 2e *sinx.

(d) y =2*(2Inz - 3), y/=2$(21nx—3)+x2% =4x(Inz — 1),
y" =4(Inx - 1)+ 4x(%) =4Inzx.

4. Implicitno odvajajte funkcijo.
(a) 3z% — 2y? = 100

(b) 122° + 32%y + y* = 120
) ¥*+y—2*+4z+ay—12=0

Resitev.
Pri implicitno podani funkciji upostevamo, da je y funkcija spremeljivke
x (y =y(x)) in jo je zato treba odvajati kot posredno funkcijo.

(a) 62 —4yy' =0, y' = .

(b) 3622 +3(2zy + 221y') + 3y =0, y = — Yo ton

(c) 3¢y + 1y = 2w +4+y+ay =0, ¥ = 5%

5. Naj bo y = sin(—z) + 2¢?*. Izracunajte y"” — 6y” + 11y’ — 6y.

Regsitev.

Potrebujemo prvi, drugi in tretji odvod funkcije y(x).

y' = —cos(—x) + 4e*.

y" = —sin(—z) + 8e*.
y" = cos(—x) + 16e*".

y" — 6y" + 11y’ — 6y = cos(—z) + 16> — 6(—sin(—z) + 8**) +
11(— cos(—x) + 4e**) — 6(sin(—xz) + 2¢**) = —10 cos(—xz).

12



6. Naj bo y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (A, B,w so konstante). Dokazite,
da je y" + w?y = 0.

Resitev.
e Potrebujemo prvi in drugi odvod funkcije y(t).
o y/(t) = —Asin(wt)(w)+ B cos(wt)(w) = —Aw sin(wt)+ Bw cos(wt).
o y'(t) = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt).

o y'+w?y = —Aw? cos(wt)— Bw? sin(wt)+w? (A cos(wt)+ B sin(wt)) =
0.

7. Zapisite enacbo tangente na krivuljo y = 2% + x v tocki T'(2,6).

Resitev.
e Smerni koeficient tangente na graf funkcije v tocki 7" je enak odvodu
funkije v tej tocki. (f'(xo) = ki)
e Enacba tangente je enaka (y — yo) = k¢ - (z — o).
o fllx)=2x+1,[f(2) =5.

e ZapiSimo sedaj enacbo tangente v tocki 7'(2,6).
(y—6)=>5-(xr—2)aliy=>br—4.

8. ZapiSite enatbo tangente na graf funkcije f(z) = 55 v tocki T'(—2,y).

Regsitev.

o y=flz)=f(-2)=73

o [l(x) =25 f1(-2) =%

e Zapisimo enacbo tangente v tocki T'(—2, 3).
(y—3)=2-(x—(-2)) aliy =32 +3.

13



9. Zapisite enacbo normale na krivuljo y = 2% + 22 — 8 v tocki z absciso 4.

Resitev.
e Abscisna os je x-0s, zato je x = 4,y = 16.
o f'(x)=2x+2, f'(4) = 10.
e Normala je pravokotna na tangento.
Smerni koeficient normale v tocki T' je enak k, = —-, kn = —15.
e ZapiSimo enaébo normale na graf funkcije v tocki 7'(4, 16).
(y—16) = =% - (x —4)) aliy = —5520 + 2.
10. Zapisite ena¢bo normale na graf funkcije f(x) = §+—x v tocki z ordinato 2.
Resitev.
e Ordinatna os je y-o0s, zato je x = —%, y = 2.

—1(24z)—(2—x)(1
d f’(l’) = =k +(2)+x()2 1) (2+x )20 f/( ) = %
e Zapisimo enacbo normale na graf v tocki T'(—%, 2).
9 2 9 1
(y—2)=—7-(@+3)y=—32+3

11. Zapisite enacbo tangente in normale na graf funkcije f(z) = tan(x) v
tocki T(, y).

Resitev.

o y = f(z) = tan(z), f(
L f/( ) m f’(%)=2-
e Enacba tangente je enaka: (y —1)=2-(rx —F)aliy =22 -5 +1.

14



2

12. Izracunajte v kateri tocki krivulje y = 2 — x — 2 je tangenta vzporedna

premici y = 2z — 6.

Regsitev.

Vzporedne premice imajo isti smerni koeficient.

Koeficient dane premice je 2, torej je tudi smerni koeficient iskane
tangente (f'(zg) = 2).

[8¢emo tocko xq, ki ustreza f'(zq) = 2.

Resitev enacbe f'(zg) =20 —1=2je xy =

3
5
Iskana tocka ima koordinate zq = %, Yo = —%.

13. Za kateri a je normala na graf funkcije f(x) = az® v to¢ki z absciso z = 3
vzporedna premici x — 9y — 81 = 07

Regsitev.

e Vzporedne premice imajo isti smerni koeficient.
e Premico preoblikujemo: y = éx - 9.

e Koeficient dane premice je %, torej je tudi smerni koeficient normale
enak %.

e Smerni koeficient tangent je tako enak (f'(zo) = —9).

e [S¢emo vrednost a, kjer je reitev enacbe f/(3) = a3 = —9.
o Resitev je a = —%.
e Iskana funkcije je f(z) = —32%

15



14. Na grafu funkcije f(x) = 22® — 6x dolocite tocke, v katerih je tangenta
vzporedna z abscisno osjo.

Resitev.

e Smerni koeficient abscisne osi je enak 0, torej je tudi smerni koefi-
cient tangente, ki je vzporedna abscisni osi, enak 0.

e [3¢emo tocke zg, ki ustrezajo enacbi f'(xy) = 0.
e Resitev enacbe f'(z) = 622 — 6 = 0 je 19 = +1.

e Prva iskana tocka ima koordinate 7} = (1,—4), druga pa Ty =
(—1,4).

241

15. Izracunaj kot med krivuljama y; = x% in Yy = %5

Resitev.

e Kot med krivuljama je kot med pripadajoc¢ima tangentama v pre-

v v

ko—k1
1+koky

e Uporabimo naslednjo formulo tan ¢ =

e Pois¢imo presecisce krivulj.
2
L=2H 0=a"+22-2, 0=(2—-1)(2*+2)
e Ker smo v mnoZici realnih §tevil je veljavna resitev: (22 — 1) = 0,

od koder sledi (z —1)(z+1) = 0.

e Krivulji se sekata v tockah xry = 1,29 = —1.

e [zracunajmo najprej kot med krivuljama v tocki x; = 1.

e Smerni koeficient tangente na prvo krivuljo je enak f'(1) = —2,
smerni koeficient tangente na drugo pa f'(1) = 1.

ﬁ(”)=&¢=7L%9

1+ —;)(1)

e [zracunajmo Se kot med krivuljama v tocki xy = —1.

o Kot med krivuljama je tan p = ‘

e Smerni koeficient tangente na prvo krivuljo je enak f'(—1) = 2,
smerni koeficient tangente na drugo pa f'(—1) = —1.

e Kot med krivuljama je tan o =

—1-2 _ _ o

16



x2—4

244

16. Izrac¢unajte, pod koliksnim kotom seka graf funkcije f(x) = absci-

sno os?

Regsitev.

e Poiskati moramo tocke, v katerih graf funkcije seka abscisno os.
o fla)=572 =0, 2?-4=0, (z-2)(x+2) =0, 2, =2, 15=—2.

o f(z)= @21% Smerni koeficient tangente v toc¢ki x; je enak f'(2) =

5, v tocki a5 pa f'(—2) = —3.

e Kot med prvo tangento in abscisno osjo je enak:

19
2| = 3 = 26,567

tany =

e Kot med drugo tangento in abscisno osjo pa:

tamp—‘H__

17. KolikSen je naklonski kot tangente na graf funkcije f(z) = e** v preseci-

S¢u z ordinatno osjo?

Regsitev.

e Smerni koeficient tangente je enak f’(0) = 220 = 2.

e Naklonski kot tangente je enak: tan¢’ = ‘12;—290‘ =2,¢' = 63,63°,
90° — ¢' = 26, 37°.

18. V katerih tockah krivulje y = 23 — 13z ima normala naklonski kot 45°7

Regsitev.

e Naklonski kot normale je enak 45°, torej je naklonski kot tangente
enak 180° — 45° = 135°.

e Uporabimo sedaj formulo tan¢ = ‘ kp—k

1+koky | °
tan 135° = —1, —1 = k1,0 = k9. Smerni koeficient tangente je —1.

e Resitev enacbe f'(z) = 322 — 13 = —1 je zy = +2.

o T1(2,—14) in T5(—2, 14) sta tocki v katerih ima normala na krivuljo
naklonski kot 45°.

17



19. Z uporabo L’Hospitalovega pravila izracunajte limite:

Vr+12—4
(a) hmw—AIﬁ

In(sin 42)
(b limg 0 In(sin 2z)

(1— ez)x3
c hmx_m

(
(d

(e) lim, oz°Inz

)
)
) li
)

Resitev.

(a) Ce v ulomek vstavimo x = 4, dobimo nedolocen izraz 3.
Uporabimo sedaj L’Hospitalovo pravilo.
hm ve+12—4 hm (\/SL‘+12—4)/
r—4 V-4 r—4 (\/m)/
1
lim,_y 2452 = lim, 4 2¥2=L — lim,_,, & 0 =0.
5T 2\/:(:+1 \/x-i-l
(b) Ulomek je oblike ===
. In(sindz) _ 7. (In(sin4zx))’ _ 1. 2cosdz  1: sin 2z
limg 0 In(sin 2z) — lim (In(sin 2x))" — limg cos 2z hmf_)O sindx
- : : : . BH 2cos 2z 2
Drugi ¢len odvajamo in dobimo: 2 -lim, ;o feog, =27 = 1.
(¢) Ulomek je oblike 2.
. (1—e®)z3 _ 4. —a3e 432232 __
llmx_m sinz lim,_, 0 cos T = 0.
(d) Ulomek je oblike 2.
: 2\, —2x _ 1 z+322 _ q; 146z
lim, oo (2 + 32%)e™ = limy 0 T = liMy o0 5or
. (1+6z)" 6 _ 1: 3
hmx—>00 (2e2=) — 11mx—>oo de2¢ 11mx—>oo 2e2 0.

(e) lim, o —2*Inz
—1 . 2
lim, o —2?Inz = lim,_,o 2% = lim, 0 £— = lim,_0 % = 0.

18



20. Z uporabo diferenciala ustrezne funkcije priblizno izracunajte vrednosti.

(a) cos50°
(b) v/30
(¢) In0,75

Resitev.
Vrednost funkcije blizu kaksne lepe tocke a ocenimo z vrednostjo na tan-
genti funkcije skozi toc¢ko (a, f(a)); to je z uporabo formule f(a + h) =

fa) + f'(a)h.

(a) e cos50° = f(50°) = f(2) = cos L2x,

o f'(x) = —sinwz, f(T) = 0,707, f'(}) = —0,707.
o fla+h)=f(Z+Z)=f(50°) & 0,707 + (—0,707) % = 0, 64.

(b) e V30 = f(30).
e f(2)=+/x,a=236h=—6.
o f'(x) = 5.7, f(36) =6, f'(36) = 35
e f(30) &6+ 5(—6) =+

(¢c) o 1In0,75 = f(0,75).
e f(x)=Inz,a=1h=—0,25.
o Pla) =1 f(1)=0,7/(1) = 1
o f(0,75)~0+1-(—0,25) = —0,25.

21. Zapisite Tayloryev polinom tretje stopnje za funkcijo f v okolici dane
tocke.

19



Resitev.
Tayloryev polinom n-te stopnje za funkcijo f v okolici dane tocke a:

(a e (n)a n
Ty (x) :f(a)%—%(x—a)%——f;! Yz —a)? + ..+ L2 n!( Yz — a).

/

(r) = (42% + 10z — 5)e*, f"(z) = (82 + 28x)e*®, f"(x) =
(1622 + 72x + 28)¢?

o f(0) =—4,7(0) = =5,f"(0) = 0, f(0) = 28

(a) o

—

o Ty(x) = —4+ F(v) + 5(2)* + F(2)°
o Ty(z) = —4— bz + Y (x)3.
(b) e f'(z) =cosw, f"(x) = —sinz, f"(x) = —cosz
o [(5) = ( )=0,1"(3)=-1f"(3) =0
oT(m)zl e -0+ 5@ -2+ 5 —%)°
o Ty(x)=1—3(x—3)%

(€) o fla) = gy ['(a) = Gk, [ (@) = Bpbtagies

o f(1)=0,/(1)=4,f"(1) = =12, /(1) = 80

o Ty(w) =@ — 1)+ F (-1 +Fl@—1)°
o Ty(x)=4(x—1)—6(x —1)* + P (z —1)3

1.2 Analiza funkcij

1. Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcij:

20



Resitev.

Stacionarne tocke funkcije f so resitve enacbe f’(z) = 0. V stacionarni
tocki xq je lokalni maksimum, ¢e je f”(z9) < 0 in lokalni minimum, ¢e je

F(z0) > 0.

/ _ 32%48x—3 rn _ —6z°—242*+1223 —1622+18z+8
(a) ® f ('T) — (2241)2 >f (SL’) _ (z2+41)4 .
e Stacionarni tocki: x; = %, Ty = —3.

e f"(3) >0, v tocki z; je lokalni minimum.

o f"(=3) <0, v tocki x5 je lokalni maksimum.

(b) o fl(z) =4z —122% + 8z, f"(z) = 122* — 24x + 8.
e Stacionarni toc¢ki: 1 = 0,29 = 1,23 = 2.
e f"(0) =8> 0, v tocki 1 je lokalni minimum.
o (1) = —4 <0, v tocki z5 je lokalni maksimum.

o f"(2) =8 >0, v tocki 3 je lokalni minimum.

(c) o f'(x) =3e" =3¢, f"(x) = 3e” — 9e>*.
e Stacionarna tocka: z; = 0.

e f"(0) = —6 <0, v tocki z1 je lokalni maksimum.

(d) e f'(z)=—2sinx — 2sin 2z, f"(z) = —2cosx — 4 cos 2z.
e Stacionarne tocke:
1 =km, 19 = 2%+2/{:7r,x3 = —%”—i—?kﬁ,k: € Z.
o f"(km) <0, v totkah z; je lokalni maksimum.
° f”(%7r + 2k7m) > 0, v tockah x5 je lokalni minimum.

° f”(—%’T + 2km) > 0, v tockah x3 je lokalni minimum.

() o fila) = VE—2® — 2 (o) = s s
e Stacionarni tocki: z; = /2,20 = —V/2.
o f"(v/2) = —4 <0, v tocki z; je lokalni maksimum.
o f"(—V2) =4>0, v tocki z je lokalni minimum.

21



(f)

Inz— —1
f/(l') - Tngg xl’ f//(llf) - i‘lng;'
Stacionarna tocka: x; = e.

f"(e) =1 <0, v tocki 21 je lokalni maksimum.

2. Poiscite stacionarne tocke, prevoje ter obmocja konveksnosti in konkav-
nosti funkcije.

I
8
_l’_
Q
o
7]
8

Resitev.
Funkcija f je konveksna, kjer je f”(z) > 0 in konkavna, kjer je f”(z) < 0.
Prevoji so resitve enacbe f”(x) = 0.

(a)

f(z) = (x —2)*(4x — 2), f"(x) = 122 — 367 + 24.

Stacionarni tocki: 1 = 2,29 = %

f"(2) = 0 ni ekstrema; f”(3) = 9 lokalni minimum.

Prevoji: f"(z) = 1222 — 36x +24 = 0,23 = 2,14 = 1.
Konveksna: f”(x) >0, 122?—362+24 > 0,(z—2)(x—1) >0
(—00,1) U (2,00) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(x) <0, 122% 36z +24 <0, (z—2)(x —1) <0
(1,2) interval konkavnosti.

Stacionarni tocki: 1 = 2,19 = %

Funkcija v 1 = 2 ni definiranal!

f"(3) = 2 lokalni minimum.

Prevoji: f"(z) = 82 — 302 + 242 +8 = 0,23 = 2,14 = —1.
Konveksna: f”(z) >0, 83— 302% + 24z + 8 > 0,

2(z —2)*(4x +1) > 0: (—1,2) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(x) < 0: (—o0, —7)U(2, c0) interval konkavnosti.
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3. Za vsako

_1
L
1

lokalni minimum.

e’

) =Tna+ 1, f(2)
Stacionarna tocka: x;

Prevoji: f”(z) = = = 0. Prevojev ni!
Funkcija je definirana na intervalu (0, 00).
Konveksna: f”(z) >0, % >0,

(0, 00) interval konveksnosti.

f'(x) =1—sinz, f"(z) = —cosx.
Stacionarne tocke: 1 = § + 2k7, (k € Z).
f"(5 4 2km) = 0, ni lokalnega ekstrema.
Prevoji: f"(r) = —cosz =0, x1 =3 + km.
Konveksna: f”(z) > 0,—cosz > 0:

(% + 2km, 2% + 2km) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(x) <0: —cosx <0:
(3% + 2km, 5T + 2km) interval konkavnosti.

od danih funkcij dolocite:

Definicijski obmocje, obnasanje funkcije na robu definicijskega ob-

mocja,

5
&

—~

Regsitev.

nicle,
ekstreme, intervale narasScanja in padanja,

prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti.

) f(2) = 2=
(b) f(z) = %75
(¢) fla) =% +%5 —a
(d) f(z) = 3
(e) f(x)=3e" —e**
(f) f(z) =3cos2x
(8) flz)=e>
(h) f(z) =a2v8—2a?
(i) f(z)=23Inx
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(a) f(z) ==
o f(z) =0;2% = 0,712 = 0 so nicle funkcije.
o f/(x) = x—2189m2’f//( ) = 54w +91)62
f(x) = 0 x3 =10 stamonarna tocka.
f”(0) < 0 lokalni maksimum.

e Funkcija narasc¢a na intervalu (—oo,0)
ter pada na intervalu (0, 0o).
o ["(x) = 0;542% + 162 = 0, Prevojev ni!
° f//( ) 0; 5(4:;::2 +91)E;2 >0
(—00, —3) U (3, 0o)interval konveksnosti.
° f//( ) 0; 5(4:;::2 +91)E;2 <0
(=3, 3)interval konkavnosti.

(b) f(x) = 3533
o Di=R.
o f(x)= O 6x —6 = 0,21 = 1 je nicla funkcije.
o fl(r) = L f(a) = et
f'(z) = 0; m2 = 3,3 = —1 stacionarni tocki. f”(3) < 0 lokalni
maksimum. f”(—1) > 0 lokalni minimum.

° f//( ) _ O 12(x3(_;;,5i23—)9x+3) _ 0’
—2,06,z5 = 0,30, 26 = 4, 75 prevoji.
o f"(x) <0; (—o0,—2.06)U (0.3,4.75)interval konkavnosti.

o f"(x)>0; (—2.06,0.3)U (4.75, 00)interval konveksnosti.

. f(x)zO;%+"’g—3—x2=0,
215 = 0,23 = 2(—1 — V10), 24 = 2(—1 + V/10) nicle.
(m) (x2 +x—2), f"(x) =32 + 2z — 2.
) =0;25 = 0,26 = —2, 7 = 1 stacionarne tocke.
f”(O) < 0 maksimum. f”(—2) > 0 minimum. f”(1) > 0 mini-
mum.
o f/(x)=0;322 422 —2=0,
= 3(=1+V7),z9 = (=1 — V7) prevoja.
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f"(x) < 0;(—1.2,0.6)interval konkavnosti.
f"(x) > 0; (=00, —1.2) U (0.6, co)interval konveksnosti.

(d) f(z) =
o Dy =R\ {2,-2}.

o f(z)= §z2x—34_0$123:0ni(v,‘le
z? m2— (2
Fla) = 21D () seern

fl(x) =0;24 = —2\/§ r5 = 2v/3, 267 = 0 stacionarne tocke.
(= 2\/_) < 0 maksimum.
f"(2v/3) > 0 minimum.
o f(z) = 0 8z(z% + 12) = 0, 2 = 0 prevoj.
f"(x) < 0; (—o0, 0)interval konkavnosti.
f"(x) > 0; (0, 00)interval konveksnosti.

(e) f(x)=3e" —e**

° Df =R.
° f(a:) = 0;3¢® — €3 = 0,21 = 23 nicla.
f'(x) = =3e*(e* — 1), f"(x) = 3e* — 9e’*.
f’(x) = O x9 = 0 stacionarna tocka.
f7(0) < 0 maksimum.
o f'(z)=0;3e" —9e3* = 0,16 = —L prevoj.
f(x) < (— Ing , 00)interval konkavnostl
f"(x) > 0; (—o0, —IT)mterval konveksnosti.

(f) f(x) =3cos2x

[ Df = ]R

e f(z)=0;3cos2z =0,z =72+ 5 (k € Z) nicle.

o f'(x) = —6sin2x, f"(x) = —12cos 2z.

) =0;—6sin2z =0, == "% (k€ Z) stacionarne tocke.

<0, ZTpmaer = km maksimum.
>0, Tmin =75+ k7 minimum.
=0; —12cos2z = 0,2 =T + ™ (k € Z) prevoj
< 0; (=% + km, § + km)interval konkavnosti.
> 0; (5 + km, 2% + km)interval konveksnosti.
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o Di=R.

e f(z)=0;e* " nicle ni!

o f(x) = —2e"@D2(z — 1), f'(2) = e @2 (422 — 82 + 2)
f'(x) = 0; 27 = 1 stacionarna tocka.
S

”(0) < 0 maksimum.

o f'(x)=0;e"(27(422 — 82+ 2) =0,
m2:1+‘/§ r3=1-— \é_prevoj.
f(x) <05 (1 — ﬁ 14 ﬁ)interval konkavnosti.

f"(z) > 0; (—o0, 1 — @) U(l+ @, oo)interval konveksnosti.

o f(x)=0;2v/8—122=0, 2, =0,20 = —2v/2, 13 = 2/2 nicle.
z2— z(x2—
o« f(x)= —258_—;;,#(9:) =7
f'(z) =0; —2\(;2_—;4) =0, x4 =2,25 = —2 stacionarni tocki.
f"(2) < 0 maksimum. f”(—2) > 0 minimum.
. 2x(x? —12)
o f'(x) =0; i 0,26 = 0, prevoj.
f"(z) < 0;(0,/8)interval konkavnosti.
f"(z) > 0; (—/8, 0)interval konveksnosti.

e D;=R>0
. f(a:) =0;2%Inz =0, ;=1 je nic¢la funkcije.
f(x) =32 Inz + 22, f(z) = 6xlnz + Sz
f’(m) —0; 2, = e 3 stacionarna tocka.
f"(e73) < 0 lokalni maksimum.

Wl

)

e Funkcija pada na intervalu (0, e~
ter naradta na intervalu (e~3, 00).
o f"(2) =0:6zlnz+52=0, x35=e"6 je prevoj!
o f"(x) > 0;6xlnz+5x >0
(e 8, 00)interval konveksnosti.

o f"(x) <0;6xlnz+5z <0
(0, e~ ¢ )interval konkavnosti.
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Slika 1.9: f(z) = 2®Inx
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1.3 Optimizacijske naloge

1. Poiscite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f na danem intervalu:

- =25 2.3

3 —4x2 44>

) [f(z)
) f(z)

(c) f(z) =x+cosz,[0,n|
) fla) = e, [-3,2]
) f@) = V=1, [5,10

Resitev.

Odvedljiva funkcija na danem (zaprtem) intervalu doseze najvecjo in
najmanjso vrednost bodisi znotraj intervala v stacionarni tocki bodisi v
krajiscih intervala. Postopek iskanja najvecje in najmanjse vrednosti:

e Poiscemo stacionarne tocke znotraj intervala.
e Izracunamo funkcijske vrednosti v teh stacionarnih tockah.

.....

e Med izra¢unanimi funkcijskimi vrednostmi izberemo najvecjo ( fynaz)
in najmanjso (finin)-

(a) i f/({L') = (x;iczz_zg_fz)m
e Stacionarna toc¢ka: —a* + 322 = 0,2, = 0.
o F0)= =3 f(=2) = =5, F(3) = =%

1 fmax = f(_2) - _;_Oafmzn = f(g) - _g

(b) e fl(x)=xz(2nz+1).
e Stacionarna toc¢ka: x(2Inz +1) = 0,27 = 0,29 =
o f(0)=0,f() =5, f(2) = 2,76, f(6) = 64, 50.
b fma:v = f(6) = 647 507 fmm = f(ﬁ) = _2_15'

5
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(c) o fl(x)=1—sinz.
e Stacionarna tocka: 1 —sinz = 0,2, = § + 2k.
o f(5+2km)=5+2kmkcZ, f(0)=1,f(r)=n—1
® fiaz e obstaja, fom = f(0) = 1.

(d) o f(z) =" (2 - 2x).
e Stacionarna tocka: 629”_:”2(2 —2x)=0,27 = 1.
o f(I)=e f(=3)=e f(2) =1
® frnar = f(1) =€ frnin = f(=3) = .

(e) o fl(z)= \/%
e Stacionarna tocka: z = 0, vendar funkcija ni definirana v tej
tocki, zato nimamo stacionarnih tock.

o f(3)= V34, f(10) = V.
i fmax = f(lO) = \/ggvfmm - f(5) - \/54

2. Doloci stevilo tako, da bo vsota tega Stevila in njegovega kvadrata naj-
manjsa.

Resitev.

e Iskano Stevilo oznac¢imo z a.

Zapisimo funkcijo f(a) = a + a®.
e [S¢emo najmanjSo vrednost (globalni minimum) funkcije f(a) =

a + a? na celi realni osi: f'(a) =1+ 2a.

Stacionarna totka: f'(a) =1+2a=0,a = —3.

o V tocki zg =a = —% je globalni minimum funkcije f.
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3. Imamo 100 m Zi¢ne ograje. 7 njo nameravamo omejiti pravokotno ze-
mljisce, ki naj na eni strani meji na ze obstoje¢ raven zid. Koliko lahko
najve¢ znaSa povrsina zemljisca?

Regsitev.

Plos¢ina pravokotnega zemljis¢a je p = a - b.
Obseg pravokotnika brez ene stranice je o = 2a + b = 100
Zapisimo funkcijo p(a) = a-b = a- (100 — 2a) = 100a — 2a>.

[s¢emo najvedjo vrednost (globalni maximum) funkcije p(a) = 100a—
2a?, p'(a) =100 — 4a

Stacionarna tocka: f’(a) =100 —4a = 0,a = 25m, b = 50m

Povrsina (oz. plo§¢ina) zemljisca je enaka a - b = 3750m?.

4. V pravokotnem trikotniku je zveza med katetama z in y, y + 3x = 6.
Koliko morata znasati kateti, da bo hipotenuza z najmanjsa?

Regsitev.

Ker imamo pravokotni trikotnik je zveza med katetama in hipote-
nuzo enaka 22 = 22 + 2.

Uporabimo zvezo med katetama ter izrazimo y kateto. Velja: y =
6 — 3.

Zapisimo funkcijo z(x \/x2 (6 — 3z)?

[5¢emo najmanjSo vrednost (globalni mmimum) funkcije z(xz) =

VT + (6 — 32)2.

Z/({L') _ 10z—18 )
/(1022 —362+36)
Stacionarna tocka: 2/(x) = —92=18 ___ —( 5 =2 — 3
7 57 y 5
(1022 —362+36)
V tocki z = % je globalni minimum.
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5. Kateri pokonc¢ni stozec z dano povrsino P = 187 ima najvecjo prostor-

nino.

Resitev.

Povrdina pokoncnega stozca je P = mr? + 7rs, kjer je s stranska
viSina stozca.
(187r—7r7"2 )2

Iz enacbe 187 = mr? + mrs sledi, da je s* = (1=

[zrazimo visino stozca v s pomocjo polmera r ter stranske viSine s.

Ker je v2 = s2 — r2 sledi, da je v = \/(M)Q _ 2

mr

7'('7"2’0

Prostornina stozca je enaka V = &=,

Zapisimo funkcijo V(r) = l7T7"2(\/(M)2

3 r - Tz)'

18w —mr? )2 . 7’2).

wr

[8¢emo najvecjo vrednost funkcije V(r) = %71‘7’2(\/(

10872 r—2472y3

Stacionarna tocka: V'(r) = .
324m2r2—36m2rt2

r:\/gzz,lz, s —26,5.

6. Kaksne so razseznosti kvadra, pri katerem je dolzina dvakrat daljSa od
Sirine, prostornina meri 400m?3, povr§ina pa je minimalna.

Resitev.
e Prostornina kvadra je V =a-b-c= (2b) - b c = 400m?>.
e Povrsina kvadra je P = 2ab + 2ac + 2bc = 2(2b)b + 2(2b)c + 2bc.
e Zapisimo funkcijo P(b) = 2(2b)b + 2(2b)(22) + 2b(22).
e [3Cemo najmanjso vrednost (globalni minimum) funkcije P(b) =
2(20)b + 2(2b)(32) + 2b(3%). P'(b) = 8b — 120,
e Stacionarna tocka: P'(b) = 8b—13¢ = 0,b = 5,31m, a = 10,62m, ¢ =

7, 1m.
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Poglavje 2

Integral

2.1 Nedoloc¢eni integral

1. Izracunajte nedolocene integrale:

(a) [ (3z*+ 5z —2)dx
(b) [(z—-2)3—=
(¢) [ (=2 +4)dx
(d) [ (252)da
(e) [(aVad+ 5
(f) [ 2pda
(g) f 4 3“"”—134“"” d!lj'
SV RVENE
(i) [ tan?zdx
() J g de
)
)

(1) [ =ttde
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Resitev.

(a) [ (Ba*+5x—2)dr = [3z*dr + [badr + [ —2dz = 3 [2*dx +
5[ade—2 [dr= 322"+ 32 — 20+ C.

() [(z—=2)3—ade = [(Bz—23—6+22%)dx =3 [ xdx — [ 2*dx —

6fdx—|—2fx2dx:%xz—ix4—6x+§x3+a

(¢) J(=2V@+4)de = =2 [abdv+4 [ dv = —222% + 4o + C.

(d) [(E=)dy = [(2 - 32)dy = [(22° — 3)da = Lot — 32+ C.

x x

(e) é(:ﬁe/x?’ + Z)dx = [(2222 420 de = [(x74224)dx = %x% +

(1) [ 5de = [ 550 = [+ 25)de = [de +3 [ gode =
r+3In(x — 3)+ C.

g) [Ty (43" Sdr =4 [Ede — 3 [Lde = 4 [dx —

31‘
3[ (4 de=4dz—3- l(n(%)w

ol
v

(h) [Vayz(l—1)de = [xi(1 — L)z = [(x% — z=3)de = %xz —

%x% +C.
(i) [tan?zde = fi;r;fdx = COCS%S Ldr = f—cosl%dx — fgg:zxdx =
tanx — x4 C.
() [ Aoz gy — [ alosierl) 3(cos2e4l) = [apde+ 1 [do=Ltanz +
J 1+cos( 2:1,‘ 1+cos 2x) 1+cos 2z o
51’ + C.
(k) fm2 3z— 4d$_ f (m+1)1(m—4)dx'
Pomagajmo si z parcialnimi ulomki. (m+1)1(m_4) = (mﬁl) + (134).
Enac¢bo pomnozimo z (x + 1)(z — 4).
1=Axz—-4)+Bxz+1);1=(A+B)z+ (B — 4A)
KeueA—l—B—OmB 4A—1velja daJeA— g nB:é.
_ 1 —4
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241 241

W f T 0T = fx(x-i—l)dx'
Pomagajmo si z parcialnimi ulomki. xggiﬁ) = AztB 4 (x(j:l).
Enac¢bo pomnozimo z x(z + 1).
??+1=A-22+(A+B+C) -z +B.
Od tod velja, daje A=1, B=1in C' = —2.
Integral lahko sedaj zapiSemo kot [ m“’fiﬁ)dx = [(E 4 Z2)de =

S+ Dde =2 [ i

de=x+Inz—2In(z+ 1)+ C.

2. 7 uvedbo nove neznanke izracunajte nedoloc¢ene integrale:

)

() [ 55

©) [ 35

(d) [e™*dx

(e) [ov22 + 3dx
() [ oo

(g) [tanzdx

() [ s

) [ sipde

(G) [sin(2z —1)dx
(k) [ze**+3dx

(1) [2xsin(z? + 3)dz
(m) [ tdz

(n) fhfxxdx

©) [ erie=s

() [ =5
Resitev.

(a) Nova neznanka je t = bz — 3, dt = bdx
F[t3dt = t° + C = - (5z — 3)? + C.
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(b) Nova neznanka je t = 3x +2, dt = 3dx. 1z tega sledi T +2 = %f%
s[4 =12lnt+C=1n(Bz+2)+C.

(c) Nova neznanka je t = 2z — 3, dt = 2dx. Potem je f\%de—_?) =
L[ =1 tFdt =3 +C =32 -3)i +C.

(d) Nova neznanka je ¢ = 7z — 4, dt = Tdx. Potem je [e™*dx =
T[eldt =1+ C =1e™t + C.

(e) Novaneznanka jet = 2?+3, dt = 2zdx. 1z tegasledi [ (:c\/ 22+ 3)dx =
[avil =1 [\idt =1L [thdt = 15 + C = Lz +3) + C.

(f) Nova neznanka je t = ¢2*, dt = 2e**dx . 1z tega sledi [ -Sop -0t =

L[ L 1 1+ 2¢%°
2 J e dt = jarctant + C' = 5 arctan(e®®) + C.

(g) Novaneznanka jet = cosz, dt = —sinadx. Iz tegasledi [ tanzde =
[ty = [snz_dt — _ [l = _—Int+C = —In(cosz) + C.

sinz-t?2  dt
1+t2 —sinzx

(h) Novaneznanka jet = cosz, dt = — sin zdz. Potem je
2 1-1 241 1
- f l-t',-tQ dt = — f ttJ2F+1 dt = ( :2ildt f t2+1dt f dt —
[ #5dt) = —(t — arctant) + C' = — cos x + arctan(cos z) + C.

i) Nova neznanka jet = Inx, dt = <£. Potem je —dx = [ Ladt =
x-t
[idt =Int+C =In(lnz) + o’

(j) Nova neznanka je t = 2z —1, dt = 2dx. Potem je [sin(2z — 1)dz =
sin(t)4 = —Lcost +C = —Lcos(2z — 1) + C.
2 2 2

(k) Nova neznanka je t = 2m + 3, dt = 4xdz. Potem je [xe* F3dy =
[wetdt = 1 [etdt = Let + C = 12743 1 (.

(1) Novaneznanka je t = 2?+3, dt = 2zdz. Potem je [ 2zsin(z? + 3)dx =
[2zsintd = [sint = —cost + C = — cos(z* + 3) + C.

(m) Nova neznanka je t = Inz, dt = . Potem je [2fdy = [ &% =
[tdt =5 +C =W o
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(n) Nova neznanka je t = Inz, dt = “. Potem je [ %dz = tgf—xﬁ =
1 3 1t _tt _ In*z
Tftdt =35 +C=5+C="E4+C.

(o) Najprej zapiéimo ulomek 7
m = x+1 +-55. Pomnozimo enakost z izrazom (z+1)(z—2).
Potem je 1 = A(x —-2) + B(x + 1), iz Cesar sledi A+ B = 0 in
—2A+B=1. A=—3, B=1.

Iztegasledlfm:_l ey L Ly 4 1) 4

z+1
sn(z —2)+C = 3 In(=3) + C.

L ] kot vsoto dveh ulomkov, torej

N . . 1 A B ~
(p) Kot v prejSnjem primeru zapiSemo ———bp = 25 + 5. Ko po

mnoZimo zapisano enakost z izrazom x? + 5x + 6, je 1 = A(x+2)+
B(x+3). Torej je A+ B =01in 24+ 3B = 1. ReSitev tega sistema,
jeB=1in A= —1. Iztegasledi,dajefm fx+3—|—fx+2—
—In(z +3) +In(z +2) + C =In(&2) + C.

3. Z metodo per partes izracunajte nedolocene integrale:

(a)
(b)
()
(d
(e
(f
(8

[((52 + 7)e¥*2)dz

[(2? - e2)da

[ ((x + 2) cos 3z)dx
) [(e* -sinz)dx
) f(smm ))dx
) f(in(-
) [+ <:c>>d:c

Regitev. Integriranje po delih (metoda perpartes):

/udv:uv—/vdu
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(a)

Vpeljemo u = 5z + 7 in dv = e¥**2dx. Potem je du = 5dx in
v = 22 Iz tega sledi [(5z + 7)e¥2de = 3(50 + T)e¥™ 2 —
f %63x+2d1’ — %(5$ + 7>€3:c+2 _ 8 3x+2 + C.

Vpeljemo u = 2% in dv = e**dz. Potem je du = 2zdx ter [dv =
[ e**dz inod tod v = 3e**. Torej je [ a?-e**dx = 2*-3¢* — [ we**du.
Ponovno uporabimo mtegrlranJe po delih. Vpeljemo u=xin dv =
e?*dx. Potem je fmezxdm =zie? — [Le*dr = zie® — 1 + C.

Kon¢na regitev je 22 - ; x_ 1 e + 1 2 2“” +C.

Uvedemo u = x4+ 2 in dv = cos3zdx ter izracunamo du = dx,
= isin3z. Potem je (= + 2) cos3x)dr = (v + 2)3sin3x —
f £ sin3zdr = (x4 2)5 sin 3z + § cos 3z + C.

Uvedemo u = e€?*, dv = sin zdz in izra¢unamo du = 2e**dx ter v =
—cosx. Iz tega sled1 [ e** sinzdr = —e** cosx+2 [ e** cosxdr+C.
Integral [ e** coszdr sedaj ponovno zapiSemo s pomodjo perpar-
tesa.

[ e** cosaxdr = e**sinx — 2 [ e* sinzdz. Konden integral je tako

enak [ e*sinxdr = —e** cosx + 2¢** sinz — 4 [ e* sinxdx + C.
Sedaj uvedemo namesto [ € sin zdx novo neznanko u. Od tod do-
bimo u = —e** cosx + 2e**sinz — 4du + C.

_6296

2 2z o3
cosx;—e smx+C

u =

Uvedemo u = 3 — x, dv = sinzdz in izracunamo du = dx ter v =
—cosz. 1z tegasledi [(3—x)sinzdr = —(3—xz)cosz+ [ coszdr =
—(3—x)cosz +sinz + C.

Uvedemo u = In(—3z), dv = dz in izratunamo du = %, v = z.

Potem je [In(—3z)dz = xIn(—3z) — [ 2 = zIn(-3z) — [dz =
zln(—3z) —x + C.

Uvedemo v = Inz, dv = (2 + x)dz in izra¢unamo du = 9 ter

+ Z-. Potem je [(2? + z) - In(x)dz = (I—; - 2)lnx -
ZES ZE2 ZE2 T fES

de = (5 +%)lne — [(5 +2)de = (% + 2)lnx—
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4. Izracunajte nedolocene integrale:

f sin® (E
Cos4 x

Resitev.

(a)

Stevec zapiemo nekoliko drugacde: sin®z = (sin’z) - (sinz) =

(1 — cos?z) - (sinz). Integral [ 31724z zapigemo kot razliko dveh
integralov [ 2 dy — [ S5 dy. Uvedemo novo neznanko ¢ — cos ,

cos2x
dr = —5—. Potem je f Csolgfxdx = f t4 Podobno f f;;lfzdx Re-
zultat je tako enak t13 + % = s T T C.

Integral [ @2 dy zapisemo nekoliko drugace [ In(z + 2)a~2dz.
Sedaj uporabimo integriranje po delih. In(z +2) = u, 2 2dr = dv.
i hl(:;—jz)dx = m(ﬂz + [ ) (x+2 dx. Za izra¢un drugega integrala

si pomagamo s parmalnlml ulomki m = % x+2 Od tod sledi

— =dr — —L__dz. Rezultat je enak ln(x—;ﬂdx:
f (z)( :(:+2 f f (x+2 J f T

—ln(?z +2frdx—2f($+2)dx— ln(Hz +snz—sIn(z+2)+C.

Stevec zapisemo nekoliko drugace: e* —1 =¢e*+1—2.. Od tod
velja f “r}dx = fe f}rlzdx = fZiﬁdx — Qf 11+1dx = fldx —
2 [ ewlﬂdx Drugi integral reSimo tako, da uvedemo novo neznanko
t =e"+1, dt = e“dx. Temusledi [ ez—lﬂdx = mdt. Sedaj upo-
rabimo parcialne ulomke [ mdt = — [ 1dt + [ 75dt. Rezultat
drugega integrala je enak — Int+In(t—1)+C = — In(e*+1)+In(e”)+

C. Koncen rezultat je enak [ zﬁdx =z+2In(e*+1)—2In(e”)+C.

Stevec in imenovalec pomnozimo s cos z. Dobljeni integral [ £5%dy
zapiSemo nekoliko drugace [ —=%—dz. Uvedemo novo neznanko
t = sinx, dt = cosxdx. Dobljeni integral fﬁdt razpisemo s
pomodjo parcialnih ulomkov kot § [ f7dt + 5 [ t5dt. Po uvedbi
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novih neznank dobimo £(In(¢ + 1) — In(t — 1)) + C. Kon¢na resitev
je tako enaka % In(H1) —|— C=3In(E) + C .

sinz—1

Uporabimo integriranje po delih. u = In*(2z), dv = dz. Od
tod sledi du = 2In(2z)5-2dz, v = . Integral sedaj zapiSemo
kot [In*(2z)dx = xIn*(2z) — [(z - (2In(2z)£2))dz = zIn*(2z) —
2 [In(2z)dx. Za izracun drugega integrala ponovno uporabimo in-
tegriranje po delih. u =1In(2z), du=1, dv=dz, v == Konden
rezultat je enak [In*(2z)dz = xIn*(27) — 2(zIn(22) — [dx) +C =
x1n?(2x) — 22 1n(22) + 2z + C.

2.2 Doloceni integral

1. Izracunajte dolocCene integrale.

(a)
(b)
(c)
(

f2 (32% — 4)dx

Jo (@ +2)(w — 3)d

e + 72 + sinx)da
(

Jo
K

T+ 2

d) 3193 +x — 2)dx
(e) fow sin xdx
(f) fog cos xdx
Resitev.
a) [*(322 — 4)de = 3 [* aPde — 4 [* de = P2, — 4z, = (8 —

(=1) —4((2) - (= 1))—9—12——3

= Y@~z —6)dr = (¥ —Z —6a)f} =

— 3)dz
:9—%—18:—13,5.
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fo e® +72° +sinx)dr = (e” +7——cosx)|0 (e+L—cosl)—(1+
0—1)=(e+ 1 —cosl).

) JG o= Dde = [l 4 -2 = (et + £ - 20 =
(3- 33+%—6)—(3+5—2)—33—3-

(e) [y sinzdr = (—cosx)[f = —cosm — (—cos0) =141 =2,
(f) fog cos xdx = sinx|0§ =sinf —sin0=1-0=1.
2. 7 uvedbo nove neznanke izracunajte dolocene integrale.

(a fo Vv + ldx
(b f (x2+4)d'r

)
)
(¢) Joys(=5)
(d) fle sm(lnm dr
@)ﬁ@m+1wx
) J. LeTe=3

)

)

o

g f0§ cos x - sin® z)dx

h) [¢ ey

1

(
(

Resitev.
(a) V doloceni integral vpeljemo novo neznanko t = = + 1, dt = dx.
Meji za neznanko ¢ sta:
e spodnja meja: ko jex =0 jet = 1.
e zgornja meja: ko jexr =1jet = 2.

Od tod sledi fo Vo + lde = f1 Vidt = 2( (V8 —1).

(b) Vgeljemo novogneznankot = 2244, dt = 2xdx. Potem je ffl(x%%)dx =
cr ol — 2P ldt =1Int]f = 1(In8 —In5).
(¢) Vpeljemo novo neznanko t = e, dt = e*dx. Potem je fliﬁ(%)dx =

e2— —
5 wpdt = L ()15 = (n(553) — In (22)).
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(d) Vpeljemo novo neznanko ¢ = Inz, dt = Ldz. Potem je [; < mdz

N Sm(idm = [y sintdt = —cost|f = (— cos ) — (— cos 0) =1+1=

2.

(e) Vpeljemo novo neznanko ¢t = 2z + 1, dt = 2dx. Potem je f01(2m +

3
e = [[(t)°de = GIi = (3) - () =

(f) Vpeljemo novo neznanko ¢t = 7x—3, dt = 7dx. Potem je fol e 3dy =

fg R )

(g) Vpeljemo novo neznanko t = sin z, dt = cos xdx. Potem je fog cos x - sin® zdx =

1 d 1 3 1 1
fO Cosx.tzcostx = fO t2 = %|(1] = (§ _0) = 3"

h) Vpeljemo novo neznanko t=1Inx, dt = d  Potem je [©122dy —
( p J T J 1 T

1 42424
Jo ot = [te2dr =Ll = (1) - (9 = 1.

3. Z metodo per partes izracunajte dolocene integrale.
(a) f (22 + 3)e”dx

(b) [ 2Inzdz

(c) fllx e *dr

(d) J? = -sin2zd

SIE]

Resitev. Integriranje po delih:

b b
/ udv = uv|’ — / vdu.
a a

(a) Vpeljemo u = 2z + 3 in dv = e"dz. Potem je du = 2dz in
v = e Sledi f_11(29: + 3)e*dr = (2x + 3)e*|t, — f_ll e”2dr =
(5el) — (e7') —2e”|L, =b5e— (e7') —2(e —e7!) =3e+ el

(b) Uvedemo u = Inz, dv = dz. Potem je du = % in v = z. Sledi
2 [[Inzde =2(xnz|{ — [[de) =2(e—z{) =2(e— (e — 1)) = 2.
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(c)

Uvedemo u = 2%, dv = e *dx. Potem je du = 2xdx in v =
—e*. Sledi f_llmz cedr = 2 (—e )|t — f_ll(—e_xQx)dx =

—x L —x —x L
a?(—e7)|L+2() e Padr) = 2 (—e7®) L +2(a(—e ™)L+ [ e da) =
—elte+2(—et—ec+ (=)L) = —et+e+2(-et—e+
(—e 1 +¢€))=—be ! +e.

Uvedemo v = z, dv = sin2xdx. Sledi du = dx in v = —l cos 2.
Torej je fogx - sin2zdr = (—a3 cos2x) |0 fo —%c s2m dr =
((=Fcosm) —(0)) + %fog cos2xdr = 5 + 5 (szx)|0 =7

4. Izracunajte posploSene integrale.

ff° S N

Resitev.

(a)

(b)

0 dx _ 1: b _3 T
DB =limy . [ dm—hmb_,oo—T

limb_mo(—? + %) = %

b _
1

le

b _
1=

0 de _ 1: b dx 7 b _5 9 2
I == limpoo [, == limy o [, 27 2dz = limy_o — gx

limb_m(—%b_% + %) = %

Najprej izracunamo nedoloceni integral (lid:c Ulomek W

zapisemo kot vsoto treh ulomkov, torej m = ﬁ+1+—x+ 2+x

Pomnozimo enakost z izrazom (1 — x)(1 + 2)(2 + x). Potem je
1=(A-B-C)x*+ (3A— B)x+ (2A+ 2B+ (), od koder sledi
A-B-C=0,34-B=0in24+2B+C=1 A=1 B=1

_ 1 : dx _ 1 1 1 _
ter €' = —3. Sledi S 1—22)(2+z) f(6(1—x) + 3y T 3(2+x))dﬂf -

tln(1—2)+1ln(1+2) — 11n(2—|—x)+C’

dx lahko zapiSemo kot limy f ’ mdw

Posploseni integral [~ . W
Sledi limpo (g In(1 — ) + 3 In(1 + 2) — 3 In(2 + 2)) /4 | =
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(d) [T = limpoo fob e %dr = limp_,oo(—e )|} = limy_,oo(—e7® +
1) = 1.

(§] ajprej 1Zracunajmo integra xre Z. peljemo novo neznanko
Najprej izracunajmo integral “ . Vpelj k
—2% =t in —2zdx = dt. Potem je

2 B 1 t 1, B 1 _ -
/:):e dr = 2/edt— 26+C— 26 + C.

Iz tega sledi

— 00 0
1 1
B E i [ I USRI _ =
_blglc;lo <o blggo 2(6 1 2

(a) flz)=v2+ua,I=[-22]
(b) f(@) = 557, 1 = [5.1]
(c) flz)=e*"1, 1=10,2]

(d) f(z)=Inzx, I =[1,¢]

(e) f(z)=sin*z, I =[0,7]

Regsitev. Povprecna vrednost integrabilne funkcije f na intervalu [a, b]:
- b
f= (bia) fa f(:l:’)d:l:’
(a) ?82 o 2 Fa)de =1 [ftrdt = B2+ 2)i 2, = 2+ 2)5 2, =
(3)-0) =%

(b) f = 2f%1 5o dr. Uvedemo novo neznanko t = 2z% + 1. K & —
(222 + 1)1 =iIn(3) —sIn(3) =1In2.
2

() f =3 02 e3*~1dz. Uvedemo novo neznanko t = 3z — 1, dt = 3dx.
1
2

7 et = A1 = (L) — (Le)

6 6

46



=
5
=
QL
8
(!
<
@
[oN
)
=
Q
I
I
=3
ﬁ
QL
4
I
QL
8
)—U
@)
-+
[¢)]
=
[ S—
[¢)
QL
=g
I
5

in v .
L((e—1)+1) =~
(e) f= % [ sin® wdx = é—% Jy cos2x — 1dx = —ﬁ(fo7r cos 2xdx)—

o dx) = —ﬁ(% sin2x — z)|f = (—ﬁ(o —m)+0=3

2.3 Uporaba integrala

1. Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 2z +1 in
g(z) = 7 — x ter abscisno osjo.

Resitev.

Za pomoc si nariSemo graf funkcije ter izra¢unamo presecisc¢a. Funk-
cijska zapisa enac¢imo v/2xr +1 = 7 — x. Od tod dobimo, da je edina
prava reSitev x = 4. Za izracun ploscine tako zapisemo doloceni integral.

[ V2 + Tda + [[ (T —x)de = & ~ 13, 5.

N =

2. Izratunajte plosc¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = x+2in g(z) =

x2.

Regsitev.

f_21 (2+x—2%)dr =2 ~4,5.

N

3. Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 1+ Z in

g(z) = 2%

Redgitev.
2
J25 (4 2) = a?)de = 22 ~ 1,88

4. Tzrac¢unajte plogcino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 2% + 22 — 3 in
g(x) =2 —1.
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Resitev.
f_12 (2 -2 —2?)dr =

N|©

~4,5.

. Izrac¢unajte ploscino lika, omejenega s funkcijami f(x) = sinz, g(x) =
cosx in ordinatno osjo.

Resitev.
J,F (cosz —sinz)dr = V2 — 1~ 0,41.

. Izracunajte plog¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 22, g(z) = 2°
in ordinatno osjo.

Resitev.
foz (27 — 22)dx = 28112 ~ 1 66.

31In2

. Izracunajte ploscino lika, omejenega s funkcijami f(z) = cosz, g(x) =
2 — |z| in abscisno osjo.

Resitev
fo — x)dx — fo (cosz)dz) ~ 2.

. Izratunajte ploscino lika, omejenega s funkcijamo f(z) = m2—2 —2r+2, in
tangentama nanjo v tockah z abscisama 1 in 4.

Resitev.
f'(@) =z =2
Smerni koeficient tangente na graf funkcije v doloceni tocki je enak pr-
vemu odvodu funkcije v tej tocki.
f/(xl) = ktl? f,(1> =—-1= ktl? f,(4> =2= kt2
Enatbi tangent: (y —yo) = ki, (z —20), (y—3) = —1(z —1),y1 = —x + 2
(y yO)_th(x_xO) (y—2)—2({£—4),y2:21’—6
fo —x)dr — fo (cosz)dr) ~ 2
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Slika 2.1: f(z) =V2zx+1ing(z)=7—2x

Slika 2.2: f(z) =z +2in g(x) = 2?
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05

Slika 2.3: f(z) =1+ 2% in g(z) = 2”

Slika 2.4: f(z)=2*+2r—3ing(x)=x—1
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Slika 2.5: f(z) =sinx, g(x) = cosz in ordinatno osjo

Slika 2.6: f(z) = 2?, g(x) = 2% in ordinatno osjo
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Slika 2.8: f(x) = % — 2z + 2, in tangentama nanjo v tockah z abscisama 1 in
4
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Poglavje 3

Diferencialne enacbe

3.1 Diferencialne enacbe prvega reda

1. Poiscite splosne resitve diferencialne enacbe z loc¢ljivima spremenljiv-
kama:

/:x2+3
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Resitev.

(a)

(b)

(f)

(g)

Ker je & = 22 + 3, je dy = (2% + 3)dz in zato [dy = [ (2% + 3)dx.
1z tega sledi, da je y = 2—3 +3z+C.

.1 . d . d .
Vidimo, da je % = & in zato fgy = [%. Potem je Iny =

Inzs + In C', kar pomeni, da je
Iny =1In Cas. Torej je y = Cas.

Ker je Z—g(ﬁ +3)3 =2z jedy = sz Vpeljemo novo neznanko
t:x2—|—3 dt = 2xdx. PotemJef 2+3 sdo = [% = [t73dt =
0= % + C. Iz tega sledi, da je resitev diferencialne

enacbe y = ) +3 +C.

Ker je Z—zx =1’z je dy = %dz. IzraCunajmo integral [ %dz.
Vpeljemo novo neznanko t = Inz, dt = df. Torej je f%dz =
[todt = % +C = % + C. Iz tega sledi, da je resitev diferencialne
enache y = % +C.

d
Resitev enakosti [V = fm = f(g(x1+5) + oC x+4 Ydz je

Iny = $In(z +5) + 1 g In(—z +4) + InC oziroma zapisano drugace
y= (@ +5)(-z + )ic.

Ker je 2 = 322(14y?), je (1+y ;= 32?dx in zato [ (liig) = [ 3z%du.
Iz tega sledi, da je tany = 2® + C in y = arctan(a® + C).

Regitev enakosti [ g—z = [ gfsidx Vpeljemo novo neznanko t =
- Odtod sledi [ §2 = [ewzd iy

sinx, dt = cosxzdx in dxr =
cos T t cosx

2Iny = Insinz + InC. Resitev je enaka y = (C'sinz)?.

ygz = 2(zy+2) od tod sledi ydy = 2(zy+z)dz in ydy = 2x(y+1)dz.
Ik Sady = [ 2xdx. Vpeljemo novo neznanko t = y + 1, dt = dy.
[Ehdt = [2zdx je [(L—1)dt =2 [adein (y+1) —In(y + 1) =
2+ C.
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(i) Ker je j—g = 2z, je ldy = 2zdx in zato [1dy = [2xdz. Iz tega
sledi, da je y = 2% + C.

(j) xyy =1 — a2 sledi ydy =1 in [ydy= [1= =2 gy Odtod dobimo

%—lnx—7+C’1ny—\/2lnx—x2—|—20.

(k) tanydx — cotxdy = 0 je —cotxzdy = —tanydz. Velja &dy =
Cotxdx in siny = Cofx.
(1) Ker je di = gQE, je zdil = xQdil in zato [ 2+1dy = 2+1d1’ Iz

tega sledi, da je tany = tanz + C.

(m) (z+2)dy + y?dz = 0 sledi d_g = (xdfz) in % =— [

dobimo —5 = lna:—|—2+lnC' iny=;

Odtod

(w+2

In(252)

(m) 2y —y = ¢° sledi 22 = y +y°. Velja f l‘fy = [ Integral

i y(li—y 7y zapiSemo kot vsoto 1ntegra10v i (1+y = [ dy+ [ 7d
Za izracun drugega integrala [ =

. 4 dy uvedemo novo neznanko t =

1412 in dobimo 1n(1+y2)—%. Sledi Iny+1n(1+3%) "2 = Inz+InC.
Skupna resitev je =(Cu.

(1+y )2

2. Poiscite tiste resitve diferencialnih enacb z loc¢ljivima spremenljivkama,
ki zados¢ajo danim pogojem:

y—yr=2y,y(1)=1
ye > =x+3, y0)=1
Yy

"= xcos(3z), y(3) =0

(d) (22° + 1)y — 10zy = 4z, y(0) = 3
Resitev.
(a) Vidimo, da je y'(z +2) = y in zato d—;’ = xd—fQ. Iz tega sledi, da je

Iny =In(z +2) + InC. Torej je y = C(z + 2). Ker je podan pogoj
y(1) =1, je 1 =3C in zato C' = 3. Resitev je y = 3(z + 2).
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(b)

(d)

(a
(b
(c
(d

(
(f

(8
(h
(i

)
)
)
)
)
)
)
)
)
()

Ni tezko preveriti, da je y' = (z + 3)e®® in zato dy = (v + 3)e>*dx.
Z metodo per partes izraéunamo integral [(z + 3)e’*dz. Uvedemo

u=2x+3in dv = e* Potem je du = dx in v = €. Sledi
[(z+ 3)e’dx = —(:)3+3 — [ te¥da = —(x+3)e5m—%e5w+(].
Splosna regitev diferencialne enacbe je y = £(z +3)e — e’ + C.
Gled.e na podan pogojy(0) =1jel = ———+C’ ozuromla %:, = %;LC
Torej je C' = 5=. Resitev naloge je y = (x + 3)ed® — w€”" + -

Ker je [dy = [ xcos(3z)dz, bomo [z cos(3z)dx izra¢unali s pomo-
¢jo perpartesa Uvedemo u = z, dv = cos(3:c)dx in zato du = dx,

11) =3 sm(Sx) Torej je fxcos(?m:)dx = twsin(3z)— [ 3 sin(3x)ds =

sTsin(3w) + 5 Lcos(3x) + C. Splogna regitev dlferen(:lalne enacbe je

y = swsin(3z) 4+ §cos(3z) + C. Ker je dan pogoj y(3) = 0, je

0 =3 - Zsin(m) + g cos(m) + C oziroma 0 = —§ + C. Iz tega sledi,

da je C = 5. Resitev naloge je y = s sin(3z) + 3 cos(3z) + ;.

w

(202 1)y~ L0ay = 4z, (20° +1)4 = 4r+10zy. Velja 42 = 25250

in [ ;2 e = 29622“110[1'. Uvedemo novo neznanko t = 2+ 5y od koder

sledi dt = 5dy. Podobno velja h = 22% + 1 in dh = 4xdx. Tako
d— [dh Velja llnt = Linh+InCin (245y)5 = C(227+1)3.

3. Poiscite splosne resitve linearnih diferencialnih enacb prvega reda:

y 424 =’
Y +$y—$6%
yvV4+y+2c=0

v +y=22>+3

W +y)(l+e)=2
(4 — 2y + 2y = 22
3zy' + y = 623

2y +y=e"

Yy +2(1 — 2y =1

Yy +ytanx =

cosxT
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)
)
)
n) Y — %y =341
)
)
)

Resitev.
Linerana diferencialna enatba prvega reda je oblike y' + f(z)y = g(x).

(a) ¥ 424 =2a?

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

y+24 = 0
x
y = -2
x
dy _ _ydw
Y x
/d_@/ _ o[
Y x
lny = —2lhx+InC

Iny = lnz?>+InC
Iny = InCax™?

y = Cz 2
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)z ™2,
Torej je

C -2
C'(z)x™? =20 (x)™> + Qﬂ = 2
x
Iz tega sledi
C'(z) =2°

o7



in zato

6
C(m):/$5d$:%+D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (‘%—6 + D)x™2.

22
2

Yy + xy = xe

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+zy =0
y = —wy
d
Yo ada
Y
d
- —/xdw
Y
2
Iny = —x——i-lnC
2
22
Iny = Ine 2 +InC

22
Iny = InCe 2
22

y = Ce 2.

M

x

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C(z)e™ z .
Torej je

22 2 2 22

C'(x)e” 7 = C(z)re” = + C(x)e” za = xez.

Iz tega sledi

C'(x) = ze®, /C’/(m) = /xe$2dx.
Po uvedbi nove neznanke t = 22 dobimo

1
C(z) = 569”2 + D.
1 2?

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (56:02 + D)e” 7.
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(c) ¥ +y+22=0

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = —y
dy = —dx
Y
d
/_y = —/dx
Y
lny = —x+InC

Iny = Ine ™+ InC
Iny = InCe™
y = Ce ™.

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e 7.
Torej je
C'(z)e ™ = C(x)e ™+ C(x)e™ = —2u.

Iz tega sledi

C'(z)e™® = —2a, / C'(z) = 2 / re®dz.

IzraCunajmo sedaj integral [xe® s pomoljo perpartesa. Z uvedbo
u = x in e*dxr = dv dobimo

C(z) = —2xe® 4+ 2e" + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (—2ze® + 2e* + D)e™".
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(d) ¥ +y=22"+3

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = —y
d_y = —dx
y
[ =
y
lny = —x+InC

Iny = Ine*+1InC
Iny = InCe™
y = Ce™™.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™".
Torej je

C'(z)e™ — Clx)e™™ +C(x)e™™ = 2%+ 3.
Iz tega sledi

C'(z)e ™ = 22% + 3, /C'/(m) =2 /(2$2 + 3)e"du.

Izracunajmo sedaj integral [(22% + 3)e* s pomodjo perpartesa. Z
uvedbo u = 222 + 3 in e*dz = dv dobimo

C(z) = (22 + 3)e” — 4/xe””dm + D.
S ponovno uporabo perpartesa dobimo

C(x) = (22% + 3)e” — dwe® + 4e” + D.
Splosna resitev diferencialne enacbe je

y = ((22% + 3)e” — 4xe” + 4e” + D)e ™.
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(e) (W +y)(l+e”)=2

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = -y
d
KL A—
Y
d
/_y = —/dx
Y
Iny = —x+InC

Iny = Ine*+1InC
Iny = InCe™
y = Ce™™.

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™™.
Torej je

2
C'(z)e ™ = C(x)e ™+ C(x)e™™ = o
Iz tega sledi
! - __ 2 ! . 26:6
Cla)e C14er’ (x>_1+er'

Z uvedbo nove neznanke ¢t = 1 + ¢* dobimo
C(z) =In(1 +¢e*)? 4+ D.

Splogna resitev diferencialne enactbe je y = (In(1+ ¢e*)? + D)e™".
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(f) (4—2Hy +zy=2x

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

, x
=0
v (=2
P
dy x
y - 12"

dy x
/? - _/4—:c2dx

4—g? = t, —2xdr=dt
dy _ L[t
Y 2 t

1
Iny = §ln(4—a¢2)+ln0
Iny = 1n(4—x2)%—|—1n0
Iny = lnC(4—x2)%
y = C’(4—a72)%.

N =

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(z)(4 — 2?)2.
Torej je

[ SIS

C'(@)(d — 22)7 + C(x)%(él — ) (—20) + C2)e(d — 22)

Iz tega sledi

T 3xx2)’ C'(x) = 2x(4 — 2?) 2.

D=

C'(x)(4 — 2%)

7 uvedbo nove neznanke t = 4 — 2> dobimo

C(z)=2(4—2*) "2 +D.

[N

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (2(4—22) "2 +D)(4 — 22)2.
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(g) 3xy +y = 62>

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

C Yy
y+(g) =0
Y
4 3w
dy _ _dv
y 3z
dy _ 1 [dv
y 3 x
1
Iny = —glnx+lnC

lny = Inz"s +InC
lny = InCa~3
y = Cr7s.

W=

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(x)x
Torej je

Iz tega sledi

in zato
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(h) 2y +y=¢"

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

/ Y
2y = 0
v+ Q)
A
YT
By de
y 2
dy 1
o _Z |4
Y 2/ !
1
Iny = —5x+lnC
Iny = Ine 2* +InC
Iny = InCe™ 2"
y = Ce 27,

9 v . . . o 1
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)e™2".
Torej je

xT

1 1
C'(z)e 2" — §C(x)e—%r + §C(x)e—%r - %
Iz tega sledi
C'(z)e 2" = %, C'(z) = =e*
in zato 1
Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (%e% + D)e 2",
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(i) oy +2(1—2*)y =1

Enacbo preoblikujemo in dobimo ¢y’ + ﬂ%ﬁy = %

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

2(1 — 22
x
2(1 — 22
g o A-a)
x
dy (=2 + 22?)dx
y x
1
d_y = /—2—dx+/2xdm
Y x
Iny = —2lnz+22+InC
Iny = Inz?+1In e +1nC
Iny = InCz %"’
y = Cx 2"

N v . . v v _ 2
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)z 2" .

Torej je

/ —2 a2 x22xx=2 2 -3 2(1 — 1'2) —2 22
C'(z)x™"e" + C(x)(e +e" (—2277)) + T(C(m)m e”) = e
Iz tega sledi

C'(z)z 2™ = l, C'(z) = ze™

T
in zato

1 _ >
C(z) = —56_:0 + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (—%e_g”2 + D)z 2"
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1
cos x

() ¥ +ytanz =

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y +ytanz = 0

/

Yy = —ytanzx
d_y = —tanz
Y
d_y = — / tan zdx
Y
Iny = —(—In(cosz))+InC
Iny = In(cosz) +InC
y = Ccosuz.

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C(z) cos z.
Torej je
sin x 1

/ o _
C'(x)cosx — sinxC(x) + C(x) cOST—— "

Iz tega sledi

in zato
C(z) =tanz + D.

Splosna resitev diferencialne enac¢be je y = (tanz + D) cos .
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(k) z¢/ +y=2’Inz
Enacbo preoblikujemo in dobimo ¢’ + £ = zlnx.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

Y

y+= =0
x
r_ )
y = -2
x
dy _ _dv
y x
dy _ _ [dx
y x
Iny = —lnz+InC
Iny = lng
x
C
y = —.
x

C(x)

Splosno resitev diferencialne enacbe reSimo z nastavkom y = ==,

Torej je

/
¢la) _ Cx)r?+C(x)r? = zhnz.
x
Iz tega sledi
/
Cim) =zlnz, C'(z)=2Inz
in zato X X
C(z) = %lnx— %+D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (2—3 Inx — %3 + D)1
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() 2y +ay=1—y
Enatbo preoblikujemo in dobimo ¢’ 4+ £y = 1.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

1
v+ Ty = 0
, r+1
y = - Y
x
d
ay —I_I_ldx
Y x
d
dy —/x+1dx
Yy x
1
Iny = —(/dm+/—dm)+ln6’
x
lny = —z—Inhzx+InC
y = C’6 )
x

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(x)
Torej je

- 1 1 1 1
C C(r)— — C(x) c vt

x rer r2e® rer

C'(x)

Iz tega sledi

in zato
C(z) =¢"+ D.

x

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (e* + D)%
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(m) 2%/ +2y+1=0

Po ureditvi dobimo y' 4+ £ = — 2, Resitev homogenega dela diferen-
cialne enacbe je:

y+2 =0
x
I )
y = -2
x
dy _ _dv
y x
dy _ _ [dv
y x
Iny = —lnz+InC
lny = lng
x
C
y = —.
x

C(x)

Splosno resitev diferencialne enacbe reSimo z nastavkom y = ==,

Torej je

C'(x) _ C(x) 1
. +C(z)(—272) + 5= T
Iz tega sledi
C'(xz) 1
r a2

in zato

C(z) =—Inz+ D.

Splosna regitev diferencialne enacbe je y = (—Inz + D).
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! 20+1,, _ 2z+41
(n) y - x2+xy - :1,‘2+SC

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

, 2x+1

= 0
Yoy
, 2z +1
4o m2+xy
dy 20 +1
— = dx
Y 4
/dy /2:17+1
— = 5 dx
Y r°+x
v’ 4w =t, (2z + 1)dx = dt,
1 /2:17+1 dt
n =
Y t 2w+ 1

Iny = Int+InC
Iny = In(2®+2)C
y = (2 +1)C.

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom
y = O(x)(z* + ).
Torej je

@) + )+ Car 4 1) - SN 2D 2ne]

Iz tega sledi

2 +1 9
in zato 1 1
C(z) = / dt, Cla)=————+D

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (=== + D)(2* + ).
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(0) 2y +y=hhz+1

Enacbo preoblikujemo in dobimo y' + £ = 2tl,

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

y+< = 0
x
o )
y — R
x
dy _ _dv
y x
dy dx
y x
Iny = —Inz+InC
C
Iny = In—
x
C
y = —
x

. .. . . y . c
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = @),

Torej je

C'(z) Czx) C(x) Inz+1
x x? x? x
Iz tega sledi
C'(z) =Inz+1

in zato

C’(x)z/lnxdx—l—/dx, C(z) =xlnz+ D.

Splo$na resitev diferencialne enacbe je y = £25= ln?D )
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2

(p) v +2zy =e

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

Y +2xy = 0
y = —2xy
d
L
Y
d
/_y = —2/xdx
Y
lny = —2?4+InC
Iny = Ine
y = Ce ™.

N v . . v v _ 2
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)e™"".

Torej je
C'(z)e™™ — 220 (z)e™ +22C(x)e™ = .

Iz tega sledi
C'(z)=1
in zato

C(x)=z+D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (z + D)e ",
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(q) 2y +2y =2?

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+— =0
x
b2y
y — —_—
x
dy  —2dx
y x
/d_y _ oy [
Y x
lny = —2lnhx+1InC
Iny = Inz?+InC
y = Cx 2

Splosno resitev diferencialne enacbe re§imo z nastavkom y = C'(z)z 2.
Torej je

C'(z)z™? —2273C(x) +227°C(z) = 2°

Iz tega sledi

in zato
T

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (% + D)z 2
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4. Poiscite splosne resitve Bernoullijevih diferencialnih enach:

(a) ¥ +y=1y?

(b) 2y +y = —zy?

(d) ¥ +ay =2y

Wl

(e) v +y=ay

L=

(£) 2y + ;15 = 3y

rlnz

(8) 329/ +y+a’y' =0

(h) zdy = (2?y + 2?y3)dz

Regsitev.

n

Bernoullijeva diferencialna enac¢ba je oblike v’ + f(z)y = g(x)y

(a) ¥ +y =1y

Uvedemo novo neznanko z = y!=".

Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 2.

Nova neznanka je enaka z =y~ L.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —1y~2y’.
Prvotno enacbo delimo z y? in dobimo ;’—; + i =1.
Zamanjava z novo neznanko nam da —z' + z = 1.

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna enac¢ha enaka:
2 —z=-1.
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Resitev homogenega dela linearne diferencialne enacbe je:

!
Z —Z

!/
z =

dz
Z
dz
Z
Inz =
Inz =

z

Splogno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C(z)e”.

Torej je

0

z

1ldx

/1dx

z+InC
In Ce®
Ce”.

C'(z)e” + C(x)e” — C(x)e” = —1.

Iz tega sledi

C'(z)=—e"

—r =1t dr=—dt

in zato

Cx)=¢e"+D
oziroma

Clx)=e¢*4+D

Splosna resitev diferencialne enacbe je z; = (e7* 4+ D)e”

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove
Konc¢na resitev je tako y = ( !

(b) zy' +y = —ay?

Enacbo preoblikujemo y' + £ = —y°.

Uvedemo novo neznanko z = y'=".

neznanke z = %

@ D)

2

Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 2.

7
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Nova neznanka je enaka z = y~! oziroma z = i

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —1y~2y’.
Prvotno enacbo delimo z y? in dobimo ;’—; + i = —1.
Po zamanjavi z novo neznanko dobimo —z' + 2z = —1.

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka

Z—Lly=1.
X

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

, 1
Zz——=z =0
T
4 = 2
T
dz dx
z T

e
z T
Inz = lnz+InC

Inz = InCxz

z = (Cu.

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C(x)z.
Torej je

C'(z)z + C(z) — 0(;;)9: - 1.
Iz tega sledi
1
/ — —
C'(x) = .
in zato
C(z) =Inxz + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je z; = (Inx + D)x.

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = i

Koncna resitev je tako y = m-
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(c) ¥ —

/ Yy 1
x

Ena¢bo preoblikujemo y' — £ = 2y~ 1.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

[z podane enacbe je razvidno, da je n = —1.
Nova neznanka je enaka z = y2.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = 2yy/'.

1

. _ . . /
Prvotno enac¢bo delimo z ¥~ in dobimo % — 5

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo %

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialne enacba enaka

Z—2z=1.
x

y? 1
xr

o= |

/ z
A
xT

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

, 2
Zz—=z =0
T
s = =
T
b _ e
z T
b, fds
z T
In 2 2Inz +InC
In 2 In C2?
z Cx?.

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom y = C'(x)z°.

2

Torej je
2 2
C'(x)x* + 2C(x) — % = 1

Iz tega sledi

1

C/(IIZ') = )

x

in zato 1



Splosna regitev diferencialne enacbe je z, = (=1 + D)a?
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y2.

Konéna regitev je tako y = /(=2 + D)a?.

Yy +y =y

Ena¢bo preoblikujemo ¢/ + zy = zy?.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

Iz podane enacbe je razvidno, da je n = %
i 1

Nova neznanka je enaka z = y2.
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ =

<

1
2

[

Y
v . 1. . /
Prvotno enacbo delimo z y2 in dobimo 4 + x-% = x.
y? y?2
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 22’ + xz = z.
Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka

/LT, __Z
z+22—2.

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

2+ gz = 0
, Tz
7z = ——
2
dz B xdx
z 2
d 1
- ——/xdx
z 2
72
Inz = 7 +InC
22
Inz = InCe 71
22
z = (e 1

78



»

x

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e” 7.
Torej je

(N
(N
(N

x

)= Cla)e ™ (=3) = 3.

C'(z)e” T + C(z)e” T (-

N8

Iz tega sledi

t=—, dt=—=d
4 P
in zato
C(x) :/etdt
in ,
Clz)=eT +D

2” 22
4

Splosna resitev diferencialne enacbe je z, = (e 4+ D)e™

. v . v l
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = yz.

Kon¢na resitev je tako y = ((e® + D)e™ 1)2.

oy — gl
Y +y =y

Uvedemo novo neznanko z = y!=".

[z podane enacbe je razvidno, da je n = %
. 1

Nova neznanka je enaka z = y5.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = %—

. . 2 . . '
Prvotno enac¢bo delimo z y3 in dobimo 4 + % = x.
y3 y3
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 3z’ + 2z =z
Dobljena diferencialna enac¢ba je linearna diferencialna enacba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka 2’ +%z = 3.
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Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

Z4+-z =0
S o= =
3
dz B dx
z 3
dz 1
= — |4
z 3/ .
1
Inz = —gx—l—lnC
Inz = InCe 3
z Ce 3

« v . . v v _z
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom z = C'(z)e™ 3.

Torej je

in zato

ter
C(x) = wes —3e3 + D.

ol

Splogna reditev diferencialne enacbe je z, = (ves — 3e5 + D)e™ 5.
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y%.

Splogna, reditev je tako y = (x — 3 + De™5)>.
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(f) 20/ + ;% = 3ys

rlnz

W=

. . . 3 3
Enacbo preoblikujemo ' + 75— = Jy5.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

[z podane enacbe je razvidno, da je n = %
. 2
Nova neznanka je enaka z = y3.
. . .. /
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = %y—l
y3
v . 1. . / 3y% 3
Prvotno enacbo delimo z y3 in dobimo 5 + 55— = 3.
y3 xInx 2
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 32/ + 32— = 3,
2 2zlnx 2

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka

’ z

2zlnx

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

/ z

= 0
Z+2xlnx
4 = -2
2rInx
d_z B dx
z 2zlnx
R
z 2 ) xlnx
t=1Inx, d—x:dt
T
1
Inz = —§lnt+lnC

Inz = lnC(lnx)_%
z = C(lnx)_%.

Splosno resitev diferencialne enatbe redimo z nastavkom y = C/(x)(Inz) 2.
Torej je

C'(a)(Inx) "2 + C(a)(—o=)((Inz) %) = C(a)(—=)((lnz)"2) = 1.



Iz tega sledi
C'(z) = (Inz)?

Uporabimo metodo perpartes:

u= (lnx)%, ldz = dv.

in zato
1
C(z) = z(lnz)? — 5 /lnxdx
ter |
C(z) = x(lnx)% . ;x + g + D.

% & : : M : _ 1 zlnz x
Splosna relsnev diferencialne enacbe je z, = (r(Inx)2 — 5 + 5 +
D)(Inz)~2.

. “ S 2
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y3.

Splosna resitev je tako y = ((z(Inz)2 — elhr 4 24 D)(lnx)_%)%.

vy +y+atyt =0

Enacbo preoblikujemo y' + 2 = —2zy*.
Uvedemo novo neznanko z = y!=™.
Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 4. Nova neznanka je enaka

zZ = y_3.

. . .. /
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —‘z%.
. . . /
Prvotno enacbo delimo z y* in dobimo o+ % = —2zx.
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo —%Z/ + %z = -2z

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka 2’ + —gz =
6.
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Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

6
Z4+——2 =0

x

d 6

E o2 2m
z x

dz

1
= 6/—d$
z T
Inz = 6lnxz+InC
Inz = InCzS

2 = (CaF.

Splogno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C/(x)".
Torej je

C'(z)2® + C(x)62° — C(x)62° = 6.

Iz tega sledi

in zato

3
Cx) = —==+D.
Splosna regitev diferencialne enacbe je z, = (—32; 4+ D)a®

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y 3.

- - . _ 1 1
Splosna resitev je tako y = (m)&

(h) zdy = (2*y + 2*y3)dx
Enacbo preoblikujemo y' — xy = x1°.
Uvedemo novo neznanko z = y!=™.
Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 3. Nova neznanka je enaka
2=y 2
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —=£.

Prvotno enacbo delimo z y* in dobimo -5 =u
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Po zamenjavi z novo neznanko dobimo —%z’ — Tz =T

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enacba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka
2+ 2wz = 2.

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

Z 422 = 0

d

@ —2xdx

z

d

@ -2 / xdx

z
Inz = —2°+InC
Inz = InCe™®

y = Ce .

« o . . . o .2
Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™"".

Torej je
C'(z)e™™ + Cla)e ™ (—2z) — Clx)e ™ (22) = —2u.
Iz tega sledi

2

C'(z) = —2z€"
t =22, dt =2zdx

/ C'(z) = -2 / ve” dx
/ C'(x) = — / eldt

C(z) = - + D.

ter

n zato

Splosna resitev diferencialne enacbe je z; = (—ex2 + D)e_“"’Q.

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y 2.

Splosna resitev je tako y = | /W.
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3.2 Diferencialne enacbe drugega reda

Linearne diferencialne enac¢he drugega reda s konstantnimi koeficienti so
oblike

Y+ ary + aoy = f(2),

kjer so ay, ag realna Stevila.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe dobimo s pomocjo karakteri-
sti¢nega polinoma. Namesto " in 3’ uporabimo A\? ter \.

Karakteristi¢ni polinom je tako enak A\? 4+ a; A + ag = 0.

Nicle karakteristicnega polinoma nam bodo dale resitev homogenega dela di-
ferencialne enacbe.

Pomagamo si z naslednjimi nastavki:

e Nicli karakteristi¢nega polinoma A; in A\ sta razli¢ni realni Stevili:
yu = C1eM® 4 Che?®.
e Nicla karakteristicnega polinoma je realna in dvojna, A\; = Ay = \:

Yg = Cle)‘z + CQ.TGA:B.

e Nicli karakteristi¢nega polinoma sta konjugirani kompleksni Stevili,
)\1:a+ib, )\gza—ib:

yg = e (C1 cos(bx) + Cysin(bx)).
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Partikularno resSitev diferencialne enac¢be pois¢emo z nastavkom:

f(x) nastavek
Ce*” Az®e™®
pn(x)e*® P,(x)zse™”
r2e” (Az? + Bz + C)z°e”
C'sin(fBx) x*(Asin(fz) + B cos(fx))
C cos(fx) z*(Asin(pz) + B cos(fz))
c

( ( )
Pn(2)(C'sin(Bz) + D cos(fr)) E n(® )Sln((ﬁfc)JrQn(ﬂfg os(fx))

pu(x)e®® (C'sin(Bz) + D cos(fx)) 5(Pp(x) sin(fx) + Qn(x) cos(fx))e*”

s =0, ¢e a oziroma « + i ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma.
s =1, ¢e a oziroma « + i je nicla karakteristicnega polinoma.

s = 2, ¢e je a dvojna nicla karakteristicnega polinoma.

1. Poiscite splosne resitve diferencialnih enach drugega s konstantnimi ko-
eficienti:

(a) v + 4y = 8z*

(b) ¥ +2y +y=(x+1)e*
(¢) ¥ + 4y +y = e2”

(d

)
)
)
) Y +y =2+
e) 2y +y=e"+a%e"
)
)
)

(
(f y”+3y—10y—me
g) v +y' — 6y = €2 cos 2x

h) " + 2y + 5y = 16e” 4 sin 2x

(
(
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Resitev.
(a) y" + 4y = 8a?

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
N +4=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\; = 0 4 2i ter Ay = 0 — 24.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yy = C1 cos(2x) + Cysin(2z).
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enac¢be predstavlja polinom druge stopnje 8z
Sedaj lahko uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.
pn(z)e®® P, (x)z*e™.

pn(2)e?® = 822e%. Od tod sledi, da je a = 0. Iz tabele velja,
¢e « ni nicla karakteristicnega polinoma potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: (Ax? + Bx + C')2%" oziroma

(Az? + Bx + O).

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
Arx* 4+ Bz +C, y, =2Az+ B, y, =2A.

Ker je y” + 4y = 822 velja enakost 24 + 4Ax? + 4Bz + 4C = 822

Od tod sledi 4Ax? + 4Bx + 2A + 4C = 82% + 0z + 0.

Dele ob neznankah enac¢imo 44 = 8, 4B = 0, 24+ 4C = 0.
Manjkajoce neznanke A, B,C so enake A =2, B=0, C=—1.

Partikularni del resitve je enak y, = 22% — 1.

Kon¢na, skupna reitev je enaka 222 — 1+ C cos(2z) + Ca sin(2z).
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b) ¥ +2¢ +y=(x+1)e*

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN +20+1=0.

Nicli karakteristicnega polinoma sta Ay = Ay = —1.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

Yy = Cie™ + Cyxe™™.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt polinom ter eksponentne funk-
cije (z + 1)e?.

Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.

pu(x)e®™  P,(x)re*.

pn(1)e®® = (z + 1)e**. Od tod sledi, da je a = 2. Iz tabele ve-
lja, ¢e o oziroma « + i ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma potem
je s =0.

Nastavek je tako enak: (Az + B)z%** oziroma (Az + B)e?*.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.

Yp = (Az+ B)e*, y, = Ae* +2(Ax+ B)e*, y) = 4Ae* +4(Ax+
B)e*.

Ker je 3y +2y'+y = (x+1)e** velja enakost 4Ae* +4(Ax+ B)e** +
2(Ae*® + 2(Az + B)e*™) + (Az + B)e* = (z + 1)e?*.

Od tod sledi (64 + 9B)e* + (9A)ze*® = e** 4 xe?®.

Dele ob neznankah enac¢imo 6A +9B =1, 94 =1.

Manjkajo¢i neznanki A, B sta enaki A = %,

Partikularni del resitve je enak y, = (32 + 3 )e*”.

Konéna, skupna resitev je enaka yg = (§2+5)e** +Cre " +Coze ™.
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(c) ¥ +4y +y = es

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
M 4+4r+1=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta Ay = =2 + /3, Ay = —2 — /3.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

g = Crel VD 4 el 2V,

Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

z
2

Desni del enacbe predstavlja eksponentna funkcija ez.
Sedaj uporabimo prvi nastavek v nasi tabeli.

Ce** Axse®”,

Ce*® = 1e3®, Od tod sledi, da je @ = % Iz tabele velja, ¢e
oziroma « + ¢ ni nic¢la karakteristicnega polinoma potem je s = 0.
Nastavek je tako enak: Az%e2® oziroma Ae2®.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.
yp = Aex”, Yy, = %Ae%m, Y, = }IAe%x.
Ker je y"+41y'+y = e2 velja enakost iAe%erll(%Ae%x)—i-Ae%x = e37,
Od tod sledi (%A)e%x — 37,
Dele ob neznankah enacimo %A = 1. Manjkajoca neznanka A je
enaka A = 14—3.

ll’

Partikularni del reSitve je enak y, = %62 .

Koncna, skupna regitev je enaka yg = %e%z+016(—2+\/§)x+026(—2—\/§)x_
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(d) v +y =2 +x

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN+ A=0.

Nic¢li karakteristi¢nega polinoma sta Ay = 0, Ao = —1.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = C1 4+ Cee™™.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enac¢be predstavlja polinom druge stopnje 2% + x.
Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.
pu(z)e®® P, (x)x*e™.

pu()e®® = (2% + ). Od tod sledi, da je @ = 0. Iz tabele
velja, Ce je o oziroma « + i nic¢la karakteristi¢nega polinoma po-
tem je s = 1.

Nastavek je tako enak: (Az?+ Bz + C)z'e" oziroma (Az? + Bx +
C)z.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
Ax® + Bx? + Cu, Y, = 3Ax? +2Bx + C, y, = 6Ax +2B.

Ker je 3y’ +1' = 2* + x velja enakost 6 Az + 2B +3Ax? +2Bx+C =
r? + .

Od tod sledi 342% + (6A +2B)z + 2B + C = 12% + 12 + 0.

Dele ob neznankah ena¢imo 34 =1, 6A+2B =1, 2B+ C =0.
Manjkajoce neznanke A, B, C so enake A = %, B = —%, C=1.

1

Partikularni del reSitve je enak y, = §x3 — %x2 + .

Kon¢na, skupna resitev je enaka ys = 32° — 12? + 2 4 C) + Che™".
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(e) 2y//+y:6x+x2em

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
222 +1=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta Ay =041 %, A =0— z\/g
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yr = (O Cos(\/gx) +Cy sin(\/gx)).

Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja po preoblikovanju produkt polinoma
druge stopnje z eksponentno funkcijo e®(1 + z?).

Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.

pn(x)e®®  P,(z)x*e®.

pn(2)e?® = (2% + 1)e!®. Od tod sledi, da je a = 1. Iz tabele velja,
¢e a oziroma « + i ni nicla karakteristi¢nega polinoma potem je
s =0.

Nastavek je tako enak: (Az?+ Bz + C')2%!* oziroma (Az? + Bx +
C)e”.

Pois¢imo manjkajoc¢e vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
(Az?> + Bz + C)e*, y, = (Az® + 2Ax + Bx + B+ O)e*, vy =
(Az? + 4Az + Bx + 2A+ 2B + C)e”.

Ker je 2y" +y = e® + z%e” velja enakost 2((Az? + 4Ax + Bx +2A +
2B + C)e”) + (Az* + Br + O)e” = e* + z%e”.

Od tod sledi (34)2%e"+(8A+3B)ze”+(4A+4B+3C)e” = x?e*+e”.
Dele ob neznankah ena¢imo 3A =1, (84+3B) =0, (4A+4B+
3C) = 1. Manjkajoce neznanke A, B,C so enake A = L, B =
_8 0=2

9 27 )

Partikularni del resitve je enak y, = (327 — 3z + 22)e”.

wl

Kon¢na, skupna resitev je enaka ys = (122 — %x + %)em +Cie ™+

(Ch cos(\/gx) + sin(\/gx)). 3
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(f) v+ vy’ — 6y = €** cos 2z

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN +A—6=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\ = 2, Ay = —3.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = C1e** 4 Che 3.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt eksponentne funkcije s ko-
sinusno funkcijo e** cos 2z.

Sedaj uporabimo peti nastavek v nasi tabeli.

Ce™ cos(fx) z*e*(Asin(fx) + B cos(fx)).

Ce®® cos(Bx) = €2 cos2z. Od tod sledi, da je « = 2 in § = 2. Iz
tabele velja, ¢e o oziroma o+ ni nicla karakteristi¢nega polinoma
potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: 2°e** (A sin(2x)+ B cos(2x)) oziroma e** (A sin(2z)+
B cos(2x)).

Poig¢imo manjkajoce vrednosti A, B danega partikularnega nastavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
e**(Asin(2z) + Bcos(2x)), y, = 2e*((A — B)sin(2z) + (A +
B)cos(2x)), yy = 4e**(—2Bsin(2z) + 2A cos(2z)).

Ker je 3" + 14 — 6y = €** cos 2x velja enakost 4e?*(—2Bsin(2x) +
2A cos(2x))+2e** ((A—B) sin(2x)+(A+ B) cos(2z))—6(e** (A sin(2z)+
B cos(2z))) = €2® cos 2z.

Od tod sledi 10A —4B =1, —4A—10B = 0. Manjkajo¢i neznanki
A, B sta enaki A = %, B = —%.

Partikularni del resitve je enak y, = e**( sin(2z) — 55 cos(2z)).

Konéna, skupna resitev je enaka yg = ¢*"(Z sin(2z) — 55 cos(2z)) +
Cle2m + 026—332.
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(g) y// + 3y/ _ 10y — x2em

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
A2+ 3\ —10=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta \; = —5, Ay = 2.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = Cre77" + Che®.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt polinoma druge stopnje z ek-
sponentno funkcijo z%e®.

Sedaj uporabimo tretji nastavek v nasi tabeli.

?e*”  (Az? + Bz + C)ze”.

2?e = 2%, Od tod sledi, da je a = 1. Iz tabele velja, ¢e «
oziroma « + ¢ ni nic¢la karakteristicnega polinoma potem je s = 0.
Nastavek je tako enak: (Az?+ Bz + C')2%!* oziroma (Az? + Bx +

C)e”.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
(Az?> + Bz + C)e*, y, = (Az® + 2Ax + Bx + B+ O)e*, vy =
(Az? + 4Az + Bx + 2A+ 2B + C)e”.

Ker je y"+3y —10y = 22" velja enakost (Az?>+4Az+Bx+2A+2B+
C)e"+3((Az*+2Az+Bx+B+C)e®)—10((Az?*+ Bz +C)e”) = x2e”.
Od tod sledi (—6A4)z%e”+(10A—6B)ze® +(2A+5B—6C)e® = 12e”.
Dele ob neznankah ena¢imo —6A4 =1, (10A—6B) =0, (2A+5B—
6C) = 0. Manjkajoce neznanke A, B,C so enake A = —1 B =

6

_3 — _ 3L
18” C 108" Ls s a1
1 1 37 1 f— _— —_— — _— z
Partikularni del resitve je enak y, = ( 6L 15T 108)6 .

~ = : _ 1,2 5 31 T —bx
Koncna, skupna resitev je enaka yg = (— 52 —157—155 )" +C1e ™"+
026296.
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(h) y" +2y' + by = 16€” + sin 2z

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN +2X04+5=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\ = —2 + 21, Ay = —2 — 24.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yy = e 2*(C} cos(2x) + Cysin(2z)).

Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enachbe predstavlja vsoto eksponentne funkcije s sinusno
funkcijo 16e” 4 sin 2.

Partikularni nastavek dobo dobili, kot vsoto dveh nastavkov.

Prvi nastavek je enak : C'e®™  Dx®e®”.

Ce™ = 16e'*. Od tod sledi, da je o = 1. Iz tabele velja, ¢e a
oziroma « + i3 ni nic¢la karakteristicnega polinoma potem je s = 0.
Prvi nastavek je tako enak: De”.

Drugi nastavek dobimo iz C'sin(fz) = a*(Asin(Sz) + B cos(fx)).
Ce®® sin(Bz) = € sin2z. Od tod sledi, da je a = 0, 8 = 2. Iz ta-
bele velja, ¢e a oziroma « + ¢ ni nicla karakteristicnega polinoma
potem je s = 0.

Drugi nastavek je tako enak: Asin(2z) + B cos(2x).

Poig¢imo manjkajoci vrednosti A, B danega partikularnega nastavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
De*+Asin(2x)+B cos(21), y, = De"+2A cos(2r)—2Bsin(2x), y, =
De® — 4 Asin(2x) — 4B cos(2z).

Ker je y” +2y'+ 5y = 16e” +sin 2x velja enakost De® —4 A sin(2z) —
4B cos(2x) +2(De* +2A cos(2x) — 2B sin(2z)) + 5(De” + A sin(2z) +
B cos(2z)) = 16€* 4 sin 2.

Od tod sledi 8De” + (A — 4B) sin(2z) + (4A + B) cos(2x) = 16e” +
Isin(2x) + 0 cos(2z).

Dele ob neznankah ena¢imo 8D = 16, (A—4B) =1, (4A+B)=0.
Manjkajoce neznanke A, B, D so enake A = 11—7, B = —%, D=2
Partikularni del resitve je enak y, = 2e” + & sin(2z) + — 1+ cos(2x).

Kon¢na, skupna resitev je enaka ys = 2¢” + 1—1781n(2x) + —14—7 +
e 2*(C} cos(2x) + Cysin(2z)).
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Poglavje 4

Funkcije ve¢ spremenljivk

1. Poiscite naravna definicijska obmocja funkcij dveh spremenljivk:

(a) f(z,y) = /y*— a2

(b) flz,y) = /81— a2 —y?

(¢) flz,y) =In(25 — 22 —y?)

(d) f(z,y) =In(y — 2> +3)

(e) f(z,y)=16—-3z—vy

(f) f(z,y) = Tx + 3wy — de®" tev+2

(8) flz,y) = it

(h) flz,y) = 2%

(i) flz.y) = 2%

G) floy)=2y2m Fy—T+/6—a2—42
(k) f(z,y) =2z In(y — 3@)

(1) f(z,y) = 2arcsin ¥ — 7/4x — 42? — y?
(m) f(x,y) = —3arctan /5y — = + sin (2 — 3zy) + 9(4 — 79:5).%
Resitev.

(a) Funkcua je definirana za vse tiste pare (z,y) € R? za katere je
y* — 22 > 0 oziroma y? > 2%. Od tod dobimo |y| > |x|
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(b)

(c)

Funkcija je definirana za vse tiste pare (z,y) € R? za katere je
81 — 2% — y? > 0 oziroma z? + y* < 81. To so tocke, ki lezijo na
krogu s sredi $¢em v koordinatnem izhodis¢u in polmerom 9.

Funkcija je definirana za vse tiste pare (z,y) € R?, za katere je
25 — 22 —y? > 0. To so tocke, ki leZijo znotraj kroga s srediS¢em v
koordinatnem izhodis¢u in polmerom 5.

Funkcija je definirana na obmodju, kjer je y — 22 +3 > 0, saj
je logaritem definiran samo za pozitivna realna stevila. Torej je
y > x2 — 3. To so tocke, ki lezijo nad parabolo y = 22 — 3.

Funkcija je definirana za vse tocke (z,7) € R
Funkcija je definirana za vse tocke (z,y) € R?.

Funkcija je definirana povsod razen tam, kjer je imenovalec enak 0.
Torej funkcija ni definirana, e je 2°+y* = 0 oziroma (z,y) = (0,0).

Funkcija ni definirana, ¢e je y? — 2 = 0, kar pomeni |z| = |y|.
Funkcija ni definirana, ¢e je y — 4z = 0 oziroma y = 4x.
Funkcija je definirana za vse tocke (x,y) € R?, za katere jey > 1—2x
in 22 + y? < 6.

Funkcija je definirana na obmodju, kjer je 2z In(y — 3x) > 0:

i. > 0in In(y — 3z) > 0, kar pomeni z > 0 in y — 3z > 1,
ii. z < 01in In(y — 3z) < 0, kar pomeni x < 0 in y < 3z + 1.
Ker je funkcija arcsin definirana na intervalu [—1, 1], je definicijsko

obmodje mnozica parov (z,y) € R? za katere velja

1< <1 i @r-1242<
xXr

Torej je to mnozica parov (z,y) € R? za katere velja z # 0, y < z,
—r<yin 2z —1)2+¢y* < 1.

Definicijsko obmodje je mnoZica tock (z,y) € R?, za katere velja
y><iny#0.
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2. S pomocdjo nivojnic in prerezov predstavite funkcije:

Funkcijo dveh spremenljivk lahko geometrijsko ponazorimo s pomocjo
nivojnic in prerezov. Naj bo a € R Stevilo iz zaloge vrednosti funkcije
f(z,y). Definirajmo

No = {f(z,y) € D|f(xy) = a}.

Tej mnozici pravimo nivojnica funkcije f pri vrednosti a. Oc¢itno vsaka
totka (z,y) € D lezi na natanko eni nivojnici funkcije. Druzina vseh
nivojnic f(x,y) = a napolni celotno obmodcje D, ko a pretece vse vre-
dnosti funkcije f. Torej, nivojnica povezuje tocke na isti visini. To lahko
primerjamo z izohipsami na zemljevidu, ki povezujejo iste visinske tocke.

(a) fz,y) = 2"+

(b) flz,y) =4 —2%—y
(c) f(z,y)=—/9— 22—y
(d) flz,y) =32+ 4y

(e) f(z,y) =2y/22 +y?

() flay) =5+ %

(g) f(z,y)=Va+y

(h) f(z,y) =In(42? — 3y)

(i) f(z,y) =y(a* 1)

0) f(z,y) = y2ix2

Regsitev.
(a) f(z,y) =2+

Nivojnice, f(z,y) =a:

No, 22 +42=0.

Dobljena enacba je enacba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = v/0 = 0.

Ny, 22+y*=1, T, =(0,0),r=+1=1.
Ny, 22 4+9?>=2, T, =(0,0),r =+/2=1,41.
Ns, 22 +y*>=3, T5=(0,0),r=+3=1,73.
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(b)

flx,y) =3z + 4y

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, 3z + 4y = 0. Dobljena enacba je enacba premice yy = —%x.

Ny, 3x+4y =1, yl—i—%x.
NQ, 3$+4y:2, ygzé—%l’
N3, 3x+4y = 3, ygzi—%x.
Ny, 3z 44y =4, y4:1—%x.

floy) = VA —a?—y?

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, /4—122—9y2=0, 2*+y* =4, Dobljena enatba je enacba
kroznice s srediséem v tocki Ty = (0,0) ter radijem r = v/4 = 2.
Ny, VJd—a2—y2=1, 22 +y*=3, T. =(0,0),r = /3.

Ny, Jd—a2—y2=2 22+y>=0, Ty =(0,0),r =0.

flry) = —v9—a®—y?

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, —/9—a2 —92=0, 224+1y>=09.

Dobljena enacba je ena¢ba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = /9 = 3.

Ny, —9—a2—92=—1, 22+9>=38, T, =(0,0),r = /8 =
2,82,

Ny, —/9—a22—y2=-2 22+y*>=5 T, =(0,0),r=+5=
2,23,

Ns, —/9—22 —y2=-3, 224+4y>=0, T3 =(0,0),7r=+/0=0.

f(x,y) =2y/2% + 92

Nivojnice, f(z,y) =a:
Ny, 2+/22+y?>=0.
Dobljena enacba je enacba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = 0.

N, 2/ 1 2=1, T = (0,0),
No, 20/ 142 =2, Ty = (0,0),
Ns, 222 112 =3, Ty = (0,0),

N 33
I
SIS el I L
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(f)

2

" 2

Nivojnice, f(z,y) =a:
Ny, 2=,
Dobljena enacba je enacba elipse s srediséem v tocki Ty = (0,0) ter
manjso in vecjo polosjo a = 2,b = 4.
Ng, % + % - 2 ,
Enacbo preoblikujemo % +5 =1
Dobljena enacba je enacba elipse s srediséem v tocki Ty = (0,0) ter
manjso in vedjo polosjo a = v/8,b = v/32.
2 2
Ng, % + 31/_6 = 3 , ,
Enacbo preoblikujemo 5 + % = 1.
Dobljena enacba je enacba elipse s sredis¢em v tocki Ty = (0,0) ter
manj$o in vecjo polosjo a = v/12,b = /48.
2 2
Ny, T +% =4 o
Enacbo preoblikujemo 7 + & = 1.
Dobljena enac¢ba je enacba elipse s sredisé¢em v tocki Ty = (0,0) ter
manjso in vecjo polosjo a = 4,b = 8.

flxy) =Vr+y

Nivojnice, f(z,y) =a

No, x +y = 0. Dobljena enac¢ba je enacba premice y = —x
Ny, Ve+y=1 y=1—-x

Ny, Vet+y=2 y=4—x

N3, Ve+y=3, y=9—=x

Ny, Ve+y=4, y=16—=x

Nivojnice, f(z,y) =a:

No, In(4a? —3y) =0, In(42? —3y) =Ine’, y = 32 — 1.
Ny, In(4a? —3y) =1, In(42? — 3y) =Ine', y = 322 — £,
Na, In(4a? —3y) = 2, In(42? — 3y) = Ine?, y = 327 — %
N3, In(42% — 3y) = 3, In(42? — 3y) =Ine®, y = %xQ — %3
Ny, In(4a? —3y) =4, In(42? — 3y) =Ine?, y = 322 — ?

Dobljene nivojnice so parabole.
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(1)

flx,y) =y(a®—1)

Nivojnice, f(z,y) =a:

No, y(z? =1) =0, y = 5.
Ny, y(a?=1) =1, y = =+.
Ny, y(z® =1) =2, y = 4.
N3, y(a®?—1)=3, y= %
Ny, y(a? =1) =4, y= .

Dobljene nivojnice so racionalne funkcije.

fz.y) = 2

Nivojnice, f(z,y) =a:

N, =1
Enatbo preoblikujemo: z —z +y*> =0, (z — £)* — 1 +y*> =0,
(=5 +y" =1

Dobljena enatba je enatba kroznice s srediséem Tt = (1,0),7 = 1.
Np, ot =2,

Enacbo preoblikujemo: 2 — £ 44> =0, (z —1)* — 3 +y* =0,
(x — %)2+y2 = %.

Dobljena enac¢ba je enacba krozmice s srediséem Th = (,0),r =
x —
N37 2tz 3.

Enaélil)o2pre02blik11jemo: = L4y =0, (z—12—L+y?=0,
(r—5)+y° = 3.

Dobljena enatba je enacba kroznice s srediséem Ty = (3,0),r =
x —
N47 y24a? 4

Enaélil)o2pre02blik11jemo: 12— L4y’ =0, (-1 -L+y*=0,
(r—3) +y =g 1

Dobljena enacba je enacba kroznice s srediséem T3 = (5,0),7 = 3.
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Slika 4.2: f(z,y) = 3z + 4y
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Real part:

Slika 4.3: f(x,y) = /4 — 22 — y?
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Real part

Imaginary part:

Slika 4.4: f(z,y) = —/9 — 22 — 12
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Slika 4.5: f(x,y) = 2v/2? + y?

104



Real part:

Slika 4.7: f(z,y) =/ +vy
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Real part:

Slika 4.8: f(z,y) = In(4z* — 3y)
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Slika 4.9: f(z,y) = y(z* — 1)

Slika 4.10: f(x,y) =

T _
y2+x2
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3. Dolodite stevilo a tako, da bo funkcija f, podana s predpisom

zvezna.

f(z.y) :{

2?2+ Gea? +9y? <9
a; sicer

Y

Resitev. Stevilo @ moramo dolo¢iti tako, da bo funkcija f zvezna na
mnozici tock K = {(z,y) € R?; 2% +y* = 9}. Mnozica K predstavlja
kroznico s polmerom 3. Funkcijska vrednost funkcije f v poljubni tocki,
ki lezi na kroznici K, je f(z,y) = 2*> + y*> = 9. Torej mora bitia =9. V
notranjosti kroga je funkcija o¢itno zvezna.

4. Ali je funkcija f zvezna v tocki (0,0)7

Regsitev.

et (%y)%(O,O)}
0; (z,y) = (0,0)

i (v,y) # (0,0) }

Fys (w,y) #(0,0)
0; (2,y) = (0.0)
Fss (w,y) #(0,0)
0; (2,y) = (0.0)
2 (w.y) # (0,0) }
0; ([L’,y) = (070)
Ll (w,y) #(0,0)
0; (2,y) = (0.0)

Funkcija dveh spremenljjivk f(x,y) je v tocki (a,b) € D zvezna, e za
vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je | f(z,y) — f(a,b)| < € za vsak (z,y) €
D, ki je od tocke (a,b) oddaljen za manj kot &: (z —a)?+ (y — b)? < §2.
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(a) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

272 cos p sin ¢

rCos Y, rsiny) = -
I 7 ?) r2(cos? ¢ + sin® @)

= 2cos psin p = sin 2¢p.
Iz tega sledi, da je
f(rcosp,rsing) — f(0,0) = 2cos psin p = sin 2¢

kar pomeni, da funkcija f(z,y) ni zvezna v tocki (0,0).

(b) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

r2(cos? p — sin? )

r2(cos? ¢ + sin® @)

f(rcos g, rsinp) = r? cos psin ¢
1, .
= 57" sin 2¢ cos 2¢p.

Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je %7’2 sin 2p cos 2| <
€, ¢e je r < 4. Ce izberemo 0 = /e, sledi Zeleno.

(c) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

r cos? psin @
r2(cos? ¢ + sin? )

f(rcosp,rsinp) =

r cos? psin @
72 (cos2 @+sin? )

Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je <

€, Ce je r < 9. Ce izberemo 6 = %, sledi zZeleno.

(d) Ce funkeijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah = r cos ¢, y =
rsinp , je

2 cos? pr?sin? o

7 COs Y, rsiny) = -
U 7 ?) 72 cos? p + r2sin® ¢

= 72 cos® psin? .
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Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je |r? cos? psin? p| <
€, Ce je r < d. Ce izberemo 0 = /e, sledi zeleno.

(e) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos ¢,y =
rsinp , je

7 cos @rd sin® ¢

f(rcosp,rsinp) =
Vr2cos? o 4 r2sin? o

= r%cos %) sin® .

Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je ‘7’3 cos psin® ¢| <
€, Ce je r < §. Ce izberemo 0 = /e, sledi Zeleno.

(f) Ce funkcijo f(x,y) izrazimo v polarnih koordinatah = = r cos ¢, y =
rsinp , je

72(cos? ¢ — sin? )
r2(cos? ¢ + sin® @)

f(rcosp,rsingp) =

= cos 2¢p

Iz tega sledi, da je
f(rcosg,rsinp) — f(0,0) = cos2¢
kar pomeni, da funkcija f(z,y) ni zvezna v tocki (0,0).
5. Izracunajte prve parcialne odvode funkcije:

) = bzy® + 7oty — 13

) = —3z" — 6yx + 2In(x3y)
) =+/T22y — 11y + 3

) = cos®(—2xt — bry? +7)
)

)

(e ’ _ 6y—36—m3y2+7m—2
2203

(f 9 3i7fy4
2_ %
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(i) f(z,y,z) = sin(z?yz)
G) f(x,y,2) = sin* (zy2? — 322° + 8y)

(k) f(z,y,2) = w2ze + 3xy/yz? — 11

Regsitev. Parcialni odvod (po neki spremenljivki) ra¢unamo kot obic¢ajni
odvod funkcije (po isti spremenljivki), pri ¢emer vse ostale spremenljivke
obravnavamo kot konstante (tj. jih fiksiramo).

(a) Parcialni odvod po spremenljivki z:
fo(z,y) = 5y* + 282°y.
Parcialni odvod po spremenljivki y:
fy(z,y) = 152y + T2’
(b) Parcialni odvod po spremenljivki z:
fo(z,y) = —212° — 6y + 627"
Parcialni odvod po spremenljivki y:
fy(,y) = =62 + 2y~
(c) Resitev je
fe(z,y) = %(7x2y — 1lzy + 3)_%y(14x —11)

flwy) = =(T2%y — 1oy +3) 2a(7z — 11)

1
2
(d) Parcialna odvoda izra¢unamo po pravilu za posredno odvajanje:

folz,y) = 6(—8x — 5y?) cos®(—2x* — 5ay? + 7)sin(—22* — 5xy* + 7),
fy(x,y) = —10xycos’(—2x* — 5ay® + 7) sin(—22* — 5zy* + 7).

(e) Resitev je

folz,y) = 6y Se Vo232 4 7)
fy(x,y) = 6_$3y2+h—2(—18y_4—2x3y)

111



(f) Parcialna odvoda izra¢unamo po pravilu odvajanja ulomkov:

102y (327 + y*) — 5a?y?(2125)

fo(,y)

(327 4 y*)? ’
f(oy) = 1522y2 (32" + y*) — 5ay?
S (327 + y*)? ’
(g) Resitev je
ey = E-(5y? —2) 7 (@ 4 y?) — 3(5y* — @)
fey) = 2y(5y* — 2) 7 (¢* +y?) — (59> — 2)52y
y\bs (23 + y2)2
(h) Resitev je
folwy,2) = —272%2% — Tyz® + 102y
fo(r,y,2) = —Taz® + ba?
fo(2,y,2) = —182%2 — 21ay2?

(i) Resitev je
folz,y,2) = 2xyzcosz’yz
fy(r,y,2) = z’zcosayz
fx,y,2) = z’ycosayz
(j) Resitev je
folz,y,2) = 42%(y — 32°) sin®(avy2® — 322° + 8y) cos(zyz* — 312° + 8y)

fy(r,y,2) = 4(z2* + 8)sin’(zyz® — 322° + 8y) cos(wyz® — 322° + 8y)
fo(z,y,2) = 42(2yz — 152*) sin®(zy2? — 322° + 8y) cos(zyz? — 322° + 8y)

(k) Resitev je
2
fx(xayaz) = Ze%y(]' - g) + 3\/ y22

2 3
folw,y,2) = —2azy 2ew toray

NI

D=

fowy,2) = 2% + 3wy
6. Izracunajte prve in druge parcialne odvode funkcije:
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) [(z,y) =2® — 5/zy

) f(z,y) =In(z’y + Ty +1)
(¢) f(x,y) = cos(Tzy)

) f(z,y) = 2e®™ +y!

) flz.y)

= /23y +2y—1-byx

SIS

Resitev.

(a) Drugi parcialni odvodi so definirani kot parcialni odvodi prvih od-
vodov. Najprej izracunamo oba prva parcialna odvoda:

5 1 5 1
folw,y) = 92%° = Syra™2, fy(w,y) = 32"y’ — Sary

o[

N

Drugi parcialni odvodi so:

D 1 _3
fes(wy) = (Folw,y))e = 7207y 4 Jy2as,

5 _1 _1
fry(wi = (f:v(xvy))y:27$8y2_zy 2r 2,

D _1 _1
fuley) = (fyla,y))e = 272" — 2y ™22,

Nlw
8
[t

fyy(xvy) = (fy(xvy»y = 6$93/ + Zy_

Ker je obravnavana funkcija (zvezno) parcialno odvedljiva, so me-
Sani odvodi med seboj enaki.

(b) Prva parcialna odvoda:

32y 3+ 7

fe(w,y) = R fy(@,y) = Pyt Ty 1

Drugi parcialni odvodi:

6zy(zPy + Ty + 1) — 9zy?

fealot) = = v i
fo (o) = YTy +D) 32y +7)
zy\ T, Y (x3y+7y+1)2 ,
fyw(xay) = f:vy(«f,y),

_ LU3 LU3
Folany) = —& EDE+T)

(x3y 4+ Ty +1)2
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(¢) Prva parcialna odvoda:
folz,y) = =Tysin(7xy), f,(x,y) = —Twsin(7zy).
Drugi parcialni odvodi:

foz(,y) = =49y cos(Tzy),  fuy(z,y) = —Tsin(Tzy) — 492y cos(Tzy),
fym(x,y) = fmy(x7y>7 fyy(x7y> = —491’2 COS(7SL’y).

(d) Prva parcialna odvoda:
™ +yt fo (v, y) = (1 + bry), f,(x,y) = bx?e’™ + 5y°.
Drugi parcialni odvodi:

foz(2,y) = 5ye™ (2 + 5xy),  fo(z,y) = 5xe’™¥ (2 + B1y),
fe(T,9) = fay(2,9),  fyy(z,y) = 5(5$3€5my + 3y2)-

(e) Prva parcialna odvoda:

3
folz,y) = §x2y(f€3y+2y—1)‘% — 3ya~ 3,
1 _1 3
fy(z,y) = §(x2+2)(:c3y+2y—1) 2 — 5’

Drugi parcialni odvodi:

9 6
fos(wy) = Bay(ay+2y—1)72 —1x4y2(x3y+2y—1)—%+gyaz—%,
3 3
falwy) = 52*(@ly+2y—1)72 = Jaly(a® + 2)(ey + 2y — )72 =37,
1 _3
fw(w,y) = =@ +2)° @'y +2y - 1)72.

7. Naj bo f(z,y) = ezﬂ% Pokazite, da je:

(a) fx(x7y> - fy(l’,y) = %2@95_?/
(b) fxx(x>y) + fyy(l’, y) = Qf(x,y)
(C) fmc(x7 y) -+ 2fmy(l’, y) -+ fyy(x7 y) — %e:c—i-y
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Regsitev.

(a) Kerje fi(z,y) = f(z,y)in fy(z,y) = W#, sledi zeleno f,(z,y)—
fyzy) = Fev.

(b) Ker je fu(w,y) = fyy(z,y) = f(2,9), je feulz,y) + foy(v,y) =
2f(z,y).

(c) Upostevajmo, da je fy,(x,y) = f,(x,y), kar nas privede do Zelene
enakosti.

8. Poiscite tako realno $tevilo a, da bo za funkcijo f(z,y) = 5y* + ax?y
Veljalo fmc(x7y> = 5fyy($7 y)

Resitev. Upostevajmo, da je fi.(x,y) = 2ay in f,,(z,y) = 30y, iz Cesar
sledi a = 3.

9. Naj bo f(z,y) = In(z?y?(2* + y?)). Izracunajte z f.(z,y) + yf,(z,y).
Resitev. Ni tezko preveriti, da je zf.(z,y) + yfy(z,y) = 6.
10. Pokazite, da za funkcijo f(z,y) = 4e™3* cosy velja fr(z,y) = —=9fy, (2, v).

Regitev. Kerje fy,(r,y) = —de ¥ cosx in f,.(7,y) = 36e cosy, sledi
zeleno.

11. Naj bo f(z,y) = SFW=2)  pokazite, da je —L2W)ulw) _ 20wty)

292 e*~Y+cos(y—=x) 393

Resitev. Ker je

(e ¥ + sin(y — x))z?y* — ("7 + cos(y — z))2zy?

fey) = (—e*¥ —sin(y — x))z*y? — (7Y + cos(y — x))2z%y
y\nhyY) = 2yl '

sledi Zelena enakost.
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12. S pomoccjo izreka o diferencialu priblizno izra¢unajte:

(a) v/2.99% 4 3.022
(b) In(v/1.06 + v/0.94 — 1)
(c) 1.02301

Resitev.
(a) Naj bo f(x,y) = /2> + y%. Potem je

folr.y) = 2@+ 9% in fo(z,y) = yla® + )72

Torej je

L

f(2.99,3.02) ~ f(3,4)+ f(3,4) - (=0.01) + f,(3,4) - (0.02)

3 -1 4 2
242 2 =50l
5 100 "5 100 =Y

— 5+
(b) Naj bo f(z,y) = In(y/r + ¢y — 1). Potem je
fuley) = o H (Va0 i fy(ey) = g (Vg1

Torej je

In(V1.06 +v0.94 —1) =~ f(1,1)+ f.(1,1)-(0.06) + f,(1,1) - (—0.06)
1 6 1 —6
4

Q

L — 4. — =001
O3 700 T 1 100

(¢) Izrac¢unati moramo vrednost funkcije f(x,y) = a¥ v tocki (1.02,3.01).
Ker je
folz.y) =ya™ in fy(z,y) =¥ Inz,

je
1.02%%0 ~  f(1,3) + f.(1,3) - (0.02) + f,(1,3) - (0.01)

2
= 14+3-— =1.06.
* 100
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13. S pomocjo diferenciala izracunajte, za koliko odstotkov se poveca volu-
men valja, ¢e se radij r in viSina v valja povecata za 2 %.

Resitev. Volumen valja je V = mr?v. Zanima nas % = W. Upo-
- : indr 1 s dv 1 o s dvo 6 | |
Stevajmo, da je <- = 355 In - = 155, 1z Cesar sledi - = 155. Torej se je

volumen valja povecal za 6 %.

14. Naj bo f taka preslikava, da paru (a, b) priredi $tevilo na naslednji na¢in:
¢e ima funkcija g(r) = 2* + ax + b realne korene, potem f paru (a,b)
priredi vecjega od korenov.

(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije f.

(b) Izrac¢unajte priblizno vrednost f(—1.01,—1.97).

Regsitev.

(a) Funkcija f(a,b) = =2te=2 V2“2_4b je definirana za take pare (a,b) € R?
da je a® — 4b > 0 oziroma b < %.

(b) Ker je
Fu(a,b) = %(a(& ) 1) in fiab) = —(a? — 4b)"3,

je

Q

f(=1.01,-1.97) F(=1,=2) + fu(—=1,-2) - (=0.01) + fo(—1,—2) - (0.03)

_ o, 2 -1l -1 3 59
N 3 100 3 100 300

15. Zapisite Taylorjev polinom druge stopnje funkcije:

(a) f(z,y) = 2® + xy? v okolici totke (2,1)
(b) f(z,y) = ¥ v okolici tocke (1,1)
(¢) f(z,y) =22* — 2y — y? — 62 — 3y + 5 v okolici tocke (1, —2)

Regsitev.
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(a) Prve in druge parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (z,y)
in tocki (2,1), najdemo v spodnji tabeli:

| | /| Jo | Jy [ for [ foy [ fin |
‘(x,y) ng—l—xyz‘?)xQ—i-yQ‘Qxy‘ Gx‘ Qy‘ Qx‘
1 (2,1) ] 10 | 13 4] 12] 2] 4]

Taylorjev priblizek je enak:
f(z,y) = 10+13(x—2)+4(y—1)+6(x—2)*+2(x—2)(y—2)+2(y—1)*.

(b) Prve in druge parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (x,y)
in tocki (1,1), najdete v spodnji tabeli:

| A fas | faoy | fu ]
G [ o [Phe [3G-Do |2 4y e [20s
(G [ 1] 1] 0] 0 | ] 0|

Taylorjev priblizek je enak:
flay) =+ (x—1)(y—1).
(c) Taylorjev polinom:

flr,y) ~5+2x -1 —(x—1)(y+2)— (y +2)%
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16. Zapisite Taylorjev polinom tretje stopnje funkcije f(x,y) = £

(a) v okolici tocke (0, —1)
(b) v okolici tocke (1, —2)

Regsitev.

Prve, druge in tretje parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (z,y),
tocki (0, —1) in tocki (1, —2), najdemo v spodnji tabeli:

| I 7 Ll Sl fel ful fou | fows | fooy | fow | Juw ]
[(@y) Jay 'y "oy 0[]y ?[22y] 0] 0[2y7] 6oy "]
LO0-D] o] -1] of of -1] 0] o] 0 —2] 0]
(-2 51 -51 —g[ 0] —g[ —3[ 0] 0] —7] : |

Taylorjev priblizek je enak:

(a)
fog) ~ 04 HEZ0) Z2o- 0D 3 (D= O+ 1
= —z—az(y+1)—a(y+1)>
(b)
foy) ~ —+ 5(56—1)1!— Ly +2)
2- (- -y +2) - ily+2)
' 2!
3 (D@ =D+ 273y +2)
3!
_ _%—%(x—l)—i(y+2)—i(x_1)(y+2)
S 2 Gl 2 )
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17. Zapisite Taylorjev polinom tretje stopnje funkcije:

(a) f(z,y) = e*siny v okolici tocke (0,0)
(b) f(x,y) = e""¥ v okolici tocke (1, —2)

Resitev.

(a) Taylorjev polinom: f(z,y) =~y + zy + ¢(32%y — ¢*).
(b) Taylorjev polinom: f(z,y) ~ 1+z+y+ 3(x+y)* +3(x+y)>

18. Zapisite Taylorjev polinom ¢etrte stopnje funkcije f(x,y) = (1—2z—y+
zy)~t v okolici tocke (0,0).

Resitev. Taylorjev polinom:

fla,y) = Loyt toy+y*+o’ +a’yray*+y* ot +aly oty oy +yt
19. Poiscite in klasificirajte vse lokalne ekstreme naslednjih funkcij:

Naj bo (a, b) stacionarna tocka dvakrat zvezno odvedljive funkcije f(x,y)
in naj bodo fy.(a,b) = A; fuy(a,b) =B; fy(a,b)=C":
Potem velja:

(a) Ceje A =AC — B2 >0, je v tocki (a,b) lokalni ekstrem in velja:
i. Ceje A<0,jev (a,b) lokalni maksimum,
ii. Ceje A>0,jev (a,b) lokalni minimum.

(b) Ce je A = AC — B? < 0, v tocki (a,b) funkeija nima lokalnega
ekstrema.

(c) Ce je A = AC — B% = 0, na podlagi drugih parcialnih odvodov
obic¢ajno o obstoju ekstrema ne moremo sklepati.
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(a) f(z,y) =522 +2y* —10(x +y)+ 7
(b) flz,y) =a® +y° = 3y
(¢) flz,y)=a*+zy+y?— 8z — 4y
(d) flz,y) =e" —In(2y) —x +2y
(e) f(z,y)=zy+4x™ +2y~!
(f) flz,y) = (a® + eV
(8) flz,y)=e 9 41
(h) f(z,y) =2* + y* — 62y — 39z + 18y + 20
(i) f(z,y) =3z +6y —2* —ay +y°
() flz,y) =e2(z+y?)
(k) flz,y) = e"(2® +2y?)

Resitev.

(a) Resitev sistema

fo(z,y) =102 —10=0 in f,(r,y)=4y—10=0

je stacionarna tocka T'(1, g) Ker je AC — B? oziroma A(1, g) v
T(1, %) > 0in A = f..(1, g) = 10, je v tej tocki lokalni minimum

funkcije.

(b) Resitev sistema

fx(x,y):3x2—3y:0 in fy(:)s,y):?)yz—Sx:O

sta stacionarni toc¢ki Tp(1,1) in 77(0,0). S pomocjo drugih par-
cialnih odvodov f,.(x,y) = 6z, fu(z,y) = =3 in f,,(z,y) = 6y

izra¢unamo:

i. A(1,1) > 0in f..(1,1) = 6, kar pomeni, da je v tocki Tp(1, 1)

lokalni minimum,

ii. A(0,0) < 0, kar pomeni, da v to¢ki 77(0,0) ni lokalnega eks-

trema.
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(c) Resitev sisitema
folz,y)=204+y—8=0 in fz,y)=a0+2y—4=0

je stacionarna tocka 7'(4,0). Ker je fo.(z,y) = 2, fou(z,y) = 1,
fyw(2,y) =2, je A(4,0) > 0. Iz tega sledi, da je v stacionarni tocki
T'(4,0) lokalni minimum funkcije.

(d) Resitev sisitema

folwy)=€¢"—1=0 in fyz,y)=-y ' +2=0

je stacionarna totka T'(0, 1). S pomodjo parcialnih odvodov f,.(z,y) =

", fay(x,y) =0, fyy(x,y) = y~? izracunamo A(0,1) > 0, iz Cesar
sledi, da je v stacionarni tocki 7'(0, ) lokalni minimum funkcije.

(e) Ker je
fm(ﬂf,y) :y—4ﬂj‘_2 =0 1in fy<;(}’y) :$—2y_2 :0’

jey(1—y3) = 0, iz ¢esar sledi, da je T'(2, 1) stacionarna tocka (zaradi
definicijskega obmocja funkcije reSitev y = 0 ne upoStevamo). S
pomod&jo drugih parcialnih odvodov f..(z,y) = 8z73, f.,(z,y) = 1,
fuu(z,y) = 4y~3 izratunamo A(2,1) > 0. Ker je f,.(2,1) =1 >0,
je v stacionarni tocki 7'(2, 1) lokalni minimum funkcije.

(f) Resitve sistema

1

3
fuley) = =27 al@P= 1) =0 i fyle,y) = 20yt

so tri stacionarne tocke 77(0,0), T5(3,0) in T3(—3,0). S pomodjo
drugih parcialnih odvodov
1
frolw,y) = —e™™ TV (—da' 4 Ta® — 2)
fxy(zv y) = e—x2—y2l.y(4l.2 - 1)7
3
fu(w,y) = e @+ )4y~ 2)

1zra¢unamo:

i. A(0,0) < 0, torej v tocki 71(0,0) ni ekstrema,
ii. A(3,0) >0, v tocki T5(3,0) je lokalni maksimum,
iii. A(—3,0) >0, v tocki T3(—3,0) je lokalni maksimum.
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(g) Resitev sistema
folay) = =270 =0 i fy(e.y) = —2 Ty =0

je stacionarna tocka 7°(0, 0). S pomodjo parcialnih odvodov f,.(z,y) =
26~ (22—1), gl ) = daye ) in fy (2, ) = 26~ ) (27—
1) preverimo, da je A(0,0) > 0. Ker je f..(0,0) = =2 < 0, je v
stacionarni tocki lokalni maksimum.

(h) Resitvi sistema
folz,y) =32 —6y—39=0 in f,(z,y)=2y—6x+18=0

sta tocki T (1, —6) in 75(5,6). S pomocjo drugih parcialnih odvodov
preverimo, da v to¢ki 71 (1, —6) ne nastopi ekstrem, v tocki T(5, 6)
pa je lokalni minimum.

(i) S pomodjo parcialnih odvodov funkcije pridemo do zakljucka, da
funkcija nima ekstrema.

(j) Resitev sistema

101 ,
falwy) = ez (57 + 5?/2 +1)=0 in fy(z,y) =2e2y=0

je stacionarna tocka 7'(—2,0). S pomoc¢jo drugih parcialnih odvodov
funkcije preverimo, da je v tej toc¢ki lokalni minimum.

(k) Resitev sistema
folz,y) =e"(2* + 20 +2y°) =0 in  f,(z,y) =4dye" =0

sta stacionarni tocki 77(0,0) in T5(—2,0). V tocki T} je lokalni mi-
nimum funkcije, v tocki T5 pa ni ekstrema.
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Poglavje 5

Verjetnostni racun

5.1 Verjetnost sluc¢ajnega dogodka

1. Hkrati vrzemo 2 (po$teni) igralni kocki. Izra¢unajte verjetnost, da je

(a) vsota pik na obeh kockah je sodo stevilo,

(b) produkt pik na obeh kockah je veéji od 7.

Resitev. Verjetnost racunamo kot koli¢nik P = ™ kjer je n Stevilo vseh
izidov in m $tevilo ugodnih izidov za dani dogodek. Pri metu dveh kock
je stevilo vseh izidov (to je parov (1,1),(1,2),...,(2,1),(2,2),...,(6,6))
enako 36.

(a) Stevilo ugodnih izidov (vsota sodo tevilo) je m = 18, verjetnost
_ 18
p=25

(b) Stevilo ugodnih izidov (produkt vedji od 7) je m = 22, verjetnost
p =22

367

2. V skatli imamo 15 kroglic, ostevil¢enih od 1 do 15. Iz skatle (na slepo)
potegnemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da Stevilo na izbrani
kroglici

(a) ni vedje od 12,
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(b) je manjSe od 5,

(¢) ni vedje od 157

Regsitev. 1zid je stevilo i (1 <1 < 15) na izbrani kroglici, tevilo izidov
jen =15.

(a) m=12, P=2
(b) m=5 P=2

(¢c) m=15, P=1=1

Da bo stevilo na izbrani kroglici kvec¢jemu 15 je gotov dogodek.

. Na loteriji je 5000 listkov, vsak izmed njih stane 10 €. Eden izmed njih
zadene 200 €, stirje po 100 €, 10 listkov zadene po 40 €, 20 po 20 €,
150 po 10 €in 300 po 2 €. KolikSna je verjetnost, da z nakupom enega
listka

(a) nimamo izgube,

(b) zasluzimo?

Resitev. n = 5000 (3tevilo listkov).

(a) Stevilo ugodnih izidov je Stevilo listkov, ki zadenejo vsaj 10 B, m =

. p_ 185
185; P = z555
(b) Stevilo ugodnih izidov je tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 20 E, m =
35, P = %

.V prvi Skatli je 10 kroglic, oStevil¢enih od 1 do 10; v drugi Skatli je
10 kroglic, osteviléenih od 11 do 20. Iz vsake Skatle potegnemo po eno
kroglico. Koliksna je verjetnost, da je vsota Stevil na izbranih kroglicah

(a) enaka 24,
(b) ni manjsa od 12,

(¢) ni vedja od 207
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Resitev. Moznih izidov (parov Stevil) je n = 100.

-
’ P_100

m="7
(b) m =100, P =1 (Gotovo je vsota vsaj 12.)
m=5 P=2

5. V gkatlici z zvecilnimi gumiji imamo 7 paketkov ’Softy’, 9 paketkov
’Cunga-Lunga’ in 4 paketke 'Bazooka’ Zvecilnih gumijev.

a) IzvleCemo eno paketek. KolikSna je verjetnost, da smo izbrali 'Cunga-
8
Lunga’?

(b) Izvlecemo eno paketek. Kolik$na je verjetnost, da smo izbrali ’éunga—
Lunga’ ali "Softy’?

(c) Izvletemo dva paketeka. Kolik$na je verjetnost, da nismo izbrali
"Softy’?

(d) Izvle¢emo dva paketeka. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali kro-
glici "Softy” in 'Bazooka’?

(e) Izvlecemo tri paketke. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali 2 pa-
ketka 'Bazooka’ in en paketek 'Cunga-Lunga’ 7

(f) Izvlecemo tri paketke. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali vsaj
en paketek "Softy’?

Opomba: Naloge so vzor¢ne. Tako kot paketke, lahko izbiramo karkoli
(kar zahteva naloga), na primer: kroglice, zahtevane karte, Studente, ki
so opravili izpit z doloc¢eno oceno, kakovostne ali nekakovostne izdelke,

Resitev.

(a) n=20, m=9 5

(b) n=20, m=9+7, P=1
() n:(220), m:(123), P:%
(d) n=(%), m=7-4, P=1
() n=(3), m=0)9 P=qy



(f) Verjetnost nasprotnega dogodka (nobena izvlecen paketek ni "Softy’):
(20 13\ p _ 143
n=(3), m=(y), P=s

3 3 570
Verjetnost danega dogodka (vsaj ena izvle¢ena kroglica je bela):

_ D __ 427
P=1-p=4%

6. Izpit je opravljalo 90 Studentov. 15 jih je opravilo izpit z oceno vsaj 8§,
20 jih je dobilo oceno 7, 35 pa oceno 6. Kaksna je verjetnost, da trije
nakljuc¢no izbrani Studentje niso opravili izpita?

Redgitev.
T.n= (930)> m = (230)7 P = %

5.2 Verjetnost vsote in produkta ter pogojna
verjetnost

1. Verjetnost, da pri metu (nepostene) igralne kocke pade Sestica, je %; vsi
ostali izidi (pade od 1 do 5 pik) so enako verjetni. Izra¢unajte verjetnost,
da pri metu taksne kocke

(a) padejo vsaj 3 pike,
(b) pade stevilo, ki je veckratnik Stevila 2 in 3.

(c) pade Stevilo, ki je veckratnik Stevila 2 ali 3.

Resitev. Oznac¢imo z D; dogodek ,pade i pik“.
Velja: P(Dg) = %, P(Dy) = P(Dy) = P(D3) = P(Dy) = P(Ds) = 12—5
Zeleni dogodek je vsota nezdruzljivih dogodkov.

(a) P(D3)+ P(Dy)+ P(Ds)+ P(Dg) =3 +3- & =1
(b) Stevilo, ki je deljivo z dva in s tri je Stevilo est. P(Dg) = 1

(c) P(D2)+ P(Ds) + P(D1) + P(De) =35 + 5 = 15

128



2. Dvakrat zaporedoma vrzemo (posSteno) igralno kocko. Izrac¢unajte verje-

tnost,

(a) nismo vrgli petice,

(b) nismo vrgli niti dve niti tri.

Resitev. Zeleni dogodek je produkt neodvisnih dogodkov.

() P=3-3=3

3. Nakljuc¢no izberemo Stevilo med 1 in 999. Koliksna je verjetnost,

izbrano Stevilo deljivo

(a)

(b) s 3ins 4,

(c) s3alis4,

(d) s3alis4alisb?

s 4,

Resitev. Oznacimo z D; dogodek ,izbrano stevilo je deljivo z .
(a) P(Dy) = 23 (Stevilo ugodnih je: 299 = 249)
(b) P(Ds-Dy) = P(Dys) = %
Dogodka nista neodvisna.
(¢) P(D3+ Dy) = P(Ds)+ P(Dy) — P(Ds-Dy) = 338 249 _ 88
Dogodka nista nezdruzljiva.

da je

__ 499

999

(d) P(Ds+Ds+Ds) = P(D3)+P(Dy)+P(Ds5)—P(Ds-Dy)—P(D3-Ds)—

333 , 249 , 199 83 _ 66 _ 49 __ 583
P(D4 D5)_999+999+999 999 999 999 — 999

4. Prva Skatla vsebuje 4 rdece in 8 modrih krogel, v drugi Skatli je 7 rdecih
in 5 modrih krogel. 1z vsake Skatle izvleCemo eno. Izracunajte verjetnost,

da smo izvlekli

(a) 2 modri krogli,
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(b) krogli razli¢nih barv,

(¢) krogli iste barve.

Resitev. Oznacimo dogodke:

Ry ,jiz prve Skatle smo izvlekli rdeco kroglo®,

My iz prve skatle smo izvlekli modro kroglo®,

Ry ,jiz druge Skatle smo izvlekli rdeco kroglo®,

M, iz druge Skatle smo izvlekli modro kroglo®.
Dogodki z indeksom 1 in 2 so medsebojno neodvisni.

(a) P(M1-M2)=%- 5 _ 40

12— 144
(c) P(Ry-Ry+ M- My) =4 . L4385 _ 6

. Verjetnost, da zarnica v doloCenem dnevu pregori, je 0.02.

verjetnost,

(a) da bo zarnica gorela brez napake vsaj 50 dni,

(b) da bo zarnica pregorela 30 dan.

Resitev. Oznacimo dogodke:
i stroj se i-ti dan pokvari¢, P(F;) =
F; ,stroj se i-ti dan ne pokvari®, P(F}) = %.
Dogodka, ki se zgodita ob razli¢nih dnevih, sta neodvisna.

2
100’

(a) P(FyFyF;.. Fyg) = (25)%

(b) P(F\FyFs.. . FyFas) = (3505)* - 55

100 100

. Hkrati vrzemo dve igralni kocki. Koliksna je verjetnost,

(a) da na obeh kockah hkrati pade 5 pik,

[zracunajte

(b) da na obeh kockah hkrati pade 5 pik, ¢e vemo, da je vsota pik vecja

od 8,
(c) da je vsota pik na obeh kockah manjsa od 8,
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(d) da je vsota pik na obeh kockah manjsa od 8, ¢e vemo, da je na prvi
kocki padlo manj kot 4 pike?

Resitev. Oznacimo dogodke:

P, (P-;, P-;) ,na prvikocki pade i (>4, < 1) pik®,

D; (Ds;, D;),na drugi kocki pade ¢ (>4, < 1) pik®,

‘/i (V>i7 V<i) wsota plk je i (> iv < Z.)“'

Dogodek na prvi kocki je neodvisen od dogodka na drugi kocki.

(a) P(PsDs) = 55

(b) P(PsDs5/Vsg) = %. Verjetnost, da na obeh kockah hkrati
pade 5 pik in je vsota pik vedja od 8 je: P(PsD5Vss) = 55 Verje-

tnost, da je vsota pik vedja od 8 je: P(Vig) = % P(PsDs5/V.g) =
P(P5D5V>g) 1

P(Vsg) — 10
(c) P(Vas) = 55
(d) P(Veg/Poy) = % Verjetnost, da na prvi kocki pade manj

kot 4 pike in je vsota pik manjsa od 8 je: P(V_gP4) = %. Verje-

tnost, da je vsota pik manjsa od 8 je: P(Veg) = % P(PsD5/Vss) =
P(P5D5V>8) o Q
P(Vss) 21

7. V skatli je 10 belih 6 rdecih in 4 ¢rne kroglice. Hkrati izvlecemo iz Skatle
2 kroglici. Koliksna je verjetnost,

(a) da sta obe izvleceni kroglici rdece barve, ¢e vemo, da nobena ni
bela,

(b) da sta izvleceni kroglici razli¢nih barv, ¢e vemo, da nobena ni bela,

Resitev.

(a) Zaradi pogoja ,nobena ni bela® lahko razmisljamo, kakor da bela
kroglic ni v Skatli.
_ G 1
P={d =
(b) P= 6 =&
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8. Verjetnost, da bo izdelek prvovrsten je 0.4; verjetnost, da bo neuporaben
je 0.05. Izracunajte verjetnost, da bomo kupili

(a) prvovrsten izdelek, ¢e vemo, da je uporaben,

(b) neuporaben izdelek, ¢e vemo, da ni prvovrsten.

Resitev. Oznacimo dogodke:

F' izdelek je prvovrsten®, P(F') = 0.4,
U ,izdelek je uporaben®, P(U) = 0.95,
U ,izdelek je neuporaben®, P(U) = 0.05.

(a) P(F/U) =555 = £ = 0,421

(b) P(U/F) =505 = 5z = 0,083
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