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Predgovor

Zbirka nalog iz Matemati£nih metod II vsebuje naloge in re²itve 
elotne snovi,

ki je po u£nem na£rtu predpisana za ²tudente drugega letnika univerzitetnega

²tudijskega programa Tehni²ka logistika na Fakulteti za logistiko Univerze v

Mariboru. Prav tako vsebuje zbirka nalog primere izpitov, kar dodatno omo-

go£a temeljit pregled predmeta Matemati£ne metode II.

Namen zbirke nalog je z nalogami podkrepiti snov u£benika Matemati£ne me-

tode II in na ta na£in bolj²e razumevanje in ustrezna uporaba snovi, v povezavi

z ostalimi aktivnostmi v sklopu predmeta Matemati£ne metode II.
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Poglavje 1

Odvod

1.1 Odvod, geometrijski pomen odvoda, pribli-

ºno ra£unanje

1. Izra£unajte odvode naslednjih funk
ij:

(a) (2x4 + 3x− 2 + 2
x
− 1

x2 )

(b) (−2
√√

16x+ 4x)

(
)

√

x
√
x(1− 1

x
)

(d) (x
2
√
x3 + 2) · ( 2

x4 + 3x)

(e)

x3+x−2
3−x2

(f)

lnx
e2x

(g)

x2√
(x2+x)2

(h)

e2x+3

x2−3x−4

(i)

sin(x2)
x−3

(j) ln(cos(x
2+1
x

))

(k) tan(ln(4x))

(l)

1+cos2 x
1+cos 2x
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Re²itev.

(a) Funk
ijo preoblikujemo.

f(x) = 2x4 + 3x− 2 + 2x−1 − x−2.

Odvajamo vsak £len posebej.

f ′(x) = 2 · 4x3+3+2 · (−1)x−2− (−2)x−3 = 8x3+3− 2x−2+2x−3
.

(b) Funk
ijo preoblikujemo.

f(x) = −2 · ((16x) 1
2 )

1
2 + 4x = −2 · ((16x) 1

4 ) + 4x =

−2 · 2 · (x) 1
4 + 4x.

Odvajamo.

f ′(x) = −4 · 1
4
x− 3

4 + 4 = −x− 3
4 + 4.

(
) Izraz preoblikujemo.

f(x) = (x · x 1
2 )

1
2 · (1− 1

x
) = x

3
4 · (1− 1

x
) = x

3
4 − x− 1

4
.

Odvajamo.

f ′(x) = 3
4
x− 1

4 + 1
4
x− 5

4 .

(d) Funk
ijo preoblikujemo.

f(x) = ((x · x 3
2 ) + 2) · (2x−4 + 3x) = (x

5
2 + 2) · (2x−4 + 3x) =

2x− 3
2 + 3x

7
2 + 4x−4 + 6x.

Odvajamo.

f ′(x) = 2 · (−3
2
)x− 5

2 + 3 · 7
2
x

5
2 + 4 · (−4)x−5 + 6 = −3x− 5

2 + 21
2
x

5
2 +

−16x−5 + 6.

(e) Odvajamo kot kvo
ient funk
ij.

f ′(x) = (3x2+1)·(3−x2)−(x3+x−2)(−2x)
(3−x2)2

= (9x2−3x4+3−x2)−(−2x4−2x2+4x)
(3−x2)2

=
−x4+10x2−4x+3

(3−x2)2
.

(f) Odvajamo kot kvo
ient funk
ij.

f ′(x) =
1
x
·e2x−lnx·e2

(e2x)2
= e2−e2 lnx

e4x2 = 1−lnx
e2x2 .
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(g) Funk
ijo preoblikujemo nato pa odvajamo kot kvo
ient.

f(x) = x2

x2+x
.

f ′(x) = 2x·(x2+x)−x2·(2x+1)
(x2+x)2

= 2x3+2x2−2x3−x2

(x2+x)2
= x2

x2·(x+1)2
= 1

(x+1)2
.

(h) Odvajamo kot kvo
ient funk
ij.

e2x+3
odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = e2x+3(2)·(x2−3x−4)−e2x+3(2x−3)
(x2−3x−4)2

= e2x+3(2x2−8x−5)

(x2−3x−4)2
.

(i) Odvajamo kot kvo
ient funk
ij.

sin(x2) odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = cos(x2)(2x)(x−3)−sin(x2)·(1)
(x−3)2

= 2x2 cos(x2)−6x cos(x2)−sin(x2)
(x−3)2

.

(j) Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = 1

cos(x
2+1
x

)
· (cos(x2+1

x
))′ = 1

cos(x
2+1
x

)
· (− sin(x

2+1
x

)) · (x2+1
x

)′ =

1

cos(x
2+1
x

)
· (− sin(x

2+1
x

)) · ( (x2−1)
x2 ) = − (x2−1) tan(x+ 1

x
)

x2 .

(k) Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = 1
cos2(ln(4x))

·(ln(4x))′ = 1
cos2(ln(4x))

· 1
4x
·(4x)′ = 1

cos2(ln(4x))
·4 1

4x
=

1
xcos2(ln(4x))

.

(l) Odvajamo kot kvo
ient.

f ′(x) = 2 cos x(− sinx)·(1+cos(2x))−(1+cos2x)·(− sin(2x))(2)
(1+cos(2x))2

.
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2. Z upo²tevanjem pravil za odvajanje izra£unajte odvode naslednjih funk
ij

in vrednost odvoda v x0.

(a) (2x2 + 5x− 3)8, x0 = 0

(b) e2x−4
, x0 = 2

(
) x
√
x2 + 9, x0 = 4

(d)

e2x

1+e4x
, x0 = −1

(e) tan(2x2), x0 =
√

π
2

(f)

sinx·cos2 x
1+cos2 x

, x0 =
π
2

(g)

1
x·lnx

, x0 = e

(h) xe2x
2+3

, x0 = 1

(i)

ln3 x
4x

, x0 = 1

Re²itev.

(a) Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = 8(2x2 + 5x− 3)7(4x+ 5), f ′(0) = 87480.

(b) Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = e2x−4 · (2), f ′(2) = 2.

(
) Odvajamo kot produkt.

f ′(x) = 1
√
x2 + 9 + x1

2
(x2 + 9)−

1
22x, f ′(4) = 41

5
.

(d) Odvajamo kot kvo
ient.

f ′(x) = 2e2x(1+e4x)−(e2x)(4e4x)
(1+e4x)2

, f ′(−1) = −2e−2(e−4−1)

(e−4+1)2
.

(e) Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = 1
cos2(2x2)

4x, f ′(
√

π
2
) = 4

√

π
2
.
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(f) Odvajamo kot kvo
ient.

f ′(x) = (sinx·cos2 x)′(1+cos2 x)−(sinx·cos2 x)(1+cos2 x)′

(1+cos2 x)2
=

(cos x cos2 x+sinx(2 cos x(− sinx)))(1+cos2 x)−(sinx·cos2 x)(2 cos x(− sinx)
(1+cos2 x)2

f ′(π
2
) = 0.

(g) Funk
ijo preoblikujemo.

1
x·lnx = (x · ln x)−1.
Odvajamo kot sestavljeno funk
ijo.

f ′(x) = −1(x · ln x)−2(x · ln x)′ = −(x · ln x)−2(ln x+ x 1
x
) =

−(x · ln x)−2(ln x+ 1), f ′(e) = − 2
e2
.

(h) Odvajamo kot produkt.

f ′(x) = 1e2x
2+3 + x(e2x

2+3(4x)), f ′(1) = 5e5.

(i) Odvajamo kot kvo
ient.

f ′(x) = (ln3 x)′(4x)−(ln3 x)(4x)′

(4x)2
=

(3 ln2 x( 1
x
))(4x)−(ln3 x)(4)

(4x)2
, f ′(1) = 0.

3. Zapi²ite prvi in drugi odvod funk
ije.

(a)

√
1 + 2x3

(b) ln(x2 + 2)

(
) e−x cosx

(d) x2(2 ln x− 3)

Re²itev.

(a) y =
√
1 + 2x3, y′ = 1

2
(1 + 2x3)−

1
2 (6x2) = (3x2) · (1 + 2x3)−

1
2

y′′ = 6x(1 + 2x3)−
1
2 − 9x4(1 + 2x3)−

3
2 .

(b) y = ln(x2 + 2), y′ = 1
(x2+2)

(2x), y′′ = 2(x2+2)−2x(2x)
(x2+2)2

= −2x2+4
(x2+2)2

.
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(
) y = e−x cosx, y′ = −e−x cosx− e−x sin x = −e−x(cosx+ sin x),

y′′ = 2e−x sin x.

(d) y = x2(2 ln x− 3), y′ = 2x(2 lnx− 3) + x2 2
x
= 4x(ln x− 1),

y′′ = 4(ln x− 1) + 4x( 1
x
) = 4 lnx.

4. Impli
itno odvajajte funk
ijo.

(a) 3x2 − 2y2 = 100

(b) 12x3 + 3x2y + y3 = 120

(
) y3 + y − x2 + 4x+ xy − 12 = 0

Re²itev.

Pri impli
itno podani funk
iji upo²tevamo, da je y funk
ija spremeljivke

x (y = y(x)) in jo je zato treba odvajati kot posredno funk
ijo.

(a) 6x− 4yy′ = 0, y′ = 6x
4y
.

(b) 36x2 + 3(2xy + x21y′) + 3y2y′ = 0, y′ = −36x2+6xy
3x2+3y2

.

(
) 3y2y′ + 1y′ − 2x+ 4 + y + xy′ = 0, y′ = 2x−4−y

3y2+1+x
.

5. Naj bo y = sin(−x) + 2e2x. Izra£unajte y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y.

Re²itev.

• Potrebujemo prvi, drugi in tretji odvod funk
ije y(x).

• y′ = − cos(−x) + 4e2x.

• y′′ = − sin(−x) + 8e2x.

• y′′′ = cos(−x) + 16e2x.

• y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = cos(−x) + 16e2x − 6(− sin(−x) + 8e2x) +
11(− cos(−x) + 4e2x)− 6(sin(−x) + 2e2x) = −10 cos(−x).
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6. Naj bo y(t) = A cos(wt) + B sin(wt) (A,B,w so konstante). Dokaºite,

da je y′′ + w2y = 0.

Re²itev.

• Potrebujemo prvi in drugi odvod funk
ije y(t).

• y′(t) = −A sin(wt)(w)+B cos(wt)(w) = −Aw sin(wt)+Bw cos(wt).

• y′′(t) = −Aw2 cos(wt)−Bw2 sin(wt).

• y′′+w2y = −Aw2 cos(wt)−Bw2 sin(wt)+w2·(A cos(wt)+B sin(wt)) =

0.

7. Zapi²ite ena£bo tangente na krivuljo y = x2 + x v to£ki T (2, 6).

Re²itev.

• Smerni koe�
ient tangente na graf funk
ije v to£ki T je enak odvodu

funkije v tej to£ki. (f ′(x0) = kt)

• Ena£ba tangente je enaka (y − y0) = kt · (x− x0).

• f ′(x) = 2x+ 1, f ′(2) = 5.

• Zapi²imo sedaj ena£bo tangente v to£ki T (2, 6).

(y − 6) = 5 · (x− 2) ali y = 5x− 4.

8. Zapi²ite ena£bo tangente na graf funk
ije f(x) = x
x3+4

v to£ki T (−2, y).

Re²itev.

• y = f(x) = f(−2) = 1
2
.

• f ′(x) = −2x3+4
(x3+4)2

, f ′(−2) = 5
4
.

• Zapi²imo ena£bo tangente v to£ki T (−2, 1
2
).

(y − 1
2
) = 5

4
· (x− (−2)) ali y = 5

4
x+ 3.
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9. Zapi²ite ena£bo normale na krivuljo y = x2 + 2x− 8 v to£ki z abs
iso 4.

Re²itev.

• Abs
isna os je x-os, zato je x = 4, y = 16.

• f ′(x) = 2x+ 2, f ′(4) = 10.

• Normala je pravokotna na tangento.

Smerni koe�
ient normale v to£ki T je enak kn = − 1
kt
, kn = − 1

10
.

• Zapi²imo ena£bo normale na graf funk
ije v to£ki T (4, 16).

(y − 16) = − 1
10

· (x− 4)) ali y = − 1
10
x+ 82

5
.

10. Zapi²ite ena£bo normale na graf funk
ije f(x) = 2−x
2+x

v to£ki z ordinato 2.

Re²itev.

• Ordinatna os je y-os, zato je x = −2
3
, y = 2.

• f ′(x) = −1(2+x)−(2−x)(1)
(2+x)2

= −4
(2+x)2

, f ′(−2
3
) = −9

4
.

• Zapi²imo ena£bo normale na graf v to£ki T (−2
3
, 2).

(y − 2) = −9
4
· (x+ 2

3
)), y = −9

4
x+ 1

2
.

11. Zapi²ite ena£bo tangente in normale na graf funk
ije f(x) = tan(x) v

to£ki T (π
4
, y).

Re²itev.

• y = f(x) = tan(x), f(π
4
) = 1, T (π

4
, 1).

• f ′(x) = 1
(cos2 x)

, f ′(π
4
) = 2.

• Ena£ba tangente je enaka: (y − 1) = 2 · (x− π
4
) ali y = 2x− π

2
+ 1.
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12. Izra£unajte v kateri to£ki krivulje y = x2 − x− 2 je tangenta vzporedna

premi
i y = 2x− 6.

Re²itev.

• Vzporedne premi
e imajo isti smerni koe�
ient.

• Koe�
ient dane premi
e je 2, torej je tudi smerni koe�
ient iskane

tangente (f ′(x0) = 2).

• I²£emo to£ko x0, ki ustreza f ′(x0) = 2.

• Re²itev ena£be f ′(x0) = 2x− 1 = 2 je x0 =
3
2
.

• Iskana to£ka ima koordinate x0 =
3
2
, y0 = −5

4
.

13. Za kateri a je normala na graf funk
ije f(x) = ax3
v to£ki z abs
iso x = 3

vzporedna premi
i x− 9y − 81 = 0?

Re²itev.

• Vzporedne premi
e imajo isti smerni koe�
ient.

• Premi
o preoblikujemo: y = 1
9
x− 9.

• Koe�
ient dane premi
e je

1
9
, torej je tudi smerni koe�
ient normale

enak

1
9
.

• Smerni koe�
ient tangent je tako enak (f ′(x0) = −9).

• I²£emo vrednost a, kjer je re²itev ena£be f ′(3) = a33 = −9.

• Re²itev je a = −1
3
.

• Iskana funk
ije je f(x) = −1
3
x3
.
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14. Na grafu funk
ije f(x) = 2x3 − 6x dolo£ite to£ke, v katerih je tangenta

vzporedna z abs
isno osjo.

Re²itev.

• Smerni koe�
ient abs
isne osi je enak 0, torej je tudi smerni koe�-


ient tangente, ki je vzporedna abs
isni osi, enak 0.

• I²£emo to£ke x0, ki ustrezajo ena£bi f ′(x0) = 0.

• Re²itev ena£be f ′(x) = 6x2 − 6 = 0 je x0 = ±1.

• Prva iskana to£ka ima koordinate T1 = (1,−4), druga pa T2 =

(−1, 4).

15. Izra£unaj kot med krivuljama y1 =
1
x2 in y2 =

x2+1
2

.

Re²itev.

• Kot med krivuljama je kot med pripadajo£ima tangentama v pre-

²e£i²£u krivulj.

• Uporabimo naslednjo formulo tanϕ =
∣

∣

∣

k2−k1
1+k2k1

∣

∣

∣
.

• Poi²£imo prese£i²£e krivulj.

1
x2 = x2+1

2
, 0 = x4 + x2 − 2, 0 = (x2 − 1)(x2 + 2).

• Ker smo v mnoºi
i realnih ²tevil je veljavna re²itev: (x2 − 1) = 0,

od koder sledi (x− 1)(x+ 1) = 0.

• Krivulji se sekata v to£kah x1 = 1, x2 = −1.

• Izra£unajmo najprej kot med krivuljama v to£ki x1 = 1.

• Smerni koe�
ient tangente na prvo krivuljo je enak f ′(1) = −2,

smerni koe�
ient tangente na drugo pa f ′(1) = 1.

• Kot med krivuljama je tanϕ =
∣

∣

∣

1−(−2)
1+(−2)(1)

∣

∣

∣
= 3, ϕ = 71, 56◦.

• Izra£unajmo ²e kot med krivuljama v to£ki x1 = −1.

• Smerni koe�
ient tangente na prvo krivuljo je enak f ′(−1) = 2,

smerni koe�
ient tangente na drugo pa f ′(−1) = −1.

• Kot med krivuljama je tanϕ =
∣

∣

∣

−1−2
1+(−1)(2)

∣

∣

∣
= 3, ϕ = 71, 56◦.
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16. Izra£unajte, pod kolik²nim kotom seka graf funk
ije f(x) = x2−4
x2+4

abs
i-

sno os?

Re²itev.

• Poiskati moramo to£ke, v katerih graf funk
ije seka abs
isno os.

• f(x) = x2−4
x2+4

= 0, x2−4 = 0, (x−2)(x+2) = 0, x1 = 2, x2 = −2.

• f ′(x) = 16x
(x2+4)2

. Smerni koe�
ient tangente v to£ki x1 je enak f
′(2) =

1
2
, v to£ki x2 pa f ′(−2) = −1

2
.

• Kot med prvo tangento in abs
isno osjo je enak:

tanϕ =
∣

∣

∣

1
2
−0

1+ 1
2
·0

∣

∣

∣
= 1

2
, ϕ = 26, 56◦.

• Kot med drugo tangento in abs
isno osjo pa:

tanϕ =
∣

∣

∣

− 1
2
−0

1+(− 1
2
)·0

∣

∣

∣
=

∣

∣−1
2

∣

∣ = 1
2
, ϕ = 26, 56◦.

17. Kolik²en je naklonski kot tangente na graf funk
ije f(x) = e2x v prese£i-

²£u z ordinatno osjo?

Re²itev.

• Smerni koe�
ient tangente je enak f ′(0) = 2e2·0 = 2.

• Naklonski kot tangente je enak: tanϕ′ =
∣

∣

2−0
1+2·0

∣

∣ = 2, ϕ′ = 63, 63◦,

90◦ − ϕ′ = 26, 37◦.

18. V katerih to£kah krivulje y = x3 − 13x ima normala naklonski kot 45

◦
?

Re²itev.

• Naklonski kot normale je enak 45◦, torej je naklonski kot tangente

enak 180◦ − 45◦ = 135◦.

• Uporabimo sedaj formulo tanϕ =
∣

∣

∣

k2−k1
1+k2k1

∣

∣

∣
.

tan 135◦ = −1,−1 = k1, 0 = k2. Smerni koe�
ient tangente je −1.

• Re²itev ena£be f ′(x) = 3x2 − 13 = −1 je x0 = ±2.

• T1(2,−14) in T2(−2, 14) sta to£ki v katerih ima normala na krivuljo

naklonski kot 45◦.
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19. Z uporabo L'Hospitalovega pravila izra£unajte limite:

(a) limx→4

√
x+12−4√
x−4

(b) limx→0
ln(sin 4x)
ln(sin 2x)

(
) limx→0
(1−ex)x3

sinx

(d) limx→∞ (x+ 3x2)e−2x

(e) limx→0 x
2 lnx

Re²itev.

(a) �e v ulomek vstavimo x = 4, dobimo nedolo£en izraz

0
0
.

Uporabimo sedaj L'Hospitalovo pravilo.

limx→4

√
x+12−4√
x−4

= limx→4
(
√
x+12−4)′

(
√
x−4)′

limx→4

1
2
√

x+12
1

2
√

x−4

= limx→4
2
√
x−4

2
√
x+12

= limx→4

√
x−4√
x+12

= 0
4
= 0.

(b) Ulomek je oblike

−∞
−∞ .

limx→0
ln(sin 4x)
ln(sin 2x)

= limx→0
(ln(sin 4x))′

(ln(sin 2x))′
= limx→0

2 cos 4x
cos 2x

· limx→0
sin 2x
sin 4x

.

Drugi £len odvajamo in dobimo: 2 · limx→0
2 cos 2x
4 cos 4x

= 2 · 2
4
= 1.

(
) Ulomek je oblike

0
0
.

limx→0
(1−ex)x3

sinx
= limx→0

−x3ex+3x2−3x2ex

cos x
= 0.

(d) Ulomek je oblike

∞
∞ .

limx→∞ (x+ 3x2)e−2x = limx→∞
x+3x2

e2x
= limx→∞

1+6x
2e2x

limx→∞
(1+6x)′

(2e2x)′
= limx→∞

6
4e2x

= limx→∞
3

2e2x
= 0.

(e) limx→0−x2 ln x
limx→0−x2 ln x = limx→0

lnx
−x−2 = limx→0

x−1

2x−3 = limx→0
x2

2
= 0.
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20. Z uporabo diferen
iala ustrezne funk
ije pribliºno izra£unajte vrednosti.

(a) cos 500

(b)

√
30

(
) ln 0, 75

Re²itev.

Vrednost funk
ije blizu kak²ne lepe to£ke a o
enimo z vrednostjo na tan-

genti funk
ije skozi to£ko (a, f(a)); to je z uporabo formule f(a + h) =

f(a) + f ′(a)h.

(a) • cos 50◦ = f(50◦) = f(10π
36

) = cos 10π
36

.

• f(x) = cosx, a = π
4
, h = π

36
.

• f ′(x) = − sin x, f(π
4
) = 0, 707, f ′(π

4
) = −0, 707.

• f(a+ h) = f(π
4
+ π

36
) = f(50◦) ≈ 0, 707 + (−0, 707) π

36
= 0, 64.

(b) •
√
30 = f(30).

• f(x) =
√
x, a = 36, h = −6.

• f ′(x) = 1
2
√
x
, f(36) = 6, f ′(36) = 1

12
.

• f(30) ≈ 6 + 1
12
(−6) = 11

2
.

(
) • ln 0, 75 = f(0, 75).

• f(x) = ln x, a = 1, h = −0, 25.

• f ′(x) = 1
x
, f(1) = 0, f ′(1) = 1.

• f(0, 75) ≈ 0 + 1 · (−0, 25) = −0, 25.

21. Zapi²ite Tayloryev polinom tretje stopnje za funk
ijo f v okoli
i dane

to£ke.

(a) (2x2 + 3x− 4)e2x, a = 0

(b) sin x, a = π
2

(
) ln(2x2 − 1), a = 1
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Re²itev.

Tayloryev polinom n-te stopnje za funk
ijo f v okoli
i dane to£ke a:

Tf(x) = f(a) + f ′(a)
1!

(x− a) + f ′′(a)
2!

(x− a)2 + ...+ f(n)(a)
n!

(x− a)n.

(a) • f ′(x) = (4x2 + 10x − 5)e2x, f ′′(x) = (8x2 + 28x)e2x, f ′′′(x) =
(16x2 + 72x+ 28)e2x

• f(0) = −4, f ′(0) = −5, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 28

• Tf(x) = −4 + −5
1!
(x) + 0

2!
(x)2 + 28

3!
(x)3

• Tf(x) = −4− 5x+ 14
3
(x)3.

(b) • f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sin x, f ′′′(x) = − cosx

• f(π
2
) = 1, f ′(π

2
) = 0, f ′′(π

2
) = −1, f ′′′(π

2
) = 0

• Tf(x) = 1 + 0
1!
(x− π

2
) + −1

2!
(x− π

2
)2 + 0

3!
(x− π

2
)3

• Tf(x) = 1− 1
2
(x− π

2
)2.

(
) • f ′(x) = 4x
2x2−1

, f ′′(x) = −8x2−4
(2x2−1)2

, f ′′′(x) = 64x5+64x3−48x
(2x2−1)4

• f(1) = 0, f ′(1) = 4, f ′′(1) = −12, f ′′′(1) = 80

• Tf(x) =
4
1!
(x− 1) + −12

2!
(x− 1)2 + 80

3!
(x− 1)3

• Tf(x) = 4(x− 1)− 6(x− 1)2 + 40
3
(x− 1)3.

1.2 Analiza funk
ij

1. Poi²£ite in klasi�
irajte sta
ionarne to£ke funk
ij:

(a) f(x) = 2x2−3x−2
x2+1

(b) f(x) = x4 − 4x3 + 4x2

(
) f(x) = 3ex − e3x

(d) f(x) = 2 cosx+ cos 2x

(e) f(x) = x
√
4− x2

(f) f(x) = x
lnx
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Re²itev.

Sta
ionarne to£ke funk
ije f so re²itve ena£be f ′(x) = 0. V sta
ionarni

to£ki x0 je lokalni maksimum, £e je f ′′(x0) < 0 in lokalni minimum, £e je

f ′′(x0) > 0.

(a) • f ′(x) = 3x2+8x−3
(x2+1)2

, f ′′(x) = −6x5−24x4+12x3−16x2+18x+8
(x2+1)4

.

• Sta
ionarni to£ki: x1 =
1
3
, x2 = −3.

• f ′′(1
3
) > 0, v to£ki x1 je lokalni minimum.

• f ′′(−3) < 0, v to£ki x2 je lokalni maksimum.

(b) • f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 8x, f ′′(x) = 12x2 − 24x+ 8.

• Sta
ionarni to£ki: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2.

• f ′′(0) = 8 > 0, v to£ki x1 je lokalni minimum.

• f ′′(1) = −4 < 0, v to£ki x2 je lokalni maksimum.

• f ′′(2) = 8 > 0, v to£ki x3 je lokalni minimum.

(
) • f ′(x) = 3ex − 3e3x, f ′′(x) = 3ex − 9e3x.

• Sta
ionarna to£ka: x1 = 0.

• f ′′(0) = −6 < 0, v to£ki x1 je lokalni maksimum.

(d) • f ′(x) = −2 sin x− 2 sin 2x, f ′′(x) = −2 cosx− 4 cos 2x.

• Sta
ionarne to£ke:

x1 = kπ, x2 =
2π
3
+ 2kπ, x3 = −2π

3
+ 2kπ, k ∈ Z.

• f ′′(kπ) < 0, v to£kah x1 je lokalni maksimum.

• f ′′(2π
3
+ 2kπ) > 0, v to£kah x2 je lokalni minimum.

• f ′′(−2π
3
+ 2kπ) > 0, v to£kah x3 je lokalni minimum.

(e) • f ′(x) =
√
4− x2 − x2

√
4−x2 , f

′′(x) = −12x+2x3

(
√
4−x2)·(4−x2)

• Sta
ionarni to£ki: x1 =
√
2, x2 = −

√
2.

• f ′′(
√
2) = −4 < 0, v to£ki x1 je lokalni maksimum.

• f ′′(−
√
2) = 4 > 0, v to£ki x2 je lokalni minimum.
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(f) • f ′(x) = lnx−1
ln2 x

, f ′′(x) = 2−lnx

x ln3 x
.

• Sta
ionarna to£ka: x1 = e.

• f ′′(e) = 1
e
< 0, v to£ki x1 je lokalni maksimum.

2. Poi²£ite sta
ionarne to£ke, prevoje ter obmo£ja konveksnosti in konkav-

nosti funk
ije.

(a) f(x) = x(x− 2)3

(b) f(x) = x2−1
x2−4x+4

(
) f(x) = x ln x

(d) f(x) = x+ cosx

Re²itev.

Funk
ija f je konveksna, kjer je f ′′(x) > 0 in konkavna, kjer je f ′′(x) < 0.

Prevoji so re²itve ena£be f ′′(x) = 0.

(a) • f ′(x) = (x− 2)2(4x− 2), f ′′(x) = 12x2 − 36x+ 24.

• Sta
ionarni to£ki: x1 = 2, x2 =
1
2
.

• f ′′(2) = 0 ni ekstrema; f ′′(1
2
) = 9 lokalni minimum.

• Prevoji: f ′′(x) = 12x2 − 36x+ 24 = 0, x3 = 2, x4 = 1.

• Konveksna: f ′′(x) > 0, 12x2−36x+24 > 0, (x−2)(x−1) > 0
(−∞, 1) ∪ (2,∞) interval konveksnosti.

• Konkavna: f ′′(x) < 0, 12x2 − 36x+24 < 0, (x− 2)(x− 1) < 0
(1, 2) interval konkavnosti.

(b) • f ′(x) = −4x2+10x−4
(x2−4x+4)2

, f ′′(x) = 8x3−30x2+24x+8
(x2−4x+4)3

.

• Sta
ionarni to£ki: x1 = 2, x2 =
1
2
.

Funk
ija v x1 = 2 ni de�nirana!

• f ′′(1
2
) = 32

27
lokalni minimum.

• Prevoji: f ′′(x) = 8x3 − 30x2 + 24x+ 8 = 0, x3 = 2, x4 = −1
4
.

• Konveksna: f ′′(x) > 0, 8x3 − 30x2 + 24x+ 8 > 0,
2(x− 2)2(4x+ 1) > 0 : (−1

4
, 2) interval konveksnosti.

• Konkavna: f ′′(x) < 0 : (−∞,−1
4
)∪(2,∞) interval konkavnosti.
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(
) • f ′(x) = lnx+ 1, f ′′(x) = 1
x
.

• Sta
ionarna to£ka: x1 =
1
e
, lokalni minimum.

• Prevoji: f ′′(x) = 1
x
= 0. Prevojev ni!

Funk
ija je de�nirana na intervalu (0,∞).

• Konveksna: f ′′(x) > 0, 1
x
> 0,

(0,∞) interval konveksnosti.

(d) • f ′(x) = 1− sin x, f ′′(x) = − cos x.

• Sta
ionarne to£ke: x1 =
π
2
+ 2kπ, (k ∈ Z).

• f ′′(π
2
+ 2kπ) = 0, ni lokalnega ekstrema.

• Prevoji: f ′′(x) = − cosx = 0, x1 =
π
2
+ kπ.

• Konveksna: f ′′(x) > 0,− cosx > 0 :
(π
2
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ) interval konveksnosti.

• Konkavna: f ′′(x) < 0 : − cosx < 0 :

(3π
2
+ 2kπ, 5π

2
+ 2kπ) interval konkavnosti.

3. Za vsako od danih funk
ij dolo£ite:

• De�ni
ijski obmo£je, obna²anje funk
ije na robu de�ni
ijskega ob-

mo£ja,

• ni£le,

• ekstreme, intervale nara²£anja in padanja,

• prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti.

(a) f(x) = x2

x2−9

(b) f(x) = 6x−6
x2+3

(
) f(x) = x4

4
+ x3

3
− x2

(d) f(x) = x3

x2−4

(e) f(x) = 3ex − e3x

(f) f(x) = 3 cos 2x

(g) f(x) = e2x−x2

(h) f(x) = x
√
8− x2

(i) f(x) = x3 ln x

Re²itev.
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(a) f(x) = x2

x2−9

• Df = R \ {−3, 3}.
• f(x) = 0; x2 = 0, x1,2 = 0 so ni£le funk
ije.

• f ′(x) = −18x
(x2−9)2

, f ′′(x) = 54x2+162
(x2−9)3

f ′(x) = 0; x3 = 0 sta
ionarna to£ka.

f ′′(0) < 0 lokalni maksimum.

• Funk
ija nara²£a na intervalu (−∞, 0)

ter pada na intervalu (0,∞).

• f ′′(x) = 0; 54x2 + 162 = 0, Prevojev ni!

• f ′′(x) > 0; 54x2+162
(x2−9)3

> 0

(−∞,−3) ∪ (3,∞)interval konveksnosti.

• f ′′(x) < 0; 54x2+162
(x2−9)3

< 0

(−3, 3)interval konkavnosti.

(b) f(x) = 6x−6
x2+3

• Df = R.

• f(x) = 0; 6x− 6 = 0, x1 = 1 je ni£la funk
ije.

• f ′(x) = 6(x2−2x−3)
(x2+3)2

, f ′′(x) = 12(x3−3x2−9x+3)
(x2+3)3

f ′(x) = 0; x2 = 3, x3 = −1 sta
ionarni to£ki. f ′′(3) < 0 lokalni

maksimum. f ′′(−1) > 0 lokalni minimum.

• f ′′(x) = 0; 12(x3−3x2−9x+3)
(x2+3)3

= 0,

x4 = −2, 06, x5 = 0, 30, x6 = 4, 75 prevoji.

• f ′′(x) < 0; (−∞,−2.06) ∪ (0.3, 4.75)interval konkavnosti.

• f ′′(x) > 0; (−2.06, 0.3) ∪ (4.75,∞)interval konveksnosti.

(
) f(x) = x4

4
+ x3

3
− x2

• Df = R.

• f(x) = 0; x
4

4
+ x3

3
− x2 = 0,

x1,2 = 0, x3 =
2
3
(−1 −

√
10), x4 =

2
3
(−1 +

√
10) ni£le.

• f ′(x) = x(x2 + x− 2), f ′′(x) = 3x2 + 2x− 2.

f ′(x) = 0; x5 = 0, x6 = −2, x7 = 1 sta
ionarne to£ke.

f ′′(0) < 0 maksimum. f ′′(−2) > 0 minimum. f ′′(1) > 0 mini-

mum.

• f ′′(x) = 0; 3x2 + 2x− 2 = 0,
x8 =

1
3
(−1 +

√
7), x9 =

1
3
(−1−

√
7) prevoja.
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f ′′(x) < 0; (−1.2, 0.6)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (−∞,−1.2) ∪ (0.6,∞)interval konveksnosti.

(d) f(x) = x3

x2−4

• Df = R \ {2,−2}.
• f(x) = 0; x3

x2−4
= 0, x1,2,3 = 0 ni£le.

• f ′(x) = x2(x2−12)
(x2−4)2

, f ′′(x) = 8x(x2+12)
(x2−4)3

.

f ′(x) = 0; x4 = −2
√
3, x5 = 2

√
3, x6,7 = 0 sta
ionarne to£ke.

f ′′(−2
√
3) < 0 maksimum.

f ′′(2
√
3) > 0 minimum.

• f ′′(x) = 0 : 8x(x2 + 12) = 0, x6 = 0 prevoj.

f ′′(x) < 0; (−∞, 0)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (0,∞)interval konveksnosti.

(e) f(x) = 3ex − e3x

• Df = R.

• f(x) = 0; 3ex − e3x = 0, x1 =
ln 3
2

ni£la.

• f ′(x) = −3ex(e2x − 1), f ′′(x) = 3ex − 9e3x.

f ′(x) = 0; x2 = 0 sta
ionarna to£ka.

f ′′(0) < 0 maksimum.

• f ′′(x) = 0; 3ex − 9e3x = 0, x6 = − ln 1
3

2
prevoj.

f ′′(x) < 0; (− ln 1
3

2
,∞)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (−∞,− ln 1
3

2
)interval konveksnosti.

(f) f(x) = 3 cos 2x

• Df = R.

• f(x) = 0; 3 cos 2x = 0, x = π
4
+ kπ

2
, (k ∈ Z) ni£le.

• f ′(x) = −6 sin 2x, f ′′(x) = −12 cos 2x.
f ′(x) = 0;−6 sin 2x = 0, x = kπ

2
, (k ∈ Z) sta
ionarne to£ke.

f ′′(0) < 0, xmax = kπ maksimum.

f ′′(0) > 0, xmin = π
2
+ kπ minimum.

• f ′′(x) = 0; −12 cos 2x = 0, x = π
4
+ kπ

2
, (k ∈ Z) prevoj

f ′′(x) < 0; (−π
4
+ kπ, π

4
+ kπ)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (π
4
+ kπ, 3π

4
+ kπ)interval konveksnosti.
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(g) f(x) = e2x−x2

• Df = R.

• f(x) = 0; e2x−x2
ni£le ni!

• f ′(x) = −2e−(x−2)x(x− 1), f ′′(x) = e−(x−2)x(4x2 − 8x+ 2)
f ′(x) = 0; x1 = 1 sta
ionarna to£ka.

f ′′(0) < 0 maksimum.

• f ′′(x) = 0; e−(x−2)x(4x2 − 8x+ 2) = 0,

x2 = 1 +
√
2
2
, x3 = 1−

√
2
2

prevoj.

f ′′(x) < 0; (1−
√
2
2
, 1 +

√
2
2
)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (−∞, 1−
√
2
2
) ∪ (1 +

√
2
2
,∞)interval konveksnosti.

(h) f(x) = x
√
8− x2

• Df =
[

−
√
8,
√
8
]

.

• f(x) = 0; x
√
8− x2 = 0, x1 = 0, x2 = −2

√
2, x3 = 2

√
2 ni£le.

• f ′(x) = −2(x2−4)√
8−x2 , f

′′(x) = 2x(x2−12)

(8−x2)
3
2

f ′(x) = 0;−2(x2−4)√
8−x2 = 0, x4 = 2, x5 = −2 sta
ionarni to£ki.

f ′′(2) < 0 maksimum. f ′′(−2) > 0 minimum.

• f ′′(x) = 0; 2x(x2−12)

(8−x2)
3
2

= 0, x6 = 0, prevoj.

f ′′(x) < 0; (0,
√
8)interval konkavnosti.

f ′′(x) > 0; (−
√
8, 0)interval konveksnosti.

(i) f(x) = x3 ln x

• Df = R > 0

• f(x) = 0; x3 ln x = 0, x1 = 1 je ni£la funk
ije.

• f ′(x) = 3x2 ln x+ x2, f ′′(x) = 6x ln x+ 5x
f ′(x) = 0; x2 = e−

1
3
sta
ionarna to£ka.

f ′′(e−
1
3 ) < 0 lokalni maksimum.

• Funk
ija pada na intervalu (0, e−
1
3 )

ter nara²£a na intervalu (e−
1
3 ,∞).

• f ′′(x) = 0; 6x ln x+ 5x = 0, x3 = e−
5
6
je prevoj!

• f ′′(x) > 0; 6x ln x+ 5x > 0

(e−
5
6 ,∞)interval konveksnosti.

• f ′′(x) < 0; 6x ln x+ 5x < 0

(0, e−
5
6 )interval konkavnosti.
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Slika 1.1: f(x) = x2

x2−9

Slika 1.2: f(x) = 6x−6
x2+3

Slika 1.3: f(x) = x4

4
+ x3

3
− x2
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Slika 1.4: f(x) = x3

x2−4

Slika 1.5: f(x) = 3ex − e3x

Slika 1.6: f(x) = 3 cos 2x
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Slika 1.7: f(x) = e2x−x2

Slika 1.8: f(x) = x
√
8− x2

Slika 1.9: f(x) = x3 ln x

29



1.3 Optimiza
ijske naloge

1. Poi²£ite najve£jo in najmanj²o vrednost funk
ije f na danem intervalu:

(a) f(x) = x2−1
x3−4x2+4

, [−2, 3]

(b) f(x) = x2 ln x, [2, 6]

(
) f(x) = x+ cosx, [0, π]

(d) f(x) = e2x−x2
, [−3, 2]

(e) f(x) =
√
x2 − 1, [5, 10]

Re²itev.

Odvedljiva funk
ija na danem (zaprtem) intervalu doseºe najve£jo in

najmanj²o vrednost bodisi znotraj intervala v sta
ionarni to£ki bodisi v

kraji²£ih intervala. Postopek iskanja najve£je in najmanj²e vrednosti:

• Poi²£emo sta
ionarne to£ke znotraj intervala.

• Izra£unamo funk
ijske vrednosti v teh sta
ionarnih to£kah.

• Izra£unamo funk
ijski vrednosti v kraji²£ih intervala.

• Med izra£unanimi funk
ijskimi vrednostmi izberemo najve£jo (fmax)

in najmanj²o (fmin).

(a) • f ′(x) = −x4+3x2

(x3−4x2+4)2
.

• Sta
ionarna to£ka: −x4 + 3x2 = 0, x1 = 0.

• f(0) = −1
4
, f(−2) = − 3

20
, f(3) = −8

5
.

• fmax = f(−2) = − 3
20
, fmin = f(3) = −8

5
.

(b) • f ′(x) = x(2 ln x+ 1).

• Sta
ionarna to£ka: x(2 ln x+ 1) = 0, x1 = 0, x2 =
1√
e
.

• f(0) = 0, f( 1√
e
) = − 1

2e
, f(2) = 2, 76, f(6) = 64, 50.

• fmax = f(6) = 64, 50, fmin = f( 1√
e
) = − 1

2e
.
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(
) • f ′(x) = 1− sin x.

• Sta
ionarna to£ka: 1− sin x = 0, x1 =
π
2
+ 2kπ.

• f(π
2
+ 2kπ) = π

2
+ 2kπ, k ∈ Z, f(0) = 1, f(π) = π − 1.

• fmax ne obstaja, fmin = f(0) = 1.

(d) • f ′(x) = e2x−x2
(2− 2x).

• Sta
ionarna to£ka: e2x−x2
(2− 2x) = 0, x1 = 1.

• f(1) = e, f(−3) = e−15, f(2) = 1.

• fmax = f(1) = e, fmin = f(−3) = e−15.

(e) • f ′(x) = x√
x2−1

.

• Sta
ionarna to£ka: x = 0, vendar funk
ija ni de�nirana v tej

to£ki, zato nimamo sta
ionarnih to£k.

• f(5) =
√
24, f(10) =

√
99.

• fmax = f(10) =
√
99, fmin = f(5) =

√
24.

2. Dolo£i ²tevilo tako, da bo vsota tega ²tevila in njegovega kvadrata naj-

manj²a.

Re²itev.

• Iskano ²tevilo ozna£imo z a.

• Zapi²imo funk
ijo f(a) = a+ a2.

• I²£emo najmanj²o vrednost (globalni minimum) funk
ije f(a) =
a+ a2 na 
eli realni osi: f ′(a) = 1 + 2a.

• Sta
ionarna to£ka: f ′(a) = 1 + 2a = 0, a = −1
2
.

• V to£ki x0 = a = −1
2
je globalni minimum funk
ije f .
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3. Imamo 100 m ºi£ne ograje. Z njo nameravamo omejiti pravokotno ze-

mlji²£e, ki naj na eni strani meji na ºe obstoje£ raven zid. Koliko lahko

najve£ zna²a povr²ina zemlji²£a?

Re²itev.

• Plo²£ina pravokotnega zemlji²£a je p = a · b.
• Obseg pravokotnika brez ene strani
e je o = 2a+ b = 100

• Zapi²imo funk
ijo p(a) = a · b = a · (100− 2a) = 100a− 2a2.

• I²£emo najve£jo vrednost (globalni maximum) funk
ije p(a) = 100a−
2a2, p′(a) = 100− 4a

• Sta
ionarna to£ka: f ′(a) = 100− 4a = 0, a = 25m, b = 50m

• Povr²ina (oz. plo²£ina) zemlji²£a je enaka a · b = 3750m2
.

4. V pravokotnem trikotniku je zveza med katetama x in y, y + 3x = 6.
Koliko morata zna²ati kateti, da bo hipotenuza z najmanj²a?

Re²itev.

• Ker imamo pravokotni trikotnik je zveza med katetama in hipote-

nuzo enaka z2 = x2 + y2.

• Uporabimo zvezo med katetama ter izrazimo y kateto. Velja: y =

6− 3x.

• Zapi²imo funk
ijo z(x) =
√

x2 + (6− 3x)2.

• I²£emo najmanj²o vrednost (globalni minimum) funk
ije z(x) =√
x
2
+ (6− 3x)2.

• z′(x) = 10x−18√
(10x2−36x+36)

.

• Sta
ionarna to£ka: z′(x) = 10x−18√
(10x2−36x+36)

= 0, x = 9
5
, y = 3

5
.

• V to£ki x = 9
5
je globalni minimum.
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5. Kateri pokon£ni stoºe
 z dano povr²ino P = 18π ima najve£jo prostor-

nino.

Re²itev.

• Povr²ina pokon£nega stoº
a je P = πr2 + πrs, kjer je s stranska

vi²ina stoº
a.

• Iz ena£be 18π = πr2 + πrs sledi, da je s2 = (18π−πr2

πr
)
2
.

• Izrazimo vi²ino stoº
a v s pomo£jo polmera r ter stranske vi²ine s.

• Ker je v2 = s2 − r2 sledi, da je v =

√

(18π−πr2

πr
)
2 − r2.

• Prostornina stoº
a je enaka V = πr2v
3

.

• Zapi²imo funk
ijo V (r) = 1
3
πr2(

√

(18π−πr2

πr
)
2 − r2).

• I²£emo najve£jo vrednost funk
ije V (r) = 1
3
πr2(

√

(18π−πr2

πr
)
2 − r2).

• Sta
ionarna to£ka: V ′(r) = 108π2r−24π2r3

324π2r2−36π2r4
1
2
.

• r =
√

9
2
= 2, 12, s = 26, 5.

6. Kak²ne so razseºnosti kvadra, pri katerem je dolºina dvakrat dalj²a od

²irine, prostornina meri 400m3
, povr²ina pa je minimalna.

Re²itev.

• Prostornina kvadra je V = a · b · c = (2b) · b · c = 400m3
.

• Povr²ina kvadra je P = 2ab+ 2ac+ 2bc = 2(2b)b+ 2(2b)c+ 2bc.

• Zapi²imo funk
ijo P (b) = 2(2b)b+ 2(2b)(200
b2
) + 2b(200

b2
).

• I²£emo najmanj²o vrednost (globalni minimum) funk
ije P (b) =
2(2b)b+ 2(2b)(200

b2
) + 2b(200

b2
). P ′(b) = 8b− 1200

b2
.

• Sta
ionarna to£ka: P ′(b) = 8b−1200
b2

= 0, b = 5, 31m, a = 10, 62m, c =

7, 1m.
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Poglavje 2

Integral

2.1 Nedolo£eni integral

1. Izra£unajte nedolo£ene integrale:

(a)

∫

(3x4 + 5x− 2)dx

(b)

∫

(x− 2)(3− x2)dx

(
)

∫

(−2
√
x+ 4)dx

(d)

∫

(2x
4−3x
x

)dx

(e)

∫

(x
2
√
x3 + 2

x4 )dx

(f)

∫

x
x−3

dx

(g)

∫

4·3x−3·4x

3x
dx

(h)

∫
√

x
√
x(1− 1

x
)dx

(i)

∫

tan2xdx

(j)

∫

1+cos2x
1+cos(2x)

dx

(k)

∫

1
x2−3x−4

dx

(l)

∫

x2+1
x2+x

dx
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Re²itev.

(a)

∫

(3x4 + 5x− 2)dx =
∫

3x4dx +
∫

5xdx +
∫

−2dx = 3
∫

x4dx +
5
∫

xdx− 2
∫

dx = 3
5
x5 + 5

2
x2 − 2x+ C.

(b)

∫

(x− 2)(3− x2)dx =
∫

(3x−x3−6+2x2)dx = 3
∫

xdx−
∫

x3dx−
6
∫

dx+ 2
∫

x2dx = 3
2
x2 − 1

4
x4 − 6x+ 2

3
x3 + C.

(
)

∫

(−2
√
x+ 4)dx = −2

∫

x
1
2dx+ 4

∫

dx = −22
3
x

3
2 + 4x+ C.

(d)

∫

(2x
4−3x
x

)dx =
∫

(2x
4

x
− 3x

x
)dx =

∫

(2x3 − 3)dx = 1
2
x4 − 3x+ C.

(e)

∫

(x2 2
√
x3 + 2

x4 )dx =
∫

(x2x
3
2+2x−4)dx =

∫

(x
7
2+2x−4)dx = 2

9
x

9
2 + 2

−3
x−3+

C.

(f)

∫

x
x−3

dx =
∫

x−3+3
x−3

dx =
∫

(x−3
x−3

+ 3
x−3

)dx =
∫

dx + 3
∫

1
(x−3)

dx =

x+ 3 ln(x− 3) + C.

(g)

∫

4·3x−3·4x

3x
dx =

∫

(4·3
x

3x
− 3·4x

3x
)dx = 4

∫

3x

3x
dx − 3

∫

4x

3x
dx = 4

∫

dx −
3
∫

(4
3
)
x
dx = 4x− 3 · ( 4

3
)
x

ln( 4
3
)
+ C.

(h)

∫
√

x
√
x(1− 1

x
)dx =

∫

x
3
4 (1 − 1

x
)dx =

∫

(x
3
4 − x− 1

4 )dx = 4
7
x

7
4 −

4
3
x

3
4 + C.

(i)

∫

tan2xdx =
∫

sin2 x
cos2 x

dx =
∫

1−cos2 x
cos2 x

dx =
∫

1
cos2 x

dx −
∫

cos2 x
cos2 x

dx =
tan x− x+ C.

(j)

∫

1+cos2x
1+cos(2x)

dx =
∫ 1+ 1

2
(cos 2x+1)

1+cos(2x)
dx =

∫

1
1+cos 2x

dx+ 1
2

∫

dx = 1
2
tan x+

1
2
x+ C.

(k)

∫

1
x2−3x−4

dx =
∫

1
(x+1)(x−4)

dx.

Pomagajmo si z par
ialnimi ulomki.

1
(x+1)(x−4)

= A
(x+1)

+ B
(x−4)

.

Ena£bo pomnoºimo z (x+ 1)(x− 4).

1 = A(x− 4) +B(x+ 1); 1 = (A +B)x+ (B − 4A).
Ker je A +B = 0 in B − 4A = 1 velja, da je A = −1

5
in B = 1

5
.

∫

1
(x+1)(x−4)

dx = −1
5

∫

1
(x+1)

dx+ 1
5

∫

1
(x−4)

dx = 1
5
ln(x−4

x+1
) + C.
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(l)

∫

x2+1
x2+x

dx =
∫

x2+1
x(x+1)

dx.

Pomagajmo si z par
ialnimi ulomki.

x2+1
x(x+1)

= Ax+B
x

+ C
(x+1)

.

Ena£bo pomnoºimo z x(x+ 1).

x2 + 1 = A · x2 + (A+B + C) · x+B.

Od tod velja, da je A = 1, B = 1 in C = −2.

Integral lahko sedaj zapi²emo kot

∫

x2+1
x(x+1)

dx =
∫

(x+1
x

+ −2
x+1

)dx =
∫

(1 + 1
x
)dx− 2

∫

1
(x+1)

dx = x+ ln x− 2 ln(x+ 1) + C.

2. Z uvedbo nove neznanke izra£unajte nedolo£ene integrale:

(a)

∫

(5x− 3)8dx

(b)

∫

dx
3x+2

(
)

∫

dx
3√2x−3

(d)

∫

e7x−4dx

(e)

∫

x
√
x2 + 3dx

(f)

∫

e2x

1+e4x
dx

(g)

∫

tanxdx

(h)

∫

sinx·cos2 x
1+cos2 x

dx

(i)

∫

1
x·lnx

dx

(j)

∫

sin(2x− 1)dx

(k)

∫

xe2x
2+3dx

(l)

∫

2x sin(x2 + 3)dx

(m)

∫

lnx
x
dx

(n)

∫

ln3 x
4x

dx

(o)

∫

dx
(x+1)(x−2)

(p)

∫

dx
x2+5x+6

Re²itev.

(a) Nova neznanka je t = 5x − 3, dt = 5dx. Torej je

∫

(5x− 3)8dx =
1
5

∫

t8dt = 1
45
t9 + C = 1

45
· (5x− 3)9 + C.
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(b) Nova neznanka je t = 3x+2, dt = 3dx. Iz tega sledi

∫

dx
3x+2

= 1
3

∫

dt
t

1
3

∫

dt
t
= 1

3
ln t+ C = 1

3
ln (3x+ 2) + C.

(
) Nova neznanka je t = 2x − 3, dt = 2dx. Potem je

∫

dx
3√2x−3

=
1
2

∫

dt

t
1
3
= 1

2

∫

t
−1
3 dt = 3

4
t
2
3 + C = 3

4
(2x− 3)

2
3 + C.

(d) Nova neznanka je t = 7x − 4, dt = 7dx. Potem je

∫

e7x−4dx =
1
7

∫

etdt = 1
7
et + C = 1

7
e7x−4 + C.

(e) Nova neznanka je t = x2+3, dt = 2xdx. Iz tega sledi
∫

(x
√
x2 + 3)dx =

∫

x
√
t dt
2x

= 1
2

∫ √
tdt = 1

2

∫

t
1
2dt = 1

3
t
3
2 + C = 1

3
(x2 + 3)

3
2 + C.

(f) Nova neznanka je t = e2x, dt = 2e2xdx . Iz tega sledi

∫

e2x

1+t2
dt

2e2x
=

1
2

∫

1
1+t2

dt = 1
2
arctan t+ C = 1

2
arctan(e2x) + C.

(g) Nova neznanka je t = cosx, dt = − sin xdx. Iz tega sledi
∫

tanxdx =
∫

sinx
cos x

dx =
∫

sinx
t

dt
− sinx

= −
∫

1
t
dt = − ln t+ C = − ln(cosx) + C.

(h) Nova neznanka je t = cosx, dt = − sin xdx. Potem je

∫

sinx·t2

1+t2
dt

− sinx
=

−
∫

t2

1+t2
dt = −

∫

t2+1−1
t2+1

dt = −(
∫

t2+1
t2+1

dt −
∫

1
t2+1

dt) = −(
∫

dt −
∫

1
t2+1

dt) = −(t− arctan t) + C = − cosx+ arctan(cosx) + C.

(i) Nova neznanka je t = ln x, dt = dx
x
. Potem je

∫

1
x·lnx

dx =
∫

1
x·txdt =

∫

1
t
dt = ln t + C = ln(ln x) + C.

(j) Nova neznanka je t = 2x−1, dt = 2dx. Potem je

∫

sin(2x− 1)dx =
∫

sin(t)dt
2
= −1

2
cos t+ C = −1

2
cos(2x− 1) + C.

(k) Nova neznanka je t = 2x2 + 3, dt = 4xdx. Potem je

∫

xe2x
2+3dx =

∫

xet dt
4x

= 1
4

∫

etdt = 1
4
et + C = 1

4
e2x

2+3 + C.

(l) Nova neznanka je t = x2+3, dt = 2xdx. Potem je

∫

2x sin(x2 + 3)dx =
∫

2x sin t dt
2x

=
∫

sin t = − cos t+ C = − cos(x2 + 3) + C.

(m) Nova neznanka je t = ln x, dt = dx
x
. Potem je

∫

lnx
x
dx =

∫

txdt
x

=
∫

tdt = t2

2
+ C = (lnx)2

2
+ C.
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(n) Nova neznanka je t = ln x, dt = dx
x
. Potem je

∫

ln3 x
4x

dx =
∫

t3xdt
4x

=
1
4

∫

t3dt = 1
4
t4

4
+ C = t4

16
+ C = ln4 x

16
+ C.

(o) Najprej zapi²imo ulomek

1
(x+1)(x−2)

kot vsoto dveh ulomkov, torej

1
(x+1)(x−2)

= A
x+1

+ B
x−2

. Pomnoºimo enakost z izrazom (x+1)(x−2).

Potem je 1 = A(x − 2) + B(x + 1), iz £esar sledi A + B = 0 in

−2A+B = 1. A = −1
3
, B = 1

3
.

Iz tega sledi

∫

dx
(x+1)(x−2)

= −1
3

∫

dx
x+1

+ 1
3

∫

dx
x−2

= −1
3
ln(x + 1) +

1
3
ln(x− 2) + C = 1

3
ln(x−2

x+1
) + C.

(p) Kot v prej²njem primeru zapi²emo

1
x2+5x+6

= A
x+3

+ B
x+2

. Ko po-

mnoºimo zapisano enakost z izrazom x2 + 5x+ 6, je 1 = A(x+2)+
B(x+3). Torej je A+B = 0 in 2A+3B = 1. Re²itev tega sistema

je B = 1 in A = −1. Iz tega sledi, da je
∫

dx
x2+5x+6

=
∫

−dx
x+3

+
∫

dx
x+2

=
− ln(x+ 3) + ln(x+ 2) + C = ln(x+2

x+3
) + C.

3. Z metodo per partes izra£unajte nedolo£ene integrale:

(a)

∫

((5x+ 7)e3x+2)dx

(b)

∫

(x2 · e2x)dx
(
)

∫

((x+ 2) cos 3x)dx

(d)

∫

(e2x · sin x)dx
(e)

∫

(sin x(3 − x))dx

(f)

∫

(ln(−3x))dx

(g)

∫

((x2 + x) · ln(x))dx

Re²itev. Integriranje po delih (metoda perpartes):

∫

udv = uv −
∫

vdu
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(a) Vpeljemo u = 5x + 7 in dv = e3x+2dx. Potem je du = 5dx in

v = 1
3
e3x+2

. Iz tega sledi

∫

(5x + 7)e3x+2dx = 1
3
(5x + 7)e3x+2 −

∫

5
3
e3x+2dx = 1

3
(5x+ 7)e3x+2 − 5

9
e3x+2 + C.

(b) Vpeljemo u = x2
in dv = e2xdx. Potem je du = 2xdx ter

∫

dv =
∫

e2xdx in od tod v = 1
2
e2x. Torej je

∫

x2·e2xdx = x2· 1
2
e2x−

∫

xe2xdx.

Ponovno uporabimo integriranje po delih. Vpeljemo u = x in dv =

e2xdx. Potem je

∫

xe2xdx = x1
2
e2x −

∫

1
2
e2xdx = x1

2
e2x − 1

4
e2x + C.

Kon£na re²itev je x2 · 1
2
e2x − x1

2
e2x + 1

4
e2x + C.

(
) Uvedemo u = x + 2 in dv = cos 3xdx ter izra£unamo du = dx,
v = 1

3
sin 3x. Potem je

∫

((x + 2) cos 3x)dx = (x + 2)1
3
sin 3x −

∫

1
3
sin 3xdx = (x+ 2)1

3
sin 3x+ 1

9
cos 3x+ C.

(d) Uvedemo u = e2x, dv = sin xdx in izra£unamo du = 2e2xdx ter v =

− cos x. Iz tega sledi
∫

e2x sin xdx = −e2x cos x+2
∫

e2x cosxdx+C.
Integral

∫

e2x cosxdx sedaj ponovno zapi²emo s pomo£jo perpar-

tesa.

∫

e2x cosxdx = e2x sin x − 2
∫

e2x sin xdx. Kon£en integral je tako

enak

∫

e2x sin xdx = −e2x cosx+ 2e2x sin x− 4
∫

e2x sin xdx+ C.

Sedaj uvedemo namesto

∫

e2x sin xdx novo neznanko u. Od tod do-

bimo u = −e2x cosx+ 2e2x sin x− 4u+ C.

u = −e2x cos x+2e2x sinx
5

+ C

(e) Uvedemo u = 3 − x, dv = sin xdx in izra£unamo du = dx ter v =

− cos x. Iz tega sledi
∫

(3−x) sin xdx = −(3−x) cos x+
∫

cosxdx =
−(3 − x) cosx+ sin x+ C.

(f) Uvedemo u = ln(−3x), dv = dx in izra£unamo du = dx
x
, v = x.

Potem je

∫

ln(−3x)dx = x ln(−3x) −
∫

xdx
x

= x ln(−3x) −
∫

dx =

x ln(−3x)− x+ C.

(g) Uvedemo u = ln x, dv = (x2 + x)dx in izra£unamo du = dx
x

ter

v = x3

3
+ x2

2
. Potem je

∫

(x2 + x) · ln(x)dx = (x
3

3
+ x2

2
) ln x −

∫

(x
3

3
+ x2

2
) · 1

x
dx = (x

3

3
+ x2

2
) lnx −

∫

(x
2

3
+ x

2
)dx = (x

3

3
+ x2

2
) lnx−

(x
3

9
+ x2

4
) + C.
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4. Izra£unajte nedolo£ene integrale:

(a)

∫

sin3 x
cos4 x

dx

(b)

∫ ln(x+2)
x2 dx

(
)

∫

ex−1
ex+1

dx

(d)

∫

1
cos x

dx

(e)

∫

ln2(2x)dx

Re²itev.

(a) �teve
 zapi²emo nekoliko druga£e: sin3 x = (sin2 x) · (sin x) =

(1 − cos2 x) · (sin x). Integral
∫

sin3 x
cos4 x

dx zapi²emo kot razliko dveh

integralov

∫

sinx
cos4 x

dx−
∫

sinx
cos2 x

dx. Uvedemo novo neznanko t = cos x,

dx = dt
− sinx

. Potem je

∫

sinx
cos4 x

dx = −
∫

1
t4
. Podobno

∫

sinx
cos2 x

dx. Re-

zultat je tako enak

1
t3
+ 1

t
= 1

(cos x)3
+ 1

cos x
+ C.

(b) Integral

∫ ln(x+2)
x2 dx zapi²emo nekoliko druga£e

∫

ln(x + 2)x−2dx.

Sedaj uporabimo integriranje po delih. ln(x+2) = u, x−2dx = dv.
∫ ln(x+2)

x2 dx = − ln(x+2)
x

+
∫

1
(x)(x+2)

dx. Za izra£un drugega integrala

si pomagamo s par
ialnimi ulomki

1
(x)(x+2)

= A
x
+ B

x+2
. Od tod sledi

∫

1
(x)(x+2)

dx = 1
2

∫

1
x
dx− 1

2

∫

1
(x+2)

dx. Rezultat je enak
∫ ln(x+2)

x2 dx =

− ln(x+2)
x

+ 1
2

∫

1
x
dx− 1

2

∫

1
(x+2)

dx = − ln(x+2)
x

+ 1
2
ln x− 1

2
ln(x+2)+C.

(
) �teve
 zapi²emo nekoliko druga£e: ex − 1 = ex + 1 − 2.. Od tod

velja

∫

ex−1
ex+1

dx =
∫

ex+1−2
ex+1

dx =
∫

ex+1
ex+1

dx − 2
∫

1
ex+1

dx =
∫

1dx −
2
∫

1
ex+1

dx. Drugi integral re²imo tako, da uvedemo novo neznanko

t = ex+1, dt = exdx. Temu sledi

∫

1
ex+1

dx =
∫

1
(t)(t−1)

dt. Sedaj upo-

rabimo par
ialne ulomke

∫

1
(t)(t−1)

dt = −
∫

1
t
dt +

∫

1
t−1

dt. Rezultat

drugega integrala je enak− ln t+ln(t−1)+C = − ln(ex+1)+ln(ex)+
C. Kon£en rezultat je enak

∫

ex−1
ex+1

dx = x+2 ln(ex+1)−2 ln(ex)+C.

(d) �teve
 in imenovale
 pomnoºimo s cosx. Dobljeni integral
∫

cos x
cos2 x

dx
zapi²emo nekoliko druga£e

∫

cos x
1−sin2 x

dx. Uvedemo novo neznanko

t = sin x, dt = cosxdx. Dobljeni integral

∫

1
1−t2

dt razpi²emo s

pomo£jo par
ialnih ulomkov kot

1
2

∫

1
1+t

dt + 1
2

∫

1
1−t

dt. Po uvedbi
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novih neznank dobimo

1
2
(ln(t+ 1)− ln(t− 1)) + C. Kon£na re²itev

je tako enaka

1
2
ln( t+1

t−1
) + C = 1

2
ln( sinx+1

sinx−1
) + C .

(e) Uporabimo integriranje po delih. u = ln2(2x), dv = dx. Od

tod sledi du = 2 ln(2x) 1
2x
2dx, v = x. Integral sedaj zapi²emo

kot

∫

ln2(2x)dx = x ln2(2x) −
∫

(x · (2 ln(2x) 1
2x
2))dx = x ln2(2x) −

2
∫

ln(2x)dx. Za izra£un drugega integrala ponovno uporabimo in-

tegriranje po delih. u = ln(2x), du = 1
x
, dv = dx, v = x. Kon£en

rezultat je enak

∫

ln2(2x)dx = x ln2(2x)− 2(x ln(2x)−
∫

dx) +C =
x ln2(2x)− 2x ln(2x) + 2x+ C.

2.2 Dolo£eni integral

1. Izra£unajte dolo£ene integrale.

(a)

∫ 2

−1
(3x2 − 4)dx

(b)

∫ 3

0
(x+ 2)(x− 3)dx

(
)

∫ 1

0
(ex + 7x3 + sin x)dx

(d)

∫ 3

1
( 1

3
√
x
2 + x− 2)dx

(e)

∫ π

0
sin xdx

(f)

∫ π
2

0
cos xdx

Re²itev.

(a)

∫ 2

−1
(3x2 − 4)dx = 3

∫ 2

−1
x2dx − 4

∫ 2

−1
dx = x3|2−1 − 4x|2−1 = ((8 −

(−1))− 4((2)− (−1)) = 9− 12 = −3.

(b)

∫ 3

0
(x + 2)(x − 3)dx =

∫ 3

0
(x2 − x − 6)dx = (x

3

3
− x2

2
− 6x)|30 =

(9− 9
2
− 18)− 0 = 9− 9

2
− 18 = −13, 5.

42



(
)

∫ 1

0
(ex+7x3+sin x)dx = (ex+7x4

4
− cos x)|10 = (e+ 7

4
− cos 1)− (1+

0− 1) = (e+ 7
4
− cos 1).

(d)

∫ 3

1
( 1

3√x
2 + x − 2)dx =

∫ 3

1
(x

−2
3 + x − 2)dx = (3x

1
3 + x2

2
− 2x)|31 =

(3 · 3 1
3 + 9

2
− 6)− (3 + 1

2
− 2) = 3

4
3 − 3.

(e)

∫ π

0
sin xdx = (− cosx)|π0 = − cos π − (− cos 0) = 1 + 1 = 2.

(f)

∫ π
2
0
cosxdx = sin x|

π
2
0 = sin π

2
− sin 0 = 1− 0 = 1.

2. Z uvedbo nove neznanke izra£unajte dolo£ene integrale.

(a)

∫ 1

0

√
x+ 1dx

(b)

∫ 2

−1
( x
x2+4

)dx

(
)

∫ 2

ln
√
3
( ex

e2x−1
)dx

(d)

∫ eπ

1
sin(lnx)

x
dx

(e)

∫ 1

0
(2x+ 1)5dx

(f)

∫ 1

0
e7x−3dx

(g)

∫ π
2
0
(cosx · sin2 x)dx

(h)

∫ e

1
ln2 x
x

dx

Re²itev.

(a) V dolo£eni integral vpeljemo novo neznanko t = x + 1, dt = dx.

Meji za neznanko t sta:

• spodnja meja: ko je x = 0 je t = 1.

• zgornja meja: ko je x = 1 je t = 2.

Od tod sledi

∫ 1

0

√
x+ 1dx =

∫ 2

1

√
tdt = 2

3
(
√
8− 1).

(b) Vpeljemo novo neznanko t = x2+4, dt = 2xdx. Potem je

∫ 2

−1
( x
x2+4

)dx =
∫ 8

5
x
t
· dt
2x

= 1
2

∫ 8

5
1
t
dt = 1

2
ln t|85 = 1

2
(ln 8− ln 5).

(
) Vpeljemo novo neznanko t = ex, dt = exdx. Potem je

∫ 2

ln
√
3
( ex

e2x−1
)dx =

∫ e2√
3

1
t2−1

dt = 1
2
ln ( t−1

t+1
)|e2√

3
= 1

2
(ln ( e

2−1
e2+1

)− ln (
√
3−1√
3+1

)).
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(d) Vpeljemo novo neznanko t = ln x, dt = 1
x
dx. Potem je

∫ eπ

1
sin(lnx)

x
dx =

∫ π

0
sin(t)dtx

x
=

∫ π

0
sin tdt = − cos t|π0 = (− cos π)− (− cos 0) = 1+ 1 =

2.

(e) Vpeljemo novo neznanko t = 2x + 1, dt = 2dx. Potem je

∫ 1

0
(2x +

1)5dx =
∫ 3

1
(t)5dx = t6

6
|31 = (243

4
)− (1

6
) = 727

12
.

(f) Vpeljemo novo neznanko t = 7x−3, dt = 7dx. Potem je

∫ 1

0
e7x−3dx =

∫ 4

−3
et dt

7
= 1

7
et|4−3 =

1
7
(e4 − e−3).

(g) Vpeljemo novo neznanko t = sin x, dt = cos xdx. Potem je

∫ π
2

0
cos x · sin2 xdx =

∫ 1

0
cosx · t2 dt

cos x
=

∫ 1

0
t2 = t3

3
|10 = (1

3
− 0) = 1

3
.

(h) Vpeljemo novo neznanko t = ln x, dt = dx
x
. Potem je

∫ e

1
ln2 x
x

dx =
∫ 1

0
t2xdt
x

=
∫ 1

0
t2dt = t3

3
|10 = (1

3
)− (0

3
) = 1

3
.

3. Z metodo per partes izra£unajte dolo£ene integrale.

(a)

∫ 1

−1
(2x+ 3)exdx

(b)

∫ e

1
2 lnxdx

(
)

∫ 1

−1
x2 · e−xdx

(d)

∫ π
2

0
x · sin 2xdx

Re²itev. Integriranje po delih:

∫ b

a

udv = uv|ba −
∫ b

a

vdu.

(a) Vpeljemo u = 2x + 3 in dv = exdx. Potem je du = 2dx in

v = ex. Sledi

∫ 1

−1
(2x + 3)exdx = (2x + 3)ex|1−1 −

∫ 1

−1
ex2dx =

(5e1)− (e−1)− 2ex|1−1 = 5e− (e−1)− 2(e− e−1) = 3e+ e−1.

(b) Uvedemo u = ln x, dv = dx. Potem je du = dx
x

in v = x. Sledi

2
∫ e

1
lnxdx = 2(x ln x|e1 −

∫ e

1
dx) = 2(e− x|e1) = 2(e− (e− 1)) = 2.
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(
) Uvedemo u = x2
, dv = e−xdx. Potem je du = 2xdx in v =

−e−x
. Sledi

∫ 1

−1
x2 · e−xdx = x2(−e−x)|1−1 −

∫ 1

−1
(−e−x2x)dx =

x2(−e−x)|1−1+2(
∫ 1

−1
e−xxdx) = x2(−e−x)|1−1+2(x(−e−x)|1−1+

∫ 1

−1
e−xdx) =

−e−1 + e + 2(−e−1 − e + (−e−x)|1−1) = −e−1 + e + 2(−e−1 − e +
(−e−1 + e)) = −5e−1 + e.

(d) Uvedemo u = x, dv = sin 2xdx. Sledi du = dx in v = −1
2
cos 2x.

Torej je

∫ π
2
0
x · sin 2xdx = (−x1

2
cos 2x)|

π
2
0 −

∫ π
2

0
(−1

2
cos 2x)dx =

((−π
4
cos π)− (0)) + 1

2

∫ π
2
0
cos 2xdx = π

4
+ 1

2
( sin 2x

2
)|

π
2
0 = π

4
.

4. Izra£unajte posplo²ene integrale.

(a)

∫∞
1

dx
x3

(b)

∫∞
1

dx√
x5

(
)

∫∞
1
2

1
(1+x2)(2+x)

dx

(d)

∫∞
0

e−xdx

(e)

∫∞
0

xe−x2
dx

Re²itev.

(a)

∫∞
1

dx
x3 = limb→∞

∫ b

1
x−3dx = limb→∞−x−2

2
|b1 =

limb→∞(− b−2

2
+ 1

2
) = 1

2
.

(b)

∫∞
1

dx√
x5

= limb→∞

∫ b

1
dx√
x5

= limb→∞

∫ b

1
x− 5

2dx = limb→∞−2
3
x− 3

2 |b1 =

limb→∞(−2
3
b−

3
2 + 2

3
) = 2

3
.

(
) Najprej izra£unamo nedolo£eni integral

1
(1−x2)(2+x)

dx. Ulomek

1
(1−x2)(2+x)

zapi²emo kot vsoto treh ulomkov, torej

1
(1−x2)(2+x)

= A
1−x

+ B
1+x

+ C
2+x

.

Pomnoºimo enakost z izrazom (1 − x)(1 + x)(2 + x). Potem je

1 = (A − B − C)x2 + (3A− B)x + (2A + 2B + C), od koder sledi

A − B − C = 0, 3A − B = 0 in 2A + 2B + C = 1. A = 1
6
, B = 1

2

ter C = −1
3
. Sledi

∫

dx
(1−x2)(2+x)

=
∫

( 1
6(1−x)

+ 1
2(1+x)

− 1
3(2+x)

)dx =
1
6
ln(1− x) + 1

2
ln(1 + x)− 1

3
ln(2 + x) + C

Posplo²eni integral

∫∞
1
2

1
(1+x2)(2+x)

dx lahko zapi²emo kot limb→∞

∫ b
1
2

1
(1+x2)(2+x)

dx.

Sledi limb→∞(1
6
ln(1− x) + 1

2
ln(1 + x)− 1

3
ln(2 + x))|b1

2

=
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(d)

∫∞
0

e−x = limb→∞

∫ b

0
e−xdx = limb→∞(−e−x)|b0 = limb→∞(−e−b +

1) = 1.

(e) Najprej izra£unajmo integral

∫

xe−x2
dx. Vpeljemo novo neznanko

−x2 = t in −2xdx = dt. Potem je

∫

xe−x2

dx = −1

2

∫

etdt = −1

2
et + C = −1

2
e−x2

+ C.

Iz tega sledi

∫ ∞

0

xe−x2

dx = lim
b→∞

∫ b

0

xe−x2

dx

= lim
b→∞

−1

2
e−x2|b0 = lim

b→∞
−1

2
(e−b2 − 1) =

1

2
.

5. Izra£unajte povpre£no vrednost dane funk
ije f na intervalu I.

(a) f(x) =
√
2 + x, I = [−2, 2]

(b) f(x) = x
2x2+1

, I =
[

1
2
, 1
]

(
) f(x) = e3x−1
, I = [0, 2]

(d) f(x) = ln x, I = [1, e]

(e) f(x) = sin2 x, I = [0, π]

Re²itev. Povpre£na vrednost integrabilne funk
ije f na intervalu [a, b]:

f = 1
(b−a)

∫ b

a
f(x)dx

(a) f = 1
4

∫ 2

−2
(
√
2 + x)dx = 1

4

∫ 4

0
t
1
2dt = 2

12
(2 + x)

3
2 |2−2 =

1
6
(2 + x)

3
2 |2−2 =

(8
6
)− (0) = 4

3
.

(b) f = 2
∫ 1

1
2

x
2x2+1

dx. Uvedemo novo neznanko t = 2x2 + 1.
∫ 3

3
2

dt
4t

=
1
2
ln(2x2 + 1)|11

2

= 1
2
ln (3)− 1

2
ln (3

2
) = 1

2
ln 2.

(
) f = 1
2

∫ 2

0
e3x−1dx. Uvedemo novo neznanko t = 3x− 1, dt = 3dx.

1
2

∫ 5

−1
et dt

3
= 1

6
e3x−1|20 = (1

6
e5)− (1

6
e−1)
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(d) f = 1
e−1

∫ e

1
ln xdx. Uvedemo u = ln x, dv = dx. Potem je du = dx

x

in v = x. 1
e−1

∫ e

1
ln xdx = 1

e−1
(x ln x|e1 −

∫ e

1
dx) = 1

e−1
x(ln x− 1)|e1 =

1
e−1

((e− 1) + 1) = e
e−1

(e) f = 1
(π)

∫ π

0
sin2 xdx = 1

(π)
−1

2

∫ π

0
cos 2x− 1dx = − 1

(2π)
(
∫ π

0
cos 2xdx)−

∫ π

0
dx) = − 1

(2π)
(1
2
sin 2x− x)|π0 = (− 1

(2π)
(0− π)) + 0 = 1

2

2.3 Uporaba integrala

1. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) =
√
2x+ 1 in

g(x) = 7− x ter abs
isno osjo.

Re²itev.

Za pomo£ si nari²emo graf funk
ije ter izra£unamo prese£i²£a. Funk-


ijska zapisa ena£imo

√
2x+ 1 = 7 − x. Od tod dobimo, da je edina

prava re²itev x = 4. Za izra£un plo²£ine tako zapi²emo dolo£eni integral.

∫ 4

− 1
2

√
2x+ 1dx+

∫ 7

4
(7− x)dx = 27

2
≈ 13, 5.

2. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = x+2 in g(x) =
x2
.

Re²itev.

∫ 2

−1
(2 + x− x2)dx = 9

2
≈ 4, 5.

3. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = 1 + x2

2
in

g(x) = x2
.

Re²itev.

∫

√
2

−
√
2
((1 + x2

2
)− x2)dx = 4

√
2

3
≈ 1, 88.

4. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = x2 + 2x − 3 in

g(x) = x− 1.
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Re²itev.

∫ 1

−2
(2− x− x2)dx = 9

2
≈ 4, 5.

5. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = sin x, g(x) =
cosx in ordinatno osjo.

Re²itev.

∫ π
4

0
(cosx− sin x)dx =

√
2− 1 ≈ 0, 41.

6. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = x2
, g(x) = 2x

in ordinatno osjo.

Re²itev.

∫ 2

0
(2x − x2)dx = 9−8 ln 2

3 ln 2
≈ 1, 66.

7. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijami f(x) = cosx, g(x) =

2− |x| in abs
isno osjo.

Re²itev.

2 · (
∫ 2

0
(2− x)dx−

∫ π
2

0
(cosx)dx) ≈ 2.

8. Izra£unajte plo²£ino lika, omejenega s funk
ijamo f(x) = x2

2
− 2x+2, in

tangentama nanjo v to£kah z abs
isama 1 in 4.

Re²itev.

f ′(x) = x− 2

Smerni koe�
ient tangente na graf funk
ije v dolo£eni to£ki je enak pr-

vemu odvodu funk
ije v tej to£ki.

f ′(x1) = kt1 , f
′(1) = −1 = kt1 , f

′(4) = 2 = kt2
Ena£bi tangent: (y− y0) = kt1(x−x0), (y− 1

2
) = −1(x− 1), y1 = −x+ 3

2

(y − y0) = kt2(x− x0), (y − 2) = 2(x− 4), y2 = 2x− 6

2 · (
∫ 2

0
(2− x)dx−

∫ π
2
0
(cosx)dx) ≈ 2
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Slika 2.1: f(x) =
√
2x+ 1 in g(x) = 7− x

Slika 2.2: f(x) = x+ 2 in g(x) = x2
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Slika 2.3: f(x) = 1 + x2

2
in g(x) = x2

Slika 2.4: f(x) = x2 + 2x− 3 in g(x) = x− 1
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Slika 2.5: f(x) = sin x, g(x) = cosx in ordinatno osjo

Slika 2.6: f(x) = x2
, g(x) = 2x in ordinatno osjo
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Slika 2.7: f(x) = cosx, g(x) = 2− |x| in abs
isno osjo

Slika 2.8: f(x) = x2

2
− 2x+ 2, in tangentama nanjo v to£kah z abs
isama 1 in

4
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Poglavje 3

Diferen
ialne ena£be

3.1 Diferen
ialne ena£be prvega reda

1. Poi²£ite splo²ne re²itve diferen
ialne ena£be z lo£ljivima spremenljiv-

kama:

(a) y′ = x2 + 3

(b) 2y′x = y

(
) y′(x2 + 3)3 = 2x

(d) y′x = ln5 x

(e) y′(x+ 5)(−x+ 4) = y

(f) y′ = 3x2(1 + y2)

(g) (sin x)dy = 2y(cosx)dx

(h) yy′ = 2(xy + x)

(i) y′ − 2x = 0

(j) xyy′ = 1− x2

(k) tan ydx− cot xdy = 0

(l) y′ = y2+1
x2+1

(m) (x+ 2)dy + y2dx = 0

(n) xy′ − y = y3

53



Re²itev.

(a) Ker je

dy

dx
= x2 + 3, je dy = (x2 + 3)dx in zato

∫

dy =
∫

(x2 + 3)dx.

Iz tega sledi, da je y = x3

3
+ 3x+ C.

(b) Vidimo, da je

dy

y
= dx

2x
in zato

∫

dy

y
=

∫

dx
2x
. Potem je ln y =

ln x
1
2 + lnC, kar pomeni, da je

ln y = lnCx
1
2
. Torej je y = Cx

1
2
.

(
) Ker je

dy

dx
(x2+3)3 = 2x je dy = 2x

(x2+3)3
dx. Vpeljemo novo neznanko

t = x2 + 3, dt = 2xdx. Potem je

∫

2x
(x2+3)3

dx =
∫

dt
t3

=
∫

t−3dt =

− t−2

2
+ C = − (x2+3)−2

2
+C. Iz tega sledi, da je re²itev diferen
ialne

ena£be y = − (x2+3)−2

2
+ C.

(d) Ker je

dy

dx
x = ln5 x je dy = ln5 x

x
dx. Izra£unajmo integral

∫

ln5 x
x

dx.

Vpeljemo novo neznanko t = ln x, dt = dx
x
. Torej je

∫

ln5 x
x

dx =
∫

t5dt = t6

6
+C = ln6 x

6
+C. Iz tega sledi, da je re²itev diferen
ialne

ena£be y = ln6 x
6

+ C.

(e) Re²itev enakosti

∫

dy

y
=

∫

dx
(x+5)(−x+4)

=
∫

( 1
9(x+5)

+ 1
9(−x+4)

)dx je

ln y = 1
9
ln(x + 5) + 1

9
ln(−x + 4) + lnC oziroma zapisano druga£e

y = ((x+ 5)(−x+ 4))
1
9C.

(f) Ker je

dy

dx
= 3x2(1+y2), je dy

(1+y2)
= 3x2dx in zato

∫

dy

(1+y2)
=

∫

3x2dx.

Iz tega sledi, da je tan y = x3 + C in y = arctan(x3 + C).

(g) Re²itev enakosti

∫

dy

2y
=

∫

cos x
sinx

dx. Vpeljemo novo neznanko t =

sin x, dt = cos xdx in dx = dt
cos x

. Odtod sledi

∫

dy

2y
=

∫

cos x
t

dt
cos x

in

1
2
ln y = ln sin x+ lnC. Re²itev je enaka y = (C sin x)2.

(h) y dy

dx
= 2(xy+x) od tod sledi ydy = 2(xy+x)dx in ydy = 2x(y+1)dx.

∫

y

y+1
dy =

∫

2xdx. Vpeljemo novo neznanko t = y + 1, dt = dy.
∫

t−1
t
dt =

∫

2xdx je

∫

( t
t
− 1

t
)dt = 2

∫

xdx in (y + 1)− ln(y + 1) =

x2 + C.
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(i) Ker je

dy

dx
= 2x, je 1dy = 2xdx in zato

∫

1dy =
∫

2xdx. Iz tega

sledi, da je y = x2 + C.

(j) xyy′ = 1− x2
sledi y dy

dx
= 1−x2

x
in

∫

ydy =
∫

1−x2

x
dx. Odtod dobimo

y2

2
= ln x− x2

2
+ C in y =

√
2 lnx− x2 + 2C.

(k) tan ydx − cotxdy = 0 je − cot xdy = − tan ydx. Velja

1
tan y

dy =
1

cotx
dx in sin y = C

cos x
.

(l) Ker je

dy

dx
= y2+1

x2+1
, je

dy

y2+1
= dx

x2+1
in zato

∫

1
y2+1

dy =
∫

1
x2+1

dx. Iz

tega sledi, da je tan y = tanx+ C.

(m) (x+ 2)dy + y2dx = 0 sledi

dy

y2
= − dx

(x+2)
in

∫

dy

y2
= −

∫

dx
(x+2)

. Odtod

dobimo − 1
y
= − ln x+ 2 + lnC in y = 1

ln(x+2
C

)
.

(n) xy′ − y = y3 sledi xdy

dx
= y + y3. Velja

∫

dy

y(1+y2)
=

∫

dx
x
. Integral

∫

dy

y(1+y2)
zapi²emo kot vsoto integralov

∫

dy

y(1+y2)
=

∫

1
y
dy+

∫ −y

1+y2
dy.

Za izra£un drugega integrala

∫ −y

1+y2
dy uvedemo novo neznanko t =

1+y2 in dobimo ln(1+y2)−
1
2
. Sledi ln y+ln(1+y2)−

1
2 = ln x+lnC.

Skupna re²itev je

y

(1+y2)
1
2
= Cx.

2. Poi²£ite tiste re²itve diferen
ialnih ena£b z lo£ljivima spremenljivkama,

ki zado²£ajo danim pogojem:

(a) y − y′x = 2y′, y(1) = 1

(b) y′e−5x = x+ 3, y(0) = 1

(
) y′ = x cos(3x), y(π
3
) = 0

(d) (2x2 + 1)y′ − 10xy = 4x, y(0) = 1
2

Re²itev.

(a) Vidimo, da je y′(x + 2) = y in zato

dy

y
= dx

x+2
. Iz tega sledi, da je

ln y = ln(x+ 2) + lnC. Torej je y = C(x+ 2). Ker je podan pogoj

y(1) = 1, je 1 = 3C in zato C = 1
3
. Re²itev je y = 1

3
(x+ 2).
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(b) Ni teºko preveriti, da je y′ = (x + 3)e5x in zato dy = (x + 3)e5xdx.

Z metodo per partes izra£unamo integral

∫

(x+ 3)e5xdx. Uvedemo

u = x + 3 in dv = e5x. Potem je du = dx in v = 1
5
e5x. Sledi

∫

(x+ 3)e5xdx = 1
5
(x+ 3)e5x −

∫

1
5
e5xdx = 1

5
(x+ 3)e5x − 1

25
e5x +C.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = 1
5
(x+3)e5x − 1

25
e5x +C.

Glede na podan pogoj y(0) = 1 je 1 = 3
5
− 1

25
+C oziroma 1 = 14

25
+C.

Torej je C = 11
25
. Re²itev naloge je y = 1

5
(x+ 3)e5x − 1

25
e5x + 11

25
.

(
) Ker je

∫

dy =
∫

x cos(3x)dx, bomo

∫

x cos(3x)dx izra£unali s pomo-

£jo perpartesa. Uvedemo u = x, dv = cos(3x)dx in zato du = dx,

v = 1
3
sin(3x). Torej je

∫

x cos(3x)dx = 1
3
x sin(3x)−

∫

1
3
sin(3x)dx =

1
3
x sin(3x) + 1

9
cos(3x) + C. Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je

y = 1
3
x sin(3x) + 1

9
cos(3x) + C. Ker je dan pogoj y(π

3
) = 0, je

0 = 1
3
· π
3
sin(π) + 1

9
cos(π) + C oziroma 0 = −1

9
+ C. Iz tega sledi,

da je C = 1
9
. Re²itev naloge je y = 1

3
x sin(3x) + 1

9
cos(3x) + 1

9
.

(d) (2x2+1)y′−10xy = 4x, (2x2+1) dy
dx

= 4x+10xy. Velja dy

dx
= 2x(2+5y)

2x2+1

in

∫

dy

2+5y
=

∫

2x
2x2+1

dx. Uvedemo novo neznanko t = 2+5y od koder

sledi dt = 5dy. Podobno velja h = 2x2 + 1 in dh = 4xdx. Tako

je

∫

dt
5t
=

∫

dh
2h
. Velja

1
5
ln t = 1

2
ln h+lnC in (2+5y)

1
5 = C(2x2+1)

1
2
.

3. Poi²£ite splo²ne re²itve linearnih diferen
ialnih ena£b prvega reda:

(a) y′ + 2 y

x
= x3

(b) y′ + xy = xe
x2

2

(
) y′ + y + 2x = 0

(d) y′ + y = 2x2 + 3

(e) (y′ + y)(1 + ex) = 2

(f) (4− x2)y′ + xy = 2x

(g) 3xy′ + y = 6x3

(h) 2y′ + y = ex

(i) xy′ + 2(1− x2)y = 1

(j) y′ + y tanx = 1
cos x
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(k) xy′ + y = x2 ln x

(l) xy′ + xy = 1− y

(m) x2y′ + xy + 1 = 0

(n) y′ − 2x+1
x2+x

y = 2x+1
x2+x

(o) xy′ + y = ln x+ 1

(p) y′ + 2xy = e−x2

(q) xy′ + 2y = x3

Re²itev.

Linerana diferen
ialna ena£ba prvega reda je oblike y′ + f(x)y = g(x).

(a) y′ + 2 y

x
= x3

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + 2
y

x
= 0

y′ = −2
y

x
dy

y
= −2

dx

x
∫

dy

y
= −2

∫

dx

x
ln y = −2 lnx+ lnC

ln y = ln x−2 + lnC

ln y = lnCx−2

y = Cx−2.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x−2
.

Torej je

C ′(x)x−2 − 2C(x)x−3 + 2
C(x)x−2

x
= x3.

Iz tega sledi

C ′(x) = x5
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in zato

C(x) =

∫

x5dx =
x6

6
+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (x
6

6
+D)x−2.

(b) y′ + xy = xe
x2

2

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + xy = 0

y′ = −xy
dy

y
= −xdx

∫

dy

y
= −

∫

xdx

ln y = −x2

2
+ lnC

ln y = ln e−
x2

2 + lnC

ln y = lnCe−
x2

2

y = Ce−
x2

2 .

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−
x2

2
.

Torej je

C ′(x)e−
x2

2 − C(x)xe−
x2

2 + C(x)e−
x2

2 x = xe
x2

2 .

Iz tega sledi

C ′(x)e−
x2

2 = xe
x2

2

C ′(x) = xex
2

,

∫

C ′(x) =

∫

xex
2

dx.

Po uvedbi nove neznanke t = x2
dobimo

C(x) =
1

2
ex

2

+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (1
2
ex

2
+D)e−

x2

2 .
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(
) y′ + y + 2x = 0

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + y = 0

y′ = −y
dy

y
= −dx

∫

dy

y
= −

∫

dx

ln y = −x+ lnC

ln y = ln e−x + lnC

ln y = lnCe−x

y = Ce−x.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−x
.

Torej je

C ′(x)e−x − C(x)e−x + C(x)e−x = −2x.

Iz tega sledi

C ′(x)e−x = −2x,

∫

C ′(x) = −2

∫

xexdx.

Izra£unajmo sedaj integral

∫

xex s pomo£jo perpartesa. Z uvedbo

u = x in exdx = dv dobimo

C(x) = −2xex + 2ex +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (−2xex + 2ex +D)e−x.
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(d) y′ + y = 2x2 + 3

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + y = 0

y′ = −y
dy

y
= −dx

∫

dy

y
= −

∫

dx

ln y = −x+ lnC

ln y = ln e−x + lnC

ln y = lnCe−x

y = Ce−x.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−x
.

Torej je

C ′(x)e−x − C(x)e−x + C(x)e−x = 2x2 + 3.

Iz tega sledi

C ′(x)e−x = 2x2 + 3,

∫

C ′(x) = −2

∫

(2x2 + 3)exdx.

Izra£unajmo sedaj integral

∫

(2x2 + 3)ex s pomo£jo perpartesa. Z

uvedbo u = 2x2 + 3 in exdx = dv dobimo

C(x) = (2x2 + 3)ex − 4

∫

xexdx+D.

S ponovno uporabo perpartesa dobimo

C(x) = (2x2 + 3)ex − 4xex + 4ex +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je

y = ((2x2 + 3)ex − 4xex + 4ex +D)e−x.
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(e) (y′ + y)(1 + ex) = 2

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + y = 0

y′ = −y
dy

y
= −dx

∫

dy

y
= −

∫

dx

ln y = −x+ lnC

ln y = ln e−x + lnC

ln y = lnCe−x

y = Ce−x.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−x
.

Torej je

C ′(x)e−x − C(x)e−x + C(x)e−x =
2

1 + ex
.

Iz tega sledi

C ′(x)e−x =
2

1 + ex
, C ′(x) =

2ex

1 + ex
.

Z uvedbo nove neznanke t = 1 + ex dobimo

C(x) = ln(1 + ex)2 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (ln(1 + ex)2 +D)e−x.
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(f) (4− x2)y′ + xy = 2x

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + (
x

4− x2
)y = 0

y′ = −(
x

4− x2
)y

dy

y
= − x

4− x2
dx

∫

dy

y
= −

∫

x

4− x2
dx

4− x2 = t, −2xdx = dt
∫

dy

y
=

1

2

∫

dt

t

ln y =
1

2
ln(4− x2) + lnC

ln y = ln (4− x2)
1
2 + lnC

ln y = lnC(4− x2)
1
2

y = C(4− x2)
1
2 .

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)(4− x2)
1
2
.

Torej je

C ′(x)(4 − x2)
1
2 + C(x)

1

2
(4− x2)

− 1
2 (−2x) + C(x)x(4 − x2)

− 1
2 =

2x

(4− x2)
.

Iz tega sledi

C ′(x)(4− x2)
1
2 =

2x

(4− x2)
, C ′(x) = 2x(4− x2)−

3
2 .

Z uvedbo nove neznanke t = 4− x2
dobimo

C(x) = 2(4− x2)−
1
2 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (2(4−x2)−
1
2+D)(4− x2)

1
2 .
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(g) 3xy′ + y = 6x3

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + (
y

3x
) = 0

y′ = − y

3x
dy

y
= −dx

3x
∫

dy

y
= −1

3

∫

dx

x

ln y = −1

3
ln x+ lnC

ln y = ln x− 1
3 + lnC

ln y = lnCx− 1
3

y = Cx− 1
3 .

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x− 1
3
.

Torej je

C ′(x)x− 1
3 − 1

3
C(x)x

4
3 +

1

3
C(x)x

4
3 = 2x2.

Iz tega sledi

C ′(x)x− 1
3 = 2x2, C ′(x) = 2x

7
3

in zato

C(x) =
3

5
x

10
3 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (3
5
x

10
3 +D)x− 1

3 .
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(h) 2y′ + y = ex

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + (
y

2
) = 0

y′ = −y

2
dy

y
= −dx

2
∫

dy

y
= −1

2

∫

dx

ln y = −1

2
x+ lnC

ln y = ln e−
1
2
x + lnC

ln y = lnCe−
1
2
x

y = Ce−
1
2
x.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−
1
2
x
.

Torej je

C ′(x)e−
1
2
x − 1

2
C(x)e−

1
2
x +

1

2
C(x)e−

1
2
x =

ex

2
.

Iz tega sledi

C ′(x)e−
1
2
x =

ex

2
, C ′(x) =

1

2
e

3x
2

in zato

C(x) =
1

3
e

3x
2 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (1
3
e

3x
2 +D)e−

1
2
x.
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(i) xy′ + 2(1− x2)y = 1

Ena£bo preoblikujemo in dobimo y′ + 2(1−x2)
x

y = 1
x
.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ +
2(1− x2)

x
y = 0

y′ = −2(1− x2)

x
y

dy

y
=

(−2 + 2x2)dx

x
∫

dy

y
=

∫

−2
1

x
dx+

∫

2xdx

ln y = −2 lnx+ x2 + lnC

ln y = lnx−2 + ln ex
2

+ lnC

ln y = lnCx−2ex
2

y = Cx−2ex
2

.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x−2ex
2
.

Torej je

C ′(x)x−2ex
2

+ C(x)(ex
22xx−2

+ ex
2

(−2x−3)) +
2(1− x2)

x
(C(x)x−2ex

2

) =
1

x
.

Iz tega sledi

C ′(x)x−2ex
2

=
1

x
, C ′(x) = xe−x2

in zato

C(x) = −1

2
e−x2

+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (−1
2
e−x2

+D)x−2ex
2
.
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(j) y′ + y tanx = 1
cos x

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + y tan x = 0

y′ = −y tan x
dy

y
= − tan x

∫

dy

y
= −

∫

tan xdx

ln y = −(− ln(cosx)) + lnC

ln y = ln(cosx) + lnC

y = C cosx.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x) cosx.

Torej je

C ′(x) cosx− sin xC(x) + C(x) cosx
sin x

cos x
=

1

cosx
.

Iz tega sledi

C ′(x) cosx =
1

cos x
, C ′(x) =

1

cos2 x

in zato

C(x) = tan x+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (tanx+D) cosx.
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(k) xy′ + y = x2 ln x

Ena£bo preoblikujemo in dobimo y′ + y

x
= x ln x.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ +
y

x
= 0

y′ = −y

x
dy

y
= −dx

x
∫

dy

y
= −

∫

dx

x
ln y = − ln x+ lnC

ln y = ln
C

x

y =
C

x
.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)
x

.

Torej je

C ′(x)

x
− C(x)x−2 + C(x)x−2 = x ln x.

Iz tega sledi

C ′(x)

x
= x ln x, C ′(x) = x2 ln x

in zato

C(x) =
x3

3
ln x− x3

9
+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (x
3

3
ln x− x3

9
+D) 1

x
.
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(l) xy′ + xy = 1− y

Ena£bo preoblikujemo in dobimo y′ + x+1
x
y = 1

x
.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ +
x+ 1

x
y = 0

y′ = −x+ 1

x
y

dy

y
= −x+ 1

x
dx

∫

dy

y
= −

∫

x+ 1

x
dx

ln y = −(

∫

dx+

∫

1

x
dx) + lnC

ln y = −x− ln x+ lnC

y = C
e−x

x
.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x) e
−x

x
.

Torej je

C ′(x)
e−x

x
− C(x)

1

xex
− C(x)

1

x2ex
+ C(x)

1

xex
x+ 1

x
=

1

x
.

Iz tega sledi

C ′(x)
e−x

x
=

1

x
, C ′(x) = ex

in zato

C(x) = ex +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (ex +D) e
−x

x
.
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(m) x2y′ + xy + 1 = 0

Po ureditvi dobimo y′ + y

x
= − 1

x2 Re²itev homogenega dela diferen-


ialne ena£be je:

y′ +
y

x
= 0

y′ = −y

x
dy

y
= −dx

x
∫

dy

y
= −

∫

dx

x
ln y = − ln x+ lnC

ln y = ln
C

x

y =
C

x
.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)
x

.

Torej je

C ′(x)

x
+ C(x)(−x−2) +

C(x)

x2
= − 1

x2
.

Iz tega sledi

C ′(x)

x
= − 1

x2

in zato

C(x) = − ln x+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (− ln x+D) 1
x
.
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(n) y′ − 2x+1
x2+x

y = 2x+1
x2+x

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ − 2x+ 1

x2 + x
y = 0

y′ =
2x+ 1

x2 + x
y

dy

y
=

2x+ 1

x2 + x
dx

∫

dy

y
=

∫

2x+ 1

x2 + x
dx

x2 + x = t, (2x+ 1)dx = dt,

ln y =

∫

2x+ 1

t

dt

2x+ 1
ln y = ln t+ lnC

ln y = ln(x2 + x)C

y = (x2 + x)C.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom

y = C(x)(x2 + x).

Torej je

C ′(x)(x2 + x) + C(x)(2x+ 1)− C(x)(2x+ 1)(x2 + x)

x2 + x
=

2x+ 1

x2 + x
.

Iz tega sledi

C ′(x) =
2x+ 1

(x2 + x)2
, x2 + x = t, (2x+ 1)dx = dt,

in zato

C(x) =

∫

1

t2
dt, C(x) = − 1

x2 + x
+D

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (− 1
x2+x

+D)(x2 + x).
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(o) xy′ + y = ln x+ 1

Ena£bo preoblikujemo in dobimo y′ + y

x
= lnx+1

x
.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ +
y

x
= 0

y′ = −y

x
dy

y
= −dx

x
∫

dy

y
= −

∫

dx

x
ln y = − ln x+ lnC

ln y = ln
C

x

y =
C

x
.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)
x

.

Torej je

C ′(x)

x
− C(x)

x2
+

C(x)

x2
=

ln x+ 1

x
.

Iz tega sledi

C ′(x) = ln x+ 1

in zato

C(x) =

∫

lnxdx+

∫

dx, C(x) = x ln x+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = x lnx+D
x

.
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(p) y′ + 2xy = e−x2

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ + 2xy = 0

y′ = −2xy
dy

y
= −2xdx

∫

dy

y
= −2

∫

xdx

ln y = −x2 + lnC

ln y = ln e−x2

y = Ce−x2

.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−x2
.

Torej je

C ′(x)e−x2 − 2xC(x)e−x2

+ 2xC(x)e−x2

= e−x2

.

Iz tega sledi

C ′(x) = 1

in zato

C(x) = x+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (x+D)e−x2
.
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(q) xy′ + 2y = x3

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je:

y′ +
2y

x
= 0

y′ = −2y

x
dy

y
=

−2dx

x
∫

dy

y
= −2

∫

dx

x
ln y = −2 ln x+ lnC

ln y = ln x−2 + lnC

y = Cx−2.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x−2
.

Torej je

C ′(x)x−2 − 2x−3C(x) + 2x−3C(x) = x2.

Iz tega sledi

C ′(x) = x4

in zato

C(x) =
x5

5
+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je y = (x
5

5
+D)x−2.
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4. Poi²£ite splo²ne re²itve Bernoullijevih diferen
ialnih ena£b:

(a) y′ + y = y2

(b) xy′ + y = −xy2

(
) y′ − y

x
= 1

2y

(d) y′ + xy = x
√
y

(e) y′ + y = xy
2
3

(f) 2y′ + 3y
x lnx

= 3y
1
3

(g)

1
2
xy′ + y + x2y4 = 0

(h) xdy = (x2y + x2y3)dx

Re²itev.

Bernoullijeva diferen
ialna ena£ba je oblike y′ + f(x)y = g(x)yn

(a) y′ + y = y2

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.

Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 2.
Nova neznanka je enaka z = y−1

.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = −1y−2y′.

Prvotno ena£bo delimo z y2 in dobimo

y′

y2
+ 1

y
= 1.

Zamanjava z novo neznanko nam da −z′ + z = 1.

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka:

z′ − z = −1.
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Re²itev homogenega dela linearne diferen
ialne ena£be je:

z′ − z = 0

z′ = z
dz

z
= 1dx

∫

dz

z
=

∫

1dx

ln z = x+ lnC

ln z = lnCex

z = Cex.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)ex.
Torej je

C ′(x)ex + C(x)ex − C(x)ex = −1.

Iz tega sledi

C ′(x) = −e−x

−x = t, dx = −dt

in zato

C(x) = et +D

oziroma

C(x) = e−x +D

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (e−x +D)ex

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = 1
y
.

Kon£na re²itev je tako y = 1
(e−x+D)ex

.

(b) xy′ + y = −xy2

Ena£bo preoblikujemo y′ + y

x
= −y2.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.
Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 2.

75



Nova neznanka je enaka z = y−1
oziroma z = 1

y
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = −1y−2y′.

Prvotno ena£bo delimo z y2 in dobimo

y′

y2
+ 1

xy
= −1.

Po zamanjavi z novo neznanko dobimo −z′ + 1
x
z = −1.

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka

z′ − 1
x
z = 1.

Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ − 1

x
z = 0

z′ =
z

x
dz

z
=

dx

x
∫

dz

z
=

∫

dx

x
ln z = ln x+ lnC

ln z = lnCx

z = Cx.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x.

Torej je

C ′(x)x+ C(x)− C(x)x

x
= 1.

Iz tega sledi

C ′(x) =
1

x
in zato

C(x) = ln x+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (ln x+D)x.

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = 1
y
.

Kon£na re²itev je tako y = 1
((lnx+D)x

.
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(
) y′ − y

x
= 1

2y

Ena£bo preoblikujemo y′ − y

x
= 1

2
y−1

.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.
Iz podane ena£be je razvidno, da je n = −1.

Nova neznanka je enaka z = y2.
Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = 2yy′.

Prvotno ena£bo delimo z y−1
in dobimo

y′

y−1 − y2

x
= 1

2
.

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo

1
2
z′ − z

x
= 1

2

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferen
ialne ena£ba enaka

z′ − 2
x
z = 1.

Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ − 2

x
z = 0

z′ =
2z

x
dz

z
= 2

dx

x
∫

dz

z
= 2

∫

dx

x
ln z = 2 lnx+ lnC

ln z = lnCx2

z = Cx2.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x2
.

Torej je

C ′(x)x2 + 2C(x)− 2C(x)x2

x
= 1.

Iz tega sledi

C ′(x) =
1

x2

in zato

C(x) = −1

x
+D.
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Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (− 1
x
+D)x2

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y2.

Kon£na re²itev je tako y =
√

(− 1
x
+D)x2

.

(d) y′ + xy = x
√
y

Ena£bo preoblikujemo y′ + xy = xy
1
2
.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.

Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 1
2
.

Nova neznanka je enaka z = y
1
2
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = 1
2

y′

y
1
2
.

Prvotno ena£bo delimo z y
1
2
in dobimo

y′

y
1
2
+ x y

y
1
2
= x.

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 2z′ + xz = x.
Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka

z′ + x
2
z = x

2
.

Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ +
x

2
z = 0

z′ = −xz

2
dz

z
= −xdx

2
∫

dz

z
= −1

2

∫

xdx

ln z = −x2

4
+ lnC

ln z = lnCe−
x2

4

z = Ce−
x2

4 .
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Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−
x2

4
.

Torej je

C ′(x)e−
x2

4 + C(x)e−
x2

4 (−x

2
)− C(x)e−

x2

4 (−x

2
) =

x

2
.

Iz tega sledi

C ′(x) = e
x2

4 (
x

2
)

t =
x2

4
, dt =

x

2
dx

in zato

C(x) =

∫

etdt

in

C(x) = e
x2

4 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (e
x2

4 +D)e−
x2

4 .

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y
1
2
.

Kon£na re²itev je tako y = ((e
x2

4 +D)e−
x2

4 )2.

(e) y′ + y = xy
2
3

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.

Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 2
3
.

Nova neznanka je enaka z = y
1
3
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = 1
3

y′

y
2
3
.

Prvotno ena£bo delimo z y
2
3
in dobimo

y′

y
2
3
+ y

y
2
3
= x.

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 3z′ + z = x

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka z′+ 1
3
z = x

3
.

79



Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ +
1

3
z = 0

z′ = −z

3
dz

z
= −dx

3
∫

dz

z
= −1

3

∫

dx

ln z = −1

3
x+ lnC

ln z = lnCe−
x
3

z = Ce−
x
3 .

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom z = C(x)e−
x
3
.

Torej je

C ′(x)e−
x
3 + C(x)e−

x
3 (−1

3
) + C(x)e−

x
3 (
1

3
) =

x

3
.

Iz tega sledi

C ′(x) = (
x

3
)e

x
3 .

Uporabimo metodo perpartes:

u =
x

3
, dv = e

x
3 dx

in zato

C(x) = xe
x
3 −

∫

e
x
3 dx

ter

C(x) = xe
x
3 − 3e

x
3 +D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (xe
x
3 − 3e

x
3 +D)e−

x
3 .

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y
1
3
.

Splo²na re²itev je tako y = (x− 3 +De−
x
3 )3.
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(f) 2y′ + 3y
x lnx

= 3y
1
3

Ena£bo preoblikujemo y′ + 3y
2x lnx

= 3
2
y

1
3
.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.
Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 1

3
.

Nova neznanka je enaka z = y
2
3
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = 2
3

y′

y
1
3
.

Prvotno ena£bo delimo z y
1
3
in dobimo

y′

y
1
3
+ 3y

2
3

2x lnx
= 3

2
.

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo

3
2
z′ + 3z

2x lnx
= 3

2
.

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka

z′ +
z

2x ln x
= 1.

Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ +
z

2x ln x
= 0

z′ = − z

2x ln x
dz

z
= − dx

2x ln x
∫

dz

z
= −1

2

∫

dx

x ln x

t = ln x,
dx

x
= dt

ln z = −1

2
ln t+ lnC

ln z = lnC(ln x)−
1
2

z = C(ln x)−
1
2 .

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)(ln x)−
1
2
.

Torej je

C ′(x)(ln x)−
1
2 + C(x)(− 1

2x
)((lnx)−

3
2 )− C(x)(− 1

2x
)((lnx)−

3
2 ) = 1.
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Iz tega sledi

C ′(x) = (ln x)
1
2

Uporabimo metodo perpartes:

u = (ln x)
1
2 , 1dx = dv.

in zato

C(x) = x(ln x)
1
2 − 1

2

∫

ln xdx

ter

C(x) = x(ln x)
1
2 − x ln x

2
+

x

2
+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (x(ln x)
1
2 − x lnx

2
+ x

2
+

D)(ln x)−
1
2 .

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y
2
3
.

Splo²na re²itev je tako y = ((x(ln x)
1
2 − x lnx

2
+ x

2
+D)(lnx)−

1
2 )

2
3 .

(g)

1
2
xy′ + y + x2y4 = 0

Ena£bo preoblikujemo y′ + 2y
x
= −2xy4.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.
Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 4. Nova neznanka je enaka

z = y−3
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = −3y′

y4
.

Prvotno ena£bo delimo z y4 in dobimo

y′

y4
+ 2

xy3
= −2x.

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo −1
3
z′ + 2

x
z = −2x

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka z′+− 6
x
z =

6x.
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Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ +−6

x
z = 0

dz

z
=

6

x
dx

∫

dz

z
= 6

∫

1

x
dx

ln z = 6 lnx+ lnC

ln z = lnCx6

z = Cx6.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)x6
.

Torej je

C ′(x)x6 + C(x)6x5 − C(x)6x5 = 6x.

Iz tega sledi

C ′(x) =
6

x5

in zato

C(x) = − 3

2x4
+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (− 3
2x4 +D)x6

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y−3
.

Splo²na re²itev je tako y = ( 1
(− 3

2x4
+D)x6 )

1
3
.

(h) xdy = (x2y + x2y3)dx

Ena£bo preoblikujemo y′ − xy = xy3.

Uvedemo novo neznanko z = y1−n.
Iz podane ena£be je razvidno, da je n = 3. Nova neznanka je enaka

z = y−2
.

Odvajajmo neznanko z kot funk
ijo: z′ = −2y′

y3
.

Prvotno ena£bo delimo z y3 in dobimo

y′

y3
− x

y2
= x.
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Po zamenjavi z novo neznanko dobimo −1
2
z′ − xz = x.

Dobljena diferen
ialna ena£ba je linearna diferen
ialna ena£ba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferen
ialna ena£ba enaka

z′ + 2xz = −2x.

Re²itev homogenega dela linearna diferen
ialne ena£be je:

z′ + 2xz = 0
dz

z
= −2xdx

∫

dz

z
= −2

∫

xdx

ln z = −x2 + lnC

ln z = lnCe−x2

z = Ce−x2

.

Splo²no re²itev diferen
ialne ena£be re²imo z nastavkom y = C(x)e−x2
.

Torej je

C ′(x)e−x2

+ C(x)e−x2

(−2x)− C(x)e−x2

(2x) = −2x.

Iz tega sledi

C ′(x) = −2xex
2

t = x2, dt = 2xdx
∫

C ′(x) = −2

∫

xex
2

dx

ter

∫

C ′(x) = −
∫

etdt

in zato

C(x) = −ex
2

+D.

Splo²na re²itev diferen
ialne ena£be je zs = (−ex
2
+D)e−x2

.

Sedaj upo²tevajmo ²e uvedbo nove neznanke z = y−2
.

Splo²na re²itev je tako y =
√

1

((−ex
2+D)e−x2)

.
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3.2 Diferen
ialne ena£be drugega reda

Linearne diferen
ialne ena£be drugega reda s konstantnimi koe�
ienti so

oblike

y′′ + a1y
′ + a0y = f(x),

kjer so a1, a0 realna ²tevila.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be dobimo s pomo£jo karakteri-

sti£nega polinoma. Namesto y′′ in y′ uporabimo λ2
ter λ.

Karakteristi£ni polinom je tako enak λ2 + a1λ+ a0 = 0.

Ni£le karakteristi£nega polinoma nam bodo dale re²itev homogenega dela di-

feren
ialne ena£be.

Pomagamo si z naslednjimi nastavki:

• Ni£li karakteristi£nega polinoma λ1 in λ2 sta razli£ni realni ²tevili:

yH = C1e
λ1x + C2e

λ2x.

• Ni£la karakteristi£nega polinoma je realna in dvojna, λ1 = λ2 = λ:

yH = C1e
λx + C2xe

λx.

• Ni£li karakteristi£nega polinoma sta konjugirani kompleksni ²tevili,

λ1 = a+ ib, λ2 = a− ib:

yH = eax(C1 cos(bx) + C2 sin(bx)).
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Partikularno re²itev diferen
ialne ena£be poi²£emo z nastavkom:

f(x) nastavek

Ceαx Axseαx

pn(x)e
αx Pn(x)x

seαx

x2ex (Ax2 +Bx+ C)xsex

C sin(βx) xs(A sin(βx) +B cos(βx))

C cos(βx) xs(A sin(βx) +B cos(βx))
pn(x)(C sin(βx) +D cos(βx)) xs(Pn(x) sin(βx) +Qn(x) cos(βx))

pn(x)e
αx(C sin(βx) +D cos(βx)) xs(Pn(x) sin(βx) +Qn(x) cos(βx))e

αx

s = 0, £e α oziroma α + iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma.

s = 1, £e α oziroma α + iβ je ni£la karakteristi£nega polinoma.

s = 2, £e je α dvojna ni£la karakteristi£nega polinoma.

1. Poi²£ite splo²ne re²itve diferen
ialnih ena£b drugega s konstantnimi ko-

e�
ienti:

(a) y′′ + 4y = 8x2

(b) y′′ + 2y′ + y = (x+ 1)e2x

(
) y′′ + 4y′ + y = e
1
2
x

(d) y′′ + y′ = x2 + x

(e) 2y′′ + y = ex + x2ex

(f) y′′ + 3y′ − 10y = x2ex

(g) y′′ + y′ − 6y = e2x cos 2x

(h) y′′ + 2y′ + 5y = 16ex + sin 2x
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Re²itev.

(a) y′′ + 4y = 8x2

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + 4 = 0.

Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = 0 + 2i ter λ2 = 0− 2i.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1 cos(2x) + C2 sin(2x).

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja polinom druge stopnje 8x2
.

Sedaj lahko uporabimo drugi nastavek v na²i tabeli.

pn(x)e
αx Pn(x)x

seαx.

pn(x)e
αx = 8x2e0x. Od tod sledi, da je α = 0. Iz tabele velja,

£e α ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: (Ax2 +Bx+ C)x0e0x oziroma

(Ax2 +Bx+ C).

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =
Ax2 +Bx+ C, y′p = 2Ax+B, y′′p = 2A.

Ker je y′′ + 4y = 8x2
velja enakost 2A+ 4Ax2 + 4Bx+ 4C = 8x2.

Od tod sledi 4Ax2 + 4Bx+ 2A+ 4C = 8x2 + 0x+ 0.

Dele ob neznankah ena£imo 4A = 8, 4B = 0, 2A + 4C = 0.
Manjkajo£e neznanke A,B,C so enake A = 2, B = 0, C = −1.

Partikularni del re²itve je enak yp = 2x2 − 1.

Kon£na, skupna re²itev je enaka 2x2 − 1 + C1 cos(2x) + C2 sin(2x).
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(b) y′′ + 2y′ + y = (x+ 1)e2x

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + 2λ+ 1 = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = λ2 = −1.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1e
−x + C2xe

−x.

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja produkt polinom ter eksponentne funk-


ije (x+ 1)e2x.
Sedaj uporabimo drugi nastavek v na²i tabeli.

pn(x)e
αx Pn(x)x

seαx.

pn(x)e
αx = (x + 1)e2x. Od tod sledi, da je α = 2. Iz tabele ve-

lja, £e α oziroma α+ iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem

je s = 0.
Nastavek je tako enak: (Ax+B)x0e2x oziroma (Ax+B)e2x.

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.

yp = (Ax+B)e2x, y′p = Ae2x+2(Ax+B)e2x, y′′p = 4Ae2x+4(Ax+

B)e2x.
Ker je y′′+2y′+y = (x+1)e2x velja enakost 4Ae2x+4(Ax+B)e2x+

2(Ae2x + 2(Ax+B)e2x) + (Ax+B)e2x = (x+ 1)e2x.
Od tod sledi (6A+ 9B)e2x + (9A)xe2x = e2x + xe2x.

Dele ob neznankah ena£imo 6A+ 9B = 1, 9A = 1.
Manjkajo£i neznanki A,B sta enaki A = 1

9
, B = 1

27
.

Partikularni del re²itve je enak yp = (1
9
x+ 1

27
)e2x.

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = (1
9
x+ 1

27
)e2x+C1e

−x+C2xe
−x.
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(
) y′′ + 4y′ + y = e
x
2

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + 4λ+ 1 = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = −2 +

√
3, λ2 = −2−

√
3.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1e
(−2+

√
3)x + C2e

(−2−
√
3)x.

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja eksponentna funk
ija e
x
2
.

Sedaj uporabimo prvi nastavek v na²i tabeli.

Ceαx Axseαx.

Ceαx = 1e
1
2
x
. Od tod sledi, da je α = 1

2
. Iz tabele velja, £e α

oziroma α+ iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem je s = 0.
Nastavek je tako enak: Ax0e

1
2
x
oziroma Ae

1
2
x
.

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.

yp = Ae
1
2
x, y′p =

1
2
Ae

1
2
x, y′′p = 1

4
Ae

1
2
x.

Ker je y′′+4y′+y = e
x
2
velja enakost

1
4
Ae

1
2
x+4(1

2
Ae

1
2
x)+Ae

1
2
x = e

1
2
x.

Od tod sledi (13
4
A)e

1
2
x = e

1
2
x.

Dele ob neznankah ena£imo

13
4
A = 1. Manjkajo£a neznanka A je

enaka A = 4
13
.

Partikularni del re²itve je enak yp =
4
13
e

1
2
x.

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = 4
13
e

1
2
x+C1e

(−2+
√
3)x+C2e

(−2−
√
3)x.
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(d) y′′ + y′ = x2 + x

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + λ = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = 0, λ2 = −1.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1 + C2e
−x.

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja polinom druge stopnje x2 + x.

Sedaj uporabimo drugi nastavek v na²i tabeli.

pn(x)e
αx Pn(x)x

seαx.

pn(x)e
αx = (x2 + x)e0x. Od tod sledi, da je α = 0. Iz tabele

velja, £e je α oziroma α + iβ ni£la karakteristi£nega polinoma po-

tem je s = 1.

Nastavek je tako enak: (Ax2 +Bx+C)x1e0x oziroma (Ax2 +Bx+
C)x.

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =

Ax3 +Bx2 + Cx, y′p = 3Ax2 + 2Bx+ C, y′′p = 6Ax+ 2B.

Ker je y′′+y′ = x2+x velja enakost 6Ax+2B+3Ax2+2Bx+C =
x2 + x.

Od tod sledi 3Ax2 + (6A+ 2B)x+ 2B + C = 1x2 + 1x+ 0.
Dele ob neznankah ena£imo 3A = 1, 6A + 2B = 1, 2B + C = 0.

Manjkajo£e neznanke A,B,C so enake A = 1
3
, B = −1

2
, C = 1.

Partikularni del re²itve je enak yp =
1
3
x3 − 1

2
x2 + x.

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = 1
3
x3 − 1

2
x2 + x+C1 + C2e

−x.
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(e) 2y′′ + y = ex + x2ex

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

2λ2 + 1 = 0.

Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = 0 + i
√

1
2
, λ2 = 0− i

√

1
2
.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = (C1 cos(

√

1

2
x) + C2 sin(

√

1

2
x)).

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja po preoblikovanju produkt polinoma

druge stopnje z eksponentno funk
ijo ex(1 + x2).
Sedaj uporabimo drugi nastavek v na²i tabeli.

pn(x)e
αx Pn(x)x

seαx.
pn(x)e

αx = (x2 + 1)e1x. Od tod sledi, da je α = 1. Iz tabele velja,

£e α oziroma α + iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem je

s = 0.

Nastavek je tako enak: (Ax2 +Bx+C)x0e1x oziroma (Ax2 +Bx+

C)ex.

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =
(Ax2 + Bx + C)ex, y′p = (Ax2 + 2Ax + Bx + B + C)ex, y′′p =

(Ax2 + 4Ax+Bx+ 2A+ 2B + C)ex.
Ker je 2y′′+ y = ex+x2ex velja enakost 2((Ax2+4Ax+Bx+2A+

2B + C)ex) + (Ax2 +Bx+ C)ex = ex + x2ex.
Od tod sledi (3A)x2ex+(8A+3B)xex+(4A+4B+3C)ex = x2ex+ex.

Dele ob neznankah ena£imo 3A = 1, (8A+ 3B) = 0, (4A+ 4B +
3C) = 1. Manjkajo£e neznanke A,B,C so enake A = 1

3
, B =

−8
9
, C = 29

27
.

Partikularni del re²itve je enak yp = (1
3
x2 − 8

9
x+ 29

27
)ex.

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = (1
3
x2 − 8

9
x+ 29

27
)ex +C1e

−x +

(C1 cos(
√

1
2
x) + C2 sin(

√

1
2
x)).
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(f) y′′ + y′ − 6y = e2x cos 2x

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + λ− 6 = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = 2, λ2 = −3.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1e
2x + C2e

−3x.

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja produkt eksponentne funk
ije s ko-

sinusno funk
ijo e2x cos 2x.
Sedaj uporabimo peti nastavek v na²i tabeli.

Ceαx cos(βx) xseαx(A sin(βx) +B cos(βx)).
Ceαx cos(βx) = e2x cos 2x. Od tod sledi, da je α = 2 in β = 2. Iz

tabele velja, £e α oziroma α+iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma

potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: x0e2x(A sin(2x)+B cos(2x)) oziroma e2x(A sin(2x)+
B cos(2x)).

Poi²£imomanjkajo£e vrednosti A,B danega partikularnega nastavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =
e2x(A sin(2x) + B cos(2x)), y′p = 2e2x((A − B) sin(2x) + (A +

B) cos(2x)), y′′p = 4e2x(−2B sin(2x) + 2A cos(2x)).

Ker je y′′ + y′ − 6y = e2x cos 2x velja enakost 4e2x(−2B sin(2x) +
2A cos(2x))+2e2x((A−B) sin(2x)+(A+B) cos(2x))−6(e2x(A sin(2x)+

B cos(2x))) = e2x cos 2x.
Od tod sledi 10A− 4B = 1, −4A− 10B = 0. Manjkajo£i neznanki

A,B sta enaki A = 5
58
, B = − 1

29
.

Partikularni del re²itve je enak yp = e2x( 5
58
sin(2x)− 1

29
cos(2x)).

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = e2x( 5
58
sin(2x)− 1

29
cos(2x))+

C1e
2x + C2e

−3x.
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(g) y′′ + 3y′ − 10y = x2ex

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + 3λ− 10 = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = −5, λ2 = 2.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = C1e
−5x + C2e

2x.

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja produkt polinoma druge stopnje z ek-

sponentno funk
ijo x2ex.
Sedaj uporabimo tretji nastavek v na²i tabeli.

x2eαx (Ax2 +Bx+ C)xsex.
x2eαx = x2e1x. Od tod sledi, da je α = 1. Iz tabele velja, £e α

oziroma α+ iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem je s = 0.
Nastavek je tako enak: (Ax2 +Bx+C)x0e1x oziroma (Ax2 +Bx+

C)ex.

Poi²£imo manjkajo£e vrednosti A,B,C danega partikularnega na-

stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =
(Ax2 + Bx + C)ex, y′p = (Ax2 + 2Ax + Bx + B + C)ex, y′′p =

(Ax2 + 4Ax+Bx+ 2A+ 2B + C)ex.

Ker je y′′+3y′−10y = x2ex velja enakost (Ax2+4Ax+Bx+2A+2B+
C)ex+3((Ax2+2Ax+Bx+B+C)ex)−10((Ax2+Bx+C)ex) = x2ex.

Od tod sledi (−6A)x2ex+(10A−6B)xex+(2A+5B−6C)ex = x2ex.
Dele ob neznankah ena£imo−6A = 1, (10A−6B) = 0, (2A+5B−
6C) = 0. Manjkajo£e neznanke A,B,C so enake A = −1

6
, B =

− 5
18
, C = − 31

108
.

Partikularni del re²itve je enak yp = (−1
6
x2 − 5

18
x− 31

108
)ex.

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = (−1
6
x2− 5

18
x− 31

108
)ex+C1e

−5x+
C2e

2x.
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(h) y′′ + 2y′ + 5y = 16ex + sin 2x

Karakteristi£ni polinom pripadajo£e diferen
ialne ena£be je enak

λ2 + 2λ+ 5 = 0.
Ni£li karakteristi£nega polinoma sta λ1 = −2 + 2i, λ2 = −2 − 2i.

Re²itev homogenega dela diferen
ialne ena£be je enaka

yH = e−2x(C1 cos(2x) + C2 sin(2x)).

Poi²£imo sedaj partikularno re²itev diferen
ialne ena£be.

Desni del ena£be predstavlja vsoto eksponentne funk
ije s sinusno

funk
ijo 16ex + sin 2x.

Partikularni nastavek dobo dobili, kot vsoto dveh nastavkov.

Prvi nastavek je enak : Ceαx Dxseαx.

Ceαx = 16e1x. Od tod sledi, da je α = 1. Iz tabele velja, £e α

oziroma α+ iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma potem je s = 0.
Prvi nastavek je tako enak: Dex.

Drugi nastavek dobimo iz C sin(βx) = xs(A sin(βx) + B cos(βx)).
Ceαx sin(βx) = e0x sin 2x. Od tod sledi, da je α = 0, β = 2. Iz ta-

bele velja, £e α oziroma α + iβ ni ni£la karakteristi£nega polinoma

potem je s = 0.

Drugi nastavek je tako enak: A sin(2x) +B cos(2x).

Poi²£imomanjkajo£i vrednosti A,B danega partikularnega nastavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. yp =
Dex+A sin(2x)+B cos(2x), y′p = Dex+2A cos(2x)−2B sin(2x), y′′p =

Dex − 4A sin(2x)− 4B cos(2x).
Ker je y′′+2y′+5y = 16ex+sin 2x velja enakost Dex−4A sin(2x)−
4B cos(2x)+2(Dex+2A cos(2x)−2B sin(2x))+5(Dex+A sin(2x)+
B cos(2x)) = 16ex + sin 2x.

Od tod sledi 8Dex + (A− 4B) sin(2x) + (4A+B) cos(2x) = 16ex +
1 sin(2x) + 0 cos(2x).

Dele ob neznankah ena£imo 8D = 16, (A−4B) = 1, (4A+B) = 0.
Manjkajo£e neznanke A,B,D so enake A = 1

17
, B = − 4

17
, D = 2.

Partikularni del re²itve je enak yp = 2ex + 1
17
sin(2x) +− 4

17
cos(2x).

Kon£na, skupna re²itev je enaka yS = 2ex + 1
17
sin(2x) + − 4

17
+

e−2x(C1 cos(2x) + C2 sin(2x)).
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Poglavje 4

Funk
ije ve£ spremenljivk

1. Poi²£ite naravna de�ni
ijska obmo£ja funk
ij dveh spremenljivk:

(a) f(x, y) =
√

y2 − x2

(b) f(x, y) =
√

81− x2 − y2

(
) f(x, y) = ln (25− x2 − y2)

(d) f(x, y) = ln (y − x2 + 3)

(e) f(x, y) = 16− 3x− y

(f) f(x, y) = 7x+ 3xy − 4ex
2+xy+2

(g) f(x, y) = 7xy
y2+x2

(h) f(x, y) = 5x
y2−x2

(i) f(x, y) = 3y
y−4x

(j) f(x, y) = 2
√
2x+ y − 1 +

√

6− x2 − y2

(k) f(x, y) = ln(2x ln(y − 3x))

(l) f(x, y) = 2 arcsin y

x
− 7

√

4x− 4x2 − y2

(m) f(x, y) = −3 arctan
√
5y − x+ sin (2− 3xy) + 9(4− 7x5)

7
y

Re²itev.

(a) Funk
ija je de�nirana za vse tiste pare (x, y) ∈ R
2
, za katere je

y2 − x2 ≥ 0 oziroma y2 ≥ x2
. Od tod dobimo |y| ≥ |x|.
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(b) Funk
ija je de�nirana za vse tiste pare (x, y) ∈ R
2
, za katere je

81 − x2 − y2 ≥ 0 oziroma x2 + y2 ≤ 81. To so to£ke, ki leºijo na

krogu s sredi ²£em v koordinatnem izhodi²£u in polmerom 9.

(
) Funk
ija je de�nirana za vse tiste pare (x, y) ∈ R
2
, za katere je

25− x2 − y2 > 0. To so to£ke, ki leºijo znotraj kroga s sredi²£em v

koordinatnem izhodi²£u in polmerom 5.

(d) Funk
ija je de�nirana na obmo£ju, kjer je y − x2 + 3 > 0, saj

je logaritem de�niran samo za pozitivna realna ²tevila. Torej je

y > x2 − 3. To so to£ke, ki leºijo nad parabolo y = x2 − 3.

(e) Funk
ija je de�nirana za vse to£ke (x, y) ∈ R
2
.

(f) Funk
ija je de�nirana za vse to£ke (x, y) ∈ R
2
.

(g) Funk
ija je de�nirana povsod razen tam, kjer je imenovale
 enak 0.
Torej funk
ija ni de�nirana, £e je x2+y2 = 0 oziroma (x, y) = (0, 0).

(h) Funk
ija ni de�nirana, £e je y2 − x2 = 0, kar pomeni |x| = |y|.
(i) Funk
ija ni de�nirana, £e je y − 4x = 0 oziroma y = 4x.

(j) Funk
ija je de�nirana za vse to£ke (x, y) ∈ R
2
, za katere je y ≥ 1−2x

in x2 + y2 ≤ 6.

(k) Funk
ija je de�nirana na obmo£ju, kjer je 2x ln(y − 3x) > 0:

i. x > 0 in ln(y − 3x) > 0, kar pomeni x > 0 in y − 3x > 1,

ii. x < 0 in ln(y − 3x) < 0, kar pomeni x < 0 in y < 3x+ 1.

(l) Ker je funk
ija arcsin de�nirana na intervalu [−1, 1], je de�ni
ijsko

obmo£je mnoºi
a parov (x, y) ∈ R
2
, za katere velja

−1 ≤ y

x
≤ 1 in (2x− 1)2 + y2 ≤ 1.

Torej je to mnoºi
a parov (x, y) ∈ R
2
, za katere velja x 6= 0, y ≤ x,

−x ≤ y in (2x− 1)2 + y2 ≤ 1.

(m) De�ni
ijsko obmo£je je mnoºi
a to£k (x, y) ∈ R
2
, za katere velja

y ≥ x
5
in y 6= 0.
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2. S pomo£jo nivojni
 in prerezov predstavite funk
ije:

Funk
ijo dveh spremenljivk lahko geometrijsko ponazorimo s pomo£jo

nivojni
 in prerezov. Naj bo a ∈ R ²tevilo iz zaloge vrednosti funk
ije

f(x, y). De�nirajmo

Na = {f(x, y) ∈ D|f(xy) = a}.

Tej mnoºi
i pravimo nivojni
a funk
ije f pri vrednosti a. O£itno vsaka

to£ka (x, y) ∈ D leºi na natanko eni nivojni
i funk
ije. Druºina vseh

nivojni
 f(x, y) = a napolni 
elotno obmo£je D, ko a prete£e vse vre-

dnosti funk
ije f . Torej, nivojni
a povezuje to£ke na isti vi²ini. To lahko

primerjamo z izohipsami na zemljevidu, ki povezujejo iste vi²inske to£ke.

(a) f(x, y) = x2 + y2

(b) f(x, y) =
√

4− x2 − y2

(
) f(x, y) = −
√

9− x2 − y2

(d) f(x, y) = 3x+ 4y

(e) f(x, y) = 2
√

x2 + y2

(f) f(x, y) = x2

4
+ y2

16

(g) f(x, y) =
√
x+ y

(h) f(x, y) = ln(4x2 − 3y)

(i) f(x, y) = y(x2 − 1)

(j) f(x, y) = x
y2+x2

Re²itev.

(a) f(x, y) = x2 + y2

Nivojni
e, f(x, y) = a :
N0, x2 + y2 = 0.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0)
ter radijem r =

√
0 = 0.

N1, x2 + y2 = 1, T1 = (0, 0), r =
√
1 = 1.

N2, x2 + y2 = 2, T2 = (0, 0), r =
√
2 = 1, 41.

N3, x2 + y2 = 3, T3 = (0, 0), r =
√
3 = 1, 73.
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(b) f(x, y) = 3x+ 4y

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N0, 3x+ 4y = 0. Dobljena ena£ba je ena£ba premi
e y0 = −3
4
x.

N1, 3x+ 4y = 1, y1 =
1
4
− 3

4
x.

N2, 3x+ 4y = 2, y2 =
1
2
− 3

4
x.

N3, 3x+ 4y = 3, y3 =
3
4
− 3

4
x.

N4, 3x+ 4y = 4, y4 = 1− 3
4
x.

(
) f(x, y) =
√

4− x2 − y2

Nivojni
e, f(x, y) = a :
N0,

√

4− x2 − y2 = 0, x2 + y2 = 4, Dobljena ena£ba je ena£ba

kroºni
e s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0) ter radijem r =
√
4 = 2.

N1,
√

4− x2 − y2 = 1, x2 + y2 = 3, T1 = (0, 0), r =
√
3.

N2,
√

4− x2 − y2 = 2, x2 + y2 = 0, T2 = (0, 0), r = 0.

(d) f(x, y) = −
√

9− x2 − y2

Nivojni
e, f(x, y) = a :
N0, −

√

9− x2 − y2 = 0, x2 + y2 = 9.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0)

ter radijem r =
√
9 = 3.

N1, −
√

9− x2 − y2 = −1, x2 + y2 = 8, T1 = (0, 0), r =
√
8 =

2, 82.
N2, −

√

9− x2 − y2 = −2, x2 + y2 = 5, T2 = (0, 0), r =
√
5 =

2, 23.
N3, −

√

9− x2 − y2 = −3, x2 + y2 = 0, T3 = (0, 0), r =
√
0 = 0.

(e) f(x, y) = 2
√

x2 + y2

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N0, 2
√

x2 + y2 = 0.
Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0)

ter radijem r = 0.
N1, 2

√

x2 + y2 = 1, T1 = (0, 0), r = 1
2
.

N2, 2
√

x2 + y2 = 2, T2 = (0, 0), r = 1.

N3, 2
√

x2 + y2 = 3, T3 = (0, 0), r = 3
2
.
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(f) f(x, y) = x2

4
+ y2

16

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N1,
x2

4
+ y2

16
= 1.

Dobljena ena£ba je ena£ba elipse s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0) ter

manj²o in ve£jo polosjo a = 2, b = 4.
N2,

x2

4
+ y2

16
= 2.

Ena£bo preoblikujemo

x2

8
+ y2

32
= 1.

Dobljena ena£ba je ena£ba elipse s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0) ter

manj²o in ve£jo polosjo a =
√
8, b =

√
32.

N3,
x2

4
+ y2

16
= 3.

Ena£bo preoblikujemo

x2

12
+ y2

48
= 1.

Dobljena ena£ba je ena£ba elipse s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0) ter
manj²o in ve£jo polosjo a =

√
12, b =

√
48.

N4,
x2

4
+ y2

16
= 4.

Ena£bo preoblikujemo

x2

16
+ y2

64
= 1.

Dobljena ena£ba je ena£ba elipse s sredi²£em v to£ki T0 = (0, 0) ter

manj²o in ve£jo polosjo a = 4, b = 8.

(g) f(x, y) =
√
x+ y

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N0,
√
x+ y = 0. Dobljena ena£ba je ena£ba premi
e y = −x.

N1,
√
x+ y = 1, y = 1− x.

N2,
√
x+ y = 2, y = 4− x.

N3,
√
x+ y = 3, y = 9− x.

N4,
√
x+ y = 4, y = 16− x.

(h) f(x, y) = ln(4x2 − 3y)

Nivojni
e, f(x, y) = a :
N0, ln(4x2 − 3y) = 0, ln(4x2 − 3y) = ln e0, y = 4

3
x2 − 1

3
.

N1, ln(4x2 − 3y) = 1, ln(4x2 − 3y) = ln e1, y = 4
3
x2 − e

3
.

N2, ln(4x2 − 3y) = 2, ln(4x2 − 3y) = ln e2, y = 4
3
x2 − e2

3
.

N3, ln(4x2 − 3y) = 3, ln(4x2 − 3y) = ln e3, y = 4
3
x2 − e3

3
.

N4, ln(4x2 − 3y) = 4, ln(4x2 − 3y) = ln e4, y = 4
3
x2 − e4

3
.

Dobljene nivojni
e so parabole.
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(i) f(x, y) = y(x2 − 1)

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N0, y(x2 − 1) = 0, y = 0
x2−1

.
N1, y(x2 − 1) = 1, y = 1

x2−1
.

N2, y(x2 − 1) = 2, y = 2
x2−1

.
N3, y(x2 − 1) = 3, y = 3

x2−1
.

N4, y(x2 − 1) = 4, y = 4
x2−1

.

Dobljene nivojni
e so ra
ionalne funk
ije.

(j) f(x, y) = x
y2+x2

Nivojni
e, f(x, y) = a :

N1,
x

y2+x2 = 1.

Ena£bo preoblikujemo: x2 − x+ y2 = 0, (x− 1
2
)2 − 1

4
+ y2 = 0,

(x− 1
2
)2 + y2 = 1

4
.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em T1 = (1
2
, 0), r = 1

2
.

N2,
x

y2+x2 = 2.

Ena£bo preoblikujemo: x2 − x
2
+ y2 = 0, (x− 1

4
)2 − 1

16
+ y2 = 0,

(x− 1
2
)2 + y2 = 1

16
.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em T2 = (1
4
, 0), r = 1

4
.

N3,
x

y2+x2 = 3.

Ena£bo preoblikujemo: x2 − x
3
+ y2 = 0, (x− 1

6
)2 − 1

36
+ y2 = 0,

(x− 1
6
)2 + y2 = 1

36
.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em T3 = (1
6
, 0), r = 1

6
.

N4,
x

y2+x2 = 4.

Ena£bo preoblikujemo: x2 − x
4
+ y2 = 0, (x− 1

8
)2 − 1

64
+ y2 = 0,

(x− 1
8
)2 + y2 = 1

64
.

Dobljena ena£ba je ena£ba kroºni
e s sredi²£em T3 = (1
8
, 0), r = 1

8
.
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Slika 4.1: f(x, y) = x2 + y2

Slika 4.2: f(x, y) = 3x+ 4y
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Slika 4.3: f(x, y) =
√

4− x2 − y2
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Slika 4.4: f(x, y) = −
√

9− x2 − y2
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Slika 4.5: f(x, y) = 2
√

x2 + y2

Slika 4.6: f(x, y) = x2

4
+ y2

16
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Slika 4.7: f(x, y) =
√
x+ y
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Slika 4.8: f(x, y) = ln(4x2 − 3y)
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Slika 4.9: f(x, y) = y(x2 − 1)

Slika 4.10: f(x, y) = x
y2+x2
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3. Dolo£ite ²tevilo a tako, da bo funk
ija f , podana s predpisom

f(x, y) =

{

x2 + y2; £e x2 + y2 ≤ 9
a; si
er

,

zvezna.

Re²itev. �tevilo a moramo dolo£iti tako, da bo funk
ija f zvezna na

mnoºi
i to£k K = {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 9}. Mnoºi
a K predstavlja

kroºni
o s polmerom 3. Funk
ijska vrednost funk
ije f v poljubni to£ki,

ki leºi na kroºni
i K, je f(x, y) = x2 + y2 = 9. Torej mora biti a = 9. V

notranjosti kroga je funk
ija o£itno zvezna.

4. Ali je funk
ija f zvezna v to£ki (0, 0)?

(a) f(x, y) =

{ 2xy
x2+y2

; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

(b) f(x, y) =

{

xy x2−y2

x2+y2
; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

(
) f(x, y) =

{

x2y

x2+y2
; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

(d) f(x, y) =

{

x2y2

x2+y2
; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

(e) f(x, y) =

{

xy3√
x2+y2

; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

(f) f(x, y) =

{

x2−y2

x2+y2
; (x, y) 6= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0)

}

Re²itev.

Funk
ija dveh spremenljjivk f(x, y) je v to£ki (a, b) ∈ D zvezna, £e za

vsak ǫ > 0 obstaja tak δ > 0, da je |f(x, y)−f(a, b)| < ǫ za vsak (x, y) ∈
D, ki je od to£ke (a, b) oddaljen za manj kot δ: (x− a)2 + (y − b)2 < δ2.
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(a) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =

r sinϕ) , je

f(r cosϕ, r sinϕ) =
2r2 cosϕ sinϕ

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

= 2 cosϕ sinϕ = sin 2ϕ.

Iz tega sledi, da je

f(r cosϕ, r sinϕ)− f(0, 0) = 2 cosϕ sinϕ = sin 2ϕ

kar pomeni, da funk
ija f(x, y) ni zvezna v to£ki (0, 0).

(b) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =
r sinϕ) , je

f(r cosϕ, r sinϕ) = r2 cosϕ sinϕ
r2(cos2 ϕ− sin2 ϕ)

r2(cos2 ϕ + sin2 ϕ)

=
1

2
r2 sin 2ϕ cos 2ϕ.

Pokazati ºelimo, da za vsak ǫ > 0 obstaja tak δ > 0, da je
∣

∣

1
2
r2 sin 2ϕ cos 2ϕ

∣

∣ <

ǫ, £e je r < δ. �e izberemo δ =
√
ǫ, sledi ºeleno.

(
) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =
r sinϕ) , je

f(r cosϕ, r sinϕ) =
r cos2 ϕ sinϕ

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

Pokazati ºelimo, da za vsak ǫ > 0 obstaja tak δ > 0, da je
∣

∣

∣

r cos2 ϕ sinϕ

r2(cos2 ϕ+sin2 ϕ)

∣

∣

∣
<

ǫ, £e je r < δ. �e izberemo δ = 1
ǫ
, sledi ºeleno.

(d) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =

r sinϕ , je

f(r cosϕ, r sinϕ) =
r2 cos2 ϕr2 sin2 ϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

= r2 cos2 ϕ sin2 ϕ.
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Pokazati ºelimo, da za vsak ǫ > 0 obstaja tak δ > 0, da je
∣

∣r2 cos2 ϕ sin2 ϕ
∣

∣ <
ǫ, £e je r < δ. �e izberemo δ =

√
ǫ, sledi ºeleno.

(e) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =

r sinϕ , je

f(r cosϕ, r sinϕ) =
r cosϕr3 sin3 ϕ

√

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

= r3 cosϕ sin3 ϕ.

Pokazati ºelimo, da za vsak ǫ > 0 obstaja tak δ > 0, da je
∣

∣r3 cosϕ sin3 ϕ
∣

∣ <
ǫ, £e je r < δ. �e izberemo δ = 3

√
ǫ, sledi ºeleno.

(f) �e funk
ijo f(x, y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cosϕ, y =
r sinϕ , je

f(r cosϕ, r sinϕ) =
r2(cos2 ϕ− sin2 ϕ)

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

= cos 2ϕ

Iz tega sledi, da je

f(r cosϕ, r sinϕ)− f(0, 0) = cos 2ϕ

kar pomeni, da funk
ija f(x, y) ni zvezna v to£ki (0, 0).

5. Izra£unajte prve par
ialne odvode funk
ije:

(a) f(x, y) = 5xy3 + 7x4y − 13

(b) f(x, y) = −3x7 − 6yx+ 2 ln(x3y)

(
) f(x, y) =
√

7x2y − 11xy + 3

(d) f(x, y) = cos6(−2x4 − 5xy2 + 7)

(e) f(x, y) = 6y−3e−x3y2+7x−2

(f) f(x, y) = 5x2y3

3x7+y4

(g) f(x, y) = (5y2−x)
1
5

x3+y2

(h) f(x, y, z) = −9x3z2 − 7xyz3 + 5x2y + 14
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(i) f(x, y, z) = sin(x2yz)

(j) f(x, y, z) = sin4 (xyz2 − 3xz5 + 8y)

(k) f(x, y, z) = x2ze
2
xy + 3x

√

yz2 − 11

Re²itev. Par
ialni odvod (po neki spremenljivki) ra£unamo kot obi£ajni

odvod funk
ije (po isti spremenljivki), pri £emer vse ostale spremenljivke

obravnavamo kot konstante (tj. jih �ksiramo).

(a) Par
ialni odvod po spremenljivki x:

fx(x, y) = 5y3 + 28x3y.

Par
ialni odvod po spremenljivki y:

fy(x, y) = 15xy2 + 7x4.

(b) Par
ialni odvod po spremenljivki x:

fx(x, y) = −21x6 − 6y + 6x−1.

Par
ialni odvod po spremenljivki y:

fy(x, y) = −6x+ 2y−1.

(
) Re²itev je

fx(x, y) =
1

2
(7x2y − 11xy + 3)−

1
2y(14x− 11)

fy(x, y) =
1

2
(7x2y − 11xy + 3)−

1
2x(7x− 11)

(d) Par
ialna odvoda izra£unamo po pravilu za posredno odvajanje:

fx(x, y) = 6(−8x3 − 5y2) cos5(−2x4 − 5xy2 + 7) sin(−2x4 − 5xy2 + 7),

fy(x, y) = −10xy cos5(−2x4 − 5xy2 + 7) sin(−2x4 − 5xy2 + 7).

(e) Re²itev je

fx(x, y) = 6y−3e−x3y2+7x−2(−3x2y2 + 7)

fy(x, y) = e−x3y2+7x−2(−18y−4 − 2x3y)
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(f) Par
ialna odvoda izra£unamo po pravilu odvajanja ulomkov:

fx(x, y) =
10xy3(3x7 + y4)− 5x2y3(21x6)

(3x7 + y4)2
,

fy(x, y) =
15x2y2(3x7 + y4)− 5x2y3

(3x7 + y4)2
.

(g) Re²itev je

fx(x, y) =
1
5
· (5y2 − x)

−4
5 (x3 + y2)− 3(5y2 − x)

1
5x2

(x3 + y2)2

fy(x, y) =
2y(5y2 − x)

−4
5 (x3 + y2)− (5y2 − x)

1
52y

(x3 + y2)2

(h) Re²itev je

fx(x, y, z) = −27x2z2 − 7yz3 + 10xy

fy(x, y, z) = −7xz3 + 5x2

fz(x, y, z) = −18x3z − 21xyz2

(i) Re²itev je

fx(x, y, z) = 2xyz cosx2yz

fy(x, y, z) = x2z cosxyz

fz(x, y, z) = x2y cosxyz

(j) Re²itev je

fx(x, y, z) = 4z2(y − 3z3) sin3(xyz2 − 3xz5 + 8y) cos(xyz2 − 3xz5 + 8y)

fy(x, y, z) = 4(xz2 + 8) sin3(xyz2 − 3xz5 + 8y) cos(xyz2 − 3xz5 + 8y)

fz(x, y, z) = 4x(2yz − 15z4) sin3(xyz2 − 3xz5 + 8y) cos(xyz2 − 3xz5 + 8y)

(k) Re²itev je

fx(x, y, z) = ze
2
xy (1− 2

y
) + 3

√

yz2

fy(x, y, z) = −2xzy−2e
2
xy +

3

2
xzy−

1
2

fz(x, y, z) = x2e
2
xy + 3xy

1
2

6. Izra£unajte prve in druge par
ialne odvode funk
ije:
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(a) f(x, y) = x9y3 − 5
√
xy

(b) f(x, y) = ln(x3y + 7y + 1)

(
) f(x, y) = cos(7xy)

(d) f(x, y) = xe5xy + y4

(e) f(x, y) =
√

x3y + 2y − 1− 5yx
3
5
.

Re²itev.

(a) Drugi par
ialni odvodi so de�nirani kot par
ialni odvodi prvih od-

vodov. Najprej izra£unamo oba prva par
ialna odvoda:

fx(x, y) = 9x8y3 − 5

2
y

1
2x− 1

2 , fy(x, y) = 3x9y2 − 5

2
x

1
2 y−

1
2 .

Drugi par
ialni odvodi so:

fxx(x, y) = (fx(x, y))x = 72x7y3 +
5

4
y

1
2x− 3

2 ,

fxy(x, y) = (fx(x, y))y = 27x8y2 − 5

4
y−

1
2x− 1

2 ,

fyx(x, y) = (fy(x, y))x = 27x8y2 − 5

4
y−

1
2x− 1

2 ,

fyy(x, y) = (fy(x, y))y = 6x9y +
5

4
y−

3
2x

1
2 .

Ker je obravnavana funk
ija (zvezno) par
ialno odvedljiva, so me-

²ani odvodi med seboj enaki.

(b) Prva par
ialna odvoda:

fx(x, y) =
3x2y

x3y + 7y + 1
, fy(x, y) =

x3 + 7

x3y + 7y + 1
.

Drugi par
ialni odvodi:

fxx(x, y) =
6xy(x3y + 7y + 1)− 9x4y2

(x3y + 7y + 1)2
,

fxy(x, y) =
3x2(x3y + 7y + 1)− 3x2y(x3 + 7)

(x3y + 7y + 1)2
,

fyx(x, y) = fxy(x, y),

fyy(x, y) =
−(x3 + 7)(x3 + 7)

(x3y + 7y + 1)2
.
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(
) Prva par
ialna odvoda:

fx(x, y) = −7y sin(7xy), fy(x, y) = −7x sin(7xy).

Drugi par
ialni odvodi:

fxx(x, y) = −49y2 cos(7xy), fxy(x, y) = −7 sin(7xy)− 49xy cos(7xy),

fyx(x, y) = fxy(x, y), fyy(x, y) = −49x2 cos(7xy).

(d) Prva par
ialna odvoda:

xe5xy + y4fx(x, y) = e5xy(1 + 5xy), fy(x, y) = 5x2e5xy + 5y3.

Drugi par
ialni odvodi:

fxx(x, y) = 5ye5xy(2 + 5xy), fxy(x, y) = 5xe5xy(2 + 5xy),

fyx(x, y) = fxy(x, y), fyy(x, y) = 5(5x3e5xy + 3y2).

(e) Prva par
ialna odvoda:

fx(x, y) =
3

2
x2y(x3y + 2y − 1)−

1
2 − 3yx− 2

5 ,

fy(x, y) =
1

2
(x2 + 2)(x3y + 2y − 1)−

1
2 − 5x

3
5 .

Drugi par
ialni odvodi:

fxx(x, y) = 3xy(x3y + 2y − 1)−
1
2 − 9

4
x4y2(x3y + 2y − 1)−

3
2 +

6

5
yx− 7

5 ,

fxy(x, y) =
3

2
x2(x3y + 2y − 1)−

1
2 − 3

4
x2y(x3 + 2)(x3y + 2y − 1)−

3
2 − 3x− 2

5 ,

fyy(x, y) = −1

4
(x3 + 2)2(x3y + 2y − 1)−

3
2 .

7. Naj bo f(x, y) = ex+y−ex−y

3
. Pokaºite, da je:

(a) fx(x, y)− fy(x, y) =
−2
3
ex−y

(b) fxx(x, y) + fyy(x, y) = 2f(x, y)

(
) fxx(x, y) + 2fxy(x, y) + fyy(x, y) =
4
3
ex+y

114



Re²itev.

(a) Ker je fx(x, y) = f(x, y) in fy(x, y) =
ex+y+ex−y

3
, sledi ºeleno fx(x, y)−

fy(x, y) =
−2
3
ex−y

.

(b) Ker je fxx(x, y) = fyy(x, y) = f(x, y), je fxx(x, y) + fyy(x, y) =

2f(x, y).

(
) Upo²tevajmo, da je fxy(x, y) = fy(x, y), kar nas privede do ºelene

enakosti.

8. Poi²£ite tako realno ²tevilo a, da bo za funk
ijo f(x, y) = 5y3 + ax2y
veljalo fxx(x, y) = 5fyy(x, y).

Re²itev. Upo²tevajmo, da je fxx(x, y) = 2ay in fyy(x, y) = 30y, iz £esar

sledi a = 3.

9. Naj bo f(x, y) = ln(x2y2(x2 + y2)). Izra£unajte xfx(x, y) + yfy(x, y).

Re²itev. Ni teºko preveriti, da je xfx(x, y) + yfy(x, y) = 6.

10. Pokaºite, da za funk
ijo f(x, y) = 4e−3x cos y velja fxx(x, y) = −9fyy(x, y).

Re²itev. Ker je fyy(x, y) = −4e−3y cosx in fxx(x, y) = 36e−3y cos y, sledi
ºeleno.

11. Naj bo f(x, y) = ex−y+cos(y−x)
x2y2

. Pokaºite, da je

−fx(x,y)−fy(x,y)

ex−y+cos(y−x)
= 2(x+y)

x3y3
.

Re²itev. Ker je

fx(x, y) =
(ex−y + sin(y − x))x2y2 − (ex−y + cos(y − x))2xy2

x4y4
,

fy(x, y) =
(−ex−y − sin(y − x))x2y2 − (ex−y + cos(y − x))2x2y

x4y4
,

sledi ºelena enakost.
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12. S pomo£
jo izreka o diferen
ialu pribliºno izra£unajte:

(a)

√
2.992 + 3.022

(b) ln( 3
√
1.06 + 4

√
0.94− 1)

(
) 1.023.01

Re²itev.

(a) Naj bo f(x, y) =
√

x2 + y2. Potem je

fx(x, y) = x(x2 + y2)−
1
2

in fx(x, y) = y(x2 + y2)−
1
2 .

Torej je

f(2.99, 3.02) ≈ f(3, 4) + fx(3, 4) · (−0.01) + fy(3, 4) · (0.02)

= 5 +
3

5
· −1

100
+

4

5
· 2

100
= 5.01.

(b) Naj bo f(x, y) = ln( 3
√
x+ 4

√
y − 1). Potem je

fx(x, y) =
1

3
x− 2

3 ( 3
√
x+ 4

√
y−1)−1

in fy(x, y) =
1

4
y−

3
4 ( 3
√
x+ 4

√
y−1)−1.

Torej je

ln(
3
√
1.06 +

4
√
0.94− 1) ≈ f(1, 1) + fx(1, 1) · (0.06) + fy(1, 1) · (−0.06)

≈ 0 +
1

3
· 6

100
+

1

4
· −6

100
= 0.01.

(
) Izra£unati moramo vrednost funk
ije f(x, y) = xy
v to£ki (1.02, 3.01).

Ker je

fx(x, y) = yxy−1
in fy(x, y) = xy ln x,

je

1.023.01 ≈ f(1, 3) + fx(1, 3) · (0.02) + fy(1, 3) · (0.01)

= 1 + 3 · 2

100
= 1.06.
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13. S pomo£jo diferen
iala izra£unajte, za koliko odstotkov se pove£a volu-

men valja, £e se radij r in vi²ina v valja pove£ata za 2%.

Re²itev. Volumen valja je V = πr2v. Zanima nas

dV
V

= Vrdr+Vvdv
V

. Upo-

²tevajmo, da je

dr
r
= 1

100
in

dv
v
= 1

100
, iz £esar sledi

dV
V

= 6
100

. Torej se je

volumen valja pove£al za 6%.

14. Naj bo f taka preslikava, da paru (a, b) priredi ²tevilo na naslednji na£in:

£e ima funk
ija g(x) = x2 + ax + b realne korene, potem f paru (a, b)

priredi ve£jega od korenov.

(a) Dolo£ite de�ni
ijsko obmo£je funk
ije f .

(b) Izra£unajte pribliºno vrednost f(−1.01,−1.97).

Re²itev.

(a) Funk
ija f(a, b) = −a+
√
a2−4b
2

je de�nirana za take pare (a, b) ∈ R
2
,

da je a2 − 4b ≥ 0 oziroma b ≤ a2

4
.

(b) Ker je

fa(a, b) =
1

2
(a(a2 − 4b)−

1
2 − 1) in fb(a, b) = −(a2 − 4b)−

1
2 ,

je

f(−1.01,−1.97) ≈ f(−1,−2) + fa(−1,−2) · (−0.01) + fb(−1,−2) · (0.03)

= 2 +
−2

3
· −1

100
+

−1

3
· 3

100
=

599

300
.

15. Zapi²ite Taylorjev polinom druge stopnje funk
ije:

(a) f(x, y) = x3 + xy2 v okoli
i to£ke (2, 1)

(b) f(x, y) = xy
v okoli
i to£ke (1, 1)

(
) f(x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5 v okoli
i to£ke (1,−2)

Re²itev.
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(a) Prve in druge par
ialne odvode, izra£unane v poljubni to£ki (x, y)

in to£ki (2, 1), najdemo v spodnji tabeli:

f fx fy fxx fxy fyy

(x, y) x3 + xy2 3x2 + y2 2xy 6x 2y 2x

(2, 1) 10 13 4 12 2 4

Taylorjev pribliºek je enak:

f(x, y) ≈ 10+13(x−2)+4(y−1)+6(x−2)2+2(x−2)(y−2)+2(y−1)2.

(b) Prve in druge par
ialne odvode, izra£unane v poljubni to£ki (x, y)
in to£ki (1, 1), najdete v spodnji tabeli:

f fx fy fxx fxy fyy

(x, y) xy yxy−1 xy ln x y(y − 1)xy−2 xy−1 + yxy−1 ln x xy ln2 x

(1, 1) 1 1 0 0 1 0

Taylorjev pribliºek je enak:

f(x, y) ≈ x+ (x− 1)(y − 1).

(
) Taylorjev polinom:

f(x, y) ≈ 5 + 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2.
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16. Zapi²ite Taylorjev polinom tretje stopnje funk
ije f(x, y) = x
y

(a) v okoli
i to£ke (0,−1)

(b) v okoli
i to£ke (1,−2)

Re²itev.

Prve, druge in tretje par
ialne odvode, izra£unane v poljubni to£ki (x, y),
to£ki (0,−1) in to£ki (1,−2), najdemo v spodnji tabeli:

f fx fy fxx fxy fyy fxxx fxxy fxyy fyyy

(x, y) xy−1 y−1 −xy−2 0 −y−2 2xy−3 0 0 2y−3 −6xy−4

(0,−1) 0 −1 0 0 −1 0 0 0 −2 0

(1,−2) −1
2

−1
2

−1
4

0 −1
4

−1
4

0 0 −1
4

−3
8

Taylorjev pribliºek je enak:

(a)

f(x, y) ≈ 0 +
−1(x− 0)

1!
+

−2(x− 0)(y + 1)

2!
+

3 · (−2)(x− 0)(y + 1)2

3!
= −x− x(y + 1)− x(y + 1)2.

(b)

f(x, y) ≈ −1

2
+

−1
2
(x− 1)− 1

4
(y + 2)

1!

+
2 · (−1

4
)(x− 1)(y + 2)− 1

4
(y + 2)2

2!

+
3 · (−1

4
)(x− 1)(y + 2)2−3

8
(y + 2)2

3!

= −1

2
− 1

2
(x− 1)− 1

4
(y + 2)− 1

4
(x− 1)(y + 2)

−1

8
(y + 2)2 − 1

8
(x− 1)(y + 2)2 − 1

16
(y + 2)2.
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17. Zapi²ite Taylorjev polinom tretje stopnje funk
ije:

(a) f(x, y) = ex sin y v okoli
i to£ke (0, 0)

(b) f(x, y) = ex+y
v okoli
i to£ke (1,−2)

Re²itev.

(a) Taylorjev polinom: f(x, y) ≈ y + xy + 1
6
(3x2y − y3).

(b) Taylorjev polinom: f(x, y) ≈ 1 + x+ y + 1
2
(x+ y)2 + 1

3
(x+ y)3.

18. Zapi²ite Taylorjev polinom £etrte stopnje funk
ije f(x, y) = (1− x− y+

xy)−1
v okoli
i to£ke (0, 0).

Re²itev. Taylorjev polinom:

f(x, y) ≈ 1+x+y+x2+xy+y2+x3+x2y+xy2+y3+x4+x3y+x2y2+xy3+y4

19. Poi²£ite in klasi�
irajte vse lokalne ekstreme naslednjih funk
ij:

Naj bo (a, b) sta
ionarna to£ka dvakrat zvezno odvedljive funk
ije f(x, y)
in naj bodo fxx(a, b) = A; fxy(a, b) = B; fyy(a, b) = C :

Potem velja:

(a) �e je ∆ = AC − B2 > 0, je v to£ki (a, b) lokalni ekstrem in velja:

i. �e je A < 0, je v (a, b) lokalni maksimum,

ii. �e je A > 0, je v (a, b) lokalni minimum.

(b) �e je ∆ = AC − B2 < 0, v to£ki (a, b) funk
ija nima lokalnega

ekstrema.

(
) �e je ∆ = AC − B2 = 0, na podlagi drugih par
ialnih odvodov

obi£ajno o obstoju ekstrema ne moremo sklepati.
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(a) f(x, y) = 5x2 + 2y2 − 10(x+ y) + 7

(b) f(x, y) = x3 + y3 − 3yx

(
) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 8x− 4y

(d) f(x, y) = ex − ln(2y)− x+ 2y

(e) f(x, y) = xy + 4x−1 + 2y−1

(f) f(x, y) = (x2 + 3
4
)e−x2−y2

(g) f(x, y) = e−(x2+y2) + 1

(h) f(x, y) = x3 + y2 − 6xy − 39x+ 18y + 20

(i) f(x, y) = 3x+ 6y − x2 − xy + y2

(j) f(x, y) = e
x
2 (x+ y2)

(k) f(x, y) = ex(x2 + 2y2)

Re²itev.

(a) Re²itev sistema

fx(x, y) = 10x− 10 = 0 in fy(x, y) = 4y − 10 = 0

je sta
ionarna to£ka T (1, 5
2
). Ker je AC − B2

oziroma ∆(1, 5
2
) v

T (1, 5
2
) > 0 in A = fxx(1,

5
2
) = 10, je v tej to£ki lokalni minimum

funk
ije.

(b) Re²itev sistema

fx(x, y) = 3x2 − 3y = 0 in fy(x, y) = 3y2 − 3x = 0

sta sta
ionarni to£ki T0(1, 1) in T1(0, 0). S pomo£jo drugih par-


ialnih odvodov fxx(x, y) = 6x, fxy(x, y) = −3 in fyy(x, y) = 6y
izra£unamo:

i. ∆(1, 1) > 0 in fxx(1, 1) = 6, kar pomeni, da je v to£ki T0(1, 1)

lokalni minimum,

ii. ∆(0, 0) < 0, kar pomeni, da v to£ki T1(0, 0) ni lokalnega eks-

trema.
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(
) Re²itev sisitema

fx(x, y) = 2x+ y − 8 = 0 in fy(x, y) = x+ 2y − 4 = 0

je sta
ionarna to£ka T (4, 0). Ker je fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 1,

fyy(x, y) = 2, je ∆(4, 0) > 0. Iz tega sledi, da je v sta
ionarni to£ki

T (4, 0) lokalni minimum funk
ije.

(d) Re²itev sisitema

fx(x, y) = ex − 1 = 0 in fy(x, y) = −y−1 + 2 = 0

je sta
ionarna to£ka T (0, 1
2
). S pomo£jo par
ialnih odvodov fxx(x, y) =

ex, fxy(x, y) = 0, fyy(x, y) = y−2
izra£unamo ∆(0, 1

2
) > 0, iz £esar

sledi, da je v sta
ionarni to£ki T (0, 1
2
) lokalni minimum funk
ije.

(e) Ker je

fx(x, y) = y − 4x−2 = 0 in fy(x, y) = x− 2y−2 = 0,

je y(1−y3) = 0, iz £esar sledi, da je T (2, 1) sta
ionarna to£ka (zaradi

de�ni
ijskega obmo£ja funk
ije re²itev y = 0 ne upo²tevamo). S

pomo£jo drugih par
ialnih odvodov fxx(x, y) = 8x−3
, fxy(x, y) = 1,

fyy(x, y) = 4y−3
izra£unamo ∆(2, 1) > 0. Ker je fxx(2, 1) = 1 > 0,

je v sta
ionarni to£ki T (2, 1) lokalni minimum funk
ije.

(f) Re²itve sistema

fx(x, y) = −2e−x2−y2x(x2−1

4
) = 0 in fy(x, y) = −2e−x2−y2y(x2+

3

4
) = 0

so tri sta
ionarne to£ke T1(0, 0), T2(
1
2
, 0) in T3(−1

2
, 0). S pomo£jo

drugih par
ialnih odvodov

fxx(x, y) = −e−x2−y2(−4x4 + 7x2 − 1

2
),

fxy(x, y) = e−x2−y2xy(4x2 − 1),

fyy(x, y) = e−x2−y2(x2 +
3

4
)(4y2 − 2)

izra£unamo:

i. ∆(0, 0) < 0, torej v to£ki T1(0, 0) ni ekstrema,

ii. ∆(1
2
, 0) > 0, v to£ki T2(

1
2
, 0) je lokalni maksimum,

iii. ∆(−1
2
, 0) > 0, v to£ki T3(−1

2
, 0) je lokalni maksimum.
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(g) Re²itev sistema

fx(x, y) = −2e−(x2+y2)x = 0 in fy(x, y) = −2e−(x2+y2)y = 0

je sta
ionarna to£ka T (0, 0). S pomo£jo par
ialnih odvodov fxx(x, y) =
2e−(x2+y2)(2x2−1), fxy(x, y) = 4xye−(x2+y2)

in fyy(x, y) = 2e−(x2+y2)(2y2−
1) preverimo, da je ∆(0, 0) > 0. Ker je fxx(0, 0) = −2 < 0, je v

sta
ionarni to£ki lokalni maksimum.

(h) Re²itvi sistema

fx(x, y) = 3x2 − 6y − 39 = 0 in fy(x, y) = 2y − 6x+ 18 = 0

sta to£ki T1(1,−6) in T2(5, 6). S pomo£jo drugih par
ialnih odvodov

preverimo, da v to£ki T1(1,−6) ne nastopi ekstrem, v to£ki T2(5, 6)

pa je lokalni minimum.

(i) S pomo£jo par
ialnih odvodov funk
ije pridemo do zaklju£ka, da

funk
ija nima ekstrema.

(j) Re²itev sistema

fx(x, y) = e
x
2 (
1

2
x+

1

2
y2 + 1) = 0 in fy(x, y) = 2e

x
2 y = 0

je sta
ionarna to£ka T (−2, 0). S pomo£jo drugih par
ialnih odvodov

funk
ije preverimo, da je v tej to£ki lokalni minimum.

(k) Re²itev sistema

fx(x, y) = ex(x2 + 2x+ 2y2) = 0 in fy(x, y) = 4yex = 0

sta sta
ionarni to£ki T1(0, 0) in T2(−2, 0). V to£ki T1 je lokalni mi-

nimum funk
ije, v to£ki T2 pa ni ekstrema.

123



124



Poglavje 5

Verjetnostni ra£un

5.1 Verjetnost slu£ajnega dogodka

1. Hkrati vrºemo 2 (po²teni) igralni ko
ki. Izra£unajte verjetnost, da je

(a) vsota pik na obeh ko
kah je sodo ²tevilo,

(b) produkt pik na obeh ko
kah je ve£ji od 7.

Re²itev. Verjetnost ra£unamo kot koli£nik P = m
n
, kjer je n ²tevilo vseh

izidov in m ²tevilo ugodnih izidov za dani dogodek. Pri metu dveh ko
k

je ²tevilo vseh izidov (to je parov (1, 1), (1, 2), . . . , (2, 1), (2, 2), . . . , (6, 6))
enako 36.

(a) �tevilo ugodnih izidov (vsota sodo ²tevilo) je m = 18, verjetnost

P = 18
36
.

(b) �tevilo ugodnih izidov (produkt ve£ji od 7) je m = 22, verjetnost

P = 22
36
.

2. V ²katli imamo 15 krogli
, o²tevil£enih od 1 do 15. Iz ²katle (na slepo)

potegnemo eno krogli
o. Kolik²na je verjetnost, da ²tevilo na izbrani

krogli
i

(a) ni ve£je od 12,
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(b) je manj²e od 5,

(
) ni ve£je od 15?

Re²itev. Izid je ²tevilo i (1 ≤ i ≤ 15) na izbrani krogli
i, ²tevilo izidov

je n = 15.

(a) m = 12, P = 12
15

(b) m = 5, P = 5
15

(
) m = 15, P = 15
15

= 1

Da bo ²tevilo na izbrani krogli
i kve£jemu 15 je gotov dogodek.

3. Na loteriji je 5000 listkov, vsak izmed njih stane 10 e. Eden izmed njih

zadene 200 e, ²tirje po 100 e, 10 listkov zadene po 40 e, 20 po 20 e,

150 po 10 ein 300 po 2 e. Kolik²na je verjetnost, da z nakupom enega

listka

(a) nimamo izgube,

(b) zasluºimo?

Re²itev. n = 5000 (²tevilo listkov).

(a) �tevilo ugodnih izidov je ²tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 10 E, m =

185; P = 185
5000

(b) �tevilo ugodnih izidov je ²tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 20 E, m =
35; P = 35

2500

4. V prvi ²katli je 10 krogli
, o²tevil£enih od 1 do 10; v drugi ²katli je

10 krogli
, o²tevil£enih od 11 do 20. Iz vsake ²katle potegnemo po eno

krogli
o. Kolik²na je verjetnost, da je vsota ²tevil na izbranih krogli
ah

(a) enaka 24,

(b) ni manj²a od 12,

(
) ni ve£ja od 20?
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Re²itev. Moºnih izidov (parov ²tevil) je n = 100.

(a) m = 7, P = 7
100

(b) m = 100, P = 1 (Gotovo je vsota vsaj 12.)

(
) m = 5, P = 5
25

5. V ²katli
i z zve£ilnimi gumiji imamo 7 paketkov 'Softy', 9 paketkov

'�unga-Lunga' in 4 paketke 'Bazooka' ºve£ilnih gumijev.

(a) Izvle£emo eno paketek. Kolik²na je verjetnost, da smo izbrali '�unga-

Lunga'?

(b) Izvle£emo eno paketek. Kolik²na je verjetnost, da smo izbrali '�unga-

Lunga' ali 'Softy'?

(
) Izvle£emo dva paketeka. Kolik²na je verjetnost, da nismo izbrali

'Softy'?

(d) Izvle£emo dva paketeka. Kolik²na je verjetnost, da smo izbrali kro-

gli
i 'Softy' in 'Bazooka'?

(e) Izvle£emo tri paketke. Kolik²na je verjetnost, da smo izbrali 2 pa-

ketka 'Bazooka' in en paketek '�unga-Lunga' ?

(f) Izvle£emo tri paketke. Kolik²na je verjetnost, da smo izbrali vsaj

en paketek 'Softy'?

Opomba: Naloge so vzor£ne. Tako kot paketke, lahko izbiramo karkoli

(kar zahteva naloga), na primer: krogli
e, zahtevane karte, ²tudente, ki

so opravili izpit z dolo£eno o
eno, kakovostne ali nekakovostne izdelke,

. . ..

Re²itev.

(a) n = 20, m = 9, P = 9
20

(b) n = 20, m = 9 + 7, P = 16
20

(
) n =
(

20
2

)

, m =
(

13
2

)

, P = 39
95

(d) n =
(

20
2

)

, m = 7 · 4, P = 14
95

(e) n =
(

20
3

)

, m =
(

4
2

)

· 9, P = 9
190
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(f) Verjetnost nasprotnega dogodka (nobena izvle£en paketek ni 'Softy'):

n =
(

20
3

)

, m =
(

13
3

)

, P̄ = 143
570

Verjetnost danega dogodka (vsaj ena izvle£ena krogli
a je bela):

P = 1− P̄ = 427
570

6. Izpit je opravljalo 90 ²tudentov. 15 jih je opravilo izpit z o
eno vsaj 8,

20 jih je dobilo o
eno 7, 35 pa o
eno 6. Kak²na je verjetnost, da trije

naklju£no izbrani ²tudentje niso opravili izpita?

Re²itev.

7. n =
(

90
3

)

, m =
(

3
20

)

, P = 19
1958

5.2 Verjetnost vsote in produkta ter pogojna

verjetnost

1. Verjetnost, da pri metu (nepo²tene) igralne ko
ke pade ²esti
a, je

1
3
; vsi

ostali izidi (pade od 1 do 5 pik) so enako verjetni. Izra£unajte verjetnost,

da pri metu tak²ne ko
ke

(a) padejo vsaj 3 pike,

(b) pade ²tevilo, ki je ve£kratnik ²tevila 2 in 3.

(
) pade ²tevilo, ki je ve£kratnik ²tevila 2 ali 3.

Re²itev. Ozna£imo z Di dogodek �pade i pik�.
Velja: P (D6) =

1
3
, P (D1) = P (D2) = P (D3) = P (D4) = P (D5) =

2
15
.

�eleni dogodek je vsota nezdruºljivih dogodkov.

(a) P (D3) + P (D4) + P (D5) + P (D6) =
1
3
+ 3 · 2

15
= 11

15

(b) �tevilo, ki je deljivo z dva in s tri je ²tevilo ²est. P (D6) =
1
3

(
) P (D2) + P (D3) + P (D4) + P (D6) = 3 2
15

+ 1
2
= 9

10
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2. Dvakrat zaporedoma vrºemo (po²teno) igralno ko
ko. Izra£unajte verje-

tnost,

(a) nismo vrgli peti
e,

(b) nismo vrgli niti dve niti tri.

Re²itev. �eleni dogodek je produkt neodvisnih dogodkov.

(a) P = 5
6
· 5
6
= 25

36

(b) P = 4
6
· 4
6
= 16

36

3. Naklju£no izberemo ²tevilo med 1 in 999. Kolik²na je verjetnost, da je

izbrano ²tevilo deljivo

(a) s 4,

(b) s 3 in s 4,

(
) s 3 ali s 4,

(d) s 3 ali s 4 ali s 5?

Re²itev. Ozna£imo z Di dogodek �izbrano ²tevilo je deljivo z i�.

(a) P (D4) =
249
999

(�tevilo ugodnih je:

999
4

= 249)

(b) P (D3 ·D4) = P (D12) =
83
999

Dogodka nista neodvisna.

(
) P (D3+D4) = P (D3) +P (D4)−P (D3 ·D4) =
333
999

+ 249
999

− 83
999

= 499
999

Dogodka nista nezdruºljiva.

(d) P (D3+D4+D5) = P (D3)+P (D4)+P (D5)−P (D3·D4)−P (D3·D5)−
− P (D4 ·D5) =

333
999

+ 249
999

+ 199
999

− 83
999

− 66
999

− 49
999

= 583
999

4. Prva ²katla vsebuje 4 rde£e in 8 modrih krogel, v drugi ²katli je 7 rde£ih

in 5 modrih krogel. Iz vsake ²katle izvle£emo eno. Izra£unajte verjetnost,

da smo izvlekli

(a) 2 modri krogli,
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(b) krogli razli£nih barv,

(
) krogli iste barve.

Re²itev. Ozna£imo dogodke:

R1 �iz prve ²katle smo izvlekli rde£o kroglo�,

M1 �iz prve ²katle smo izvlekli modro kroglo�,

R2 �iz druge ²katle smo izvlekli rde£o kroglo�,

M2 �iz druge ²katle smo izvlekli modro kroglo�.

Dogodki z indeksom 1 in 2 so medsebojno neodvisni.

(a) P (M1 ·M2) =
8
12

· 5
12

= 40
144

(b) P (R1 ·M2 +M1 · R2) =
4
12

· 5
12

+ 8
12

· 7
12

= 76
144

(
) P (R1 · R2 +M1 ·M2) =
4
12

· 7
12

+ 8
12

· 5
12

= 68
144

5. Verjetnost, da ºarni
a v dolo£enem dnevu pregori, je 0.02. Izra£unajte

verjetnost,

(a) da bo ºarni
a gorela brez napake vsaj 50 dni,

(b) da bo ºarni
a pregorela 30 dan.

Re²itev. Ozna£imo dogodke:

Fi �stroj se i-ti dan pokvari�, P (Fi) =
2

100
,

F̄i �stroj se i-ti dan ne pokvari�, P (F̄i) =
98
100

.

Dogodka, ki se zgodita ob razli£nih dnevih, sta neodvisna.

(a) P (F̄1F̄2F̄3...F̄50) = ( 98
100

)50

(b) P (F̄1F̄2F̄3...F̄27F28) = ( 98
100

)27 · 2
100

6. Hkrati vrºemo dve igralni ko
ki. Kolik²na je verjetnost,

(a) da na obeh ko
kah hkrati pade 5 pik,

(b) da na obeh ko
kah hkrati pade 5 pik, £e vemo, da je vsota pik ve£ja

od 8,

(
) da je vsota pik na obeh ko
kah manj²a od 8,
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(d) da je vsota pik na obeh ko
kah manj²a od 8, £e vemo, da je na prvi

ko
ki padlo manj kot 4 pike?

Re²itev. Ozna£imo dogodke:

Pi (P>i, P<i) �na prvi ko
ki pade i (> i, < i) pik�,
Di (D>i, D<i) �na drugi ko
ki pade i (> i, < i) pik�,

Vi (V>i, V<i) �vsota pik je i (> i, < i)�.
Dogodek na prvi ko
ki je neodvisen od dogodka na drugi ko
ki.

(a) P (P5D5) =
1
36

(b) P (P5D5/V>8) = P (P5D5V>8)
P (V>8)

. Verjetnost, da na obeh ko
kah hkrati

pade 5 pik in je vsota pik ve£ja od 8 je: P (P5D5V>8) =
1
36
. Verje-

tnost, da je vsota pik ve£ja od 8 je: P (V>8) =
10
36

P (P5D5/V>8) =
P (P5D5V>8)

P (V>8)
= 1

10

(
) P (V<8) =
21
36

(d) P (V<8/P<4) = P (V<8P<4)
P (P<4)

Verjetnost, da na prvi ko
ki pade manj

kot 4 pike in je vsota pik manj²a od 8 je: P (V<8P<4) =
15
36
. Verje-

tnost, da je vsota pik manj²a od 8 je: P (V<8) =
21
36

P (P5D5/V>8) =
P (P5D5V>8)

P (V>8)
= 15

21

7. V ²katli je 10 belih 6 rde£ih in 4 £rne krogli
e. Hkrati izvle£emo iz ²katle

2 krogli
i. Kolik²na je verjetnost,

(a) da sta obe izvle£eni krogli
i rde£e barve, £e vemo, da nobena ni

bela,

(b) da sta izvle£eni krogli
i razli£nih barv, £e vemo, da nobena ni bela,

Re²itev.

(a) Zaradi pogoja �nobena ni bela� lahko razmi²ljamo, kakor da bela

krogli
 ni v ²katli.

P =
(62)
(102 )

= 1
3

(b) P = 4·6

(102 )
= 8

15
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8. Verjetnost, da bo izdelek prvovrsten je 0.4; verjetnost, da bo neuporaben

je 0.05. Izra£unajte verjetnost, da bomo kupili

(a) prvovrsten izdelek, £e vemo, da je uporaben,

(b) neuporaben izdelek, £e vemo, da ni prvovrsten.

Re²itev. Ozna£imo dogodke:

F �izdelek je prvovrsten�, P (F ) = 0.4,
U �izdelek je uporaben�, P (U) = 0.95,

Ū �izdelek je neuporaben�, P (Ū) = 0.05.

(a) P (F/U) = P (FU)
P (U)

= P (F )
P (U)

= 0, 421

(b) P (Ū/F̄ ) = P (Ū F̄ )
P (F̄ )

= P (Ū)
P (F̄ )

= 0, 083
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